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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

KES·IRL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLERDE KARARLILIK ANAL·IZ·I

Asl¬Beste ÖZAYDIN

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Fatma KARAKOÇ

Bu tez alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde kesirli integral ve türev operatörleri tan¬t¬l¬p bunlarla ilgili özellikler veril-
mi̧s, baz¬ özel fonksiyonlar ifade edilmi̧s ve bu fonksiyonlar¬n kesirli integral ve türev
operatörleri ile ili̧skilerine de¼ginilmi̧stir. Ayr¬ca kesirli integral ve türev operatörlerinin
Laplace dönüşümleri de incelenmi̧stir.

Üçüncü bölümde Riemann-Liouville ve Caputo türevi içeren kesirli diferensiyel denklemler
için varl¬k ve teklik teoremleri ifade edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin kararl¬l¬k analizi yap¬lm¬̧s-
t¬r. ·Ilk olarak denge noktalar¬n¬n lokal kararl¬l¬¼g¬incelenmi̧stir. Daha sonra lineer olmayan
denklemler için Lyapunov yöntemi uygulanarak Mittag-Le­ er kararl¬l¬k gösterilmi̧stir.

Beşinci bölüm, bu çal¬̧smada elde edilen orijinal sonuçlar¬ içermektedir. Bu bölümde
Hadamard türevi içeren kesirli diferensiyel denklemler için global çekicilik ele al¬nm¬̧st¬r.
Lyapunov yöntemi yard¬m¬yla denklemin y� = 0 denge noktas¬n¬n global çekici olmas¬için
yeter koşullar elde edilmi̧stir.

Son bölümde ise elde edilen sonuçlar özetlenmi̧stir.

Ocak 2018, 90 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli integral operatörü, Kesirli türev operatörü, Kesirli
diferensiyel denklem, Lokal kararl¬l¬k, Lyapunov yöntemi, Mittag-Le­ er kararl¬l¬k, Global
çekicilik, Hadamard kesirli türevi.
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ABSTRACT

Master Thesis

STABILITY ANALYSIS OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Asl¬Beste ÖZAYDIN

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fatma KARAKOÇ

This thesis consists of six chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, fractional integral and derivative operators are introduced, related
proporties are given, some speci�c functions are expressed and the relationship with frac-
tional integral and derivative operators of these functions are referred. Moreover, Laplace
transformations of fractional integral and derivative operators are investigated.

In the third chapter, the existence and uniqueness theorems are expressed for fractional
di¤erential equations involving Riemann-Liouville and Caputo fractional derivative.

In the fourth chapter, stability analysis of fractional di¤erential equations are performed.
Firstly, local stability of equilibrium points are investigated. Later, by applying Lyapunov
method, Mittag-Le­ er stability is shown for nonlinear equations.

The �fth chapter includes the original results of this study. In this chapter, global attrac-
tivity is given for fractional di¤erential equations involving Hadamard derivative. Su¢ cient
conditions are obtained for the global attractivitiy of the equilibrium point y� = 0 via
Lyapunov method.

Finally in the last chapter, the results are summarized.

January 2018, 90 pages

Key Words: Fractional integral operator, Fractional derivative operator, Fractional
di¤erential equation, Local stability, Lyapunov method, Mittag-Le­ er stability, Global
attractivity, Hadamard fractional derivative.
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TEŞEKKÜR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv
S·IMGELER D·IZ·IN·I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi
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Z�0 Z�0 = f0;�1;�2; :::g
D� �: basamaktan Riemann-Liouville kesirli türevi
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1. G·IR·IŞ

Kesirli basamaktan türevin ya da daha genel olarak key� reel ya da kompleks say¬

basamaktan türevin göz önüne al¬nmas¬on yedinci yüzy¬lda Marquis de L�Hospital�in

Wilhelm Leibnitz�e yazd¬¼g¬�
dnx

dxn
türevinde n =

1

2
olmas¬n¬n anlam¬nedir?�sorusuyla

başlam¬̧st¬r. Ancak kesirli integral ya da türev hesab¬n¬n temel özellikleri on sekizinci

ve on dokuzuncu yüzy¬lda yap¬lan az say¬da çal¬̧smada ele al¬nm¬̧st¬r. Kesirli integral

ve türev hesab¬n¬n özelliklerinin incelendi¼gi ilk kitap Oldham ve Spanier taraf¬ndan

1974 y¬l¬nda yay¬mlanm¬̧st¬r. Son 25 y¬ld¬r ise kesirli diferensiyel denklemlerin gerek

teorisinin gerekse çözüm yöntemlerinin sistematik olarak ele al¬nd¬¼g¬önemli kitaplar

bas¬lm¬̧st¬r (Miller ve Ross 1993, Samko vd. 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006,

Lakshmikantham vd. 2009, Diethelm 2010).

Laplace dönüşümleri ve Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬, kesirli basamaktan diferensiyel

denklemlerin çözümlerinin elde edilmesi ve ifade edilmesinde kullan¬lan en önemli

araçlard¬r. Bu yüzden tezin ikinci bölümünde kesirli integral ve türev operatörlerinin

özelliklerinin yan¬s¬ra Laplace dönüşümleri ve Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n özel-

liklerine de yer verilmi̧stir.

Di¼ger taraftan iyi bilinmektedir ki diferensiyel denklemlerde çözümlerin kararl¬l¬k

analizinin yap¬lmas¬ temel problemlerden biridir. Tamsay¬ basamaktan diferen-

siyel denklemlere benzer olarak kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin lokal

kararl¬l¬k analizinde de lineerleştirme metodu yo¼gun bir şekilde uygulanmaktad¬r

(Ahmed ve Elgazzar 2007, Ahmed vd. 2007, Ozalp ve Demirci 2011, El-Saka ve Ah-

med 2016, Ghaziani vd. 2016). Tamsay¬basamaktan diferensiyel denklemlerden

farkl¬olarak ise lineer olmayan diferensiyel denklemler için Mittag-Le­ er kararl¬l¬k

tan¬mlanm¬̧st¬r. Mittag-Le­ er kararl¬l¬k incelemesi de Lyapunov yöntemi yard¬m¬yla

yap¬lmaktad¬r (Li vd. 2009, Li vd. 2010, Zhang vd. 2011, Aguila-Camacho vd. 2014,

Duarte-Mermoud vd. 2015).
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Son otuz y¬lda dinamik sistemlerde kontrol teori, mekanik, optik, elektrik, viskoe-

lastisite gibi gerçek hayat problemlerinde tamsay¬basamaktan türev yerine kesirli

basamaktan türev içeren modellerin kullan¬lmas¬n¬n daha uygun oldu¼gunun vurgu-

lanmas¬yla kesirli diferensiyel denklemler ve kesirli basamaktan integral denklemler

incelenmeye başlanm¬̧st¬r (Sabatier vd. 2006, Zamani vd. 2009, Gabono ve Poinot

2011).

Kesirli basamaktan ya da daha genel olarak key�basamaktan türeve ili̧skin pek çok

tan¬m olmas¬na ra¼gmen Riemann-Liouville ve Caputo kesirli türevlerinin incelenmesi

yo¼gun olarak devam etmektedir. Riemann-Liouville kesirli integralinden farkl¬olarak

verilen tan¬mlardan bir tanesi

(J�a+f)(x) =
1

�(�)

Z x

a

�
log

x

t

���1 f(t)
t
dt; x > a; � > 0;

integrali ile tan¬mlanan �: basamaktan Hadamard kesirli integralidir (Hadamard

1892). Benzer olarak �: basamaktan Hadamard kesirli türevi de

(D�
a+f)(x) =

�
x
d

dx

�n
1

�(n� �)

Z x

a

�
log

x

t

�n���1 f(t)
t
dt; x > a; � � 0

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Samko vd. 1993). Hadamard kesirli türevi içeren lineer olmayan

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin varl¬k ve tekli¼gi Kilbas vd. taraf¬ndan ince-

lenmi̧stir (Kilbas vd. 2003).

Bu tezin beşinci bölümünde Hadamard kesirli türevi içeren lineer olmayan bir dife-

rensiyel denklem s¬n¬f¬ele al¬nm¬̧st¬r ve denge noktas¬n¬n global çekici olmas¬ için

yeter koşullar elde edilmi̧stir.
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2. ÖN B·ILG·ILER VE TEOREMLER

Bu bölümde baz¬özel fonksiyonlar¬n tan¬m¬ve bunlarla ilgili teoremler ile karar-

l¬l¬k analizinde ve çözümlerin varl¬k-tekli¼ginde kullan¬lacak olan fonksiyon uzaylar¬

verilecek ve ard¬ndan da kesirli integral ve türev operatörleri tan¬t¬lacakt¬r.

2.1 Temel Kavramlar

Bu kesimde mutlak sürekli fonksiyon uzaylar¬n¬ve Lebesgue anlam¬nda kompleks

de¼gerli ölçülebilir fonksiyon uzaylar¬n¬tan¬mlayaca¼g¬z.


 = [a; b] ; �1 � a < b � 1; reel eksenin sonlu ya da sonsuz aral¬¼g¬olsun.

1 � p � 1 olmak üzere Lp(a; b) uzay¬
 üzerinde

kfkp =
�Z b

a

jf(t)jp dt
�1
p

; (1 � p <1) ve kfk1 = ess sup
a�x�b

jf(x)j (2.1)

normuna sahip kompleks de¼gerli ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬d¬r. Burada

kfkp < 1 ve ess sup jf(x)j, jf(x)j fonksiyonunun maksimum de¼geridir (Kilbas vd.

2006).

[a; b] ; �1 < a < b < 1; sonlu aral¬k olsun. AC [a; b] ile [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak

sürekli olan f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬gösterilecektir. Bu uzay '(t) 2 L(a; b) olmak

üzere

f(x) = c+

Z x

a

'(t)dt; (2.2)

Lebesgue anlam¬nda toplanabilir fonksiyonlar¬n uzay¬na denktir. Burada

'(t) = f 0(t) ve c = f(a)

d¬r (Kilbas vd. 2006).
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n 2 N için ve f (n�1)(x) 2 AC [a; b] olmak üzere, ACn [a; b], [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

ve (n� 1): basamaktan sürekli türeve sahip f(x) kompleks de¼gerli fonksiyonlar¬n¬n

uzay¬n¬gösterir ve aşa¼g¬daki gibi tan¬ml¬d¬r:

ACn [a; b] =

�
f : [a; b]! C ve (Dn�1f)(x) 2 AC [a; b] ; D =

d

dx
:

�
(2.3)

Özel olarak AC1 [a; b] = AC [a; b] dir (Kilbas vd. 2006).

Lemma 2.1 (Kilbas vd. 2006) ACn [a; b] uzay¬

f(x) = (Ina+')(x) +
n�1X
k=0

ck(x� a)k

formundaki f(x) fonksiyonlar¬ndan oluşur.

Burada '(t) 2 L(a; b); ck (k = 0; 1; :::; n� 1) key� sabitlerdir ve

(Ina+')(x) =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1'(t)dt

şeklindedir. Ayr¬ca

'(t) = f (n)(t); ck =
f (k)(a)

k!
; (k = 0; 1; :::; n� 1)

dir.

Teorem 2.1 (Kilbas vd. 2006) (U; d) boş olmayan tam metrik uzay ve 0 � w < 1

olmak üzere T : U ! U bir daralma dönüşümü olsun, yani her u; v 2 U için,

d(Tu; Tv) � wd(u; v)

sa¼glans¬n. Bu durumda, T operatörü bir tek u� 2 U sabit noktas¬na sahiptir. Ayr¬ca,

T k; k 2 N;

T 1 = T ve T k = TT k�1; k 2 N n f1g

şeklinde tan¬ml¬operatör dizisi ise, bu durumda her u0 2 U için,
�
T ku0

	1
k=1

serisi

u� sabit noktas¬na yak¬nsar.
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Teorem 2.2 a1; a2; :::; an reel katsay¬lar ve

P (�) = �n + a1�
n�1 + :::an�1�+ an

olmak üzere Hn Hurwitz matrisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

H1 = (a1); H2 =

0@a1 1

a3 a2

1A ; H3 =
0BBB@
a1 1 0

a3 a2 a1

a5 a4 a3

1CCCA ; :::;

Hn =

0BBBBBBBBB@

a1 1 0 0 � � � 0

a3 a2 a1 1 � � � 0

a5 a4 a3 a2 � � � 0
...

...
...

... � � � ...

0 0 0 0 � � � an

1CCCCCCCCCA
burada, e¼ger j > n ise aj = 0 d¬r. P (�) polinom denkleminin köklerinin tümünün

reel k¬s¬mlar¬n¬n negatif olmas¬için gerek ve yeter koşul Hurwitz matrisinin bütün

determinantlar¬n¬n pozitif olmas¬d¬r, yani

detHj > 0; j = 1; 2; :::; n;

olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.1 f : I ! R olmak üzere e¼ger her x; y 2 I için,

jf(x)� f(y)j �M jx� yj�

olacak şekilde birM > 0 bulunabiliyorsa, bu durumda f fonksiyonuna Hölder sürek-

lidir denir, burada 0 < � � 1 dir.

2.2 Gamma ve Beta Fonksiyonlar¬

Bu kesimde kesirli integral ve türevin incelenmesinde yard¬mc¬olacak Gamma ve

Beta fonksiyonlar¬ifade edilecektir.
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Tan¬m 2.2 <(z) > 0 olmak üzere

�(z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt (2.4)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.3 <(z) > 0; <(w) > 0 olmak üzere

B(z; w) =

Z 1

0

tz�1(1� t)w�1dt (2.5)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

Lemma 2.2 z; w =2 Z�0 olmak üzere

B(z; w) =
�(z)�(w)

�(z + w)
(2.6)

dir.

2.3 Kesirli ·Integral ve Türev Operatörleri

Bu kesimde kesirli integral ve kesirli türev operatörleri tan¬t¬l¬p baz¬özellikleri ince-

lenecektir.

Tan¬m 2.4 (Kilbas vd. 2006) 
 = [a; b] (�1 < a < b <1) reel eksende bir sonlu

aral¬k olsun. � 2 R+ olmak üzere

x > a için, (I�a+f)(x) =
1

�(�)

Z x

a

f(t)dt

(x� t)1�� (2.7)

ve

x < b için, (I�b�f)(x) =
1

�(�)

Z b

x

f(t)dt

(t� x)1�� (2.8)

ile tan¬ml¬ I�a+f ve I
�
b�f operatörlerine s¬ras¬yla �: basamaktan sol tara�¬ve sa¼g

tara�¬Riemann-Liouville kesirli integralleri denir. Burada �, (2.4) ile tan¬mlanan

Gamma fonksiyonudur.
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� = n 2 N oldu¼gunda (2.7) ve (2.8) integralleri

(Ina+f)(x) =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1f(t)dt

=

Z x

a

dt1

Z t1

a

dt2:::

Z tn�1

a

f(tn)dtn

ve

(Inb�f)(x) =
1

(n� 1)!

Z b

x

(t� x)n�1f(t)dt

=

Z b

x

dt1

Z b

t1

dt2:::

Z b

tn�1

f(tn)dtn

integrallerine eşde¼gerdir.

Özel olarak, (I0a+f)(x) = f(x) kabul edilmektedir.

Tan¬m 2.5 (Kilbas vd. 2006) � 2 R; � � 0 ve n = [�] + 1 olmak üzere, x > a için

(D�
a+f)(x) =

�
d

dx

�n
(In��a+ f)(x)

=
1

�(n� �)

�
d

dx

�n Z x

a

f(t)dt

(x� t)��n+1 (2.9)

ve x < b için,

(D�
b�f)(x) =

�
� d

dx

�n
(In��b� f)(x)

=
1

�(n� �)

�
� d

dx

�n Z b

x

f(t)dt

(t� x)��n+1 (2.10)

şeklinde tan¬ml¬D�
a+f ve D

�
b�f operatörlerine �: basamaktan Riemann-Liouville

kesirli türevi denir.

Özel olarak � = n 2 N ise, bu durumda

(D0
a+f)(x) = (D0

b�f)(x) = f(x);

(Dn
a+f)(x) = f (n)(x) ve (Dn

b�f)(x) = (�1)nf (n)(x) (2.11)
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elde edilir. Ayr¬ca � 2 R ve 0 < � < 1 ise, bu durumda (2.9) ve (2.10) s¬ras¬yla,

(D�
a+f)(x) =

1

�(1� �)
d

dx

Z x

a

f(t)dt

(x� t)� ; x > a;

(D�
b�f)(x) = � 1

�(1� �)
d

dx

Z b

x

f(t)dt

(t� x)� ; x < b:

kesirli türevlerine indirgenir.

Uyar¬2.1 Sabit fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli türevi s¬f¬r de¼gildir. Gerçek-

ten, (2.9) da f(x) = 1 al¬n¬rsa

(D�
a+1)(x) =

(x� a)��
�(1� �) (2.12)

elde edilir.

Aşa¼g¬daki lemmada kuvvet fonksiyonlar¬n¬n kesirli integral ve türevi hesaplanm¬̧st¬r.

Lemma 2.3 (Kilbas vd. 2006) � 2 R+ olsun. Bu durumda

� > 0 iken (I�a+(t� a)��1)(x) =
�(�)

�(�+ �)
(x� a)�+��1; (2.13)

ve

� � 0 iken (D�
a+(t� a)��1)(x) =

�(�)

�(� � �)(x� a)
����1 (2.14)

sa¼glan¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak (2.13) eşitli¼gini ispatlayal¬m. (2.7) kesirli integral tan¬m¬ndan

(I�a+(t� a)��1)(x) =
1

�(�)

Z x

a

(t� a)��1(x� t)��1dt

dir. t = a+ s(x� a) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

(I�a+(t� a)��1)(x) =
1

�(�)
(x� a)�+��1

Z 1

0

s��1(1� s)��1ds (2.15)

elde edilir. (2.15) de Beta fonksiyonunun (2.5) ve (2.6) ile verilen özellikleri göz

önüne al¬n¬rsa (2.13) eşitli¼gi elde edilir.
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(2.14) eşitli¼ginin ispat¬için, (2.9) Riemann-Liouville kesirli türev tan¬m¬ve (2.13)

eşitli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

(D�
a+(t� a)��1)(x) =

�(�)

�(� + n� �)

�
d

dx

�n
(x� a)n+����1 (2.16)

elde edilir. (2.16) n¬n n kez türevi al¬n¬p düzenlenirse istenilen sonuç bulunur.

Uyar¬2.2 (2.14) de � = 1 al¬nd¬¼g¬nda da (2.12) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür.

Uyar¬2.3 j = 1; 2; :::; [�] + 1 ise

(D�
a+(t� a)��j)(x) = 0 (2.17)

d¬r.

Aşa¼g¬daki lemmada (2.3) ile tan¬mlanan ACn [a; b] uzay¬ndaki fonksiyonlar¬n D�
a+

kesirli türevi ifade edilmi̧stir.

Lemma 2.4 (Kilbas vd. 2006) � � 0 ve n = [�] + 1 olsun. E¼ger y(x) 2 ACn [a; b]

ise bu durumda

(D�
a+y)(x) =

n�1X
k=0

y(k)(a)

�(1 + k � �)(x� a)
k�� +

1

�(n� �)

Z x

a

y(n)(t)dt

(x� t)��n+1

dir.

·Ispat. y(x) 2 ACn [a; b] oldu¼gundan Lemma 2.1 den

y(x) =
1

�(n)

Z x

a

(x� t)n�1y(n)(t)dt+
n�1X
k=0

y(k)(a)

k!
(x� a)k (2.18)

yaz¬labilir. (2.18) eşitli¼gine (2.9) ile tan¬ml¬D�
a+ kesirli türev operatörü uygulan¬rsa

(D�
a+y)(x) =

1

�(n� �)
1

�(n)

�
d

dx

�n Z x

a

Z t

a

(t� u)n�1y(n)(u)(x� t)n���1dudt

+
1

�(n� �)

�
d

dx

�n Z x

a

n�1X
k=0

y(k)(a)

k!
(t� a)k(x� t)n���1dt (2.19)
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elde edilir.

A1(x) =:
1

�(n� �)
1

�(n)

�
d

dx

�n Z x

a

Z t

a

(t� u)n�1y(n)(u)(x� t)n���1dudt

ve

A2(x) =:
1

�(n� �)

�
d

dx

�n Z x

a

n�1X
k=0

y(k)(a)

k!
(t� a)k(x� t)n���1dt

olsun. A1(x) integralinde integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse

A1(x) =
1

�(n� �)
1

�(n)

�
d

dx

�n Z x

a

Z x

u

(x� t)n���1(t� u)n�1y(n)(u)dtdu

bulunur. t = u+ s(x� u) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p Beta fonksiyonunun (2.5) ve

(2.6) özellikleri dikkate al¬n¬rsa

A1(x) =
1

�(2n� �)

�
d

dx

�n Z x

a

(x� u)2n���1y(n)(u)du (2.20)

elde edilir. (2.20) de n kez türev al¬n¬p düzenlenirse

A1(x) =
1

�(n� �)

Z x

a

(x� t)n���1y(n)(t)dt (2.21)

bulunur.

A2(x) integralinin hesab¬için t = a + s(x � a) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p, terim

terime integral hesaplan¬rsa

A2(x) =
1

�(n� �)

�
d

dx

�n n�1X
k=0

Z 1

0

y(k)(a)

k!
(x� a)k+n��sk(1� s)n���1ds

elde edilir. Bu eşitlikte (2.5) ve (2.6) özellikleri göz önüne al¬n¬p düzenlenirse

A2(x) =

�
d

dx

�n n�1X
k=0

y(k)(a)

�(n� �+ k + 1)(x� a)
k+n�� (2.22)

bulunur. (2.22) de n kez türev al¬n¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

A2(x) =

n�1X
k=0

y(k)(a)

�(1 + k � �)(x� a)
k�� (2.23)

elde edilir. (2.21) ve (2.23), (2.19) da yerine yaz¬ld¬¼g¬nda istenilen elde edilir.

Aşa¼g¬da verilen lemmada I�a+ kesirli integral operatörünün yar¬grup özelli¼gi gösteril-

mi̧stir.
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Lemma 2.5 (Kilbas vd. 2006) E¼ger � > 0, � > 0 ve f(x) 2 Lp(a; b) (1 � p � 1)

ise, bu durumda

(I�a+I
�
a+f)(x) = (I

�+�
a+ f)(x) (2.24)

sa¼glan¬r.

·Ispat. (2.7) kesirli integral tan¬m¬ndan

(I�a+I
�
a+f)(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

Z t

a

(t� �)��1(x� t)��1f(�)d�dt

yaz¬l¬r. Bu eşitlikte integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilse

(I�a+I
�
a+f)(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

Z x

�

(t� �)��1(x� t)��1f(�)dtd�

elde edilir. ·Integralin hesab¬için t = � + s(x� �) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p (2.5)

ve (2.6) eşitlikleri göz önünde bulundurulursa, istenilen sonuç elde edilir.

Aşa¼g¬daki lemma kesirli türev operatörünün, kesirli integralin soldan tersi oldu¼gunu

göstermektedir.

Lemma 2.6 (Kilbas vd. 2006) E¼ger � > 0 ve f(x) 2 Lp(a; b) (1 � p � 1) ise, bu

durumda

(D�
a+I

�
a+f)(x) = f(x) (2.25)

sa¼glan¬r.

·Ispat. (2.7) ve (2.9) kesirli integral ve türev tan¬m¬ndan

(D�
a+I

�
a+f)(x) =

1

�(n� �)
1

�(�)

�
d

dx

�n Z x

a

Z t

a

(x� t)n���1(t� �)��1f(�)d�dt

yaz¬l¬r. Bu eşitlikte integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse

(D�
a+I

�
a+f)(x) =

1

�(n� �)
1

�(�)

�
d

dx

�n Z x

a

Z x

�

(x� t)n���1(t� �)��1f(�)dtd�
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elde edilir. ·Integralin hesab¬için t = � + s(x� �) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p (2.5)

ve (2.6) eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa

(D�
a+I

�
a+f)(x) =

1

�(n)

�
d

dx

�n Z x

a

(x� �)n�1f(�)d� (2.26)

bulunur. (2.26) eşitli¼ginde n kez türev al¬n¬p düzenlenirse istenilen elde edilir.

Aşa¼g¬daki lemmalarda kesirli türev ve integral operatörleri için birleşme özelli¼gi

verilmi̧stir.

Lemma 2.7 (Kilbas vd. 2006) E¼ger � > � > 0 ise, bu durumda f(x) 2 Lp(a; b);

1 � p � 1; için

(D�
a+I

�
a+f)(x) = (I

���
a+ f)(x) (2.27)

sa¼glan¬r.

·Ispat. (2.7) ve (2.9) Riemann-Liouville kesirli integral ve türev tan¬m¬ndan

(D�
a+I

�
a+f)(x) =

1

�(n� �)
1

�(�)

�
d

dx

�n Z x

a

Z t

a

(x� t)n���1(t� �)��1f(�)d�dt

yaz¬l¬r. Bu eşitlikte integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse

(D�
a+I

�
a+f)(x) =

1

�(n� �)
1

�(�)

�
d

dx

�n Z x

a

Z x

�

(x� t)n���1(t� �)��1f(�)dtd�

elde edilir. ·Içerideki integral için t = � + s(x� �) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p (2.5)

ve (2.6) eşitlikleri dikkate al¬n¬rsa

(D�
a+I

�
a+f)(x) =

1

�(n+ �� �)

�
d

dx

�n Z x

a

(x� �)n+����1f(�)d� (2.28)

bulunur. (2.28) eşitli¼ginde n kez türev al¬n¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa ispat tamam-

lan¬r.

Lemma 2.8 (Kilbas vd. 2006) � > 0; n = [�] + 1 ve fn��(x) = (In��a+ f)(x); (2.7)

ile tan¬ml¬(n� �): basamaktan kesirli integral olsun. Bu durumda, f(x) 2 L1(a; b)
12



ve fn��(x) 2 ACn [a; b] ise

(I�a+D
�
a+f)(x) = f(x)�

nX
j=1

f
(n�j)
n�� (a)

�(�� j + 1)(x� a)
��j (2.29)

sa¼glan¬r.

Özel olarak 0 < � < 1 al¬n¬rsa, bu durumda f1��(x) = (I1��a+ f)(x) olmak üzere

(I�a+D
�
a+f)(x) = f(x)�

f1��(a)

�(�)
(x� a)��1 (2.30)

dir.

·Ispat. g(x) = fn��(x) = (In��a+ f)(x) alal¬m. Lemma 2.6 dan (Dn��
a+ g)(x) = f(x)

yaz¬l¬r. g(x) = fn��(x) 2 ACn [a; b] oldu¼gundan Lemma 2.4 kullan¬l¬rsa

(D�
a+g)(x) =

n�1X
k=0

g(k)(a)

�(1 + k � �)(x� a)
k�� +

1

�(n� �)

Z x

a

g(n)(t)dt

(x� t)��n+1

bulunur. Bu eşitlikte � yerine n� � yaz¬l¬rsa

f(x) =
n�1X
k=0

g(k)(a)

�(1 + k � n+ �)(x� a)
k�n+� +

1

�(�)

Z x

a

g(n)(t)dt

(x� t)1��

elde edilir. Toplam terimi için k = n� j al¬n¬rsa

f(x) =
nX
j=1

g(n�j)(a)

�(1 + �� j)(x� a)
��j +

1

�(�)

Z x

a

g(n)(t)dt

(x� t)1��

bulunur. Son olarak g(x) = (In��a+ f)(x) yaz¬l¬p düzenlenirse istenilen elde edilir.

Uyar¬2.4 Lemma 2.8 de � = n 2 N ise, bu durumda

(Ina+D
n
a+f)(x) = f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k

sa¼glan¬r.

Buraya kadar verdi¼gimiz özellikler Riemann-Liouville kesirli integral ve türev opera-

törleri ile ilgiliydi. Aşa¼g¬da Caputo kesirli türevi tan¬mlan¬p özellikleri incelenecektir.
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Tan¬m 2.6 (Kilbas vd. 2006) [a; b] ; reel eksende sonlu bir aral¬k olsun.

D�
a+ [y(t)] (x) = (D�

a+y)(x) ve D
�
b� [y(t)] (x) = (D�

b�y)(x) s¬ras¬yla, (2.9) ve (2.10)

ile tan¬ml¬�: basamaktan Riemann-Liouville kesirli türevi göstersin. � 2 R+ ol-

mak üzere, [a; b] de �: basamaktan sol tara�¬ve sa¼g tara�¬Caputo kesirli türevleri

s¬ras¬yla

(CD�
a+y)(x) =

 
D�
a+

"
y(t)�

n�1X
k=0

y(k)(a)

k!
(t� a)k

#!
(x) (2.31)

ve

(CD�
b�y)(x) =

 
D�
b�

"
y(t)�

n�1X
k=0

y(k)(b)

k!
(b� t)k

#!
(x) (2.32)

şeklinde tan¬ml¬d¬r, burada

� =2 N0 için n = [�] + 1; � 2 N0 için n = � (2.33)

d¬r.

Özel olarak 0 < � < 1 oldu¼gunda (2.31) ve (2.32) Caputo türevleri s¬ras¬yla

(CD�
a+y)(x) = (D�

a+ [y(t)� y(a)])(x);

(CD�
b�y)(x) = (D�

b� [y(t)� y(b)])(x)

biçimindedir.

E¼ger � =2 N0 ise, bu durumda (2.31) ve (2.32) Caputo türevleri, (2.9) ve (2.10) ile

tan¬ml¬Riemann-Liouville kesirli türevi kullan¬larak

(CD�
a+y)(x) = (D

�
a+y)(x)�

n�1X
k=0

y(k)(a)

�(k � �+ 1)(x� a)
k��; n = [�] + 1;

ve

(CD�
b�y)(x) = (D

�
b�y)(x)�

n�1X
k=0

y(k)(b)

�(k � �+ 1)(b� x)
k��; n = [�] + 1;

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitliklerde 0 < � < 1 ise, bu durumda

(CD�
a+y)(x) = (D�

a+y)(x)�
y(a)

�(1� �)(x� a)
��;

(CD�
b�y)(x) = (D�

b�y)(x)�
y(b)

�(1� �)(b� x)
��
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elde edilir.

� =2 N0 ise, aşa¼g¬daki durumlarda (2.31) ve (2.32) Caputo türevleri, (2.9) ve (2.10)

Riemann-Liouville kesirli türevleri ile örtüşür:

y(a) = y0(a) = ::: = y(n�1)(a) = 0 ise, (CD�
a+y)(x) = (D

�
a+y)(x);

y(b) = y0(b) = ::: = y(n�1)(b) = 0 ise, (CD�
b�y)(x) = (D

�
b�y)(x):

Burada özel olarak 0 < � < 1 ise

y(a) = 0 durumunda (CD�
a+y)(x) = (D

�
a+y)(x);

y(b) = 0 durumunda (CD�
b�y)(x) = (D

�
b�y)(x)

elde edilir.

E¼ger � = n 2 N0 ve n: basamaktan y(n)(x) adi türevi mevcutsa, bu durumda

(CDn
a+y)(x) = y

(n)(x) ve (CDn
b�y)(x) = (�1)ny(n)(x) (2.34)

olur.

Caputo kesirli türevi, Riemann-Liouville kesirli türevinin var oldu¼gu durumdaki

y(x) fonksiyonlar¬için tan¬ml¬d¬r. O halde mutlak sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬olan

ACn [a; b] uzay¬ndaki y(x) fonksiyonlar¬için de tan¬ml¬olur. Bununla ilgili olarak

aşa¼g¬daki teoremi verelim.

Teorem 2.3 (Kilbas vd. 2006) � � 0 olsun ve n için (2.33) sa¼glans¬n. Ayr¬ca

y(x) 2 ACn [a; b] olsun.

(a) E¼ger � =2 N0 ise, bu durumda (CD�
a+y)(x) Caputo türevi

(CD�
a+y)(x) =

1

�(n� �)

Z x

a

y(n)(t)dt

(x� t)��n+1 =: (I
n��
a+ Dny)(x) (2.35)
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şeklinde ifade edilebilir, burada D =
d

dx
dir.

Özel olarak 0 < � < 1 ve y(x) 2 AC [a; b] ise, bu durumda

(CD�
a+y)(x) =

1

�(1� �)

Z x

a

y0(t)dt

(x� t)� =: (I
1��
a+ Dy)(x) (2.36)

dir.

(b) E¼ger � = n 2 N0 ise, bu durumda (CD�
a+y)(x) türevi (2.34) ile ifade edilir.

Özel olarak

(CD0
a+y)(x) = y(x)

dir.

·Ispat. � =2 N0 olsun. (2.31) ve (2.9) dan

(CD�
a+y)(x) =

1

�(n� �)

�
d

dx

�n Z x

a

"
y(t)�

n�1X
k=0

y(k)(a)

k!
(t� a)k

#
(x� t)n���1dt

elde edilir. Bu eşitlikte k¬smi integrasyon yöntemi uygulan¬p ayn¬yöntem devam

ettirilirse

(CD�
a+y)(x) =

1

�(n� �)

�
d

dx

�n(
�(x� t)

n��

n� �

"
y(t)�

n�1X
k=0

y(k)(a)

k!
(t� a)k

#�����
x

t=a

+

Z x

a

(x� t)n��
n� �

"
y0(t)�

n�1X
k=1

y(k)(a)

(k � 1)!(t� a)
k�1

#
dt

)

=
1

�(n� �)

�
d

dx

�n Z x

a

(x� t)n��
n� � (y0(t)�

n�1X
k=1

y(k)(a)

(k � 1)!(t� a)
k�1)dt

=
1

�(n� �)

�
d

dx

�n�1 Z x

a

(x� t)n���1(y0(t)�
n�1X
k=1

y(k)(a)

(k � 1)!(t� a)
k�1)dt

= ::: =
1

�(n� �)
d

dx

Z x

a

(x� t)n���1(y(n�1)(t)� y(n�1)(a))dt

=
1

�(n� �)
d

dx

Z x

a

(x� t)n��
n� � y(n)(t)dt

=
1

�(n� �)

Z x

a

(x� t)n���1y(n)(t)dt
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elde edilir.

� = n 2 N0 ise, bu durumda (2.31) ve (2.11) den (2.34) ün ilk eşitli¼gi elde edilir.

Aşa¼g¬da verilecek özellikler Riemann-Liouville türeviyle benzerlik gösterir. (x�a)��1

kuvvet fonksiyonunun Caputo kesirli türevi yine kuvvet fonksiyonu biçimindedir.

Ancak bir yönüyle Riemann-Liouville türevinden ayr¬l¬r. Riemann-Liouville türevinde

sabitin türevi s¬f¬r de¼gilken, Caputo türevinde sabitin türevi s¬f¬rd¬r.

Lemma 2.9 � > 0; � > 0 olsun ve n için (2.33) sa¼glans¬n. Bu durumda

(CD�
a+(t� a)��1)(x) =

�(�)

�(� � �)(x� a)
����1; � > n;

sa¼glan¬r. Özel olarak

(CD�
a+1)(x) = 0 (2.37)

d¬r.

·Ispat. (2.31) Caputo türev tan¬m¬nda y(x) = (x� a)��1 al¬n¬rsa

(CD�
a+(t� a)��1)(x) = (D�

a+(t� a)��1)(x) (2.38)

elde edilir. (2.38) eşitli¼ginde (2.14) kullan¬l¬rsa istenilen sonuç elde edilir.

y(x) = 1 fonksiyonunun Caputo türevi için de yine (2.31) Caputo türev tan¬m¬

kullan¬l¬rsa

(CD�
a+1)(x) = (D

�
a+1)(x)�

1

�(1� �)(x� a)
��

bulunur. Son olarak (2.12) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa istenilen sonuç elde edilir.

2.4 Mittag-Le­ er Fonksiyonlar¬

Tamsay¬basamaktan sistemlerin çözümlerinde ço¼gunlukla üstel fonksiyonlar kaŗs¬m¬-

za ç¬kar. Benzer olarak kesirli sistemlerin çözümlerinde üstel fonksiyonlar¬n yerini
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Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬al¬r. Bu fonksiyon ilk olarakMittag-Le­ er (1903) taraf¬n-

dan tan¬mlanm¬̧st¬r. Daha sonra Wiman (1905) taraf¬ndan da incelenmi̧stir. Ancak

bu fonksiyonlar¬n temel özellikleri ilk ele al¬nmas¬ndan elli y¬l kadar sonra incelen-

meye başlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.7 � 2 C; < (�) > 0; z 2 C olmak üzere

E� (z) =

1X
k=0

zk

� (�k + 1)
(2.39)

şeklinde tan¬mlananE� fonksiyonuna bir parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonu denir

(Mittag-Le­ er 1903).

� = 1 için Mittag-Le­ er fonksiyonu

E1 (z) =
1X
k=0

zk

� (k + 1)
= ez

üstel fonksiyonuna indirgenir.

Tan¬m 2.8 �; � 2 C; < (�) > 0; < (�) > 0; z 2 C olmak üzere

E�;� (z) =
1X
k=0

zk

� (�k + �)
(2.40)

şeklinde tan¬ml¬olan E�;� fonksiyonuna iki parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonu

denir (Wiman 1905).

Özel olarak

E�(z) = E�;1(z)

dir.

Teorem 2.4 �; � 2 R+ olsun. (2.40) ile tan¬ml¬E�;�(z) kuvvet serisi her z 2 R

için yak¬nsakt¬r.
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·Ispat. Tan¬m 2.8 den iki parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonu kuvvet serisi gös-

terimine sahiptir.

aj =
1

�(�j + �)

olmak üzere
1X
j=0

ajz
j

ifadesi (2.40) ile tan¬ml¬iki parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonudur.

(aj)
1
j =

�
e

�j + � � 1

��+��1
j

(2� (�j + � � 1))�
1
2j

�
1

1 + o (1)

�1
j

olup jzj �! 1 için

� (z + 1) =
�z
e

�zp
2�z (1 + o (1))

Stirling formülü kullan¬l¬rsa, j !1 için

(aj)
1
j ! 0

elde edilir. O halde kök testinden seri her z için yak¬nsakt¬r.

Örnek 2.1 z 2 R olmak üzere � ve � parametrelerinin baz¬özel seçimleri için iyi

bilinen aşa¼g¬daki fonksiyonlar elde edilir:

i)

E0 (z) =

1X
k=0

zk

� (1)
=

1X
k=0

zk =
1

1� z ; jzj < 1;

ii)

E2
�
z2
�
= E2;1

�
z2
�

=

1X
k=0

z2k

� (2k + 1)

= cosh z; z 2 R;

iii)

E2
�
�z2

�
= E2;1

�
�z2

�
=

1X
k=0

(�z2)k

� (2k + 1)

= cos z; z 2 R:
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Aşa¼g¬daki teoremlerde Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n kesirli integral ve türevi veril-

mi̧stir.

Teorem 2.5 (Haubold vd. 2009) �; � 2 R+; a 2 R olsun. Bu durumda

�
I�0+
�
t��1E�;�(at

�)
��
(x) = x�+��1E�;�+�(ax

�)

eşitli¼gi sa¼glan¬r, burada I�0+ ; (2.7) ile tan¬ml¬Riemann-Liouville kesirli integral ope-

ratörüdür.

·Ispat. (2.40) tan¬m¬ndan

t��1E�;�(at
�) =

1X
k=0

akt�k+��1

�(�k + �)

d¬r. Bu eşitli¼gin her iki yan¬na (2.7) ile tan¬ml¬Riemann-Liouville integral operatörü

uygulay¬p Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n yak¬nsakl¬¼g¬göz önüne al¬n¬rsa

(I�0+
�
t��1E�;�(at

�)
�
)(x) =

1

�(�)

1X
k=0

ak

�(�k + �)

Z x

0

(x� t)��1 t�k+��1dt

elde edilir. ·Integralin hesab¬için t = sx de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p (2.5) ve (2.6)

eşitlikleri de dikkate al¬n¬rsa

(I�0+
�
t��1E�;�(at

�)
�
)(x)

=
1

�(�)

1X
k=0

ak

�(�k + �)
x�k+�+��1

Z 1

0

(1� s)��1s�k+��1ds

=
1X
k=0

akx�k+�+��1

�(�k + �+ �)

= x�+��1E�;�+�(ax
�)

olup istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 2.5 de � = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.
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Sonuç 2.1 � 2 R+; a 2 R olsun. Bu durumda

(I�0+ [E�(at
�)])(x) = x�E�;�+1(ax

�)

d¬r.

Teorem 2.6 (Haubold vd. 2009) �; � 2 R; 0 < � < 1, � > � ve a 2 R olsun. Bu

durumda

(D�
0+

�
t��1E�;�(at

�)
�
)(x) = x����1E�;���(ax

�)

d¬r, burada D�
0+, (2.9) ile tan¬ml¬Riemann-Liouville kesirli türev operatörüdür.

·Ispat. (2.40) tan¬m¬ndan

t��1E�;�(at
�) =

1X
k=0

akt�k+��1

�(�k + �)
(2.41)

d¬r. (2.41) in her iki yan¬na n = 1 olmak üzere (2.9) ile tan¬ml¬kesirli türev operatörü

uygulan¬p, Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n yak¬nsakl¬¼g¬göz önüne al¬n¬rsa

(D�
0+

�
t��1E�;�(at

�)
�
)(x)

=
1

�(1� �)
d

dx

1X
k=0

ak

�(�k + �)

Z x

0

(x� t)�� t�k+��1dt

elde edilir. ·Integralin hesab¬için t = sx de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p (2.5) ve (2.6)

eşitlikleri de dikkate al¬n¬rsa

(D�
0+

�
t��1E�;�(at

�)
�
)(x)

=
1

�(1� �)
d

dx

1X
k=0

akx�k+���

�(�k + �)

Z 1

0

(1� s)��+1�1 s�k+��1ds

=
1

�(1� �)
d

dx

1X
k=0

akx�k+���

�(�k + �)
B(1� �; �k + �)

=
d

dx

1X
k=0

akx�k+���

�(�k + � � �+ 1) (2.42)
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elde edilir. (2.42) de Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n yak¬nsakl¬¼g¬göz önüne al¬n¬p

düzenlenirse

(D�
0+

�
t��1E�;�(at

�)
�
)(x) =

d

dx

�
x���

�(� � �+ 1) +
ax�

�(� + 1)
+ :::

�
=

(� � �)x����1
(� � �)�(� � �) +

a�x��1

��(�)
+ :::

=
1X
k=0

akx�k+����1

�(�k + � � �)

istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 2.6 da � = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 2.2 � 2 R; 0 < � < 1 ve a 2 R olsun. Bu durumda

(D�
0+ [E�(at

�)])(x) = x��E�;1��(ax
�)

d¬r.

Teorem 2.7 (Haubold vd. 2009) �; �; 
 2 R+ ve a 2 R olsun. Bu durumda

(D�
0+

�
t
�1E�;
(at

�)
�
)(x) = x
���1E�;
��(ax

�)

eşitli¼gi sa¼glan¬r, burada D�
0+ ; (2.9) ile tan¬ml¬Riemann-Liouville kesirli türev opera-

törüdür.

·Ispat. (2.40) tan¬m¬ndan

t
�1E�;
(at
�) =

1X
k=0

akt�k+
�1

�(�k + 
)
(2.43)

d¬r. (2.43) eşitli¼ginin her iki yan¬na (2.9) ile tan¬ml¬kesirli türev operatörü uygulan¬p

Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n yak¬nsakl¬¼g¬göz önüne al¬n¬rsa

(D�
0+

�
t
�1E�;
(at

�)
�
)(x)

=
1

�(n� �)(
d

dx
)n

1X
k=0

ak

�(�k + 
)

Z x

0

(x� t)n���1t�k+
�1dt

22



elde edilir. ·Integralin hesab¬için t = sx de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p düzenlenirse

(D�
0+

�
t
�1E�;
(at

�)
�
)(x)

=
1

�(n� �)(
d

dx
)n

1X
k=0

akxn��+
+�k�1

�(�k + 
)

Z 1

0

(1� s)n���1s�k+
�1ds

=
1

�(n� �)(
d

dx
)n

1X
k=0

akxn��+
+�k�1

�(�k + 
)
B(n� �; 
 + �k)

= (
d

dx
)n

1X
k=0

akxn��+
+�k�1

�(�k + 
 + n� �) (2.44)

elde edilir. (2.44) de Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n yak¬nsakl¬¼g¬göz önüne al¬n¬p

gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

(D�
0+

�
t
�1E�;
(at

�)
�
)(x) =

1X
k=0

akx�k+
���1

�(�k + 
 � �)

istenilen sonuç elde edilir.

Aşa¼g¬daki teoremde Caputo kesirli türevinin öz fonksiyonu Mittag-Le­ er fonksiyonu

olarak ifade edilmi̧stir.

Teorem 2.8 (Diethelm 2010) � > 0, � 2 R olsun ve y(x) fonksiyonu

y(x) = E�(�x
�); x � 0

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda

(CD�
0+y)(x) = �y(x)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (2.39) Mittag-Le­ er fonksiyonunun tan¬m¬ndan

E�(�x
�) =

1X
k=0

(�x�)k

�(�k + 1)
(2.45)

d¬r. (2.45) in her iki yan¬na (2.31) ile tan¬ml¬Caputo kesirli türev operatörü uygu-
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lan¬p Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n yak¬nsakl¬¼g¬göz önüne al¬n¬rsa

(CD�
0+ [E�(�t

�)])(x) =
1

�(n� �)

Z x

0

(x� t)n���1(
1X
k=0

�k

�(�k + 1)
(
d

dt
)nt�k)dt

=
1

�(n� �)

Z x

0

(x� t)n���1(
1X
k=1

�kt�k�n

�(�k � n+ 1))dt

elde edilir. ·Integralin hesab¬için yine Mittag-Le­ er fonksiyonunun yak¬nsakl¬k özel-

li¼gi dikkate al¬n¬p t = sx de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p düzenlenirse

(CD�
0+ [E�(�t

�)])(x) =
1

�(n� �)

1X
k=1

�k

�(�k � n+ 1)

Z x

0

(x� t)n���1t�k�ndt

=
1

�(n� �)

1X
k=1

�kx�k��

�(�k � n+ 1)

Z 1

0

(1� s)n���1s�k�nds

bulunur. Son olarak Lemma 2.2 uygulan¬p k ! k + 1 yaz¬l¬rsa

(CD�
0+ [E�(�t

�)])(x) =
1X
k=1

�kx�k��

�(�k � �+ 1)

= �
1X
k=0

(�x�)k

�(�k + 1)

= �y(x)

istenilen elde edilir.

Caputo türevi içeren lineer denklemlerin genel çözümlerinin elde edilmesinde yarar-

lan¬lacak olan aşa¼g¬daki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.9 (Diethelm 2010) � > 0 olmak üzere u(x) = E�(��x�) olsun. Bu

durumda, 0 < � < 1 iken u(x) fonksiyonunun [0;1) aral¬¼g¬nda s¬f¬r¬yoktur.

2.5 Laplace Dönüşümleri

Bu kesimdeMittag-Le­ er fonksiyonlar¬ile kesirli integral ve türevin Laplace dönüşüm-

leri hesaplanacakt¬r.
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Tan¬m 2.9 s 2 C olmak üzere

F (s) = Lff(x)g =
Z 1

0

e�sxf(x)dx (2.46)

şeklinde tan¬ml¬olan dönüşüme, genelleştirilmi̧s integral yak¬nsak ise, f(x) fonksiyo-

nunun Laplace dönüşümü denir.

Aşa¼g¬daki teoremlerde Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n Laplace dönüşümleri elde edil-

mi̧stir.

Teorem 2.10 (Kilbas vd. 2006) E¼ger �; �; a 2 R ve �; � > 0 ise, bu durumda

L
�
x��1E�;�(ax

�)
	
= s��(1� as��)�1;

��as���� < 1;
dir.

·Ispat. (2.40) tan¬m¬ndan

x��1E�;�(ax
�) =

1X
k=0

akx�k+��1

�(�k + �)
(2.47)

d¬r. (2.47) eşitli¼ginin her iki yan¬na Laplace dönüşümü uygulan¬p Mittag-Le­ er

fonksiyonlar¬n¬n yak¬nsakl¬k özelli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

L
�
x��1E�;�(ax

�)
	
= L

( 1X
k=0

akx�k+��1

�(�k + �)

)

= L
�
x��1

�(�)
+
ax�+��1

�(�+ �)
+ :::

�
=

1

s�
+

a

s�+�
+ :::

=
1

s�

1X
k=0

� a
s�

�k
=

s���

s� � a;
��as���� < 1;

elde edilir.
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Teorem 2.11 (Diethelm 2010) � > 0 ve � 2 R olsun.

y(z) = E�(��z�)

şeklinde tan¬mlas¬n. y(z) nin Laplace dönüşümü

Lfy(z)g = s��1

s� + �
;

���� �s�
���� < 1; (2.48)

d¬r.

·Ispat. (2.39) tan¬m¬ndan

y(z) = E�(��z�)

=
1X
k=0

(��z�)k

� (�k + 1)
(2.49)

yaz¬l¬r. (2.49) eşitli¼ginin her iki yan¬na Laplace dönüşümü uygulan¬p Mittag-Le­ er

fonksiyonlar¬n¬n yak¬nsakl¬k özelli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

Lfy(z)g = L
( 1X
k=0

(��z�)k

� (�k + 1)

)

= L
�
1� �z�

� (�+ 1)
+

�2z2�

� (2�+ 1)
� :::

�
=

1

s
� �

s�+1
+

�2

s2�+1
� :::

=
1

s

1X
k=0

(�1)k( �
s�
)k

=
s��1

s� + �
;

���� �s�
���� < 1

elde edilir.

Aşa¼g¬daki teoremlerde kesirli integral ve türevin Laplace dönüşümleri gösterilmi̧stir.

Teorem 2.12 (Haubold vd. 2009) � > 0 olsun. Bu durumda

LfI�0+fg = s��F (s) (2.50)

sa¼glan¬r.
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·Ispat. (2.7) kesirli integral tan¬m¬ve Laplace dönüşümü tan¬m¬ndan

LfI�0+fg =
Z 1

0

e�sx
�

1

�(�)

Z x

0

(x� t)��1f(t)dt
�
dx

yaz¬l¬r. Bu ifadede integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilse

LfI�0+fg =
1

�(�)

Z 1

t=0

f(t)

�Z 1

x=t

e�sx(x� t)��1dx
�
dt (2.51)

bulunur. (2.51) de s(x� t) = u de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p düzenlenirse

LfI�0+fg =
1

�(�)

Z 1

0

f(t)e�sts��
�Z 1

0

e�uu��1du

�
dt

= s��F (s)

istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 2.13 (Haubold vd. 2009) � 2 R+ ve n� 1 � � < n olmak üzere

LfD�
0+fg = s�F (s)�

nX
k=1

sk�1(D��k
0+ f)jt=0

d¬r.

·Ispat.

(D�
0+f) (x) =

�
d

dx

�n
(In��0+ f)(x)

eşitli¼gine Laplace dönüşümü uygulan¬p

L
�
dnf

dxn

�
= snLffg �

n�1X
k=0

sk
�
d

dx

�n�k�1
f(0) (2.52)

eşitli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

L
�
dn

dxn
(In��0+ f)

�
= snL

�
(In��0+ f)(x)

	
�

n�1X
k=0

sk(
d

dx
)n�k�1

�
(In��0+ f)(t)

�
jt=0 (2.53)

elde edilir. (2.53) de (2.50) eşitli¼gi göz önüne al¬n¬p k yerine k � 1 yaz¬l¬rsa

L
�
dn

dxn
(In��0+ f)

�
= s�F (s)�

nX
k=1

sk�1(
d

dx
)n�k

�
(In��0+ f)(t)

�
jt=0

= s�F (s)�
nX
k=1

sk�1(D��k
0+ f)(t)jt=0

elde edilir.
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Teorem 2.14 (Podlubny 1999) � 2 R+ ve n� 1 < � � n olmak üzere

L
�
CD�

0+f
	
= s�F (s)�

n�1X
k=0

s��k�1f (k)(0)

d¬r.

·Ispat. D =
d

dx
olmak üzere

(CD�
0+f)(x) = (I

n��
0+ Dnf)(x)

eşitli¼ginin her iki yan¬na Laplace dönüşümü uygulan¬p (2.50) eşitli¼gi göz önüne

al¬n¬rsa

L
�
(CD�

0+f)(x)
	
= L

�
In��0+ f (n)(x)

	
= s��nL

�
f (n)(x)

	
(2.54)

bulunur. (2.54) de (2.52) eşitli¼gi kullan¬l¬p gerekli düzenlemelere yap¬l¬rsa istenilen

sonuç elde edilir.

Aşa¼g¬daki örnekte bir kesirli integral denklemin çözümü Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬

cinsinden ifade edilmektedir.

Örnek 2.2 (Haubold vd. 2009) � > 0 olsun.

N(x)�N0 = �c� (I�0+N) (x) (2.55)

kesirli integral denkleminin çözümü

N(x) = N0E� (�c�x�) (2.56)

d¬r. Burada E� (x), (2.39) ile tan¬ml¬Mittag-Le­ er fonksiyonudur, N(0) = N0 ve

c reel sabittir.

Çözüm. (2.55) in her iki yan¬na Laplace dönüşümü uygulan¬rsa

LfN(x)�N0g = Lf�c� (I�0+N) (x)g (2.57)
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elde edilir. (2.57) de (2.50) eşitli¼gi göz önüne al¬n¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

N(s)�N0
1

s
= �c�s��N(s)

N(s) = N0s
�1
h
1 + (

s

c
)��
i�1

(2.58)

bulunur. (2.58) eşitli¼gine Ters Laplace dönüşümü uygulan¬p (2.48) eşitli¼gi göz önüne

al¬n¬rsa

L�1 fN(s)g = L�1
�
N0s

�1
h
1 + (

s

c
)��
i�1�

N(x) = N0E� (�c�x�)

çözümü bulunur.
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3. ÇÖZÜMLER·IN VARLIK VE TEKL·I¼G·I

Bu bölümde Riemann-Liouville kesirli türevi ve Caputo kesirli türevi içeren başlang¬ç

de¼ger problemlerinin çözümlerinin varl¬k ve tekli¼gi incelenecektir. Esas sonuçlar¬n

ispat¬n¬vermeden önce ispatlarda kullan¬lacak olan aşa¼g¬daki yard¬mc¬lemmay¬ifade

edelim.

Lemma 3.1 (Kilbas vd. 2006) � 2 R+ olmak üzere I�a+ kesirli integral operatörü

L(a; b) de s¬n¬rl¬d¬r, yani

kI�a+fk1 �
(b� a)�
�(�+ 1)

kfk1 (3.1)

sa¼glan¬r.

·Ispat. p = 1 olmak üzere (2.1) den

kfk1 =
Z b

a

jf(x)j dx (3.2)

yaz¬l¬r. (2.7) kesirli integral tan¬m¬kullan¬l¬p u = x�t de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

(I�a+f)(x) =
1

�(�)

Z x�a

0

u��1f(x� u)du (3.3)

elde edilir. Di¼ger taraftan (2.7) kesirli integral tan¬m¬(3.2) normunda göz önüne

al¬n¬p (3.3) eşitli¼gi dikkate al¬n¬rsa

kI�a+fk1 =

Z b

a

jI�a+f j dx

=
1

�(�)

Z b

a

����Z x�a

0

t��1f(x� t)dt
���� dx (3.4)

bulunur. p = 1 olmak üzere�Z
S2

����Z
S1

F (x; y)dx

����p dy�
1
p

�
Z
S1

�Z
S2

jF (x; y)jp dy
�1
p

dx

genelleştirilmi̧s Minkowsky eşitsizli¼gi (3.4) de göz önüne al¬n¬rsa

kI�a+fk1 � 1

�(�)

Z x�a

0

Z b

a

��t��1f(x� t)�� dxdt
=

1

�(�)

Z x�a

0

jtj��1
�Z b

a

jf(x� t)j dx
�
dt
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bulunur. (3.2) normu son eşitsizlikte yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

kI�a+fk1 � 1

�(�)
kfk1

Z x�a

0

jtj��1 dt

=
1

�(�)
kfk1

�
t�

�

�����b�a
0

=
(b� a)�
�(�+ 1)

kfk1

istenilen elde edilir.

Şimdi

(D�
a+y)(x) = f(x; y(x)); (3.5)

(D��k
a+ y)(a+) = bk; k = 1; :::; n; (3.6)

Cauchy problemini ele alal¬m, burada � 2 R+; n = �[��] ve bk 2 R verilen

sabitlerdir.

(D��k
a+ y)(a+) limiti aşa¼g¬daki şekilde tan¬ml¬d¬r:

(D��k
a+ y)(a+) = lim

x!a+
(D��k

a+ y)(x); 1 � k � n� 1; (3.7)

(D��n
a+ y)(a+) = lim

x!a+
(In��a+ y)(x); � 6= n; (D0

a+y)(a+) = y(a); � = n: (3.8)

Teorem 3.1 (Kilbas vd. 2006) G, reel eksende aç¬k küme olsun. Ayr¬ca f : (a; b]�

G ! R olmak üzere her y 2 G için f(x; y) 2 L(a; b) sa¼glans¬n. Bu durumda

y(x) 2 L(a; b) olmak üzere, y(x) in (3.5)-(3.6) Cauchy problemini sa¼glamas¬ için

gerek ve yeter koşul y(x) in

y(x) =
nX
j=1

bj
�(�� j + 1)(x� a)

��j +
1

�(�)

Z x

a

f(t; y(t))dt

(x� t)1�� , x > a; (3.9)

Volterra integral denklemini sa¼glamas¬d¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak gereklilik k¬sm¬n¬ispatlayal¬m. f(x; y(x)) 2 L(a; b) oldu¼gundan

ve (3.5) den

(D�
a+y)(x) 2 L(a; b) (3.10)
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dir. (2.9) Riemann-Liouville kesirli türev tan¬m¬na göre

(D�
a+y)(x) =

�
d

dx

�n
(In��a+ y)(x); n = � [��] ; (I0a+y)(x) = y(x);

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla (3.10), (2.2) ve (2.3) den (In��a+ y)(x) 2 ACn [a; b] dir. O

halde Lemma 2.8 deki (2.29) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

(I�a+D
�
a+y)(x) = y(x)�

nX
j=1

y
(n�j)
n�� (a)

�(�� j + 1)(x� a)
��j; yn��(x) = (I

n��
a+ y)(x) (3.11)

elde edilir. (2.9) Riemann-Liouville kesirli türev tan¬m¬kullan¬l¬rsa

y
(n�j)
n�� (x) =

�
d

dx

�n�j
(In��a+ y)(x)

=

�
d

dx

�n�j
(I
(n�j)�(��j)
a+ y)(x)

= (D��j
a+ y)(x)

bulunur. Son eşitlik ve (3.6) koşulu (3.11) de göz önüne al¬n¬rsa

(I�a+D
�
a+y)(x) = y(x)�

nX
j=1

(D��j
a+ y)(a+)

�(�� j + 1) (x� a)
��j

= y(x)�
nX
j=1

bj
�(�� j + 1)(x� a)

��j (3.12)

elde edilir.

Lemma 3.1 den [a; b] aral¬¼g¬nda (I�a+f(t; y(t)))(x) 2 L(a; b) dir. (3.5) eşitli¼ginin her

iki taraf¬na I�a+ kesirli integral operatörü uygulan¬p (3.12) ve (2.7) göz önüne al¬n¬rsa

(3.9) eşitli¼gine ulaş¬l¬r ve gereklilik ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi yeterlili¼gi ispat edelim. y(x) 2 L(a; b), (3.9) integral denklemini sa¼glas¬n.

(3.9) eşitli¼ginin her iki yan¬na D�
a+ kesirli türev operatörü uygulan¬rsa

(D�
a+y)(x) =

nX
j=1

bj
�(�� j + 1)(D

�
a+(t� a)��j)(x) + (D�

a+I
�
a+f(t; y(t)))(x)

bulunur. Son eşitlikte (2.17) ve Lemma 2.6 dikkate al¬n¬rsa (3.5) elde edilir.
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Şimdi (3.6) eşitli¼ginin de sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterelim. (3.9) eşitli¼ginin her iki yan¬na

D��k
a+ ; k = 1; :::; n; kesirli türev operatörü uygulan¬p 1 � k � n � 1 için (2.14),

(2.17) ve (2.27) özellikleri göz önüne al¬n¬rsa

(D��k
a+ y)(x) =

nX
j=1

bj
�(�� j + 1)(D

��k
a+ (t� a)��j)(x) + (D��k

a+ I�a+f(t; y(t)))(x)

=
kX
j=1

bj
�(�� j + 1)(D

��k
a+ (t� a)��j)(x) + (Ika+f(t; y(t)))(x)

=

kX
j=1

bj
(k � j)!(x� a)

k�j +
1

(k � 1)!

Z x

a

(x� t)k�1f(t; y(t))dt (3.13)

bulunur. k = n durumunda (3.9) eşitli¼ginin her iki yan¬na In��a+ kesirli integral

operatörü uygulan¬p (2.13) ve (2.24) özellikleri göz önüne al¬n¬rsa

(In��a+ y)(x) =
nX
j=1

bj
�(�� j + 1)(I

n��
a+ (t� a)��j)(x) + (In��a+ I�a+f(t; y(t)))(x)

=
nX
j=1

bj
(n� j)!(x� a)

n�j +
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1f(t; y(t))dt (3.14)

elde edilir.

O halde x ! a+ için (3.13) ve (3.14) eşitliklerinin her iki yan¬n¬n limitleri al¬n¬p

(3.7) ve (3.8) göz önüne al¬n¬rsa (3.6) elde edilir. Dolay¬s¬yla yeterlilik de ispatlanm¬̧s

olur.

Sonuç 3.1 0 < � < 1 ve G, reel eksende aç¬k küme olsun. Ayr¬ca f : (a; b]�G! R

olmak üzere her y 2 G için f(x; y) 2 L(a; b) sa¼glans¬n. Bu durumda y(x) 2 L(a; b)

olmak üzere, y(x) in

(D�
a+y)(x) = f(x; y(x));

(I1��a+ y)(a+) = b; b 2 R;

Cauchy problemini sa¼glamas¬için gerek ve yeter koşul y(x) in

y(x) =
b(x� a)��1
�(�)

+
1

�(�)

Z x

a

f(t; y(t))dt

(x� t)1�� , x > a;
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Volterra integral denklemini sa¼glamas¬d¬r.

Teorem 3.2 (Kilbas vd. 2006) � > 0; n = �[��] ve G, reel eksende aç¬k küme

olsun. f : (a; b] � G ! R olmak üzere her y 2 G için f(x; y) 2 L(a; b) sa¼glans¬n.

Ayr¬ca her x 2 (a; b] ve her y1; y2 2 G için,

jf(x; y1)� f(x; y2)j � A jy1 � y2j ; A > 0; (3.15)

Lipschitz koşulu sa¼glans¬n. Bu durumda, (3.5)-(3.6) Cauchy probleminin

L�(a; b) = fy 2 L(a; b) : D�
a+y 2 L(a; b)g (3.16)

şeklinde tan¬mlanan L�(a; b) uzay¬nda bir tek y(x) çözümü vard¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak y(x) 2 L(a; b) tek çözümünün varl¬¼g¬n¬ispatlayal¬m. (3.5)-(3.6)

başlang¬ç de¼ger problemi ve (3.9) integral denklemi denk olduklar¬ndan (3.9) integral

denkleminin y(x) 2 L(a; b) tek çözümünün varl¬¼g¬n¬ispat etmek yeterlidir.

[a; x1] � [a; b]; a < x1 < b olmak üzere

A(x1 � a)�
�(�+ 1)

< 1 (3.17)

sa¼glans¬n. [a; x1] aral¬¼g¬nda (3.9) integral denkleminin y(x) 2 L(a; x1) tek çözümünün

varl¬¼g¬n¬ispatlayal¬m. L(a; x1) uzay¬

d(y1;y2) = ky1 � y2k1 =
Z x1

a

jy1(x)� y2(x)j dx

metri¼gine göre tam metrik uzay oldu¼gundan Teorem 2.1 uygulanabilir.

(Ty)(x) = y0(x) +
1

�(�)

Z x

a

f(t; y(t))dt

(x� t)1�� (3.18)

dönüşümünü göz önüne alal¬m, burada

y0(x) =

nX
j=1

bj
�(�� j + 1)(x� a)

��j (3.19)
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dir. (3.19) eşitli¼ginden y0(x) 2 L(a; x1) oldu¼gu aç¬kt¬r. Di¼ger taraftan, f(x; y(x)) 2

L(a; b) oldu¼gundan ve Lemma 3.1 den (3.18) in sa¼g taraf¬ndaki integral de L(a; x1)

uzay¬na aittir. Dolay¬s¬yla her y(x) 2 L(a; x1) için, (Ty)(x) 2 L(a; x1) bulunur.

Şimdi (3.18) dönüşümünün bir daralma dönüşümü oldu¼gu yani her y1(x); y2(x) 2

L(a; x1) için

kTy1 � Ty2k1 � w ky1 � y2k1 ; 0 < w < 1 (3.20)

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬gösterilecektir. (3.18)-(3.19) ve (2.7) ile verilen Riemann-

Liouville integral tan¬m¬kullan¬l¬rsa, her y1(x); y2(x) 2 L(a; x1) için

(Ty1)(x)� (Ty2)(x) =
1

�(�)

Z x

a

f(t; y1(t))� f(t; y2(t))
(x� t)1�� dt

= I�a+(f(t; y1(t))� f(t; y2(t))) (3.21)

elde edilir. (3.21) eşitli¼gin her iki yan¬n¬n mutlak de¼geri al¬n¬p (3.15) Lipschitz koşulu

ve (3.1) özelli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

kTy1 � Ty2kL(a;x1) �
Z x1

a

j(I�a+ j(f(t; y1(t))� f(t; y2(t))j)j dt

� A kI�a+(jy1(t)� y2(t)j)kL(a;x1)

� A
(x1 � a)�
�(�+ 1)

ky1(x)� y2(x)k
L(a;x1)

bulunur. (3.17) göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, w =
A(x1 � a)�
�(�+ 1)

olmak üzere (3.20) sa¼glan¬r.

O halde Teorem 2.1 den [a; x1] aral¬¼g¬nda (3.9) denkleminin bir tek y�(x) 2 L(a; x1)

çözümü vard¬r. Ayr¬ca Teorem 2.1 den y�, (Tmy�0)(x) dizisinin limitidir, yani

lim
m�!1

kTmy�0 � y�kL(a;x1) = 0 (3.22)

d¬r, burada y�0(x), L(a; b) de herhangi bir fonksiyondur. E¼ger (3.6) başlang¬ç koşu-

lunda en az¬ndan bir bk 6= 0 mevcutsa, y�0(x) = y0(x) al¬nabilir, burada y0(x), (3.19)

ile tan¬ml¬fonksiyondur.

(3.18) den (Tmy�0)(x) dizisi

(Tmy�0)(x) = y0(x) +
1

�(�)

Z x

a

f(t; (Tm�1y�0)(t))dt

(x� t)1�� ; m = 1; 2; :::; (3.23)
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şeklinde rekürans formülü ile tan¬ml¬d¬r. ym(x) = (Tmy�0)(x) olarak yaz¬l¬rsa, (3.23)

eşitli¼gi

ym(x) = y0(x) +
1

�(�)

Z x

a

f(t; ym�1(t))dt

(x� t)1�� ; m 2 N;

şeklinde olur ve (3.22)

lim
m�!1

kym � y�kL(a;x1) = 0

biçiminde yeniden yaz¬l¬r.

O halde ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar yöntemi uygulanarak [a; x1] aral¬¼g¬nda (3.9) integral

denkleminin bir tek y�(x) çözümü bulunabilir.

Şimdi [x1; x2] aral¬¼g¬n¬alal¬m, burada x2 = x1 + h1, h1 > 0 ve x2 < b dir. (3.9)

denklemi

y(x) =
1

�(�)

Z x

x1

f(t; y(t))dt

(x� t)1�� +
nX
j=1

bj
�(�� j + 1)(x� a)

��j +
1

�(�)

Z x1

a

f(t; y(t))dt

(x� t)1��

formunda yaz¬l¬rsa, y(t), [a; x1] aral¬¼g¬nda tek olarak tan¬ml¬oldu¼gundan,

y(x) = y01(x) +
1

�(�)

Z x

x1

f(t; y(t))dt

(x� t)1��

yaz¬labilir, burada

y01(x) =
nX
j=1

bj
�(�� j + 1)(x� a)

��j +
1

�(�)

Z x1

a

f(t; y(t))dt

(x� t)1��

şeklinde tan¬ml¬bilinen fonksiyondur.

·Ispat¬n ilk k¬sm¬ndaki argümanlar kullan¬larak [x1; x2] aral¬¼g¬nda (3.9) denklemi için

y�(x) 2 L(x1; x2) tek çözümünün varl¬¼g¬gösterilebilir.

Bir sonraki aral¬k [x2; x3], burada x3 = x2 + h2, h2 > 0 ve x3 < b, al¬n¬p ayn¬i̧slem

tekrar edilirse, [a; b] aral¬¼g¬nda (3.9) denklemi için y�(x) 2 L(a; b) tek çözümünün

var oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r.
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Böylece (3.9) Volterra integral denkleminin y(x) = y�(x) 2 L(a; b) tek çözümü

vard¬r ve dolay¬s¬yla (3.5)-(3.6) Cauchy probleminin y(x) = y�(x) 2 L(a; b) tek

çözümü vard¬r.

Bu teoremin ispat¬n¬tamamlamak için y(x) 2 L(a; b) tek çözümünün L�(a; b) uza-

y¬na ait oldu¼gunu göstermeliyiz. (3.16) dan D�
a+y 2 L(a; b) oldu¼gunu göstermek

yeterlidir. ·Ispat içerisinde yap¬lan i̧slemlerden y(x) 2 L(a; b) nin ym(x) 2 L(a; b)

dizisinin limiti oldu¼gunu biliyoruz, yani

lim
m�!1

kym � yk1 = 0 (3.24)

d¬r. (3.5) ve (3.15) ile tan¬ml¬Lipschitz koşulu kullan¬l¬rsa

kD�
a+ym �D�

a+yk1 = kf(x; ym)� f(x; y)k1

� A kym � yk1

elde edilir. (3.24) göz önüne al¬n¬rsa

lim
m�!1

kD�
a+ym �D�

a+yk1 = 0

bulunur. Böylece (D�
a+y)(x) 2 L(a; b) elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki teoremde Caputo türevi içeren bir kesirli lineer diferensiyel denkleminin

genel çözümü Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬yard¬m¬yla ifade edilmektedir.

Teorem 3.3 (Diethelm 2010) 0 < � < 1 ve A matrisi n�n tipinde sabit bir matris

olsun. Ayr¬ca �1; �2; :::; �n A matrisinin özde¼gerleri, u(1); u(2); :::; u(n) bu özde¼gerlere

kaŗs¬l¬k gelen özvektörler olsun. Bu durumda

(CD�
0+y)(x) = Ay(x) (3.25)

kesirli diferensiyel denklem sisteminin genel çözümü

y(x) =
nX
l=1

clu
(l)E�(�lx

�) (3.26)
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şeklindedir, burada cl 2 R belirli sabitlerdir.

(3.25) kesirli diferensiyel denklem sisteminin y(0) = y0 koşulunu sa¼glayan tek çözümü

y0 = (u
(1); u(2); :::; u(n))(c1; :::; cn)

T (3.27)

şeklindedir.

·Ispat.

y1(x) = u
(1)E�(�1x

�); :::; yn(x) = u
(n)E�(�nx

�)

vektör fonksiyonlar¬n¬n (3.25) sisteminin lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri olduklar¬gösteri-

lecektir.

·Ilk olarak y1(x) in (3.25) sisteminin çözümü oldu¼gunu gösterelim. Bunun için Teorem

2.8 kullan¬l¬rsa

(CD�
0+y1)(x) = (CD�

0+ [u
(1)E�(�1t

�)])(x)

= u(1)�1E�(�1x
�) (3.28)

elde edilir. u(1); A matrisinin �1 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen bir özvektörü oldu¼gundan,

�1u
(1) = Au(1)

sa¼glan¬r. Teorem 2.9 dan E�(�1x�) 6= 0 d¬r. O halde

u(1)�1E�(�1x
�) = Au(1)E�(�1x

�) (3.29)

olup, (3.29) eşitli¼gi (3.28) de göz önüne al¬n¬rsa, y1(x) = u(1)E�(�1x�) vektör fonksiyo-

nunun (3.25) sisteminin çözümü oldu¼gu görülür. Benzer şekilde y2(x); :::; yn(x) vek-

tör fonksiyonlar¬n¬n da (3.25) sistemini sa¼glad¬¼g¬görülebilir.

Şimdi fy1(x); :::; yn(x)g vektör fonksiyonlar cümlesinin lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu

gösterelim. a1; a2;...; an sabitler olmak üzere

a1u
(1)E�(�1x

�) + :::+ anu
(n)E�(�nx

�) = 0 (3.30)
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olsun. Teorem 2.9 dan E�(�kx�) 6= 0; k = 1; :::; n; dir. Ayr¬ca u(1); u(2); :::; u(n)

vektörleri A matrisinin özvektörleri olduklar¬ndan s¬f¬rdan farkl¬d¬r. O halde (3.30)

dan a1 = ::: = an = 0 sa¼glan¬r ve y1(x); :::; yn(x) çözümleri lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

O halde y1(x); :::; yn(x) vektör fonksiyonlar¬(3.25) sisteminin lineer ba¼g¬ms¬z çözüm-

leridir. Dolay¬s¬yla

y(x) = c1y1(x) + :::+ cnyn(x)

= c1u
(1)E�(�1x

�) + :::+ cnu
(n)E�(�nx

�)

=

nX
l=1

clu
(l)E�(�lx

�)

olup istenilen elde edilir.

Şimdi (3.25) sisteminin y(0) = y0 koşulunu sa¼glayan tek çözümünün

y0 = (u
(1); u(2); :::; u(n))(c1; :::; cn)

T

oldu¼gunu gösterelim. Bunun için kabul edelim ki (3.25) sisteminin y(0) = y0 koşu-

lunu sa¼glayan iki farkl¬çözümü

yA(x) = c1u
(1)E�(�1x

�) + :::+ cnu
(n)E�(�nx

�)

yB(x) = k1u
(1)E�(�1x

�) + :::+ knu
(n)E�(�nx

�)

olsun. (2.39) Mittag-Le­ er foksiyonunun tan¬m¬ndan

yA(0) = c1u
(1) + :::+ cnu

(n) = y0 (3.31)

yB(0) = k1u
(1) + :::+ knu

(n) = y0 (3.32)

yaz¬l¬r. (3.31) ve (3.32) den

c1 = k1; :::; cn = kn

olmal¬d¬r ki bu da kabulümüzle çeli̧sir. Dolay¬s¬yla istenilen tek çözüm elde edilir.
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4. KARARLILIK ANAL·IZ·I

4.1 Giri̧s

Son y¬llarda mühendislikte ve di¼ger bilimlerde kesirli basamaktan diferensiyel denk-

lemlerin uygulama alanlar¬art¬̧s göstermektedir. Ancak bu denklemlerin tam çözüm-

lerinin bulunmas¬oldukça zordur. Bu yüzden denklemlerin çözümlerinin kalitatif

yöntemlerle incelenmesi büyük önem taş¬maktad¬r. Bu ba¼glamda kararl¬l¬k analizi

yap¬lmas¬çözümlerin davran¬̧s¬n¬belirlemeye ¬̧s¬k tutacakt¬r.

(CD�
0+y)(x) = f(x; y(x)) (4.1)

kesirli diferensiyel denklemini ele alal¬m, burada � 2 (0; 1); f : [0;1) � 
 ! Rn;


 � Rn bölgesinde tan¬ml¬bir fonksiyondur. Ayr¬ca f fonksiyonunun bu bölgede

sürekli oldu¼gunu, ikinci de¼gi̧skene göre Lipschitz koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬ve x � 0 için

f(x; 0) = 0 oldu¼gunu kabul edelim.

Tan¬m 4.1 (Diethelm 2010) (4.1) diferensiyel denklemini y(0) = y0 başlang¬ç koşulu

ile birlikte ele alal¬m.

i) Her " > 0 için ky0k < � oldu¼gunda her x � 0 için ky(x)k < " olacak şekilde bir

� > 0 mevcutsa (4.1) diferensiyel denkleminin y(x) = 0 çözümüne kararl¬d¬r

denir.

ii) y(x) = 0 çözümü kararl¬ve ky0k < 
 oldu¼gunda limx!1 ky(x)k = 0 olacak

şekilde bir 
 > 0 mevcutsa (4.1) diferensiyel denkleminin y(x) = 0 çözümüne

asimptotik kararl¬d¬r denir.

Uyar¬4.1

(CD�
0+y)(x) = g(x; y(x))
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kesirli diferensiyel denkleminin y(x) = y1(x) çözümünün (asimptotik) kararl¬olmas¬

için gerek ve yeter koşul

f(x; z) := g(x; z + y1(x))� g(x; y1(x))

olmak üzere (4.1) denkleminin s¬f¬r çözümünün (asimptotik) kararl¬olmas¬d¬r.

4.2 Denge Noktalar¬ve Kararl¬l¬k

Bu kesimde lokal kararl¬l¬k ile ilgili literatürde yer alan baz¬sonuçlar verilecektir.

·Ilk olarak teoremlerde kullan¬lacak olan esas argüment tan¬m¬ifade edilmektedir.

Tan¬m 4.2 z 6= 0 ve z 2 C olmak üzere bir z = x + iy karmaş¬k say¬s¬n¬orijine

birleştiren do¼grunun reel eksenle pozitif yönde yapt¬¼g¬aç¬� olsun. Bu z karmaş¬k

say¬s¬için

� = arctan
�y
x

�
eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, bu durumda � say¬s¬na z nin argümenti denir. E¼ger 0 � � < 2�

ise, bu durumda � ya esas argüment denir.

Aşa¼g¬daki teoremde sabit katsay¬l¬, lineer, homogen denklem sistemlerinin kararl¬l¬¼g¬

için gerek ve yeter koşullar ifade edilmektedir.

Teorem 4.1 (Matignon 1997, Diethelm 2010) 0 < � < 1 ve A matrisi N � N

tipinde sabit bir matris olmak üzere N boyutlu

(CD�
0+y)(x) = Ay(x) (4.2)

kesirli diferensiyel denklem sistemini göz önüne alal¬m.

i) (4.2) sisteminin y(x) = 0 çözümünün asimptotik kararl¬olmas¬için gerek ve

yeter koşul A matrisinin tüm �j (j = 1; :::; N) özde¼gerlerinin jarg �jj >
��

2
koşulunu sa¼glamas¬d¬r.
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ii) (4.2) sisteminin y(x) = 0 çözümünün kararl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

A matrisinin tüm �j (j = 1; :::; N) özde¼gerleri için jarg �jj �
��

2
ve jarg �jj =

��

2
olan tüm özde¼gerler için geometrik katl¬l¬k (kaŗs¬l¬k gelen lineer ba¼g¬ms¬z

özvektör say¬s¬) ile cebirsel katl¬l¬¼g¬n (� n¬n katl¬l¬¼g¬) ayn¬olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki örnekte katsay¬matrisinin özde¼gerleri bulunarak çözümün kararl¬l¬¼g¬in-

celenmi̧stir.

Örnek 4.1 (Diethelm 2010) A matrisi

A =

242 �1

4 �3

35
olmak üzere

(CD�
0+y)(x) = Ay(x) (4.3)

sistemini ele alal¬m, burada 0 < � < 1 dir.

A katsay¬matrisinin özde¼gerleri �1 = 1 ve �2 = �2 olup arg �1 = 0 oldu¼gundan

(4.3) sisteminin y = 0 çözümü karars¬zd¬r.

Di¼ger taraftan, Teorem 3.3 ün bir uygulamas¬olarak da y = 0 çözümünün karars¬z

oldu¼gu görülebilir. A matrisinin �1 = 1 ve �2 = �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen

özvektörler s¬ras¬yla u1 =
�
1 1

�T
ve u2 =

�
1 4

�T
dur. Teorem 3.3 ten (4.3) ün

genel çözümü

y(x) = c1

0@1
1

1AE�(x�) + c2
0@1
4

1AE�(�2x�)
olup x ! 1 için

�
1 1

�T
E�(x

�) fonksiyonu s¬n¬rland¬r¬lamayaca¼g¬ndan y = 0

çözümü karars¬zd¬r.
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Şimdi, � 2 (0; 1] olmak üzere8<: (CD�
0+y1)(x) = f1(y1; y2)

(CD�
0+y2)(x) = f2(y1; y2)

(4.4)

kesirli diferensiyel denklem sistemini

y1(0) = y01 ve y2(0) = y02 (4.5)

başlang¬ç koşullar¬ile birlikte göz önüne alal¬m. fi(y�1; y
�
2) = 0; i = 1; 2; olsun. Bu

durumda E� = (y�1; y
�
2) (4.4) sisteminin denge noktas¬d¬r.

(4.4)-(4.5) sisteminin lineerleştirme yöntemi ile kararl¬l¬k analizi Ahmed vd. (2007)

taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. ·Ilk olarak E� = (y�1; y
�
2) denge noktas¬n¬ (0; 0) noktas¬na

kayd¬rmak için (4.4)-(4.5) sisteminde

yi(x) = y
�
i + "i(x); i = 1; 2;

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

�
CD�

0+(y
�
1 + "1)

�
(x) = f1(y

�
1 + "1; y

�
2 + "2)

(CD�
0+(y

�
2 + "2))(x) = f2(y

�
1 + "1; y

�
2 + "2) (4.6)

elde edilir. CD�
0+ Caputo türev operatörünün lineerlik özelli¼gi ve (2.37) özelli¼gi göz

önüne al¬n¬rsa, (4.4) sisteminin

�
CD�

0+"1
�
(x) = f1(y

�
1 + "1; y

�
2 + "2)�

CD�
0+"2

�
(x) = f2(y

�
1 + "1; y

�
2 + "2) (4.7)

sistemine eşde¼ger oldu¼gu görülür. Aç¬k olarak (4.7) sisteminin denge noktas¬(0; 0)

d¬r. Di¼ger taraftan i = 1; 2 için

fi(y
�
1 + "1; y

�
2 + "2)

�= fi(y�1; y�2) +
@fi
@y1

����
E�
"1 +

@fi
@y2

����
E�
"2 + :::

ve fi(y�1; y
�
2) = 0 oldu¼gundan

fi(y
�
1 + "1; y

�
2 + "2)

�=
@fi
@y1

����
E�
"1 +

@fi
@y2

����
E�
"2 (4.8)
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elde edilir. (4.7) ve (4.8) den i = 1; 2 için

(CD�
0+"i)(x)

�=
@fi
@y1

����
E�
"1 +

@fi
@y2

����
E�
"2

bulunur ve dolay¬s¬yla

"1(0) = y1(0)� y�1 ve "2(0) = y2(0)� y�2

başlang¬ç koşuluna sahip
CD�

0+" = A" (4.9)

sistemine ulaş¬l¬r, burada

" =

24"1
"2

35 ; A =
24a11 a12

a21 a22

35 ; aij = @fi
@yj

����
E�
; i; j = 1; 2;

dir. Di¼ger taraftan verilen bir A kare matrisi için

C = B�1AB

olacak şekilde singüler olmayan bir B matrisi vard¬r, burada C matrisi

C =

24�1 0

0 �2

35
şeklinde A Jakobiyen matrisinin özde¼gerlerinden oluşan köşegen matristir. O halde

AB = BC

ve buradan

A = BCB�1 (4.10)

elde edilir.
CD�

0+(B
�1") = B�1(CD�

0+")

özelli¼gi (4.10) ile birlikte (4.9) denkleminde göz önüne al¬n¬rsa

CD�
0+(B

�1") = B�1(CD�
0+")

= B�1A"

= B�1(BCB�1)"

= C(B�1") (4.11)
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elde edilir. � = B�1"; � =

24�1
�2

35 olmak üzere (4.11) sistemi
8<: CD�

a+�1 = �1�1
CD�

a+�2 = �2�2

(4.12)

sistemine eşde¼gerdir. Teorem 2.8 kullan¬larak (4.12) ile verilen sistemin çözümü

�1(x) =

1X
n=0

(�1)
nx�n

�(�n+ 1)
�1(0) = E�(�1x

�)�1(0)

�2(x) =

1X
n=0

(�2)
nx�n

�(�n+ 1)
�2(0) = E�(�2x

�)�2(0)

şeklinde bulunur. Di¼ger taraftan, Teorem 4.1 den A matrisinin �1 ve �2 özde¼gerleri

için jarg �1j >
��

2
ve jarg �2j >

��

2
sa¼glan¬r ise, bu durumda E� = (y�1; y

�
2) denge

noktas¬lokal olarak asimptotik kararl¬d¬r. Bu incelemelerin bir uygulamas¬olarak

� 2 (0; 1] olmak üzere

(CD�
0+y1)(x) = y1(x)(r � ay1(x)� by2(x));

(CD�
0+y2)(x) = y2(x)(�d+ cy1(x)) (4.13)

kesirli Lotka-Volterra av-avc¬modelini göz önüne alal¬m (Ahmed vd. 2007). Burada

y1 � 0 ve y2 � 0 s¬ras¬yla, av ve avc¬nüfuslar¬d¬r ve r; a; b; c; d pozitif sabitlerdir.

(4.13) sisteminin denge noktalar¬

(y�1; y
�
2) = E0(0; 0); E1(

r

a
; 0); E2

�
d

c
;
cr � ad
cb

�
noktalar¬d¬r.

(4.13) sisteminin A(y�1; y
�
2) Jakobiyen matrisi

A(y�1; y
�
2) =

24r � 2ay�1 � by�2 �by�1
cy�2 �d+ cy�1

35
şeklindedir.

(y�1; y
�
2) = (0; 0) için A(0; 0) matrisi

A(E0) = A(0; 0) =

24r 0

0 �d

35
45



olup, A(E0) matrisinin özde¼gerleri �1 = r ve �2 = �d dir. �2 < 0 oldu¼gundan

jarg �2j = � >
��

2
ve �1 > 0 oldu¼gundan jarg �1j = 0 <

��

2
dir. Böylece E0 = (0; 0)

karars¬z bir noktad¬r.

Ayn¬şekilde (y�1; y
�
2) = (

r

a
; 0) için A(

r

a
; 0) matrisi

A(E1) = A(
r

a
; 0) =

264�r �br
a

0
cr

a
� d

375
olup A(E1) matrisinin özde¼gerleri �1 = �r ve �2 =

cr

a
� d bulunur. �1 < 0

oldu¼gundan jarg �1j = � >
��

2
dir. E¼ger cr < ad ise, bu durumda �2 < 0 ve

jarg �2j = � >
��

2
bulunur. Dolay¬s¬yla E1 = (

r

a
; 0) denge noktas¬ asimptotik

kararl¬d¬r.

Son olarak (y�1; y
�
2) =

�
d

c
;
cr � ad
cb

�
için A

�
d

c
;
cr � ad
cb

�
matrisi

A(E2) = A

�
d

c
;
cr � ad
cb

�
=

264 �ad
c

�bd
c

cr � ad
b

0

375
olup A(E2) matrisinin özde¼gerleri

�1;2 =
�ad�

p
(ad)2 � 4cd(cr � ad)

2c

dir.

O halde (y�1; y
�
2) =

�
d

c
;
cr � ad
cb

�
denge noktas¬n¬n lokal asimptotik kararl¬olmas¬

için bir yeter koşul

jarg �1j >
��

2
; jarg �2j >

��

2

olmas¬d¬r.

Özel olarak a = 0 durumunda E2 =
�
d

c
;
cr � ad
cb

�
denge noktas¬için �1;2 = �i

p
dr

bulunur. Bu durumda � = 1 olmak üzere tamsay¬ basamaktan sistem için E2
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denge noktas¬merkez noktad¬r. Ancak arg �1 =
�

2
ve arg �2 = ��

2
oldu¼gundan

0 < � < 1 olmak üzere �: basamaktan sistem için E2 lokal asimptotik kararl¬bir

denge noktas¬d¬r.

Şimdi Caputo kesirli türevi içeren8><>:
(CD�

a+x)(t) = x(1� x�
ay

k + x
� �

l + x
);

(CD�
a+y)(t) = 
y(1�

�y

k + x
);

(4.14)

Leslie-Gower av-avc¬modelini ele alal¬m (Ghaziani vd. 2016), burada a; �, k, �,

l, � ve 
 pozitif parametrelerdir ve � 2 (0; 1) dir. (4.14) sistemi x(�) = x0 > 0;

y(�) = y0 > 0 başlang¬ç koşullar¬ile birlikte incelenecektir.

Tamsay¬basamaktan türev içeren Leslie-Gower modeli8><>:
dx1
d�

= rx1(1�
x1
d
)� a1x1x2

n1 + x1
;

dx2
d�

= sx2(1�
a2x2
n2 + x1

);
(4.15)

ve genelleştirmeleri x1(0) > 0; x2(0) > 0 koşullar¬ile birlikte ele al¬nm¬̧st¬r (Das vd.

2009, Ji vd. 2009, Gupta ve Chandra 2013). Burada x1(�) ve x2(�) s¬ras¬yla av ve

avc¬popülasyonunu göstermektedir. r ve d s¬ras¬yla av popülasyonu için büyüme

oran¬ve çevre taş¬ma kapasitesidir. a1 parametresi av¬n ki̧si baş¬na düşen azalma

oran¬n¬n maksimum de¼geridir, n1 ve n2 s¬ras¬yla av ve avc¬n¬n çevresel koruma mik-

tar¬n¬ölçer, s avc¬n¬n büyüme oran¬n¬gösterir ve sa2 avc¬n¬n ki̧si baş¬na düşen azalma

oran¬n¬n maksimum de¼geridir.

(4.15) modeline lineer olmayan hasat terimi de eklenirse n1 = n2 = n olmak üzere8><>:
dx1
d�

= rx1(1�
x1
d
)� a1x1x2

n+ x1
� qEx1
m1E +m2x1

;

dx2
d�

= sx2(1�
a2x2
n+ x1

);
(4.16)

modeli elde edilir, burada q yakalanabilirlik katsay¬s¬, E hasat terimi, m1 ve m2

sabitlerdir. Parametrelerin geri kalan¬(4.15) modeli ile ayn¬d¬r. Ayr¬ca biyolojik

47



anlam¬ndan dolay¬tüm parametreler pozitif kabul edilmektedir. (4.16) da

x =
x1
d
; y =

a1x2
d
; t = r� ; a =

1

r
; � =

a2
a1
;

k =
n

d
; � =

qE

rm2d
; l =

m1E

m2d
; 
 =

s

r

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri yap¬l¬rsa8><>:
dx

dt
= x(1� x� ay

k + x
� �

l + x
)

dy

dt
= 
y(1� �y

k + x
)

(4.17)

sistemi elde edilir. ·Incelenecek olan (4.14) modeli tamsay¬basamaktan olan (4.17)

modelinin kesirli basamaktan türev içeren durumudur.

(4.14) sisteminin denge noktalar¬8<: (CD�
a+x)(t) = 0

(CD�
a+y)(t) = 0

koşullar¬n¬sa¼glayan noktalard¬r. Bu noktalar aşa¼g¬daki gibidir:

1. E0 = (0; 0):

2. Avc¬yokken denge noktalar¬EA = (xA; 0) ve EB = (xB; 0) şeklindedir. Burada

xA ve xB ikinci dereceden

x2 � (1� l)x+ � � l = 0

denkleminin kökleridir. Buradan

xA =
1

2
(1� l �

p
(1� l)2 � 4(� � l)); xB =

1

2
(1� l +

p
(1� l)2 � 4(� � l))

bulunur.

l < 1 ve (1 � l)2 > 4(� � l) durumunda e¼ger � > l ise EA = (xA; 0) ve

EB = (xB; 0) denge noktalar¬n¬n her ikisi de mevcuttur. E¼ger � < l ise sadece

EB = (xB; 0) denge noktas¬mevcuttur.
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3. Av yokken denge noktas¬ET = (0;
k

�
) d¬r.

4. E1 = (x1; y1) ve E2 = (x2; y2) denge noktalar¬n¬n apsisleri

x2 + (
a

�
+ l � 1)x+ l(a

�
+
�

l
� 1) = 0

denkleminin kökleridir. Buradan

x1 =
1

2
(1� (a

�
+ l)�

r
(
a

�
+ l � 1)2 � 4l(a

�
+
�

l
� 1));

x2 =
1

2
(1� (a

�
+ l) +

r
(
a

�
+ l � 1)2 � 4l(a

�
+
�

l
� 1);

y1 =
k + x1
�

ve y2 =
k + x2
�

bulunur.

Pozitif denge noktalar¬n¬n varl¬¼g¬
a

�
+
�

l
� 1 terimine ba¼gl¬d¬r. Bunun için aşa¼g¬daki

lemmalar¬verelim.

Lemma 4.1 Kabul edelim ki
a

�
+
�

l
> 1 olsun.

i) E¼ger
a

�
+ l < 1 ve (

a

�
+ l � 1)2 > 4l(a

�
+
�

l
� 1) ise, bu durumda E1 ve E2

denge noktalar¬mevcuttur.

ii) E¼ger
a

�
+ l < 1 ve (

a

�
+ l � 1)2 = 4l(a

�
+
�

l
� 1) ise, bu durumda E1 ve E2

denge noktalar¬çak¬̧s¬r ve �E = (
_
x;
_
y) olur, burada

_
x =

1

2
(1� l � a

�
) d¬r.

iii)
a

�
+ l > 1 ya da (

a

�
+ l � 1)2 < 4l(a

�
+
�

l
� 1) ise, bu durumda denge noktas¬

mevcut de¼gildir.
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·Ispat. A = 1� (l+ a
�
) ve B = 4l(

a

�
+
�

l
� 1) alal¬m. a

�
+
�

l
> 1 kabulünden B > 0

bulunur.

i)
a

�
+ l < 1 oldu¼gundan A > 0 d¬r. (

a

�
+ l � 1)2 > 4l(a

�
+
�

l
� 1) oldu¼gundan

0 < B < A2 bulunur. O halde

x1;2 =
1

2
(A�

p
A2 �B) > 0

elde edilir. Sonuç olarak x1; x2; y1 ve y2 pozitiftir ve E1 ve E2 denge noktalar¬

mevcuttur.

ii) Bu durumda A > 0 ve A2 = B olup x1;2 =
1

2
(A�

p
A2 �B) = A

2
elde edilir.

Dolay¬s¬yla denge noktalar¬çak¬̧s¬r, yani E1 = E2 = (
_
x;
_
y) olup

_
x =

1

2
(1� l� a

�
)

d¬r.

iii) Bu durumda A < 0 ya da A2 < B bulunur. E¼ger A2 < B ve B > 0 ise aç¬k ola-

rak x1 ve x2 kompleks olur ve bu durumda denge noktas¬mevcut de¼gildir. E¼ger

A < 0, B > 0 ve A2 �B = 0 ise, bu durumda x1 = x2 =
A

2
< 0 elde edilir ve

denge noktas¬mevcut de¼gildir. Son olarak A < 0, B > 0 ve A2 �B > 0 ise, bu

durumda (A�
p
A2 �B) < 0 olup denge noktas¬mevcut de¼gildir.

Lemma 4.2 Kabul edelim ki
a

�
+
�

l
< 1 olsun. Bu durumda tek denge noktas¬

mevcuttur.

·Ispat. A = 1 � (l + a

�
) ve B = 4l(

a

�
+
�

l
� 1) alal¬m. O halde B < 0; yani

p
A2 �B > jAj elde edilir. A > 0 iseA�

p
A2 �B < 0 veA+

p
A2 �B > 0 bulunur.

Bu durumda bir tane denge noktas¬mevcuttur. E¼ger A < 0 ise A �
p
A2 �B < 0

ve A+
p
A2 �B > 0 elde edilir. O halde yine bir tane denge noktas¬mevcuttur.
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Uyar¬4.2 E¼ger
a

�
+
�

l
= 1 ve A = 1� (l+ a

�
) > 0 ise B = 4l(

a

�
+
�

l
� 1) = 0 olur.

Bu durumda

x1 =
1

2
(A�

p
A2 �B) = 0;

x2 =
1

2
(A+

p
A2 �B) = A > 0

olmak üzere bir tane (x2; y2) denge noktas¬mevcuttur.

E¼ger
a

�
+
�

l
= 1 ve A = 1�(l+ a

�
) < 0 ise B = 4l(

a

�
+
�

l
�1) = 0 olur. Bu durumda

x1 =
1

2
(A�

p
A2 �B) = A < 0;

x2 =
1

2
(A+

p
A2 �B) = 0

olup, denge noktas¬mevcut de¼gildir.

Tan¬m 4.3 (Ghaziani vd. 2016) Bir denge noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen Jakobiyen mat-

risinin en az bir �1 özde¼geri kararl¬bölgede ise yani jarg �1j >
��

2
ise ve en az bir �2

özde¼geri karars¬z bölgede ise yani jarg �2j <
��

2
ise, bu durumda bu denge noktas¬na

semer noktas¬denir.

Aşa¼g¬daki teoremde incelenen denge noktalar¬n¬n kararl¬l¬k analizi verilmi̧stir.

Teorem 4.2

i) � > l ise, bu durumda E0 semer noktas¬d¬r.

ii)
a

�
+
�

l
> 1 ise, bu durumda ET denge noktas¬asimptotik kararl¬d¬r.

a

�
+
�

l
< 1

ise, bu durumda ET semer noktas¬d¬r.

51



·Ispat. (4.14) sisteminin Jakobiyen matrisi

J =

26641� 2x�
ayk

(k + x)2
� l�

(l + x)2
� 
x

k + x

�y2

(k + x)2

 � 2
�y

k + x

3775
şeklindedir.

i) E0 noktas¬ndaki Jakobiyen matrisi

J(E0) =

24�� � ll 0

0 


35

olur. J(E0) matrisinin özde¼gerleri �1 = �
� � l
l

ve �2 = 
 d¬r. � > l ise

jarg �1j = � >
��

2
ve jarg �2j = 0 <

��

2
oldu¼gundan E0 semer noktas¬d¬r.

ii) ET noktas¬ndaki Jakobiyen matrisi

J(ET ) =

2641�
a

�
� �
l

0

a

�
�


375
olur. J(ET ) matrisinin özde¼gerleri �1 = 1�

a

�
� �
l
ve �2 = �
 d¬r. �2 < 0 oldu-

¼gundan jarg �2j = � >
��

2
dir. E¼ger

a

�
+
�

l
> 1 ise, bu durumda �1 < 0 ve

jarg �1j = � >
��

2
elde edilir. Dolay¬s¬yla ET denge noktas¬asimptotik kararl¬

olur.

E¼ger
a

�
+
�

l
< 1 ise �1 > 0 ve jarg �1j = 0 <

��

2
bulunur. Bu durumda

Tan¬m 4.3 dikkate al¬n¬rsa ET semer noktas¬olur.

Şimdi � 2 [0; 1) olmak üzere Caputo kesirli türevi içeren8<: (CD�
a+x)(t) = f(x; y)

(CD�
a+y)(t) = g(x; y)

(4.18)
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sistemini göz önüne alal¬m. (4.18) sisteminin denge noktalar¬

f(x�; y�) = 0 ve g(x�; y�) = 0

eşitliklerini sa¼glayan E = (x�; y�) noktalar¬d¬r. (4.18) sisteminin Jakobiyen matrisi

J =

24@f=@x @f=@y

@g=@x @g=@y

35
dir. Yap¬lan incelemelerden görülmektedir ki, E denge noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen

J(E) = J jE matrisinin � özde¼gerleri için

jarg �j > ��

2
(4.19)

sa¼glan¬rsa, bu durumda E = (x�; y�) denge noktas¬lokal asimptotik kararl¬d¬r.

Ahmed ve Elgazzar (2007) yapt¬klar¬çal¬̧smada aşa¼g¬daki sorunun cevab¬n¬aram¬̧slar-

d¬r: a1; a2; :::; an reel katsay¬lar ve

P (�) = �n + a1�
n�1 + a2�

n�2 + :::+ an (4.20)

olmak üzere hangi koşullar alt¬nda P (�) = 0 denkleminin tüm kökleri (4.19) özel-

li¼gini sa¼glar?

Uyar¬4.3 � = 1 ise, (4.19) koşulunun sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul Routh-

Hurwitz şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

Uyar¬4.4 (Ahmed ve Elgazzar 2007) � 2 [0; 1) ise, Routh-Hurwitz şartlar¬(4.19)

özelli¼ginin sa¼glanmas¬için yeter koşullard¬r.

Tan¬m 4.4 f(x) = xn+a1x
n�1+a2x

n�2+ :::+an polinomunun D(f) diskriminant¬

D(f) = (�1)n(n�1)=2R(f; f 0)

dir, burada f
0
; f polinomunun türevi olup g(x) = xl + b1xl�1 + b2xl�2 + ::: + bl ise

R(f; g) kaŗs¬l¬k gelen (n+ l)� (n+ l) tipinde Sylvester matrisinin determinant¬d¬r.
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n = 3 durumunda

D(P ) = 18a1a2a3 + (a1a2)
2 � 4a3a31 � 4a32 � 27a23

dir.

Sonuç 4.1 (Ahmed ve Elgazzar 2007) n = 3 olmak üzere aşa¼g¬daki koşullardan

birinin sa¼glanmas¬durumunda (4.19) koşulu gerçeklenir:

i) D(P ) > 0; a1 > 0; a3 > 0 ve a1a2 > a3.

ii) D(P ) < 0; a1 > 0; a2 > 0; a3 > 0 ve � <
2

3
.

iii) D(P ) < 0; a1 > 0; a2 > 0 ve a1a2 = a3.

·Ispat. i) D(P ) > 0 oldu¼gundan, n = 3 durumunda (4.20) polinom denkleminin

tüm kökleri reeldir. Di¼ger taraftan biliniyor ki (4.20) nin bütün köklerinin negatif

reel k¬s¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter koşul Routh-Hurwitz kriterinin sa¼glanmas¬d¬r.

Hipotezden Routh-Hurwitz koşullar¬ sa¼glan¬r. O halde bütün kökler negatif reel

olur. Dolay¬s¬yla jarg �j > ��

2
sa¼glan¬r.

ii) D(P ) < 0 oldu¼gundan n = 3 durumunda (4.20) polinom denkleminin 1 reel, 1

kompleks kök çifti vard¬r. O halde �1 = �b; �2 = � + i
; �3 = � � i
 olmak üzere

P (�) = (�+ b)(�� � � i
)(�� � + i
) (4.21)

şeklinde olur. (4.21) düzenlenip (4.20) polinom denklemine eşitlenirse

a1 = b� 2�; a2 = �2 + 
2 � 2�b; a3 = b(�2 + 
2) (4.22)

elde edilir. Hipotezler göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

b > 2�; �2 + 
2 > 2�b; b > 0 (4.23)
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bulunur. �1 = �b < 0 oldu¼gundan jarg �1j >
��

2
sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan b > 2� oldu¼gundan, � > 0 olmak üzere 2b� > 4�2 elde edilir. Ayr¬ca

�2+
2 = �2 sec2 � dir, burada � = jarg �2j = jarg �3j dir. Son elde edilen eşitsizlikler

(4.23) de göz önüne al¬n¬rsa

�2 sec2 � > 4�2 (4.24)

elde edilir. (4.24) de gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa � >
�

3
veya � >

2�

3
bulunur. Son

olarak � <
2

3
hipoteziyle bu bulunan eşitsizlikler birleştirilirse jarg �2j = jarg �3j >

��

2
elde edilir.

iii) D(P ) < 0 oldu¼gundan (4.22) geçerlidir. a1a2 = a3 hipotezi ve (4.22) eşitli¼gi

kullan¬larak

� = 0 veya 2b� = b2 + �2 + 
2

bulunur. a1 > 0 oldu¼gundan b > 2� ve a2 > 0 oldu¼gundan �
2+
2 > 2b� elde edilir.

Bu eşitsizliklerle 2b� = b2+ �2+ 
2 eşitli¼gi çeli̧sir. Dolay¬s¬yla � = 0 olur. (4.21) de

� = 0 yaz¬l¬rsa

�1 = �b; �2;3 = �i


elde edilir. Burada a3 > 0 oldu¼gundan b > 0 d¬r. O halde kökler negatif reel ve s¬rf

sanal oldu¼gundan jarg �j > ��

2
sa¼glan¬r.

4.3 Lyapunov Yöntemi ve Mittag-Le­ er Kararl¬l¬k

Daha önceki kesimde yap¬lan incelemeler kesirli diferensiyel denklemlerin denge

noktalar¬n¬n lokal kararl¬l¬k analizini içeriyordu. Bu kesimde denge noktalar¬n¬n

global karal¬l¬k analizi yap¬lacakt¬r. Bu ba¼glamda kesirli diferensiyel denklemlerde

kaŗs¬m¬za ç¬kan Mittag-Le­ er kararl¬l¬k tan¬t¬lacak ve Lyapunov yöntemi yard¬m¬yla

sistemlerin kararl¬l¬¼g¬incelenecektir.
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� 2 (0; 1) olmak üzere

(D�
a+y)(x) = f(x; y(x)) (4.25)

kesirli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m, buradaD� operatörü hem Riemann-

Liouville hem de Caputo türevi yerine kullan¬lmaktad¬r. Bu kesimde genelli¼gi boz-

madan (4.25) denkleminin denge noktas¬n¬n y� = 0 oldu¼gu kabul edilecektir.

Uyar¬4.5 Genelli¼gi bozmaks¬z¬n her y� 6= 0 denge noktas¬y1 = y � y� de¼gi̧sken

de¼gi̧stirmesi ile s¬f¬ra taş¬nabilir. Gerçekten, y� 6= 0 (4.25) denkleminin denge noktas¬

olsun. ·Ilk olarak (4.25) denklemindeki kesirli türevin Caputo türevi oldu¼gunu kabul

edelim. Bu durumda y1 = y�y� de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p (2.37) dikkate al¬n¬rsa

(CD�
a+y1)(x) = (CD�

a+(y � y�))(x)

= f(x; y(x))

= f(x; y1 + y
�)

= g(x; y1)

bulunur. y = y� (4.25) denkleminin denge noktas¬oldu¼gundan g(x; 0) = 0 oldu¼gu

aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla elde edilen yeni sistemin denge noktas¬y�1 = 0 d¬r.

Şimdi (4.25) denklemindeki kesirli türevin Riemann-Liouville türevi oldu¼gunu kabul

edelim. y1 = y � y� de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p (2.12) dikkate al¬n¬rsa

(RLD�
a+y1)(x) = (RLD�

a+(y � y�))(x)

= f(x; y(x))� y
�(x� a)��
�(1� �)

= f(x; y1 + y
�)� y

�(x� a)��
�(1� �)

= g(x; y1)

bulunur. Burada da y = y� (4.25) denkleminin denge noktas¬oldu¼gundan g(x; 0) = 0

d¬r. Dolay¬s¬yla elde edilen yeni sistemin denge noktas¬y�1 = 0 d¬r.
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Tan¬m 4.5 (Zhang vd. 2011) B � Rn orijini içeren bir bölge olsun. E¼ger

ky(x)k � fm(y0)E�(��(x� a)�)gb (4.26)

sa¼glan¬rsa, bu durumda (4.25) denkleminin s¬f¬r çözümüne Mittag-Le­ er kararl¬d¬r

denir, burada y(a) = y0, � � 0, b > 0, m(0) = 0, m(y) � 0 ve m(y); y 2 B � Rn de

(3.15) ile tan¬ml¬Lipschitz koşulunu sa¼glar.

Tan¬m 4.6 (Zhang vd. 2011) B � Rn orijini içeren bir bölge olsun. E¼ger

ky(x)k �
�
m(y0)(x� a)�
E�;1�
(��(x� a)�)

	b
(4.27)

sa¼glan¬rsa, bu durumda (4.25) denkleminin s¬f¬r çözümüne genelleştirilmi̧s Mittag-

Le­ er kararl¬d¬r denir, burada y(a) = y0, � � < 
 � 1 � �, � � 0, b > 0, m(0) =

0, m(y) � 0 ve m(y); y 2 B � Rn de (3.15) ile tan¬ml¬Lipschitz koşulunu sa¼glar.

Tan¬m 4.7 (Zhang vd. 2011) E¼ger � : R+ ! R+ sürekli fonksiyonu kesin artansa

ve �(0) = 0 ise, bu durumda �(r) fonksiyonuna K- s¬n¬f¬ndand¬r denir.

Uyar¬4.6 (Zhang vd. 2011) Mittag-Le­ er kararl¬olan bir çözüm lokal asimptotik

kararl¬d¬r.

Lyapunov yöntemi ile Mittag-Le­ er kararl¬l¬¼g¬n incelendi¼gi sonuçlar¬vermeden önce

aşa¼g¬daki yard¬mc¬lemmalar¬ifade edelim.

Lemma 4.3 (Lakshmikantham vd. 2009) 0 < � < � < 1, h 2 C([a; T ]� R;R),

v, w 2 C1��([a; T ] ;R) � üslü Hölder sürekli olsun ve

i) (RLD�
a+v)(x) � h(x; v(x));
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ii) (RLD�
a+w)(x) � h(x;w(x)); a � x � T;

eşitsizlikleri sa¼glans¬n.

Burada �(�)v(x)(x� a)1��jx=a = v0 ve �(�)w(x)(x� a)1��jx=a = w0 d¬r. Ayr¬ca

kabul edelim ki h fonsiyonu

h(x; y1)� h(x; y2) � K(y1 � y2); y1 � y2; K > 0

Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda v0 � w0 oldu¼gunda, v(x) � w(x); a �

x � T sa¼glan¬r.

Uyar¬4.7 Lemma 4.3 de, RLD�
a+ Riemann-Liouville türevi yerine

CD�
a+ Caputo

türevi al¬nd¬¼g¬nda da ayn¬sonuçlar geçerlidir.

Lemma 4.4 (Denton ve Vatsala 2010) 0 < � < 1, v, w 2 C1��([a; T ] ;R) ve

h 2 C([a; T ]� R;R) olsun ve

i) v(x) � v0
�(�)

(x� a)��1 + 1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1h(t; v(t))dt;

ii) w(x) � w0
�(�)

(x� a)��1 + 1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1h(t; w(t))dt;

eşitsizlikleri sa¼glans¬n.

Burada a < x � T; �(�)v(x)(x� a)1��jx=a = v0 ve �(�)w(x)(x� a)1��jx=a = w0
d¬r. Ayr¬ca kabul edelim ki h(x; y(x)) fonksiyonu her bir x için y ye göre azalmayan

olsun ve

h(x; y1)� h(x; y2) � K(y1 � y2); y1 � y2; K > 0 (4.28)

Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda v0 � w0 oldu¼gunda, v(x) � w(x); a <

x � T; sa¼glan¬r.
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Şimdi 0 < � < 1 olmak üzere

(CD�
a+y)(x) = f(x; y(x)); (4.29)

lineer olmayan kesirli diferensiyel denklem sistemini y(a) = y0 başlang¬ç koşulu ile

birlikte göz önüne alal¬m. Burada f : [a;1) � 
 ! Rn x�e göre parçal¬sürekli ve


 � Rn, y� = 0 denge noktas¬n¬içeren bölgedir. Ayr¬ca (4.29) sisteminin y(a) = y0
başlang¬ç koşulunu sa¼glayan tek y(x) 2 C1[a;1) çözümünün oldu¼gu kabul edilmek-

tedir.

Aşa¼g¬daki teoremlerde Lyapunov metodu kullan¬larak (4.29) sistemininMittag-Le­ er

kararl¬l¬¼g¬için yeter koşullar elde edilmi̧stir (Zhang vd. 2011).

Teorem 4.3 a = 0 alal¬m. D � Rn orijini içeren bir bölge olmak üzere

V (x; y(x)) : [0;1)�D ! R+ sürekli türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve y�ye göre

(4.28) Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca

�1 kyk
c � V (x; y(x)) � �2 kyk

cd ; (4.30)

(CD�
0+V )(x) � ��3 kyk

cd ; (4.31)

sa¼glans¬n. Burada �1; �2; �3; c ve d key� pozitif sabitlerdir. Bu durumda (4.29)

sisteminin y� = 0 denge noktas¬Mittag-Le­ er kararl¬d¬r (lokal asimptotik karar-

l¬d¬r). E¼ger hipotezler Rn de sa¼glan¬rsa, bu durumda y� = 0 denge noktas¬global

Mittag-Le­ er kararl¬d¬r (global asimptotik kararl¬d¬r).

·Ispat. (4.30) ve (4.31) den

(CD�
0+V )(x) � �

�3
�2
V (x; y(x)) (4.32)

elde edilir.

(CD�
0+V )(x) = �

�3
�2
V (x; y(x)) (4.33)

kesirli lineer diferensiyel denkleminin her iki taraf¬na (2.46) ile tan¬ml¬ Laplace
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dönüşümü uygulan¬p Teorem 2.14 dikkate al¬n¬rsa

V (s) = V (0; y(0))
s��1

s� +
�3
�2

elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬na ters Laplace dönüşümü uygulan¬p Teorem

2.11 göz önüne al¬n¬rsa

V (x; y(x)) = V (0; y(0))E�(�
�3
�2
x�)

çözümü bulunur. (4.32), (4.33) ve Uyar¬4.7 dikkate al¬n¬rsa

V (x; y(x)) � V (0; y(0))E�(�
�3
�2
x�) (4.34)

elde edilir, burada E�(�
�3
�2
x�) negatif olmayan Mittag-Le­ er fonksiyonudur (Pol-

lard 1948). (4.34), (4.30) da göz önüne al¬n¬rsa

ky(x)k �
�
V (0; y(0))

�1
E�(�

�3
�2
x�)

�1
c

elde edilir, burada x �!1 için, E�(�
�3
�2
x�) �! 0 d¬r (Podlubny 1999). Dolay¬s¬yla

ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.4 D � Rn orijini içeren bir bölge olmak üzere aşa¼g¬daki şartlar sa¼glanacak

şekilde sürekli türevlenebilir bir V (x; y(x)) : [0;1) � D ! R+ fonksiyonu ile K-

s¬n¬f¬ndan bir � fonksiyonunun mevcut oldu¼gunu kabul edelim:

V (x; y(x)) � �(kyk); (4.35)

(CD�
0+V )(x) � 0: (4.36)

Bu durumda (4.29) sisteminin y� = 0 denge noktas¬lokal kararl¬d¬r. E¼ger hipotezler

Rn de sa¼glan¬rsa, bu durumda, y� = 0 denge noktas¬global kararl¬d¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak

(cD�
0+V )(x) = 0 (4.37)

kesirli lineer diferensiyel denklemini ele alal¬m.
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(4.37) denkleminin her iki taraf¬na (2.46) ile tan¬ml¬Laplace dönüşümü uygulan¬rsa

Teorem 2.14 den

V (s) =
V (0; y(0))

s

elde edilir. Bu ifadenin her iki taraf¬na ters Laplace dönüşümü uyguland¬¼g¬nda

V (x; y(x)) = V (0; y(0))

bulunur. (4.36), (4.37) ve Uyar¬4.7 dikkate al¬n¬rsa

V (x; y(x)) � V (0; y(0)) (4.38)

elde edilir. (4.38) eşitsizli¼gi (4.35) de göz önüne al¬n¬rsa

ky(x)k � ��1(V (0; y(0))

elde edilir ki bu bize y� = 0 denge noktas¬n¬n kararl¬oldu¼gunu gösterir.

Yukar¬daki teoremlerden görüyoruz ki V (x; y(x)) fonksiyonu üzerinde CD�
0+V türevinin

varl¬¼g¬n¬ garantilemek için güçlü şartlar kabul edilmi̧stir. Bu şartlar V (x; y(x))

fonksiyonunun seçimini zorlaşt¬r¬r. Bunun için sürekli türevlenebilir V (x; y(x))

fonksiyonu V (x; y(x)) 2 C1��([a;1)�D;R+) olarak zay¬�at¬labilir. Burada 
 2 C

(0 � <(
) < 1) ve a � x � b � 1 olmak üzere C
[a; b] a¼g¬rl¬kl¬uzay¬, (a; b] de

tan¬ml¬ve (x� a)
f(x) 2 C[a; b] özelli¼gine sahip f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬d¬r.

Lemma 4.5 (Kilbas vd. 2006) 0 < � < 1 ve y(x); [a; b] de tan¬ml¬ Lebesgue

fonksiyonu olsun. E¼ger

lim
x!a+

�
(x� a)1��y(x)

�
= c; c 2 R; (4.39)

ise, bu durumda

(I1��a+ y)(a+) = lim
x!a+

(I1��a+ y)(x) = c�(�) (4.40)

d¬r.
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·Ispat. Key� " > 0 seçelim. (4.39) dan, a < t < a+ � için,

��(t� a)1��y(t)� c�� < "

�(�)
(4.41)

olacak şekilde bir � = �(") > 0 mevcuttur. Di¼ger taraftan (2.13) den

�(�) = (I1��a+ (t� a)��1)(x) (4.42)

elde edilir. Bu eşitlik ve (2.7) göz önüne al¬n¬rsa

��(I1��a+ y)(x)� c�(�)
�� =

��(I1��a+ y)(x)� c(I1��a+ (t� a)��1)(x)
��

=

���� 1

�(1� �)

Z x

a

(x� t)��
�
y(t)� c(t� a)��1

�
dt

����
� 1

�(1� �)

Z x

a

(x� t)��
��y(t)� c(t� a)��1�� dt

=
1

�(1� �)

Z x

a

(x� t)��(t� a)��1
��y(t)(t� a)1�� � c�� dt

bulunur. (4.41), (2.7) ve (2.13) göz önüne al¬n¬rsa, a < t < x < a+ � için,

��(I1��a+ y)(x)� c�(�)
�� <

"

�(�)

1

�(1� �)

Z x

a

(x� t)��(t� a)��1dt

=
"

�(�)
(I1��a+ (t� a)��1)(x)

=
"

�(�)
�(�)

= "

elde edilir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki teoremlerde (4.29) sistemi için kararl¬l¬k incelemesi yap¬lm¬̧st¬r (Zhang vd.

2011).

Teorem 4.5 D � Rn orijini içeren bir bölge olmak üzere

V (x; y(x)) 2 C1��([a;1)�D;R+) ve K- s¬n¬f¬ndan bir � fonksiyonu mevcut olsun

öyle ki

V (x; y(x)) � �(kyk); (4.43)

(RLD�
a+V )(x) � 0; (4.44)
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eşitsizlikleri sa¼glans¬n. Burada 0 � a < x ve y 2 D dir. Bu durumda (4.29)

sisteminin y� = 0 denge noktas¬lokal asimptotik kararl¬d¬r. E¼ger hipotezler Rn de

sa¼glan¬rsa, bu durumda y� = 0 denge noktas¬global asimptotik kararl¬d¬r.

·Ispat. Öncelikle

(RLD�
a+V )(x) = 0 (4.45)

kesirli lineer diferensiyel denklemini �(�)V (x; y(x))(x � a)1�� jx=a= V0 başlang¬ç

koşulu ile birlikte ele alal¬m.

(4.45) in her iki taraf¬na (2.46) ile tan¬ml¬Laplace dönüşümü uygulan¬p Teorem 2.13

dikkate al¬n¬rsa

V (s) =
(I1��a+ V )(x) jx=a

s�

elde edilir. Bu ifadenin her iki yan¬na ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa

V (x; y(x)) = (I1��a+ V )(x) jx=a
(x� a)��1
�(�)

(4.46)

bulunur. Lemma 4.5, (4.46) da göz önüne al¬n¬rsa

V (x; y(x)) = V0
(x� a)��1
�(�)

elde edilir. (4.44), (4.45) ve Lemma 4.3 dikkate al¬n¬rsa

V (x; y(x)) � V0
(x� a)��1
�(�)

(4.47)

bulunur. (4.47), (4.43) de yaz¬l¬rsa

ky(x)k � ��1(V0
(x� a)��1
�(�)

)! 0; x!1;

elde edilir ki bu da y� = 0 denge noktas¬n¬n asimptotik kararl¬oldu¼gunu gösterir.

Teorem 4.6 D � Rn orijini içeren bir bölge olmak üzere

V (x; y(x)) 2 C1��([a;1) �D;R+) fonksiyonu y�ye göre (4.28) Lipschitz koşulunu

sa¼glas¬n. Kabul edelim ki V (x; 0) = 0 olsun ve

V (x; y(x)) � c kykd ; (4.48)

(RLD�
a+V )(x) � 0; (4.49)
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eşitsizlikleri sa¼glans¬n, burada a � 0 ve c; d key� pozitif sabitlerdir. Bu durumda

(4.29) sisteminin y� = 0 denge noktas¬genelleştirilmi̧s Mittag-Le­ er kararl¬d¬r. E¼ger

hipotezler Rn de sa¼glan¬rsa, bu durumda y� = 0 denge noktas¬genelleştirilmi̧s global

Mittag-Le­ er kararl¬d¬r.

·Ispat. �(�)V (x; y(x))(x � a)1�� jx=a= V0 olmak üzere, Teorem 4.5 in ispat¬nda

oldu¼gu gibi

V (x; y(x)) � V0
(x� a)��1
�(�)

(4.50)

dir. (4.50), (4.48) de göz önüne al¬n¬rsa

ky(x)k �
�

V0
c�(�)

(x� a)��1
�1
d

elde edilir. Bu eşitsizlik

ky(x)k �
�
V0
c
(x� a)��1E�;�(0:(x� a)�)

�1
d

eşitsizli¼gine denktir. Dolay¬s¬yla y� = 0 genelleştirilmi̧s Mittag-Le­ er kararl¬d¬r.

Aşa¼g¬daki teoremlerde kaŗs¬laşt¬rma metodu kullan¬larak kesirli diferensiyel sistem-

lerin kararl¬l¬¼g¬incelenecektir (Zhang vd. 2011). Bunun için f(x; 0) = 0 olmak üzere

(4.29) sistemini ve

(RLD�
a+u)(x) = g(x; u(x)); �(�)u(x)(x� a)1�� jx=a= u0; (4.51)

kesirli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada 0 < � < 1; u0 2 R+,

u(x) 2 C1��([a;1);R); g(x; 0) = 0 olmak üzere g 2 C([a;1) � R;R) fonksiyonu

u�ya göre (4.28) Lipschitz koşulunu sa¼glar. Ayr¬ca x � a için (4.51) sisteminin u(x)

tek çözümünün mevcut oldu¼gu kabul edilmektedir.

Öncelikle kaŗs¬laşt¬rma metodunun verilece¼gi teoremlerin ispat¬nda kullan¬lacak bir

sonucu ifade edelim.
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Teorem 4.7 (Kilbas vd. 2006) 0 < � < 1 ve G, reel eksende aç¬k küme olsun.

f : (a; b] � G �! R olmak üzere her y 2 G için f(x; y(x)) 2 C1�� [a; b] sa¼glans¬n.

y(x) 2 C1�� [a; b] iken, y(x) fonksiyonunun

(RLD�
a+y)(x) = f(x; y(x));

(I1��a+ y)(a+) = b; b 2 R;

Cauchy problemini sa¼glamas¬için gerek ve yeter koşul y(x) in

y(x) =
b(x� a)��1
�(�)

+
1

�(�)

Z x

a

f(t; y(t))

(x� t)1��dt:

integral denklemini sa¼glamas¬d¬r.

Teorem 4.8 (4.29) sisteminin bir denge noktas¬y = 0 olsun. 
 � Rn orijini içeren

bölge ve V (x; 0) = 0 olmak üzere V 2 C1��([a;1)�D;R+) ve K- s¬n¬f¬ndan bir �

fonksiyonu mevcut olsun öyle ki

V (x; y(x)) � �(kyk)

sa¼glans¬n. Ayr¬ca V (x; y(x))

(RLD�
a+V )(x) � g(x; V (x; y)); (x; y) 2 [a;1)� 
 (4.52)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n ve g(x; y) her x için y�ye göre azalmayan olsun.

i) (4.51) in s¬f¬r çözümü kararl¬ise, bu durumda (4.29) un s¬f¬r çözümü de karar-

l¬d¬r.

ii) (4.51) in s¬f¬r çözümü asimptotik kararl¬ise, bu durumda (4.29) un s¬f¬r çözümü

de asimptotik kararl¬d¬r.

·Ispat. y(x); y0 2 
 başlang¬ç koşullu (4.29) sisteminin çözümü olsun. y(x) çözüm

e¼grisi boyunca V (x; y(x)); V (x) olarak yaz¬labilir.

(RLD�
a+V )(x) = g(x; V (x; y)) (4.53)
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denklemini �(�)V (x)(x� a)1��jx=a = V0 başlang¬ç koşulu ile birlikte ele alal¬m.

Teorem 4.7 den bu başlang¬ç de¼ger problemi

V (x) =
V0(x� a)��1

�(�)
+

1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1g(t; V (t))dt

integral denklemine denktir.

(4.52), (4.53) ve Lemma 4.3 dikkate al¬nd¬¼g¬nda

V (x) � V0(x� a)��1
�(�)

+
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1g(t; V (t))dt (4.54)

elde edilir. Di¼ger taraftan, Teorem 4.7 den (4.51) denklemi

u(x) =
u0(x� a)��1

�(�)
+

1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1g(t; u(t))dt (4.55)

integral denklemine denktir.

Şimdi u0 = V0 al¬n¬p (4.54) ve (4.55) eşitsizliklerine Lemma 4.4 uygulan¬rsa V (x) �

u(x); x > a; elde edilir.

i) E¼ger (4.51) denkleminin s¬f¬r çözümü kararl¬ise, bu durumda her u0 � 0 için en

az bir " > 0 vard¬r öyle ki ju0j < � oldu¼gunda her x > a için ju(x)j < " sa¼glan¬r.

V (x; y(x)) � �(kyk) hipotezi de dikkate al¬n¬rsa

�(kyk) � V (x; y(x)) � u(x) < " (4.56)

elde edilir. (4.56) eşitsizli¼ginden

ky(x)k < ��1(") (4.57)

bulunur, dolay¬s¬yla (4.29) un s¬f¬r çözümü kararl¬d¬r.

ii) (4.56) eşitsizli¼ginin her iki yan¬n¬n x!1 için limiti al¬n¬p, K- s¬n¬f¬ndan fonksi-

yonun tan¬m¬dikkate al¬n¬rsa

lim
x�!1

ky(x)k = 0
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elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.9 y = 0; (4.29) sisteminin denge noktas¬olsun. 
 � Rn orijini içeren

bölge olmak üzere V 2 C1��([a;1)� 
;R+) fonksiyonu için V (x; 0) = 0 ve

V (x; y(x)) � k kykc (4.58)

sa¼glans¬n. Ayr¬ca V (x; y(x)), y�ye göre (4.28) Lipschitz koşulunu ve

(RLD�
a+V )(x) � g(x; V (x; y)); (x; y) 2 [a;1)� 
; (4.59)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n, burada k > 0; c > 0 ve g(x; y) her x için, y�ye göre azalmayan

fonksiyondur. Bu durumda (4.51) denkleminin s¬f¬r çözümü genelleştirilmi̧s Mittag-

Le­ er kararl¬ ise (4.29) sisteminin s¬f¬r çözümü de genelleştirilmi̧s Mittag-Le­ er

kararl¬d¬r.

·Ispat. Tan¬m 4.6 dan e¼ger (4.51) denkleminin s¬f¬r çözümü genelleştirilmi̧s Mittag-

Le­ er kararl¬ise, bu durumda � � 0; b > 0 ve �� < 
 � 1� � sabitleri vard¬r öyle

ki

ju(x)j �
�
m(u0)(x� a)�
E�;1�
(��(x� a)�)

	b
(4.60)

sa¼glan¬r. Burada m(0) = 0; m(y) � 0 ve K; Lipschitz sabiti olmak üzere m(y); y�ye

göre Lipschitz koşulunu sa¼glar.

�(�)V (x; y)(x� a)1��jx=a = u0 = V0 al¬n¬rsa Teorem 4.8 in ispat¬nda oldu¼gu gibi

V (x; y) � u(x) dir. Bu eşitsizlik, (4.58) ve (4.60) eşitsizlikleri ile birlikte göz önüne

al¬n¬rsa

k kykc � V (x; y(x)) � u(x) �
�
m(u0)(x� a)�
E�;1�
(��(x� a)�)

	b
elde edilir. Buradan

ky(x)k �
�
m(�(�)V (x; y)(x� a)1��jx=a)

k1=b
(x� a)�
E�;1�
(��(x� a)�)

�b=c
(4.61)
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dir. (4.61) eşitsizli¼ginde

M(y) =
m(�(�)V (x; y)(x� a)1��jx=a)

k1=b

al¬n¬rsa

ky(x)k �
�
M(y(a))(x� a)�
E�;1�
(��(x� a)�)

	b=c
elde edilir. V (x; 0) = 0 kabulünden

M(0) =
m(�(�)V (x; 0)(x� a)1��jx=a)

k1=b
= 0

d¬r. m(y) � 0; V (x; y) � 0 ve k > 0 oldu¼gundan M(y) negatif olmayan fonksiyon-

dur. Ayr¬ca m(y) ve V (x; y); y�ye göre Lipschitz koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan M(y)

fonksiyonu da Lipschitz koşulunu sa¼glar. Dolay¬s¬yla (4.29) sisteminin s¬f¬r çözümü

genellleştirilmi̧s Mittag-Le­ er kararl¬d¬r ve ispat tamamlan¬r.

Yukar¬daki incelemelerde Caputo türevi içeren kesirli diferensiyel denklem sistemleri

ele al¬nm¬̧st¬. Şimdi hem Riemann-Liouville hem de Caputo türevi içeren denklemler

için elde edilen sonuçlar ifade edilecektir (Li vd. 2009).

0 < � < 1 olmak üzere

(D�
a+y)(x) = f(x; y(x)); y(a) = y0; (4.62)

lineer olmayan kesirli diferensiyel denklem sistemini göz önüne alal¬m, burada D�

operatörü hem Riemann-Liouville hem de Caputo türevini belirtir. f : [a;1)�
!

Rn de x�e göre parçal¬süreklidir ve [a;1)�
 bölgesinde y�ye göre Lipschitz koşulunu

sa¼glar. Ayr¬ca 
 � Rn, y� = 0 denge noktas¬n¬içeren bir bölgedir.

Kararl¬l¬k ile ilgili teoremlere geçmeden önce bu teoremlerin ispat¬nda kullan¬lacak

yard¬mc¬lemmalar¬verelim.

Lemma 4.6 � 2 (0; 1) ve M(0) � 0 olsun. Bu durumda

(CD�
a+M)(x) � (RLD�

a+M)(x)
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sa¼glan¬r. Burada RLD�
a+ ve

CD�
a+ , s¬ras¬yla, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli

türev operatörlerdir.

·Ispat. (2.36) Caputo türev özelli¼ginden

(CD�
a+M)(x) = (I

1��
0+ M 0(t))(x)

dir. Bu eşitlikte (2.7) ile tan¬ml¬Riemann-Liouville kesirli integral tan¬m¬göz önüne

al¬n¬rsa

(CD�
a+M)(x) = (I1��0+ M 0(t))(x)

= �x
��M(0)

�(1� �) + (
RLD�

0+M)(x)

elde edilir. � 2 (0; 1) ve M(0) � 0 oldu¼gundan istenilen sonuç bulunur.

Lemma 4.7 Reel de¼gerli ve sürekli f(x; y) fonksiyonu için

k(I�a+f)(x)k � I�a+ kf(x; y(x))k

sa¼glan¬r. Burada � � 0 ve k:k ; Rn+1 de key� bir normu belirtir.

·Ispat. (2.7) ile tan¬ml¬Riemann-Liouville kesirli integral tan¬m¬kullan¬larak

k(I�a+f)(x)k =





 1

�(�)

Z x

a

f(t; y(t))dt

(x� t)1��






� 1

�(�)

Z x

a

kf(t; y(t))k
(x� t)1�� dt

= I�a+ kf(x; y(x))k :

sonucu elde edilir.

Aşa¼g¬daki sonuç Zhang vd. (2011) makalesindeki Teorem 4.3 ile ayn¬olup ispatta

farkl¬bir yöntem kullan¬lm¬̧st¬r.
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Teorem 4.10 a = 0, x � 0; y 2 D ve � 2 (0; 1) olmak üzere y� = 0, (4.62)

sisteminin denge noktas¬olsun. D � Rn orijini içeren bir bölge olmak üzere

V (x; y(x)) : [0;1) � D ! R+ sürekli türevlenebilir fonksiyonu y�ye göre (4.28)

Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca

�1 kyk
c � V (x; y(x)) � �2 kyk

cd ; (4.63)

(CD�
0+V )(x) � ��3 kyk

cd ; (4.64)

sa¼glans¬n, burada �1; �2; �3; c ve d key� pozitif sabitlerdir. Bu durumda D�
a+

operatörü CD�
a+ olmak üzere (4.62) sisteminin y

� = 0 denge noktas¬Mittag-Le­ er

kararl¬d¬r. E¼ger hipotezler Rn de sa¼glan¬rsa, bu durumda y� = 0 denge noktas¬

global Mittag-Le­ er kararl¬d¬r.

·Ispat. (4.63) ve (4.64) den

(CD�
a+V )(x) � �

�3
�2
V (x; y(x))

elde edilir. O halde

(CD�
a+V )(x) +M(x) = �

�3
�2
V (x; y(x)) (4.65)

sa¼glanacak şekilde negatif olmayan birM(x) fonksiyonu mevcuttur. (4.65) eşitli¼ginin

her iki yan¬na (2.46) ile tan¬ml¬Laplace dönüşümü uygulan¬p Teorem 2.14 göz önüne

al¬n¬rsa

s�V (s)� V (0)s��1 +M(s) = ��3
�2
V (s) (4.66)

elde edilir, burada V (0) = V (0; y(0)) negatif olmayan sabit, V (s) = LfV (x; y(x))g

ve M(s) = LfM(x)g dir. (4.66) eşitli¼gi düzenlenirse

V (s) =
V (0)s��1 �M(s)

s� +
�3
�2

(4.67)

elde edilir. (4.67) eşitli¼gine ters Laplace dönüşümü uygulan¬p Teorem 2.10 ve Teorem

2.11 dikkate al¬n¬rsa

V (x; y(x)) = V (0)E�(�
�3
�2
x�)�M(x) � [x��1E�;�(�

�3
�2
x�)]
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bulunur, burada f �g notasyonu f ile g fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyonunu göstermek-

tedir.

x��1, E�;�(�
�3
�2
x�) ve M(x) negatif olmayan fonksiyonlar olduklar¬ndan

V (x; y(x)) � V (0)E�(�
�3
�2
x�) (4.68)

elde edilir. (4.68), (4.63) de göz önüne al¬n¬rsa

ky(x)k �
�
V (0; y(0))

�1
E�(�

�3
�2
x�)

�1
c

bulunur, burada y(0) 6= 0 için V (0; y(0))
�1

> 0; y(0) = 0 için
V (0; y(0))

�1
= 0 d¬r.

m =
V (0; y(0))

�1
� 0 tan¬mlayal¬m. Buradan

ky(x)k �
�
mE�(�

�3
�2
x�)

�1
c

elde edilir. O halde y� = 0; Mittag-Le­ er kararl¬d¬r.

Teorem 4.11 CD�
0+ Caputo türev operatörü yerine

RLD�
0+ Riemann-Liouville türev

operatörü al¬nmak üzere Teorem 4.10 un hipotezleri sa¼glans¬n. Bu durumda

ky(x)k �
�
V (0)

�1
E�(�

�3
�2
x�)

�1=c
dir.

·Ispat. V (x; y(x)) � 0 oldu¼gundan Lemma 4.6 dan

(CD�
0+V )(x) � (RLD�

0+V )(x) (4.69)

elde edilir. (4.64) ve (4.69) dan

(CD�
0+V )(x) � (RLD�

0+V )(x)

� ��3 kyk
cd
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bulunur. ·Ispat¬n geri kalan¬Teorem 4.10 un ispat¬na benzer olarak yap¬l¬r.

Şimdi � 2 (0; 1) olmak üzere8<: (RLD�
0+y)(x) = f(x; y(x))

[(I1��0+ y)(x)]x=0 = 0
(4.70)

sistemini ele alal¬m.

Teorem 4.12 y� = 0, (4.70) sisteminin denge noktas¬olsun. f(x; y(x)); (4.28) ile

tan¬ml¬Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca kabul edelim ki V (x; y(x)) fonksiyonu

mevcut olsun ve

�1 kyk
c � V (x; y(x)) � �2 kyk ; (4.71)

V 0(x; y(x)) � ��3 kyk ; (4.72)

sa¼glans¬n, burada �1; �2; �3 ve c pozitif sabitler ve V
0(x; y(x)) =

d

dx
V (x; y(x)) dir.

Bu durumda

ky(x)k �
�
V (0; y(0))

�1
E1��(�

�3
�2`

x1��)

�1=c
dir.

·Ispat. (2.36) Caputo türev özelli¼ginden

(CD1��
0+ V )(x) = I�0+V

0(x; y(x)) (4.73)

yaz¬l¬r. (4.72) nin her iki yan¬na I�0+ kesirli integral operatörü uygulan¬p (4.73) göz

önüne al¬n¬rsa

(CD1��
0+ V )(x) � ��3I�0+ ky(x)k (4.74)

bulunur. f(x; y(x)) Lipschitz koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

kf(x; y(x))k � K ky(x)k

yaz¬l¬r. Bu eşitsizli¼gin her iki yan¬na I�0+ kesirli integral operatörü uygulan¬p gerekli

i̧slemler yap¬l¬rsa

��3I�0+ ky(x)k � ��3K�1I�0+ kf(x; y(x))k (4.75)
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elde edilir. (4.74) ve (4.75) den

(CD1��
0+ V )(x) � ��3K�1I�0+ kf(x; y(x))k (4.76)

bulunur. Lemma 4.7 ve (4.76) kullan¬l¬rsa

(CD1��
0+ V )(x) � ��3K�1 kI�0+f(x; y(x))k (4.77)

elde edilir. (2.30) eşitli¼gi kullan¬l¬p teoremde verilen başlang¬ç koşulu dikkate al¬n¬rsa

ve (4.77) de yaz¬l¬rsa

(CD1��
0+ V )(x) � ��3K�1 ky(x)k

bulunur. ·Ispat¬n geri kalan¬Teorem 4.10 un ispat¬ndaki benzer i̧slemler yap¬larak

tamamlan¬r.
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5. GLOBAL ÇEK·IC·IL·IK

Bu bölümde Hadamard kesirli türevini içeren bir lineer olmayan diferensiyel denklem

ele al¬n¬p, a¼g¬rl¬kl¬uzaylarda denge noktas¬n¬n global çekici olmas¬için yeter koşullar

ifade edilecektir. Öncelikle Hadamard kesirli türev ve integralini tan¬tal¬m.

Tan¬m 5.1 (Kilbas vd. 2006) � 2 R+ olmak üzere, x > a için

(J�a+f)(x) =
1

�(�)

Z x

a

�
log

x

t

���1 f(t)
t
dt (5.1)

ile tan¬ml¬J�a+f operatörüne �: basamaktan sol tara�¬Hadamard kesirli integrali

denir.

Tan¬m 5.2 (Kilbas vd. 2006) � = xD (D =
d

dx
) � - türev olsun. � 2 R; � � 0

olmak üzere, x > a için

(D�
a+f)(x) = �(n)(Jn��a+ f)(x)

=

�
x
d

dx

�n
1

�(n� �)

Z x

a

�
log

x

t

�n���1 f(t)
t
dt (5.2)

ile tan¬ml¬D�
a+f operatörüne �: basamaktan sol tara�¬Hadamard kesirli türevi

denir, burada n = [�] + 1 dir.

a � x � b � 1; y0 2 R ve � 2 (0; 1) olsun.

(D�
a+y)(x) = f(x; y(x)); x > a; (5.3)

lineer olmayan kesirli diferensiyel denklemini

(J1��a+ y)(x)
��
x=a

= y0

başlang¬ç koşulu ile birlikte göz önüne alal¬m. BuradaD�
a+ ; �: basamaktan Hadamard

kesirli türev operatörü, J1��a+ ise, (1��): basamaktan Hadamard kesirli integral ope-

ratörüdür. G; reel eksende aç¬k küme olmak üzere, y 2 G için f(x; y(x)) 2 C
;log [a; b]
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dir. 0 � 
 < 1 ve 
 � 1� � olmak üzere C
;log[a; b] a¼g¬rl¬kl¬uzay¬, (a; b] de tan¬ml¬

ve (log
x

a
)
g(x) 2 C [a; b] özelli¼gine sahip g fonksiyonlar¬n¬n uzay¬d¬r.

Tan¬m 5.3 E¼ger (5.3) denkleminin her çözümü x!1 iken s¬f¬ra yaklaş¬yorsa, bu

durumda (5.3) denkleminin s¬f¬r çözümüne global çekicidir denir.

Tan¬m 5.4 E¼ger � : R+ ! R+ sürekli fonksiyonu kesin artansa ve �(0) = 0 ise, bu

durumda �(r) fonksiyonuna K- s¬n¬f¬na aittir denir.

Lemma 5.1 (Kilbas vd. 2006) E¼ger � > 0; � > 0 ve 0 < a <1 ise, bu durumda

(J�a+(log
t

a
)��1)(x) =

�(�)

�(� + �)
(log

x

a
)�+��1 (5.4)

ve

(D�
a+(log

t

a
)��1)(x) =

�(�)

�(� � �)(log
x

a
)����1 (5.5)

dir.

Uyar¬5.1 Sabitin Hadamard kesirli türevi s¬f¬r de¼gildir. Gerçekten (5.5) de � = 1

al¬n¬rsa

(D�
a+1)(x) =

1

�(1� �)(log
x

a
)�� (5.6)

elde edilir.

Tan¬m 5.5 y� noktas¬n¬n (5.3) kesirli diferensiyel denkleminin denge noktas¬olmas¬

için gerek ve yeter koşul her x > a için

f(x; y�) = (D�
a+y)(x)jy=y�

olmas¬d¬r. Burada D� operatörü (5.2) ile tan¬ml¬Hadamard türevini belirtir.

Bu bölüm boyunca y� = 0 al¬nacakt¬r.
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Uyar¬5.2 Genelli¼gi bozmaks¬z¬n her y� 6= 0 denge noktas¬y1 = y � y� de¼gi̧sken

de¼gi̧stirmesi ile s¬f¬ra taş¬nabilir. Gerçekten, y� 6= 0 (5.3) denkleminin denge noktas¬

olsun. y1 = y � y� de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p (5.6) dikkate al¬n¬rsa

(D�
a+y1)(x) = (D�

a+(y � y�))(x)

= f(x; y(x))� y�

�(1� �)(log
x

a
)��

= f(x; y1 + y
�)� y�

�(1� �)(log
x

a
)��

= g(x; y1)

bulunur. Burada y = y� (5.3) denkleminin denge noktas¬oldu¼gundan g(x; 0) = 0

d¬r. Dolay¬s¬yla elde edilen yeni sistemin denge noktas¬y�1 = 0 d¬r.

Aşa¼g¬daki teorem ana sonucun ispat¬nda kullan¬lacakt¬r.

Teorem 5.1 (Kilbas vd. 2006) � 2 R; � > 0; n = � [��] ve 0 � 
 < 1 olmak

üzere 
 � n� � sa¼glans¬n. E¼ger f 2 C
;log [a; b] ise, bu durumda8<: (D�
a+y)(x)� �y(x) = f(x); a < x � b;

(D��k
a+ y)(a+) = bk; bk 2 R; k = 1; :::; n;

Cauchy problemi y(x) 2 C�;n��;
 [a; b] tek çözümüne sahiptir ve bu çözüm

y(x) =

nX
j=1

bj(log
x

a
)��jE�;��j+1

h
�(log

x

a
)�
i

+

Z x

a

(log
x

t
)��1E�;�

h
�(log

x

t
)�
i
f(t)

dt

t

şeklindedir, burada

C�;n��;
 [a; b] =
�
y(x) 2 Cn��;log [a; b] : (D

�
a+y)(x) 2 C
;log [a; b]

	
dir.

Aşa¼g¬daki lemma Kilbas vd.�de (2006) verilen Lemma 3.5 in genelleştirmesidir.
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Lemma 5.2 0 < � < 1 ve y(x) 2 C1��;log [a; b] olsun. E¼ger

lim
x!a+

h
(log

x

a
)1��y(x)

i
= c; c 2 R (5.7)

ise, bu durumda

(J1��a+ y)(a+) = lim
x!a+

(J1��a+ y)(x) = c�(�) (5.8)

d¬r.

·Ispat. " > 0 olsun. (5.7) den, a < t < a+ � için,����(log ta)1��y(t)� c
���� < "

�(�)
(5.9)

olacak şekilde bir � = �(") > 0 mevcuttur. Di¼ger taraftan (5.4) den

�(�) = (J1��a+ (log
t

a
)��1)(x) (5.10)

elde edilir. Bu eşitlik ve (5.1) göz önüne al¬n¬rsa��(J1��a+ y)(x)� c�(�)
�� =

����(J1��a+ y)(x)� c(J1��a+ (log
t

a
)��1)(x)

����
=

���� 1

�(1� �)

Z x

a

(log
x

t
)��

�
y(t)� c(log t

a
)��1

�
dt

t

����
� 1

�(1� �)

Z x

a

(log
x

t
)��

����y(t)� c(log ta)��1
���� dtt

=
1

�(1� �)

Z x

a

(log
x

t
)��(log

t

a
)��1

����y(t)(log ta)1�� � c
���� dtt

bulunur. (5.9), (5.1) ve (5.4) göz önüne al¬n¬rsa, a < t < x < a+ � için,��(J1��a+ y)(x)� c�(�)
�� <

"

�(�)

1

�(1� �)

Z x

a

(log
x

t
)��(log

t

a
)��1

dt

t

=
"

�(�)
(J1��a+ (log

t

a
)��1)(x)

=
"

�(�)
�(�)

= "

elde edilir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki lemmada, (2.40) ile tan¬ml¬Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n Hadamard ke-

sirli türevinin hesab¬için bir formül verilmektedir.
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Lemma 5.3 A > 0 ve 0 < � < 1 olsun. Bu durumda�
D�
a+

h
(log

x

a
)��1E�;�(A(log

x

a
)�)
i�
(x) = A(log

x

a
)��1E�;�

�
A(log

x

a
)�
�
; x > a;

sa¼glan¬r, burada D�
a+ ; �: basamaktan Hadamard kesirli türev operatörüdür.

·Ispat. (5.2) den�
D�
a+

h
(log

x

a
)��1E�;�(A(log

x

a
)�)
i�
(x)

= x
d

dx

1

�(1� �)

Z x

a

(log
x

t
)��(log

t

a
)��1E�;�(A(log

t

a
)�)
dt

t

yaz¬l¬r.

E�;�(z) Mittag-Le­ er fonksiyonu tam fonksiyon oldu¼gundan (2.40) kullan¬l¬p

u =
log t� log a
log x� log a de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa�
D�
a+

h
(log

x

a
)��1E�;�(A(log

x

a
)�)
i�
(x)

= x
d

dx

�
1 +

A

�(�+ 1)
(log

x

a
)� +

A2

�(2�+ 1)
(log

x

a
)2� + :::

�
= A(log

x

a
)��1

�
1

�(�)
+

A

�(2�)
(log

x

a
)� + :::

�
= A(log

x

a
)��1E�;�(A(log

x

a
)�):

istenilen sonuç elde edilir.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬lemma Lakshmikantham vd.�deki (2009) Lemma 2:3:1 in genelleş-

tirmesidir.

Lemma 5.4 M > 0; � > � ve m(x) 2 C1��;log[a; b] olmak üzere���(log x
a
)1��m(x)� (log y

a
)1��m(y)

��� �M ����log xy
����� (5.11)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Her x1 2 (a; b] için, e¼ger

m(x1) = 0 ve m(x) � 0; a < x � x1; (5.12)
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ise, bu durumda

(D�
a+m)(x1) � 0; 0 < � < 1

dir.

·Ispat. (5.2) den

(D�
a+m)(x) = x

d

dx

1

�(1� �)

Z x

a

(log
x

t
)��

m(t)

t
dt; x > a

yaz¬l¬r. H(x) =
Z x

a

(log
x

t
)��

m(t)

t
dt tan¬mlayal¬m. Yeterince küçük h > 0 için

H(x1)�H(x1 � h) =

Z x1

a

(log
x1
t
)��

m(t)

t
dt�

Z x1�h

a

(log
x1 � h
t

)��
m(t)

t
dt

=

Z x1�h

a

�
(log

x1
t
)�� � (log x1 � h

t
)��
�
m(t)

t
dt

+

Z x1

x1�h
(log

x1
t
)��

m(t)

t
dt

elde edilir.

a < t � x1 � h � x1 için, (log
x1
t
)�� � (log x1 � h

t
)�� � 0 ve m(t) � 0 oldu¼gundan

H(x1)�H(x1 � h) �
Z x1

x1�h
(log

x1
t
)��

m(t)

t
dt (5.13)

dir. Di¼ger taraftan (5.11) den����(log x1a )1��m(x1)� (log ta)1��m(t)
���� � k(x1) ���log x1t ����

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir M = k(x1) > 0 sabiti vard¬r. m(x1) = 0 oldu¼gu

yukar¬daki eşitizlikte göz önüne al¬n¬rsa

�k(x1)(log
x1
t
)� � �(log t

a
)1��m(t) � k(x1)(log

x1
t
)�

elde edilir. Bu eşitsizlik (5.13) ile birlikte göz önüne al¬n¬rsa

H(x1)�H(x1 � h) � �k(x1)
Z x1

x1�h
(log

x1
t
)��+�

dt

t

=
�k(x1)
1� �+ �(log

x1
x1 � h

)1��+� (5.14)
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ifadesine ulaş¬l¬r.

Yeterince küçük h > 0 için, (5.14) den

H(x1)�H(x1 � h)
h

+
k(x1)

h (1� �+ �)(log
x1

x1 � h
)1��+� � 0

d¬r. h! 0 için limit al¬n¬rsa
d

dx
H(x) jx=x1� 0

bulunur. x > 0 ve 1� � > 0 oldu¼gundan ve (5.2) den

(D�
a+m)(x1) � 0

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki teorem Lakshmikantham vd.�deki (2009) Teorem 2:3:1 in genelleştirme-

sidir.

Teorem 5.2 0 < � < 1 olsun ve kabul edelim ki v; w 2 C1��;log[a; b] fonksiyonlar¬

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

i) � > � ve M1; M2 > 0 için,���(log x
a
)1��v(x)� (log y

a
)1��v(y)

��� �M1

����log xy
����� ; (5.15)

���(log x
a
)1��w(x)� (log y

a
)1��w(y)

��� �M2

����log xy
����� ; (5.16)

ii) f 2 C
;log[a; b]; 0 � 
 < 1; ve 
 � 1� � için,

(D�
a+v)(x) � f(x; v(x)); (5.17)

(D�
a+w)(x) � f(x;w(x)); (5.18)
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olmak üzere (5.17), (5.18) eşitsizliklerinden biri kesin olarak sa¼glans¬n. Bu durumda

v0 < w0

olmas¬

v(x) < w(x); a < x � b; (5.19)

olmas¬n¬gerektirir, burada (J1��a+ v)(x) jx=a= v0; (J1��a+ w)(x) jx=a= w0 d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki v0 < w0 olsun ve (5.19) do¼gru olmas¬n. Bu durumda v0;

w0 ¬n tan¬m¬ve �(�)v(x)(log
x

a
)1�� ile �(�)w(x)(log

x

a
)1�� n¬n süreklili¼ginden bir

x1 noktas¬vard¬r öyle ki a < x1 � b için,

v(x1) = w(x1) ve v(x) < w(x); a < x < x1;

dir.

m(x) = v(x)� w(x); a < x � x1; (5.20)

olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda m(x) < 0; a < x < x1 ve m(x1) = 0 olur. Ayr¬ca

m(x) 2 C1��;log[a; b] fonksiyonunun (5.11) eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬ aç¬kt¬r. O halde

Lemma 5.4 den

(D�
a+m)(x1) � 0 (5.21)

elde edilir.

(5.18) eşitsizli¼ginin kesin olarak sa¼gland¬¼g¬n¬ kabul edelim. Bu durumda (5.17),

(5.20) ve (5.21) göz önüne al¬n¬rsa

f(x1; v(x1)) � (D�
a+v)(x1) � (D�

a+w)(x1) > f(x1; w(x1))

elde edilir. Bu ise v(x1) = w(x1) olmas¬yla çeli̧sir. E¼ger (5.17) eşitsizli¼ginin kesin

olarak sa¼gland¬¼g¬kabul edilirse yine benzer çeli̧ski elde edilir. Dolay¬s¬yla v0 < w0

oldu¼gunda (5.19) geçerlidir.

Aşa¼g¬daki lemma ana sonucun ispat¬nda kullan¬lacakt¬r.
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Lemma 5.5 Kabul edelim ki Teorem 5.2 nin koşullar¬(5.17), (5.18) eşitsizliklerinin

kesin olmamas¬durumunda sa¼glans¬n. Ayr¬ca f fonksiyonu

jf(x; u1)� f(x; u2)j � L(u1 � u2); u1 � u2; L > 0; (5.22)

Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda

v0 � w0

olmas¬

v(x) � w(x); a < x � b; (5.23)

olmas¬n¬gerektirir, burada (J1��a+ v)(x) jx=a= v0; (J1��a+ w)(x) jx=a= w0 d¬r.

·Ispat. Yeterince küçük " > 0 için, w" fonksiyonu

w"(x) = w(x) + "�(x)

şeklinde tan¬mlans¬n, burada

�(x) = (log
x

a
)��1E�;�

h
2L(log

x

a
)�
i

(5.24)

d¬r. Lemma 5.2 den ve w"(x) fonksiyonunun tan¬m¬ndan

w"0 = w0 + "�0 (5.25)

yaz¬labilir, burada w"0 = (J
1��
a+ w")(x) jx=a; w0 = (J1��a+ w)(x) jx=a ve

�0 = (J
1��
a+ �)(x) jx=a d¬r.

Öte yandan, (2.40), (5.24) ve Lemma 5.2 dikkate al¬n¬rsa, �0 = 1 elde edilir. v0 � w0
oldu¼gundan ve (5.25) eşitli¼ginden w"0 > w0 � v0 bulunur.

Şimdi (5.18) ve (5.22) kullan¬l¬rsa

(D�
a+w")(x) = (D�

a+w)(x) + "(D
�
a+�)(x)

� f(x;w(x)) + "(D�
a+�)(x)

� f(x;w"(x))� "L�(x) + "(D�
a+�)(x) (5.26)
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elde edilir. Di¼ger taraftan, Lemma 5.3 den

(D�
a+�)(x) = 2L(log

x

a
)��1E�;�(2L(log

x

a
)�)

= 2L�(x) (5.27)

oldu¼gu aç¬kt¬r. (5.27), (5.26) da göz önüne al¬n¬rsa

(D�
a+w")(x) � f(x;w"(x))� "L�(x) + "2L�(x)

= f(x;w"(x)) + "L�(x)

> f(x;w"(x))

elde edilir. Ayr¬ca w� 2 C1��;log[a; b] fonksiyonu (5.16) eşitsizli¼gini sa¼glar. O halde

Teorem 5.2 den her " > 0 için,

v(x) < w"(x); a < x � b;

bulunur. Bu eşitli¼gin her iki yan¬n¬n "! 0 iken limiti al¬n¬rsa

v(x) � w(x); a < x � b;

elde edilir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki teoremlerde (5.3) denkleminin s¬f¬r çözümünün global çekicili¼gi için yeter

koşullar verilmi̧stir.

Teorem 5.3 y� = 0; (5.3) denkleminin denge noktas¬olsun.

V (x; y(x)) 2 C1��;log[a; b] fonksiyonu (5.22) Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca

k1 kykd � V (x; y(x)) � k2 kykdc ; (5.28)

(D�
a+V )(x) � �k3 kyk

dc (5.29)

koşullar¬sa¼glans¬n, burada � 2 (0; 1) ve k1; k2; k3; c ve d key�pozitif sabitlerdir. Bu

durumda y� = 0 global çekicidir.
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·Ispat. (5.28) ve (5.29) dan

(D�
a+V )(x) � �

k3
k2
V (x; y(x)) (5.30)

dir. Teorem 5.1 dikkate al¬n¬rsa

(D�
a+V )(x) +

k3
k2
V (x; y(x)) = 0;

(J1��a+ V )(x) jx=a= V0;
(5.31)

başlang¬ç de¼ger probleminin

V (x; y(x)) = V0(log
x

a
)��1E�;�

�
�k3
k2
(log

x

a
)�
�

(5.32)

tek çözümü vard¬r.

Lemma 5.5 dikkate al¬n¬p (5.30), (5.31) ve (5.32) aras¬ndaki ili̧ski göz önünde bu-

lundurulursa

V (x; y(x)) � V0(log
x

a
)��1E�;�

�
�k3
k2
(log

x

a
)�
�

(5.33)

elde edilir. (5.33), (5.28) de yaz¬l¬rsa

ky(x)k �
�
V0
k1
(log

x

a
)��1E�;�

�
�k3
k2
(log

x

a
)�
��1

d

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r. x!1 için

E�;�

�
�k3
k2
(log

x

a
)�
�
! 0

oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.4 y� = 0; (5.3) denkleminin denge noktas¬olsun.

V (x; y(x)) 2 C1��;log[a; b] (5.22) Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n ve �; K- s¬n¬f¬ndan

fonksiyon olsun. Ayr¬ca

V (x; y(x)) � � kyk ; (5.34)

(D�
a+V )(x) � 0 (5.35)

sa¼glans¬n, burada � 2 (0; 1) dir. Bu durumda y� = 0 global çekicidir.
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·Ispat. Bu teoremin ispat¬Teorem 5.3 ün ispat¬na benzerdir. Teorem 5.1 den

(J1��a+ V )(x) jx=a= V0

başlang¬ç koşullu

(D�
a+V )(x) = 0 (5.36)

kesirli lineer diferensiyel denklemi

V (x; y(x)) =
V0
�(�)

(log
x

a
)��1

tek çözümüne sahiptir. Lemma 5.5, (5.35) ve (5.36) göz önüne al¬n¬rsa

V (x; y(x)) � V0
�(�)

(log
x

a
)��1 (5.37)

elde edilir. (5.37), (5.34) de yaz¬l¬rsa

ky(x)k � ��1( V0
�(�)

(log
x

a
)��1)

bulunur. 0 < � < 1 oldu¼gundan ve �, K- s¬n¬f¬ndan fonksiyon oldu¼gundan

x!1 iken ky(x)k ! 0

bulunur. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda kesirli türev içeren denklemlerin kararl¬l¬k analizi çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bunun için ilk olarak kesirli diferensiyel denklemlerin çözümünde önemli bir araç

olan kesirli türev ve integralin Laplace dönüşümleri tan¬t¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca çözümlerde

kaŗs¬m¬za ç¬kan Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬n¬n özellikleri irdelenmi̧stir. Yap¬lan li-

teratür taramas¬nda özellikle uygulamalarda kaŗs¬laş¬lan kesirli basamaktan diferen-

siyel denklem sistemlerinin lokal kararl¬l¬¼g¬n¬n incelendi¼gi görülmüştür. Lokal karar-

l¬l¬k analizinde lineerleştirme yöntemi temel araç olarak kullan¬lmaktad¬r. Lineer

olmayan sistemlerin incelemesinde ise, adi diferensiyel denklem sistemlerinde oldu¼gu

gibi Lyapunov metodu önemli bir yere sahiptir. ·Incelemelerde adi diferensiyel denk-

lem sistemlerinden farkl¬ olarak Mittag-Le­ er kararl¬l¬k tan¬mlanm¬̧s ve mevcut

sonuçlar ifade edilmi̧stir. Bu tez çal¬̧smas¬nda ayr¬ca Hadamard kesirli türevi içeren

diferensiyel denklemler ele al¬n¬p s¬f¬r çözümünün global çekici olmas¬ için yeter

koşullar elde edilmi̧stir.
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