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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KESIRLI DIFERENSIYEL DENKLEMLERDE KARARLILIK ANALIZi

Asli Beste OZAYDIN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dog. Dr. Fatma KARAKOC

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim girig kismina ayrilmisgtar.

Ikinci boliimde kesirli integral ve tiirev operatorleri tanitilip bunlarla ilgili 6zellikler veril-
mig, baz 6zel fonksiyonlar ifade edilmis ve bu fonksiyonlarin kesirli integral ve tiirev
operatorleri ile iligkilerine deginilmigtir. Ayrica kesirli integral ve tiirev operatorlerinin
Laplace doniigiimleri de incelenmistir.

Uciincii boliimde Riemann-Liouville ve Caputo tiirevi iceren kesirli diferensiyel denklemler
i¢gin varlik ve teklik teoremleri ifade edilmigtir.

Dordiincii boliimde kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin kararlilik analizi yapilmig-
tir. Ilk olarak denge noktalarinin lokal kararliligi incelenmistir. Daha sonra lineer olmayan
denklemler icin Lyapunov yontemi uygulanarak Mittag-Leffler kararlilik gosterilmistir.

Beginci boliim, bu galismada elde edilen orijinal sonuglari icermektedir. Bu boliimde
Hadamard tiirevi igeren kesirli diferensiyel denklemler igin global ¢ekicilik ele alinmigtir.
Lyapunov yontemi yardimiyla denklemin y* = 0 denge noktasinin global gekici olmasi igin
yeter kosullar elde edilmistir.

Son boliimde ise elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.

Ocak 2018, 90 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli integral operatorii, Kesirli tiirev operatorii, Kesirli
diferensiyel denklem, Lokal kararlilik, Lyapunov yontemi, Mittag-Leffler kararlilik, Global
¢ekicilik, Hadamard kesirli tiirevi.
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ABSTRACT

Master Thesis

STABILITY ANALYSIS OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Asli Beste OZAYDIN

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fatma KARAKOC

This thesis consists of six chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, fractional integral and derivative operators are introduced, related
proporties are given, some specific functions are expressed and the relationship with frac-
tional integral and derivative operators of these functions are referred. Moreover, Laplace
transformations of fractional integral and derivative operators are investigated.

In the third chapter, the existence and uniqueness theorems are expressed for fractional
differential equations involving Riemann-Liouville and Caputo fractional derivative.

In the fourth chapter, stability analysis of fractional differential equations are performed.
Firstly, local stability of equilibrium points are investigated. Later, by applying Lyapunov
method, Mittag-Leffler stability is shown for nonlinear equations.

The fifth chapter includes the original results of this study. In this chapter, global attrac-
tivity is given for fractional differential equations involving Hadamard derivative. Sufficient
conditions are obtained for the global attractivitiy of the equilibrium point y* = 0 via
Lyapunov method.

Finally in the last chapter, the results are summarized.

January 2018, 90 pages

Key Words: Fractional integral operator, Fractional derivative operator, Fractional
differential equation, Local stability, Lyapunov method, Mittag-Lefler stability, Global
attractivity, Hadamard fractional derivative.
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1. GIRIiS

Kesirli basamaktan tiirevin ya da daha genel olarak keyfi reel ya da kompleks say1
basamaktan tiirevin gz oniine alinmasi on yedinci yiizyillda Marquis de L’Hospital’in
Wilhelm Leibnitz’e yazdig: “% tirevinde n = % olmasinin anlami nedir?” sorusuyla
basglamistir. Ancak kesirli integral ya da tiirev hesabinin temel 6zellikleri on sekizinci
ve on dokuzuncu yiizyilda yapilan az sayida calismada ele alinmigtir. Kesirli integral
ve tiirev hesabinin ¢zelliklerinin incelendigi ilk kitap Oldham ve Spanier tarafindan
1974 yilinda yayimlanmigtir. Son 25 yildir ise kesirli diferensiyel denklemlerin gerek
teorisinin gerekse ¢oziim yontemlerinin sistematik olarak ele alindigi 6nemli kitaplar

basilmigtir (Miller ve Ross 1993, Samko vd. 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006,
Lakshmikantham vd. 2009, Diethelm 2010).

Laplace doniisiimleri ve Mittag-LefHer fonksiyonlari, kesirli basamaktan diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesi ve ifade edilmesinde kullanilan en énemli
araclardir. Bu yiizden tezin ikinci boliimiinde kesirli integral ve tiirev operatorlerinin
ozelliklerinin yam sira Laplace doniisiimleri ve Mittag-Leffler fonksiyonlarinin 6zel-

liklerine de yer verilmigtir.

Diger taraftan iyi bilinmektedir ki diferensiyel denklemlerde coziimlerin kararlilik
analizinin yapilmasi temel problemlerden biridir. Tamsay1 basamaktan diferen-
siyel denklemlere benzer olarak kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin lokal
kararlilik analizinde de lineerlestirme metodu yogun bir gekilde uygulanmaktadir
(Ahmed ve Elgazzar 2007, Ahmed vd. 2007, Ozalp ve Demirci 2011, El-Saka ve Ah-
med 2016, Ghaziani vd. 2016). Tamsay1 basamaktan diferensiyel denklemlerden
farkl olarak ise lineer olmayan diferensiyel denklemler icin Mittag-Leffler kararlilik
tanimlanmistir. Mittag-Leffler kararlilik incelemesi de Lyapunov yontemi yardimiyla
yapilmaktadir (Li vd. 2009, Li vd. 2010, Zhang vd. 2011, Aguila-Camacho vd. 2014,
Duarte-Mermoud vd. 2015).



Son otuz yilda dinamik sistemlerde kontrol teori, mekanik, optik, elektrik, viskoe-
lastisite gibi gercek hayat problemlerinde tamsay1 basamaktan tiirev yerine kesirli
basamaktan tiirev iceren modellerin kullanilmasinin daha uygun oldugunun vurgu-
lanmasiyla kesirli diferensiyel denklemler ve kesirli basamaktan integral denklemler
incelenmeye baglanmigtir (Sabatier vd. 2006, Zamani vd. 2009, Gabono ve Poinot

2011).

Kesirli basamaktan ya da daha genel olarak keyfi basamaktan tiireve iligskin pek ¢ok
tanim olmasina ragmen Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerinin incelenmesi
yogun olarak devam etmektedir. Riemann-Liouville kesirli integralinden farkl olarak
verilen tanimlardan bir tanesi

(J& )(x) = ﬁ /j <log %)al @dt, x>a, a>0,
integrali ile tanmimlanan a. basamaktan Hadamard kesirli integralidir (Hadamard

1892). Benzer olarak a. basamaktan Hadamard kesirli tiirevi de

(DS f)(x) = (x%)n ﬁ /ax (log %)n_a_l @dt, r>a, a>0

seklinde tanimhdir (Samko vd. 1993). Hadamard kesirli tiirevi iceren lineer olmayan
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi Kilbas vd. tarafindan ince-

lenmistir (Kilbas vd. 2003).

Bu tezin beginci boliimiinde Hadamard kesirli tiirevi iceren lineer olmayan bir dife-
rensiyel denklem sinifi ele alinmistir ve denge noktasimin global gekici olmasi i¢in

yeter kosullar elde edilmistir.



2. ON BILGILER VE TEOREMLER

Bu boliimde bazi1 6zel fonksiyonlarin tanimi ve bunlarla ilgili teoremler ile karar-
lilik analizinde ve c¢oziimlerin varlik-tekliginde kullanilacak olan fonksiyon uzaylar

verilecek ve ardindan da kesirli integral ve tiirev operatorleri tanitilacaktir.

2.1 Temel Kavramlar

Bu kesimde mutlak siirekli fonksiyon uzaylarimi ve Lebesgue anlaminda kompleks

degerli olgiilebilir fonksiyon uzaylarini tanimlayacagiz.

Q=a,b], —oo<a<b< oo, reel eksenin sonlu ya da sonsuz araligi olsun.

1 < p < oo olmak iizere L,(a,b) uzay: 2 iizerinde
5 1
P
111, = ([ 10ra)” @ <p<oove Il =ess swp [f@] (@)

normuna sahip kompleks degerli 6lciilebilir f fonksiyonlarinin uzayidir. Burada

[ £]l, < oo ve esssup|f(z)], | f(z)| fonksiyonunun maksimum degeridir (Kilbas vd.

2006).

[a,b], — o0 < a < b < oo, sonlu aralik olsun. AC [a,b] ile [a, b] aralhiginda mutlak
stirekli olan f fonksiyonlarimin uzay1 gosterilecektir. Bu uzay ¢(t) € L(a,b) olmak

flz)=c+ /w o(t)dt, (2.2)

Lebesgue anlaminda toplanabilir fonksiyonlarin uzayina denktir. Burada

dir (Kilbas vd. 2006).



n € N icin ve fY(x) € AC [a,b] olmak iizere, AC™ [a,b], [a,b] arahiginda tanimh
ve (n — 1). basamaktan siirekli tiireve sahip f(z) kompleks degerli fonksiyonlarimin

uzayini gosterir ve asagidaki gibi tanimlidir:

AC™ [a,b] = {f :la,b] — C ve (D" ' f)(x) € AC'[a,b], D= %} (2.3)

Ozel olarak AC* [a,b] = AC [a,b] dir (Kilbas vd. 2006).

Lemma 2.1 (Kilbas vd. 2006) AC™ [a, b] uzay

fl@) = (o) (@) + ) enlz —a)t

formundaki f(z) fonksiyonlarindan olusur.

Burada ¢(t) € L(a,b), ¢ (k=0,1,...,n — 1) keyfi sabitlerdir ve

(Te)a) = gy [ (o= 0 ettt

(n—1
seklindedir. Ayrica

S (a)
R

p(t) = fT(8), e

dir.

Teorem 2.1 (Kilbas vd. 2006) (U, d) bos olmayan tam metrik uzay ve 0 < w < 1

olmak tizere T': U — U bir daralma doniisiimii olsun, yani her u,v € U i¢in,
d(Tu, Tv) < wd(u,v)

saglansin. Bu durumda, 7" operatorii bir tek u* € U sabit noktasina sahiptir. Ayrica,
Tk k€N,
T'=TveTF=TT* ' keN\ {1}

seklinde tanmimli operator dizisi ise, bu durumda her ug € U icin, {T kug}:;l serisi

u* sabit noktasina yakinsar.



Teorem 2.2 aq, ao, ..., a, reel katsayilar ve
PO = X"+ \" '+ Lap A Fa,

olmak tizere H, Hurwitz matrisi agagidaki gibi tanimlansin:

aq 1 0
ay 1
H1 = ((11), Hg = s H3 = as Qg9 aq g eeny
as as
a5 a4 Qas
ag 1 0 O 0
az ag ap 1 0
H,=1as a4 as as 0
0 0 0 O (Tl

burada, eger j > n ise a; = 0 dir. P(\) polinom denkleminin koklerinin tiimiiniin

reel kisimlarinin negatif olmasi igin gerek ve yeter kogul Hurwitz matrisinin biitiin

determinantlarinin pozitif olmasidir, yani
det H; >0, j=1,2,...,n,

olmasidir.

Tanim 2.1 f: I — R olmak iizere eger her z,y € I icin,

|f(x) = f(y)| < M|z —y|*

olacak sekilde bir M > 0 bulunabiliyorsa, bu durumda f fonksiyonuna Holder siirek-

lidir denir, burada 0 < o < 1 dir.

2.2 Gamma ve Beta Fonksiyonlari

Bu kesimde kesirli integral ve tiirevin incelenmesinde yardimci olacak Gamma ve

Beta fonksiyonlar: ifade edilecektir.



Tanim 2.2 R(z) > 0 olmak iizere

I'(z) = /000 et (2.4)

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Tanim 2.3 R(z) > 0, R(w) > 0 olmak iizere

B(z,w) = /01 1 — )Vt (2.5)

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

Lemma 2.2 z,w ¢ Z; olmak iizere

dir.

2.3 Kesirli Integral ve Tiirev Operatérleri

Bu kesimde kesirli integral ve kesirli tiirev operatorleri tanitilip baz 6zellikleri ince-

lenecektir.

Tamm 2.4 (Kilbas vd. 2006) Q2 = [a,b] (—oo < a < b < 00) reel eksende bir sonlu

aralik olsun. o« € R™ olmak {izere

o> aigin (13 Dle) = s [ L (27)
ve )
v < bicin, (1§ )(r) = (1a> / i /! (2)de (2.8)

ile tammh I, f ve I;* f operatorlerine sirasiyla «. basamaktan sol tarafli ve sag
tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri denir. Burada I', (2.4) ile tamimlanan

Gamma fonksiyonudur.



a =n € N oldugunda (2.7) ve (2.8) integralleri

Ipa) = o= [ =0

T t(ll tn—1
- /dtl/ dts... f(ty)dt,

ve

1

b
BDE) = o [ = oyt

- /bdtl/dt2 /f

integrallerine esdegerdir.

Ozel olarak, (1%, f)(z) = f(x) kabul edilmektedir.

Tanim 2.5 (Kilbas vd. 2006) a € R, > 0 ve n = [a] + 1 olmak iizere, x > a i¢in
a d " n—ao
pn@ = (1) Cnw
B 1 d\" [*  f(t)dt
) [ o 2
ve x < b igin,
« d " n—ox
) = (~4) BN

seklinde tamimh D¢, f ve D f operatorlerine a. basamaktan Riemann-Liouville

kesirli tiirevi denir.

Ozel olarak o = n € N ise, bu durumda

(Da (@) = (Dy-f)z) = f(z),

(D @) = fO(2) ve (Di-f)(z) = (-=1)"F"(2) (2.11)
7



elde edilir. Ayrica o € R ve 0 < a < 1 ise, bu durumda (2.9) ve (2.10) sirasiyla,
1 d /”” f(t)dt .
rl—a)de J, (x—1t)’ ’
1 d [° f)dt
De - - ¢ b.
(D3 f)(@) m_a)dw/x H <

kesirli tiirevlerine indirgenir.

(D f)(x) =

Uyar: 2.1 Sabit fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifir degildir. Gercek-

ten, (2.9) da f(z) = 1 alimirsa

(DasD)(z) = T—a) (2.12)

elde edilir.

Agagidaki lemmada kuvvet fonksiyonlarinin kesirli integral ve tiirevi hesaplanmistir.

Lemma 2.3 (Kilbas vd. 2006) 5 € R* olsun. Bu durumda

a >0 iken (1% (t —a)’ ) (x) = %(w —a)fteTt (2.13)
a >0 iken (D% (t —a)’ H)(z) = %(w —a)fmo! (2.14)
saglanir.

Ispat. Ilk olarak (2.13) esitligini ispatlayalim. (2.7) kesirli integral tanimmdan

. 1o . o
(12t =V ) = o [ (= =0
dir. t = a+ s(x — a) degigken degistirmesi yapilirsa
1 1 1 ! 1 1
(12t = )™ )(@) = 5= ) /0 P10 lds  (2.15)

elde edilir. (2.15) de Beta fonksiyonunun (2.5) ve (2.6) ile verilen o6zellikleri goz

oniine alinmirsa (2.13) esitligi elde edilir.



(2.14) esitliginin ispat1 i¢in, (2.9) Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi ve (2.13)

esitligi goz oniine alinirsa

«@ —1 _ F<6) d " n+pf—a—1
(D3t = 0 ) = s (1) o 216

elde edilir. (2.16) nin n kez tiirevi alinip diizenlenirse istenilen sonug bulunur. =
Uyar: 2.2 (2.14) de $ = 1 alindiginda da (2.12) esitliginin saglandig1 goriiliir.

Uyar1 2.3 j=1,2,....[a] + 1 ise

(Dg+ (t —a)*)(z) =0 (2.17)

dir.

Asagidaki lemmada (2.3) ile tanimlanan AC™ [a, b] uzaymndaki fonksiyonlarm D¢,

kesirli tiirevi ifade edilmistir.

Lemma 2.4 (Kilbas vd. 2006) « > 0 ve n = [o] + 1 olsun. Eger y(z) € AC" [a, b]

ise bu durumda

o R e A - 1 Tyt
(Dgry)(x) = kzzo m(ﬂﬁ —a)" "+ T(n—a) /a (@ — )

dir.

Ispat. y(z) € AC" [a,b] oldugundan Lemma 2.1 den

1 v e yk )b
y(z) = W/ (x— 1) dt+z (z - a) (2.18)
yazilabilir. (2.18) esitligine (2.9) ile tamimli D¢, kesirli tiirev operatorii uygulanirsa
1
D _ n 1 (n —t nfafld dt
(D2 (x) i () /£/ (u) a0y~
T n 1

T (dx) /a

t —a)*(x—t)"dt (2.19)




elde edilir.

Ay () = M;—QFL (@> / / Yy () (z — £)"

z n—1

' 1 d\" y o1
Ag(x):.m<%) Z k' t—a )z —1t) dt

olsun. A;(z) integralinde integrasyon sirasi degistirilirse

Al(g;):r(nl_a (dx) / / yr=a=1(1 — )Ly ()t

bulunur. ¢t = u+ s(x — u) degisken degigtirmesi yapilip Beta fonksiyonunun (2.5) ve
(2.6) ozellikleri dikkate alinirsa

Ay(z) = m (%)n / (@ = w2y () (2.20)

elde edilir. (2.20) de n kez tiirev alinip diizenlenirse

1

)= —— xa:— n—a—1, (n) )
M) = o [ =0y (2.21)

ve

bulunur.

Ay(z) integralinin hesabi icin ¢ = a + s(z — a) degisken degistirmesi yapilip, terim

terime integral hesaplanirsa

Ao(z) = m (%)ng /0 1 %(m _a)nagh(1 — g)rma-lgg

elde edilir. Bu egitlikte (2.5) ve (2.6) ozellikleri gz 6niine alinip diizenlenirse

n n—1
) o k+n—a
Ax{w) <dx) r n—oz—i—k:—i—l)(x 2 (222)

OM

bulunur. (2.22) de n kez tiirev alimp gerekli iglemler yapilirsa

n—1
—a)k 2.2
0= et 229

elde edilir. (2.21) ve (2.23), (2.19) da yerine yazildiginda istenilen elde edilir. m

Asagida verilen lemmada [, kesirli integral operatoriiniin yar1 grup ozelligi gosteril-

mistir.

10



Lemma 2.5 (Kilbas vd. 2006) Eger oo > 0, 5 > 0 ve f(z) € Ly(a,b) (1 <p < o)

ise, bu durumda
(I 1) ) (@) = (1557 f) (@) (2.24)

saglanir.

Ispat. (2.7) kesirli integral tanimindan

(I8 17, f) () // “x — 1) f(r)drdt

yazilir. Bu esitlikte integrasyon sirasi degistirilse

(I8 170 f)(x) / / — ) f(r)dtdr

elde edilir. Integralin hesab1 igin t = 7+ s(z — 7) degisken degistirmesi yapilip (2.5)

ve (2.6) esitlikleri gz 6éniinde bulundurulursa, istenilen sonug elde edilir. =

Agagidaki lemma kesirli tiirev operatoriiniin, kesirli integralin soldan tersi oldugunu

gostermektedir.

Lemma 2.6 (Kilbas vd. 2006) Eger a > 0 ve f(x) € L,(a,b) (1 < p < o0) ise, bu

durumda
(Dg+ 135 f)(x) = f(z) (2.25)

saglanir.

Ispat. (2.7) ve (2.9) kesirli integral ve tiirev tanimindan

Dt ) = o () [ [ et

yazilir. Bu esitlikte integrasyon siras1 degistirilirse

D12-N0) = = dm) / [ty = sy




elde edilir. Integralin hesabi icin t = 7+ s(z — 7) degisken degistirmesi yapilip (2.5)

ve (2.6) esitlikleri goz niine alinirsa

(Dg Ig5 ) () = ﬁ (%)n / x(:v — )L (r)dr (2.26)

bulunur. (2.26) esitliginde n kez tiirev alimip diizenlenirse istenilen elde edilir. m

Agagidaki lemmalarda kesirli tiirev ve integral operatorleri i¢in birlesme 6zelligi

verilmigtir.

Lemma 2.7 (Kilbas vd. 2006) Eger a > 8 > 0 ise, bu durumda f(z) € L,(a,b),
1 <p< oo, icin

(D I ) (@) = (1377 ) (@) (2.27)

saglanir.

Ispat. (2.7) ve (2.9) Riemann-Liouville kesirli integral ve tiirev tanimindan

(D2, I8, f) (@) = T ! ~ AT (dx) / / )Nt — )2 f () drdt

yazilir. Bu egitlikte integrasyon siras1 degistirilirse

LN =t (1) [ [ @m0 e

elde edilir. Igerideki integral icin ¢ = 7+ s(x — 7) degisken degistirmesi yapilip (2.5)
ve (2.6) esitlikleri dikkate alinirsa

L1z d)) = o () [@=ore i @y

bulunur. (2.28) esitliginde n kez tiirev ahmip gerekli iglemler yapilirsa ispat tamam-

lanir. =

Lemma 2.8 (Kilbas vd. 2006) a > 0, n = [a] + 1 ve f,_o(z) = (I'7°f)(x), (2.7)

ile tamimh (n — a). basamaktan kesirli integral olsun. Bu durumda, f(x) € Ly(a,b)
12



ve fu_o(x) € AC™ |a,b] ise

Do P — ) S )
(Ig+ Dgs f)(x) = f(x) Z MNa—j+1)

(x —a)*’ (2.29)

saglanir.

Ozel olarak 0 < @ < 1 almirsa, bu durumda fi_o(z) = (I}7f)(z) olmak {izere

_ fl—a(a)

T'(a) (x —a)*~ (2.30)

(Lg+ Dg ) (@) = f(x)

dir.

Ispat. g(z) = fu_a(z) = (I’7*f)(z) alahm. Lemma 2.6 dan (D" %g)(z) = f(x)

yazilir. g(z) = fo—o(x) € AC" [a,b] oldugundan Lemma 2.4 kullanilirsa

. R e A ha 1 T gM(t)dt
(Dgr9)(x) = kzo m(fﬁ —a)" "+ T(n—a) /a (@ — )i

bulunur. Bu esitlikte a yerine n — o yazilirsa

A ) I B A IO
f(f”_;r(uk—nm)(x_“)k ! +F(a)/a (z —t)l—

elde edilir. Toplam terimi i¢in £k = n — j alinirsa

n

() (g | .
f(x)=Z:Fg—<>,(;B_a)a—ur 1)/ (g (t)dt

‘= (1+a—1j) [ x —t)t-e

bulunur. Son olarak g(z) = (I f)(x) yazihp diizenlenirse istenilen elde edilir. m

Uyar1 2.4 Lemma 2.8 de @« = n € N ise, bu durumda

(I3 D)) = f@) = 3 T — o)

saglanir.

Buraya kadar verdigimiz 6zellikler Riemann-Liouville kesirli integral ve tiirev opera-

torleri ile ilgiliydi. Asagida Caputo kesirli tiirevi tanimlanip 6zellikleri incelenecektir.

13



Tanim 2.6 (Kilbas vd. 2006) [a, b] , reel eksende sonlu bir aralik olsun.

Dgi ly(®)] (z) =

(Dgvy)(x) ve Dy [y(t)] (x) =

(Dyy)(zx) swrasiyla, (2.9) ve (2.10)

ile tanimh . basamaktan Riemann-Liouville kesirli tiirevi gostersin. a € R ol-

mak iizere, [a,b] de a. basamaktan sol tarafh ve sag tarafli Caputo kesirli tiirevleri

sirasiyla
(“Dgvy)(x) = ( at
ve

(“Di-y)(x) = (D?

seklinde tanimlidir, burada

aé¢Nyiginn=[a]+1; aeNyicinn =«

dir.

Ozel olarak 0 < a < 1 oldugunda (2.31) ve (2.32) Caputo tiirevleri sirasiyla

(CD(?H/)(@
(“Di-y)(x)

bicimindedir.

Eger a ¢ Ny ise, bu durumda (2.31) ve (2.32) Caputo tiirevleri, (2.9) ve

n—1 (k) a
(1) —Zy o )<t—a>k]> @ e
Y )(b (b—1t) D() (2.32)
(2.33)
(DS yl1) — w(@))(x).
(D [v(t) — v ()
(2.10) ile

tanimli Riemann-Liouville kesirli tiirevi kullanmilarak

(“Dgvy)(x) = (Dgay)(x) —

ve

(“Di-y)(x) = (Dy-y)(

— (k)
Yy ( ) k—a
- = 1
- F(k’ —a 1) ("L‘ a) y N [Oé] + )
n—1 y(k
=) n = 1

seklinde yazilabilir. Bu e§1t11klerde 0 < a < 1 ise, bu durumda

(“Diiy)(@) =

(“Di-y)(z) =

(Dgry) (@) —

y(a) o
F(]. — Ot) (‘T - CL) )
(D5 )a) = s b= a)

14



elde edilir.

a ¢ Ny ise, agagidaki durumlarda (2.31) ve (2.32) Caputo tiirevleri, (2.9) ve (2.10)

Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ile ortiisiir:

ya) = (@)= .. =y"(a) = 0ise, (“Dgiy)(z) = (Dy)(w),

y(b) = Y (b)=..=y" D (b) =0ise, (“Dj-y)(z) = (Dy-y)(x).
Burada 6zel olarak 0 < o < 1 ise

y(a) = 0 durumunda (D% y)(z) = (D%y)(z),

y(®) = 0 durumunda (CDfy)(x) = (D5-y)(x)

elde edilir.

Eger a = n € Ny ve n. basamaktan 3™ (z) adi tiirevi mevcutsa, bu durumda

(“Dyy)(@) =y (@) ve (Di-y)(z) = (=1)"y"(2) (2.34)

olur.

Caputo kesirli tiirevi, Riemann-Liouville kesirli tiirevinin var oldugu durumdaki
y(x) fonksiyonlari i¢in tanimhdir. O halde mutlak siirekli fonksiyonlarin uzay1 olan
AC™ [a, b] uzaymndaki y(x) fonksiyonlar i¢in de tanimh olur. Bununla ilgili olarak

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.3 (Kilbas vd. 2006) o > 0 olsun ve n i¢in (2.33) saglansin. Ayrica
y(x) € AC™ |a,b] olsun.

(a) Eger a ¢ Ny ise, bu durumda (“ D2, y)(x) Caputo tiirevi

z (n)
DR = e | e = (D) (239

15



seklinde ifade edilebilir, burada D = di dir.
x

Ozel olarak 0 < a < 1 ve y(z) € AC [a, b] ise, bu durumda

OOz = ey [ g = D) (230

dir.

(b) Eger o = n € Ny ise, bu durumda (YD, y)(z) tirevi (2.34) ile ifade edilir.
Ozel olarak
(“Dgry) (@) = y(x)

dir.

Ispat. a ¢ Ny olsun. (2.31) ve (2.9) dan

morT L y®(g
(D)) = ﬁ <%) / [y(t) -3 k:'( )(t - a)k] (z—t)" o tat

k=0

elde edilir. Bu egitlikte kismi integrasyon yontemi uygulanip ayni yontem devam

ettirilirse
CDg) () = ﬁ(%){—% [yu)—: y(k,if%—a)’“] j_
N / ! (xn— _t);“ [y,@ B : (?i’i(‘g‘(t _ a)’“] dt}
= F(nl— 2) <%)n / (xn_ S - :Z_i (i(li(ibil(t a)' )t
- o () [ - L~ oy



elde edilir.

a =n € Ny ise, bu durumda (2.31) ve (2.11) den (2.34) iin ilk esitligi elde edilir. =

Asagida verilecek 6zellikler Riemann-Liouville tiireviyle benzerlik gosterir. (z—a)?~!
kuvvet fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi yine kuvvet fonksiyonu bi¢imindedir.
Ancak bir yoniiyle Riemann-Liouville tiirevinden ayrilir. Riemann-Liouville tiirevinde

sabitin tiirevi sifir degilken, Caputo tiirevinde sabitin tiirevi sifirdir.

Lemma 2.9 a > 0, 8 > 0 olsun ve n i¢in (2.33) saglansin. Bu durumda

R

(x —a)’71 B >n,
saglanir. Ozel olarak
(D2 1)(z) = (2.37)

dir.

Ispat. (2.31) Caputo tiirev tammunda y(z) = (z — a)?~! almirsa
(“Dgi(t = a)’ (@) = (Dgi (t — a)’ ™) (2) (2.38)

elde edilir. (2.38) esitliginde (2.14) kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.

y(z) = 1 fonksiyonunun Caputo tiirevi i¢in de yine (2.31) Caputo tiirev tanimi
kullanilirsa
(x —a)™®

(D21 = (D)) ~ 7y

bulunur. Son olarak (2.12) esitligi kullanilirsa istenilen sonug elde edilir. =

2.4 Mittag-Leffler Fonksiyonlar:

Tamsay1 basamaktan sistemlerin ¢oziimlerinde cogunlukla iistel fonksiyonlar kargimi-

za cikar. Benzer olarak kesirli sistemlerin c¢oziimlerinde iistel fonksiyonlarin yerini
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Mittag-Leffler fonksiyonlar: alir. Bu fonksiyon ilk olarak Mittag-Leffler (1903) tarafin-
dan tamimlanmigtir. Daha sonra Wiman (1905) tarafindan da incelenmigtir. Ancak
bu fonksiyonlarin temel ozellikleri ilk ele alinmasindan elli y1l kadar sonra incelen-

meye baglanmigtir.

Tanim 2.7 a € C, R (a) > 0, z € C olmak iizere

00 k
z
E,(z) = _— 2.39
9=5 rms 20
seklinde tanimlanan F,, fonksiyonuna bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir

(Mittag-Leffler 1903).

a = 1 i¢in Mittag-Leffler fonksiyonu
&= e

Ei(2) = — =€
P Lk+1)

iistel fonksiyonuna indirgenir.

Tanim 2.8 o,5 € C, R(a) >0, R(B) > 0,z € C olmak iizere

00
Zk

Eop(2) = ; N (2.40)

seklinde tanimh olan E, s fonksiyonuna iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu
denir (Wiman 1905).
Ozel olarak

dir.

Teorem 2.4 «, € RT olsun. (2.40) ile tammh F, 5(z) kuvvet serisi her z € R

icin yakinsaktir.

18



Ispat. Tamm 2.8 den iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu kuvvet serisi gos-

terimine sahiptir.
1
a; = ———
7 D(aj+5)

o0

E o
a;z

J=0

ifadesi (2.40) ile tanimh iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur.

olmak {izere

— 1
1 e T , L 1 J
(a;)7 = (m) @r(aj+p5-1)) <To(1))
olup |z| — oo igin

P(z+1)= () Vamz (1+0(1))

e

Stirling formiilii kullanilirsa, j — oo igin
1
(a;)7 =0

elde edilir. O halde kok testinden seri her z i¢in yakinsaktir. m

Ornek 2.1 z € R olmak iizere a ve [ parametrelerinin baz 6zel secimleri icin iyi

bilinen asagidaki fonksiyonlar elde edilir:

i)

By =) = = g <L

k=

[e=]
—

i)

> e
pre I'(2k+1)
= coshz, z € R,

iii)

EQ (—22) = Eg’l (—2’2)
_ i (—23)"
— ['(2k+1)
= cosz, z€R.
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Asagidaki teoremlerde Mittag-Lefler fonksiyonlarinin kesirli integral ve tiirevi veril-

mistir.

Teorem 2.5 (Haubold vd. 2009) «, 5 € RT, a € R olsun. Bu durumda
(18 [ Eap(at™)]) (2) = 277 oy p(aa?)

esitligi saglanir, burada [§,, (2.7) ile taniml Riemann-Liouville kesirli integral ope-

ratoridiir.

Ispat. (2.40) tanimindan

oo _
aktak+6 1

1 Bap(at?) = T(ak + 5)

k=0
dir. Bu esitligin her iki yanina (2.7) ile tanimh Riemann-Liouville integral operatorii

uygulayip Mittag-Leffler fonksiyonlarinin yakinsakligi goz oniine alinirsa

o0 ok x X »
([ Beolet)) =y 2 i Jy (om0

0

elde edilir. Integralin hesah icin ¢t = sz degisken degistirmesi yapilip (2.5) ve (2.6)
egitlikleri de dikkate alinirsa

(5 [t Ea p(at®)]) (z)

o0

_ 1 Z a® Iak—i-ﬁ—i-a—l /1(1 _ S)a—lsak—i-ﬁ—lds
') I'(ak + ) 0

k=0

B Z aF poktB+a—1
“—~ T(ak +a+p)

ma—w—lEa,a—&-ﬁ (a‘ra)

olup istenilen sonug elde edilir. m

Teorem 2.5 de § = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 2.1 o € R", a € R olsun. Bu durumda

(Ig+ [Ba(at®)])(x) = 2% Eq,a11(az?)

dir.

Teorem 2.6 (Haubold vd. 2009) o, 8 € R, 0 < a <1, § > a ve a € R olsun. Bu

durumda

(D [t"7" Baplat™)])(2) = 277 Eq 5-a(aa®)

dir, burada D, , (2.9) ile tamimh Riemann-Liouville kesirli tiirev operatoriidiir.

Ispat. (2.40) tanimindan

00 b
aktoszrﬁ 1

17 B p(at®) = T(ak + 5)

(2.41)

dir. (2.41) in her iki yanina n = 1 olmak iizere (2.9) ile tanimh kesirli tiirev operatorii

uygulanip, Mittag-LefHler fonksiyonlarinin yakinsakligi goz oniine alinirsa

(D [t7 Ea p(at®)]) (@)

1 d — a® r
- - = s A tak'i'ﬁ—ldt
r(1—a)dx§r<ak+5)/o (z=1)

elde edilir. Integralin hesabi igin ¢ = sz degisken degistirmesi yapilip (2.5) ve (2.6)
esitlikleri de dikkate alinirsa

(DG [t°~ Ea p(at®)])(2)

L S s

I'(1—a)de = T(ak+B) Jo
1 d e akmak—i-ﬁ—a

= ———— Y ——B(1- k
F(l—a)dxkzzgf(ak—l—ﬁ) (1-a,ak+p)
d e akmak—l-ﬁ—a

= — 2.42
dasZF(ak—l—ﬁ—a+1) (242)

k=0
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elde edilir. (2.42) de Mittag-Leffler fonksiyonlarmin yakinsakhigl gtz oniine alinip
diizenlenirse

) » X B d P ax?
(D [t7 " Eap(at®)])(z) = ar [F(ﬁ —a+1) - LB +1)
(8= aja’ et apa®!
R RCE R

akxak-i-ﬁ—oc—l

— ['ak+ 08— )

+ ...

istenilen sonuc elde edilir. m

Teorem 2.6 da § = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2 a € R, 0 <a<1vea € R olsun. Bu durumda
(Dg+ [Ea(at®)])(x) = 27" Ea,1-a(az®)

dir.

Teorem 2.7 (Haubold vd. 2009) «, 3,7 € R ve a € R olsun. Bu durumda
(Do [ﬂilEﬁﬁ(atﬁ)D(@ = xviailEﬁﬁfa(ax%

esitligi saglanir, burada Dg, (2.9) ile tanmiml Riemann-Liouville kesirli tiirev opera-

toridir.

Ispat. (2.40) tanimindan
o0 aktﬂlﬁ*’yf 1

7 By (at?) =)

> TR ) (2.43)

dir. (2.43) egitliginin her iki yanina (2.9) ile tanimli kesirli tiirev operatorii uygulanip

Mittag-Leffler fonksiyonlarinin yakinsakligi géz 6éniine alinirsa

(DG [ Ep(at?)]) ()

— 1 d n ak ! n—a—1,46k+~vy—1
~ T S,

k=0
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elde edilir. Integralin hesab icin ¢ = sz degisken degistirmesi yapihip diizenlenirse

(DG [0 Ep(at?)]) ()

1 d *© aF pr—oty+pk-1

(" ! — TL*CV*ISBk‘F’Y*l S
F(n—a)<dx) kz L(Bk + ) /0 (1=s5) d

0

1 d N oo akpn—atv+pk—1
fn—aa
I(n—a)'ds’ <= T(Bk+7)
akxn—a+’y+ﬁk—1

d n
- (&) ;F(ﬁk+v+n—a)

B(n — a,y + pk)

(2.44)

elde edilir. (2.44) de Mittag-Leffler fonksiyonlarmin yakinsakhigi gtz oniine alinip
gerekli islemler yapilirsa

akmﬁk—l-v—a—l

LBk +~v—«)

(Dg- [t By (at”)])(x) =

istenilen sonug elde edilir. m

Asagidaki teoremde Caputo kesirli tiirevinin 6z fonksiyonu Mittag-LefHler fonksiyonu

olarak ifade edilmistir.

Teorem 2.8 (Diethelm 2010) o > 0, A € R olsun ve y(z) fonksiyonu
y(x) = Eq(Az®), >0
seklinde tanimlansin. Bu durumda
(“Dgy)(@) = Ay()

esitligi saglanir.

Ispat. (2.39) Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimmdan

> Az )k
E,(A\z®) = kz % (2.45)

[e=]

dir. (2.45) in her iki yanina (2.31) ile tamimli Caputo kesirli tiirev operatorii uygu-
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lanip Mittag-Leffler fonksiyonlarinin yakinsakligi goz ¢niine alinirsa

D5 BN @) = g [ =07 g ()
1 & 1 o0 )\ktak—n
- F(n—a)/o(x_t) (ZF(&k—n+1))dt

=
Il

1

elde edilir. Integralin hesab1 icin yine Mittag-Leffler fonksiyonunun yakinsaklik 6zel-

ligi dikkate alinip ¢ = sz degisken degistirmesi yapilip diizenlenirse

(€D, B, (M) (x) = F(nl— S 3 o i . /Ow(x _ gy tyokongy
1 = e gok—a L o1 ak—n
- F(n—a)zf‘(ak—n+l)/o(1_8> s s

i

1

bulunur. Son olarak Lemma 2.2 uygulanip £ — k + 1 yazilirsa

)\kxakfa
(ak — a4+ 1)

D% [Ee))(@) = Y=

()
k=1

(e
= A % I(ak +1)

= \y(r)

istenilen elde edilir. m

Caputo tiirevi igeren lineer denklemlerin genel ¢oziimlerinin elde edilmesinde yarar-

lanilacak olan asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.9 (Diethelm 2010) A > 0 olmak iizere u(z) = E,(—Az®) olsun. Bu

durumda, 0 < o < 1 iken u(z) fonksiyonunun [0, co) araliginda sifir1 yoktur.

2.5 Laplace Doniisiimleri

Bu kesimde Mittag-Leffler fonksiyonlari ile kesirli integral ve tiirevin Laplace doniigiim-

leri hesaplanacaktir.
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Tanim 2.9 s € C olmak iizere

F(9) = £4f)} = | e fa)ds (2.46)

seklinde tanimli olan déniigiime, genellegtirilmis integral yakinsak ise, f(x) fonksiyo-

nunun Laplace doniisiimii denir.

Asagidaki teoremlerde Mittag-Leffler fonksiyonlarimin Laplace doniigtimleri elde edil-

mistir.

Teorem 2.10 (Kilbas vd. 2006) Eger «, 5,a € R ve a, 5 > 0 ise, bu durumda
LA{a" " Eyp(az®)} = s (1—as )", |as™| <1,

dir.

Ispat. (2.40) tanimindan

0 akxak-l—,@—l

27 B plax®) = T(ak + 8)

(2.47)

k=0

dir. (2.47) esitliginin her iki yanina Laplace doniigiimii uygulanip Mittag-Leffler
fonksiyonlarinin yakinsaklik ¢zelligi goz oniine alinirsa

’ B—IE N r 0 akxakJrﬁfl
{2 By plaz®)} = %m

_ £{$B—1 N axretB-1 N }
') Cla+p)

elde edilir. =
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Teorem 2.11 (Diethelm 2010) o > 0 ve A € R olsun.
y(2) = Ea(=A2")

seklinde tanimlasin. y(z) nin Laplace doniigtimii

Clyn =2 A g (2.48)
y - Sa + )\) Sa ) .
dir.
Ispat. (2.39) tanimindan
y(z) = Eo(=X27)
o (=)
- 5 o

i

0
yazilir. (2.49) esitliginin her iki yamna Laplace doniigiimii uygulamp Mittag-Leffler

fonksiyonlarinin yakinsaklik 6zelligi goz ¢niine alinirsa

I R Gl
Ll = E{gr(aml)}
Az N2 20
- E{l_r(a+1)+r(2a+1)_“'}
Lo

elde edilir. =

Asagidaki teoremlerde kesirli integral ve tiirevin Laplace doniisiimleri gosterilmistir.

Teorem 2.12 (Haubold vd. 2009) o > 0 olsun. Bu durumda
LAI§. [} =5 F(s) (2.50)

saglanir.
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Ispat. (2.7) kesirli integral tanimi ve Laplace doniistimii tanimindan

et sy = [ (g [ @m0t a

yazilir. Bu ifadede integrasyon sirasi degistirilse

LI f) = ﬁ /t TR < / T e - t)alda:> dt (2.51)

=0 —t

bulunur. (2.51) de s(z —t) = u degigsken degistirmesi yapihip diizenlenirse
1 o0 oo
LA f} = —/ flt)e ®s™ </ e“u‘lldu> dt
= Ty Sy T :
sTUF(s)

istenilen sonuc elde edilir. m

Teorem 2.13 (Haubold vd. 2009) o € RT ve n — 1 < av < n olmak {izere

n

LADG.f} = s"F(s) = Y " (D§* f)li=o

k=1
dir.

ispat.
[} d " n—a
051 @) = () @
esitligine Laplace doniisiimii uygulanip

c{ Gl =i - S (di) 7(0) (2.52)

k=0

esitligi goz oniine alinirsa

AL mepb = s e n)) - s Ly [ )] o (253)
dx — dx

elde edilir. (2.53) de (2.50) esitligi goz oniine alimip k yerine k — 1 yazilirsa

5{%[3?“ >} = 8“F<8>—;8’“‘1<%>“’“ [ F)(0)] le=o

= $"F(s) = > _ s D5 ) ()]0

elde edilir. =

27



Teorem 2.14 (Podlubny 1999) oo € R ve n — 1 < a < n olmak iizere

n—1

L{ODg f}=s"F(s) = > s"*f0(0)

k=0
dir.
. d
Ispat. D = — olmak iizere
dx
(“Dg: f)() = (L7 D" f)(w)

esitliginin her iki yamna Laplace doniigiimii uygulanip (2.50) esitligi goz Oniine

alinirsa

c{CD5 )} = L{L " (@)}
= s"L {f(”) (z)} (2.54)

bulunur. (2.54) de (2.52) esitligi kullanilip gerekli diizenlemelere yapilirsa istenilen

sonug elde edilir. m

Asagidaki ornekte bir kesirli integral denklemin ¢oziimii Mittag-Leffler fonksiyonlar

cinsinden ifade edilmektedir.

Ornek 2.2 (Haubold vd. 2009) o > 0 olsun.
N(#) = No = —* (I8 N) (2) (2.55)
kesirli integral denkleminin ¢oziimii
N(z) = NoE, (—c*x%) (2.56)

dir. Burada E, (x), (2.39) ile tanimh Mittag-Leffler fonksiyonudur, N(0) = Ny ve

¢ reel sabittir.

Coziim. (2.55) in her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

LAN(z) = No} = L{=c" (I[5+N) ()} (2.57)
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elde edilir. (2.57) de (2.50) esitligi goz oniine alimp gerekli diizenlemeler yapilirsa
1 _
N(s) — No— = —c*s *N(s)
s
-1

N(s) = Nps! [1+(£)—‘1} (2.58)

bulunur. (2.58) esitligine Ters Laplace doniigiimii uygulanip (2.48) esitligi gz éniine

aliirsa

LN = £ {Nos_l [1 + (Z)-a] _1}
N(z) = NyE, (—c"z®)

¢oziimii bulunur.

29



3. COZUMLERIN VARLIK VE TEKLiGi

Bu boliimde Riemann-Liouville kesirli tiirevi ve Caputo kesirli tiirevi igeren baglangig
deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi incelenecektir. Esas sonuglarin
ispatin1 vermeden once ispatlarda kullanilacak olan agagidaki yardimci lemmay ifade

edelim.

Lemma 3.1 (Kilbas vd. 2006) o € R" olmak tizere %, kesirli integral operatorii

L(a,b) de sinirhdir, yani
(b—a)*

H +fH1— F( )

1£1ly (3.1)

saglanir.

Ispat. p = 1 olmak iizere (2.1) den

I, = [ 1#@)da 32)

yazilir. (2.7) kesirli integral tanimi kullanihip © = x—t degisken degistirmesi yapilirsa

I5ef)) = g [ 0 o= wpa (33

elde edilir. Diger taraftan (2.7) kesirli integral tanimi (3.2) normunda goz oniine

alinip (3.3) esitligi dikkate alinirsa

b
Vgl = / 12 | da

_ ﬁ/b /Ox_ato‘lf(x—t)dt

bulunur. p = 1 olmak iizere
1 1
P p P
dy] < / ( |F (2, y)[" dy) dx
51 \Js,

US /S Flz, y)dz

genellestirilmig Minkowsky esitsizligi (3.4) de gtz niine alimirsa
1 T—a b .
I < — - —t)| dxdt
i < [ eta ol
1

_ m/j‘“‘t,a_l (/:yf(x—t)ydx) dt
30
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bulunur. (3.2) normu son esitsizlikte yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 a ~1
I < «
sl < il [

-t (D)

(b)

0

istenilen elde edilir. m
Simdi
(D)) = f(z,y(z)), (3.5)
(D) at) = b k=10, (3.6)
Cauchy problemini ele alalim, burada « € R", n = —[—a] ve b, € R verilen
sabitlerdir.

(D2Fy) (a+) limiti asagidaki sekilde tammhdir:

(Dity)(at) = lim (Dgty)(e), 1<k <n-—1, (3.7)
(Di"y)at) = lim (L0)(2), @ # s (Dgey)(at) = y(a), o =n. (3.8)

Teorem 3.1 (Kilbas vd. 2006) G, reel eksende agik kiime olsun. Ayrica f : (a,b] X
G — R olmak fizere her y € G igin f(x,y) € L(a,b) saglansin. Bu durumda
y(x) € L(a,b) olmak iizere, y(z) in (3.5)-(3.6) Cauchy problemini saglamasi i¢in
gerek ve yeter kosul y(z) in

b; f(t,
e aj
EF = 1)(1’—61 —|— / @ tla’ x> a, (3.9)

Volterra integral denklemini saglamasidir.

Ispat. Ilk olarak gereklilik kismim ispatlayalim. f(z,y(x)) € L(a,b) oldugundan
ve (3.5) den

(Dg1y)(x) € Lla, b) (3.10)
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dir. (2.9) Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimina gore

D)) = (45) T 0=~ [l (1206 =),

yazilabilir. Dolayisiyla (3.10), (2.2) ve (2.3) den ({';“y)(x) € AC"[a,b] dir. O
halde Lemma 2.8 deki (2.29) esitligi kullamilirsa
()

(15 Dgvy)(x) = y(x) = )

3 m(m —a)* 7, Yp_alz) = ([T %)(z) (3.11)

elde edilir. (2.9) Riemann-Liouville kesirli tiirev tanim kullanilirsa
n—j d " n—o
w2w = (3) @

d\"  nmi)-tad)
- (5) w e

= (D))

bulunur. Son esitlik ve (3.6) kosulu (3.11) de gtz niine alimirsa
~ (Dy'y)(a+) -
o Do r_ r a _ a—=j
D) = o)~ 2 e - a)

= y@) - ﬁ(gg — ) (3.12)

elde edilir.

Lemma 3.1 den [a,b] arahginda (1% f(t,y(t)))(z) € L(a,b) dir. (3.5) esitliginin her
iki tarafina %, kesirli integral operatorii uygulamp (3.12) ve (2.7) goz 6niine alinirsa

(3.9) esitligine ulagilir ve gereklilik ispatlanmig olur.

Simdi yeterliligi ispat edelim. y(z) € L(a,b), (3.9) integral denklemini saglasin.
(3.9) esitliginin her iki yanina D{, kesirli tiirev operatorii uygulanirsa

" b. .

Dy = —2 (D% (t —a)* DT f(t,y(t
(D)) = 3 gy (D2l =)o) + (D2 600
bulunur. Son esitlikte (2.17) ve Lemma 2.6 dikkate alinirsa (3.5) elde edilir.
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Simdi (3.6) esitliginin de saglandigimi gosterelim. (3.9) egitliginin her iki yanna
D(‘j;k, kE = 1,...,n, kesirli tiirev operatorii uygulamp 1 < k£ < n — 1 igin (2.14),
(2.17) ve (2.27) ozellikleri goz oniine alinirsa

n

(D)) = 3 iy (P = ) ) o) + (D T St y(0) o)
= 3 e = )+ ()@
_ ; (kijj)!(x—a)k_j—l- (k—ll)! /am(x—t)k_lf(t,y(t))dt (3.13)

bulunur. % = n durumunda (3.9) esitliginin her iki yanma [”* kesirli integral

operatorii uygulamp (2.13) ve (2.24) ozellikleri gz oniine alinirsa

(L “y)(x) = Z#(f§+“(t—a)a])( ) + (L L5 f (8 (1)) (@)

a—j+1)

r JX: b; , ‘(x —a)" 4 (n _1 o /j(I O () (3.14)

elde edilir.

O halde © — a+ i¢in (3.13) ve (3.14) esitliklerinin her iki yanimn limitleri alinip
(3.7) ve (3.8) gooz 6niine alinirsa (3.6) elde edilir. Dolayisiyla yeterlilik de ispatlanmig

olur. m

Sonug 3.1 0 < a < 1 ve G, reel eksende agik kiime olsun. Ayrica f : (a,b] xG — R
olmak iizere her y € G icin f(x,y) € L(a,b) saglansin. Bu durumda y(z) € L(a,b)

olmak iizere, y(x) in

(Dgyy)(x) = f(z,y(z)),
(L7%y)(a+) = b, beR,

Cauchy problemini saglamasi igin gerek ve yeter kosul y(x) in

b _ cx 1
y(i): (:Ur(a / fx_tl T > a,




Volterra integral denklemini saglamasidir.

Teorem 3.2 (Kilbas vd. 2006) o > 0, n = —[—a] ve G, reel eksende agik kiime
olsun. f : (a,b] x G — R olmak tizere her y € G i¢in f(z,y) € L(a,b) saglansin.

Ayrica her x € (a, b] ve her y1, yo € G igin,

|f($,y1)—f($,yz)| S*’4|y1_y2|7 A>O7 (315)

Lipschitz kogulu saglansin. Bu durumda, (3.5)-(3.6) Cauchy probleminin
L*(a,b) ={y € L(a,b) : Divy € L(a,b)} (3.16)

seklinde tanimlanan L“(a,b) uzayinda bir tek y(z) ¢oziimii vardir.

Ispat. Ilk olarak y(z) € L(a,b) tek ¢oziimiiniin varhgim ispatlayalim. (3.5)-(3.6)
baglangi¢ deger problemi ve (3.9) integral denklemi denk olduklarindan (3.9) integral

denkleminin y(x) € L(a, b) tek ¢oziimiiniin varhgimi ispat etmek yeterlidir.

la, 1] C [a,b], a < x; < b olmak iizere

A(zy — a)®

Mot 1) <1 (3.17)

saglansin. [a,x;] araliginda (3.9) integral denkleminin y(z) € L(a, z1) tek ¢oziimiiniin

varhgimi ispatlayalim. L(a,x;) uzay1

) =l =vell = [ (o) = (o) da

metrigine gore tam metrik uzay oldugundan Teorem 2.1 uygulanabilir.

(¢, y(t))dt

x—t)-e

(3.18)

1 [ f
To)w) = wle) + 55 | 1

doniisiimiinii géz oniine alalim, burada

@) =Y P(b—< ) (3.19)

a—j+1)
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dir. (3.19) esitliginden yo(x) € L(a,x;) oldugu aciktir. Diger taraftan, f(z,y(x)) €
L(a,b) oldugundan ve Lemma 3.1 den (3.18) in sag tarafindaki integral de L(a,z;)
uzayina aittir. Dolayisiyla her y(z) € L(a, z1) igin, (T'y)(z) € L(a,z;) bulunur.

Simdi (3.18) doniisiimiiniin bir daralma déniisiimii oldugu yani her y(x), yo(z) €
L(a, z1) igin
1Tyr = Tally S wllyr — w2l 0<w<1 (3.20)

esitsizliginin saglandigi gosterilecektir. (3.18)-(3.19) ve (2.7) ile verilen Riemann-

Liouville integral tanimi kullanilirsa, her y;(z), yo(z) € L(a, z1) igin

(Tyl)(ar) _ (Tyg)(:r) r / f(t i_ t f(t ya(t ))dt
= ( ftmn(@) — f(t, y2(t))) (3.21)

elde edilir. (3.21) esitligin her iki yaninin mutlak degeri alinip (3.15) Lipschitz kogulu

ve (3.1) ozelligi gz oniine alinirsa

70 =Tl < [ 10216000 — St (0D d
AL (n(6) = 2D,

AT o) - o),

A(zy — a)®
I'(a+1)
O halde Teorem 2.1 den [a, z1] araliginda (3.9) denkleminin bir tek y*(z) € L(a, 1)

IA

a,z1)

bulunur. (3.17) goz éniine alindiginda, w = olmak tizere (3.20) saglanir.

¢Ozlimii vardir. Ayrica Teorem 2.1 den y*, (T™yg)(x) dizisinin limitidir, yani
i 7 = 5y = 0 (3.22)

dir, burada y¢(x), L(a,b) de herhangi bir fonksiyondur. Eger (3.6) basglangi kosu-
lunda en azindan bir by # 0 mevcutsa, y5(x) = yo(z) almabilir, burada y(z), (3.19)

ile tanimli fonksiyondur.

(3.18) den (T™yg)(x) dizisi
(T™yp)(z) = / S, (T ) (¢ ))dt, m=1,2,.., (3.23)

x—tl o




seklinde rekiirans formiilii ile tammbhdir. y,,(z) = (T™y5)(x) olarak yazilirsa, (3.23)

(o) =@+ gy [ HE R men

seklinde olur ve (3.22)

esitligi

g 4y = 0

biciminde yeniden yazilir.

O halde ardigik yaklagimlar yontemi uygulanarak [a,z;] araliginda (3.9) integral

denkleminin bir tek y*(x) ¢oztimii bulunabilir.

Simdi [x1, 2] arahgim alahm, burada xo = z1 + hy, hy > 0 ve 25 < b dir. (3.9)

denklemi

1 * f(tv y(t))dt - bj % — a a—j L o f(ta y(t))dt
(m—@ka+§;rm—j+1ﬂ U ), wopie

a

formunda yazlirsa, y(t), [a, z1] arahginda tek olarak tammh oldugundan,

L7 fQy())dt
[(a) Joy (x—t)tme

y(z) = yor(z) +

1

yazilabilir, burada

2”: LSy ()dt

_ a—]
You (@ (o —j+1x VU | o

j=1 ¢

seklinde taniml bilinen fonksiyondur.

Ispatin ilk kismindaki argiimanlar kullamlarak [z, 75] araliginda (3.9) denklemi igin

y*(x) € L(xy, z2) tek ¢oziimiiniin varhigr gosterilebilir.

Bir sonraki aralik [z, 3], burada x3 = x2 + ha, he > 0 ve z3 < b, alinip aym islem
tekrar edilirse, [a,b] araliginda (3.9) denklemi igin y*(z) € L(a,b) tek ¢oziimiiniin

var oldugu sonucuna ulagilir.
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Boylece (3.9) Volterra integral denkleminin y(x) = y*(x) € L(a,b) tek ¢oziimii
vardir ve dolayisiyla (3.5)-(3.6) Cauchy probleminin y(x) = y*(x) € L(a,b) tek

¢oziimii vardir.

Bu teoremin ispatini tamamlamak i¢in y(x) € L(a,b) tek ¢oziimiiniin L*(a,b) uza-
yma ait oldugunu gostermeliyiz. (3.16) dan D%y € L(a,b) oldugunu gostermek
yeterlidir. Ispat icerisinde yapilan iglemlerden y(x) € L(a,b) nin y,,(z) € L(a,b)

dizisinin limiti oldugunu biliyoruz, yani
mh_r>noo [Ym —yll; =0 (3.24)
dir. (3.5) ve (3.15) ile tamimh Lipschitz kogulu kullanilirsa

|1 Dg+ym — Dgxylly, = [1f (@, ym) — fl@, )|,

< Alym =yl

elde edilir. (3.24) gz oniine alinirsa

lim [|Dg+ym — Dgryll, =0

m——>00

bulunur. Boylece (D%, y)(x) € L(a,b) elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Asgagidaki teoremde Caputo tiirevi iceren bir kesirli lineer diferensiyel denkleminin

genel ¢oziimii Mittag-Leffler fonksiyonlar: yardimiyla ifade edilmektedir.

Teorem 3.3 (Diethelm 2010) 0 < o < 1 ve A matrisi n X n tipinde sabit bir matris
olsun. Ayrica A1, As, ..., Ay A matrisinin 6zdegerleri, u™™, u®, ..., u(™ bu tzdegerlere

karsilik gelen 6zvektorler olsun. Bu durumda
(“Dgry)(z) = Ay(z) (3.25)

kesirli diferensiyel denklem sisteminin genel ¢oziimii

n

y(x) = chu(l)Ea()\lxo‘) (3.26)

=1
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seklindedir, burada ¢; € R belirli sabitlerdir.

(3.25) kesirli diferensiyel denklem sisteminin y(0) = yo kosulunu saglayan tek ¢ziimii
yo = (uM, u® u™ (e, . en)T (3.27)
seklindedir.

ispat.
() = u Eg (M), ..o yn(x) = u By (Apz)

vektor fonksiyonlarinin (3.25) sisteminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olduklar: gosteri-

lecektir.

Ilk olarak () in (3.25) sisteminin ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Teorem

2.8 kullanilirsa

(“Diiyn)(@) = (“Df:[ul) Ba(Mut™)])(2)

= uMNEL(\z®) (3.28)
elde edilir. u™), A matrisinin \; 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektorii oldugundan,
Au® = Ay

saglanir. Teorem 2.9 dan E,(Az®) # 0 dir. O halde
uM N Ey(Mz®) = AuVY By (\z®) (3.29)

olup, (3.29) esitligi (3.28) de goz oniine alnirsa, y; (7) = uM E, (A 2*) vektor fonksiyo-
nunun (3.25) sisteminin ¢oziimii oldugu goriiliir. Benzer sekilde yo(2), ..., yn(z) vek-

tor fonksiyonlarinin da (3.25) sistemini sagladigi goriilebilir.

Simdi {y1(x), ..., yn(x)} vektor fonksiyonlar ciimlesinin lineer bagimsiz oldugunu

gosterelim. ai, as,..., a, sabitler olmak iizere

alu(l)Ea()\lxa) + ..+ anu(”)Ea()\nxa) =0 (3.30)
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olsun. Teorem 2.9 dan E,(\a®) # 0, k = 1,...,n, dir. Ayrica u® u® . o™
vektorleri A matrisinin 6zvektorleri olduklaridan sifirdan farkhidir. O halde (3.30)

dan a; = ... = a, = 0 saglamir ve y(x), ..., yn(z) ¢oziimleri lineer bagimsizdir.

O halde y; (), ..., yn(x) vektor fonksiyonlar (3.25) sisteminin lineer bagimsiz ¢oziim-

leridir. Dolayisiyla

y(x) = cay(x) + ... + cpyn(x)
= clu(l)Ea()\lxo‘) +..+ cnu(”)Ea()\na:“)

n

= Z clu(l)Ea()\lxo‘)

=1

olup istenilen elde edilir.

Simdi (3.25) sisteminin y(0) = yo kosulunu saglayan tek ¢oziimiiniin
yo = (uV, u® . u™ (e, . en)T

oldugunu gosterelim. Bunun igin kabul edelim ki (3.25) sisteminin y(0) = yo kosu-

lunu saglayan iki farkl ¢oziimii

ya(z) = cuME,(\z®) + ... + cou™ Ey(\yz®)

yp(x) = klu(l)Ea(/\lxo‘) + ...+ knu(”)Ea()\nxa)
olsun. (2.39) Mittag-Leffler foksiyonunun tanimindan

ya(0) = cu 4 .+ eu™ =y, (3.31)

yp(0) = ka4 .+ k™ =y (3.32)

yazilir. (3.31) ve (3.32) den

C1 = k?l, N ]{?n

olmalidir ki bu da kabuliimiizle geligir. Dolayisiyla istenilen tek ¢oziim elde edilir.
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4. KARARLILIK ANALIiZi

4.1 Giris

Son yillarda miihendislikte ve diger bilimlerde kesirli basamaktan diferensiyel denk-
lemlerin uygulama alanlar1 artig gostermektedir. Ancak bu denklemlerin tam ¢oziim-
lerinin bulunmas: oldukc¢a zordur. Bu yiizden denklemlerin c¢oziimlerinin kalitatif
yontemlerle incelenmesi biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu baglamda kararlilik analizi

yapilmasi ¢oziimlerin davranigini belirlemeye 151k tutacaktir.

(“D§ry)() = f(z,y(x)) (4.1)

kesirli diferensiyel denklemini ele alalim, burada o € (0,1), f : [0,00) X Q@ — R™
Q C R"™ bolgesinde tamimli bir fonksiyondur. Ayrica f fonksiyonunun bu bolgede
stirekli oldugunu, ikinci degiskene gore Lipschitz kosulunu sagladigini ve x > 0 igin

f(z,0) = 0 oldugunu kabul edelim.

Tanmim 4.1 (Diethelm 2010) (4.1) diferensiyel denklemini y(0) = yo basglangig kosulu

ile birlikte ele alalim.

i) Her e > 0icin |lyo|| < ¢ oldugunda her z > 0 igin ||y(z)|| < € olacak sekilde bir
9 > 0 mevcutsa (4.1) diferensiyel denkleminin y(z) = 0 ¢oziimiine kararhdir

denir.

ii) y(z) = 0 ¢oziimii kararh ve ||yo|| < v oldugunda lim, . ||y(z)|| = 0 olacak
sekilde bir v > 0 mevcutsa (4.1) diferensiyel denkleminin y(x) = 0 ¢dziimiine

asimptotik kararhdir denir.

Uyar: 4.1

(“D§y)(z) = g(x, y(z))
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kesirli diferensiyel denkleminin y(z) = y;(x) ¢ozlimiiniin (asimptotik) kararl olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul

fx,2) == g(x, 2 + y1(2)) — gz, 51 (x))

olmak tizere (4.1) denkleminin sifir ¢tziimiiniin (asimptotik) kararl olmasidur.

4.2 Denge Noktalar:1 ve Kararlilik

Bu kesimde lokal kararhlik ile ilgili literatiirde yer alan bazi sonuclar verilecektir.

Ik olarak teoremlerde kullanilacak olan esas argiiment tanimu ifade edilmektedir.

Tanim 4.2 z # 0 ve z € C olmak iizere bir z = x + iy karmagik sayisini orijine
birlestiren dogrunun reel eksenle pozitif yonde yaptigi ag1 6 olsun. Bu z karmagik
say1sl icin

6 = arctan <Q>

T

esitligi saglaniyorsa, bu durumda € sayisina z nin argiimenti denir. Eger 0 < 6 < 27

ise, bu durumda 6 ya esas argiiment denir.

Asgagidaki teoremde sabit katsayili, lineer, homogen denklem sistemlerinin kararliligi

icin gerek ve yeter kogullar ifade edilmektedir.

Teorem 4.1 (Matignon 1997, Diethelm 2010) 0 < o < 1 ve A matrisi N x N

tipinde sabit bir matris olmak iizere N boyutlu

(“Dfry)(x) = Ay(x) (4.2)

kesirli diferensiyel denklem sistemini goz oniine alalim.

i) (4.2) sisteminin y(x) = 0 ¢oziimiiniin asimptotik kararli olmasi icin gerek ve
yeter kosul A matrisinin tiim A; (j = 1,..., N) dzdegerlerinin |arg \;| > %

kosulunu saglamasidir.
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ii) (4.2) sisteminin y(z) = 0 ¢oziimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
A matrisinin ttim A; (j = 1,..., N) 6zdegerleri i¢in |arg A;| > % ve |arg \;| =
% olan tiim 6zdegerler igin geometrik kathilik (karsilik gelen lineer bagimsiz

ozvektor sayisi) ile cebirsel katliligim (A nin kathiligi) ayni olmasidir.

Asagidaki ornekte katsayr matrisinin 6zdegerleri bulunarak ¢oziimiin kararliligi in-

celenmigtir.

Ornek 4.1 (Diethelm 2010) A matrisi

2 —1
A p—
4 -3
olmak iizere
(“Dy)(x) = Ay(x) (4.3)

sistemini ele alalim, burada 0 < a < 1 dir.

A katsayr matrisinin 6zdegerleri Ay = 1 ve Ay = —2 olup arg \; = 0 oldugundan

(4.3) sisteminin y = 0 ¢oziimii kararsizdir.

Diger taraftan, Teorem 3.3 iin bir uygulamasi olarak da y = 0 ¢oziimiiniin kararsiz
oldugu goriilebilir. A matrisinin \; = 1 ve Ay = —2 6zdegerlerine karsilik gelen
T T

ozvektorler sirasiyla uy; = <1 1> ve uy = (1 4) dur. Teorem 3.3 ten (4.3) iin
genel ¢oziimii

1 1

y(r) = Eo(z%) + ¢ Eq(—2x%)
1 4
T

olup x — oo igin (1 1) E,(z%) fonksiyonu smirlandirilamayacagindan y = 0

¢ozuimii kararsizdir.
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Simdi, a € (0, 1] olmak {izere

(CD3+y1)($) = fl(ylay2)

(4.4)
(“Dgy2) (@) = falyr, y2)
kesirli diferensiyel denklem sistemini
y1(0) = yo1 ve y2(0) = yo2 (4.5)

baglangi¢ kogullari ile birlikte goz oniine alahm. f;(yf,y5) = 0, ¢ = 1,2, olsun. Bu

durumda E* = (v}, y5) (4.4) sisteminin denge noktasidir.

(4.4)-(4.5) sisteminin lineerlegtirme yontemi ile kararlihk analizi Ahmed vd. (2007)
tarafindan yapilmigtir. Ilk olarak E* = (yi,y3) denge noktasini (0,0) noktasma
kaydirmak igin (4.4)-(4.5) sisteminde

yi(z) =yl +ei(x), i = 1,2,
degisken degistirmesi yapilirsa

(CDg.(y; + 1)) (x) = Fiy} +e1,95 +e)

(“Dg(ys +e2))() = fo(yi +e1,y5 +e2) (4.6)

elde edilir. “Dg, Caputo tiirev operatoriiniin lineerlik ozelligi ve (2.37) ozelligi goz

oniine alinirsa, (4.4) sisteminin

(“Dg.e1) (x) = fiy; +e1,ys + €2)

(“Diiez) (x) = falyi + 21,95 +e2) (4.7)

sistemine egdeger oldugu goriiliir. Agik olarak (4.7) sisteminin denge noktasi (0, 0)
dir. Diger taraftan ¢ = 1,2 icin

9fi
Oy

dfi
ys

fi(yy +e1,y5 +€2) = filyl, ys) + £y + ...

g1+

E E*

ve fi(y1,v3) = 0 oldugundan

. . ~ Ofi
filyi +e1,y5 + e2) = oy
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elde edilir. (4.7) ve (4.8) den ¢ = 1,2 igin

_ Of,

Ofi
ayl €1+

CDa Ei
( 0+ )(ZE) - ay2

€2
E*

bulunur ve dolayisiyla

£1(0) = 51(0) — y1 ve £2(0) = 12(0) — 43

baglangi¢ kosuluna sahip

“Dge = Ae (4.9)
sistemine ulagilir, burada
£ a a 0 i ..
€= ' ) A= y p y Qg = f , 1,3 =1,2,
€9 21 Q929 ayj E*

dir. Diger taraftan verilen bir A kare matrisi i¢in
C=B'AB

olacak gekilde singiiler olmayan bir B matrisi vardir, burada C' matrisi

A1 O
0 A

O =

seklinde A Jakobiyen matrisinin ¢zdegerlerinden olusan kosegen matristir. O halde
AB = BC
ve buradan
A=BCB™! (4.10)
elde edilir.
YDy (B7te) = BTYYDge)
ozelligi (4.10) ile birlikte (4.9) denkleminde goz ¢niine alinirsa
°Dg,(B7e) = B(Dge)
= B '4e
= B YBCB)e
= C(B'e) (4.11)



elde edilir. n = B~le, n = h olmak iizere (4.11) sistemi
T2

CDa =\
ot 1T (4.12)

D% ny = Aany

sistemine egdegerdir. Teorem 2.8 kullanilarak (4.12) ile verilen sistemin ¢oziimii

@) = X L 0) = B (s 0)

o0

me) = 3 g gm0 = Eular a0
seklinde bulunur. Diger taraftan, Teorem 4.1 den A matrisinin A\; ve Ay 6zdegerleri
icin |arg A\;| > % ve |arg Ag| > % saglanir ise, bu durumda E* = (y},vys) denge
noktasi lokal olarak asimptotik kararlidir. Bu incelemelerin bir uygulamas: olarak

a € (0,1] olmak iizere

(“Diyn)(z) = wi(2)(r — ayi(x) = bya(2)),
(“Dfrye) () = ya()(~d + ep(x)) (4.13)
kesirli Lotka-Volterra av-avel modelini goz oniine alahm (Ahmed vd. 2007). Burada

y1 > 0 ve yp > 0 sirasiyla, av ve ava niifuslanidir ve 7, a, b, ¢, d pozitif sabitlerdir.

(4.13) sisteminin denge noktalar:

- T d cr—ad
(y17y2) = Eo(0,0), El(aao)u E2 <_7 >

c cb

noktalaridir.

(4.13) sisteminin A(y;,y;) Jakobiyen matrisi

. r—2ay; —by;  —by;
A(?Ju?b) =
cys —d + cyi

seklindedir.

(yt,y3) = (0,0) igin A(0,0) matrisi

A(Eq) = A(0,0) =
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olup, A(Ep) matrisinin 6zdegerleri A\; = r ve Ay = —d dir. A2 < 0 oldugundan
larg Ao| = 7 > % ve A\; > 0 oldugundan |arg \;| = 0 < O;—T dir. Boylece Ey = (0,0)

kararsiz bir noktadir.

Ayni sekilde (y7,y5) = (g, 0) igin A(g, 0) matrisi

br
AE) = Al 0= | T a
( 1) — a? - 0 z _d
a
olup A(FE;) matrisinin 6zdegerleri A\; = —r ve Ay = a d bulunur. A\ < 0
a

oldugundan |argA\;| = ® > % dir. Eger c¢r < ad ise, bu durumda A\, < 0 ve
larg Ao| = 7 > % bulunur. Dolayisiyla £, = (C,O) denge noktasi asimptotik
a

kararhdir.

Son olarak (yi,ys) = <C—i, - ad) icin A (gl, @ —bad) matrisi

c cb c c
ad bd
d cr—ad = -
A(Ey) = A (E’ - ) e tua €
b

olup A(FE,) matrisinin dzdegerleri

—ad F \/(ad)? — 4cd(cr — ad)

Ao —
1,2 20

dir.

d cr—ad
O halde (yLyS) = (Ea ch

i¢in bir yeter kosul

) denge noktasinin lokal asimptotik kararli olmasi

larg Ay | > %, larg Ao| > O;—W

olmasidir.

.. d —ad

Ozel olarak ¢ = 0 durumunda Fy = (—, o ba > denge noktasi icin ;o = £iVdr
c c

bulunur. Bu durumda a = 1 olmak iizere tamsay1 basamaktan sistem icin FEy
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denge noktasi merkez noktadir. Ancak arg \; = g ve arg Ay = —g oldugundan
0 < a < 1 olmak {iizere a.. basamaktan sistem igin Fs, lokal asimptotik kararli bir

denge noktasidir.

Simdi Caputo kesirli tiirevi igeren

D x —p(l—x— ¢ )
(C ara)(t) = a( ka; I+ (4.14)
(“Dgy)(t) = (1l = =),

Leslie-Gower av-avcr modelini ele alahm (Ghaziani vd. 2016), burada a, 3, k, o,
l, 6 ve ~y porzitif parametrelerdir ve a € (0,1) dir. (4.14) sistemi z(d) = xo > 0,
y(9) = yo > 0 baglangi¢ kosullar ile birlikte incelenecektir.

Tamsay1 basamaktan tiirev iceren Leslie-Gower modeli

dxq (1 $1) 17173
——=rr(l—-—) - ,
dr d ny+x
dan (1 9T ! ! (415)
dr 2 ne + a1’

ve genellegtirmeleri x1(0) > 0, 22(0) > 0 kogullar ile birlikte ele alinmigtir (Das vd.
2009, Ji vd. 2009, Gupta ve Chandra 2013). Burada x;(7) ve xo(7) sirasiyla av ve
avcl popiilasyonunu gostermektedir. r ve d sirasiyla av popiilasyonu igin biiyiime
orani ve ¢evre tagima kapasitesidir. a; parametresi avin kisi bagina diigen azalma
oraninin maksimum degeridir, n; ve ns sirasiyla av ve avceinin ¢evresel koruma mik-
tarini 6lger, s aveinin biiytime oranini gosterir ve say aveinin kigi bagina diisen azalma

oraninin maksimum degeridir.

(4.15) modeline lineer olmayan hasat terimi de eklenirse n; = ny = n olmak iizere

dxq 1 1212 qE1,

— =rn(1——) - - :

dr d n -+ x m1E+m21L’1 (4 16)
dl’g (1 29 ) ’
dr 2 n+x’’

modeli elde edilir, burada ¢ yakalanabilirlik katsayisi, E' hasat terimi, m; ve ms

sabitlerdir. Parametrelerin geri kalan1 (4.15) modeli ile aymidir. Ayrica biyolojik
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anlamindan dolay: tiim parametreler pozitif kabul edilmektedir. (4.16) da

T1 a1T2 1 a9
= _ = t frnd — — e —
x d ) y d ) TT? a r ) /B al Y
I n qF ; miE S
= _— g = frd — —
d’ rmoed’ mod’ T=5
degisken degistirmeleri yapilirsa
dx ay o
—=z(l—x— — )
dt kE+z [+
dt k+x

sistemi elde edilir. Incelenecek olan (4.14) modeli tamsay1 basamaktan olan (4.17)

modelinin kesirli basamaktan tiirev igeren durumudur.

(4.14) sisteminin denge noktalar
D2 a)(t) = 0
(“Dgsy)(t) =0

kosullarini saglayan noktalardir. Bu noktalar asagidaki gibidir:

1. Ey, = (0,0).

2. Avc yokken denge noktalar1 F4 = (24,0) ve Ep = (x,0) seklindedir. Burada

x4 ve xp ikinci dereceden
2~ (1-Dr+o—-1=0

denkleminin kokleridir. Buradan

xA:%(l—l—\/(1—1)2—4(0—Z)), Tp = %(1—l+\/(1—l)2—4(0—l))
bulunur.

I <1ve(1-1)?> 4(0c — 1) durumunda eger ¢ > [ ise E4 = (74,0) ve
Ep = (v5,0) denge noktalarmmimn her ikisi de mevcuttur. Eger o < [ ise sadece

Ep = (x,0) denge noktasi mevcuttur.
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3. Av yokken denge noktas1 Er = (0, %) dir.

4. FEy = (x1,11) ve By = (x9,ys) denge noktalarinin apsisleri

x2+(%+l—1)x+l(

denkleminin kokleridir. Buradan

a o
217 =0
5T77Y

r = %(1—(%”)—\/(%+l—1)2—4l(%+——1)),
Ty = %(1—(%+Z)+\/(%+l—1)2—4l(%+——1),
k+!131 k+fL’2
Y1 = Ve Y2 =

bulunur.

Pozitif denge noktalarinin varlig % + % — 1 terimine baghdir. Bunun icin agagidaki

lemmalar1 verelim.

Lemma 4.1 Kabul edelim ki a + g > 1 olsun.

i) Eger % +1<1ve (% +1—-1)* > 4l(% + % — 1) ise, bu durumda F; ve Ej

denge noktalar1 mevcuttur.

.. a a a g .

ii) Eger 3 +1<1ve <B +1—-1)? = 4[(5 +o - 1) ise, bu durumda E; ve E,

_ 1

denge noktalar ¢akisir ve £ = (Z,7) olur, burada z = 5(1 —1— %) dir.

.y @ a a o .

iii) 3 +1l>1yada (B +1-1)2< 4Z(B T 1) ise, bu durumda denge noktasi

mevcut degildir.
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Ispat. A=1—(I+ %) ve B = 41(% %— 1) alalim. %%—% > 1 kabuliinden B > 0
bulunur.

. a a a o

i) 5 +1 < 1 oldugundan A > 0 dir. (B +1-1)2%> 41(3 T 1) oldugundan

0 < B < A? bulunur. O halde
1
T12 = §(AZ|: \/A2—B) >0

elde edilir. Sonug olarak x1, xo, y; ve ys pozitiftir ve F; ve Fy denge noktalar:

mevcuttur.

1 A
ii) Bu durumda A > 0 ve A*> = B olup x5 = §(A ++A?2 - B) = 3 elde edilir.

1
Dolayisiyla denge noktalar: cakigir, yani £y = Fy = (Z,y) olup 7 = 5(1 —1— %)
dir.

iii) Bu durumda A < 0 ya da A% < B bulunur. Eger A% < B ve B > 0 ise agik ola-
rak x; ve x5 kompleks olur ve bu durumda denge noktasi mevcut degildir. Eger
A<0,B>0ve A> — B =0 ise, bu durumda z; = 29 = g < 0 elde edilir ve
denge noktast mevcut degildir. Son olarak A < 0, B > 0 ve A2 — B > 0 ise, bu
durumda (A 4+ /A2 — B) < 0 olup denge noktasi mevcut degildir. m

Lemma 4.2 Kabul edelim ki % + % < 1 olsun. Bu durumda tek denge noktasi

mevcuttur.

Ispat. A =1 - (I + %) ve B = 4[(% + % — 1) alahm. O halde B < 0, yani
VA2 — B > |A| elde edilir. A > 0ise A—vA%2 — B < 0ve A+vA? — B > 0 bulunur.
Bu durumda bir tane denge noktasi mevcuttur. Eger A < 0ise A — VA2 — B <0

ve A+ A2 — B > 0 elde edilir. O halde yine bir tane denge noktasi mevcuttur. m
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Uyar1 4.2 Eger %—F% =1lve A= 1—(l—i—%) > OiseB—4l(% %—1) = 0 olur.
Bu durumda
1
T = Q(A_ VA2 — B) =0,
1
Ty = §(A+\/A2—B):A>O
olmak tizere bir tane (x9,1,) denge noktasi mevcuttur.
Eger %+% =1veA= 1—(l+%) <0ise B = 4[(% %—1) = 0 olur. Bu durumda

r = %(A—\/AZ—B):A<O,
1
Io = §(A+VA2—B>:0

olup, denge noktast mevcut degildir.

Tanim 4.3 (Ghaziani vd. 2016) Bir denge noktasina karsilik gelen Jakobiyen mat-
risinin en az bir \; 6zdegeri kararli bolgede ise yani |arg A;| > % ise ve en az bir s
ozdegeri kararsiz bolgede ise yani |arg As| < a77r ise, bu durumda bu denge noktasina

semer noktasi denir.

Agagidaki teoremde incelenen denge noktalarinin kararlilik analizi verilmistir.

Teorem 4.2

i) o >l ise, bu durumda Ej semer noktasidir.

ii) %—I—% > 1 ise, bu durumda Er denge noktasi asimptotik kararhidir. %—{—% <1

ise, bu durumda FEr semer noktasidir.
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Ispat. (4.14) sisteminin Jakobiyen matrisi

195 ayk B lo L

g (k+2)? (I+x)? k+x
By’ _ 29By
(k 4+ x)? T kv

seklindedir.

i) Ey noktasindaki Jakobiyen matrisi

—1
o=l

J(Ey) = !
0 g
o—1

olur. J(Ey) matrisinin 6zdegerleri \; = —

; ve Ay =y dir. 0 > [ ise

larg A| = 7 > % ve larg \y| =0 < C%T oldugundan Fj, semer noktasidir.

ii) Er noktasindaki Jakobiyen matrisi

127
JB=| !
B -
olur. J(Er) matrisinin 6zdegerleri A\; = 1 — % —% ve Ay = —y dir. Ay < 0 oldu-
gundan |arg \y| = 7 > % dir. Eger % + % > 1 ise, bu durumda \; < 0 ve

larg 1| = 7 > % elde edilir. Dolayisiyla E7 denge noktasi asimptotik kararh

olur.

Eger % + % <lise \y >0 ve |arg | =0 < % bulunur. Bu durumda

Tamm 4.3 dikkate alinirsa E7 semer noktasi olur. m

Simdi « € [0, 1) olmak {izere Caputo kesirli tiirevi igeren

(“Dgex)(t) = f(z,y)

(CD2y)(t) = g(x,y)
52
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sistemini gdz oniine alalim. (4.18) sisteminin denge noktalar:
f@y") =0ve g(z*,y") =0
esitliklerini saglayan F = (z*, y*) noktalaridir. (4.18) sisteminin Jakobiyen matrisi

af/ox Of /0y
dg/0x 0g/dy

dir. Yapilan incelemelerden goriillmektedir ki, £ denge noktasina karsilik gelen
J(E) = J|; matrisinin A 6zdegerleri i¢in

larg \| > % (4.19)

saglanirsa, bu durumda E = (2%, y*) denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

Ahmed ve Elgazzar (2007) yaptiklar: gahismada agagidaki sorunun cevabini aramiglar-

dir: aq, as, ..., a, reel katsayilar ve
PO =M+ a N+ a2+ +ay, (4.20)

olmak tizere hangi kosullar altinda P(A) = 0 denkleminin tiim kokleri (4.19) 6zel-

ligini saglar?

Uyar: 4.3 a =1 ise, (4.19) kosulunun saglanmasi igin gerek ve yeter kogul Routh-

Hurwitz sartlarinin saglanmasidir.

Uyar: 4.4 (Ahmed ve Elgazzar 2007) « € [0, 1) ise, Routh-Hurwitz sartlar1 (4.19)

ozelliginin saglanmasi i¢in yeter kosullardir.

Tamim 4.4 f(z) = 2" +a;2" ' +a2" ?+ ... + a, polinomunun D(f) diskriminanti

D(f) = (=1)"""D2R(f, )

dir, burada f', f polinomunun tiirevi olup g(z) = 2! + bya!=' 4+ by 2 + .. + b; ise

R(f,g) karsilik gelen (n + 1) x (n + () tipinde Sylvester matrisinin determinantidir.
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n = 3 durumunda
D(P) = 18ayazaz + (a1a2)* — 4azaj — 4aj — 27a3

dir.

Sonug 4.1 (Ahmed ve Elgazzar 2007) n = 3 olmak iizere asagidaki kogullardan

birinin saglanmasi durumunda (4.19) kogulu gerceklenir:
i) D(P)>0,a, >0, az >0 ve ajas > as.
ii) D(P)<0,a1>0,a2>0,a3>0vea<§.
iii) D(P) <0, a; >0, ay >0 ve ajas = as.

Ispat. i) D(P) > 0 oldugundan, n = 3 durumunda (4.20) polinom denkleminin
tiim kokleri reeldir. Diger taraftan biliniyor ki (4.20) nin biitiin koklerinin negatif
reel kisimli olmasi icin gerek ve yeter kogsul Routh-Hurwitz kriterinin saglanmasidir.
Hipotezden Routh-Hurwitz kogullar1 saglanir. O halde biitiin kokler negatif reel

olur. Dolaysiyla |arg A| > % saglanir.

ii) D(P) < 0 oldugundan n = 3 durumunda (4.20) polinom denkleminin 1 reel, 1
kompleks kok ¢ifti vardir. O halde Ay = —b, Ao = 5 + iy, A3 = 8 — iy olmak iizere

PA) = A+b)(A=B—ir)(A=B+1iv) (4.21)
seklinde olur. (4.21) diizenlenip (4.20) polinom denklemine esitlenirse
a=b=28, ay = B°+7" = 2Bb, ag = b(5* +7) (4.22)
elde edilir. Hipotezler goz oniine alindiginda

b>28, f>+~%>28b, b>0 (4.23)
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bulunur. A; = —b < 0 oldugundan |arg \;| > % saglanir.

Diger taraftan b > 2/ oldugundan, 8 > 0 olmak tizere 2b3 > 4% elde edilir. Ayrica
B2 +~% = B*sec?  dir, burada § = |arg \y| = |arg As| dir. Son elde edilen esitsizlikler

(4.23) de goz oniine alinirsa

% sec? > 43° (4.24)

2
elde edilir. (4.24) de gerekli diizenlemeler yapilirsa 6 > % veya 0 > ?ﬂ bulunur. Son

2
olarak o < 3 hipoteziyle bu bulunan esitsizlikler birlegtirilirse |arg Ao| = |arg A3| >
am

— elde edilir.
2

iii) D(P) < 0 oldugundan (4.22) gecerlidir. ajas = a3 hipotezi ve (4.22) esitligi

kullanilarak

B =0 veya 203 = b* + 3° +

bulunur. a; > 0 oldugundan b > 28 ve ay > 0 oldugundan 5% +~2 > 2b3 elde edilir.
Bu esitsizliklerle 208 = b% + 5% + 2 esitligi celigir. Dolayisiyla 5 = 0 olur. (4.21) de
£ = 0 yazilirsa

)\1 = —b, )\273 = :FZ")/

elde edilir. Burada ag > 0 oldugundan b > 0 dir. O halde kokler negatif reel ve sirf

sanal oldugundan |arg \| > a_27r saglanir. m

4.3 Lyapunov Yontemi ve Mittag-Lefller Kararhhk

Daha onceki kesimde yapilan incelemeler kesirli diferensiyel denklemlerin denge
noktalarimin lokal kararlilik analizini iceriyordu. Bu kesimde denge noktalariin
global karalilik analizi yapilacaktir. Bu baglamda kesirli diferensiyel denklemlerde
kargimiza ¢ikan Mittag-Leffler kararlilik tanitilacak ve Lyapunov yéntemi yardimiyla

sistemlerin kararliligi incelenecektir.
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a € (0,1) olmak iizere
(Dgry)(x) = f(a,y(x)) (4.25)

kesirli diferensiyel denklemini gz 6niine alalim, burada D“ operatorii hem Riemann-
Liouville hem de Caputo tiirevi yerine kullanilmaktadir. Bu kesimde genelligi boz-

madan (4.25) denkleminin denge noktasinin y* = 0 oldugu kabul edilecektir.

Uyar1 4.5 Genelligi bozmaksizin her y* # 0 denge noktast y; = y — y* degigken
degistirmesi ile sifira tagimabilir. Gergekten, y* # 0 (4.25) denkleminin denge noktasi
olsun. Ilk olarak (4.25) denklemindeki kesirli tiirevin Caputo tiirevi oldugunu kabul

edelim. Bu durumda y; = y —y* degisken degistirmesi yapilip (2.37) dikkate alinirsa

(“Dgiy)(@) = (“Di(y —y))(=)
= f(z,y(v))
= flz,;n+y7)
= gz, )

bulunur. y = y* (4.25) denkleminin denge noktasi oldugundan g(z,0) = 0 oldugu

agiktir. Dolayisiyla elde edilen yeni sistemin denge noktast y7 = 0 dir.

Simdi (4.25) denklemindeki kesirli tiirevin Riemann-Liouville tiirevi oldugunu kabul

edelim. y; = y — y* degisken degistirmesi yapilip (2.12) dikkate alinirsa

("“Diy)(x) = ("Dgily—y7)(w

I'l—a)
— flr,p+y) — yéfl__ai) -
= g(z,y1)

bulunur. Burada da y = y* (4.25) denkleminin denge noktasi oldugundan g(z,0) = 0

dir. Dolayisiyla elde edilen yeni sistemin denge noktas1 yi = 0 dur.
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Tanim 4.5 (Zhang vd. 2011) B C R™ orijini igeren bir bolge olsun. Eger

ly(@)]l < {m(yo) Ea(=A(z — a)*)}’ (4.26)

saglanirsa, bu durumda (4.25) denkleminin sifir ¢oziimiine Mittag-Leffler kararhdir
denir, burada y(a) = yo, A > 0, b > 0, m(0) =0, m(y) > 0 ve m(y), y € B C R" de

(3.15) ile tanimli Lipschitz kogulunu saglar.

Tanim 4.6 (Zhang vd. 2011) B C R™ orijini igeren bir bolge olsun. Eger

b

ly(@)] < {m(yo)(z — a) " Eaa— (=Az — a)") } (4.27)

saglanirsa, bu durumda (4.25) denkleminin sifir ¢oziimiine genellegtirilmis Mittag-
Leffler kararlidir denir, burada y(a) = yo, —a <y <1—a, A >0,b> 0, m(0) =
0, m(y) >0 ve m(y), y € B CR" de (3.15) ile tanmiml Lipschitz kogulunu saglar.

Tanim 4.7 (Zhang vd. 2011) Eger 6 : Rt — R siirekli fonksiyonu kesin artansa

ve 0(0) = 0 ise, bu durumda 6(r) fonksiyonuna K- simifindandir denir.

Uyar1 4.6 (Zhang vd. 2011) Mittag-Leffler kararli olan bir ¢oziim lokal asimptotik

kararhidir.

Lyapunov yontemi ile Mittag-Lefler kararliligin incelendigi sonuglar1 vermeden énce

agagidaki yardimei lemmalar: ifade edelim.

Lemma 4.3 (Lakshmikantham vd. 2009) 0 < a < A <1, h € C([a,T] x R, R),

v, w € C1_4([a,T],R) A iislii Holder siirekli olsun ve

i) (""Dgiv)(z) < h(x,v(z)),
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i) (D% w)(z) > h(z,w(z)), a <z <T,

esitsizlikleri saglansin.

Burada I'(a)v(z)(z —a)' ™% _, = vo ve ['(@)w(z)(x — a)' ™|, ,_, = wo dir. Ayrica

kabul edelim ki A fonsiyonu

h(z,y1) — h(z,y2) < K(y1 —y2), th > 12, K >0

Lipschitz kogulunu saglasin. Bu durumda vy < wp oldugunda, v(z) < w(z), a <

x < T saglanir.

Uyar:1 4.7 Lemma 4.3 de, /D2, Riemann-Liouville tiirevi yerine “D?, Caputo

tiirevi alindiginda da ayni sonuclar gecerlidir.

Lemma 4.4 (Denton ve Vatsala 2010) 0 < a < 1, v, w € Ci_4([a, T],R) ve
h € C(la,T] x R,R) olsun ve

Vo

i) v(zr) < (o)

—1 L ’ T — a—1 v
(@ = s [ @0t

. Wo a—1 L xx_ a—1 w
) w(@) > e =0 + s [ o= 0wl

esitsizlikleri saglansin.

Burada a < < T, I'(a)v(z)(z — a)'™*],_, = vo ve I'(a)w(z)(z —a)'"*|,_, = wo
dir. Ayrica kabul edelim ki h(z,y(x)) fonksiyonu her bir x i¢in y ye gore azalmayan
olsun ve

h(z,y1) = h(w,y2) < K(y1 — y2), 31 = 32, K >0 (4.28)
Lipschitz kogulunu saglasin. Bu durumda vy < wp oldugunda, v(z) < w(z), a <

x < T, saglanir.
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Simdi 0 < a < 1 olmak iizere

(“Diey)(2) = flz,y(2)), (4.29)

lineer olmayan kesirli diferensiyel denklem sistemini y(a) = yo baslangi¢ kosulu ile
birlikte gz oniine alalim. Burada f : [a,00) X Q@ — R" 2’e gore parcal siirekli ve
Q C R, y* = 0 denge noktasim igeren bolgedir. Ayrica (4.29) sisteminin y(a) = yo
baglangi¢ kogulunu saglayan tek y(z) € C'[a, 00) ¢dziimiiniin oldugu kabul edilmek-

tedir.

Agagidaki teoremlerde Lyapunov metodu kullanilarak (4.29) sisteminin Mittag-Leffler
kararlihig: i¢in yeter kogullar elde edilmistir (Zhang vd. 2011).

Teorem 4.3 a = 0 alalhm. D C R" orijini igeren bir bolge olmak {izere
V(z,y(z)) : [0,00) x D — R* siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve y’ye gore

(4.28) Lipschitz kogulunu saglasin. Ayrica

Bullyll® < Viw,y(x) < By lyll™, (4.30)
(CDgV)(x) < =By llyl* (4.31)

saglansin. Burada (3, (5, (35, ¢ ve d keyfi pozitif sabitlerdir. Bu durumda (4.29)
sisteminin y* = 0 denge noktasi Mittag-Leffler kararhdir (lokal asimptotik karar-
hdir). Eger hipotezler R™ de saglamirsa, bu durumda y* = 0 denge noktasi global
Mittag-Leffler kararhdir (global asimptotik kararhdir).

Ispat. (4.30) ve (4.31) den

Ba

CDR V(@) < =22V () (4.32)
elde edilir.
D5 V)(x) = —g—iwx,y(x)) (4.33)

kesirli lineer diferensiyel denkleminin her iki tarafina (2.46) ile tamimlh Laplace
59



doniisiimii uygulanip Teorem 2.14 dikkate alinirsa

Safl

Vi(s) = V(0,y4(0)

s+ ==
P

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafina ters Laplace doéniigiimii uygulanip Teorem

2.11 goz oniine alinirsa

V(r,y(e)) = v<o,y<o>>Ea<—§—zxa>

¢oziimii bulunur. (4.32), (4.33) ve Uyan 4.7 dikkate alinirsa

V(r.y()) < v<o,y<o>>Ea<—§—jxa> (4.34)

elde edilir, burada Ea(—%xa) negatif olmayan Mittag-Leffler fonksiyonudur (Pol-
2
lard 1948). (4.34), (4.30) da goz 6niine alimirsa

1

V00D, By a]
g, el

elde edilir, burada z — o0 igin, Ea(—%x“) — 0 dir (Podlubny 1999). Dolayisiyla

2

ly(2)|| <

ispat tamamlanir. m

Teorem 4.4 D C R" orijini igeren bir bolge olmak iizere agagidaki sartlar saglanacak
sekilde siirekli tiirevlenebilir bir V' (z,y(z)) : [0,00) x D — R* fonksiyonu ile K-

sinifindan bir ¢ fonksiyonunun mevcut oldugunu kabul edelim:

Vizy(@) > o(lyl), (4.35)
(€D V)(@) < o. (4.36)

Bu durumda (4.29) sisteminin y* = 0 denge noktasi lokal kararlidir. Eger hipotezler
R" de saglanirsa, bu durumda, y* = 0 denge noktasi global kararhdir.

Ispat. ilk olarak
(DG V)(x) = 0 (4.37)

kesirli lineer diferensiyel denklemini ele alalim.
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(4.37) denkleminin her iki tarafina (2.46) ile tanimh Laplace doniigiimii uygulanirsa

Teorem 2.14 den
V(0,(0))

Vis) =

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafina ters Laplace doniigiimii uygulandiginda
Vi, y(x)) = V(0,4(0)
bulunur. (4.36), (4.37) ve Uyar1 4.7 dikkate alimirsa
Vi, y(x)) < V(0,4(0) (4.38)
elde edilir. (4.38) esitsizligi (4.35) de goz oniine alinirsa

ly(2)]| < 67 (V(0,y(0))

elde edilir ki bu bize y* = 0 denge noktasinin kararli oldugunu gosterir. m

Yukaridaki teoremlerden goriiyoruz ki V (z, y(z)) fonksiyonu tizerinde “ D, V' tiirevinin
varligim garantilemek igin giiglii sartlar kabul edilmistir. Bu sartlar V' (z,y(x))
fonksiyonunun se¢imini zorlagtirir. Bunun i¢in siirekli tiirevlenebilir V(x, y(z))
fonksiyonu V(x,y(x)) € C1_u([a,0) x D,RT) olarak zayiflatilabilir. Burada v € C
(0 <R(y) <1)vea <z <b< oo olmak iizere C,[a,b] agirhkh uzayi, (a,b] de

tamimh ve (z — a)? f(x) € Cla, b] 6zelligine sahip f fonksiyonlarimin uzayidir.

Lemma 4.5 (Kilbas vd. 2006) 0 < « < 1 ve y(x), [a,b] de tammh Lebesgue

fonksiyonu olsun. Eger

lim [(z—a)'y(z)] =¢, c€R, (4.39)
ise, bu durumda
(I *y)(a+) = lim (I7%y)(x) = cT'(a) (4.40)

dir.
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Ispat. Keyfi ¢ > 0 secelim. (4.39) dan, a < t < a + ¢ icin,

l1—a €
— — — 4.41
(= a0~ ] < 7 (4.41)
olacak gekilde bir 6 = d(¢) > 0 mevcuttur. Diger taraftan (2.13) den
D(a) = (L (t — a)* )(x) (4.42)

elde edilir. Bu esitlik ve (2.7) goz oniine alinirsa

(Io9)(@) - e(@)| = |(Io9)(@) — e(I5o(t — a) ) (@)
L ’ e —c(t—a)*t
- |raea [0 b0 - - a
1 Z e o1
< mma ) @0 O ol — oy

1 ¥ o a—1 1-a
_ m/a(x—t) (t—a)* |y(t)(t —a)' =" — c| dt

bulunur. (4.41), (2.7) ve (2.13) goz 6niine almirsa, a < t < x < a + ¢ igin,

8 € 1 K o o1
(1Y) (z) — cD(a)| < mm/ﬂ (x —t) %t —a)* dt
€ l—ay(y a a—1 T
- F(ea) (Ia+ (t ) )( )
= Tl @

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m

Asagidaki teoremlerde (4.29) sistemi igin kararhlik incelemesi yapilmigtir (Zhang vd.
2011).

Teorem 4.5 D C R" orijini iceren bir bolge olmak {iizere
V(z,y(z)) € Ci_a([a,0) x D,R,) ve K- simifindan bir 6 fonksiyonu mevcut olsun

oyle ki

Viz,y(z)) = 0(yll), (4.43)

(" DG V)(z) < 0, (4.44)
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esitsizlikleri saglansin. Burada 0 < a < z ve y € D dir. Bu durumda (4.29)
sisteminin y* = 0 denge noktasi lokal asimptotik kararhidir. Eger hipotezler R" de

saglanirsa, bu durumda y* = 0 denge noktas1 global asimptotik kararhdir.

Ispat. Oncelikle
(D2, V) () = 0 (4.45)

kesirli lineer diferensiyel denklemini T'(a)V (z,y(x))(z — a)'™® |,—o= Vi baglangig

kosulu ile birlikte ele alalim.

(4.45) in her iki tarafina (2.46) ile tamimh Laplace doniigiimii uygulanip Teorem 2.13
dikkate alimirsa
(Ii;O‘V)(:L') |o=a

Sa

V(s) =

elde edilir. Bu ifadenin her iki yanina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa
(x —a)* !

V(z,y(x) = (1°V)(@) la=a (o)

(4.46)

bulunur. Lemma 4.5, (4.46) da goz oniine almirsa
(Z’ _ a)oz—l
()
elde edilir. (4.44), (4.45) ve Lemma 4.3 dikkate aliirsa
(LU _ a)a—l
(o)

Vi(z,y(x)) =V

Vi(z,y(x)) < Vo (4.47)

bulunur. (4.47), (4.43) de yazilirsa

)a—l

4, (x—=a
ool <07 ()

— 0, T — o0,

elde edilir ki bu da y* = 0 denge noktasinin asimptotik kararli oldugunu gosterir. m

Teorem 4.6 D C R" orijini iceren bir bolge olmak {iizere
V(z,y(z)) € C1_ua([a,00) x D,RT) fonksiyonu y’ ye gore (4.28) Lipschitz kogulunu

saglasm. Kabul edelim ki V(x,0) = 0 olsun ve

V(z,y(@) > clyl, (4.48)
BED2 VY () < 0, (4.49)
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egitsizlikleri saglansin, burada a > 0 ve ¢, d keyfi pozitif sabitlerdir. Bu durumda
(4.29) sisteminin y* = 0 denge noktasi genellegtirilmis Mittag-Leffler kararlhidir. Eger
hipotezler R" de saglanirsa, bu durumda y* = 0 denge noktas1 genellestirilmis global

Mittag-Leffler kararhdir.

Ispat. T(a)V(z,y(z))(z — a)'™® |,—a= Vi olmak tizere, Teorem 4.5 in ispatinda
oldugu gibi
(I _ a)afl

Vi yla) < Vot s

(4.50)

dir. (4.50), (4.48) de goz oniine alinirsa

1
d
Vo 41
< _ (0%
Iy < (5o =)
elde edilir. Bu egitsizlik

1
d

@ < (2 - 0 Eunl0a - %))

esitsizligine denktir. Dolayisiyla y* = 0 genellestirilmis Mittag-Leffler kararhidir. m

Agagidaki teoremlerde karsilastirma metodu kullanilarak kesirli diferensiyel sistem-
lerin kararliligr incelenecektir (Zhang vd. 2011). Bunun i¢in f(z,0) = 0 olmak iizere

(4.29) sistemini ve
("t Dgiu)(z) = g(z,u(@)), T(@)u(@)(r —a)' ™ |o—a= uo, (4.51)

kesirli diferensiyel denklemini goz oniine alalim. Burada 0 < a < 1, uy € RT,
u(z) € Ci_alla, ), R), g(x,0) = 0 olmak iizere g € C([a,o0) x R,R) fonksiyonu
u’ya gore (4.28) Lipschitz kosulunu saglar. Ayrica x > a i¢in (4.51) sisteminin u(z)

tek ¢oziimiiniin mevcut oldugu kabul edilmektedir.

Oncelikle karsilastirma metodunun verilecegi teoremlerin ispatinda kullanilacak bir

sonucu ifade edelim.
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Teorem 4.7 (Kilbas vd. 2006) 0 < o < 1 ve G, reel eksende agik kiime olsun.
f:(a,b] x G — R olmak tizere her y € G icin f(z,y(z)) € Ci1_4 [a,b] saglansin.
y(z) € C1_4 [a,b] iken, y(x) fonksiyonunun

(" Dgy)(x) = f(z,y(2)),
(I, °y)(a+) = b, bER,

Cauchy problemini saglamasi igin gerek ve yeter kosul y(x) in

Cba—aet 1 [T f(yl)
o) = 2 vy | Gt

integral denklemini saglamasidir.

Teorem 4.8 (4.29) sisteminin bir denge noktas1 y = 0 olsun.  C R" orijini igeren
bolge ve V(z,0) = 0 olmak iizere V € C1_,([a,0) x D,R") ve K- smifindan bir 0

fonksiyonu mevcut olsun 6yle ki
Vi, y(x)) = 0(llyll)
saglansim. Ayrica V(z,y(x))
("D V(@) < (o, V(z,y)), (2,y) € [a,00) x O (4.52)

esitsizligini saglasin ve g(x,y) her x igin y’ye gore azalmayan olsun.

i) (4.51) in sifir ¢oziimii kararh ise, bu durumda (4.29) un sifir ¢tziimii de karar-

Lidar.

ii) (4.51) in sifir ¢oziimii asimptotik kararl ise, bu durumda (4.29) un sifir ¢oztimii

de asimptotik kararhdir.

Ispat. y(x), yo € Q baslangic kosullu (4.29) sisteminin ¢éziimii olsun. y(x) ¢oziim
egrisi boyunca V (z,y(z)), V(x) olarak yazilabilir.

(D2 V) () = g(z,V(2,y)) (4.53)
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denklemini I'(a)V (x)(z —a)*~*|,_, = Vb baslangig kogulu ile birlikte ele alalim.
Teorem 4.7 den bu baglangi¢ deger problemi

Vo(x —a)>! 1

+ )/a (x —t)*g(t,V(t))dt

Vi) = =T o

integral denklemine denktir.

(4.52), (4.53) ve Lemma 4.3 dikkate alindiginda

Vo(zr —a)* ! 1

V@) s =50 .

] /I(x — ) g(t, V(t))dt (4.54)

elde edilir. Diger taraftan, Teorem 4.7 den (4.51) denklemi

up(x —a)* ! 1 z -
[(a) 4 F(a)/a (@ —1)*"g(t, u(t))dt (4.55)

integral denklemine denktir.

Simdi ug = Vp alimip (4.54) ve (4.55) esitsizliklerine Lemma 4.4 uygulamrsa V(z) <

u(z), x > a, elde edilir.

i) Eger (4.51) denkleminin sifir ¢6ziimii kararh ise, bu durumda her uy > 0 i¢in en
az bir ¢ > 0 vardir dyle ki |ug| <  oldugunda her x > a icin |u(z)| < ¢ saglanr.

V(x,y(z)) > 0(||ly||) hipotezi de dikkate alimirsa
O(llyll) < V(z,y(z)) <ulz) <e (4.56)
elde edilir. (4.56) esitsizliginden
ly(2)] < 07 (e) (4.57)

bulunur, dolayisiyla (4.29) un sifir ¢oziimii kararhdir.

ii) (4.56) esitsizliginin her iki yaninin # — oo i¢in limiti almip, K- simfindan fonksi-

yonun tanimi dikkate alinirsa

Tim_[y(z)] =0
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elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Teorem 4.9 y = 0, (4.29) sisteminin denge noktasi olsun. Q C R™ orijini igeren

bolge olmak iizere V € C1_,([a, 00) x 2, R") fonksiyonu i¢in V(z,0) =0 ve
Viz,y(x) = kyl° (4.58)
saglansin. Ayrica V(z,y(x)), y’ye gore (4.28) Lipschitz kogulunu ve
(D3 V)(2) < gz, V(x,y)), (2,y) € [a,00) x Q, (4.59)

esitsizligini saglasin, burada k > 0, ¢ > 0 ve g(x,y) her z igin, y’ye gore azalmayan
fonksiyondur. Bu durumda (4.51) denkleminin sifir ¢éziimii genellegtirilmis Mittag-
Leffler kararh ise (4.29) sisteminin sifir ¢oziimii de genellestirilmis Mittag-Leffler

kararhdir.

Ispat. Tamm 4.6 dan eger (4.51) denkleminin sifir ¢oziimii genellegtirilmis Mittag-
Leffler kararli ise, bu durumda A > 0, b > 0 ve —a < v < 1 — « sabitleri vardir 6yle
ki

u(@)] < {m(uo)(x — )7 Eoiy (<A — a))} (4.60)

saglanir. Burada m(0) = 0, m(y) > 0 ve K, Lipschitz sabiti olmak iizere m(y), y’ye

gore Lipschitz kogulunu saglar.

L(a)V(z,y)(x —a)'™|,_, = up = Vp alimrsa Teorem 4.8 in ispatinda oldugu gibi
V(z,y) < u(z) dir. Bu esitsizlik, (4.58) ve (4.60) esitsizlikleri ile birlikte gz 6niine

alinirsa
kllyll© < V(z,y(x) < u(z) < {m(uo)(x — a) " Ear—r(~A\z — a)*)}’

elde edilir. Buradan

m(T(a)V(z,y)(z — a)*~ ble
Iy(o)) < { HHOAEIEZ T o oy, ae - )}

(4.61)
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dir. (4.61) esitsizliginde

alinirsa
_ ar) b/c
ly(@)ll < {M(y(@)(@ = a) 7 Bas(=\(z — a))}
elde edilir. V(z,0) = 0 kabuliinden

m(T(@)V(z,0)(z — a)'™*|,_,)
E1/b

M(0) = =0

dir. m(y) >0, V(z,y) > 0 ve k > 0 oldugundan M (y) negatif olmayan fonksiyon-
dur. Ayrica m(y) ve V(x,y), y'ye gore Lipschitz kosulunu sagladigindan M (y)
fonksiyonu da Lipschitz kogulunu saglar. Dolayisiyla (4.29) sisteminin sifir ¢6ziimii

genelllestirilmis Mittag-Leffler kararhdir ve ispat tamamlanir. m

Yukaridaki incelemelerde Caputo tiirevi igeren kesirli diferensiyel denklem sistemleri
ele alinmigt1. Simdi hem Riemann-Liouville hem de Caputo tiirevi iceren denklemler

icin elde edilen sonuglar ifade edilecektir (Li vd. 2009).

0 < a < 1 olmak tiizere

(Dgry)(x) = f(z,y(x)), y(a) = yo, (4.62)

lineer olmayan kesirli diferensiyel denklem sistemini goz oniine alalim, burada D¢
operatorii hem Riemann-Liouville hem de Caputo tiirevini belirtir. f : [a, 00) X Q —
R™ de x’e gore pargali siireklidir ve [a, 00) X 2 bolgesinde y’ye gore Lipschitz kogulunu

saglar. Ayrica Q2 C R", y* = 0 denge noktasini iceren bir bolgedir.

Kararhlik ile ilgili teoremlere ge¢gmeden 6nce bu teoremlerin ispatinda kullanilacak

yardimci lemmalar1 verelim.

Lemma 4.6 a € (0,1) ve M(0) > 0 olsun. Bu durumda

(“Dg M)(x) < (" Dgy M)(z)
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saglanir. Burada D2, ve D%, sirasiyla, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli

tiirev operatorlerdir.

Ispat. (2.36) Caputo tiirev 6zelliginden
(“Dg M)(w) = (I M'(t))(x)

dir. Bu egitlikte (2.7) ile tanimh Riemann-Liouville kesirli integral tanimi goz dniine

alinirsa

(“DgeM)(w) = (Lo *M'(t))(x)

2 *MO) | R
- 2O e panw

elde edilir. o € (0,1) ve M(0) > 0 oldugundan istenilen sonu¢ bulunur. m

Lemma 4.7 Reel degerli ve siirekli f(x,y) fonksiyonu igin

[(Za ()| < 15 1 (2, y(@)]

saglanir. Burada o > 0 ve ||.||, R*™! de keyfi bir normu belirtir.

Ispat. (2.7) ile tanimli Riemann-Liouville kesirli integral tanimi kullanilarak

112 (@) = Hr(la) / J(”(t,y(t))dt

x —t)-e

L)

r<a>/a (e
12 @y

sonucu elde edilir. =

Asagidaki sonug Zhang vd. (2011) makalesindeki Teorem 4.3 ile aym olup ispatta

farkli bir yontem kullanilmigtir.
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Teorem 4.10 ¢ = 0, z > 0, y € D ve a € (0,1) olmak {iizere y* = 0, (4.62)
sisteminin denge noktasi olsun. D C R™ orijini iceren bir bolge olmak {izere
V(z,y(z)) : [0,00) x D — RT siirekli tiirevlenebilir fonksiyonu y’ye gore (4.28)

Lipschitz kogulunu saglasin. Ayrica

Bilyl® < Viw,y(@) < By llyl™, (4.63)
(“Dg V(@) < =By llyl* (4.64)

saglansin, burada 3, (5, B3, ¢ ve d keyfi pozitif sabitlerdir. Bu durumda D¢,
operatorii CDS‘+ olmak iizere (4.62) sisteminin y* = 0 denge noktas1 Mittag-Leffler
kararhidir. Eger hipotezler R" de saglanirsa, bu durumda y* = 0 denge noktasi
global Mittag-Leffler kararlidir.

Ispat. (4.63) ve (4.64) den
C na 53
(“Dge V(@) < ==V (2,y(2))
By
elde edilir. O halde
C Nna _ 53
("Dgs V) () + M(x) = —B—V(I,y(l“)) (4.65)
2
saglanacak sekilde negatif olmayan bir M (x) fonksiyonu mevcuttur. (4.65) egitliginin
her iki yanina (2.46) ile tamimh Laplace doniistimii uygulanip Teorem 2.14 gtz 6niine

alinirsa

sV (s) — V(0)s* ' + M(s) = —g—z\/(s) (4.66)

elde edilir, burada V' (0) = V(0,y(0)) negatif olmayan sabit, V(s) = L{V (z,y(z))}
ve M(s) = L{M(x)} dir. (4.66) esitligi diizenlenirse

(4.67)
s + g—z

elde edilir. (4.67) esitligine ters Laplace doniigiimii uygulanip Teorem 2.10 ve Teorem

2.11 dikkate alinirsa

V(z,y(z)) = V(O)Ea(—&x"‘) — M(x) * [a:"‘_lEma(—g—zxa

3 )]
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bulunur, burada f * ¢ notasyonu f ile g fonksiyonlarinin konvoliisyonunu goéstermek-

tedir.

ol Ea@(—&xa) ve M () negatif olmayan fonksiyonlar olduklarmdan

By
Vi y(o) < VOE(- e (4.68)
2
elde edilir. (4.68), (4.63) de goz niine alimirsa
1
)| < | ————FE,(—==a”
ly(2)]] < 3, ( 5, )
bulunur, burada y(0) # 0 i¢in w >0, y(0)=0 i¢in W =0 dir.
1 1
m = M > 0 tamimlayalim. Buradan
1

ly@)l < [mm—%x%f

2

elde edilir. O halde y* = 0, Mittag-Leffler kararhidir. =

Teorem 4.11 “Dg. Caputo tiirev operatorii yerine - D, Riemann-Liouville tiirev

operatorii alinmak tizere Teorem 4.10 un hipotezleri saglansin. Bu durumda

V() p By e ]
y(x)|| < E,(—=z“
[y ()] 3 ( 3, )
dir.
Ispat. V(z,y(z)) > 0 oldugundan Lemma 4.6 dan
(“Dg: V(@) < (D5 V) (x) (4.69)

elde edilir. (4.64) ve (4.69) dan

(“D§V)(x) < ("EDGV)(x)

cd
—Bs |y

IN
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bulunur. Ispatin geri kalan1 Teorem 4.10 un ispatia benzer olarak yapilir. m

Simdi « € (0,1) olmak iizere

(" Dgey)(x) = f(z,y(x)) W
[([(}Iayxx)]x:l) =0

sistemini ele alalim.
Teorem 4.12 y* = 0, (4.70) sisteminin denge noktas: olsun. f(z,y(z)), (4.28) ile

taniml Lipschitz kogulunu saglasin. Ayrica kabul edelim ki V' (z,y(z)) fonksiyonu

mevcut olsun ve

Billyl® < Viz,y(@) < Ballyll (4.71)
Vi, y(x)) < —Bslyll, (4.72)
saglansin, burada 3, 35, 05 ve ¢ pozitif sabitler ve V'(z,y(z)) = diV(x,y(x)) dir.
x
Bu durumda y
V(0,(0)) Bs 41— ‘
)| < | ——=FE o(—=2 ¢
ly(2)]| < 3, 1-af 5,0 )
dir.
Ispat. (2.36) Caputo tiirev ézelliginden
(“DgiV)(x) = Ig: V' (2, y(x)) (4.73)

yazilir. (4.72) nin her iki yanina I kesirli integral operatorii uygulanip (4.73) goz
oniine alinirsa

(“Dgi*V)(2) < =515 [ly(@)l] (4.74)

bulunur. f(z,y(x)) Lipschitz kogulunu sagladigindan

1f (z, y()l < K ly(@)]]

yazilir. Bu esitsizligin her iki yanina [, kesirli integral operatorii uygulamp gerekli

islemler yapilirsa

—Bslgs ly(@)|| < =B KI5 || f (2, y(@)l (4.75)
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elde edilir. (4.74) ve (4.75) den

(Do V(@) < =B K Ige || f (z,y(@)) | (4.76)
bulunur. Lemma 4.7 ve (4.76) kullanilirsa

(Do V(@) < =K I f (. y ()| (4.77)

elde edilir. (2.30) esitligi kullanilip teoremde verilen baglangig kogulu dikkate alimirsa
ve (4.77) de yazilirsa
(“Dyi2V)(@) < =K ly(a)|

bulunur. Ispatin geri kalam1 Teorem 4.10 un ispatindaki benzer islemler yapilarak

tamamlanir. =
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5. GLOBAL CEKICILIK

Bu boliimde Hadamard kesirli tiirevini iceren bir lineer olmayan diferensiyel denklem
ele alimip, agirlikli uzaylarda denge noktasinin global ¢ekici olmasi icin yeter kogullar

ifade edilecektir. Oncelikle Hadamard kesirli tiirev ve integralini tanitalim.

Tanmim 5.1 (Kilbas vd. 2006) v € R olmak iizere, z > a igin

(Joe )(x) = ﬁ /: <log §>a_1 I 4 (5.1)

t t
ile tamimh J%, f operatoriine a. basamaktan sol tarafli Hadamard kesirli integrali

denir.

Tanim 5.2 (Kilbas vd. 2006) 6 = zD (D ) 6 - tiirev olsun. o € R, o > 0

dx
olmak tizere, z > a icin

(D)) = 8" f) ()
d\" 1 e x\n—e-1 f(t
= <x%) m/ﬂ <log¥> th (5.2)

ile tamimh D¢, f operatoriine «. basamaktan sol tarafli Hadamard kesirli tiirevi

denir, burada n = [a] + 1 dir.

a<zr<b<oo,y€Rveac(0,1)olsun.

(Dg+y)(x) = f(z,y(x)), = > a, (5-3)

lineer olmayan kesirli diferensiyel denklemini

(1Y) (x) ‘x:a = Yo

baslangi¢ kosulu ile birlikte goz ¢niine alalm. Burada D¢, , o. basamaktan Hadamard
kesirli tiirev operatorii, Ji: “ise, (1—a). basamaktan Hadamard kesirli integral ope-

ratoriidiir. G, reel eksende agik kiime olmak iizere, y € G igin f(z,y(z)) € C,10g [a, D]
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dir. 0 <y <1ve~y>1-—aolmak tizere C, ¢[a, b] agirhikh uzayi, (a,b] de tanimh

ve (log g)wg(:v) € C'la, b] dzelligine sahip ¢ fonksiyonlarmm uzayidir.

Tamim 5.3 Eger (5.3) denkleminin her ¢oziimii z — oo iken sifira yaklagiyorsa, bu

durumda (5.3) denkleminin sifir ¢oziimiine global ¢ekicidir denir.

Tanim 5.4 Eger 6 : Rt — R* siirekli fonksiyonu kesin artansa ve #(0) = 0 ise, bu

durumda 6(r) fonksiyonuna K- sinifina aittir denir.

Lemma 5.1 (Kilbas vd. 2006) Eger « > 0, f > 0 ve 0 < a < oo ise, bu durumda

(T2 llog £ )(e) = s llog 1) (5.4
(D108 5" 1)) = 75 2y oz 2 (5.5)
dir.

Uyar: 5.1 Sabitin Hadamard kesirli tiirevi sifir degildir. Gergekten (5.5) de 5 =1

aliirsa

1

(D3 )@) = gy los ) (5.6)

elde edilir.

Tanim 5.5 y* noktasinin (5.3) kesirli diferensiyel denkleminin denge noktasi olmasi

icin gerek ve yeter kogul her z > a i¢in

fy") = (D) ()],

olmasidir. Burada D® operatorii (5.2) ile tamimhi Hadamard tiirevini belirtir.

Bu boliim boyunca y* = 0 alinacaktir.

5



Uyar: 5.2 Genelligi bozmaksizin her y* # 0 denge noktas1 y; = y — y* degisken
degistirmesi ile sifira tagiabilir. Gergekten, y* # 0 (5.3) denkleminin denge noktasi
olsun. y; =y — y* degisken degistirmesi yapilip (5.6) dikkate alinirsa

(Dgeyn)(x) = (Dge(y —y"))(x)

*

= S y@) = gy los )™
= flz,y1+y") — F(ly—ia)(bg g)ﬂ
= g(:c,yl)

bulunur. Burada y = y* (5.3) denkleminin denge noktasi oldugundan g(x,0) = 0

dir. Dolayisiyla elde edilen yeni sistemin denge noktas1 yi = 0 dur.

Asagidaki teorem ana sonucun ispatinda kullanilacaktir.

Teorem 5.1 (Kilbas vd. 2006) A € R, @ > 0, n = —[—a] ve 0 < 7 < 1 olmak

tizere v > n — a saglansi. Eger f € C, o [a, b] ise, bu durumda

(Dgey)(x) = Ay(z) = f(x), a <z <D,
(D(C;-!—_ky)(a’—’_) - bk7 bk € Ra k= 17 ey 1,

Cauchy problemi y(x) € Cs.n—a [a, b] tek ¢oziimiine sahiptir ve bu ¢oziim

n

T\ i T,
y(@) = D billog )"V Euarjia [Alog2)"|
j=1

+/:(1og %)0‘—1]_@&,& [)\(log %)a} f(t) :

seklindedir, burada

Com—a [0,0] = {y(2) € C,_,10g [a, 8] : (DG1y) (%) € Criog [a, B] }

dir.

Agagidaki lemma Kilbas vd.’de (2006) verilen Lemma 3.5 in genellegtirmesidir.
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Lemma 5.2 0 <a <1vey(z) € C,_ 1 a, b olsun. Eger

lim [(log g)l_ay(x)] =c,ceR

r—at

ise, bu durumda
(Jar “y)at) = Tim (J;7y)(@) = cT'(a)

dir.

Ispat. € > 0 olsun. (5.7) den, a <t < a + ¢ icin,

(og 2)!"(0) = | < Fs

olacak sekilde bir 6 = §(¢) > 0 mevcuttur. Diger taraftan (5.4) den

D(a) = (71" (log =)*)(x)

elde edilir. Bu esitlik ve (5.1) g6z oniine alinirsa

(T2529) () = eT(a)| = '(J;;ayxx) ~ (12" (log )" )(x)

~ e [ 0o [ - ctos )

1 * .,
< T ), e
1

- T3 / *(1og £ (log Ly

y(t) — cllog )| <

y(t)(log )1~ — | &

(5.7)

(5.8)

dt '
dt

dt

bulunur. (5.9), (5.1) ve (5.4) goz 6niine alimirsa, a < t < r < a + ¢ i¢in,

(T59) (@) — (a)] < mowor

€ l1-a t a—1
= F(Ck) (Ja+ (log a) )('I)
3

= P—Q)F(a)

= £

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m

* T _, t
F(a)F(l—oz)/a (log )" (log 7)

dt

a—17""

Agagidaki lemmada, (2.40) ile tanimh Mittag-Leffler fonksiyonlarinin Hadamard ke-

sirli tiirevinin hesabi i¢in bir formiil verilmektedir.
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Lemma 5.3 A >0 ve 0 < o <1 olsun. Bu durumda
e { a—1 E « _ E a—1 f «
(D2 (108 2)" 7 Eua(Allog )| ) (@) = Allog =) Ene (Allog 2) ), 7> a,

saglanir, burada D¢, , o. basamaktan Hadamard kesirli tiirev operatoriidiir.

Ispat. (5.2) den

(P2 [(10g 2)* Bua(Al1og 2))] ) ()

d 1

= x@m /:(log %)_a(log 2>a_1Ea,a(A<10g 2)%

ﬂ
t

yazilir.

E, (=) Mittag-Leffler fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan (2.40) kullanihip

logt —1
U = 205 'NRRE ¢ degisken degistirmesi yapilirsa
logx — loga

(D2 [(10g %)™ Eua(Allog £))] ) (@)

= mi {1—1—ﬁ(logg)a—l——(bga)m%—m]
Toag | 1 A T\,
= A(log-) {m + m(log —)*+ }

T T,
= A(log E)a 1Ea,a(A(log 5) ).

istenilen sonug elde edilir. m

Agagidaki yardimer lemma Lakshmikantham vd.’deki (2009) Lemma 2.3.1 in genelles-

tirmesidir.

Lemma 5.4 M > 0, > o ve m(x) € C1_q10g]a, b] olmak iizere

A
(log z)1’C”Tn(:15) — (log g)170‘m(y)‘ < M |log z (5.11)
a a Y
esitsizligi saglansin. Her 7 € (a, b] igin, eger
m(z1) =0ve m(z) <0, a <z <z, (5.12)
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ise, bu durumda

(D&m)(x1) >0, 0<a<1

dir.

Ispat. (5.2) den

(D& m)(x) = mi;) /ax(log %)_“@dt, r>a

v t
yazilir. H(x) = / (log %)_O‘%)dt tanmimlayalim. Yeterince kiigiik A > 0 igin

1 Ti._.m z1=h z1—h.__m
H(z1) — Hzr — h) — / (log °1) a#dt—/ (log th) o it)dt

elde edilir.

—h
a<t<uz —h<ux igin, (log %)_0‘ — (log at )~ <0 ve m(t) <0 oldugundan
o 1\ om(t)
H(zy) — H(zy—h) > (log 7) Tdt (5.13)
xr1—h

dir. Diger taraftan (5.11) den

x t Ty |A
(o8 221~ m(zr) = (o8 )1~ m(o) < k(o) rog 2

esitsizligi saglanacak gekilde bir M = k(x1) > 0 sabiti vardir. m(z;) = 0 oldugu

yukaridaki egitizlikte gtz oniine alinirsa

k()0 "1 < ~(log )" m(#) < h{z1)(log )

elde edilir. Bu esitsizlik (5.13) ile birlikte g6z oniine alinirsa

. x dt
)= H—h) > ~ka) [ (og )G

t
—k/’<£U1) T 1—
= 1 oA 14
1—a+A“%m—h) (5.14)

79




ifadesine ulagilir.

Yeterince kiigiik h > 0 i¢in, (5.14) den

T

H(iCl) — H(Il — h) k(l’l) 1—
1 a+X > 0
h +h(1—0¢+>\)(0g$1—h) -
dir. h — 0 i¢in limit alinirsa
d
—H x:xlz 0
S H()|

bulunur. z > 0 ve 1 — a > 0 oldugundan ve (5.2) den
(Dgrm)(21) 2 0

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Agagidaki teorem Lakshmikantham vd.’deki (2009) Teorem 2.3.1 in genellegtirme-

sidir.

Teorem 5.2 0 < o < 1 olsun ve kabul edelim ki v, w € C1_, j0g[a, b] fonksiyonlar:

asagidaki kogullar saglasin:

i) A >« ve My, My > 0 igin,

[l0g £)* 20 (2) — (tlog £)*0(y)| < My flog © | (5.15)
(log =)~ *w() — (log £)'"w(y)| < M flog | . (5.16)
i) f e Cyiogla,b], 0 <y <1, vey>1—aicin,
(D&v)(@) < fla,v(2)), (5.17)
(D& w)(x) > f(z, w(z)), (5.18)
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olmak tizere (5.17), (5.18) esitsizliklerinden biri kesin olarak saglansin. Bu durumda
Vo < Wo
olmasi
v(r) <w(r), a <z <D, (5.19)

olmasim gerektirir, burada (J'70) () [s=a= vo, (J}7W)(2) |sza= wo dir.

ispat. Kabul edelim ki vy < wg olsun ve (5.19) dogru olmasin. Bu durumda vy,

)lfa

wo m tanmm ve I'(a)v(x)(log 3)1*0‘ ile F(oz)w(x)(logg nin siirekliliginden bir

x1 noktasi vardir oyle ki a < x7 < b i¢in,
v(zy) = w(zy) ve v(zr) < w(x), a < x < w7,
dir.
m(x) =v(x) —w(x),a <z < w4, (5.20)

olarak tanimlayalim. Bu durumda m(z) <0, a < z < z; ve m(z;) = 0 olur. Ayrica
m(x) € Ci_qa0gla,b] fonksiyonunun (5.11) esitsizligini sagladigr aciktir. O halde
Lemma 5.4 den

(D%m)(z) > 0 (5.21)

elde edilir.

(5.18) esitsizliginin kesin olarak saglandigimi kabul edelim. Bu durumda (5.17),

(5.20) ve (5.21) goz oniine alinirsa
fy, o)) = (Dgrv) () 2 (Dgzw) (@) > [, w(z1))

elde edilir. Bu ise v(x;) = w(x1) olmasiyla geligir. Eger (5.17) esitsizliginin kesin
olarak saglandigi kabul edilirse yine benzer celigki elde edilir. Dolayisiyla vy < wy

oldugunda (5.19) gegerlidir. =

Asgagidaki lemma ana sonucun ispatinda kullanilacaktir.
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Lemma 5.5 Kabul edelim ki Teorem 5.2 nin kosullar1 (5.17), (5.18) esitsizliklerinin

kesin olmamasi durumunda saglansin. Ayrica f fonksiyonu
|f(2,u1) = f(2,ug)| < Lluy — ug), uy > ug, L >0, (5.22)
Lipschitz kosulunu saglasin. Bu durumda
Vo < Wo

olmasi

v(z) <w(x), a <z <b, (5.23)

olmasim gerektirir, burada (J)+0)(2) |z=a= vo, (J'7%Ww)(2) |s=a= wo dir.

Ispat. Yeterince kiiciik € > 0 icin, w, fonksiyonu
w:(z) = w(zr) + eA(z)
seklinde tanimlansin, burada
Tya—1 T\
A(@) = (10g ) By [2L(10g 2)°] (5.24)
a a
dir. Lemma 5.2 den ve w.(z) fonksiyonunun tanimindan
We, = Wy + 5/\0 (525)

yazilabilir, burada w., = (J!7*w.)(2) |sa, wo = (S5 “W)(2) |s=a ve

Ao = (SN (@) |rma dir.

Ote yandan, (2.40), (5.24) ve Lemma 5.2 dikkate almirsa, \g = 1 elde edilir. vy < wg

oldugundan ve (5.25) esitliginden w,, > wy > v bulunur.

Simdi (5.18) ve (5.22) kullanilirsa

(Dgrw:)(x) = (Dgrw)(@) + e(DgA) ()
> [z, wz)) +e(DgM)(x)

> f(z,we(x)) —eLX(x) + (DN () (5.26)
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elde edilir. Diger taraftan, Lemma 5.3 den

(D3N (@) = 2L(log =)"~" Eqa(2L(log =)°)
= 2L\(2) (5.27)

oldugu agiktir. (5.27), (5.26) da goz oniine alinirsa
(Dw)(x) > f(x,we(x)) —eLA(z) + 2L\ (x)

= f(z,w.(x)) +eLA(z)
> f(z,w(z))

elde edilir. Ayrica w, € C1_4 j0gla, b] fonksiyonu (5.16) esitsizligini saglar. O halde

Teorem 5.2 den her € > 0 i¢in,
v(x) < we(x), a <z <Db,
bulunur. Bu esitligin her iki yaninin € — 0 iken limiti alinirsa
v(z) <w(z), a <z <D,

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m

Agagidaki teoremlerde (5.3) denkleminin sifir ¢oziimiiniin global ¢ekiciligi igin yeter

kogullar verilmistir.

Teorem 5.3 y* =0, (5.3) denkleminin denge noktas: olsun.

V(z,y(z)) € Ci—aogla, b] fonksiyonu (5.22) Lipschitz kogulunu saglasin. Ayrica
Fa gl < Vi, y(x)) < ks [yl (5.28)

(D5 V) () < ks Iy ™ (5.29)

kogullar1 saglansin, burada o € (0,1) ve kq, ko, k3, ¢ ve d keyfi pozitif sabitlerdir. Bu
durumda y* = 0 global ¢ekicidir.
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Ispat. (5.28) ve (5.29) dan
k
(DgsV)(z) < —k—?’V(ﬂf y(z)) (5.30)
dir. Teorem 5.1 dikkate alinirsa
(DV)(@) + 2V (@) =0,

(LV)(@) |oma= Vo,

(5.31)

baglangic deger probleminin

(5.32)

V(z,y(x)) = Vo(log g)a—le {_ ks . @ }

T (log — )

tek ¢oziimii vardir.

Lemma 5.5 dikkate alimp (5.30), (5.31) ve (5.32) arasindaki iligki g6z niinde bu-

lundurulursa
k
V(e0(0) < Villog £ B |- 108 )] (539
2
elde edilir. (5.33), (5.28) de yazilirsa
1
‘/E) X 1 kg x d
< | —(log=)*""FEya |———(log =)~
(o)l < (208 D B [~ 205 2] )
esitsizligine ulagilir. * — oo icin
k
Eaa |:__3(10g m)a:| — 0
k2

oldugundan ispat tamamlanir. m

Teorem 5.4 y* =0, (5.3) denkleminin denge noktasi olsun.
V(z,y(z)) € Ci_anogla,b] (5.22) Lipschitz kogulunu saglasm ve 0, K- simfindan

fonksiyon olsun. Ayrica

V(z,y(x)) o1yl (5.34)

(D4 V)(z) < 0 (5.35)

v

saglansin, burada « € (0, 1) dir. Bu durumda y* = 0 global gekicidir.
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Ispat. Bu teoremin ispati Teorem 5.3 iin ispatina benzerdir. Teorem 5.1 den
(Ji;aV)(x) lo=a= Vo

baslangic kogullu

(D3 V)(x) =0 (5.36)
kesirli lineer diferensiyel denklemi
Vo x
=—° 1 “ya—1
V(wy(w) = 5y oe )

tek ¢oziimiine sahiptir. Lemma 5.5, (5.35) ve (5.36) goz oniine alinirsa

Vi, y(r)) <

(o) (log 5)0‘*1 (5.37)

elde edilir. (5.37), (5.34) de yazilirsa

(o)l < 07 (s g 2

I(a)
bulunur. 0 < a < 1 oldugundan ve #, K- sinifindan fonksiyon oldugundan

r — oo iken |ly(z)| — 0

bulunur. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m
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6. TARTISMA VE SONU(C

Bu tez ¢alismasinda kesirli tiirev iceren denklemlerin kararlilik analizi calisilmigtir.
Bunun icin ilk olarak kesirli diferensiyel denklemlerin c¢oziimiinde énemli bir arag
olan kesirli tiirev ve integralin Laplace doniigiimleri tanitilmigtir. Ayrica ¢oziimlerde
kargimiza ¢ikan Mittag-Leffler fonksiyonlarinin ozellikleri irdelenmistir. Yapilan li-

teratiir taramasinda ozellikle uygulamalarda karsilagilan kesirli basamaktan diferen-
siyel denklem sistemlerinin lokal kararliliginin incelendigi goriilmiisgtiir. Lokal karar-
lilik analizinde lineerlestirme yontemi temel arag olarak kullanilmaktadir. Lineer
olmayan sistemlerin incelemesinde ise, adi diferensiyel denklem sistemlerinde oldugu
gibi Lyapunov metodu 6énemli bir yere sahiptir. Incelemelerde adi diferensiyel denk-
lem sistemlerinden farkli olarak Mittag-Leffler kararhilik tanimlanmig ve mevcut
sonugclar ifade edilmistir. Bu tez ¢alismasinda ayrica Hadamard kesirli tiirevi igeren
diferensiyel denklemler ele alimip sifir ¢oziimiiniin global cekici olmasi igin yeter

kogullar elde edilmigtir.
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