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OZET

DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA
YAKLASIM PROBLEMLERI

DOKTORA TEZi
AHMET TESTICIi

BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. DANIYAL iSRAFILZADE)
BALIKESIiR, MART - 2018

Bu tez caligmasinda degisken {slii Lebesgue wuzaylarinda yaklasim
problemleri incelenmistir.

Birinci boliim giris kismindan olusur.

Ikinci boliimde temel kavramlara yer verilmis, degisken iislii Lebesgue
uzaylar1 tanitilmis ve bu uzaylarin bazi temel 6zelliklerine deginilmistir.

Ugiincii boliimde degisken iislii Lebesgue uzaylarinda yiiksek mertebeden bir
diizgiinlik modiilii tanimlanarak gereken Ozellikleri elde edilmistir. Ayrica, bu
diizgiinliik modiilii yardimi ile yaklasim teorisinin diiz-ters teoremleri ispatlanmis ve
genellesmis Lipschitz siniflarinin konstriiktif karakterizasyonu elde edilmistir.

Dordiincii boliimde degisken iislii Lebesgue uzaylarinda yaklasim teorisinin
es zamanl yaklagim teoremleri ispatlanmaistir.

Besinci boliimde degisken tislii Smirmov siniflarinda yaklagim teorisinin diiz-
ters teoremleri ispatlanmis ve genellestirilmis Lipschitz siniflarmmim konstriiktif
karakterizasyonu elde edilmistir. Degisken iislii Smirnov siiflarinda Marcinkiewicz
carpan tipi ve Littlewood-Paley tipi teoremler ispatlanmistir. Bu uzaylarda Faber
serileri yardimiyla de la Vallée-Poussin ve Jackson ortalamalari tanimlanmis ve bu
ortalamalarin verilen fonksiyona yaklasim hizi degerlendirilmistir. Ayrica, egri
iizerinde tanimlanan degisken Uslii Lebesgue uzaylarinda Faber-Laurent rasyonel
fonksiyonu ile yaklasimin hizi da degerlendirilmistir.

Altinct boliimde tezde elde edilen sonuglar tanitilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Degisken iisli Lebesgue uzayi, diiz teorem, ters
teorem, Lipschitz smifi, Littlewood-Paley tipi teorem, Marcinkiewicz carpan tipi
teorem, Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu.
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In this thesis study, approximation problems in variable exponent Lebesgue
spaces are investigated.

The first section comprises of introduction part.

In the second section, basic concepts have been given, Lebesgue spaces with
variable exponent have been introduced and some basic properties of these spaces
have been mentioned.

In the third section, by defining a modulus of smoothness with the higher
order in the Lebesgue spaces with variable exponent, its necessary properties have
been given. Furthermore, by means of the defined modulus of smoothness, direct and
inverse theorems of approximation theory have been proved and constructive
characterization of generalized Lipschitz classes have been obtained.

In the fourth section, the simultaneous approximation theorem of
approximation theory in the Lebesgue spaces with variable exponent have been
proved.

In the fifth section, in the Smirnov classes with variable exponent the direct
and inverse theorems of approximation theory have been proved and constructive
characterization of the generalized Lipschitz classes have been obtained. In the
Smirnov calsses with variable exponent the Marcinkiewicz and Littlewood-Paley
type theorems have been proved. In this spaces, de la Valée-Poussin and Jackson
means have been defined by means of the Faber series and the rate of approximation
to given function of these means have been estimated. Furthermore, the rate of
approximation by Faber-Laurent rational function in the Lebesgue spaces with
variable exponent defined on a curve has been estimated.

In the sixth section, the results of this thesis have been discussed.

KEYWORDS: Lebesgue space with variable exponent, direct theorem, inverse
theorem, Lipschitz class, Littlewood-Paley type theorem, Marcinkiewicz multiplier
type theorem, Faber-Laurent rational function.

1



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ...cccoiiieiiininsnnniicssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssassssssssassssssssasssss i
ABSTRACT ..ccoiiiiinniiininnnniissssssnissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssass ii
ICINDEKILER .....coueerreecerercnenrescsnsesesesssesessssssssessssssssssssssessssassessssasssssaes iii
SEMBOL LISTESI ...ccvueiuiuninriecnsensenneensensensissscnsensesnscssessesssssssensessassssensessassnss v
ONSOZeeeeeeereerererssesssesesesesesesssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssessssssssssnssens viii
Lo GIRIS uvvreeiieerencenerenesnesesesssesesssssesessssssesessasssessssssesessssssesessssssssnsasssessssane 1
2. ON BILGILER .c.uicecnirecncnseseencnsesessnscssensessscssensasssssssensasssssssensasssscss 10
2.1 Bazi Temel Kavramlar ve Teoremler............cooeeviiiiiieieeeenniiiiiiiieee e 10
22 (€2) Degisken Uslii Lebesgue Uzay1 ve Bazi Temel Ozellikleri.......... 21
23 1Y ([0,27?]) Degisken Uslii Lebesgue Uzaymda Bazi Teoremler.............. 23
3. DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK
POLINOMLAR ILE YAKLASIM ...ucuvviuiieierereeenesesessssssescasssesessssssesessasanes 31
3.1 Q.(f,0 )p(.) Diizgiinliik Modiilii ve Yardimci Sonuglar.................c.co........ 31
32 1Y (o, 27?]) Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda
Yaklasim Teorisinin Diiz ve Ters Teoremleri..........cceeeevvviieeereeeeenncnnnnnee. 39
3.3 Lip” her Genellesmis Degisken Uslii Lipschitz Smiflarmin
Konstriiktif Karakterizasyonu ... 43
4. DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK
POLINOMLAR ILE ES ZAMANLI YAKLASIM....cccovueeuecserunenscnsensucnee 46
4.1 Baz1 Yardime1 SONUGIAT .........ovviiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieieeeieieeeeeeee e eeeaeeeaveveaaaaaaeees 46
42 'Y ([0,27r]) Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda
Es Zamanli Yaklagim Teoremleri.............uuuveeieeiviiiieiiiiiiiieiieeiieeeeeeneeeennnnens 48
4.3 Lz'p,{7 (e Genellesmis Degisken Uslii Lipschitz Smiflarmin
Konstriiktif KarakterizaSyonu ...........cceeeeveeiiiiiiiieeeeeenniiiiieeeeeeeeeeeneeeees 58

5. KOMPLEKS DUZLEMDE TANIMLI DEGISKEN USLU SMiRNOV
SINIFLARINDA VE DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA

YAKLASIMuuuuciiiieiiineiinseisssssnsssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssss 60
5.1 Bazi Temel Tanimlar, Teoremler ve Yardimei Sonuglar............................ 60
52 E™ (G) ve E” Xy (G_) Degisken Uslii Smirnov Smiflarinda
Yaklasim Teorisinin Diiz-Ters Teoremleri ve Bazi Esitsizlikler ................ 80
53 Lip” bher (G) ve Lip” Ohe (G_) Genellesmis Degisken Uslii
Lipschitz Siniflarinin Konstriiktif Karakterizasyonu...........cccoeevveeeennnenn. 88
54 E"(G) ve E™V (G’) Degisken Uslii Smirnov Smiflarida
de la Vallée-Poussin ve Jackson Ortalamalar1 ile Yaklasim....................... 90
5.5 I’Y(T) Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarmda
Faber-Laurent Rasyonel Fonksiyonu ile Yaklagim ..........ccccccoviiiiinnnniien. 93
6. SONUC VE ONERILER ......ououeirrerirrrerereessesesessssesesessssesessssssesessassssessans 98
7. KAYNAKLAR ..cooiiiiittinneiecsetsssnescssseessssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 99



SEMBOL LIiSTESI

C : Kompleks diizlem
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Lip” bhe . PV ([0, 2n]) ’de genellesmis Lipschitz sinifi
Lip} bher ) ([0,27]) *de genellesmis Lipschitz sinifi
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde genellikle belirli bir smniftan olan fonksiyonlara daha 1yi
ozellikli fonksiyonlarla yaklagim problemleri arastirilmaktadir. Cogunlukla, bu daha
1yi 6zellikli fonksiyonlar kiimesi olarak arastirilan fonksiyonlar uzaynin bir alt uzay1
almir. Yaklasim teorisinde polinomlar ve rasyonel fonksiyonlar kiimesi bu tip alt

uzaylar olarak diisiiniilebilir.

Yaklasim teorisinin temel problemlerinden biri, verilen fonksiyonlar uzayinin
herhangi bir elemanma alt uzaydan en iy1 yaklasan elemanin var olup olmadiginin
arastirilmas1 problemidir. Ozel halde alt uzay sonlu boyutlu olarak alindiginda
normlu uzaylarda en 1iyi yaklasim elemanmin varligi bilinmektedir. Yaklasim
teorisinin nitelik problemlerinin pozitif ¢6zliimii alt uzaym verilen uzayda yogunlugu
durumunda gerceklesmis olur. Nitelik problemlerinin pozitif ¢6ziimii nicelik

problemlerinin ¢6ziimii i¢in 6n kosuldur.

Nicelik problemleri iki kisima ayrilir. Birinei kisimda yaklasim teorisinin diiz
problemleri, ikinci kisimda ise yaklagim teorisinin ters problemleri incelenir. Temel
uzaydaki fonksiyonlarin 6zelliklerine gore yaklasim hizinmn {istten degerlendirildigi
problemlere yaklasim teorisinin diiz problemleri, bunun tersi olan yani fonksiyona

yaklasgim hizina gore bu fonksiyonun Ozelliklerinin arastirildigi problemlere ise
yaklasim teorisinin ters problemleri denir. Ilk olarak 1912 yilinda [0, 277] araliginda
siirekli ve 27 periyotlu fonksiyonlar uzayinda diiz teoremler Jackson tarafindan elde

edilmistir. 1913 yilinda ise Bernstein ayni uzayda ters teoremleri vermistir. Daha

sonra yaklasim problemleri Lebesgue uzaylarina tasmmustir.



7, , derecesi n ’yi agsmayan trigonometrik polinomlarin ailesi oldugunda

fer ([0,271']) fonksiyonu i¢in en 1yi yaklasim hatasi

E(f),=nt|f-T,

n

V’zo(_l)’-v m/(xwh)

olarak tanimlanir. Z” ([0, 27?]) Lebesgue uzaylarinda diiz teorem asagidaki sekilde

([02x)

ve alisilmig diizglinliik modiili

Q (f,S)p = sup

|n<

7 ([0,2n])

ifade edilir:

Eger £ €17([0,27]) ve r=1,2,3,... ise &yle bir ¢> 0 sabiti vardir ki, her
n=1,2,3,... i¢cin

£, ze 2]

esitsizligi saglanir.

Yukarida ifade edilen diiz teorem r =1 ve p =0 i¢in Jackson [1], r=2 ve
1< p<oo i¢cin Akhiezer [2], r>1 ve p=o i¢in ise 1951 yilinda Stechkin [3]

tarafindan ispatlanmustir.

17 ([0,27]) Lebesgue uzaylarinda yaklasim teorisinin ters teoremi r>1 ve

1< p<oo igin 1950 yilinda A. F. Timan ve M. F. Timan [4] tarafindan; r >1 ve
p=o i¢cin 1951 yilinda Stechkin [3] tarafindan ispat edilmistir. Lebesgue

uzaylarinda yaklasim teorisinin ters teoremi asagidaki sekilde ifade edilir:



Eger fGLp([O,Zﬂ']) ve r=1,2,3,... ise dyle bir ¢>0 sabiti vardrr ki,

n=1,2,3,... i¢cin

esitsizligi saglanir.

T , belirli bir mertebeye kadar tirevlenebilen 27 periyodlu bir f

n

fonksiyonuna en 1iyi yaklasan n dereceli trigonometrik polinom oldugunda,

f (k), k=1,2,3,... tlirevine 7, polinomunun ayni mertebeden tiirevi almarak

olusturulan trigonometrik Tn(k> polinomu ile yaklagim hizinin arastirildigi teoremlere

yaklagim teorisinin es zamanli yaklagim teoremleri denir. Agirliksiz ve agirlikli
Lebesgue uzaylarinda yaklagim teorisinin bazi es zamanli yaklasim teoremleri [5] ve

[6] calismalarinda ispatlanmastir.

Klasik Lebesgue uzaylari, matematigin bir¢cok alaninda, 6rnegin diferansiyel
denklemlerin ¢oziim siireglerinde kritik bir rol oynar. Bununla birlikte belirli
stiregleri ifade eden bazi fonksiyonlar Lebesgue uzaylarma dahil olmaz veya klasik
Lebesgue uzaylar1 bu fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini incelemek i¢in yetersiz kalir.

Ornegin;

| |—l/3

S(x)=|x
fonksiyonunu diistinelim. Bu fonksiyon oldukca 1yi ozelliklere sahip olmasina
ragmen [l,oo] araligindaki hicbir p icin L’ (R) smifina giremez. Fakat R ’yi

parcalara ayirirsak goriilebilir ki

fel([-2.2]) vef e L'(R\[-2,2])

olur. Bu yoOntemle hareket edilirse daha karmasik fonksiyonlarm incelenmesi

durumunda daha fazla par¢a ve daha fazla fonksiyon siniflarina ihtiya¢ duyulur.



Gergekten;

1/4

g(x)=pd " -1

fonksiyonu igin gel’([-1,1/2]), ge L' ([1/2,2]) vege L'*(R\[-1,2])  dir.
Bunun ¢ok iyi bir yaklasim olmadigi kolayca goriilmektedir. Bu gibi durumlarda
bolgeleri ayrmak yerine iissli, yani p sabitini bir fonksiyon olarak kabul ederek

kiimede tanimli fonksiyonlarin yeniden smiflandirilmalari elde edilebilir. Mesela

yukaridaki fonksiyonlar i¢cin

C9+2 9 52
D2+l 2 2|+l

p(x)
fonksiyonunu iis olarak diisiinlirsek

#) dx < oo

IR‘f(x)‘p(x) dx < oo ve IR‘g(x)

oldugu goriilir. Baska bir deyisle; parcali araliklar {izerinde farkli mertebeden
Lebesgue uzaylarmi incelemek yerine bir fonksiyonu iis olarak diisiinmek bazi
onemli fonksiyonlarin davranislarin1 daha detayli arastrmamiza olanak saglar [7,
sayfa 3]. Boylece, yeni bir takim fonksiyon uzaylar1 tanimlanarak ozellikleri
arastirilmaya baslanmistir. Bu fonksiyon uzaylarina 6rnek vermek gerekirse ilk akla
gelenler L® Musileak-Orlicz uzay1 ve bunun bir 6zel durumu olan L’ 0 degisken

uslii Lebesgue uzaylaridir.

Konveks ve soldan siirekli bir N:[0,00) —[0,0] fonksiyonu eger N(0)=0,
lim N (1)=0 ve lim,_, N(¢)=o kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona Young

fonksiyonu denir. Simdi x€ E i¢in ®(x,-) bir Young fonksiyonu olacak bi¢imde

@ : Ex[0,00) —[0,00] fonksiyonunu ele alalim.



Enaz bir A >0 reel sayis1 i¢in

p®(f):£®(x,@]dx<oo

sartn1 saglayan fonksiyonlar smifina Musielak-Orlicz uzay1 denir ve L° (E) ile

gosterilir. L” (E) uzayi,

ure 5 = inf {l >0: py (/)< 1} bigiminde tanimlanan

norm ile bir Banach fonksiyon uzayidir. Ozel durumda 1< p<oo igin @(x,¢)=1¢"
segilirse L’ (E) klasik Lebesgue uzayt; @ (x,t)=®(t) olarak segildiginde ise Orlicz
uzay1 elde edilir. Ayrica, ®(x,7)=1" ) olarak secilirse yeni bir fonksiyon uzay: elde

edilir. Buuzaya L") (E) degisken iislii Lebesgue uzayi adi verilir.

Degisken tslii uzaylar ilk olarak Orlicz tarafindan tanimlanmistir. Bu
uzaylarin matematigin bir ¢ok alaninda hizla artan uygulamalari, ozellikle
diferansiyel denklemler ve matematiksel modelleme problemlerinde kullanilmasi,
1990’11 yillardan sonra bu fonksiyon uzaylarinin arastirilmasina olan ilgiyi iyice
arttrmistir. Ayni zamanda bu uzaylarda yaklasim problemleri de arastirilmaya
baslanmis ve bir dizi temel sonu¢ elde edilmistir. Reel eksende ve kompleks
diizlemde tanimh degisken tslii Lebesgue uzaylarinda Hardy-Littlewood maksimal
fonksiyonu, Calderon-Zygmund ve Cauchy singiiler operatorlerinin smirliligmin
arastirildigr [8-14] gibi c¢alismalar bu wuzaylarda yaklasim teorisi ile 1ilgili

arastirmalarin daha diizenli bir sekilde yapilmasina imkan saglamstir.

Kompleks diizlemde diizglin normda yaklasim problemlerine benzer sekilde
integrallenebilir fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyonlar uzaymmda da yaklagim
problemleri incelenir. Geleneksel olarak bu problemler kompleks diizlemin belirli
kiimelerinde tanimli Smirnov ve agwhkli Smirnov smifi; Lebesgue ve agirlikli

Lebesgue fonksiyonlar uzayinda arastirilir.



Vurgulayalim ki, G bdlgesinin sinirmin sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi
olmas1 bu uzaydaki fonksiyonlara polinomlarla yaklagsabilmek icin yeterli degildir.

Bunun i¢in bdlge smirmin bir ek kosulu daha saglamasi gerekir.

Birim diski smirli bir G bolgesine resmeden konform doniisim @ ve

0<r<l1igin ¢ =re"” olsun. Poisson gekirdek fonksiyonu

-2

O<r<l
1-2rcos(0—¢)+r

P(r,@—go)z

20

icin log‘a)’(cj)‘:iTlog‘w’(eie)P(r,Q—w)dQ kosulu saglandig1 takdirde G
0

bolgesine Smirnov bolgesi ve bu bolgenin sinirina Smirnov egrisi denir. Yukarida

yazilmis Smirnov bolgesi olma sart1 daha basit sekilde

log|e' (0)) :izflog‘a)’(eie )\ dO olarak da ifade edilebilir [15, sayfa 444]. Smirnov
0

bolgelerine Ornek olarak yildizs1 bélgeler, Carleson bdlgeleri ve Dini-diizgiin

bolgeler verilebilir.

Kompleks diizlemde smir1 sonlu uzunluklu bir I Jordan egrisi olan smirli G
bolgesinde analitik fonksiyonlarin bir sinifi £7 (G) ile gosterilir. E7 (G) 'ye Smirnov

sinifi denir.

Eger, feE’(G), 1S p<ow verildiginde her e>0 i¢in
‘Hf(z)_P(Z)‘p|dz|<g sartin1 saglayan bir P(z) cebirsel polinomu varsa E”(G)
T
sinifinda polinomlar ailesi tamdir denir. Simdi smir1 sonlu uzunluklu Jordan egrisi

olan bir bdlgede polinomlarin tamligim1 karakterize eden asagidaki teoremi ifade

edelim:



Teorem 1.1 G kompleks diizlemde sinirt sonlu uzunluklu T Jordan egrisi
olan sumirli bir bolge olsun. Cebirsel polinomlar ailesinin E”(G), I p<w

swifinda tam olmast igin gerek ve yeter kosul T egrisinin Smirnov egrisi olmasidir

[15, sayfa 448].

[0, 277] araliginda taniml Lebesgue ve agirlikl Lebesgue uzaylarinda ¢oziilen

problemler ve yardimci unsurlar benzer problemlerin agirliksiz veya agirlikli

Smirnov siniflarinda arastirilmasina da imkan saglamustir.

I, s yay uzunluguna gore parametrelendirilmis diizgiin bir Jordan egrisi ve
O(s), T egrisinde s yay uzunlufuna karsilik gelen noktadaki teget ile pozitif reel

eksen arasindaki aci olsun. Sinir1 diizglin bir Jordan egrisi olan G bdlgesi i¢in

Q(Q, s) siireklilik modiilii

J.4dS<oo 6>0 (1.1)

olarak bilinen Dini diizgiinlik sartii sagladiginda p >1 i¢cin E” (G) smiflarinda

diiz ve ters teoremler S. Y. Alper tarafindan 1960 yilinda elde edilmistir [16]. Daha
sonra bu sonuglar V. M. Kokilashvili’nin p >1 i¢in diiz teoremi verdigi [17] ve J. E.
Andersson’in p >1 oldugu durumda diiz ve ters teoremi verdigi [18] caligmalariyla
regiiler smirli bolgelere genellestirilmistir. 1968 yilinda V. M. Kokilashvili tarafindan

Smirnov uzaylarmm bir genellemesi olan E,, (G) Smirnov-Orlicz uzay: tanimlanmig

ve G bolgesinin smir1 (1.1) sartin1 sagladiginda yani yeterince diizgiin bir Jordan
egrisi oldugunda bazi ters teoremler ispatlanmistir [19]. Yine agirhikli Smirnov
uzaylarmin bazi alt uzaylarinda konstriiktif karakterizasyon problemleri G
bolgesinin sinirmm Radon egrisi oldugu durumda Dynkin [20], bélge sinirinin
Carleson egrisi oldugu durumda ise Israfilov [21], Israfilov ve Guven [22]

tarafindan elde edilmistir.



Tezin temel arastirma konularindan biri olan degisken usli L” 0 (F) uzayl,

J. ‘ f (z)‘p(z)|dz|<oo kosulunu saglayan sonlu uzunluklu T’ Jordan egrisi iizerinde
r

taniml1 Olgiilebilir f fonksiyonlarindan olusur. Degisken tsli Smirnov smifi

E” (‘)(G) ise smir1 sonlu uzunluklu I' Jordan egrisi olan smirli G bolgesi i¢in

g™ (G)= {f €E'(G):fe v (F)} bigiminde tanimlanir.

Sonlu uzunluklu I' egrisinin (1.1) kosulunu sagladigi durumda agirlikl
E™(G) smiflarinda yaklagim teorisinin diiz ve ters teoremleri ispatsiz olarak [23]
ve [24] calismalarinda verilmistir. Daha sonra farkli bir diizgiinlik modiilii
kullanilarak [25] ¢alismasinda E” 0 (G) siniflarinda yaklasim teorisinin diiz ve ters

teoremleri ispatlanmistir.

7 (‘)([O,ZW]) uzaylarinda ilk olarak p :=essinf p(x)>1 ve maksimal

x€[0,27]

operatoriin - sinirli  oldugu durumda ( f, 6 = sup
0<h<é

f\f f(-+t)at

p()
biciminde bir diizgiinlik modiilii Guven ve Israfilov tarafindan [26] calismasinda
tanimlanmis, bu modiil yardimi ile yaklasim teorisinin diiz teoremi ispat edilmis ve
Fourier serilerinin Nérlund ortalamalarinin  yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
Benzer sonuglar p_ >1 oldugu durumda diger diizgiinliik modiilleri kullanilarak
[23], [24], [27] calismalarinda verilmistir. p_ >1 oldugu daha genel durumda ise
Q, (f.0) modiiliinden daha hassas olan
h

Q(f,é)p() = sup lf(f(-)—f(-—#t))aft

bicimindeki diizgiinliik modiilii [28]
0<h<s | h

p()
calismasinda Sharapudinov tarafindan tanimlanmis, yaklasim teorisinin diiz ve ters

teoremleri bu modiil yardimu ile ispatlanmustir.



Tez alismasinin iigiincii boliimiinde [28] ¢alismasinda 2 ([0,27?]) degisken

islii Lebesgue uzaylarinda tanimlanan birinci mertebeden Q( f ,6)p diizgiinliik

()
modiilii, yiiksek mertebeden modiillere genellestirilmis, p(-) s fonksiyonunun
p_ >1 kosulunu sagladigi durumda yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri

ispatlanmistir. Bu sonuglar yardimi ile bu uzayin alt uzayi olan genellesmis Lipschitz
siniflarmin konstriiktif karakterizasyonu elde edilmistir. Dordiincii boliimde degisken

iislii Sobolev uzaylarinda bazi es zamanli yaklasim teoremleri ispatlanmistir.

Besinci bolimde ' egrisinin Dini diizgiin egri oldugu durumda E*(G) ve
E” (')(G‘) degisken Smirnov smiflarinda yiiksek mertebeden diizgilinliik modiilleri

yardim ile yaklasim teorisinin diiz-ters teoremleri ispatlanmis ve bu uzaylarin bazi
alt uzaylarinmn konstriiktif karakterizasyonu elde edilmistir. Ayrica bu uzaylarda

Marcinkiewicz ¢arpan ve Littlewood-Paley tipi teoremler ispatlanmistir. Besinci
boliimde, ayni zamanda, E” (‘)(G) ve EMV) (G") smiflarinda sirasiyla fonksiyonlarin
Faber serilerinin ve Faber rasyonel fonksiyonlarinin kismi toplami yardima ile de la
Vallée-Poussin ve Jackson ortalamalar1 tanimlanmis ve bu ortalamalar ile yaklagim
hizlar1 degerlendirilmistir. Bu boliimiin sonunda L’ (‘)(F) uzayinda Faber-Laurent

rasyonel  fonksiyonlarmin  yaklasim  6zellikleri incelenmis olup uygun

degerlendirmeler elde edilmistir.

Belirtmek gerekir ki bu tez ¢alismasinda elde edilen yeni bulgular tezin
yazilma silirecinde cesitli dergilere sunulmustur. Bu bulgulardan bir kismi
yaymlanmig ve bir kismi da uluslararasi konferanslar ve sempozyumlarda ifade

edilip bildiri kitaplarinda basilmiglardir.



2. ON BILGILER

2.1 Bazi Temel Kavramlar ve Teoremler

2.1.1 Tamm (V,

: ) normlu uzay olsun. V iizerinde d(x,y) :”x—y” olarak

tammlanan metrige |||| normu ile iliskili metrik ve (V,d ) uzayma |||| normu ile

iliskili metrik uzay denir [29, sayfa 36].

2.1.2 Tamm (V,

: ) normlu uzay olsun. Eger |||| normu ile iligkili metrik uzay

(V,d) bir tam metrik uzay ise (V,

: ) uzayma Banach uzayt denir [29, sayfa 48].

2.1.3 Tanmm V. W R (veya C) iizerinde tammli iki vektor uzay ve

T:V —W bir doniisiim olsun. Eger T doniisiimii her o, €R (veya C) ve her
x,y €V igin T(ax+ﬁy):aT(x)—|—ﬁT(y) sartint saglyyorsa bu doniisiime lineer

operator (lineer doniigiim) denir 30, sayfa 220].

2.1.4 Teorem (V,

) normlu uzay, W onun yogun bir alt uzayr ve Y bir

Banach uzayi olsun. S :W — Y simirll bir lineer operator oldugunda her x e W igin
T(x) :S(x) ve ||T|| :”S” olacak sekilde bir tek T :V — Y simirlt lineer operatorii
vardwr [29, sayfa 99].
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2.1.5 Tanmm V, R (veya C) iizerinde bir vektor uzay olsun. V vektor
uzayimda tammli skaler degerli fonksiyona fonksiyonel denir. Bir T:V — R
fonksiyoneli her x,y €V ve a€R igin T(ax+ﬁy):aT(x)—|—ﬁT(y) ozelligini

saglhyorsa bu fonksiyonele lineer fonksiyonel denir [29, sayfa 105].

2.1.6 Tammm [ Lebesgue ol¢iilebilir bir fonksiyon ve a,b € R olsun.
esssup f(x) =inf {b: f(x) < b hemen her yerde}
ifadesine f fonksiyonunun esasl supremumu denir. Benzer sekilde
esiinf f(x) =4 sup{a: f(x) > a hemen her yerde}

ifadesine f fonksiyonunun esash infimumu denir [29, sayfa 26].

2.1.7Tanim 1< p<oo igin

”f(x)‘pdx<oo, 1<p<oo
Y,

esssup|f(x)| <, p=o0

xeA

kosulunu saglayan, A iizerinde tamimli Lebesgue dlgiilebilir f fonksiyonlarinin

olusturdugu kiime L7 (A) ile gosterilir. ¥ (A) kiimesine Lebesgue uzay denir [29,
sayfa 27].

2.1.8 Tammm 1< p <oo igin 2w periyodik ve Lebesgue dlgiilebilir tiim f

fonksiyonlarinin Lebesgue uzayr LF ([O, 27r]) ile gosterilir.

11



2.1.9 Tamm IC[0,27T] bir aralik olsun. f €l ([0,271']) fonksiyonu i¢in x

elemanini iceren tiim I araliklart tizerinden supremum alinarak

1

M( f)(x):sllfﬂ [ | (»)dv. xe[0,27]

big¢iminde tamimlanan ortalamaya f ’in Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve
M:f —>.’M( f ) bi¢iminde tamimlanan lineer operatore Hardy-Littlewood

maksimal operatorii denir 31, sayfa 84].

2.1.10 Teorem G sonlu uzunluklu bir Jordan egrisiyle sinirlanmig sinirly bir
bolge ve T' bunun pozitif yonlendirilmis sinwrt olsun. f, C—G bolgesinde analitik

bir fonksiyon ise

olur [32, sayfa 486].

2.1.11 Tammm ' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. 1 < p < oo igin

I/p

<00

[17 ) e

T

”f”L/’(F) -

kosulunu saglayan U iizerinde tanmiml biitiin Lebesgue ol¢iilebilir kompleks degerli

fonksiyonlarin kiimesine Lebesgue uzayt denir ve L' (F) ile gosterilir. L' (F) uzayl

|||| o (py oMU ile bir Banach uzayidir [33].

2.1.12 Teorem (Riemann Déniisiim Teoremi) G CC surt en az iki

noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z,c G olsun. Bu durumda G

bolgesini birim disk D 'ye f(zo)zo ve f’(zo)>0 kosullari altinda resmeden bir

tek konform doniisiim vardir [34, sayfa 2].
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2.1.13 Teorem E C C en az iki noktadan olusan basit baglantili tiimleyene

sahip simirly bir kontiniyum olsun. Bu durumda C— E bolgesini C-D ‘ye

go(oo):oo ve limM>0

zZ—00 Z

kosullar: altinda resmeden  konform doniisiimii tektir [34, sayfa 13].

2.1.14 Teorem Eger G bolgesinin sinirt bir Jordan egrisi ise G bolgesinden

D birim diske her konform doniisiim G ‘ye bire bir ve stirekli olarak genisletilebilir

[35, sayfa 24].

2.1.15 Tammm f, G icerisinde analitik ve p >0 olsun. G igindeki I', — T’

ozelligine sahip sonlu uzunluklu kapali Jordan egrilerinin bir {Fn} dizisi i¢in

JIr G fad < m

kosulunu n ’den bagimsiz bir M sabiti ile saglayan [  fonksiyonlarinin sinifina
Smirnov sinifi denir ve E” (G) ile gosterilir. Ozel halde G =D ise H” (]D)) Hardy

uzayi elde edilir [15, sayfa 438].

2.1.1 Toerem Eger f(z) cE' (G) ise ff(z)dz = 0 eyitligi sagalanir [15,
r

sayfa 439].

2.1.17 Tammm T sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi, f € L' (F) olsun.

I =Tn{¢:|¢—z|>e, z, €T}

oldugunda

.1 f(Z/) ;1 f(zl) /
lg%%riur[z'—zodz B 27Ti(P'V)f'4dZ
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limiti varsa bu limite f fonksiyonunun Cauchy singiiler integrali denir ve S ( f )(zo) ile

gosterilir. Sp: f — Sp ( f ) big¢iminde tamimlanan lineer operatére Cauchy singiiler

operatorii denir [15, sayfa 431].

2.1.18 Onerme (Privalov Onermesi) Eger Cauchy integrali T' iizerinde
hemen her yerde 1" 'min bir tarafi iizerinde bulunan biitiin agisal yollar boyunca
belirli bir limit degerine sahip ise Cauchy singiiler integrali U iizerinde hemen her
yerde mevcuttur ve Cauchy integrali 1" 'min diger tarafi tizerinden U iizerinde hemen
her yerde agisal limit degerine sahiptir. Tersine Cauchy singiiler integrali T
tizerinde hemen her yerde mevcutsa Cauchy integrali 1" 'nin her iki tarafi iizerinden
de T iizerinde hemen her yerde agisal limit degerine sahiptir. Burada 1 iizerinde
hemen her yerde

lim f,(—Z/)dz’:(P.V) LZ/)dz’imf(zo)

/
z—2z, = —
0 T z z T z Z,

formiilii saglanir. Bu formiilde sol taraftaki limit agisal yollar boyunca alimir. Sag

taraftaki isaret, agisal yol z, € I' noktasindaki tegetin solunda kalirsa pozitif, agisal

yil tegetin saginda kalirsa negatiftir [15, sayfa 431].

G, smir1 I' olan smirh bir bélge olsun. Genelligi bozmadan orjin noktasinin

G bolgesi i¢inde oldugunu kabul edelim. Eger f € L” (F) ise

f+(z)::L_ &df, zeG (2.1)
2mip E—z
1 oS8 )
f (Z)——zﬂ_lbl[gdf, zeG (22)

seklinde tanimlanan " :G— C ve f~ :G~ — C fonksiyonlar1 sirasiyla G ve G~

iginde analitiktiler ve f~ (00)=0 dir.

14



Boylece, I' 'nin her iki tarafi lizerinde bulunan agisal yollar boyunca limit almarak I’

iizerinde hemen her yerde gecerli olan

(@)= 5+ 7 (2) @3
(&) =5 (1)) -5/ (2) @4

esitsilizliklerine ulasilir ve bu esitsizliklerden
f(2)=1"(z)-1"(2) (2.5)

formiilii elde edilir [15, sayfa 437].

2.1.19 Tammm I' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi; z €1’ ve € >0 igin

D(z,e)= Fﬂ{te C:zeT' ve |t—z| <€} olsun. Eger Supsup‘F(Z,é?)‘
e>0 zel’ €

<oo ise I' 'ya

Carleson egrisi denir. Kompleks diizlemdeki tiim Carleson egrilerinin kiimesi € ile

gosterilir 36, sayfa 2].

2.1.20 Tammm g fonksiyonu [0, 277] C R iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun.

g  fonksiyonunun  siireklilik  modiilii 1,1, € [0, 277] ve 6>0 igin

w(g,é) = sup {‘g(t,)—g(tz)‘} olarak  tammlanr. f@dt<oo kosulunu
0

|6y —ta| <6

saglayan g fonksiyonuna Dini-siirekli fonksiyon denir [35, sayfa 46].

Simdi € egri ailesinin bir alt ailesini tanimlayalim.
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2.1.21 Tanmm I':=~, (t), 0 <t < 2w bir Jordan egrisi olsun. Eger 1" diizgiin

egri ve %/ (t) fonksiyonu dini-siirekli ise 1" egrisine Dini diizgiin egri denir.

Kompleks diizlemde tiim Dini diizgiin egrilerin ailesi © ile gosterilir 35, sayfa 48].

2.1.22 Tanm q,,b, € R, k=1,2,...,n ve |an|+|bn| =0 icin

T (x):%"—l—iak (coskx + b, sin kx)

n
k=1

olarak tamimlanan ifadeye n dereceli trigonometrik polinom denir ve n=0,1,2,...
icin derecesi n ’yi asmayan trigonometrik polinomlarin kiimesi 11, ile gosterilir [37,

sayfa 2].

Herhangi bir 7, (x) tigonometrik polinomu kompleks bigimde de ifade

edilebilir. Tanmim 2.1.22°de ifade edilen T, (x) trigonometrik polinomu

1 —_—
Cy :&, Ck :E(Qk _ibk) vec,=¢,k=L2..n

oldugunda ¢, € C ve |k|<n igin T, (x)= > ¢,e" bigiminde bir gdsterime sahiptir.
k=—n

n

=0 igin P, (z):Zakzk

k=0

2.1.23 Tanmm o, €C, £=0,1,2,....n ve

an

olarak tamimlanan ifadeye n dereceli cebirsel polinom denir [37, sayfa 2].

2.1.24 Tanm f €L ([0,271']) olsun. k=0,1,2,3,... icin

1 2

ak(f)zaklef(t)coskxdt ve b(f)=b,=— [ f(t)sinkedt
ﬂ'O

0
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o0
olmak iizere —O—l—g (ak coskx+b, s1nkx) serisine f fonksiyonunun Fourier
=1

serisi, a, ( f ), b, ( f ) katsayilarina da f fonksiyonunun Fourier katsayilari denir

ve f(x ?O > "(a, coskx +b, sin kx) yazilir [38, sayfa 46].
Je=1

2.1.25Tamm f € L ([0, 27?]) olsun. k =0,%+1,%2,... icin
1 2r
¢ (f)=c, =E£f(t)e’“dz

olmak iizere g cke’k’ serisine f fonksiyonunun kompleks bicimli Fourier
k=—00

serisi, c, ( f ) katsayilarina da [ fonksiyonunun kompleks Fourier katsayilart

denir [38, sayfa 47].

2.1.26 Tamm fclL ([0,271']) ve a, (f), b, (f) onun Fourier katsayilart
olsun. S (f)=s,(f)(x)= a_20 + i (a, coskx + b, sin kx) ifadesine f
k=1

fonksiyonunun n’inci Fourier kismi toplami denir [37, sayfa 31].

D, () Dirichlet gekirdegi ve F,(t) Fejér gekirdegi

1 _sin((2n+1)t/2)
) —§+;coskt = s (02)

D)=

2(n+1)

sin((n+1)t/2)]2

sin(¢/2)

n—H

olarak tanimhidir [37, sayfa 24].
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2.1.27 Tamm f €L ([0, 27?]) ve S, (f)(x) onun n’inci Fourier kismi toplami

2n—1

olsun. V, (f) =V, (f)(x) = lZSk (f)(x) ifadesine f fonksiyonunun de la Vallée-
n k=n
Poussin ortalamasi denir [37, sayfa 32].
_sin(3nt/2)sin (nt/2)

21.28 Tamm n»n=12.73,.. icin .’Kn(t)— 5 'z(t/Z) olarak
nsin

tammlanan ifadeye de la Vallée-Poussin ¢ekirdegi denir [5].

De la Vallée-Poussin ¢ekirdeginin, Dirichlet ve Fejér c¢ekirdeklerinin
tanimlar1 dikkate alinarak de la Vallée-Poussin ortalamasinin integral gosterimi

asagidaki gibi elde edilir:

V() == [ £}, (x—t)dt. (2.6)

T, €1l, trigonometrik polinomu gbz Oniine almwsa S, (7,)=T, ve

V.(T,)=T, esitlikleri gegerli olur [37, sayfa 196].

n

2.1.29 Tammm f el ([0,271']) ve n=1,2,3,... icin

3
A, ()= 2n (20" +1)

sin (nt/2)]4
sin (¢/2)

ifadesine Jackson cekirdegi ve J, (f) =J, (f)(x) = lff (x —t)An (t)dt integraline
T -7

Jackson singiiler integrali denir |39, sayfa 202].
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2.1.30 Tamm f €L ([0,27?]); a, (f), b, (f) f ’in Fourier katsayilart ve

, k=0,1,2,...,2n—2

s1n nt 2 2 ()
sin (n1/2) ch coskt  oldugunda A" __ 34
sin(/2) 2n(2n +1)

2n—2

olsun. J, (f) = Z )\,E"> [ak (f) coskx +b, (f)sin kx] ifadesine f  fonksiyonunun
f=

Jackson ortalamasi denir [40, sayfa 17].

2.1.31 Tanim 1< p<oo ve r=0,1,2,... olsun.
wr ([0, 27T]) = {f: £ mutlak siirekli ve ) e 1” ([0, 27?])}

kiimesine r. mertebeden Sobolev uzayi denir.

2.1.32 Tamim 4 := [0, 277] veya I' sonlu uzunluklu Jordan egrisi oldugunda
Lebesgue olgiilebilir bir w:A—>[0,oo] fonksiyonu igin w’l({O,oo}) kiimesinin

Lebesgue ol¢giimii sifir ise w fonksiyonuna A tizerinde bir agirlik fonksiyonu denir

[36, sayfa 27].

2.1.33 Tammm ' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve w, I' iizerinde bir

I/p

agirlik fonksiyonu olsun. 1< p < oo igin ﬁf‘f(z)‘p‘w(z)Hdﬂ < oo kosulunu
T

saglayan T iizerinde tamimli biitiin Lebesgue ol¢iilebilir kompleks degerli f
Sfonksiyonlarimin kiimesine agwlkli Lebesgue uzayr denir ve L’ (F) ile gosterilir

[21].
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2.1.34 Tammm T sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve w, 1" iizerinde bir

agirlik  fonksiyonu,  ayrica 1<p<oo olsun. Eger w  fonksiyonu

F(z,e)::Fﬂ{te(C: zel ve |t—z|<5} oldugunda

p—1

sup sup
zel' >0

2 [ w(Q)lad]

€ F(Z,E)

2 [ fote) g

F(Z,E)

<0

kosulunu sagliyorsa U iizerinde A, — Muckenhoupt sartini saglar denir ve T’

tizerinde A, — Muckenhoupt sartim saglayan tim agulik fonksiyonlarimin kiimesi

4, (F) ile gosterilir [21].

2.1.35 Tamm I' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. f €L (T)

fonksiyonu icin z elemanini iceren tiim sonlu uzunluklu ~ C1U yaylar: iizerinden

supremum almarak M. ( f )(z):sup big¢iminde tanmimlanan
hEYA

mf Vel

ortalamaya  f ’in  Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

denir  ve
M.:f —>.’MF( f ) bi¢iminde tamimlanan lineer operatore Hardy-Littlewood

maksimal operatorii denir 36, sayfa 44].

2.1.36 Tamim w, I iizerinde tanimli bir agirlik fonksiyonu olsun. 1< p < oo
icin E?(G):= {fEEl (G):feLl’ (F)} olarak tamimlanan kiimeye G bélgesinde

analitik fonksiyonlarin agirlikli Smirnov sinifi denir [21].

2.1.37 Tanim (© gosterimi) f ve g bir ACC kiimesi iizerinde tanimli iki
fonksiyon olsun. Eger hemen her z € A ig¢in ‘f(z)‘gM‘g(z)‘ olacak sekilde bir

M >0 sayist varsa bu durum f = @( g) ile gosterilir.
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22 M (€2) Degisken Uslii Lebesgue Uzay1 ve Bazi Temel Ozellikleri

2.2.1 Tanim QCR Lebesgue dlgiilebilir bir kiime ve p(~):Q—>[l,oo)
Lebesgue olgiilebilir bir iis fonksiyonu igin f ‘ f (x)‘pm dx < oo kosulunu saglayan
0

tiim Lebesgue olciilebilir f fonksiyonlarinin kiimesine degisken iislii Lebesgue

uzayt denir ve L’ 0 (Q) ile gosterilir [41, sayfa 13].

Degisken iislii Lebesgue uzaylarinda s fonksiyonu uzaymn bir takim

fonksiyonel 6zelliklerini belirlemekte 6nemli rol oynamaktadir. p() fonksiyonu 2

iizerinde tanimli  bir {s fonksiyonu oldugunda p_:= essigrzlf p(x) ve
xXe

D, = esssup p(x) olsun.
xeQ

2.2.2 Onerme p(~):Q—>[l,oo) Lebesgue olgiilebilir fonksiyon olsun.

Jo (Q) uzaymin bir vektor uzay olabilmesi igin gerek ve yeter kosul p() Uis

Jonksiyonunu igin p, < oo olmasidir [41, sayfa 15].

2.2.3 Tanim p() - [l, oo] ve f Lebesgue ol¢iilebilir fonksiyonlar olsun.

Q= {x eq): p(x) = oo} kiimesi icin Py (f) = f ‘f(x)‘P(ﬂdx+essgup‘f(x)‘

0\Q,

fonksiyoneline modiiler fonksiyonel denir |7, sayfa 17].

2.2.4 Tanim p() Q- [l,oo) Lebesgue ol¢iilebilir bir fonksiyon olmak tizere

p, <oo icin 7 () uzay: ||f||p(_) ::inf{/\>0: ppo(f/)\)gl} normu ile bir

Banach uzayidwr |7, sayfa 55].
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Jo (©) degisken isli Lebesgue uzaymda iis fonksiyonu olan p(-) ,
1< p < oo sonlu sayisi igin p(x)= p bigiminde bir sabit olarak alindiginda bu uzay

klasik Lebesgue uzayr L () ile ¢akisir. Bu durumda ||-||p(,> :||-||p halini alir. Bu

durum 2V (€2) uzaymin L (£2) 'nn bir genellesmesi oldugunu ortaya koyar.

Klasik uzaylarda bildigimiz Holder esitsizligi, genellestirilmis Minkowski

esitsizligi gibi bazi esitsizlikler degisken islii uzaylarda da gegerli olur. L” (Q)

uzaylarinda iyi bilinen bazi teoremler L” 0 (Q) uzaylarinda asagidaki gibi ifade

edilirler.

2.2.5 Teorem (Holder Esitsizligi) p(-):Q—> [l,oo) Lebesgue dl¢iilebilir bir
fonksiyon ve 1/p+1/p'=1 olsun. Her f eV () ve g et () icin fgeL'(Q)

olup p() fonksiyonuna baglh pozitif 6yle bir K ( p) sabiti vardir ki
)

esitsizligi saglamr |7, sayfa 27].

2.2.6 Teorem (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) p(-):Q—> [l,oo) ve
f:OxQ—R Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlar ve hemen her y€§) igin
f (-, y) eV (Q) olsun. Bu durumda p() fonksiyonuna bagh pozitif dyle bir K~ ( p)
sabiti vardir ki

[ F(oy)ay

Q

<K' (p) [ (2], v
p() @

esitsizligi saglanmr |7, sayfa 38].
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2.2.7 Teorem (Gomiilme Teoremi) p(),q():Q—[l,co) Lebesgue
olgiilebilir iki fonksiyon ve |Q\QOC| < oo olsun. 'V (Q) c 1Y (Q) olmast igin gerek
ve yeter kosul hemen her yerde p(x)gq(x) olmasidir. Ayrica bu durumda

||f||p(.> < (1 +|Q\Qw|)||f||q(.> esitsizligi gecerli olur [7, sayfa 41].

Boylece |Q| <oo oldugu varsayilirsa Teorem 2.2.7 dikkate almarak
M, =1y =€
p, <oo ek kosulu altinda || f ||p(.) < (1 +|Q|)|| f ||q(.) ifadesinin gegerli oldugu goriiliir.

Cx

f ||]g+ olacak sekilde c,,c¢” katsayilarmm bulundugu ve

2.2.8 Teorem p() Q- [l,oo) Lebesgue ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

p. <oo ise ) iizerindeki tim sl fonksiyonlarn olusturdugu kiime L 0 (Q)

uzaymda yogundur [42].

23 1Y ([0,27?]) Degisken Uslii Lebesgue Uzayinda Bazi Teoremler

Bu bolimde olgiilebilir bir 2 CR kiimesi lizerinde tanimli degisken iislii
Y (Q) uzaymin [0, 277] araligina kisitlanmasi ile elde edilen L” Y ([0,271']) uzaymda

yaklagim teorisi ve operatorler teorisinin bazi 6nemli teoremleri ifade edilecektir.

2.3.1 Tamm p(~):[0,27r]—>[l,oo) ve 1<p_ §p(x)§p+ <oo olmak

lizere pozitif bir d sabiti igin ‘p(x)—p(y)‘ln|2—7|§d ; x,y€[0,27r] ve X#Y,
X=y

kosulunu saglayan tiim Lebesgue olgiilebilir, 2 periyodik p iis fonksiyonlarinin

kiimesi ’P([O, 27?]) ile gosterilir. ’P([O, 27?]) kiimesinin p_ >1 kosulunu saglayan alt
kiimesi P° ([0, 27?]) ile gosterilir [41].
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Tanim 2.3.1 ile verilen bu kosulun benzeri ilk olarak 1. Sharapudinov

tarafindan 2" ([0,1]) uzayimda diisiiniilmiis ve bu kosulu saglayan iis fonksiyonlari

icin tanimlanan 27" ([0,1]) uzayinda Haar sisteminin bir baz olusturdugu

ispatlanmistir [43].

2.3.2 Teorem fELp(')([O, 271']) olsun. Eger her 0<|x—y|§1/2 igin
pG‘PO([O,ZW]) ise pozitif bir ¢(p) sabiti vardir yle ki H.’M(f)”p(.) gc(p)”f”p(.)

esitisizligi saglanir [10].

2.3.3 Teorem Eger fELp('>([O,27r]) ve pG’PO([O,27T]) ise pozitif bir c(p)

sabiti vardir oyle ki HSn (f)”p(.) < c(p)”f”p(.) olur [44].

Boylece Haar sisteminin L’ ('>([0,27r]) uzay! i¢in sagladigi ozelligin bir

benzerinin L’ (')([0,27r]) uzayinda {e”‘x}, k=0,£1,£2,... sistemi icinde gecerli

oldugu sonucu goriilebilir.

2.3.4 Sonu¢ p G’PO([O, 27?]) ise {eﬂ‘x}kez trigonometrik sistemi Lp(')([O, 27r])

uzayt i¢in bir baz olusturur [41, sayfa 95].

Teorem 2.3.3 kullanilarak L” (')([O, 27r]) uzaylarinda yaklasim teorisinin bir

takim teoremleri [26-27] ve [45-46] c¢alismalarinda ispatlanmistir. Bu ¢aligsmalarda

pe‘PO([O,ZW]) kosulu altinda yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri cesitli

diizgiinlik modiilleri kullanmilarak agirhikli ve agirlksiz degisken {iisli Lebesgue

uzaylarinda verilmistir. p € P° ([0, 27?]) oldugu durumda .’M( f ) , Hardy Littlewood

maksimal operatoriiniin - smirlihgr  L° (')([0,27r]) uzaymda degisik sekillerde
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diizgiinlik modiilleri tanimlanmasmna imkan tanimmistir. p_ =1 oldugu durumda

maksimal operatoriin smnirli olmadigr gerceginden hareketle bir diizglinliik modiilii

tanimlayabilmek i¢in yeni bir yaklasima gereksinim duyulur.

{7a(1)}

ercoo ile k, (x) Olgiilebilir, 27 periyodik ve esashi smirli bir

gekirdek fonksiyonu olmak iizere f € L' ([0, 27?]) icin

(1) =6 )= [ 10k o

biciminde tanimalanan konvoliisyon operatorleri ailesi gosterilsin.

Eger k, (x) , 1<)A<oo, ¢ekirdek fonksiyonlar1 A ’dan bagimsiz

v,7,¢;(j=1,2,3)>0 sabitleri i¢in
f‘k ‘dx<cl, B) sup ‘k )‘gc;)\"’ C) A7 <[y < i¢in ‘kA (x)‘gc;
xé€[—m,7]

ozelliklerini - saghyorsa {k,(x)},_,  gekirdek fonksiyonlari ailesi 4),B),C)

sartlarin1 saglar denir.

2.3.5 Teorem {kA (f)}, 1<\ <00, ¢ekirdek fonksiyonlart ailesi A),B),C)

sartlarii  saglasin. Eger fELp('>([O,27rD ve pG’P([O,ZW]) ise {% (f)}

1<A\<0
operatorleri ailesi L' (')([0,27r]) uzayinda diizgiin sumirlidir; pozitif bir c( p,)\,u,fy)

sabiti vardir oyle ki

H‘%)\ (f)”,;(.) Sc(p’A’V’V)”f”p(.)

esitsizligi gecerli olur [41, sayfa 65].
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2.3.6 Teorem fELp('>([O,27r]) , pG’P([O,ZW]) ve 1<A<x, 0<vy<l1

1
+TH—
XT2/1

olmak iizere |7'|§2)\L7 igin SM(f):l j f(t)dt olsun. O zaman

1
X

{S/\’T ( f )}l<)\<oo e T operatorler ailesi L' O([O,Zﬂ']) uzayida diizgiin simirlidr;
= 5 T,W

oyle bir c( p) sabiti vardir ki

HS)\,T (f)Hp() SC(p)(Z?T—Fl)m— ”f”p()

esitsizligi gecerlidir [44].

pE ’P([O,27r]) oldugunda Teorem 2.3.6 kullanilarak f € /" ([0,27r]) ve
6 >0 i¢in

h
Q(f ::
(F-8)y= s b [ pi

olarak tanimlanan diizgiinliikk modiiliiniin

imQ(f.6),, =0 ve Q(f.8),, <c(p)|/],, (2.7)

6—0

ozelliklerini sagladig1 gosterilmistir [28].

2.3.7 Tamm p G?([O,Zﬂ']) olsun. fELp('>([O,27r]) icin

E, (f)p(.) = inf ||f T|| n=0,12,..

T,€ll,

sayisina [ fonksiyonunun en iyi yaklagim hatast veya en iyi yaklasim sayist ve
Tn( f ) =1, trigonometrik polinomuna da f fonksiyonuna en iyi yaklasan n

dereceli trigonometrik polinom denir.
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2.3.8 Tamim pG’P([O,ZW]) olsun. fELp('>([O,27r]) ve n ’den bagimsiz

porzitif bir ¢ >1 sabiti i¢in

|f-1;

() <CcE, (f)p(.) , n=0,12,..

esitsizligini  saglayan, derecesi n yi asmayan T, ( f ):Tn* cll, trigonometrik
polinomuna [ fonksiyonuna hemen hemen en iyi yaklasan n dereceli

trigonometrik polinom denir.

fero, 27?]) ve S, (f)(x) onun n ’inci Fourier kismi toplami olsun.

LSS ())

_”+1k:0

o,(f)=0,(/)x)

ifadesine f fonksiyonunun Cesdro ortalamas: denir. o, ( f ) Cesaro ortalamasi Fejér
¢ekirdegi yardimu ile o, (f)=— f f(¢)F,(t—x)dt olarak ifade edilen bir integral
T

gosterime sahiptir [47, sayfa 89]. Teorem 2.3.5 uygulanarak p € P ([0,27?]) sart1
altinda o, ( f ) ’in integral gdsteriminin L” (')([0,27r]) uzayinda sinirli olacagi

sonucuna varilir ve her f € L” 0 ([0,27r]) ve n=1,2,... igin goriiliir ki

I’ (')([O, 27r]) degisken iisli Lebesgue uzaylarmda p G’P([O,Zw]) kosulu
altinda yaklagim teorisinin bir diiz teoremi [28] ¢alismasinda ispatlanmistir. Ayni
calismada Bernstein tipi bir esitsizlik ispatlanmis ve L” Y ([O, 27r]) uzaymin alt smnifi

olan

Lip (o) = {f c 1Y ([0, 27?])1 Q(f,é)p() <ceb*vel<a< 1}

Lipschitz smiflar1 i¢in bir ters degerlendirme verilmistir. Bu degerlendirmenin

Y ([O, 27r]) uzayina genellestirilmesi [25] calismasinda elde edilmistir.
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2.3.9 Teorem Eger pG’P([O,ZW]) ve fELp('>([O,27rD ise pozitif bir c(p)
sabiti vardir oyle ki n=1,2,... i¢in E, (f)p(,) < c(p)Q[f,l] esitsizligi saglanmr
)
[28].

2.3.10 Teorem (Bernstein Esitsizligi) p ’P([O,Zw])olsun. T, (x) n dereceli

trigonometrik  polinomu ig¢in  pozitif  bir c( p) sabiti  vardir oyle ki

<c(p)nlr, (x)] ,, esitsiztigi gecerlidir [28].

X, (t) de la Vallée-Poussin ¢ekirdegi i¢in c; >0 (j=4,5,6) sabitleri ile

) %f 5.0 <cilog(3/2):8) sup |56 o) <im €)' <o.<2m ™ fin [ (1] <c;

ozellikleri gegerli olup, K

n

(¢) ¢ekirdegi A),B),C) sartlarini saglar [48]. Boylece
eger p € ’P([O,Zw]) ise (2.6) gosterimi dikkate alindiginda Teorem 2.3.5 sonucunda

her fELp('>([O,27rD ve n=1,2,... i¢in pozitif bir c(p) sabiti ile

V(g <@,y (2.9)

esitsizligi saglanir. Benzer sekilde A, () Jackson gekirdegi,

a) %fAn (1)t =1,b) sup ‘An (f)‘fc;”, c) n It <t<2r—n* icin ‘An (f)‘gc;"

te[—m,m]
bigimindeki ¢, >0 (j=7,8) sabitleri ile 4),B),C) sartlarm saglar [28]. Boylece
peP((0.27) ve ferV(0.2q]) oldugunda J,(f)= [ flx—oW, (1)d
ﬂ-—ﬂ'

singiiler integrali i¢in pozitif bir c(p) sabiti vardir oyle ki n=12,... i¢in

Jn (f)Hp(.) < c(p)”f”p(-) olur.
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2.3.11 Teorem Eger p G’P([O,ZW]) ve fELp('>([O,27rD ise pozitif bir c(p)
sabiti vardir oyle ki n=1,2,... icin Hf—J,, (f)”p() < C(p)Q[f,l] esitsizligi
p()

saglanir [28].

2.3.12 Tanim p() : [0,277] — [l,oo) Lebesgue olgiilebilir , 2w periyodik bir

fonksiyon ve k =1,2,... olsun.

Wk”('> ([0, 27T]) = {f: f(k_]> mutlak stirekli ve f(k> c ) ([0, 27T]) }
kiimesine k. mertebeden degisken iislii Sobolev uzayi denir ve W (‘>([0,27T])

degisken iislii Sobolev wuzayr p, <oo oldugunda || f

_ (%)
e =Wl ol

bigiminde tanimlanan norm ile bir Banach uzayidur.

2.3.13 Teorem Eger peP([0,27]) ve few/V([0,27]) ise r=0,1,2,3,...

igin pozitif bir c(p) sabiti vardir oyle ki n=1,2,...icin

Ir=,()], <2, ()

n

p()

esitsizligi saglanir [48].

Teorem 2.3.9 ve Teorem 2.3.13° ten Teorem 2.3.14 elde edilir.

2.3.14 Teorem Eger pG’P([O,ZW]) ve feW,p(‘) ([0,271']) ise r=12,3,...

igin pozitif bir c(p) sabiti vardir oyle ki n=1,2,... icin

Hf v <f)Hp(.) < C({J) Q{fm,l]
" p()

esitsizligi saglanir [48].
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Teorem 2.3.14 ile (2.7) esitsizligi veya Teorem 2.3.13 ile (2.8) esitsizligi bir

araya getirilerek asagidaki sonug elde edilir.

2.3.15 Sonug Eger peP([0,27]) ve f €W,/ (j0,27]) ise r=1,2,3,... igin

porzitif bir c(p) sabiti vardir oyle ki n=1,2,... i¢in

c(p.r)| 0
E,(f)yy <= "

p()

esitsizligi saglanir.

IN) 7=0,12,.. bir M sabiti ile
MSM ) ZZ]\%—A,-H\SM (2.10)

v=2/

kosullarmni saglayan reel veya kompleks sayilarmn bir dizisi olsun.

2.3.16 Teorem {)\j},jzo,l,Z,... reel sayilarin (2.10) sartimi saglayan bir
dizisi olsun. Eger pG’P([O,ZW]) ve k=1,2,... i¢in fELpo([O,27r])f0nksiy0nunun

aO_)V)+Z)\k(ak coskx+b, sinkx) serisi bir

k=1

Fourier katsayilar: a, (f), b, (f) ise

Fel? 0 ([0,27r]) fonksiyonunun Fourier serisidir ve [ fonksiyonundan bagimsiz

porzitif bir c(p) sabiti ile ||F||p(,) < c(p)”f”p(,) esitsizligi gecerli olur [49].
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3. DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA
TRIGONOMETRIK POLINOMLAR iLE YAKLASIM

31 Q, ( f ,6)[)(.) Diizgiinliik Modiilii ve Yardimci1 Sonuglar

3.1.1 Tamm f € s ([0, 27?]), pE T([O,Zﬂ']) ve

r r+s

AL (x)= 2 (1)

s=0 N

r
]f(X+St), r=12,3,..

olsun. Bu durumda

, 6>0

h
% [ A ar
p()

0

0 TRE

ifadesine r -inci mertebeden diizgiinliik modiilii denir.

Bu modiil » =1 i¢in ilk olarak Sharapudinov tarafindan [28] makalesinde
tanimlanmis, [51] ¢alismasinda ise » >1 durumlarina genellestirilmistir ve bu durum

[50] ¢alismasinda ifade edilmistir. Bu modiile denk bir modiil [52] ¢alismasinda

tanimlanmistir. Bu bolimde (2, ( f ,6)1](,) diizgiinlik modiilinlin baz1 temel

ozelliklerine yer verilecektir.

Kolayca gstermek miimkiindiir ki f, g € L ([0,27]) fonksiyonlart igin

0(f+8.6),, <2126, +0 (2.5),, @)

esitsizligi gegerlidir.
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3.1.2 Onerme p ET([O,Z?TD, r=12,3,... olsun. Pozitif bir c(p,r) sabiti
vardr dyle ki her fGL”(‘) ([0,271']) ve 6>0 igin (2, (f’6)P(') Sc(p,r)”f”p(,)
esitsizligi saglanir.

Ispat 0 < sh <1 esitsizligini saglayan her pozitif s tam sayis1 igin

sh | sh
h x+h 1 +2+7
— [ f(x+st)d ff u)du=— [ rlwdu=s,, (1)
0 cash_sh sh

2 2

olur. Burada \:=1/(sh), 7:= sh/2 gdsterimi ve Teorem 2.3.6 uygulanarak

h

1
fo(“"“)dt =151 w (f) p)”f”p(;
0 p() sh'2 p()
elde edilir. Boylece
h 1 h r+s
L[A,fdt = Z[s— [ ] (-+ st )t
r() p()

fo(~+st)dt

0

< C(p”’)”f”p(.)
()

oldugu goriiliir. Bu son esitsizlikte |h|§6 iizerinden supremum alinarak Tanim

3.1.1° den (f 6) <c p, ||f|| esitsizligine ulagilir. m

3.1.3 Onerme Eg“erfeL”(‘)([O,Zw]), pG’P([O,ZW]) , ise 6—0 iken her

pozitif r tamsayist i¢in limg_, €2, ( f ,6)p(,> =0 olur.

ispat ilk once genelligi bozmadan f € L’V ([0,27r]) fonksiyonunun [0, 27]

arahiginda stirekli oldugunu kabul edelim. O zaman her € >0 i¢in bir (5(8) sayis1 vardir

oyleki 0<t<h<é ve m=0,1,2,...,r igin

7t me)— v+ -4 1)) < f {(2m) ™ 27
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olur. Boylece

. S A r —1) [Z]f(~+st)
r s=0
ih[A,f<xﬁt/g JhT 8 al s
- rEs (o plx)
e e
si;{ : dt| v
r—1 r—1 p(x)
o, (—1)r+m[ ][f(x+mt)—f(x+(m+l)t)]
1 & m
:f _f m= dt| dx
-7 h 0 €
r=(p_1 p(x)
AR [ ” ]‘f(x+mt)—f(x+(m+l)t)‘
< _f’”:O dt| dx
-7 h 0 €

Burada Tanim 2.2.4 dikkate alinirsa <¢e oldugu goriliir. Bu

»()

esitsizlikte |h|§6 tizerinden supremum almirsa Tanmim 3.1.1°den € ( f ,6) <e

()
esitsizligi elde edilir. Eger /€ L' ([0,27]) fonksiyonu [0,27] araliginda siirekli degil

ise Teorem 2.2.8’den her >0 igin [0,277] araliginda siirekli olup || f —g||p('> <e
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sartin1 saglayan bir g fonksiyonu ve her§ <§(e) igin €, ( g,(S)p(') < ¢ esitsizliginin

saglandig1 bir 6 (5) sayis1 vardir. Boylece (3.1) esitsizligi ve Onerme 3.1.2

uygulanarak elde edilen
Qr (f? 6)p(> S Qr (f - g’é)p() + Qr (g76)p(>

gc@”’)”f_g”p(g —|—e§[c(p,r)—|—l]e

esitsizligi lim 2, ( f ,(5)17(‘) = 0 olmasimni gerektirir.
6—0

3.1.4 Onerme p € ’P([O,27r]) olsun. Pozitif bir c(p,r) sabiti vardir oyle ki

her fe er() ([0,271']) fonksiyonu, 6>0 ve r=12,3,... icin

Q.(f.6)  <c(pr)é Hf(r)H esitsizIligi saglanir.
»() p()
ispat few (o, 27?]) olsun. Bu durumda

t t

A,’f(x):f---fﬂ”(xﬂ,+---+t,)dt]---dtr
0

0

esitigi saglanacagindan ard arda » kere Teorem 2.2.6 uygulanirsa

h h
1 , 1 ,
ZfA,fdt <¢ (p)zf‘Alf L
0 p() 0
b ¢ t
1 r
<¢ (p)hr h’*'f f"'ff(><‘+t1+"'+tr)dt1"'dtr dt
01ro 0 »()
1 h 1 t 1 t t
< <p)hrZ-0/‘ Z[ = ["'[f(r>('+t1+"'+tr)dt1"'dtr—1 dtr dt
()
1h 1h 1 t t
< <p)hrZ-0/‘ Z[ = ["'[f(r>('+t1+"'+tr)dt1"'dtr—1 dtr dt
()
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dt
»()

dt

+
S~
=

<c, (p’

fdt—c4 )2

olur ve |h|§6 iizerinden supremum alinirsa Tanmim 3.1.1°den istenen

(f (5) <c(p, )(5’

f(’> H ' esitsizligine ulagilir. |l
o

3.1.5 Tanim f € i ([0,271']) olsun. r=1,2,3,... ve 6 >0 icin

frﬁ(x);_é?z %Z‘...]i(q)rw[Z]f[erT[ +o +t]]dt1---dtr]dh

o s=0

olarak tanimlanan fonksiyona f, s Steklov ortalama deger fonksiyonu denir.

3.1.6 Onerme feLp(‘)([O,ZW]),pG’P([O,ZW]) olsun. O zaman 6>0 ve
r=12,3,... icin fr,a € Wrm ([0,27?]) olur.

Ispat ilk olarak ¢ := — t. olsun. Basit hesaplamalar sonucunda

7

ok =)
{fff x_}_ﬂ[tl_}_..._}_tr]]dtl...dtr} =
0 0 r

h =l
[ T S e f[]]
o \I'— =0 r r
h r—1
f[ ] AL f [+r_st,]dtr
0 r— ; r

—_
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r r—l1
- [ r ] AL S (xote)de
0

bulunur. Bu esitlik ve Tanim 3.1.5 g6z 6ntine almirsa

r— Sh
(r— 1) _2 1 r_l r+S+1 rl Arl dr\dh
A fh > [ ]{ [r_s] S L)
=y i?(—l)’““ r[ ] AL S ()t (3.2)
_56/2}1’ =0 % s\r—s) =k ' '

bulunur. Bu esitlikte ¢ := "5y dontistimii yapildiginda

7

r+1 r—1 r
") ‘<2+ ”[ ’ ] A’ dh
f;',(s (X) — 5r ; s r—s 6‘5//; VrShf<x)
2r+l r—l1 7 r r‘ 1 rr;S&
= A dt
6r S—O[S][r_s] }"—Sé‘r_;/gz tf(X)
0
YAV | o " 62)
< Z[S][_S] =y [ arr(x)ar+ 5 [ arf(x)ar
r r
oldugundan Onerme 3.1.2 uygulanarak
(r) —r
j;’,(s o) S 2C<r)6 Qr (f’é)p() (33)

elde edilir. Bu esitsizlik vurgular ki /") € 2" ([0,27]) dir.
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fr(;s_]) Steklov ortalama deger fonksiyonu [0, 277] araliginda mutlak stirekli bir
fonksiyondur. Gergekten Teorem 2.2.7 g0z oniine almarak
fer ([0, 27?]) crL ([0,27?]) ve L ([0, 27?]) uzayl Otelemeye gore invaryant

oldugundan

2= 1] A, e oa)

olur ve boylece

Fax)=> f A (1)dt, g <h<é (3.4)

fonksiyonu [0, 277] araliginda mutlak stireklidir. Yani her € >0 i¢in bir 6(¢) sayisi

vardir Syle ki [a,,b,]C[0,27], k=1,2,..,n olacak sekilde ayrik her alt aile igin

i|bk —a,|< 6(¢) oldugunda Zn: Fu(b), — F.u(a,) < e olur. Ozel durumda Tamm
k=1

k=1

3.1.5 dikkate almarak 6" / 2" secilirse (3.2) ve (3.4) esitliklerinden

n

PSITASICOEVASICS ESY

k=1 k=1 8/2

elde edilir ki boylece fr(’(;l) fonksiyonunun mutlak siirekli oldugu goriiliir. Ayrica

f (? c 1V ([ojzﬂ]) oldugundan fr,a ew. p() <[O, 277]) ispatlanir.

3.1.7 Onerme Eger feWk”(‘>([0,27r]) ve pe’P([O,ZW]) ise pozitif bir

c(p,k) sabiti  vardir oyle ki her n=123,.. ve k=1273,.. icin

E, (f)p(,)ﬁ —E, (f(k>) esitsizligi saglanr.
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Ispat 7' c1I, , f' fonksiyonuna en iyi yaklasan trigonometrik polinom

olsun. T,) =a,+ Y _a, coskx+b, sinkx = a, + r(x) yazilabilir. r(x) ,n dereceli bir
=

X

trigonometrik  polinom oldugundan s (x)= f r(t)de ifadesi n dereceli bir

-

trigonometrik polinom belirtir. Boylece herhangi bir n dereceli 7, trigonometrik

polinomu i¢in gegerli olan £, (f)p(.) < Hf—(Tn +S)Hp(~) = H(f—s)—Tn o0 esitsizligi
ve Sonug 2.3.15 kullanilarak
c
£, (f)p(.) S E, (f_s)p(.) :;Hf/_rup(')
S%(Hf'_Tno y +||a0||p(_)) :%(En (f/)p(-) +||a0||p(_>) (3.5)

elde edilir. f, 27 periyodik fonksiyonu icin f flrVr = f(x)— f(=7)=0

-

oldugu dikkate alinirsa

™ ™ ™ ™

0= [(f'=rlr= [(f'~T) +a)dr= [(f'~T A7 +a, [ dr

- - -

esitliginin gecerli oldugu goriiliir. Bu son esitlikten elde edilir ki

1 ™
||a0||p(.> ng T’ _f/”podT =E, (fl)p(')' (3.6)

(3.5) ve (3.6) esitsizlikleri bir araya getirilerek E, (f) < <(p)

0S—, E,(f )p(.) bulunur.

Bu son esitsizlik kullanilarak E, (f )p() <—E, ( f(k)) ifadesine ulasilir.
n

Onerme 3.1.7, [52] ¢alismasinda ve ayrica P° ([0, 27?]) kosulu altinda k€ R*

oldugu durumda [27] caligmasinda verilmistir.
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32 'Y (o, 27?]) Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Yaklasim

Teorisinin Diiz ve Ters Teoremleri

3.2.1 Teorem pE’P([O,27r]), r=12,3,... olsun. Porzitif bir c(p,r) sabiti

vardir dyle ki her f € o ([O, 27r]) ve n=1,2,3,... icin
E, (f>p(.) <c(p.r)Q, (f’l/”>p(.)
esitsizligi saglanir.

ispat 1 e ([0,27?]) ve pe’P([O,27r]) olsun. #>0 ve r=12,3,... icin

Tanim 3.1.5 kullanilarak

oo (X)=f ()=

Al

6/2

{ f ]‘A S }dh
0 r

elde edilir ve genellestirilmis Minkowski esitsizligi kullanilarak

) h h h
2 1 1 -
f“s_fu () S 6 <p’r)55//; P L(/;' [ Z{Atl-ﬁ-m-&-lrfdtl dt,---dt, dh
’ pl)
5 5 AT htty 4+,
= (por)s hr—lf"'fZ f A fdi|  dty-difdh (3.7)
0/2 0 0 byttt r )
oldugu goriiliir.
htty+ -+, ! htty+-+, tyte o,
— f A fdt| =~ f A" fdt — f A" fdt
h - h - -
ty+-+t, r p() 0 r 0 r p()
‘ | (tty b tty /) | (641, /)
A7 fdt + A7 fdt
_‘(h+t2+...—|—tr/r) 0 tf (l‘z—l—---—i—lr/r) [ tf
p()

p()
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(htty+--+t, /1)

1
< sup AT fdt
(tyertty s | (B 1, o8, ) [

()

(ty ot /7)

A’ fidt

1
+ sup
(ty -+, /r)<6 (fz +"'—|—t,/r) 0

0
=9Q,(f.9),,+.(1.9),, =292,(/.9),, (3.8)

oldugundan (3.8) degerlendirmesi (3.7) esitsizliginde yerine yazilirsa

1) h h
2 % 1
fr,a—pr(.) Scé(p,r)gsﬁ e [[Q (/8),,, dty-+~di, (dh
b 1)
<e(por)(1.8),5 [an=c(p.r)2.(1.9),, (3.9)
0/2

(2.8) esitziligi, n=1,2,3,... i¢in 6 :=1/n alindiginda (3.9) esitsizligi ve (3.3)
esitsizligi, Sonug 2.3.15 kullanilarak hesaplanabilir ki

By (f)y < En =T )p(~> FE, Joan )p(~>

+ & (rp )
p() n

<|f=romn £, .

”

<¢(p.r)Q, (f, l/n)p(.) + % (:,r) n'Q), (f, l/n)p(‘)

§c(p,r)Qr(f,l/n)p(,>. [

Bu teorem, ilk olarak [50]’de ifade edilmis, [51] calismasinda ispatlanmistir,

Q, ( f ,-)p(,) ’ye denk olan farkli bir diizgiinliik modiilii kullanilarak [52] ¢alismasinda,

r=1 oldugu durumda ise [28] c¢aligmasinda ispatlanmistir. Ayrica bu teorem

pe‘PO([O,ZW]) kosulu altinda farkli bicimde tanimlanan kesirli mertebeden

diizgiinlik modiilleri kullanmilarak agirliksiz ve agwhkli degisken islii Lebesgue

uzaylarinda sirasiyla [27] ve [24] ¢alismalarinda elde edilmistir.
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3.2.2 Teorem pefP([O,zw]), r=12,3,... olsun. Pozitif bir c(p,r) sabiti

vardir oyle ki her f € v ([0,271']) ve n=1,2,3,... icin

Q,(f.1/n),, < C(p:r> Zn:(k“)ril By (f)

n k=0

esitsizligi saglanir.

ispat fer’V (j0,27]) pe®(j0,2n)) ve T,,f fonksiyonuna en iyi
yaklasan n dereceli trigonometrik polinom olsun. Verilen bir n igin m,

2" <n < 2" kosulunu saglayan bir tamsay1 olsun. (3.1) esitsizliginden

0, (£/1)y < (f =T lf) |+ (T ) (3.10)

ol
yazilir. Ayrica en 1yi yaklagim sayis1 i¢in [39, sayfa 209] ’dan bilinen
bl

<2V > Ww7E,(f),, (3.11)

p=2"1+1

2(i+l)jE2i (f)

p()

esitsizligi kullanilarak elde edilir ki

Q, (f—szH,l/n)p(.) Sc(p,r)”f—sz+l

= c(p’r)Ezm-H (f)p()

p()
(m+1)r C(p,?‘) om )
<e(pr)=——Ep (/) <=7 k;‘ﬂk E(f)yy  (12)

Diger yandan Onerme 3.1.4 , Teorem 2.3.10 ve (3.11) esitsizligi kullanilarak

7 +i(T2<;>+ ] _Tz@)

HTIM

p() +H§(T2(:)+] _Tz@)

p() ]
p() ]

-1y

) n i )

v=0

P

< o (P’r)[ 7t
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= Ej’?’r) [EO () +2°E(f) +i2(y+])E2” (s )po]
c”(p,r) r 2r - z -1
< E (), H 2 E (), 12700 X0 KTE(S),
n v=1 k=21 41
c]2 (p’r) 2" r—1
s () +;k E(f), (3.13)

oldugu goriiliir. Son olarak (3.10), (3.12) ve (3.13) esitsizlikleri bir araya getirilerek

Ci3 (p,r) 2~ =1 - r—1
Qr (f’l/n)p() S r Z k Ek <f)p() +EO (f)p(> * ;k Ek (f)p(>

n k=241

< L}:’r) {% k'E, (f)p(.> + E, (f)p(.)}

n k=l

Bu teorem, ilk olarak [50] calismasinda ifade edilmis, [51] calismasinda

ispatlanmistir ve €2, ( f ’.)P(') ’ye denk olan farkli bir diizgiinlilk modiilii kullanilarak

[52] calismasinda, » =1 oldugu durumda ise [25] calismasinda ispatlanmistir.

Ayrica bu teoremin benzeri p € P° ([0, 27?]) kosulu altinda farkli bigimde tanimlanan

kesirli mertebeden diizglinliik modiilleri kullanilarak agirliksiz ve agirlikli degisken

islii Lebesgue uzaylarinda sirasiyla [27] ve [24] calismalarinda elde edilmistir.

Onerme 3.1.7 ile Teorem 3.2.1 birlestirilerek Sonug 3.2.3 ve Teorem 2.3.13
ile Teorem 3.2.1 birlestirilerek Sonug 3.2.4 elde edilir.
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3.2.3 Sonuc pE’P([O,27r]) ve k=1,2,3,... olsun. Pozitif bir c(p,r) sabiti

vardiwr oyle ki her f € Wkpo ([0, 27?]) ,n=123..ver=1223,. icin

c(p,r) .
B, () S= % (£ m)

n

esitsizligi saglanir.

Bu sonu¢ » =1 oldugu 6zel durumda [48] ¢alismasinda, farkli bir diizgiinliik

modiilii yardimi ile [52] ¢alismasinda ispatlanmis ve p € P° ([0, 27?]) kosulu altinda

agirhikli degisken iislii Lebesgue uzaylarinda [23] ¢alismasinda ifade edilmistir.

3.2.4 Sonug¢ Eger f € Wkp(‘)([O,ZW]) ve p G’P([O,27T]) ise pozitif bir c(p,k)

sabiti vardir oyle ki her n=1,2,3,... ve r=1,2,3,... icin

c(p,k)
P

lr =7l < Q,( f<k),1/n)p<_)

esitsizligi saglanir.

3.3 Lip” bhe Genellesmis Degisken Uslii Lipschitz Simflarinin

Konstriiktif Karakterizasyonu

En 1yi yaklasim hatasmin bir diizglinlik modiilii ile tistten degerlendirildigi
ifadeler yaklasim teorisinin diiz teoremleridir. Bu tarz teoremler belirli bir siifa ait
f fonksiyonun diizgiinliigli arttikca bu fonksiyona polinomlar ile yaklasim hatasinin
sifira gitme hizmnin artmasi gerektigini vurgular. Bu durumun tersi olarak bir f
fonksiyonuna polinomlar ile en iyi yaklagimin hatasi yeterince biiyilik bir hizla sifira
gidiyorsa bu fonksiyonun ait oldugu smifin belirlendigi teoremler yaklasim teorisin

ters teoremleridir. Yaklasim teorisinde en ideal sonu¢ diiz ve ters teoremlerin
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eslenerek fonksiyonun ait oldugu smifin, en iyi1 yaklasim hatasinin sifira gitme hizi
ile karakterize edilmesidir. Bahsedilen bu ideal durum yaklasim teorisinde
konstriiktif  karakterizasyon olarak isimlendirilir. Bu boélimde degisken {sli
Lebesgue uzaylarna ait fonksiyonlarin Lipschitz smifi tanimlanmis, Teorem 3.2.1 ve
Teorem 3.2.2 yardimi ile bu smifin konstriiktif karaterizasyonu olusturulmustur.

Teorem 3.2.2 yardimi ile asagidaki sonug elde edilir.

3.3.1 Sonug pG’P([O,ZW]) ve r=1,2,3,... olsun. Eger fGL”(‘) ([0,271']) ve

n=1,2,3,... icin E, (f)p :@(n‘a)’ a>0, ise

()

@(60‘) , r>Q
Q,(£.6),,= O(6% log(1/8)), r=a
@(5r) , r<a.

3.3.2Tanmm o >0 ve r:=[a]+1 igin
Lip"the — { rert(0.2q)):0,(1.5),, =o(6%). 5>o}

ifadesine L” Y ([0, ZW]) uzayindaki genellesmis degisken iislii Lipschitz sinifi denir.

3.3.3 Sonug¢ pG’P([O,ZW]) ve r=1,2,3,... olsun. Eger fGL”(‘) ([0,271']) ve

n=12,3,... icin E, (f)p :@(n—a)’ a>0 ise fGLl'ppo’a_

()
Teorem 3.2.1 yardimi ile asagidaki sonug elde edilir.

3.3.4 Sonug¢ FEger fELipp(')’a, a>0 ve pG’P([O,ZW]) ise o zaman

E, (f)p(-) Z@(n_“) ,n=12,3,.... olur.
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Sonug 3.3.3 ve Sonug 3.3.4 bir araya getirilerek asagidaki sonug elde edilir.

3.3.5Sonu¢ [ € s ([0, 27?]), pE T([O,Zﬂ']) ve a>0 olsun. O zaman

i) f ELipp@’a,
i) E,(f),, =O(n"), n=1.23....

ifadeleri denktir.
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4.DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA

TRIGONOMETRIK POLINOMLAR iLE ES ZAMANLI
YAKLASIM

4.1 Bazi Yardimci Sonuclar

4.1.1 Onerme fGLp(‘)([O,27TD, p GT([O,ZW]) ve T ,n

trigonometrik  polinom  olsun. Eger |f—T, ||p(_) <M,

dereceli

ve r=12,... icin

)

n

) <N, kosullarimi saglayan {M n} ve {Nn} reel sayi dizileri varsa, bir
"

c(p) >0 sabiti vardwr 6yle ki n=1,2,... i¢in (), (f, l/n)p(.) < c(p){Mn —l—nan}
esitsizligi saglanr.

Ispat (3.1) esitsizligi, Onerme 3.1.4 ve Onerme 3.1.2 den goriiliir ki

Qr (f:l/n)p(.) SCM (p)”f—Tn

T

n

w Felp)

" gc(p){Mn —l—nan}. [ |

4.1.2 Onerme feLp(‘)([O,ZWD ve pG’P([O,ZW]) olsun. Eger T .f

fonksiyonuna en iyi yaklasan n dereceli trigonometrik polinom ise pozitif bir c( p,k)

(77)"

sabiti vardwr oyle ki her n,k=1,2,3,... icin

'> < c(p,k)gyk_]Ey (f)p()

A
esitsizligi saglanir.

Ispat T’ , f fonksiyonuna en iyi yaklasan n dereceli trigonometrik polinom

olsun. 2" <n<?2" sartin1 saglayan m tamsayisi igin {nj}, j=12,...m—1
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dizisini ny=0,n, =2’ ve n,=n olacak sekilde olusturalim. Teorem 2.3.10 ve

(3.11) esitsizliginden goriiliir ki
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42 'Y ([0,27r]) Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Es Zamanh

Yaklasim Teoremleri

4.2.1 Teorem p G’P([O,ZW]) olsun. Eger T,, f fonksiyonuna hemen hemen
en iyi yaklagsan n dereceli trigonometrik polinom ise pozitif bir c( p,k) sabiti vardwr

oyle ki her f € Wkp(‘) ([0, 27?]) ve n=1,2,3,... icin

Hf(k) B (7; )(’f)

<e(pk)E, (")

() ()

esitsizligi saglanir.

Ispat f ¢ Wkp(‘>([0,27r]), p GT([O,Z?TD olsun. T,)(f), T, (f)€l, sirasiyla

f fonksiyonuna en iyi yaklasan ve hemen hemen en iyi yaklasan trigonometrik

polinomlar olsun. Minkowski esitsizligine gore

Hf(k) _(Tn*)(k)

(k) _ (%)
mstk A

()

(2.9) esitsizligi kullanilarak

Al

p()

< H £ o ( f<k>)

p()

<E, (f(k)) . +015(P)

p()

T (f(k))_f(k) | < ¢ (p)E” (f(k))

p()

p()

olup Teorem 2.3.10, Teorem 2.3.3 ve Onerme 3.1.7’den
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<c, (p)nk{

<c¢y, (P)nk {c(p)En (Vn (f))p(.) +HVn (f)_fup(~) +C<p)E" (f)P(')}

<cy(p)n* {C(p)En Vo (), + G, ), W, |/ (k))pw}

ifadesine ulasilir. Ayrica Onerme 3.1.7 ve Teorem 2.3.13 uygulandiginda

AR g
< (=1, +lr -7 (1),
¢ (Pk) (0
= n* En(f )P(‘) D

oldugu goriliir ki boylece I, <c(p.k)E, ( f(k)) elde edilir. Son olarak de la
pl)

Vallée-Poussin ortalamasmin 2n—1 dereceli bir trigonometrik polinom oldugu

dikkate almp [/; ifadesine Teorem 2.3.10 ve ardindan (4.1) esitsizligi

uygulandiginda
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f(k) _ (Tn*>(’f)

olur. Boylece

<I+1,+1,<c(p.k)E, (f<")) elde edilir. I
() ()

Teorem 4.2.1 ilk olarak [53] calismasinda ifade edilmistir ve detayli ispati

[54] calismasinda bulunmaktadir. Bu teorem bagimsiz olarak [52] calismasinda da

ispatlanmistir. Bu teorem k€ R' ve pG‘PO([O,ZW]) kosulu altinda agirliksiz ve

agirhikli degisken iislii Lebesgue uzaylarinda, sirasiyla [27] ve [24] calismalarinda

ispatlanmistir.

4.2.2 Teorem f c Wkpo ([0,27r]), pE T([O,Zﬂ']) ve r=1,2,3,... olsun. Eger

bir T, €11, trigonometrik polinomu i¢in

c(pr) oy (B B
If =Tl <= Q,(r ,l/n)p(.), n=12,.

ise pozitif bir c(p,k,r) sabiti vardir oyle ki m =0,1,2,...,k i¢in

celpkr)
p() n m

Hf(’”) . Tﬂ(’”)

Q, ( f(k>,l/n) !

esitsizligi saglanir.
Ispat fc Wk”(‘>([0,27r]), p G‘P([O,Zw]) olsun. 7', f fonksiyonuna en iyi

yaklasan n dereceli trigonometrik polinom olsun. Her m =1,2,... i¢in

H f(m) _ Tn(m) (m) (To)(’”> _plm (4.2)

(m) _ (70
p() = Hf (Tn )

i

r()
olur. Teorem 4.2.2.’nin sartlari1 7, € 11, polinomu saglar. Boylece Teorem 4.2.1,

Onerme 3.1.7 ve Teorem 3.2.1 uygulanarak elde edilir ki

(m) _ (0\(m) (m)
Hf )] setrie, ()
c(p.k) () c(p.k) (0
< nk—m En (f )[7() < nk—m QV (f ’1/n)p() : (43)

Diger yandan, Teorem 2.3.10 ve Sonug. 3.2.3” ten
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Gy

n n

<oy (P)”
p()

p()

p() }

<cy(p)n” {C(pk,l”)Qr (f(k),l/n)p(.) +E, (f)p(')}

n

<en (o) .=l 417

< €2 l(fn;’”) Q (f(k),l/n) 4.4
n pl)

bulunur. Son olarak (4.2) , (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri birlestirilerek gortliir ki

<MQ (f(k),l/n) . B
- ' Pl)

nk—m

Hf(’”) _ Tﬂ(’”)

p()

Uyan Ispatlanabilir ki Teorem 4.2.2 ifadesi ile verilen degerlendirme sadece

n dereceli 7, trigonometrik polinomlar: i¢in degil, derecesi n’ ye denk olan yani
sabitlenmis bir a reel sayist i¢in n < j <an kosulunu saglayan her j dereceli 7

trigonometrik polinomu i¢in de gegerli olur. Bu durum j=2n—1 icin dikkate

alindiginda Sonug 3.2.4 yardimi ile asagidaki teorem elde edilir.

4.2.3 Teorem f € Wkp(') ([0,27r]), p ET([O, 27r]) ve r=1,2,... olsun. O zaman

pozitif bir c(p,k,r) sabiti vardir 6yle ki m = 0,1,2,....k icin

<c(p’—k’r)(2, (f(k>,1/n)

pw — nk—m

|7 =) () .

esitsizligi saglanir.

51



4.2.4 Teorem Eger f € er_(,z ([O, 27r]), k<r ve p ET([O,27TD ise pozitif bir

c(p,r) sabiti vardir oyle ki her n=1,2,3,... i¢in

Q, (fal/n>p(') < c<f?::>

n

(r=#)

f

)
esitsizligi saglanir.
Ispat fEW,p_(',Z ([0,27r]), k<r ve pET([O,27rD olsun. f fonksiyonuna en

iyi yaklasan, n dereceli trigonometrik 7, (f) polinomu i¢in Onerme 3.1.4

uygulanirsa

0, (12(1).1n) , <20

() n"

(Tno (f>)(’)

()

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige Teorem 2.3.10 uygulanarak elde edilir ki

Cy3 (p,r) k)

p() nrfk

(T, ():n),,, <<er)

n

IN

(Tno (f)>(’) (Tno (f)>(’*

o)

Boylece, Onerme 3.1.2, (3.1) esitsizligi ve Sonug 2.3.15 kullanilarak

Q(f1/n), Q=T () V) +9, (T (£)Vn)

<)1)+ 22 2 ) "
eulpr)|) o 0 \H)
S {Hf 0 +‘(T" () p(,)} .5)

bulunur. Diger yandan Teorem 4.2.1 ve Sonug 2.3.15 kullanildiginda

(Tno (f))(’—k) _f(r—k)

S ‘

e
()

p() p()

f(’_k)

<y (p,r) (4.6)

<eapnlr )+

p()

olur. Son olarak (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri bir araya getirilerek istenilen
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esitsizligi elde edilir.

4.2.5 TeoremeLp(') ([O, 27r]) ve p ET([O,27TD olsun. Eger bir k =0,1,2,...
icin Zyk 1E ) <00 ise fEWp()([O,27r]) ve pozitif bir c(p,k) sabiti vardir

oyle kz her n=1,2,3,... icin

E, f(k)) Sc(p,k){”kEn (f),+ > R (f )pw}

p()
esitsizligi saglanir.
Ispat T)(f), f fonksiyonuna en iyi yaklasan n dereceli trigonometrik

polinom olsun. Verilen bir n =1,2,... i¢cin 2" <n < 2""" olacak sekilde bir pozitif m

tamsayisi secelim. Teorem 2.3.10 uygulanarak goriiliir ki

. <e(p)2m H ()~ (7o ( f))HpO

< 65 (P)z(erl)kEn (f)p(.) :

(3.11) esitsizligi ve Teorem 4.2.5’1n hipotezi geregi

S (rs (1)~ (1)

00 2!
< (p)z(mﬂ)kE (f <Czé pk Z E He IE ()
m=1 ;=21 4]
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Bu esitsizlik {77, (f)} dizisinin wt ([O 27r]) Banach uzaymda bir Cauchy

dizisi oldugunu gosterir. Boylece W, ([0,27r]> uzayinda m—oo iken Ty, (f)— f

olur.

E, (f (k))p() <elM -y, (f (k)) y
1,4+ (4.7)

Vn( f ) derecesi 2n—1 olan trigonometrik polinom oldugundan Teorem
2.3.10 ile elde edilir ki

I AV

<y, (p)(2m+2 —H)k‘

Vot (D) =V (D], Sen(P)2) (1),

<y (P)8R*E, (1) ) S e (P)n°E, (1) - (4.8)
Diger yandan Teorem 2.3.10, Teorem 2.3.13 ve (3.11) esitsizligi kullanilarak

o0

=Y

Jj=m+2

_EOC: ( 2/+1 )(k) _(sz—'+1 (f))(k)

o)1)

p()

p()

o0

. k
<anlpk) 3 (271 [ (D)= (200 ()],
Jj=m
00 ) k =S .
Se(pk) D2 (277) By, (), Senlpk) 32 2ME (),
J=m+2 Jj=m+2
o0 2/
<c,(p.k Z 2VE, (f) Sen(pk) D0 D7 VE(S),,
J=m+1 J=m+1 y=2/"141
<c, (p,k) Z Vk_lEy(f <c32 p.k Z a 1E <oo (4.9)
v=2"+1 v=n+l

elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) esitsizlikleri bir araya getirilerek goriiliir ki
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Sc(p,k){ ot Z VR, (f } [

v=n+1

Teorem 4.2.5 ilk olarak [53] calismasinda ifade edilmistir ve detayli ispat1
[54] c¢alismasinda bulunmaktadir. Bu teorem bizden bagimsiz olarak [52]

calismasinda da ispatlanmistir. Benzer sonucglar agirlikli durumda [23] makalesinde
ifade edilmistir, k€ R ve pETO([O,27rD kosulu altinda agirliksiz ve agirlikli

degisken {slii Lebesgue uzaylarinda sirasiyla [27] ve [24] calismalarinda

ispatlanmistir.

4.2.6 Teorem [ € hog) ([O, 27r]) ve p € T([O, 27r]) olsun. Eger bir k=0,1,2,...
icin Zyk 1E < 0o ise f€ Wp() ([O, 27r]) ve pozitif bir c(p,k,r) sabiti

vardlr oyle ki her n=1,2,3,... icin

( l/n) <c(p,k,r) { IFZUH’ 1E + Z v 1E }

v=n+1

esitsizligi saglanir.

Ispat fel’ 0 ([O, 27r]), pe?P ([0,27r]) ve T, f fonksiyonuna en iyi yaklagan

n dereceli trigonometrik polinom olsun. Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.5 uygulanarak

Sc(p,k){ ot Z VUE (f } (4.10)

v=n+1

H £ _
()

bulunur. Ayrica, Onerme 4.1.2 yardimi ile » =1,2,,... i¢in

‘(Tno)(k“)

esitsizligi gegerlidir. §:=1/n secilerek (4.10) ve (4.11) esitsizlikleri igin Onerme

< c(p,k,r)iuk”_lEy (), (4.11)

p() v=I

4.1.1 uygulanirsa

55



v=n+1

( 1/”) <5 (pokor)n {En () i VE (g

LS f)p(,)}

n oy

N

oldugu goriiliir. Bu son esitsizlikte n*E, ( f )p(_) <N WHE(f )p() esitsizligi
n oy .

kullanilarak istenilen
( l/n) <c(p.k,r { Z fbr= E,( gt Z v 'E, ( }
v=n+I

esitsizligine ulagilir. [l

Teorem 4.2.6 ilk olarak [53] calismasinda ifade edilmis ve detayli ispat1 [54]

¢alismasinda verilmistir. Bu teorem €, (f,-) . ’ye denk olan farkli bir diizgiinliik

p()

modiilii kullanilarak [52] calismasinda ispatsiz olarak ifade edilmistir. Benzer

sonuglar pETO([O,27r]) sart1 ile agrrlikli durumda [23] makalesinde ifade

edilmistir, £k € R™ oldugu durumda ise yine farkl bir diizgiinliikk modiilii yardimu ile
peP’ ([O, 27r]) kosulu altinda agirliksiz ve agrlikli degisken islii Lebesgue

uzaylarinda sirasiyla [27] ve [24] ¢alismalarinda ispatlanmistir.

Diizgiinlik modiili €, (f ,6)1](,) gibi f fonksiyonunun bazi temel

ozelliklerini ifade eden ve reel 6 > 0 parametresine bagli bir baska fonksiyon ¢esidi
de vardir. Genellikle K ( f ,6) ile gosterilen bu ifade K-fomnksiyoneli olarak

adlandirilmaktadir. K-fonksiyonelleri bir f fonksiyonunun bazi temel yaklasim
ozelliklerini incelemekte faydali araclar olmalarmin yani sira operatorlerin
interpolasyon teorisine temel olusturan Onemli araglardir. Yaklasim teorisi
bakimindan ¢ogu zaman K-fonksiyoneli ve diizgiinliik modiilii arasindaki iliski bir
denklik olarak ortaya c¢ikar. Bu acidan fonksiyonlarmn belirli yaklagim 6zelliklerinin

arastirilmasinda bu iliskinin ortaya konmasi olduk¢a 6nemlidir.
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4.2.7 Tamm fELpO ([0,27r]), p ET([O,2W]) ve r=12.73,. olsun.

p() }

g(r)

g (027) ve 550 igin K(1:8),, = inf flr—g, o

pl)r " gEW,”(')([o,zw])

bigiminde tanimlanan ifadeye Peetre K-fonksiyoneli denir [39, sayfa 170].

(3.3) ve (3.9) esitsizlikleri bir araya getirilir ve f, 5 € w?r 0 ([O, 27r]) iizerinden
infimum almirsa K (f ,6)1](,) <o, (pr)(f ,6)13(,) oldugu goriiliir. Ote yandan

(3.1) oesitsizligi, o6:=1/n ve k=0 1¢cin Teorem 4.2.4 uygulanarak
Q,(f.6) 4y S35 (pr) K(£.0) . esitsizligi gegerlidir. Bu iki esitsizlik yardims ile

asagidaki sonug elde edilir.

4.2.8 Sonug p € P([0,27]), r =1,2,3,...0lsun. f eV ([O, 27r]) ve § >0 icin
oyle porzitif ¢ ( p,r) ve Cyg ( p,r) katsayilary vardir ki

c36(p’r)K(f’6)p('),r <Q, (f"s)p(.) < G (p’r)K(f’é)p('),r

esitsizligi saglanir.

Sonug 4.2.8, €, ( f ,-) ’ye denk olan farkli bir diizgiinlik modiili

p()
kullanilarak degisken iislii Lebesgue uzaylarinda p ET([O,2W]) kosulu altinda [52]

ve pETO([O,27r]) kosulu altinda [27] ¢alismalarinda ispatlanmistir. Bu teoremler

agirlikli degisken iislii Lebesgue uzaylarinda ise [24] makalesinde elde edilmistir.
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4.3 Lz'p,f(')’a Genellesmis Degisken Usli Lipschitz Smmflarinin

Konstriiktif Karakterizasyonu

Teorem 4.2.6 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

4.3.1 Sonug:fELp(')<[O,27r]> ve pET([O,27r]) olsun. Eger belirli a>0 ve

k=0,1,2,... icin E, (f)p(_) :@(n_k_“), n=12,3,... ise fe%p(')([0,2w]) ve her
6> 0 icin

()(50‘) , >

Q,(f(k>,6) ()z ()(6alog(1/6)), r=a
ol

()((V) , F<a.

4.3.2 Tamm o >0 ve r:=[a]+1 igin

Lip!h = { rew(o,2x]):9, ( f(k>,6)

=0(6%), 6>0
0 O( ) >}

ifadesine Wkp 0 ([0, 271']) uzayindaki genellesmis degisken iislii Lipschitz sinifi denir.

4.3.3 Sonu¢ f EL”(')([O,27T]> ve p ET([O, 27r]) olsun. Eger belirli a>0 ve
k=0,1,2,.... igin E, <f)1’(') - @(n*kfa), n=0,1,2,... ise f€ Liplf('),u.

Onerme 3.1.7 ve Teorem 3.2.1 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

4.3.4 Sonu¢ FEger fELip,f(')’a, a>0 ve pET([O,27r]) ise o zaman
E,(f),y=©(n"") n=123... olur.

Sonug 4.3.1 ve Sonug 4.3.4 bir araya getirilerek asagidaki sonug elde edilir.
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4.3.5 Sonug¢ fELp('>([O,27r]),pET([O,27r]) ve a>0 olsun. O zaman
k=0,1,2,.... icin

i) f€Lip!,
ii) E, (f),, =©(n™* "), n=0,12,...

ifadeleri denktir.
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5. KOMPLEKS DUZLEMDE TANIMLI DEGISKEN USLU
SMIRNOV SINIFLARINDA VE DEGISKEN USLU
LEBESGUE UZAYLARINDA YAKLASIM

5.1 Bazi Temel Tamimlar, Teoremler ve Yardimeir Sonuclar

ID)::{WE(C:|W|<1} ve ) ::{WE(C:M>1} olsun. Sinir1 I Jordan egrisi

olan basit baglantili smirli bir G bolgesi verilsin. G:=GUT kapali bolgesinin

timleyeni G :=C—G olsun. Teorem 2.1.12 yardim ile G~ bdlgesini I~
bolgesine birebir ve konform olarak resmeden ¢ doniistimii vardir. Bu konfrom
dontistim Teorem 2.1.13 dikkate alindiginda

#(2)

go(oo):oo ve lim —=~>0
zZ—00 z

kosullar1 altinda bir tek olarak belirlidir. ¢ fonksiyonu sadece oo noktasinda analitik

degildir ayrica bu nokta fonksiyonun birinci mertebeden bir kutup yeridir. Boylece

¢ fonksiyonu oo ’un komsulugunda

N

2
z z

p(z)=7z+7+ +-o

biciminde bir Laurent seri agilimma sahiptir. £ =0,1,2,3,... i¢in

k

¢ %o
o) =[rmtp + 2+ B
z z
b(k) b(k) b@
=y' 2+ a2 el g b al) A e L
z z z

olur. Bu esitlikte z ’nin pozitif kuvvetlerinden olusan kismi
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F(z2)=7+a 7" + 422" +az +a

ile gosterelim.

5.1.1. Tanim £, (Z) cebirsel polinomuna G bélgesi icin k. dereceden

Faber polinomu denir.

G~ bolgesinde analitik bir fonksiyon belirten

&_i_i]{)_i_..._i_ik)_i_...
2

z z z’

ifadesi —E, (z) ile gosterilirse

F(2)=[p(z) +E, (z), z€ G (5.1)

gosterimi elde edilir.

Genelligi bozmadan 0 € G kabul edelim. Teorem 2.1.12’ye gére G bdlgesini
D™ bolgesine birebir ve konform olarak resmeden ¢, konform doniisiimii vardir. Bu

konform doniisiim
¢, (0)=oc ve ;i_r%zgp] (z)>0

kosullar1 altinda bir tek olarak belirlidir. ¢, fonksiyonu icin 0 noktasi birinci
mertebeden bir kutup yeridir. Boylece ¢, fonksiyonu 0 ’in bir komsulugunda
@ ) A
) (z):——l—ao tozta,z" +taz 4
z
bi¢iminde bir Laurent seri agilimma sahiptir. k£ =1,2,3,... i¢in

k
[901 (Z)]k = %+a0+alz+azzz+...+ajzj_i_,_‘

k (k) (k) (k) ,
NI KN (N PR [ FLR I (PRI
z z Z Z

olur. Bu esitlikte z 'nin negatif kuvvetlerinden olusan kismi
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_ Con ®)
Fk(l/z)zz_k+zk:1+Zk:2+"’+7

ile gosterelim.

5.1.2. Tamm ﬁk(l/z) ifadesine G bolgesi icin k. dereceden Faber

rasyonel fonksiyonu denir.

G bolgesinde analitik bir fonksiyon belirten
d) +d"z+d"2 4+ dWz 4

ifadesi —Ex (z) ile gosterilirse

F (1/2)=[p (2)] +Ex(2), z€ G\{0} (5.2)

gosterimi elde edilir.

¢ ve ¢, donlisiimlerinin ters doniisiimlerini sirasiyla ¢ ve 1), ile gosterelim.
r, :={z€G‘ :‘cp(z)‘=R ve R>1 }

smirma sahip olan bolge G, oldugunda (5.1) esitliginde Cauchy integral formiilii ve

sinirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral teoremi uygulanirsa

F(2) = 1 f[@(()]kdc_ 1 w'y' (w)

=— =— dw, z€G, ,
27i 7, (—z 27i ‘W‘:Riﬂ(w)—z

elde edilir. Bu esitlikten goriiliir ki F; (z) Faber polinomlar1 ™ bolgesinde analitik
wi' (w)
¥(w)-z

Benzer sekilde simir1

olan fonksiyonunun oo ’lugun komsulugundaki Laurent katsayilaridir.

T :={z€G:‘<pl(z)‘=R ve R>1 }
olan bolgenin kapaniginin tiimleyeni G, oldugunda (5.2) esitliginden
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Fk(l/z'):— 1 f[%(C)]de__ 1 wiy (w)

- = - dw, z'€Gp ,
2miy  (—z ZWZ‘W‘:R@DI(W)—Z

olur ki bu esitlik Fk (1/ z') Faber rasyonel fonksiyonlarmnin, )™ bolgesinde analitik

/
w
olan %)()' fonksiyonunun 0 ’m komsulugundaki Laurent katsayilar1 oldugunu
(w)—z
vurgular.

Boylece w e D™ i¢in

/ o F
) _gnFle) (53)

zb(w zZ =W

W . F (1/z' S
% ;— ’;V(kil ),z €cG . (5.4)

biciminde ifade edilen seri gosterimlerin varlig1 goriiliir. Ayrica bu seri gosterimlerin
yani swa F,(z) polinomunun ve F,(1/z) rasyonel fonksiyonunun integral

gosterimleri de mevcuttur.

Eger ze G~ 1se

Fk(z)z[so(z)]"g; [C(—C”dc k=0,12,. (5.5)
r
ve eger z € G ise
k
F(1/2)=]p, (z)]"—;if[“‘z(_cz] ¢ k=12,.. (5.6)
r

olur.

5.1.3 Tamm T' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve p(z):I'—|[l,00) iis

fonksiyonu T iizerinde Lebesgue olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Verilen p( )

fonksiyonu igin f ‘ f |dz|<oo kosulunu saglayan 1" iizerinde tiim Lebesgue

olgiilebilir f fonkszyonlarmm kiimesine degisken iislii Lebesgue uzayi denir ve

Jodd (T) ile gdsterilir.
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7 (F) degisken iislii Lebesgue uzay1 esssup p( z) —p, <oco igin

zel

p(z)
”f”LP(')(r) =inf1A>0: f @ |dz| <1f <00
T

normu ile bir Banach uzayidir. T = {w eC: |w| = 1} ve I':= T oldugu 6zel halde

kompleks diizlemdeki T ve reel eksendeki [O, 27T] aralig1 6zdes oldugundan L’ 0 (T)

degisken tslii Lebesgue uzayinda norm

o)

M <l =,

27
£ = inf {A>0: [ —
0

olarak elde edilir.

5.1.4 Tanim p(z):F —>[1,oo) uis fonksiyonu U iizerinde Lebesgue ol¢iilebilir

bir fonksiyon olsun. Verilen p(z) fonksiyonu igin

E"(6)={reE'(G): rer”(n)}

olarak tamimlanan kiimeye G bolgesinde analitik fonksiyonlarin degisken iislii

Smirnov sinifi denir.

5.1.5 Tamim p(z) - [l,oo) uis fonksiyonu 1" iizerinde Lebesgue ol¢iilebilir

bir fonksiyon olsun. Verilen p(z) fonksiyonu igin

E(G)={reB'(G): f e’V (T) vef(o0) =0

olarak tamimlanan kiimeye G~ bolgesinde analitik fonksiyonlarin degisken iislii

Smirnov sinifi denir.
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E? (')(G) ve EM (G_) smiflarina  ait  fonksiyonlar ig¢in  norm

esssupp(z) =: p, <oo oldugunda
zel

”f”E"(')(c) = ”f”L”(')(F) ve ||f||Ep(')(G’) = ||f||LP<'>(r)

biciminde tamimlanir ve boylece E” (')(G) ve E” (')(G_) degisken {islii Smirnov

siniflarmin Banach uzay1 oldugu goriiliir.

Eger [ € EV (G) ise Tamm 5.1.4’ten f € E'(G) olup z € G igin

R A (O B\
=2l <—zd<‘zmi]@b(w)_sz(w))dw

/(2)

yazilir, burada

a=a,(f) == ffw(w))dw,k:o,l,z,...

r— ; k+1
2i T

oldugunda (5.3) esitligi kullamilarak f(z)~ > a,F, (z) elde edilir.
k=0

51.6 Tamm fcE’ 0 (G) olsun. f  fonksiyonuna karsilik gelen
Zak(f)Fk(z) ifadesine [ ’in Faber seri acihmi ve a,(f), k=0,12,..
=0

katsayilarina f ’in Faber katsayilari denir.

5.1.7 Tamim fEEp(') (G) ve a, (f), k=0,12,... f ’in Faber katsayilar
olsun. S¢ (f,z):= iak (f)F,(z),n=0,1,2,... olarak tanimlanan ifadeye f ’in n.
k=0

dereceden Faber kismi toplami denir.

65



5.1.8 Tammm f € Ep(') (G) olsun. a, (f), k=0,1,2,... onun Faber katsayilar

ve

4 22
sin 2/sm ] Z o ) cos kt

()

ile belirlenen cEj’) katsayilart i¢in )\,(:” :—2n (3222 —1—1) olsun.
2n—2
JO(foz)= > Nla, (f)F,(z),n=12,..
k=0

olarak tammlanan ifadeye f fonksiyonunun Jackson ortalamasi denir.

5.1.9 Tamim fEEp(') (G) olsun.

2n 1

Z SY(f =12,...

olarak tamimlanan ifadeye f fonksiyonunun de la Vallée-Poussin ortalamast denir.

Eger fEEp(') (G_) ise Tanim 5.1.5’ten f € E' (G_) olup ze G~ ¢in

re= g =g | g

yazilir. Burada

T —a ()=t ffw‘(w))dw,k:l,z,...

a, =a(f): 2mi ) w2

oldugunda (5.4) esitligi kullanilarak f Z ak 1/ z elde edilir.

5.1.10 Tamm fcE” 0 (G_) olsun. f fonksiyonuna karsilik gelen
Zak l/z ifadesine f ’in Faber seri acilimi ve ;Z;(f),kZI,Z,...

katsayzlarlna f ’in Faber katsayilar: denir.
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5.1.11 Tanim fEEp(') (G_) ve ;Z\];(f), k=12,... f ’in Faber katsayilar

olsun. SG Zak l/z =1,2,... olarak tamimlanan ifadeye f ’in

n. dereceden Faber kismi toplami denir.

5.1.12 Tammm f € EPY (G_) olsun .;Z; (f), k=1,2,.. onun Faber katsayilart

ve

4 22
sin 2/sm ] Z o ) cos kt

()

ile belirlenen cEj’) katsayilart icin )\,(:” :% olsun.
N 2n—2 — A
JE(foz)=> Na (f)F (1/2),n=12,..
k=0

olarak tamimlanan ifadeye f fonksiyonunun Jackson ortalamasi denir.

5.1.13 Tanim fEEp(') (G_) olsun.

2n]

Ve = ZSG fioz),n=12,..

olarak tamimlanan ifadeye f fonksiyonunun de la Vallée-Poussin ortalamast denir.

F:=[0,2n]CR veya F =T CC sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve |F |

onun Lebesgue dl¢iimii olsun. p(-): F — R" :=[0,00) iis fonksiyonu

1< p_:=essinf p(z)<esssup p(z)=:p, <o
zeF

zeF

kosullarini saglayan Lebesgue 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.
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5.1.14 Tamim Eger p() lis fonksiyonu ve Vz,,z, € F, z, = z, igin

7]

<c
|Zl_Zz|

‘p(zl)—p(zz)‘ln

kosulu z,,z, 'den bagimsiz pozitif bir ¢ sabiti ile saglanyorsa p(-)€ P (F) denir.

Eger p_>1ve p()€P*(F) ise p(-)e B (F) denir.

Asagidaki teorem daha genel durumda, I" € € oldugunda, [12] ¢alismasinda

ispatlanmistir.

5.1.15 Teorem I'c® ve p(-)E?OIOg(D olsun. Sr(f) Cauchy singiiler

operatorii L’ 0 (F) uzaymndan L' 0 (F) uzaywma sinirly bir lineer operatordiir.

5.1.16 Onerme '€ ® ve p() cPpre (F) olsun. Eger [ € Jo (F) ise 0 zaman
fr c EMV (G) ve f~ € g™ (G_) olur.

Ispat [55] cahismasindan bilinen Sy ( f ) b (F) — I[P (F) operatoriiniin
simirhiligt ve [56] calismast f ' € EF- (G) CE (G) ve [ €E” (G_) CE' (G_)

olmasmi gerektirir. Diger yandan Teorem 5.1.15ten f €L’ 0 (F) icin var olan

Ise (f)

Lp(_)mgc(p)” f esitsizligi ve (2.3) ve (2.4) esitliklerinden

L”(')(F)
et (T') olur. Bdylece Tamm 5.1.4 ve Tamm 5.1.5 dikkate alinarak

1 eEM(G) ve - € BV (G ) elde edilir. W
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Hemen her yerde zel icin (2.5) esitligi ile (5.3) ve (5.4) seri agilimlar1

dikkate alinarak f Td ,k=0,1,2,.. ve

a, =
k= k
27rl

;z; :;z;(f) = ! .ff(% (W))dw ,k=1,2,... oldugunda feL”(‘)(F) icin

k41

g —|—Zak (1/z)

biciminde bir seri gosterim elde edilir.

5.1.17 Tamm T€® ve p()eB*(T) olsun. fELp(') (T') fonksiyonuna

karsilik gelen

i a,F, —|— Z ak 1/z
k=0

ifadesine f 'in Faber-Laurent seri acilimi, a,ve a, katsayilarina f ’in Faber-

Laurent katsayilari denir.

5.1.18 Tanim f € /" (T), T €D ve p(-)€R"(T) olsun.

Z)zg)ak —i—Zak l/z

rasyonel fonksiyonuna f ’in n. Faber-Laurent kismi toplami denir.

I' € © iizerinde verilen f ve p(-) iis fonksiyonu igin
fo(w) :=f[¢(w)] ve f](w) :=f[¢, (w)],
po(w):= plw(w)] ve p(w)=p[t; ()

fonksiyonlarmni olugturalim.
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5.1.19 Onerme Eger I'c ® ise

fel(r)e f e (T)s fe”V(T),

p()€R*(T) & py()eB*(T) & p ()€ B (T)

denklikleri saglanir.

Ispat T € © olsun. Dini diizgiin egriler i¢in [57] ¢alismasindan

0<ey S‘wl(w)‘g%s » 0<ey §‘90/<Z)‘§C40

0<cy, S‘wl/(w)‘gcm , 0<ey; S‘SOI/(Z)

Sy

esitsizliklerinin saglandig biliniyor. Bu esitsizliklerden

|70y < el follwiey < €l iy
gecerli  oldugundan £ e/ (T) & £, e LV(T) olur.  Benzer  sekilde
felM)e fel?™(T) op fer(D) e fel™(T) e £ eV (T)
saglanir. Diger yandan p(-)€ B (T), w, € T, i =1,2 igin w, :=¢(z,)olacak sekilde

z, €T noktalari ele alnarak ve |’ (z)

<c¢,, esitsizligi kullanilarak goriliir ki

2T
_ Inl—="
‘pO(M}l) po(Wz)‘ n |w] —w2|

[T

— (2, )| |,
Sc‘p(zl) p(Zz)‘n |Z]—Zz|

Benzer sekilde ‘w’ (w)‘ <cy, esitsizligi kullanildiginda

i

|Zl _Zz|

‘p(zl)—p(zz)‘ln

gd%@m—mWﬁm[zw ]

[, —w,|
esitsizligi gecerli olur. Bdylece, p(-)e’E)l"g (F)@ Do (-)E’Pomg (T) oldugu goriliir.
Aym yontemle p()€R*(T) < p,(-)€B*(T) oldugu da gosterilebilir. Bdylece,

p()ePR™ ()& p, ()P (T) & p,(-) € B (T) olur. W
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Verilen bir f €L’ 0 (F) icin tanimlanan f; ve f, fonksiyonlarmm (2.1) ile

tanimli Cauchy tipi integralleri

O

f—dc CeGveweD ,

271'1

f1+(W f‘d) ¢,eG veweD ,

27

olup bu fonksiyonlar ) bdlgesinde analitiktirler.

Boylece a, ve gz; katsayilar1 tanimlar1 geregi f; ve f, fonksiyonlar1 yardimi

ile asagidaki gosterime sahiptirler:

a.(f)= Ma’ Jk=0,1,2,...,

WA
271'1 T

fTHd k=12,

271'1

Onerme 5.1.19 ve Onerme 5.1.16°dan f € IV (T), p()eBR*(I) icin
fo € Epo ( )fo Epo ( _) ve fi" € EM ( )f EEP'(>(ID)_) olur. Ayrica, T

iizerinde hemen her yerde f,=f"—/f ve fi=/f"—/f esitlikleri saglanir.

Boylece,
/e
a.(f)= g %ﬂ)d ,k=0,1,2,...
T
0 (f) = —— —df ) k=1,2,..
g 27i wht

elde edilir. Sonug olarak a, (f) ve a, (/) katsayilarmm sirasiyla f; € E” of) (D) ve

fireE al (]D)) fonksiyonlarmnin orjindeki Taylor katsayilar1 olduklar: goriiliir.
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5.1.20 Tamm f € LV (T), p(-) B (T) ve
Atrf(w) :=i(—1) [r]f(wem), r=12,3,..

olsun. Bu durumda

@,(f, 6)Tp() —‘shgg

ifadesine f fonksiyonunun r-inci mertebeden diizgiinliik modiilii denir.

5.1.21 Tamim fEEp(') (G) ve p(-)eﬂlog(r) olsun. r=1,2,3,... icin

QS 8)g0 = (£550) ) - 6>0

ifadesine f fonksiyonunun r-inci mertebeden diizgiinliik modiilii denir.

5.1.22 Tanim fEEp(') (G_) ve p(-)eﬂzlog(F) olsun. r=1,2,3,... icin

2, (f28)g = (£ ,5)M.) ,6>0

ifadesine f fonksiyonunun r-inci mertebeden diizgiinliik modiilii denir.

Ozel halde » =1 igin ©, (f, 5)1r =Q(f, 6) gosterlml ile

Q(f:6)gy = US8)g py = U6 -

Q(f28)g o =US0)g =Q(f7.6), T.n()

gosterimleri gecerlidir.
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Derecesi n ’yi asmayan kompleks degiskenli cebirsel polinomlar ailesi

,,n=0,1,2,.., derecesi n’yi asmayan kompleks 1/z degiskenine goére cebirsel

polinomlar ailesi (ggn ,n=12,..., ille gosterilsin.

5.1.23 Tamm G C C, T ile sirlt bir bélge, f € E™ (G) ve p()eB*(T)
olsun. E, (f)c,p(.) = Pirel{o ||f_])n||LP(')(F) ifadesine  f  fonksiyonuna Ep(')(G)

sinifinda P, cebirsel polinomlar ile en iyi yaklagsim hatasi denir.

5.1.24 Tamm G C C, T ile sinurl bir bolge, f € E"V (G_) ve p(-)e ()

ifadesine  f  fonksiyonuna E” 0 (G_)

olsun. E, (f)G,’p(.) = inf Hf—f';

EEE,, Lp(')(l“)

sznzﬁndaé , 1/z degiskenine gore cebirsel polinomlar ile en iyi yaklagim hatast

denir.

5.1.25 Teorem fELpO (F) ve I'€® olsun. Eger p(-)E’POl"g(F) ise pozitif

bir ¢(p) sabiti vardir éyle ki H.?\/lF (/) esitisizligi saglanir [14].

Ll’(')(l") S c (p)”f

L"(')(F)
Asagidaki teorem, [7]’de 211. sayfada verilen Sonug 5.32’nin 6zel halidir.

5.1.26 Teorem Belirli bir p,>1 ve tim we A, (T') agrliklart i¢in F,G
fonksiyonlar f|F<Z)|p |w(z)||dz|§cf|(;(z)|p |w(z)||dz|<oo esitsizligini gercekleyen
r T

iki fonksiyon olsun. p(-):I'—|l,00) Lebesgue ol¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere

eger 1<p_ <p. <oo ve Hardy-Littlewood maksimal operatorii L’ (')(F) uzayl

tizerinde sinirll ise ||F

() < c( p)”G pr) <00 esitsizligi gegerli olur.
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IT ile derece kisitlamas1 olmayan tiim cebirsel polinomlarin kiimesi ve H(]D))

ile de I kiimesindeki elemanlarin D {izerindeki izi gosterilsin.

5.1.27 Tamim Asagidaki bi¢imde tanimlanan

_ PWY'(W) 6 e F(P)— PWHMW), o
T(P):= 2mf w7 ™ 2€6 T(P)= 27”] ez €0

T(P):H(HD)%EP(')(G) ve T(P):H(]ID)—>EP(')(G_) operatorlerine  Faber

operatorleri denir.

(5.3) ve (5.4) esitsizlikleri kullanilarak

T iakwk] = f:aka (z), (5.7)
k=0 k=0

f[iﬁkw] Zﬁk (1/2), (5.8)
k=1

esitliklerinin saglandig1 gosterilir.

5.1.28 Teorem I' € ® ve p(-) € R (T) olsun.

7(P):1(D)c 7 (D) — E*Y(G)

T(P):11(D)c E"Y (D) — E™ (G7)

operatorleri lineer ve sinirli operatorlerdir.

ispat 7 ve T operatérlerinin lineerligi agiktir. Bu operatdrlerin smirlihig:

asagidaki sekilde gosterilir. Tanim 5.1.27°de z'€ G icin (2.1) esitligi dikkate alinirsa
T(P)(z")= [(Pogp)]+ (z') elde edilir. T igerisinde tiim agisal yollar iizerinden

z'— z €T limiti almir ve (2.3) kullanilirsa I" {izerinde hemen her yerde

T(P)(z)=5[(Poe)](z)+ 5 [(Por)](2)
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oldugu goriiliir. Bu esitlikte norma gegilerek ve Teorem 5.1.15 kullanilarak

HT (P)(Z)HL"(')(r) < H(Pogp /2H +HS [ POSO)KZ)

(1)
¢ P)HU O¢)<Z)HLP(-) r <_c(p)||l ”L”O(')(T)
()

elde edilir ki bu esitsizlik 7' operatoriiniin sinirlt oldugunu gosterir.

Benzer sekilde Tanim 5.1.27°de z"€ G~ i¢in (2.2) esitligi dikkate alinirsa
f’(P)(z"):[(Pogol)T (z") elde edilir. T disinda tim agisal yollar iizerinden

z"— z €T limiti alinir ve (2.4) kullanilirsa I' iizerinde hemen her yerde

oldugu goriiliir. Bu esitlikte norma gegilerek ve Teorem 5.1.15 kullanilarak

|7(PX

z) #(r) SHSF [(PO%)](Z) o)

e(p)|(Poe)(@ ey < ()Pl

oldugu goriiliir. Béylece, T operatoriiniin de sirlilig gosterilmis olur. Il

5.1.29 Onerme T' € © ve p(-)e B (T) olsun. Siirekli fonksiyonlarin kiimesi

ferV (T') uzayinda yogundur.

ispat f € 1”/(T) olsun. Onerme 5.1.19°dan £, € 'V (T) oldugu biliniyor.

Sonug 2.3.4'ten bilindigi gibi we'T igin {w'}, n=0,%1,%2,... sistemi L (T)
uzayinda bir baz lreteceginden verilen bir € > 0 sayist i¢in T Tlizerinde Oyle bir

stirekli g(w) fonksiyonu vardir ki Hfo (w)—g(w) <e, weT olur. zeT igin

LPO()

w=(z) oldugu goéz oniine almirsa Hf(-)—(gogo)(-) < ¢ elde edilir ki bu

2t (r)

ifade f €LV (T') uzayinda siirekli fonksiyonlarm yogun oldugunu gsterir. ll
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Onerme 5.1.29, [25] makalesinde ispatlanmistir.

Onerme 5.1.19 ve Onerme 5.1.29’un bir sonucu olarak w kompleks

degiskenine gore tim cebirsel polinomlarm kimesi E” (D) ve E” 1) (D)
siniflarmda yogundur. Bdylece Teorem 2.1.4 uygulanarak 7 operatori H(]D))
kiimesinden E” (D) smifina ve benzer sekilde 7 operatérii de I1(ID) kiimesinden

JoRl (]D)) sinifina lineer ve smirlt olarak genisletilebilir. 7 ve T operatorleri

degisken sl Smirnov smiflarina genisletildiklerinde asagidaki sekilde ifade

edilirler:

5.1.30 Teorem I'c® ve p()eR*(T) olsun. T:EPO(')(]D))—>E”(')(G)

operatorii bire bir ve iizerinedir. Ayrica f € E” Y (G) icin T ( f0+) = f olur.

Ispat g(w)=> an' , g€ E” of) (D) fonksiyonunun Taylor serisi olsun.
k=0

p(-)GQ%IOg(F) oldugundan Onerme 5.1.19 dikkate almarak ve [58] calismasi

kullanilarak g, (w) = g(rw), 0<r <1 i¢in

g, — &l — 0 r =17 elde edilir. 7

operatoriiniin smirlilig

I7(2.) =T (&) 0y < c()llg, — &l gy = 0. r =17 (5.9)

k

o
olmasini gerektirir. » " o, 7“w* serisi T iizerinde diizgiin yakmsar. Boylece, z € G

k=0

icin Fy, (Z) ifadesinin integral gosterimi dikkate alinarak
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=3 a, (e F(2) (5.10)

2mi T whH
S o 1 pEa((w)
_mZ::oam( ) [2%1'4; whtl Y
o A1 pw"—E,(¢(w)
:mZ::Oam (g)r 27ri4; wk+(l )dw

B 1, k=m
B 0,k=m

oldugu goriiliir. Boylece T (gr) ‘nin Faber katsayilar1 i¢in a; (T ( gr)) =y ( g)rk ve

a,(T(g,)) = (g)r*s r—1 (5.11)

¢ (z) <cy esitsizligi ve

elde edilir. I' € ® oldugundan [57] ¢alismasinda verilen

Teorem 2.2.5 kullanilarak




< c(P)HT(gr)_T(g)HLP<'>(r)

bulunur ve (5.9) esitsizliginden

a(T(g)—a(T(g)) ,r =17 (5.12)
oldugu gorillir. Boylece, (5.11) ve (5.12) ifadeleri bir araya getirilerek k = 0,1,2,...
isin (T (g))=cy(g) esitligine varlr. Eger T(g)=0 ise k=0,1,2,.. icin
o (g)=a(T(g)=0 ve g=0 olur. Bu iliski 7:£""(D)—E"(G)

operatoriiniin bire bir oldugunu gosterir. 7 operatoriiniin lizerine oldugunu

gosterilirse ispat tamamlanmis olur.

feE™ (G) olsun. Onerme 5.1.19 ve Onerme 5.1.16’ya gore f," € g7 (D)

olup (2.5) esitligi ile £ =0,1,2,... icin

k+1
w

a(f)=5 S 0o ()

elde edilir ki bu da f’in Faber katsayilarimin f," "nin orjindeki Taylor katsayilari

o0

oldugunu gdsterir. Yani weD i¢in f," (w)=> a, (/" olur. (5.10) esitligi goz
k=0
sniine alimarak z € G igin (£, )(2)=> oy (1 Vo (2) =Sy (), (2)= f
k=0 k=0

esitligi elde edilir. E” (')(G) uzaymdaki bir fonksiyonun Faber serisi tek olarak

belirlendiginden bu esitlik 7" operatoriiniin tizerine oldugunu gosterir. Il

Teorem 5.1.30’un ispat1 [25] ¢alismasinda verilmistir. Benzer sekilde

asagidaki teorem ispatlanabilir.

5.1.31 Teorem I'c® ve p(-)eB*™(T) olsun. f:Ep'(')(D)ﬁEp(') (G_)
operatorii bire bir ve iizerinedir. Ayrica f € E™) (G_) igin i"(fﬁ) = f olur.
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5.1.32 Onerme T' € © ve p(-)e B (T) olsun. Eger [ € E™ (G) ise n 'den

bagimsiz pozitif c,s (p) ve Cyu (p) sabitleri vardwr oyle ki n=1,2,3,...i¢in

E,(f), Do) = €45 (P)E(f)g ) < a6 (P)E, (ﬁ)+)ﬂ»,p0(.)
esitsizligi saglanir.

Ispat Teorem 5.1.28 ve Teorem 5.1.30°dan T:E”O(')(]D))HE’)(')(G’)
operatorii smirl, bire bir ve Tlzerinedir. Bu nedenle ayni Ozellikler
7. E" (G)— E” of) (D) operatdrii i¢in de saglanir. Béylece, eger f € E” 0 (G) ise

T (f)=1€ e g7V (D) olur. P, €, , (n=12,...) polinomlar: Ep(')(G) uzayinda

f fonksiyonuna en iyi yaklasan polinomlar yani E, ( f )G ise

P9(r)
(5.7) esitligi dikkate alindiginda T _I(P;)Epnﬂﬂ(]ll)) olur. T~' operatdriiniin

siirlilig: kullanilarak

By (0 oy U =T (B = ()= (2)

Lp(')(l") = c<p)EVl (f)G,p(.)

olup ilk esitsizlik elde edilir. Ikinci esitsizlik de benzer sekilde gdsterilebilir. Teorem

5.1.30 ifadesinden 7'(£,") = f € E" (G) oldugu biliniyor. ‘B, € @, , (n=0,1,2,..)
polinomlar1 E” o0) (]D)) uzayinda f;" fonksiyonuna en iyi yaklasan polinomlar, yani

A R T

ise (5.7) esitligi dikkate alindiginda Teorem 5.1.28

n| ) (T)

yardimu ile

En (f)G,p(,) SHf_T(*P p()(r) :HT(JF(;_)_T(*P}’I)

)

<[l A -

e =< (PVESS )y

esitsizligine ulasilir.
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Onerme 5.1.32, [25] ¢alismasinda ispatlanmistir. Benzer sekilde asagidaki

onerme ispatlanir.

5.1.33 Onerme I'€® ve p(-)e B (T) olsun. Eger f € E"Y (G_) ise n 'den

bagimsiz pozitif c,; (p) ve Cug (p) sabitleri vardwr oyle ki n=1,2,3,...i¢in

E, (f1+) ) <y (p)E, (f)G’,p(-) <cy(P)E, (fl+)m>,pl(.)

D, p, (

esitsizligi saglanir.

52 EW (G) ve E” 0 (G_) Degisken Uslii Smirnov Simflarinda Yaklasim

Teorisinin Diiz-Ters Teoremleri ve Bazi Esitsizlikler

5.2.1 Teorem T €D olsun. Eger f € E*V (G) ve p(-)€BR*(T) ise pozitif
bir c(p,r) sabiti vardir oyle ki r =1,2,3,... i¢in

E, (f)G,p(,) <c(p,r)Q, (f’l/”)c,p(.) n=1273,..

esitsizligi saglanir.

ispat feE™ (G) ise Onerme 5.1.16 ve Onerme 5.1.19 uygulanarak
I EEPO('>(]ID)CE1 (D) ve f," 'nn s deger fonksiyonun Lpo(')(T) uzaymna ait
oldugu goriiliir. f,", D diskinde analitik bir fonksiyon oldugundan her we€ D igin
S (W)= b (S (5.17)
=0

biciminde bir Taylor seri agilimma sahiptir. f," € L” of) (T)CLl (T) siir

fonksiyonunun Fourier seri agilimi

o0

> (£ )e (5.18)

k=—00
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ve bu serinin #. kismi toplami S, ( f0+) olsun. f;" € E' (]D)) oldugundan [59, sayfa
38] ’den

ck(ﬁ):{ka) e (5.19)
0 k<0

otur. T,(-) , fi smr fonksiyonuna L” ol) ([0,27r]) uzayinda en 1iyi yaklasan

trigonometik polinom olsun. Boylece, Teorem 2.3.3 ile verilen S, ( f ) Fourier kismi

toplaminin sinirlilig1 ve Teorem 3.2.1 kullanilarak elde edilir ki

ﬁi(w)—gbk (f;

S =S5

LPO(')(’]I‘) Pol’)

< =70+

S, (4 =1,

Pol)

< C(p)Hf(f _ T”* (.)Hpo(') 4 C(p)En (f‘;r)po(‘)
<c(p.r) (fi"1n) y=clpr) (4" Vm), " (5.20)

Onerme 5.1.32, (5.20) esitsizligi uygulanarak, Tanim 5.1.23 ve Tanim 5.1.21
dikkate alinarak

E,(Fopy <e(P)ES ), Se(pr) (£ Yn),  =e(pr)Q(1.6)g

esitsizlikleri elde edilir. [l

5.2.2 Teorem T'e€® olsun. Eger f € E" (G) ve p()eR"(T) ise pozitif
bir c(p,r) sabiti vardir oyle ki r =1,2,3,... i¢in

cl(p,r)d r—
0, (f.Yn)g 0 < (1) ) By (f)g ) 1= 125

n k=0

esitsizligi saglanir.

ispat feE™ (G) ise Onerme 5.1.16 ve Onerme 5.1.19 uygulanarak
I EEPO('>(]ID)CE1 (D) ve f,' 'nmn s deger fonksiyonu Lpo(')(T) uzayma ait
oldugundan, Tanim 5.1.21°den hareketle
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Qr (f’l/n)G,p(.) = Qr (ﬁ;r’l/n)rlr’po(‘) = Qr (f;;r,l/n)po(.)
elde edilir. 7, (-), f,* smir fonksiyonuna L ol) ([O, 27r]) uzaymda en iyi yaklasan

trigonometik polinom olsun. S, (]::) Fourier kismi toplami i¢in (5.17), (5.18) ve

(5.19) esitlikleri goz oniine alindiginda

K

E )y =I5 =10 = =5 (75

pol’)

S W)= b (£

k=0

LPO(')(’]I‘)

olur ki bu esitlik E, ( f;)p 0= E, ( f0+) olmasmi gerektirir. Son olarak

D, po (")

fiier™ t) ([0,2%]) icin Teorem 3.2.2 ve Onerme 5.1.32 kullanilarak

Q (Sl g = (A5 m),

o

4 (pr,r) n (k+1)r_1Ek(J[()+)
no ok

Pol)

Il
o

_C(p,l’) - r—1 +
£ ko(k+1) E,(f, )D,po(.)

o
—
=

~N
~—

N

r—l1
S n" £ (k + 1) E”l (f)G,p(-)

Il
o

esitsizligi elde edildiginden teorem ispatlanmis olur. Il

Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2 ifadeleri agirlikli durumda farkl tip diizgiinliik
modiilleri i¢in ispatsiz olarak [23] calismasinda verilmistir. [25] calismasinda ise

r =1 oldugu 6zel durumda Teorem 5.2.2 ispatlanmistir.
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5.2.3 Teorem '€, p(-)€ R *(I) olsun. Eger fEEp(') (G) fonksiyonuna

karsilik gelen Faber serisi iak (f)F,(z) ve {)\k};o , kompleks sayilarin (2.10)
k=0

sartim saglayan bir dizisi ise oyle bir F € E” 0 (G) fonksiyonu ve pozitif bir c( p)

sabiti vardir ki F Z)\ ak ,z€G ve ||F|| ||f||L,, olur.

ispat 1 e E™ (G) ise f, € c EPU (D)C E' (D) oldugu biliniyor. Ayrica, daha
once belirtildigi gibi a; ( f ) Faber katsayilar1 f," fonksiyonunun orjindeki Taylor

katsayilaridir, yani (5.17) dikkate alinarak elde edilir ki

£y ()= a, (f ). weD.
k=0

Teorem 2.3.16°dan  &yle bir ke LV (T) fonksiyonu vardr ki

¢ (h) =N (/") ve pozitif bir ¢(p) sabiti igin [ i, < (p)|fi olur.

2ot

F,=h" EE‘DO(')(]ID)CE1 (]D)) olacak sekilde bir F| fonksiyonunu ele alalm. F, i

Taylor katsayilar1 b ( ) k=0,1,2,... igin (2.5) ve (5.19) esitlikleri kullanilarak

b (F)=b, (i) == ihl(ﬂ)dw_ : fh(w)dw—f— : fh_(w)dw

. k+1 . k+1
27 T W 27 T W

h(w
2171 <T+1)dw =, (h) =Ny (fo+) =M (f0+) =N (f)
TV

esitligi gecerlidir. Ote yandan bu son esitlik

[Eoll oy <[ o

220 ) < c(p)”h”m(’)(m < C(p)Hﬁ)+

70 ()

olmasin1 gerektirir. Boylece f," € E” of) (D), Taylor serisi (5.17) bigiminde olan bir
fonksiyon ise Taylor katsayilar1 k£ =0,1,2,... i¢in b, (FO) =\b, (f(f) =\Na, (f)

olan dyle bir F, € E” ol) (D) fonksiyonu vardir ki bu fonksiyon

(5.21)

”E) ”L"O(')(T) <c (p)HfOJr

2ot
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esitsizligini saglar. Ayni zamanda Teorem 5.1.30 yardimi ile F:==T(F,)€ E” 0 (G)

olup (5.7) esitligi ve k =0,1,2,... icin b, (E)) =\a, (f) oldugu g6z 6niine alinarak

FE)=T(R)E)~ e (1) (7). 2<6

oldugu goriiliir. Teorem 5.1.28, (2.3) esitligi, Teorem 5.1.15, (5.21) esitligi ve son

olarak Onerme 5.1.19 kullanilarak istenen

”F”L”(')(F) = HT (FO) 7P00) (. < ”T””FO”LPO(')(T)
(T)

S ¢ (p)HfOJr L"O(')(T) S ¢ (p)”fOHL"O(')(T) S c(p)”f”L"(')(r)

esitsizligine ulasilir. [l

fEeE” 0 (G)CE1 (G) fonksiyonunun Faber serisinin Lacunary kismi

toplami k =0 oldugunda a_, ( f )FZ,, (z) =0 kabul edilerek z € G i¢in

2k

A()z)= 2" a;(f)F;(2), k=0,12,..

1':2/(—1 ’

olarak alnirsa E” (')(G) smiflar1 i¢in asagidaki Littlewood-Paley tipi teorem

gecerlidir:

5.2.4 Teorem '€ D ve p()eB*(T) olsun. Eger feEg™ (G) ise éyle

pozitif ¢y ( p) ve Cs, ( p) sabitleri vardwr ki

< 5o (p)||f||LP<'>(r)

Lp(')(l“)

- , 12
049(p)||f||Ll’<'>(r) < Z‘Ak (f)‘
=0

esitsizlikleri saglanir.
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~ 12
Ispat A4:f— [Z‘Ak (f )‘2} operatdriinii  tammlayalm. T €9,
k=0

we 4, (F) ve 1< p<oo olsun. [60] c¢alismasinda ispatlanan Teorem 3

kullamlarak, f € E” (G,w) ise p sabitine bagh pozitif c;, j = 49,50 sabitleri i¢in

12

- 2
My ESCF| | e, 62

1P(Tw)

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. (5.22)’nin sag taraftaki esitsizlik 4 operatoriiniin

L’ (F), we 4, (F), uzayinda sinirh bir operator olmasini gerektirir. Diger yandan

Teorem 5.1.25’ten maksimal operator A/ nin LV (T') uzaymnda p(-)€ P, (T) sart

altinda smnirli oldugu biliniyor. Boylece, Teorem 5.1.26°da ifade edilen tiim kosullar

saglandigindan bu teorem uygulanarak

= Cs (p)||f||Ll’<'>(r)

Pl ()

g ]

4 12
esitsizligi elde edilir. Eger A4~ :[Z‘Ak (f )‘2] — f operatorii tammlarsak benzer
k=0

sekilde (5.22) esitsizligi, Teorem 5.1.25 ve Teorem 5.1.26 kullanilarak diger

esitsizliginde ispatlanabilecegi goriiliir. Il

Teorem 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 ve 5.2.4° iin ispatlarinda kullanilan yontemler ile

benzer siiregler tekrarlanarak sirasiyla asagida ifade edilen teoremler ispatlanir.

5.2.5 Teorem I €D olsun. Eger f € E"V (G*) ve p(-)e R (T) ise pozitif
bir c(p,r) sabiti vardir 6yle ki r =1,2,3,... icin

E, (f)G_’p(') §c(p,r)§2, (f,l/n)G_’p(,) ,n=12,3,...

esitsizligi saglanir.
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5.2.6 Teorem I € D olsun. Eger f € E"V (G_) ve p(-)e P (T) ise pozitif
bir ¢(p,r) sabiti vardir dyle ki r =1,2,3,... i¢in

9, (£ ) < (prr)zn:(kﬂ)r“];k (g py -1 =123

n k=0

esitsizligi saglanir.

527 Teorem Te®,p()eB™(T) olsun. Eger feE™(G)

fonksiyonuna karsilik gelen Faber serisi i;z,;( f )1?;(1/ z)ve {\, }go , kompleks
k=1

sayilarin (2.10) sartint saglayan bir dizisi ise éyle bir F € E” (')( _) fonksiyonu ve

pozitif bir ¢(p) sabiti vardir ki F(z Z)\ a (f l/z) ,z€G  ve

||F||LI’<'>(F> = C(P)”f”Lp(-)(F) olur.

feE”’ 0 (G_) fonksiyonunun Faber serisinin Lacunary kismi toplami

j=2",0 oldugunda a, (f)F,(1/z)=0 kabul edilerck z€ G igin

Be)= 53 @ VF, (02) k=

olarak almnmrsa E” O(G_) smiflar1 i¢in asagidaki Littlewood-Paley tipi teorem

gecerlidir:

5.2.8 Teorem I'€® ve p(-)e P, (T) olsun. Eger fEEp(') (G_) ise oOyle

pozitif ¢, ( p) ve cs, ( p) sabitleri vardur ki

il

s (p)||f”Ll’<'>(r) <

SIA(r
k=0

= Cs (p)||f”LP<'>(r)

Lp(')(l“)

esitsizlikleri saglanir.
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(5.20) ve (5.26) esitsizliklerinin ispatlarinda kullanilan yontemler ile E” Y (]D))

sinifindan olan herhangi bir fonksiyon i¢in asagidaki sonug elde edilebilir.

5.2.9 Sonug g € E*U (D)ve p(-) € B, (T) olsun. Eger Zzzo&k (gW" serisi
g fonksiyonunun orjindeki Taylor serisinin n. kismi toplami ise o zaman n ’den

bagimsiz, pozitif bir c(p,r) sabiti vardir 6yle ki n=1,2,3,... i¢in

Hg<w>—§ak<g>w’f

< c(p,l”)Qr (g’l/n)ﬂlp(')

Lp(')(’]l‘)

esitsizligi saglanir.

(5.21) ve (5.27) esitsizliklerinin ispatinda kullanilan yontemler ile E” Y (]D))

sinifindan olan herhangi bir fonksiyon i¢in Sonu¢ 5.2.10°un saglanacagi kolayca
gosterilebilir. Ayrica Teorem 5.2.3 ve Teorem 5.2.7’nin ispatit i¢in kullanilan

yontemler ile Tanim 5.1.17 dikkate almarak Sonug 5.2.11 elde edilebilir.

5.2.10 Sonug p(-)e B¢ (T) ve {\, }go , kompleks sayilarin (2.10) sartini

saglayan bir dizisi olsun. Eger g € E™V (D), Taylor serisi

g (W)= _Nb (g, weD

biciminde olan bir g" € E™V (D) fonksiyonu vardir ve pozitif bir ¢(p) sabiti igin

*

g

0y <c(p )||g ”LP(‘)(T)

esitsizligi saglanir.
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5.2.11 Sonu¢ I'e D, p(-)e P, (') olsun. Eger fGLpO (T) fonksiyonuna

o0
karsilik gelen Faber-Laurent serisi Zak +Zak (1/z) ve {n }go ,
k=0

kompleks sayiarin (2.10) sartim saglayan bir dizisi ise oyle bir F cr’ Y (F)
fonksiyonu ve pozitif bir c(p) sabiti vardir ki

Z)\ a,F, +Z)\ a, F, (1/z) ve o ] 1A P

53 Lip” ('>’Q(G) ve Lip” (')’“(G_) Genellesmis Degisken Uslii Lipschitz

Siiflarinin Konstriiktif Karakterizasyonu

Teorem 5.2.2 yardimi ile asagidaki sonug elde edilir.

5.3.1 Sonu¢ '€ D, p(-)e B (I) ve r=1,2,3,... olsun. Eger feE™ (G)

ve n=1,2,3,... icin E, (f) =@(n_“), >0, ise

G.p()
@(60‘) , F> o
Q, (f26)g ., =10(6" log(1/8)), r=
@(6r) , r<a.

5.3.2 Tanim >0 ve r:=[a]+1 igin
Lip"* (G)={f € E"(G):9, (£.6),,, = ©(s"), 80}

ifadesine E” 0 (G) sinifindaki genellesmis degisken iislii Lipschitz sinifi denir.

53.3 Sonu¢ '€ D, p(-)e B (') ve r=1,2,3,... olsun. Eger feE™ (G)

ve n=1,2,3,... i¢in E, (f)G’p(') :@(n‘a)’ o>0, ise f € Lipp(.),a (G)
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Teorem 5.2.1 yardimi ile asagidaki sonug elde edilir.

5.3.4 Sonu¢ Eger feLip™ (G), @>0,T€D ve p(-)eB(T) ise o

zaman E, (f) :()(n_“) ,n=12,3,.... olur.

G’p(>

Sonug 5.3.3 ve Sonug 5.3.4 bir araya getirilerek asagidaki sonug elde edilir.

5.3.5 Sonu¢ f ¢ E"V (G), T €D ve p(-)eR"*(T) olsun. O zaman >0

icin

i) fesz P)a (G),
i) E,(f)g . =0(n"). n=123,..

ifadeleri denktir.

Teorem 5.2.6 yardimi ile asagidaki sonug elde edilir.

5.3.6 Sonu¢ '€ D, p(-)€ P (') ve r=1,2,3,... olsun. Eger f € g™ (G_)

ve n=1,2,3,... igin E, (f)G, =@(n_a), o>0, ise

()
@(60‘) , F> o
Q, (f26)g- =108 1og(1/6)), r =
@(6r) , r<a.

5.3.7 Tanim o >0 ve r:=[a]+1 i¢cin
Lippo,a(G ) {feE”( ) (f26), " @(5Q)’ 5>0}

ifadesine E” y (G_) sinifindaki genellesmis degisken iislit Lipschitz sinifi denir.
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5.3.8 Sonu¢ T €D, p() € B (T) ve r=1,2,... olsun. Eger f € E"(G")
ve n=1,2,3,... i¢cin E, <f)G*,p(') :@(n_a)’ >0 | ise feLipp(‘),a (G*).

Teorem 5.2.5 yardimi ile asagidaki sonug elde edilir.

5.3.9 Sonu¢ Eger fELipp(‘)’a (Gf), a>0,I'e® ve p()eB™(T)ise o

zaman E, (f)G,’p() = ()(n_“) ,n=1,2.3,.... olur.

Sonug 5.3.8 ve Sonug 5.3.9 bir araya getirilerek asagidaki sonug elde edilir.

5.3.10 Sonuc fEEpO(G_),FE@ ve p()eP(T) olsun. O zaman
a>0 icin

i) feLip™(G),
il) E,(f)g ,u=0(n") n=123,..

ifadeleri denktir.

54 E"(G) ve E™V (G’) Degisken Uslii Smirnov Simiflarinda de la

Vallée-Poussin ve Jackson Ortalamalar ile Yaklasim

5.4.1 Teorem I' € D olsun. Eger feE™ (G) ve p(-)e B (T) ise n 'den

bagimsiz pozitif bir ¢(p,r) sabiti vardir oyle ki

Hf_VnG (f’)

e <c(p.r)Q (fl/n)g 0y » =12,

esitsizligi saglanir.
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ispat e E™ (G) ise Onerme 5.1.16 ve Onerme 5.1.19 yardimm ile
fii e EP of) (D)c E'(D) ve f,' 'min simur deger fonksiyonu L” of) (T) uzayma ait bir
fonksiyon olur. I diskinde analitik f," fonksiyonu igin (5.17) Taylor seri agilimy,
fiie ol (T)c L'(T) smur fonksiyonu i¢in (5.18) Fourier serisi, f,” € E' (D) igin
(5.19) esitligi dikkate alinarak

1o (w)= ch (fo+ )Wk
k=0
oldugu gériilir. Diger yandan f ¢ E*V (G) fonksiyonunun a, (f), k=0,1,2,...
Faber katsayillarinin f," € E” of) (D) fonksiyonunun Taylor katsayilart oldugunu,

Tanim 5.1.9’u ve (5.7) esitligini dikkate alarak » =1,2,3,... i¢in

T[gck(ﬁ)wk]zgak(f)@(z) ve T(V2 (£ o)) =V (f.2)

elde edilir. Teorem 2.3.13 ve Teorem 5.2.1 yardimi ile n» =1,2,3,... i¢in

degerlendirmesi gecerlidir. Teorem 5.1.28, Teorem 5.1.30, (5.29) esitsizligi

S =)

Lpo(‘)(vﬂv) sc (p, ”')Qr (fo+ > l/n)T,po(-) (529)

kullanilarak ve son olarak Tanim 5.1.21 dikkate alinarak

f;)+ _Vn]ID (ﬁ)+")

) - HT<]E)+> -7 (V”D (ﬁ)+’.))“LP0(')(T) < ||T||

700 ()
S c(par)Qr (ﬁ)Jr’l/n)T’po(.) = C(p,l")Qr (f’l/n)G,p(.)

esitsizligi elde edilir.

5.4.2 Teorem I' € © olsun. Eger feE™ (G) ve p(-)e B (T) ise n 'den
bagimsiz pozitif bir c(p) sabiti vardwr oyle ki

lr=s2(r.) gy S€(P)QASYn)g o n=12..

esitsizligi saglanir.
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ispat £ e ™ (G) igin Teorem 5.4.1 ispatinda elde edilen

T[gck (ﬁ)w"]zkioak (f)F (2)

esitligi ve Tamim 5.1.8 dikkate alinarak T (J;D ( f()+,w)) =J¢(f,z) oldugu goriliir.

Diger yandan Teorem 2.3.11 yardimi ile » =1,2,3,... i¢in

degerlendirmesi gecerlidir. Teorem 5.1.28, Teorem 5.1.30, (5.30) esitsizligi

S =)

<c(p.r)Q f(f,l/n)T’po ' (5.30)

() =

kullanilarak ve son olarak Tanim 5.1.21 dikkate alinarak

Sr=I (1)

lr =79 (1)

) HT(fO+)_T (‘] G (ﬁ"))Hmom) <|7

Lpo(')(m
§c(p,r)Q(f0+,1/n)Tr .:c(p,r)Q(f,l/n)G’ .
.Po() p()

esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.4.1 ve Teorem 5.4.2, [61] ¢alismasinda ispatlanmistir. Benzer

yontemle asagidaki teoremler ispatlanir.

5.4.3 Teorem ' €D olsun. Eger f € E"" (G_) ve p(-)€ R (T') ise n den
bagimsiz pozitif bir c(p,r) sabiti vardir oyle ki

[ (1)

) <c(pr)Q (f1/n)g- > n=120

esitsizligi saglanir.

5.4.4 Teorem ' €D olsun. Eger f € E"" (G_) ve p(-)€ R (T') ise n 'den
bagimsiz pozitif bir ¢ (p) sabiti vardur oyle ki

[f=a5 (1)

iy <c(P)QUSYn)g ) » n=120ee

esitsizligi saglanir.
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55 [V (F) Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Faber-Laurent

Rasyonel Fonksiyonu ile Yaklasim

5.5.1 Onerme Eger g c [V (T) ve p(-)€ R, *(T) ise dyle bir pozitif ¢(p)

sabiti vardir ki Q(ST (g),-)Tr ) < c(p)Q(g,‘)T,p(,) esitsizligi saglanir.

Ispat 6 €[0,7] ,h <6 ve we T olsun. Fubini teoremi uygulanirsa

1] R g(re")dr
Z[ST(g)(We )dt—z[z—m(P. V) 4—7_W ]dt
L o
1 — g(Te )dt .
zz—m(P. V)ﬁ[h OT_W dr =S, %j;hg(Te”)dt](w)

Sy (g)(w) =Sy

%foh g (Tei’ )a’t} (w)

LP () ('D

=S,

g—%j;hg(w”)dt](w)

Lp(')(’]l‘)

§c(p)mg—%j;hg(Te”)dt](W)

Lp(')(’]l‘)
esitsizligine ulasilir. Burada |h|<6 iizerinden supremum alinirsa Tanim 5.1.20

kullamlarak (S, (g).).  <c(p)Q(g.), ) csitsizligine ulagilir.

T.p() —

5.5.2 Onerme Eger g c [V (T) ve p(-)€ R, *(T) ise dyle bir pozitif ¢(p)

sabiti vardir ki Q(g*;)qr ) < c(p)Q(g,~)Tr o) esitsizligi saglanir.

Ispat T iizerinde hemen her yerde g'=1lg+5.(g) esitligi

saglanacagindan Onerme 5.5.1 uygulanarak elde edilir ki
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Qg"v)y ) <), +2US:(8)),, <c(p)g)y ) W

5.5.3 Teorem ['€® ve p() cPe (F) olsun. Eger f € Y (F) ise pozitif

bir ¢(p) sabiti vardir dyle ki n=1,2,3,... igin

|r =R, (1)

(r) < C<p)[Q (fo’l/n)ﬂl‘,po(') + Q(fl’l/n)jr’p‘(')

esitsizligi saglanir.

Ispat (2.5) esitligi gecerli oldugundan teoremi ispatlamak icin

Hf —I—Zak l/z gc(p)Q(f],l/n)T,plO (5.33)
A(r)
ve
& (z)_iaka (z) . gc(p)Q(fo,l/n)T’poO (5.34)
= )

esitsizliklerinin gosterilmesi yeterlidir.

(2.5) ile ifade edilen /= f* — f~ esitliginden T iizerinde hemen her yerde

fo(w)=fi" (w)=fo (w) ve  filw)= £ (w)= £ (w)

esitlikler1 gegerlidir. Bu esitlikler, ¢ ve ¢, doniisiimleri yardimi ile I' lizerinde

hemen her yerde asagidaki gibi ifade edilebilirler:

£(2) =] (e(2) = £ (2(2)) | (5.35)

f@)=[£ (@ @)-£ (@) |- (5.36)

(5.6) esitligi kullanilarak z’ € G igin goriiliir ki
g

ki‘Tka(l/Z) Z%% ka 1ak901 dC’

27?1
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= Z ak@l

ka gt <Z )£ (@) i

27?1

(I CG1C9) PSR A (S
_2m'u[ (-2 dc_zm'u[g—z’dc

Onerme 5.1.16°dan f;™ (¢, (C)) c PV (G)C E'(G)

[ o)

2riq. (—z

elde edilir. Boylece, (2.1) Cauchy tipi integral dikkate alinarak

ka _af c_ - 174 (0)) y

SaFi (/)= aul - :

i
—fi (@) + 17 ()

yazilabilir. (2.3) esitligi ve T *nin icerisindeki tiim agisal yollar iizerinden z’ — z

iken limit alinarak I' iizerinde hemen her yerde elde edilir ki

SR o)=Y e (-5 St () a2)

s [Saet (-1 o |- () )

Boylece, (2.5) ve (5.6) esitligi kullanilarak

Zak (1/z)+f (

Zak% S (e (2 ))]
[Z a0 (2)= £ (i(2 ))]

oldugu goriiliir. Teorem 5.1.15, (5.26) esitsizligi ve Onerme 5.5.2 uygulanarak ve
fonksiyonunun @, (f), k=1,2,...  Faber  katsayilarmm  f;* € E” 0 (D)

fonksiyonunun 7aylor katsayilar1 oldugu dikkate alinarak
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Hf —I—Zak (1/z) z2)— £ (4 (2))

()( r) Lp(')(l“)
o5 [Saet (-1 ()
k=1 Lp(')(l“)
< ——I—c ] W -
Lpl(')(']r)
k (f1+)Wk — 1 (W)
Lpl(')(r]r)

<e(p)QA ), <e(p)AYN),,,

bulunur. Bu sekilde (5.33) esitsizligi gosterilmis olur. (5.5) ve (5.35) esitligi
kullanilarak ve T" ’nin disinda tiim acisal yollar iizerinden limit alinarak (5.33)
esitsizliginin ispatt i¢in kullanilan yontemin uygulanmasi sonucunda (5.34)

esitsizligine ulasilabilir. Boylece, (5.33) ve (5.34) esitsizliklerinin sonucunda istenen

|/ =R, (/)

() = C(P)[Q(ﬁwl/”)ﬂr,po() +Q<f"1/n)1r,p1(->

esitsizligi elde edilir. Il

5.5.4 Sonu¢ I'€ D ve p(-)e B *(T') olsun. Eger f € g™ (G) ise n’den

bagimsiz pozitif bir ¢ (p) sabiti vardwr dyle ki n=1,2,3,... igin

lr=s9(r>) i S c(p) QS 1/n)y

esitsizligi saglanir.

5.5.5Sonu¢ I'c® ve p(-)e R (T') olsun. Eger f € E™) (G_) ise n’den

bagimsiz pozitif bir ¢ (p) sabiti vardwr dyle ki n=1,2,3,... igin

[r=s7 ()

<c(p)2(ful/n)y,

Lp(')(l“)
esitsizligi saglanir.
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[62] calismasinda Teorem 5.5.3 ispatlanmig, Sonu¢ 5.5.4 ve 5.5.5 ifade
edilmistir. Bu sonuglar farkli bigimde tanmlanan kesirli mertebeden diizgiinliik
modiilleri yardimi ile agirlikli degisken iislii Lebesgue uzayr ve agirlhikli degisken

islii Smirnov smiflarinda [23] calismasinda ispatsiz olarak verilmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda yeni bulgular ticlincli, dordiincii ve besinci boliimlerde

yer almaktadir. Daha once agirlikli ve agirliksiz degisken tislii Lebesgue uzaylarinda

pETO([O,27r]) sart1 ile [23], [24], [27], [45] calismalarinda verilen sonuclar

p ET([O,2W]) sartina genellestirilmistir. 27 periyodlu fonksiyonlar i¢in {i¢lincii ve

dordiincii boliimlerde ispatlanan teoremler sirasiyla [50] ve [53] calismalarinda ifade

edilip, [51] ve [54] calismalarinda ispatlanmistir. Daha sonra ise farkli bir sekilde

tanimlanmis €, ( f,-)po 'ne denk olan bir modiil ile pET([O,27rD sartt altinda

yaklagim teorisinin benzer teoremleri [52] makalesinde ispatlanmistir.

Ucgiincii ve dordiincii boliimlerde yaklasim teorisinin daha once periyodik
fonksiyonlar i¢in ispatlanan diiz ve ters teoremleri Hardy-Littlewood maksimal
operatoriiniin smirliligi kullanilmadan, konvoliisyon tipi ortalamalar kullanilarak
degisken {islii fonksiyon uzaylaria genellestirilmistir. Besinci boliimde bu sonuclar
Faber operatorleinin yardimi ile kompleks diizleme tagmmistir. Degisken islii
Smirnov smiflarinda yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri ispatlanmis ve bu
uzaylardan olan analitik fonksiyonlara de la Vallée-Poussin ve Jackson ortalamasi ile
yaklagimin hizi degerlendirilmistir. Dini diizgiin egri ailesi iizerinde taniml degisken
isli Lebesgue uzaylarinda Littlewood-Paley ve Marcinkiewicz ¢arpan tipi
esitsizlikler ispatlanmis ve bu uzaydan olan fonksiyonlara Faber-Laurent rasyonel

fonksiyonuyla yaklagimin hiz1 degerlendirilmistir.

Tez boyunca kullanilan yontemler ¢alisilan uzaylardan bagimsiz ve yeterince
geneldir. Bu durum yontemlerin degisken iislii uzaylardan farkli bir takim fonksiyon

uzaylarinda da islevsel ve gegerli olmasini vurgulamaktadir.
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