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 ÖZET  

 

 

Yüksek Lisans Tezi 

BAZI KONVEKS FONKSİYON SINIFLARI İÇİN  

YENİ EŞİTSİZLİKLER VE UYGULAMALAR 

Yunus Emre DURSUN 

Ağrı İbrahim Çeçen Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı  

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Mustafa GÜRBÜZ 

Bu tezde, birinci mertebeden ve genel anlamda 𝑛. mertebeden türevlenebilen 

fonksiyonlar için elde edilmiş, literatürde mevcut iki farklı lemma ele alınmış, bu 

lemmalar yardımıyla bazı konveks fonksiyon sınıfları için yeni eşitsizlikler elde 

edilmiştir. İlk bölüm giriş niteliğinde olup, bu bölümde konveks fonksiyonlar ve 

Eşitsizlik Teorisi’nin tarihsel gelişimini içermekte olup literatürde mevcut çalışmalar 

ile ilgili bilgiler verilmiştir. İkinci bölümde konveks fonksiyon ve bazı farklı türlerinin 

tanımları yapılmış, aralarındaki hiyerarşiden bahsedilmiş ve bazı örnekler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde literatürde sıkça rastlanan ve oldukça önemli bazı eşitsizlikler ve 

tezimizde kullandığımız lemma ve teoremlere yer verilmiştir. Dördüncü bölümde ise 

önce 𝑛. mertebeden türevlenebilen fonksiyonlar için, ardından birinci mertebeden 

türevlenebilen fonksiyonlar için elde edilmiş bir lemma ele alınarak yeni eşitsizlikler 

kurulmuş, ardından elde edilen eşitsizliklerin bazı özel halleri ortaya konulmuştur. Son 

olarak bu sonuçlar kullanılarak bazı özel ortalamalara dair uygulamalar verilmiştir. 

Ayrıca bulguların literatürü desteklediği görülmüştür. 

2017, 77 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Hölder eşitsizliği, Power-mean eşitsizliği ve konveks fonksiyon 



ii 
 

ABSTRACT 

Master Thesis 

NEW INEQUALITIES AND APPLICATIONS FOR SOME CONVEX 

FUNCTION CLASSES 

Yunus Emre DURSUN 

Ağrı İbrahim Çeçen University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

       Supervisor : Asst. Prof. Dr. Mustafa GÜRBÜZ 

 

In this thesis, two different lemmas gathered for first degree and nth degree, in general, 

differentiable functions have been handled. With the help of these lemmas, new 

inequalities for some convex classes have been obtained. The first part was 

introductory part which contained the historical developments of convex functions and 

Inequality Theory, as well as, some information related to studies in literature. In the 

second part, definitions of convex function and some kinds of it has been explained, 

hierarchy between them has been mentioned, and some examples has been given. In 

the third part, some inequalities which are very important and common, also lemmas 

and theorems which are used in our thesis were given. In the fourth part, new 

inequalities have been constructed by dealing with firstly, a lemma gathered for nth 

degree, in general, differentiable functions, then a lemma gathered for first degree 

differentiable functions. Then some special cases of gathered inequalities put forward. 

Finally, by using these results, propositions have been given for some special means. 

Also it was observed that the gathered results were supported by the literature. 

2017, 77 pages 

Keywords: Hölder inequality, Power-mean inequality and convex functions. 
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1. GİRİŞ  

Konvekslik, tarihi milattan önceki yüzyıllara dayanan bir kavram olmasına 

karşın matematikte yerini alması 1800’lü yılların son çeyreğini bulmuştur. Bu kavram 

ilk olarak Hermite tarafından 1883 yılında bulunan bir sonucun Mathesis adlı dergide 

yayınlanması ile ortaya çıkmıştır. Hadamard’ın da bu konuyla ilgili çalışmaları olsa da 

bir sonraki yüzyılda çalışmaları ile konveksliği sistemleştiren isim J.L.W.V.Jensen 

olmuştur. 20 ve 21. yüzyılda hızla gelişen konvekslik çalışmalarının, artan uygulama 

alanlarıyla analizdeki önemi gittikçe artmakta ve eşitsizlik teorisi, lineer programlama, 

ekstremum problemleri, optimizasyon, hata hesaplamaları ve oyun teorisi gibi 

alanlarda kullanımları genişlemektedir. 

Konveksliğin tanımı eşitsizlikle yazılabildiğinden Konveks Fonksiyonlar 

Teorisinde önemli bir yer tutmaktadır. Bu konuda çalışan matematikçiler, farklı 

konveks fonksiyon sınıfları (𝑠 −konveks, Godunova-Levin, 𝑙𝑜𝑔 −konveks, 

𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks vb.) ve özel ortalamalar (aritmetik, geometrik, logaritmik vb.) için 

konveksliği uygulamaya, genişletmeye, sadeleştirmeye ve genelleştirme 

çalışmışlardır. Bu yüzden eşitsizlikler, uygulamalı matematiğin çeşitli konularında 

sıkça kullanılmış olduğundan oldukça hızlı bir ilerleme göstermiştir. Özellikle son 

yıllarda birçok farklı alanlardaki uygulamalarda katkısı açıkça görülmektedir. 

Örneğin, Chebyshev, Ostrowski, Grüss, Hadamard ve Jensen eşitsizliklerinin 

uygulama alanına bakıldığında önemli bir yere sahip olduğu söylenir. 

Eşitsizlikler teorisi için taban teşkil eden ilk çalışma 1934 yılında Hardy, 

Littlewood ve Polya tarafından yazılan "Inequalities" isimli eserdir (Hardy et al. 

1952). Eserde konveks fonksiyonlarla eşitsizliklerin ispat yöntemleri ve elde edilmiş 

bazı sonuçlara rastlanılmaktadır. Ardından Beckenbach ve Bellman’ın yazdığı 

"Inequalities"  diğer bir çalışma olarak karşımıza çıkmaktadır (Beckenbach and 

Bellman 1961). Bunu Mitrinović’in yazdığı "Analytic Inequalities" çalışması izler 

(Mitrinović 1970). Bu saydıklarımız bilgi elde etmek için başvurulan temel 

kaynaklardır. Ayrıca sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler ile ilgili Pečarić 

1987 yılında “Convex Functions: Inequalities” adlı eseri yayınlamıştır. Bunlardan 
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başka "Convex Functions" (Roberts and Varberg 1974), “Inequalities Involving 

Functions and Their Integrals and Derivatives” (Mitrinović et al. 1991), “Classical and 

New Inequalities in Analysis” (Mitrinović et al. 1993), “Mathematical Inequalities” 

(Pachpatte 2005) ve “Convex Functions and Their Applications” (Niculescu and 

Persson 2006) isimli çalışmalar literatürdeki diğer kaynakları oluşturmaktadır. 

Özellikle Hermite-Hadamard eşitsizliği ile ilgili yapılan bazı çalışmalar S.S. Dragomir 

ve C.E.M. Pierce tarafından yazılmış “Selected Topics on Hermite-Hadamard 

Inequalities and Applications” isimli kaynakta geliştirilerek bir araya getirilmiş olup 

alan yazında önemli bir yer tutar (Dragomir and Pearce 2000). 

Klasik konvekslik tanımından yararlanılarak daha genel konveks fonksiyon 

çeşitleri oluşturulmuştur. Bunlardan birisi de “Stetigkeitsaussagen für eine Klasse 

verallgemeinerter konvexer Funktionen in topologischen linearen Raumen” adlı 

çalışmada tanıtılan 𝑠 −konveks fonksiyonlardır (Breckner 1978). 𝑠 −konveks 

fonksiyonlarla ilgili özelliklere ve eşitsizliklere “Some remarks on 𝑠 −convex 

functions” (Hudzik and Maligranda 1994) ve “Inequalıtıes vıa 𝑠 −Convexıty and 

Log−Convexıty” (Akdemir vd., 2014) adlı çalışmalarda yer verilmiştir. Yapılan 

literatür taraması sonunda özellikle 𝑠 −konveks fonksiyonlarla ilgili Türkiye’de son 

10 yılda yapılan yüksek lisans tezleri “Birinci ve İkinci Anlamda 𝑠 −Konveks 

Fonksiyonlar için Birkaç Hadamard Tipi İntegral Eşitsizliği” (Kayacan 2008), 

“Türevleri 𝑠 −Konveks Olan Dönüşümler İçin Bazı Yeni Hermite-Hadamard Tipli 

Eşitsizlikler” (Öğülmüş 2014), “𝑠 −Konveks Fonksiyonlar İçin Ağırlıklı İntegral 

Eşitsizlikleri” (Yıldırım 2015) ve “Kesirli İntegrallerden Yararlanarak 𝑠 −Konveks 

Fonksiyonlar İçin Genelleştirilmiş Hermite-Hadamard Tipindeki İntegral 

Eşitsizlikleri” (Ertuğral 2015) adlı çalışmalardır. 

“Neden Matematiksel Eşitsizlikler?” sorusuna Richard Bellman 2. Uluslararası 

Matematik Eşitsizlikler Konferansı’nda verdiği yanıtta üç bakış açısı olduğunu 

vurgulamıştır. Birincisi pratiklik sağladığını ve bunun araştırmalarda bir niceliği başka 

bir nicelik ile belirlenmesinde karşımıza çıktığını söylemiştir. Böylelikle klasik 

eşitsizliklerin ortaya çıktığını belirtmiştir. İkincisi teorik olarak bakıldığında basitçe 

sorular sorularak bütün temel teoremlerin oluşturulabileceğini söylemiştir. Üçüncü 
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olarak da estetik açıdan Matematik Müzik ve Resim disiplinlerinin uyumlu olduğunu 

belirterek oluşturulan eşitsizliklerin göze hitap etmesinin merak uyandırıcı ve ilgi 

çekici olduğunu vurgulamıştır. Bu yanıttaki emareler bizim içinde eşitsizlik 

çalışmamız için yeterli nedenlerdir. 

Bu çalışmada, farklı türden konveks fonksiyonlar ayrıntılı olarak incelenmiştir. 

Bu amaçla Erden ve Sarıkaya (2015) tarafından elde edilen bir lemmaya 𝑝 −konveks, 

𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks ve 𝑚−konveks fonksiyon sınıfının özellikleri, integraller için 

mutlak değer özelliği, Hölder eşitsizliği ve power-mean eşitsizliğinin özellikleri 

kullanılarak yeni teoremler ispatlanmıştır. Ayrıca Yıldız (2014) tarafından elde edilen 

bir lemmaya 𝑠 −konveks fonksiyon sınıfının özellikleri, integraller için mutlak değer 

özelliği, Hölder eşitsizliği ve power-mean eşitsizliğinin özellikleri kullanılarak yeni 

teoremler ispatlanmıştır. Diğer yandan elde edilen teoremlere bazı özel ortalamalar 

için uygulamalar yazılmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde, taban teşkil eden tanım ve teoremlerle birlikte bazı örnekler de 

verilmiştir. 

Tanım 2.1.1. (Konveks Küme): “𝐿 bir lineer uzay  𝐴 ⊆ 𝐿 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 keyfi olmak 

üzere 

𝐵 = {𝑧 ∈ 𝐿: 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1} ⊆ 𝐴 

ise 𝐴 kümesine konveks küme denir. Eğer 𝑧 ∈ 𝐵 ise 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 eşitliğindeki 

𝑥 ve 𝑦’nin katsayıları için 𝛼 + (1 − 𝛼) = 1 bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple 

konveks küme tanımındaki 𝛼, 1 − 𝛼 yerine 𝛼 + 𝛽 = 1 şartını sağlayan ve negatif 

olmayan 𝛼, 𝛽 reel sayıları alınabilir. Geometrik olarak 𝐵 kümesi uç noktaları 𝑥 ve 𝑦 

olan bir doğru parçasıdır. Bu durumda sezgisel olarak konveks küme, boş olmayan ve 

herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden kümedir” (Bayraktar 

2000). 
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Şekil 2.2. Konveks olmayan küme 

Aralıklar reel eksen üzerindeki konveks kümelere örnek verilebilir. 

Tanım 2.1.2. (𝑱 −Konveks Fonksiyon): “𝐼,ℝ’de bir aralık olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 

için  

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) ≤

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
 

şartını sağlayan 𝑓 fonksiyonuna 𝐼 üzerinde Jensen anlamında konveks veya 

𝐽 −konveks fonksiyon denir” (Mitrinović 1970). 

Tanım 2.1.3. (Kesin 𝑱 −Konveks Fonksiyon): “Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve  𝑥 ≠ 𝑦 için  

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) <

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
 

oluyorsa 𝑓 fonksiyonuna 𝐼 üzerinde kesin 𝐽 −konveks fonksiyon denir” (Mitrinović 

1970). 

Tanım 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): “𝐼, ℝ’de bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon 

olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝛼 ∈ [0,1] için, 

                         𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦)                             (2.1) 

 x 

y 
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şartını sağlayan 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer (2.1) eşitsizliği 𝑥 ≠ 𝑦 

ve 𝛼 ∈ (0,1) için kesin ise bu durumda 𝑓 fonksiyonuna kesin konvekstir denir” 

(Pečarić et al. 1992). 

Örnek 2.1.1. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = |𝑥| fonksiyonu 𝐼 üzerinde konveks fonksiyondur. 

Çözüm: 𝑓’nin konveks olduğunu göstermek için 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] olduğunda  

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦) 

olduğunu göstermeliyiz. Buna göre 

 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) = |𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦|   

 

                              ≤ |𝑡𝑥| + |(1 − 𝑡)𝑦|    (Üçgen Eşitsizliğinden yazılır.)                                                                        

 

                                  = 𝑡|𝑥| + (1 − 𝑡)|𝑦|  

 

= 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦)                                                             

elde edilir. İlk ve son ifadeden 𝑓 fonksiyonunun konveksliği ispatlanmış olur. 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.3. Aralıklar üzerinde konveks fonksiyon (𝒇(𝒙) = |𝒙|) 

Konveks fonksiyonun geometrik anlamı aşağıdaki gibidir: 

x 

y 

y 
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Şekil 2.4. Konveks fonksiyon 

            Geometrik olarak 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦 noktasının 𝑓 fonksiyonunu altındaki 

görüntüsü, aynı 𝑡 değeri için (𝑥, 𝑓(𝑥)) ve (𝑦, 𝑓(𝑦)) noktalarının lineer bileşiminden 

küçük veya eşit kalıyorsa fonksiyon konvekstir denir. Yani bu iki noktayı birleştiren 

kiriş(doğru parçası) her zaman eğrinin [𝑥, 𝑦] aralığında kalan kısmının üzerinde veya 

üstündedir. Konkav fonksiyon için kiriş 𝑓 fonksiyonunun grafiğinin [𝑥, 𝑦] aralığında 

kalan kısmının üzerinde veya altındadır. 

Eğer 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks (konkav) ve 𝑥0 

noktasında diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 

                                  𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) ≤ (≥)𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)                                        (2.2) 

eşitsizliği yazılır. Yani (𝑎, 𝑏) aralığında diferensiyellenebilen konveks fonksiyon (2.2) 

eşitsizliğini sağlar (Roberts and Varberg 1973). 

Tanım 2.1.5. (𝒎−Konveks Fonksiyon): “𝑓: [0, 𝑏] → ℝ ve  𝑏 > 0 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈

[0, 𝑏], 𝑡 ∈ [0,1] ve 𝑚 ∈ [0,1]için  

𝑓(𝑡𝑥 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑦) 
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şartı sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna 𝑚 −konvekstir denir” (Toader 1984). 

Burada 𝑓(0) ≤ 0 olmak şartıyla [0, 𝑏] aralığında tanımlı bütün 𝑚 −konveks 

fonksiyonların sınıfı 𝐾𝑚(𝑏) ile gösterilir. 

Örnek 2.1.2. “𝑟 > 0, 𝑓: [0, 𝑟] → ℝ, 𝑥 ∈ [0, 𝑟] olmak üzere 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 şeklindeki 

(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ;  𝑎 ≠ 0) doğrusal fonksiyonlar 𝑏 ≤ 0 için 𝑚 −konveks fonksiyondur” 

(Gürbüz 2013). 

Doğrusal 𝑚−konveks fonksiyonlar, 

 

Şekil 2.5. Doğrusal 𝑚−konveks fonksiyonlar (Gürbüz 2013). 

gibi görsel olarak örneklendirilebilir. Yani, grafiği 𝑦 ekseninin pozitif kısmını 

kesmeyen her doğrusal fonksiyon 𝑚 −konvekstir. 

Örnek 2.1.3. “𝑟 > 0, 𝑓: [0, 𝑟] → ℝ, (𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ) olmak üzere 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, 

𝑎, 𝑐 ≤ 0 şeklindeki 2. dereceden polinom fonksiyon 𝑚 −konvekstir” (Gürbüz 2013). 

Görsel olarak; grafiği 𝑦 −ekseninin pozitif kısmını kesmeyen ve konkav olan 

her 2. dereceden polinom fonksiyon 𝑚 −konveks fonksiyondur. 
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Şekil 2.6. 𝑚 −konveks olan ikinci dereceden polinom fonksiyonlar 

Pavić ve Ardıç (2016) konveks fonksiyonların, tanım kümelerinin iç 

noktalarında sürekli olduğunu, buna karşın 𝑚−konveks fonksiyonların tanım 

kümelerinin iç noktalarında sürekli olmayabileceğini ifade etmiş ve "1" noktasında 

sürekli olmayan, fakat 𝑚 ∈ (0,1/2]  için 𝑚 −konveks olan (2.3) vermişlerdir. 

Örnek 2.1.4. 

𝑓(𝑥) = {

1

2
𝑥,               0 ≤ 𝑥 < 1

3

2
𝑥 −

1

2
,      1 ≤ 𝑥 ≤ 2

                                  (2.3) 

fonksiyonu her 𝑚 ∈ (0,1/2] için 𝑚−konvekstir ve 𝑥 = 1 için süreksizdir. 

Tanım 2.1.6. (𝒉 −Konveks Fonksiyon): “ℎ: 𝐽 → ℝ negatif olmayan bir fonksiyon ve 

ℎ ≢ 0 olsun. 𝑓: 𝐼 → ℝ negatif olmayan fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝛼 ∈ (0,1) için 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ ℎ(𝛼)𝑓(𝑥) + ℎ(1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna ℎ −konveks fonksiyon veya 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfına 

aittir denir” (Varošanec 2007). 

Bu eşitsizlik yön değiştirirse, bu durumda 𝑓’ye ℎ −konkav fonksiyon veya 

𝑆𝑉(ℎ, 𝐼) sınıfına aittir denir. Eğer ℎ(𝛼) = 𝛼 alınırsa, bu takdirde tüm negatif olmayan 

konveks fonksiyonlar 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfına ve tüm negatif olmayan konkav fonksiyonlar 



 
 

10 
 

𝑆𝑉(ℎ, 𝐼) sınıfına aittir. ℎ(𝛼) =
1

𝛼
 alınırsa, 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfı 𝑄(𝐼) sınıfını; ℎ(𝛼) = 1 

alınırsa, 𝑃(𝐼) sınıfını ve ℎ(𝛼) = 𝛼𝑠, 𝑠 ∈ (0,1) alınırsa, 𝐾𝑠
2 sınıfını içereceği açıktır. 

Örnek 2.1.5.  “ℎ fonksiyonu her 𝛼 ∈ (0,1) için ℎ(𝛼) ≥ 𝛼 şartını sağlayan negatif 

olmayan bir fonksiyon olsun (örneğin 𝑘 ≤ 1 ve 𝑥 > 0 için ℎ𝑘 = 𝑥
𝑘 fonksiyonu bu 

özelliğe sahiptir). 𝑓 fonksiyonu 𝐼 üzerinde negatif olmayan konveks fonksiyon ise; 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, 𝛼 ∈ (0,1) için, 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) ≤ ℎ(𝛼)𝑓(𝑥) + ℎ(1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

yazılabilir. Bu, 𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) anlamına gelir. Benzer şekilde ℎ fonksiyonu, 𝛼 ∈ (0,1) 

için ℎ(𝛼) ≤ 𝛼 şartını sağlıyorsa 𝑓 negatif olmayan konkav fonksiyonu 𝑆𝑉(ℎ, 𝐼) 

sınıfına ait olur” (Varošanec 2007). 

Örnek 2.1.6.  “𝑥 > 0, 𝑘 < 0 olmak üzere ℎ𝑘(𝑥) = 𝑥
𝑘 verilsin. Bu durumda; 

𝑓: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → ℝ,       𝑓(𝑥) = {
1,           𝑥 ≠

𝑎 + 𝑏

2

21−𝑘,    𝑥 =
𝑎 + 𝑏

2

 

fonksiyonu konveks değildir ama ℎ𝑘 −konvekstir” (Varošanec 2007). 

Tanım 2.1.7. (Birinci Anlamda 𝒔 −Konveks Fonksiyon): “𝛼, 𝛽 ≥ 0, 𝛼𝑠 + 𝛽𝑠 =

1 ve 𝑠 ∈ (0,1] olmak üzere tüm 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ+ için 𝑓:ℝ+ → ℝ fonksiyonu 

𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) ≤ 𝛼𝑠𝑓(𝑢) + 𝛽𝑠𝑓(𝑣) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓’ye birinci anlamda 𝑠 −konveks fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların sınıfı 𝐾𝑠
1 ile gösterilir. Eşitsizlik yön değiştirirse 𝑓 fonksiyonu birinci 

anlamda 𝑠 −konkav fonksiyon olarak adlandırılır” (Orlicz 1961). 

Tanım 2.1.8. (İkinci Anlamda 𝒔 −Konveks Fonksiyon): “𝛼, 𝛽 ≥ 0, 𝛼 + 𝛽 = 1 ve 

𝑠 ∈ (0,1] olmak üzere tüm 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ+ için 𝑓:ℝ+ → ℝ fonksiyonu eğer 
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𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) ≤ 𝛼𝑠𝑓(𝑢) + 𝛽𝑠𝑓(𝑣) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓’ye ikinci anlamda 𝑠 −konveks fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların sınıfı 𝐾𝑠
2 ile gösterilir. Eşitsizlik yön değiştirirse 𝑓 fonksiyonu ikinci 

anlamda 𝑠 −konkav fonksiyon olarak adlandırılır” (Breckner 1978). 

Yukarıda verilen her iki 𝑠 −konvekslik tanımı 𝑠 = 1 için bilinen konveksliğe dönüşür. 

Önerme 2.1.1 “𝑓 ∈ 𝐾𝑠
2 ise 𝑓, [0,∞) üzerinde negatif olmayan bir fonksiyondur” 

(Hudzik and Maligranda 1994). 

İspat: 𝑢 ∈ 𝑅+ için, 

𝑓(𝑢) = 𝑓 (
𝑢

2
+
𝑢

2
) ≤

𝑓(𝑢)

2𝑠
+
𝑓(𝑢)

2𝑠
= 21−𝑠𝑓(𝑢) 

alalım. Buradan 21−𝑠𝑓(𝑢) ≥ 0 olur ve buradan 𝑓(𝑢) ≥ 0 olur. 

.Örnek 2.1.7. “𝑠 ∈ (0,1) ve 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ olsun. 𝑓: [0,∞) → ℝ fonksiyonu 

𝑓(𝑡) = {
𝑎,             𝑡 = 0
𝑏𝑡𝑠 + 𝑐,    𝑡 > 0

 

olarak tanımlansın. Bu takdirde 

i. 𝑏 ≥ 0 ve 𝑐 ≤ 𝑎 ise 𝑓 ∈ 𝐾𝑠
1 

ii. 𝑏 ≥ 0 ve 𝑐 < 𝑎 ise 𝑓, (0,∞) üzerinde azalmayandır fakat [0,∞) üzerinde 

azalmayan değildir. 

iii. 𝑏 ≥ 0 ve 0 ≤ 𝑐 ≤ 𝑎 ise 𝑓 ∈ 𝐾𝑠
2  

iv. 𝑏 > 0 ve 𝑐 < 0 ise 𝑓 ∉ 𝐾𝑠
2  

durumları vardır” (Hudzik and Maligranda 1994). 
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İspat: (i)’nin ispatında açık olmayan iki durum vardır: 

1. 𝑢, 𝑣 > 0 olsun. O halde 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 > 0 olur ve 

𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝑏(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣)𝑠 + 𝑐 ≤ 𝑏(𝛼𝑠𝑢𝑠 + 𝛽𝑠𝑣𝑠) + 𝑐 

= 𝑏(𝛼𝑠𝑢𝑠 + 𝛽𝑠𝑣𝑠) + 𝑐(𝛼 + 𝛽) 

≤ 𝑏(𝛼𝑠𝑢𝑠 + 𝛽𝑠𝑣𝑠) + 𝑐(𝛼𝑠 + 𝛽𝑠) 

= 𝛼𝑠(𝑏𝑢𝑠 + 𝑐) + 𝛽𝑠(𝑏𝑣𝑠 + 𝑐) 

= 𝛼𝑠𝑓(𝑢) + 𝛽𝑠𝑓(𝑣) 

2. 𝑣 > 𝑢 = 0 ve 𝛽 > 0 olsun. O halde 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 > 0 olur ve  

𝑓(𝛼0 + 𝛽𝑣) = 𝑓(𝛽𝑣) = 𝑏(𝛽𝑣)𝑠 + 𝑐 = 𝑏(𝛽𝑠𝑣𝑠) + 𝑐(𝛼 + 𝛽) 

≤ 𝑏(𝛽𝑠𝑣𝑠) + 𝑐(𝛼𝑠 + 𝛽𝑠) = 𝑐𝛼𝑠 + 𝛽𝑠(𝑏𝑣𝑠 + 𝑐) 

≤ 𝛼𝑠𝑎 + 𝛽𝑠(𝑏𝑣𝑠 + 𝑐) = 𝛼𝑠𝑓(𝑢) + 𝛽𝑠𝑓(𝑣)   

elde edilir. Benzer şekilde (iii) ifadesini ispat edebiliriz. (ii)’nin ispatı açıktır.  (iv)’nin 

ispatı yeterince küçük 𝑢 değerleri için 𝑓 negatif olacağından Önerme 2.1.1 ifadesinden 

hemen görülür. 

Tanım 2.1.9. (Quasi-Konveks Fonksiyon): “𝑓: 𝑆 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑆 ⊂ ℝ boştan 

farklı konveks küme olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ve 𝜆 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

ise 𝑓’ ye 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).  

“Eğer 
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𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) < 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

 ise 𝑓’ye strictly 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks fonksiyon denir. Aynı şartlar altında 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

ise 𝑓’ye 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konkav fonksiyon ve  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) > 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

ise 𝑓’ye strictly 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konkav fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).  

Tanım 2.1.10. “𝑓 hem 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks hem de 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konkav ise 𝑓’ye 

𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −monotonik fonksiyon denir” (Greenberg and Pierskalla 1970).   

Sonuç 2.1.1. Konveks olan bir fonksiyon 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks fonksiyondur. Bu 

önermenin tersi her zaman doğru değildir.  

Örnek 2.1.8. “𝑔: [−2,2] → ℝ, 

𝑔(𝑡) = {
  1,      𝑡 ∈ [−2,−1]

𝑡2,   𝑡 ∈ (−1, 2]
 

fonksiyonu [−2,2] aralığında konveks değildir. Fakat 𝑔 fonksiyonu [−2,2] aralığında 

𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks fonksiyondur” (Ion 2007).  
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Şekil 2.7. 𝑄𝑢𝑎𝑠𝑖 -konveks olup konveks olmayan fonksiyon 

 

Şekil 2.8. 𝑄𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks olmayan fonksiyon 

Tanım 2.1.11. (Godunova-Levin Fonksiyonu): “𝑓: 𝐼 → ℝ negatif olmayan 

fonksiyonu  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, 𝜆 ∈ (0,1) olmak üzere  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤
𝑓(𝑥)

𝜆
+
𝑓(𝑦)

1 − 𝜆
 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya 𝑄(𝐼) sınıfına aittir 

denir. 

Bu tanıma denk olarak; 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼)  ve 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐼 ise, bu takdirde  

𝑓(𝑥)(𝑥 − 𝑦)(𝑥 − 𝑧) + 𝑓(𝑦)(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧) + 𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝑥)(𝑧 − 𝑦) ≥ 0 
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eşitsizliği sağlanır” (Godunova and Levin 1985). 

Tanım 2.1.12. (𝑷 −Fonksiyonu): “𝑓: 𝐼 → ℝ negatif olmayan fonksiyonu  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼,

𝜆 ∈ [0,1] olmak üzere  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓’ye 𝑃 − fonksiyonu veya 𝑃(𝐼) sınıfına aittir denir” (Dragomir 

et al. 1995). 

Tanımlardan açıkça tüm negatif olmayan konveks fonksiyonlar 𝑄(𝐼) sınıfına 

ait olduğu görülür. Ayrıca 𝑄(𝐼) ⊃ 𝑃(𝐼) ve 𝑃(𝐼) sınıfından fonksiyonlar negatif 

olmayan konveks ve Quasi-konveks fonksiyonları içermektedir. 

Tanım 2.1.13. (Logaritmik Konveks Fonksiyon):  “𝐼, ℝ’de bir aralık 𝑓: 𝐼 → [0,∞) 

bir fonksiyon olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝛼 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ [𝑓(𝑥)]𝛼[𝑓(𝑦)](1−𝛼) 

eşitsizliği sağlanırsa, 𝑓 fonksiyonuna 𝑙𝑜𝑔 −konvekstir denir. 𝑓 = 𝑒𝑥𝑝 (𝑙𝑜𝑔𝑓) 

olduğundan 𝑙𝑜𝑔 −konveks fonksiyon konvekstir. Fakat tersi her zaman doğru 

değildir” (Pečarić et al.  1992). 

Tanım 2.1.14. (Süreklilik): “𝑓: 𝑆 ⊆ ℝ → ℝ, 𝑥0 ∈ 𝑆 ve 𝜀 > 0 verilmiş olsun. 

 𝑥 ∈ 𝑆 ve |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 için |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀  

olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı varsa 𝑓, 𝑥0’da süreklidir denir” (Bayraktar 2010). 

Tanım 2.1.15. (Starshaped Fonksiyon) “𝑏 > 0 olmak üzere 𝑓: [0, 𝑏] → ℝ 

fonksiyonu, her 𝑥 ∈ [0, 𝑏] ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑡𝑥) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) 
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şartını sağlıyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir” (Toader 1984). 

Tanım 2.1.16. (Bazı Özel Ortalamalar): Bu kısımda 𝑎, 𝑏 pozitif iki reel sayının bazı 

ortalamalar verilecektir. 

“(1) Aritmetik ortalama: 

𝐴 = 𝐴(𝑎, 𝑏) ≔
𝑎 + 𝑏

2
, 

(2) Geometrik ortalama: 

𝐺 = 𝐺(𝑎, 𝑏) ≔ √𝑎𝑏,    

(3) Harmonik ortalama: 

𝐻 = 𝐻(𝑎, 𝑏) ≔
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
    

(4) Logaritmik ortalama: 

ℒ = ℒ(𝑎, 𝑏) ≔ {
𝑎,     𝑎 = 𝑏

𝑏 − 𝑎

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
,     𝑎 ≠ 𝑏

   

(5) Identric ortalama: 

𝐼 = 𝐼(𝑎, 𝑏) ≔ {

𝑎,     𝑎 = 𝑏

1

𝑒
(
𝑏𝑏

𝑎𝑎
)

1
𝑏−𝑎

,     𝑎 ≠ 𝑏
  

(6) p-Logaritmik ortalama: 
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ℒ𝑝 = ℒ𝑝(𝑎, 𝑏) ≔  {[
𝑏𝑝+1 − 𝑎𝑝+1

(𝑝 + 1)(𝑏 − 𝑎)
]

1
𝑝

 ,       𝑎 ≠ 𝑏

                 𝑎                ,       𝑎 = 𝑏

               ;    𝑎, 𝑏 ≥ 0. 

Bu ortalamalar arasında 

𝐻 ≤ 𝐺 ≤ ℒ ≤ 𝐼 ≤ 𝐴 

sıralaması vardır” (Bullen et al. 1988; Bullen 2003). 

Tanım 2.1.17. (Ağırlıklı Aritmetik Ortalama): “𝑥𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑝𝑖 > 0 ve 𝑃𝑛 ≔

∑ 𝑝𝑖 > 0 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)𝑛
𝑖=1  olmak üzere 

𝐴𝑛(𝑥, 𝑝) ≔
1

𝑃𝑛
∑𝑝𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

şeklindeki ifadeye 𝑥𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) sayılarının 𝑝𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) ağırlıklı aritmetik 

ortalaması denir” (Mitrinović et al. 1993). 

Tanım 2.1.18. (Gama ve Beta Fonksiyonu): “Euler, gamma fonksiyonunun integral 

temsilini 

𝛤(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑥−1𝑑𝑡,        𝑥 > 0

∞

0

 

olarak ifade eder” (Kannappan 2009). Beta fonksiyonu; 

𝛽(𝑥, 𝑦) = ∫𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡,        𝑥, 𝑦 > 0

1

0

 

şeklindedir (Dragomir et al. 2000). “Bu eşitlik Euler tipli Beta fonksiyonu ya da birinci 

çeşit Euler integrali olarak adlandırılır. Bu fonksiyonların, 
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i) 𝛽(𝑥 + 1, 𝑦) =
𝑥

𝑥+𝑦
𝛽(𝑥, 𝑦),    𝑥, 𝑦 > 0 

ii) 𝛽(1, 𝑦) =
1

𝑦
 ,       𝑦 > 0 

iii) 𝛽(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡 = ∫
𝑡𝑥−1

(1+𝑡)𝑥+𝑦

∞

0
        𝑥, 𝑦 > 0

1

0
 

iv) 𝛽(𝑥, 𝑦) =
𝛤(𝑥)𝛤(𝑦)

𝛤(𝑥+𝑦)
,     𝑥, 𝑦 > 0 

v) 𝛽(𝑥, 𝑦) = 𝛽(𝑦, 𝑥),     𝑥, 𝑦 > 0  

vi) 𝛽(𝑥, 𝑥) = 21−2𝑥𝛽 (𝑥,
1

2
) ,    𝑥 > 0 

gibi özellikleri vardır” (Jeffrey and Dai 2008). 

           Literatürden bilinir ki gama ve beta fonksiyonları sırasıyla (0,∞) ve (0,∞)2’de 

logaritmik konveks fonksiyonlardır. 

Teorem 2.1.1. (Üçgen Eşitsizliği): “Herhangi 𝑥, 𝑦 reel sayıları için  

|𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|, 

||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦|, 

||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 + 𝑦| 

ve tümevarım metoduyla 

|𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛| ≤ |𝑥1| + ⋯+ |𝑥𝑛| 

eşitsizlikleri geçerlidir” (Mitrinović et al. 1993). 

Teorem 2.1.2. (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu): “𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında 

sürekli reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

             (𝑎 < 𝑏) 
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eşitsizliği geçerlidir” (Mitrinović et al. 1993). 

2.2. Bazı Konveks Fonksiyon Sınıflarının Hiyerarşisi 

           Fonksiyonlar teorisi çalışmalarında yeni sonuçlar ve genelleştirmeler elde 

etmek için kimi zaman fonksiyonun şartlarında bazı kısıtlamalar yapmak gerekirken 

kimi zamanda fonksiyona ek özellikler katmak gerekir. Çünkü fonksiyonlar aynı anda 

birçok özelliği sağlayabilir veya bir fonksiyon sınıfı başka bir fonksiyon sınıfıyla bazı 

özellikleri itibariyle benzerlik gösterebilir. Çalışmalarımızda farklı türden konveks 

fonksiyonlar için çeşitli integral eşitsizlikleri ispatlarken, bu eşitsizliklerin belli özel 

durumlar için başka konvekslik sınıfları içinde sağlandığını açıkça görebiliriz. 

Dolayısıyla buradan konveks fonksiyonlar arasında özellikleri açısından bir hiyerarşi 

olduğu gerçeğine ulaşılır. Fakat bu hiyerarşide tüm konvekslik sınıflarını beraber 

değerlendirmek oldukça güç olduğu için aralarındaki ilişki, tanımları ve özellikleri 

yardımıyla şu şekilde oluşturulabilir; 

Teorem 2.2.1. “𝐼 ⊆ ℝ olmak üzere, 𝐿𝑜𝑔 −Konveks fonksiyonlar sınıfı, (negatif 

olmayan) Konveks fonksiyonlar sınıfı, (negatif olmayan) Quasi-konveks fonksiyonlar 

sınıfı, 𝑃 −fonksiyonlar sınıfı ve Godunova-Levin fonksiyonlar sınıfı sırasıyla 𝐿(𝐼),

𝐶(𝐼), 𝑄𝐶(𝐼), 𝑃(𝐼), 𝑄(𝐼) ile gösterilirse; 

𝐿(𝐼) ⊂ 𝐶(𝐼) ⊂  𝑄𝐶(𝐼) ⊂  𝑃(𝐼) ⊂  𝑄(𝐼) 

olduğu görülür” (Kavurmacı 2012). 

                             

Şekil 2.9. Godunova-Levin, 𝑷 −fonksiyon, Quasi-konveks fonksiyon, Konveks                   

fonksiyon ve 𝒍𝒐𝒈 −konveks fonksiyon sınıflarının ilişkisi 

Godunova-Levin fonksiyon 

P-fonksiyon 

Quasi-konveks fonksiyon 

Konveks fonksiyon 

𝐿𝑜𝑔 −konveks 

fonksiyon 
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Lemma 2.2.1. “Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝑚 −konveks fonksiyonlar sınıfına ait ise 𝑓 

fonksiyonu starshaped fonksiyondur” (Toader 1988). 

Lemma 2.2.2. “Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝑚 −konveks fonksiyon ve 0 ≤ 𝑛 < 𝑚 ≤ 1 ise 𝑓 

fonksiyonu 𝑛 −konveks fonksiyondur (Toader 1988). Yukarıdaki lemmalar 

yardımıyla; 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 1 olmak üzere, konveks fonksiyonlar sınıfı, 𝑚 −konveks 

fonksiyonlar sınıfı, 𝑛 −konveks fonksiyonlar sınıfı ve starshaped fonksiyonlar sınıfı 

sırasıyla 𝐾(𝑏), 𝐾𝑚(𝑏), 𝐾𝑛(𝑏), 𝑆
∗(𝑏) ile gösterilirse; 

𝐾(𝑏) ⊂ 𝐾𝑚(𝑏) ⊂ 𝑆
∗(𝑏) 

olduğu görülür” (Toader 1988).  

                                          

Şekil 2.10. Konveks fonksiyon,  𝒎 −konveks fonksiyon, 𝒏 −konveks fonksiyon ve 

starshaped fonksiyon sınıflarının ilişkisi 

            ℎ −konveks fonksiyon tanımından açıkça görülebilir ki; eğer  ℎ(𝑡) = 𝑡  

seçilirse negatif olmayan konveks fonksiyonlar veya eşitsizliğin yön değiştirmesinde 

negatif olmayan konkav fonksiyonlar, ℎ(𝑡) =
1

𝑡
 seçilirse fonksiyon 𝑄(𝐼) sınıfından, 

eğer ℎ(𝑡) = 1 sabit fonksiyonu olarak seçilirse 𝑃(𝐼) sınıfından fonksiyon, eğer ℎ(𝑡) =

𝑡𝑠 seçilirse burada 𝑠 ∈ (0,1) olmak üzere 𝐾𝑠
2sınıfından konveks bir fonksiyon elde 

edileceği aşikârdır. Bu bilgiler ışığında ℎ(𝑡) fonksiyonun bazı özel değerleri için;  

𝐶(𝐼) ⊂ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼), 𝑃(𝐼) ⊂ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼), 𝐾𝑠
2 ⊂ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) 

Starshaped fonksiyon  

𝒏 −konveks fonksiyon 

𝑷 −fonksiyon 𝒎−konveks 

fonksiyonKonveks fonksiyon Konveks fonksiyon 
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yazılabilir. Burada ℎ fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon olduğu için negatif 

olmayan konveks fonksiyonlar 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfının alt kümesidir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1.  Konveks Fonksiyonlar İçin Bazı Eşitsizlikler 

Bu bölümde konveks fonksiyonlarda için kullanılan temel teoremler verilmiştir. 

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): “𝐼, ℝ’de bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼  ve 

𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑏

𝑎

 

eşitsizliği literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir” (Pečarić et al. 

1992). 

Teorem 3.1.2. (Hölder Eşitsizliği): “𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ve 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛) reel veya 

kompleks sayıların iki 𝑛 −lisi olsun. Bu takdirde  

1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

olmak üzere 

(a) 𝑝 > 1 ise,  

∑𝑎𝑘𝑏𝑘 ≤ (∑|𝑎𝑘|
𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑝

(∑|𝑏𝑘|
𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑞𝑛

𝑘=1

, 

(b) 𝑝 < 0 veya 𝑞 < 0 ise,  

∑𝑎𝑘𝑏𝑘 ≥ (∑|𝑎𝑘|
𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑝

(∑|𝑏𝑘|
𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑞𝑛

𝑘=1

 

eşitsizlikleri geçerlidir” (Mitrinović 1970). 
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Teorem 3.1.3. (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): “𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. 𝑓 ve 

𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |𝑓|𝑝 ve |𝑔|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise  

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir” (Mitrinović et al. 1993). 

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan power-mean eşitsizliği de aşağıdaki gibi 

ifade edilir. 

Sonuç 3.1.1. (Power Mean Eşitsizliği): 𝑞 ≥ 1 olsun. 𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı 

reel fonksiyonlar, |𝑓| ve |𝑔|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise  

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir. 

Teorem 3.1.4. (Young Eşitsizliği): “𝑎, 𝑏 > 0 ve 𝑝, 𝑞 > 1 için 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak üzere 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
 

eşitsizliği geçerlidir. Eşitlik durumu sadece 𝑎𝑝 = 𝑏𝑞 durumunda sağlanır” (Mitrinovic 

1970, s.49.) 

Teorem 3.1.5. “𝑎, 𝑏 ∈ [0,∞), 𝑎 < 𝑏, 𝑠 ∈ (0,1] olmak üzere 𝑓: [0,∞) → [0,∞) ikinci 

anlamda 𝑠 −konveks fonksiyonu verilsin. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir” 

(Dragomir and Fitzpatrick, 1999). 
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2𝑠−1𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑠 + 1
.

𝑏

𝑎

 

Burada 𝑘 =
1

𝑠+1
 mümkün olan en iyi sabittir. 

Lemma 3.1.1. “𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑛 − kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 𝑓𝑛 ∈
𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Bu durumda 𝑛 ≥ 1 doğal sayısı için; 

∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

+ (−1)𝑛
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
{∫ (𝑡 − 1)𝑛𝑓(𝑛)

1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑡

+ ∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑓(𝑛)
1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏) 𝑑𝑡} 

eşitliği sağlanır” (Yıldız 2014). 

İspat: Matematiksel tümevarımla yapılır. 𝑛 = 1 için ifadenin doğruluğu aşağıdaki 

işlemle görülebilir. 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

=
𝑏 − 𝑎

4
{∫ (𝑡 − 1)𝑓′

1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑡

+ ∫ (𝑡 − 1)𝑓′
1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏) 𝑑𝑡}. 

İfadenin 𝑛 için doğru olduğunu kabul edilip 𝑛 + 1 için doğruluğu gösterilmelidir. 

Bunun için; 

∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

 

                     +(−1)𝑛+1
(𝑏 − 𝑎)𝑛+2

2𝑛+2(𝑛 + 1)!
{∫ (𝑡 − 1)𝑛+1𝑓(𝑛+1)

1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑡 

                    +∫ (1 − 𝑡)𝑛+1𝑓(𝑛+1)
1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏) 𝑑𝑡}. 

Böylece; 
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𝐼 =
(𝑏 − 𝑎)𝑛+2

2𝑛+2(𝑛 + 1)!
{∫ (𝑡 − 1)𝑛+1𝑓(𝑛+1)

1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑡

+ ∫ (1 − 𝑡)𝑛+1𝑓(𝑛+1)
1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏) 𝑑𝑡} 

olup kısmi integrasyon yardımıyla 

𝐼 =
(𝑏 − 𝑎)𝑛+2

2𝑛+2(𝑛 + 1)!
{(𝑡 − 1)𝑛+1

𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏
2 + (1 − 𝑡)𝑎)

𝑏 − 𝑎
2

|

0

1

−
𝑛 + 1

𝑏 − 𝑎
2

∫ (𝑡 − 1)𝑛𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑡

1

0

}

+
(𝑏 − 𝑎)𝑛+2

2𝑛+2(𝑛 + 1)!
{(1 − 𝑡)𝑛+1

𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏
2 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
2

|

0

1

+
𝑛 + 1

𝑎 − 𝑏
2

∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏) 𝑑𝑡

1

0

} 

=
(−1)𝑛+2(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1(𝑛 + 1)!
𝑓(𝑛)(𝑎) −

(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
 

 × [∫ (𝑡 − 1)𝑛𝑓(𝑛)
1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑡] +

(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1(𝑛 + 1)!
𝑓(𝑛)(𝑏) −

(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
 

 × [∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑓(𝑛)
1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏) 𝑑𝑡] 

bulunur. Şimdi de matematiksel tümevarım hipotezinden yararlanarak  

1

(−1)𝑛
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

=
1

(−1)𝑛
∑

𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!
(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

+ (−1)𝑛+2
𝑛−1

𝑘=0

 

                                  × [
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1(𝑛 + 1)!
𝑓(𝑛)(𝑎)] +

(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1(𝑛 + 1)!
𝑓(𝑛)(𝑏) − 𝐼 

elde edilir. Her iki taraf (−1)𝑛 ile çarpılırsa; 
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∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

+ (−1)𝑛+1
(𝑏 − 𝑎)𝑛+2

2𝑛+2(𝑛 + 1)!
{∫ (𝑡 − 1)𝑛+1𝑓(𝑛+1)

1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2

+ (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑡 + ∫ (1 − 𝑡)𝑛+1𝑓(𝑛+1)
1

0

(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏) 𝑑𝑡} 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

Lemma 3.1.2. “𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ dönüşümü 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 

𝑎 < 𝑏 ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ olsun. 𝑓′, 𝑔 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏]  ise her  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝜆 ∈ [0,1] için; 

∫ 𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)𝑓
′(𝑡)𝑑𝑡 = (1 − 𝜆)

𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

 

 +𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

) − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 

𝑃𝜆(𝑥, 𝑡) ≔ {
(1 − 𝜆)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 + 𝜆 ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠   , 𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑥

𝑡

𝑥

𝑡

𝑎

(1 − 𝜆)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 + 𝜆 ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠   , 𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏
𝑡

𝑥

𝑡

𝑏

” 

(Erden and Sarıkaya 2015). 

İspat: Kısmi integrasyon yardımıyla   

∫ 𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)𝑓
′(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑏

𝑎

∫ [(1 − 𝜆)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 + 𝜆∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

𝑡

𝑎

] 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

 

   +∫ [(1 − 𝜆)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 + 𝜆∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

𝑡

𝑏

] 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

 

= [(1 − 𝜆)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 + 𝜆∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

𝑡

𝑎

] 𝑓(𝑡)|
𝑡=𝑎

𝑥

−∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎
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   + [(1 − 𝜆)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 + 𝜆∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

𝑡

𝑏

] 𝑓(𝑡)|
𝑡=𝑥

𝑏

−∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 
𝑏

𝑥

 

= (1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

+ 𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

−∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)
𝑏

𝑎

𝑑𝑠) 

bulunur. İspat tamamlanır. 

Teorem 3.1.6. “𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ dönüşümü 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 

𝑎 < 𝑏 ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ dönüşümü [𝑎, 𝑏] üzerinde sürekli olsun. |𝑓′|, [𝑎, 𝑏] üzerinde 

konveks ise, her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝜆 ∈ [0,1] için; 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤
‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞

6(𝑏 − 𝑎)
{|𝑓′(𝑎)|(𝑥 − 𝑎)2[(1 − 𝜆)(3𝑏 − 𝑎 − 2𝑥) + 𝜆(3𝑏 − 2𝑎 − 𝑥)]

+ (2 − 𝜆)|𝑓′(𝑏)|(𝑥 − 𝑎)3} 

   +
‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞
6(𝑏 − 𝑎)

{(2 − 𝜆)|𝑓′(𝑎)|(𝑏 − 𝑥)3

+ |𝑓′(𝑏)|(𝑏 − 𝑥)2[(1 − 𝜆)(𝑏 − 3𝑎 + 2𝑥) + 𝜆(2𝑏 − 3𝑎 + 𝑥)]} 

≤
‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞
6(𝑏 − 𝑎)

{|𝑓′(𝑎)|(𝑥 − 𝑎)2[(1 − 𝜆)(3𝑏 − 𝑎 − 2𝑥) + 𝜆(3𝑏 − 2𝑎 − 𝑥)]

+ |𝑓′(𝑎)|(2 − 𝜆)(𝑏 − 𝑥)3 + |𝑓′(𝑏)|(2 − 𝜆)(𝑥 − 𝑎)3

+ |𝑓′(𝑏)|(𝑏 − 𝑥)2[(1 − 𝜆)(𝑏 − 3𝑎 + 2𝑥) + 𝜆(2𝑏 − 3𝑎 + 𝑥)]} 

eşitsizliği sağlanır. Burada ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ = 𝑠𝑢𝑝𝑠∈[𝑎,𝑏]|𝑔(𝑠)| olduğundan 

yararlanılmıştır” (Erden and Sarıkaya 2015). 
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Teorem 3.1.7. “𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ dönüşümü 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir ve |𝑓′| ∈

𝐿[𝑎, 𝑏],  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olsun. 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ dönüşümü [𝑎, 𝑏] üzerinde sürekli 

olsun. |𝑓′|𝑞, [𝑎, 𝑏] üzerinde konveks, 𝑞 > 1 ise her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝜆 ∈ [0,1] ∖ {
1

2
} ve 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için; 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ (
(1 − 𝜆)𝑝+1 − 𝜆𝑝+1

(𝑝 + 1)(1 − 2𝜆)
)

1
𝑝

(𝑏 − 𝑎)
1
𝑞[(𝑥 − 𝑎)𝑝+1 + (𝑏 − 𝑥)𝑝+1]

1
𝑝

× [
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
]

1
𝑞

‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ 

ve 𝜆 =
1

2
 için 

|
𝑓(𝑥)

2
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 +

1

2

𝑏

𝑎

[𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

𝑥

𝑎

] − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

| 

≤
‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

2
[
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
]

1
𝑞

[(𝑥 − 𝑎)𝑝+1 + (𝑏 − 𝑥)𝑝+1]
1
𝑞 

eşitsizliği sağlanır” (Erden and Sarıkaya 2015).  
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Farklı Türden Konveks Fonksiyonlar İçin Bazı Yeni Eşitsizlikler 

Bu aşamada Yıldız (2014) tarafından elde edilen bir lemmaya  𝑠 −konveks fonksiyon 

sınıfı kullanılarak yeni eşitsizlikler elde edilecektir. 

Teorem 4.1.1. 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ+ → ℝ, 𝑛. mertebeden türevlenebilir fonksiyon, 𝑓(𝑛) ∈

𝐿[𝑎, 𝑏] ve |𝑓(𝑛)| ∈ 𝐾𝑠
2 olsun. 𝑛 ∈ 𝑁 ve 𝑠 ∈ (0,1] reel sayısı için; 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| ≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
 

× {2𝛽(𝑠 + 1, 𝑛 + 1) |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)| +

1

𝑛 + 𝑠 + 1
(|𝑓(𝑛)(𝑎)| + |𝑓(𝑛)(𝑏)|)} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.1. ve integraller için üçgen eşitsizliğinden yararlanarak 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
{∫(1 − 𝑡)𝑛 |𝑓(𝑛) (𝑡

𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎)| 𝑑𝑡

1

0

+∫(1 − 𝑡)𝑛 |𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏)| 𝑑𝑡

1

0

} 

bulunur. Sonra |𝑓(𝑛)| ifadesinin ikinci anlamda 𝑠 −konveks fonksiyon oluşu 

kullanılarak  
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|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
{∫(1 − 𝑡)𝑛 (𝑡𝑠 |𝑓(𝑛) (𝑡

𝑎 + 𝑏

2
)|+(1 − 𝑡)𝑠|𝑓(𝑛)(𝑎)|) 𝑑𝑡

1

0

+∫(1 − 𝑡)𝑛 (𝑡𝑠 |𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
)|+(1 − 𝑡)𝑠|𝑓(𝑛)(𝑏)|) 𝑑𝑡

1

0

} 

=
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
{∫ ((1 − 𝑡)𝑛𝑡𝑠 |𝑓(𝑛) (

𝑎 + 𝑏

2
)| + (1 − 𝑡)𝑛(1 − 𝑡)𝑠|𝑓(𝑛)(𝑎)|) 𝑑𝑡

1

0

+∫ ((1 − 𝑡)𝑛𝑡𝑠 |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)| + (1 − 𝑡)𝑛(1 − 𝑡)𝑠|𝑓(𝑛)(𝑏)|) 𝑑𝑡

1

0

} 

elde edilir. Basit matematiksel işlemler ve 𝛽 fonksiyonu yardımıyla  

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| ≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
 

× {2𝛽(𝑠 + 1, 𝑛 + 1) |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)| +

1

𝑛 + 𝑠 + 1
(|𝑓(𝑛)(𝑎)| + |𝑓(𝑛)(𝑏)|)} 

bulunur.Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.2 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ+ → ℝ, 𝑛. mertebeden türevlenebilir fonksiyon, 𝑓(𝑛) ∈

𝐿[𝑎, 𝑏] ve |𝑓(𝑛)|
𝑞
∈ 𝐾𝑠

2 olsun. 𝑝 > 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 şartını sağlayan her p, q ve 𝑠 ∈

(0,1] reel sayısı ile 𝑛 doğal sayısı için; 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 
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≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛! (𝑛𝑝 + 1)
1
𝑝(𝑠 + 1)

1
𝑞

 

× {(|𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+ |𝑓(𝑛)(𝑎)|
𝑞
)

1
𝑞

+ (|𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+ |𝑓(𝑛)(𝑏)|
𝑞
)

1
𝑞

} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.1.ve integraller için üçgen eşitsizliğinden yararlanarak 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
{∫(1 − 𝑡)𝑛 |𝑓(𝑛) (𝑡

𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎)| 𝑑𝑡

1

0

+∫(1 − 𝑡)𝑛 |𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏)| 𝑑𝑡

1

0

} 

elde edilir. İntegraller için Hölder Eşitsizliği kullanılarak 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
{(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫ |𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎)|

𝑞

𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

+ (∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫ |𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏)|

𝑞

𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

} 
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yazılır.  Ardından |𝑓(𝑛)|
𝑞
 ifadesinin ikinci anlamda 𝑠 −konveks fonksiyon oluşu 

kullanılarak 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
{(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫ (𝑡𝑠 |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞1

0

+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓(𝑛)(𝑎)|
𝑞
)𝑑𝑡)

1
𝑞

+ (∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫ (𝑡𝑠 |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞1

0

+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓(𝑛)(𝑏)|
𝑞
)𝑑𝑡)

1
𝑞

} 

bulunur. Basit matematiksel işlemler yapılarak 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛! (𝑛𝑝 + 1)
1
𝑝(𝑠 + 1)

1
𝑞

 

× {(|𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+ |𝑓(𝑛)(𝑎)|
𝑞
)

1
𝑞

+ (|𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+ |𝑓(𝑛)(𝑏)|
𝑞
)

1
𝑞

} 

elde edilir ki bu istenen sonuçtur. 
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Teorem 4.1.3 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ+ → ℝ, 𝑛. mertebeden türevlenebilen fonksiyon, 𝑓(𝑛) ∈

𝐿[𝑎, 𝑏] ve |𝑓(𝑛)|
𝑞
∈ 𝐾𝑠

2 olsun.  Her 𝑞 ≥ 1, 𝑠 ∈ (0,1] reel sayıları ve 𝑛 doğal sayısı 

için; 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛! (𝑛 + 1)
1−
1
𝑞

{(𝛽(𝑛 + 1, 𝑠 + 1) |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+
1

𝑛 + 𝑠 + 1
|𝑓(𝑛)(𝑎)|

𝑞
)

1
𝑞

+ (𝛽(𝑛 + 1, 𝑠 + 1) |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+
1

𝑛 + 𝑠 + 1
|𝑓(𝑛)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.1.ve integraller için üçgen eşitsizliğinden yararlanarak 

 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!
{∫(1 − 𝑡)𝑛 |𝑓(𝑛) (𝑡

𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎)| 𝑑𝑡

1

0

+∫(1 − 𝑡)𝑛 |𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑏)| 𝑑𝑡

1

0

} 

elde edilir. Sonra İntegraller için power-mean eşitsizliği kullanılarak  

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 
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≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛!

{
 

 

(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑑𝑡
1

0

)

1−
1
𝑞

 

× (∫(1 − 𝑡)𝑛
1

0

|𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎)|

𝑞

𝑑𝑡)

1
𝑞

+ (∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑑𝑡
1

0

)

1−
1
𝑞

(∫(1 − 𝑡)𝑛
1

0

|𝑓(𝑛) (𝑡
𝑎 + 𝑏

2

+ (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞

𝑑𝑡)

1
𝑞

}
 

 

 

bulunur. Ardından |𝑓(𝑛)|
𝑞
 ifadesinin ikinci anlamda 𝑠 −konveks fonksiyon oluşu 

kullanılarak 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛! (𝑛 + 1)
1−
1
𝑞

{(∫ (1 − 𝑡)𝑛 (𝑡𝑠 |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞1

0

+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓(𝑛)(𝑎)|
𝑞
)𝑑𝑡)

1
𝑞

+ (∫ (1 − 𝑡)𝑛 (𝑡𝑠 |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓(𝑛)(𝑏)|
𝑞
)𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

} 

elde edilir. Basit matematiksel işlemler ve 𝛽 fonksiyonu yardımıyla 

|∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −∑
𝑓(𝑘)(𝑎) + (−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)

(𝑘 + 1)!

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

(
𝑏 − 𝑎

2
)
𝑘+1

| 
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≤
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1

2𝑛+1𝑛! (𝑛 + 1)
1−
1
𝑞

{(𝛽(𝑛 + 1, 𝑠 + 1) |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+
1

𝑛 + 𝑠 + 1
|𝑓(𝑛)(𝑎)|

𝑞
)

1
𝑞

+ (𝛽(𝑛 + 1, 𝑠 + 1) |𝑓(𝑛) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+
1

𝑛 + 𝑠 + 1
|𝑓(𝑛)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

} 

yazılır. Böylece ispat tamamlanır. 

Bu aşamada Erden ve Sarıkaya (2015) tarafından elde edilen bir lemmaya farklı türden 

konveks fonksiyon sınıfları kullanılarak yeni eşitsizlikler elde edilecektir. 

Teorem 4.1.4 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ+ fonksiyonu, 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 

𝑎 < 𝑏 ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [𝑎, 𝑏] üzerinde |𝑓′| ∈ 𝑃(𝐼) 

ise 𝜆 ∈ [0,1] ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için; 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2

2
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)}

+ ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(𝑏 − 𝑥)2

2
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)} 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

2
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.2. ve  üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 
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≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)|

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

         +∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)|

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑡 − 𝑎) + 𝜆(𝑥 − 𝑡)) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)| 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

          +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑡) + 𝜆(𝑡 − 𝑥)) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)| 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

 

elde edilir. |𝑓′| fonksiyonunun 𝑃(𝐼) sınıfına ait oluşu ile  

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑡 − 𝑎) + 𝜆(𝑥 − 𝑡))(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

 

         +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑡) + 𝜆(𝑡 − 𝑥))(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

 

= ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {|𝑓
′(𝑎)|(1 − 𝜆)∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ (1 − 𝜆)|𝑓′(𝑏)|∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

+ 𝜆|𝑓′(𝑎)|∫ (𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

+ 𝜆|𝑓′(𝑏)|∫ (𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

} 

 +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)|𝑓
′(𝑎)|∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

+ (1 − 𝜆)|𝑓′(𝑏)|∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥
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                           +𝜆|𝑓′(𝑎)|∫ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

+ 𝜆|𝑓′(𝑏)|∫ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

}                          (4.1) 

bulunur. 

𝐼1 = ∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

= ∫ (𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

=
(𝑥 − 𝑎)2

2
 

𝐼2 = ∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

= ∫ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

=
(𝑏 − 𝑥)2

2
 

ifadeleri (4.1) eşitsizliğinde yerine yazılırsa  

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2

2
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)} 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(𝑏 − 𝑥)2

2
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)} 

elde edilir. Böylece eşitsizliğin sol tarafının ispatı tamamlanır. Eşitsizliğin sağ 

tarafının ispatı ise  ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden 

yararlanılarak kolayca görülebilir. 

Teorem 4.1.5 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ+  fonksiyonu, 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir olsun. 𝑎, 𝑏 ∈

𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [𝑎, 𝑏] üzerinde |𝑓′|𝑞 ∈

𝑃(𝐼) ise 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜆 ∈ [0,1], 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 şartı altında 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 
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≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(
(−𝑎 + 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

(𝑥 − 𝑎)
1
𝑞(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 

   +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(
(𝑏 − 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

(𝑏 − 𝑥)
1
𝑞(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ {
((𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2)(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞

(𝑝 + 1)
1
𝑞

} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.2. ve üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

              

≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑑𝑡

+ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑑𝑡 

 ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎

𝑑𝑡} 

   + ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑏

𝑥

𝑑𝑡}  

yazılır. Hölder eşitsizliği kullanılarak 
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|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑡 − 𝑎)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑥 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 

 +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)(∫ (𝑏 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑡 − 𝑥)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 

elde edilir. |𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 𝑃(𝐼) sınıfına ait oluşu ve 𝑡 =
𝑏−𝑡

𝑏−𝑎
𝑎 +

𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
𝑏 olduğu 

kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑡 − 𝑎)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ (|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑥 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ (|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 

 +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)(∫ (𝑏 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ (|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑡 − 𝑥)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ (|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 
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bulunur. Basit matematiksel işlemler yapılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(
(−𝑎 + 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

(𝑥 − 𝑎)
1
𝑞(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 

   +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(
(𝑏 − 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

(𝑏 − 𝑥)
1
𝑞(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 

elde edilir. Böylece eşitsizliğin sol tarafının ispatı tamamlanır. Eşitsizliğin sağ 

tarafının ispatı ise  ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden 

yararlanılarak kolayca görülebilir. 

Teorem 4.1.6 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ+ fonksiyonu, 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 

𝑎 < 𝑏 ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [𝑎, 𝑏] üzerinde |𝑓′|𝑞 ∈ 𝑃(𝐼) 

ise 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜆 ∈ [0,1] ve 𝑞 ≥ 1 şartı altında 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2

2
(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 

+‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(𝑏 − 𝑥)2

2
(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

2
(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 

eşitsizliği sağlanır. 
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İspat: Lemma 3.1.2. ve üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

              

≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑑𝑡

+ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑑𝑡 

 ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎

𝑑𝑡} 

   + ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑏

𝑥

𝑑𝑡}          

yazılır. Power-mean eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 

+‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)(∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞
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 +𝜆 (∫ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 

yazılır. |𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 𝑃(𝐼) sınıfına ait oluşu ve 𝑡 =
𝑏−𝑡

𝑏−𝑎
𝑎 +

𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
𝑏 olduğu 

kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (
(𝑥 − 𝑎)2

2
)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑎)(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (
(𝑥 − 𝑎)2

2
)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑥 − 𝑡)(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆) (
(𝑏 − 𝑥)2

2
)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑏 − 𝑡)(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

+ 𝜆 (
(𝑏 − 𝑥)2

2
)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑥)(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 

bulunur. Basit matematiksel işlemler yapılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2

2
(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(𝑏 − 𝑥)2

2
(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞} 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. Eşitsizliğin sağ tarafının ispatı ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤

‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden yararlanılarak kolayca görülebilir. 

Teorem 4.1.7 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu, 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 

𝑎 < 𝑏 ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [𝑎, 𝑏] üzerinde |𝑓′| ∈

𝑄𝐶(𝐼) ise 𝜆 ∈ [0,1] ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için; 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|}

(𝑥 − 𝑎)2

2
 

+‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|}

(𝑏 − 𝑥)2

2
 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|} {

(𝑥 − 𝑎)2

2
+
(𝑏 − 𝑥)2

2
}    

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.2. ve  üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 ≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)|

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

    +∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)|

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 
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≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑡 − 𝑎) + 𝜆(𝑥 − 𝑡)) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)| 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

    +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑡) + 𝜆(𝑡 − 𝑥)) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)| 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

 

elde edilir. |𝑓′| fonksiyonunun 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 − konveks oluşu ile  

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑡 − 𝑎) + 𝜆(𝑥 − 𝑡))𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|}𝑑𝑡
𝑥

𝑎

 

    +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑡) + 𝜆(𝑡 − 𝑥))𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|}𝑑𝑡
𝑏

𝑥

 

= ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|} {(1 − 𝜆)∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ 𝜆∫ (𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

} 

    +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|} {(1 − 𝜆)∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

+ 𝜆∫ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

}  (4.2) 

eşitsizliği bulunur. 

𝐼3 = ∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡 = ∫ (𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

=
𝑥

𝑎

(𝑥 − 𝑎)2

2
 

𝐼4 = ∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 = ∫ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

𝑏

𝑥

=
(𝑏 − 𝑥)2

2
 

ifadeleri (4.2) eşitsizliğinde yerine yazılırsa  

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 
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≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|}

(𝑥 − 𝑎)2

2
     

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|}

(𝑏 − 𝑥)2

2
 

elde edilir. Böylece eşitsizliğin sol tarafının ispatı tamamlanır. Eşitsizliğin sağ 

tarafının ispatı ise  ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden 

yararlanılarak kolayca görülebilir. 

Teorem 4.1.8 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ  fonksiyonu, 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 

𝑎 < 𝑏 ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [𝑎, 𝑏] üzerinde |𝑓′|𝑞 ∈

𝑄𝐶(𝐼) ise 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜆 ∈ [0,1], 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 şartı altında 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞}

1
𝑞 (
(−𝑎 + 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

(𝑥 − 𝑎)
1
𝑞} 

    +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞}

1
𝑞 (
(𝑏 − 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

(𝑏 − 𝑥)
1
𝑞} 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ {𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞}

1
𝑞
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

(𝑝 + 1)
1
𝑝

} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.2. ve üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 
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≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

    +∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑑𝑡 

 ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎

𝑑𝑡} 

    +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑏

𝑥

𝑑𝑡}          

yazılır. Hölder eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑡 − 𝑎)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

 

 +𝜆 (∫ (𝑥 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 

+‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)(∫ (𝑏 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

 

+𝜆 (∫ (𝑡 − 𝑥)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 
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bulunur. |𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 − konveks oluşu ve 𝑡 =
𝑏−𝑡

𝑏−𝑎
𝑎 +

𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
𝑏 olduğu 

kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑡 − 𝑎)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ 𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞}𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑥 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ 𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞}𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑏 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ 𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞}𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑡 − 𝑥)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ 𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞}
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 

yazılır. Basit matematiksel işlemler yapılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞})

1
𝑞 (
(−𝑎 + 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

(𝑥 − 𝑎)
1
𝑞} 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(𝑚𝑎𝑥{|𝑓
′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞})

1
𝑞 (
(𝑏 − 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

(𝑏 − 𝑥)
1
𝑞} 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. Eşitsizliğin sağ tarafının ispatı ise  ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤

‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden yararlanılarak kolayca görülebilir. 
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Teorem 4.1.9 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu, 𝐼∘ kümesinde türevlenebilir olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 

𝑎 < 𝑏 ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [𝑎, 𝑏] üzerinde |𝑓′|𝑞 ∈

𝑄𝐶(𝐼) ise 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜆 ∈ [0,1] ve 𝑞 ≥ 1 şartı altında 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2

2
(𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞})

1
𝑞} 

   +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(𝑏 − 𝑥)2

2
(𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞})

1
𝑞} 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

2
(𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞})

1
𝑞} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.2. ve üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

    +∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑑𝑡 

 ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎

𝑑𝑡} 
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    +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑏

𝑥

𝑑𝑡}          

yazılır. Power-mean eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 

 +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)(∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

 

                          +𝜆 (∫ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 

yazılır. |𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 − konveks oluşu ve 𝑡 =
𝑏−𝑡

𝑏−𝑎
𝑎 +

𝑡−𝑎

𝑏−𝑎
𝑏 olduğu 

kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (
(𝑎 − 𝑥)2

2
)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑎)𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞}𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (
(𝑎 − 𝑥)2

2
)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑥 − 𝑡)𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞}𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 
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  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆) (
(𝑏 − 𝑥)2

2
)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑏 − 𝑡)𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞}𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

+ 𝜆 (
(𝑏 − 𝑥)2

2
)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑥)𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞}𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 

bulunur. Basit matematiksel işlemler yapılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(𝑎 − 𝑥)2

2
(𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞})

1
𝑞} 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(𝑏 − 𝑥)2

2
(𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞})

1
𝑞} 

elde edilir. Böylece ispatın ilk bölümü tamamlanır. Eşitsizliğin sağ tarafının ispatı ise  

‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden yararlanılarak 

kolayca görülebilir. 

Teorem 4.1.10 𝑓: [0,∞) → ℝ fonksiyonu, (0,∞) kümesinde türevlenebilir olsun. 0 <

𝑎 < 𝑏 < ∞ ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [0,∞) üzerinde |𝑓′|, 

𝑚 −konveks ve 𝑓′ ∈ 𝐿1([0,∞)) ise 𝑚 ∈ (0,1], 𝜆 ∈ [0,1] ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için; 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤
‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞
6(𝑏 − 𝑎)

{(1 − 𝜆)|𝑓′(𝑎)|(𝑥 − 𝑎)2(3𝑏 − 𝑎 − 2𝑥)

+ 2(1 − 𝜆)𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)| (𝑥 − 𝑎)3 + 𝜆|𝑓′(𝑎)|(𝑥 − 𝑎)2(3𝑏 − 2𝑎 − 𝑥)

+ 𝜆𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)| (𝑥 − 𝑎)3} 
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  +
‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞
6(𝑏 − 𝑎)

{2(1 − 𝜆)|𝑓′(𝑎)|(𝑏 − 𝑥)3

+ (1 − 𝜆)𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)| (𝑏 − 𝑥)2(𝑏 − 3𝑎 + 2𝑥) + 𝜆|𝑓′(𝑎)|(𝑏 − 𝑥)3

+ 𝜆𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)| (𝑏 − 𝑥)2(2𝑏 − 3𝑎 + 𝑥)} 

≤
‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞
6(𝑏 − 𝑎)

{(1 − 𝜆)|𝑓′(𝑎)|[(𝑥 − 𝑎)2(3𝑏 − 𝑎 − 2𝑥) + 2(𝑏 − 𝑥)3]

+ (1 − 𝜆)𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)| [2(𝑥 − 𝑎)3 + (𝑏 − 𝑥)2(𝑏 − 3𝑎 + 2𝑥)] 

                           +𝜆|𝑓′(𝑎)|[(𝑥 − 𝑎)2(3𝑏 − 2𝑎 − 𝑥) + (𝑏 − 𝑥)3]

+ 𝜆𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)| [(𝑥 − 𝑎)3 + (𝑏 − 𝑥)2(2𝑏 − 3𝑎 + 𝑥)]} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.2. ve  üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)|

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

  +∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏)|

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑡 − 𝑎) + 𝜆(𝑥 − 𝑡)) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑚(𝑡 − 𝑎)

𝑚(𝑏 − 𝑎)
𝑏)| 𝑑𝑡

𝑥

𝑎
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  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞∫ ((1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑡) + 𝜆(𝑡 − 𝑥)) |𝑓′ (
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑚(𝑡 − 𝑎)

𝑚(𝑏 − 𝑎)
𝑏)| 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

 

elde edilir. |𝑓′| fonksiyonunun 𝑚 − konveks oluşu ile 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {∫ ((1 − 𝜆)(𝑡 − 𝑎) + 𝜆(𝑥 − 𝑡))
𝑥

𝑎

× [
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
|𝑓′(𝑎)| +

𝑚(𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
|𝑓′ (

𝑏

𝑚
)|] 𝑑𝑡} 

+‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {∫ ((1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑡) + 𝜆(𝑡 − 𝑥))
𝑏

𝑥

 

                         × [
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
|𝑓′(𝑎)| +

𝑚(𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
|𝑓′ (

𝑏

𝑚
)|] 𝑑𝑡} 

= ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(1 − 𝜆)|𝑓′(𝑎)|

(𝑏 − 𝑎)
∫ (𝑡 − 𝑎)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

+
(1 − 𝜆)𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

(𝑏 − 𝑎)
∫ (𝑡 − 𝑎)2𝑑𝑡 +
𝑥

𝑎

𝜆|𝑓′(𝑎)|

(𝑏 − 𝑎)
∫ (𝑥 − 𝑡)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

+
𝜆𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

(𝑏 − 𝑎)
∫ (𝑥 − 𝑡)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

} 

 +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(1 − 𝜆)|𝑓′(𝑎)|

(𝑏 − 𝑎)
∫ (𝑏 − 𝑡)2𝑑𝑡
𝑏

𝑥

+
(1 − 𝜆)𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

(𝑏 − 𝑎)
∫ (𝑏 − 𝑡)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑏

𝑥
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 + 
𝜆|𝑓′(𝑎)|

(𝑏 − 𝑎)
∫ (𝑡 − 𝑥)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

+
𝜆𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

(𝑏 − 𝑎)
∫ (𝑡 − 𝑥)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

}                                                 (4.3) 

eşitsizliği bulunur. 

𝐼5 = ∫ (𝑡 − 𝑎)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

= −
(𝑎 − 𝑥)2(𝑎 − 3𝑏 + 2𝑥)

6
 

𝐼6 = ∫ (𝑡 − 𝑎)2𝑑𝑡 = −
(𝑎 − 𝑥)3

3

𝑥

𝑎

 

𝐼7 = ∫ (𝑥 − 𝑡)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 =
𝑥

𝑎

−
(𝑎 − 𝑥)2(2𝑎 − 3𝑏 + 𝑥)

6
 

𝐼8 = ∫ (𝑥 − 𝑡)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡 = −
(𝑎 − 𝑥)3

6

𝑥

𝑎

 

𝐼9 = ∫ (𝑏 − 𝑡)2𝑑𝑡 =
𝑏

𝑥

(𝑏 − 𝑥)3

3
 

𝐼10 = ∫ (𝑏 − 𝑡)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡 = −
(𝑏 − 𝑥)2(3𝑎 − 𝑏 − 2𝑥)

6

𝑏

𝑥

 

𝐼11 = ∫ (𝑡 − 𝑥)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 =
(𝑏 − 𝑥)3

6

𝑏

𝑥

 

𝐼12 = ∫ (𝑡 − 𝑥)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡 =
𝑏

𝑥

−
(𝑏 − 𝑥)2(3𝑎 − 2𝑏 − 𝑥)

6
 

ifadeleri (4.3) eşitsizliğinde yerine yazılırsa  
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|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)|

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(1 − 𝜆)|𝑓′(𝑎)|

(𝑏 − 𝑎)
(−

(𝑎 − 𝑥)2(𝑎 − 3𝑏 + 2𝑥)

6
)

+
(1 − 𝜆)𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

(𝑏 − 𝑎)
(−

(𝑎 − 𝑥)3

3
)

+
𝜆|𝑓′(𝑎)|

(𝑏 − 𝑎)
(−

(𝑎 − 𝑥)2(2𝑎 − 3𝑏 + 𝑥)

6
)

+
𝜆𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

(𝑏 − 𝑎)
(−

(𝑎 − 𝑥)3

6
)} 

                           +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(1 − 𝜆)|𝑓′(𝑎)|

(𝑏 − 𝑎)
(
(𝑏 − 𝑥)3

3
) +

(1 − 𝜆)𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

(𝑏 − 𝑎)
 

                           × (−
(𝑏 − 𝑥)2(3𝑎 − 𝑏 − 2𝑥)

6
) +

𝜆|𝑓′(𝑎)|

(𝑏 − 𝑎)
(
(𝑏 − 𝑥)3

6
) 

                            +
𝜆𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

(𝑏 − 𝑎)
(−

(𝑏 − 𝑥)2(3𝑎 − 2𝑏 − 𝑥)

6
)} 

elde edilir. Böylece eşitsizliğin sol tarafının ispatı tamamlanır. Eşitsizliğin sağ 

tarafının ispatı ise  ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden 

yararlanılarak kolayca görülebilir. 

Teorem 4.1.11 𝑓: [0,∞) → ℝ  fonksiyonu, (0,∞) kümesinde türevlenebilir olsun. 

0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞ ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [0,∞) üzerinde 

|𝑓′|𝑞, 𝑚 −konveks ve 𝑓′ ∈ 𝐿1([0,∞)) ise 𝑚 ∈ (0,1], 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜆 ∈ [0,1], 𝑝 > 1 ve 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 şartı altında 
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|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞
(𝑥 − 𝑎)2

2
1
𝑞(𝑝 + 1)

1
𝑝(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 

   × [|𝑓′(𝑎)|𝑞(2𝑏 − 𝑎 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎)]

1
𝑞

 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞
(𝑏 − 𝑥)2

2
1
𝑞(𝑝 + 1)

1
𝑝(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 

   × [|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑏 − 2𝑎 + 𝑥)]

1
𝑞

 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ {
(𝑥 − 𝑎)2

2
1
𝑞(𝑝 + 1)

1
𝑝(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 [|𝑓′(𝑎)|𝑞(2𝑏 − 𝑎 − 𝑥)

+ 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎)]

1
𝑞

} 

    +
(𝑏 − 𝑥)2

2
1
𝑞(𝑝 + 1)

1
𝑝(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 [|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑏 − 2𝑎 + 𝑥)]

1
𝑞

 

eşitsizliği sağlanır.  

İspat: Lemma 3.1.2. ve üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 
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≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

  +∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑑𝑡 

 ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎

𝑑𝑡} 

  + ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑏

𝑥

𝑑𝑡}          

yazılır. Hölder eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑡 − 𝑎)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑥 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 

+‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)(∫ (𝑏 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

 

   +𝜆 (∫ (𝑡 − 𝑥)𝑝𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 
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elde edilir. |𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 𝑚 −konveks oluşu ve 𝑡 =
𝑏−𝑡

𝑏−𝑎
𝑎 +

𝑚(𝑡−𝑎)

𝑚(𝑏−𝑎)
𝑏 olduğu 

kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (
(−𝑎 + 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

 

  × [
|𝑓′(𝑎)|𝑞

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

𝑞

𝑏 − 𝑎

𝑥

𝑎

∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

]

1
𝑞

 

 +𝜆 (
(−𝑎 + 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

[
|𝑓′(𝑎)|𝑞

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

𝑞

𝑏 − 𝑎

𝑥

𝑎

∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

]

1
𝑞

}
 
 

 
 

 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆) (
(𝑏 − 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

 

   × [
|𝑓′(𝑎)|𝑞

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

𝑞

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑥

∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

]

1
𝑞

 

+𝜆 (
(𝑏 − 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

[
|𝑓′(𝑎)|𝑞

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

𝑞

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑥

∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

]

1
𝑞

}
 
 

 
 

       (4.4) 

𝐼13 = ∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

=
(𝑎 − 𝑥)(𝑎 − 2𝑏 + 𝑥)

2
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𝐼14 = ∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡 =
(𝑎 − 𝑥)2

2

𝑥

𝑎

 

𝐼15 = ∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 =
𝑏

𝑥

(𝑏 − 𝑥)2

2
 

𝐼16 = ∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡 = −
(𝑏 − 𝑥)(2𝑎 − 𝑏 − 𝑥)

2

𝑏

𝑥

 

ifadeleri (4.4) eşitsizliğinde yerine yazılırsa  

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (
(−𝑎 + 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

 

 × [
|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑎 − 𝑥)(𝑎 − 2𝑏 + 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

𝑞

(𝑎 − 𝑥)2

2(𝑏 − 𝑎)
]

1
𝑞

 

+𝜆 (
(−𝑎 + 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

[
|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑎 − 𝑥)(𝑎 − 2𝑏 + 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

𝑞

(𝑎 − 𝑥)2

2(𝑏 − 𝑎)
]

1
𝑞

 

+‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)(
(𝑏 − 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

 

 × [
|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥)2 −𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

𝑞

(𝑏 − 𝑥)(2𝑎 − 𝑏 − 𝑥)

2(𝑏 − 𝑎)
]

1
𝑞

 



 
 

59 
 

+𝜆 (
(𝑏 − 𝑥)𝑝+1

𝑝 + 1
)

1
𝑝

[
|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥)2 −𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

𝑞

(𝑏 − 𝑥)(2𝑎 − 𝑏 − 𝑥)

2(𝑏 − 𝑎)
]

1
𝑞

}
 
 

 
 

 

bulunur. Basit matematiksel işlemler yapılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞
(𝑥 − 𝑎)2

2
1
𝑞(𝑝 + 1)

1
𝑝(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 

   × [|𝑓′(𝑎)|𝑞(2𝑏 − 𝑎 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎)]

1
𝑞

 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞
(𝑏 − 𝑥)2

2
1
𝑞(𝑝 + 1)

1
𝑝(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 

  ×  [|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑏 − 2𝑎 + 𝑥)]

1
𝑞

 

elde edilir. Böylece eşitsizliğin sol tarafının ispatı tamamlanır. Eşitsizliğin sağ 

tarafının ispatı ise  ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden 

yararlanılarak kolayca görülebilir. 

Teorem 4.1.12 𝑓: [0,∞) → ℝ  fonksiyonu, (0,∞) kümesinde türevlenebilir olsun. 

0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞ ve 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere [0,∞) üzerinde 

|𝑓′|𝑞, 𝑚 −konveks ve 𝑓′ ∈ 𝐿1([0,∞)) ise 𝑚 ∈ (0,1], 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜆 ∈ [0,1] ve 𝑞 ≥ 1 

şartı altında 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 
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≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ 

  × {
(1 − 𝜆)(𝑥 − 𝑎)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

[|𝑓′(𝑎)|𝑞(3𝑏 − 𝑎 − 2𝑥) + 2𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎)]

1
𝑞

 

 +
𝜆(𝑥 − 𝑎)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

[|𝑓′(𝑎)|𝑞(3𝑏 − 2𝑎 − 𝑥) +𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎)]

1
𝑞

} 

 +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑥)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

× [2|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑏 − 3𝑎 + 2𝑥)]

1
𝑞

 

 +
𝜆(𝑏 − 𝑥)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

[|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥) +𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(2𝑏 − 3𝑎 + 𝑥)]

1
𝑞

} 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ {
(1 − 𝜆)(𝑥 − 𝑎)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 

  × [|𝑓′(𝑎)|𝑞(3𝑏 − 𝑎 − 2𝑥) + 2𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎)+2|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥)

+ 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑏 − 3𝑎 + 2𝑥)]

1
𝑞

 

  +
𝜆(𝑥 − 𝑎)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 

  × [|𝑓′(𝑎)|𝑞(3𝑏 − 2𝑎 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎) + |𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥)

+ 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(2𝑏 − 3𝑎 + 𝑥)]

1
𝑞

} 
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eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1.2. ve üçgen eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ∫ |𝑃𝜆(𝑥, 𝑡)||𝑓
′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

≤ ∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

  +∫ ((1 − 𝜆) |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑏

| + 𝜆 |∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑥

|) |𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑑𝑡 

 ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎

𝑑𝑡} 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆)∫ ((𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|)𝑑𝑡 + 𝜆∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|
𝑏

𝑥

𝑏

𝑥

𝑑𝑡}          

yazılır. Power-mean eşitsizliği kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑎)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑥 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

1
𝑞

} 
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  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {(1 − 𝜆) (∫ (𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑏 − 𝑡)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

+ 𝜆 (∫ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1−
1
𝑞

(∫ (𝑡 − 𝑥)|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡
𝑏

𝑥

)

1
𝑞

} 

|𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 𝑚 −konveks fonksiyon sınıfına ait oluşu ve 𝑡 =
𝑏−𝑡

𝑏−𝑎
𝑎 +

𝑚(𝑡−𝑎)

𝑚(𝑏−𝑎)
𝑏 olduğu kullanılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {(
(𝑎 − 𝑥)2

2
)

1−
1
𝑞

 

× (1 − 𝜆) [
|𝑓′(𝑎)|𝑞

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑡 − 𝑎)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

𝑞

𝑏 − 𝑎

𝑥

𝑎

∫ (𝑡 − 𝑎)2𝑑𝑡
𝑥

𝑎

]

1
𝑞

 

  +𝜆 [
|𝑓′(𝑎)|𝑞

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑥 − 𝑡)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

𝑞

𝑏 − 𝑎

𝑥

𝑎

∫ (𝑥 − 𝑡)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

]

1
𝑞

}
 
 

 
 

 

+‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ (
(𝑏 − 𝑥)2

2
)

1−
1
𝑞

 

×

{
 
 

 
 

(1 − 𝜆) [
|𝑓′(𝑎)|𝑞

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑏 − 𝑡)2𝑑𝑡 +

𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

𝑞

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑥

∫ (𝑏 − 𝑡)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

]

1
𝑞
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+𝜆 [
|𝑓′(𝑎)|𝑞

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑡 − 𝑥)(𝑏 − 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑚 |𝑓′ (
𝑏
𝑚)|

𝑞

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑥

∫ (𝑡 − 𝑥)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

]

1
𝑞

}
 
 

 
 

 

bulunur. Basit matematiksel işlemler yapılarak 

|(1 − 𝜆)𝑓(𝑥)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − ∫ 𝑔(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝜆 (𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

+ 𝑓(𝑏)∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑥

)| 

≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ {
(1 − 𝜆)(𝑥 − 𝑎)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

 

× [|𝑓′(𝑎)|𝑞(3𝑏 − 𝑎 − 2𝑥) + 2𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎)]

1
𝑞

 

+
𝜆(𝑥 − 𝑎)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

× [|𝑓′(𝑎)|𝑞(3𝑏 − 2𝑎 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑥 − 𝑎)]

1
𝑞

} 

  +‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ {
(1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑥)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

× [2|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥) + 𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(𝑏 − 3𝑎 + 2𝑥)]

1
𝑞

 

  +
𝜆(𝑏 − 𝑥)2

2
1−
1
𝑞6

1
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1
𝑞

[|𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏 − 𝑥) +𝑚 |𝑓′ (
𝑏

𝑚
)|
𝑞

(2𝑏 − 3𝑎 + 𝑥)]

1
𝑞

} 

elde edilir. Böylece eşitsizliğin sol tarafının ispatı tamamlanır. Eşitsizliğin sağ 

tarafının ispatı ise  ‖𝑔‖[𝑎,𝑥],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ve ‖𝑔‖[𝑥,𝑏],∞ ≤ ‖𝑔‖[𝑎,𝑏],∞ ifadelerinden 

yararlanılarak kolayca görülebilir. 
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4.2. Elde Edilen Teoremler ile İlgili Bazı Uygulamalar ve Sonuçlar 

Sonuç 4.2.1. Teorem 4.1.10 ifadesinde 𝑔(𝑥) = 1 ve 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 seçilirse; 

|(1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑎)𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) − (𝑏 − 𝑎)∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

𝜆(𝑏 − 𝑎)

2

𝑏

𝑎

(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))| 

≤
|𝑓′(𝑎)|

6(𝑏 − 𝑎)
{
(1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑎)3

2
+
5𝜆(𝑏 − 𝑎)3

8
+
(1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑎)3

4
+
𝜆(𝑏 − 𝑎)3

8
} 

   +
𝑚 |𝑓′ (

𝑏
𝑚)|

6(𝑏 − 𝑎)
{
(1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑎)3

4
+
𝜆(𝑏 − 𝑎)3

8
+
(1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑎)3

2
+
5𝜆(𝑏 − 𝑎)3

8
} 

=
(𝑏 − 𝑎)2

8
[|𝑓′(𝑎)| + 𝑚 |𝑓′ (

𝑏

𝑚
)|] 

bulunur. 

Uygulama 4.2.1. Sonuç 4.2.1 ifadesinde 𝑓: [0,∞) → [0,∞), 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛+1, 𝑛 ∈ 𝑍 ve 

|𝑛| ≥ 2 seçilirse; 

|(1 − 𝜆)𝐴𝑛+1(𝑎, 𝑏) − (𝑏 − 𝑎)ℒ𝑛+1
𝑛+1(𝑎, 𝑏) + 𝜆𝐴(𝑎𝑛+1, 𝑏𝑛+1)| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑛 + 1)

4
𝐴 (𝑎𝑛, 𝑚 (

𝑏

𝑚
)
𝑛

) 

elde edilir. 

Hatırlatma 4.2.1. Tanım kümesinde uygun sınırlamalar altında Teorem 4.1.10 

ifadesinde 𝑚 = 1 seçilirse Teorem 3.1.6 elde edilir. 

Hatırlatma 4.2.2. Tanım kümesinde uygun sınırlamalar altında Teorem 4.1.11 

ifadesindeki eşitsizliğin sağ tarafında 𝑚 = 1 seçilirse Teorem 3.1.7 elde edilir. 

Sonuç 4.2.2. Teorem 4.1.4 ifadesinde 𝑔(𝑥) = 1, 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 ve 𝜆 = 0 seçilirse; 

|(𝑏 − 𝑎)𝐴𝑛+1(𝑎, 𝑏) − ∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

| ≤
(𝑏 − 𝑎)2

2
𝐴(|𝑓′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|) 

elde edilir. 

Uygulama 4.2.2. Sonuç 4.2.2 ifadesinde 𝑓: [0,∞) → [0,∞), 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛+1, 𝑛 ∈ 𝑍 ve 

|𝑛| ≥ 2 seçilirse; 
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|𝐴𝑛+1(𝑎, 𝑏) − ℒ𝑛+1
𝑛+1(𝑎, 𝑏)| ≤

(𝑏 − 𝑎)(𝑛 + 1)

2
𝐴(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) 

elde edilir. 

Sonuç 4.2.3. Teorem 4.1.5 ifadesinde 𝑝 = 𝑞 = 2, 𝜆 = 0, 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 ve 𝑔(𝑥) = 1 

seçilirse; 

|𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

| ≤
(𝑏 − 𝑎)√|𝑓′(𝑎)|2 + |𝑓′(𝑏)|2

2√3
 

bulunur.  

Uygulama 4.2.3. Teorem 4.1.5 ifadesinde 𝑔(𝑥) = 1, 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
, 𝑝 = 𝑞 = 2,  𝜆 = 0 ve 

𝑥 > 0 için 𝑓(𝑥) =
𝑞𝑥

1−
1
𝑞

𝑞−1
 fonksiyonu uygulanırsa; 

|(𝑏 − 𝑎)
𝑞𝑥

1−
1
𝑞

𝑞 − 1
−

𝑞2

(𝑞 − 1)(2𝑞 − 1)
(𝑏

2−
1
𝑞 − 𝑎

2−
1
𝑞)| 

≤
2(𝑏 − 𝑎)2

√3
√𝐴 (𝑎

−
2
𝑞 , 𝑏

−
2
𝑞) 

elde edilir. 

Sonuç 4.2.4. Teorem 4.1.7 ifadesinde 𝑔(𝑥) = 1, 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 ve 𝜆 = 1 seçilirse; 

|
(𝑏 − 𝑎)

2
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) − ∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

| ≤
(𝑏 − 𝑎)2

4
𝑚𝑎𝑥{|𝑓′(𝑎)|, |𝑓′(𝑏)|} 

bulunur. 

Uygulama 4.2.4. 𝑓:ℝ+ → ℝ, 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1) 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − 𝑥 seçilirse |𝑓′(𝑥)| =

𝑙𝑛(𝑥 + 1) olup bu fonksiyon konkav olduğu halde 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konvekstir. Sonuç 4.1.7 

ifadesinde  𝑔(𝑥) = 1, 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 ve 𝜆 = 1 ve 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1) 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − 𝑥 yazılırsa 

𝑎 < 𝑏 için; 

|
𝑏(3𝑏 + 2)

4
−
(𝑏 + 1)2 𝑙𝑛(𝑏 + 1)

2
+
(𝑏 − 𝑎)

2
[(𝑏 + 1) 𝑙𝑛(𝑏 + 1) − 𝑏] 

+
(𝑎 + 1)2 𝑙𝑛(𝑎 + 1)

2
−
𝑎(3𝑏 + 2)

4
+
(𝑏 − 𝑎)

2
[(𝑎 + 1) 𝑙𝑛(𝑎 + 1) − 𝑎]| 

≤ [
𝐴(𝑎2, 𝑏2) − 𝐺(𝑎2, 𝑏2)

2
]  𝑚𝑎𝑥{ln(𝑎 + 1), ln(𝑏 + 1)} 

bulunur. 
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Sonuç 4.2.5. Teorem 4.1.9 ifadesinde 𝑔(𝑥) = 1, 𝑞 = 2, 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 ve 𝜆 = 1 seçilirse; 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)√(|𝑓′(𝑎)|2 + |𝑓′(𝑏)|2)

4
 

elde edilir. 

Uygulama 4.2.5. Teorem 4.1.9 ifadesinde 𝑔(𝑥) = 1, 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
, 𝜆 = 1, 𝑓: [0,∞) →

[0,∞), 𝑞 = 2 , 𝑛 ∈ 𝑍 ve |𝑛| ≥ 2 için 𝑓(𝑥) =
𝑞𝑥

1+
𝑛
𝑞

𝑞+𝑛
  fonksiyonu uygulanırsa; 

|
𝑞

(𝑞 + 𝑛)(2𝑞 + 𝑛)
(−𝑏

2+
𝑛
𝑞 + 𝑎

2+
𝑛
𝑞) +

𝑏 − 𝑎

2
(

𝑞

𝑞 + 𝑛
𝑎
1+
𝑛
𝑞 +

𝑞

𝑞 + 𝑛
𝑏
1+
𝑛
𝑞)| 

≤
(𝑏 − 𝑎)2

4
[𝑎
2𝑛
𝑞 +𝑏

2𝑛
𝑞 ]

1
2

 

= [
𝐴(𝑎2, 𝑏2) − 𝐺(𝑎2, 𝑏2)

2√2
]𝐴

1
2 (𝑎

2𝑛
𝑞 , 𝑏

2𝑛
𝑞 ) 

bulunur. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Bu çalışmada Yıldız (2014) tarafından elde edilen bir lemma ile Erden ve Sarıkaya 

(2015) tarafından ispatlanan bir lemma kullanılarak ikinci anlamda 𝑠 −konveks 

𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 −konveks, 𝑚 −konveks ve 𝑝 fonksiyon sınıflarına ilişkin yeni eşitsizlikler 

bulunmuştur. Bulunan bu eşitsizliklere uygulamalar da verilmiştir. Elde edilen 

eşitsizliklerin literatürde var olanlarla kıyaslanması ve daha iyi sonuçlar verecek 

eşitsizliklerin belirlenmesi okuyucuya bırakılmıştır. Ayrıca arzu eden araştırmacı 

farklı konveks fonksiyon sınıfları için yeni lemmalar türetebilir ve türetilecek 

lemmaları kullanarak farklı konveks fonksiyon sınıfları için yeni eşitsizlikler ortaya 

koyabilir. 
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