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OZET

Yiksek Lisans Tezi

BAZI KONVEKS FONKSIYON SINIFLARI IiCIN
YENI ESITSIZLIKLER VE UYGULAMALAR

Yunus Emre DURSUN
Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Mustafa GURBUZ

Bu tezde, birinci mertebeden ve genel anlamda n. mertebeden turevlenebilen
fonksiyonlar i¢in elde edilmis, literatiirde mevcut iki farkli lemma ele alinmis, bu
lemmalar yardimiyla bazi konveks fonksiyon siniflart i¢in yeni esitsizlikler elde
edilmistir. Ik boliim giris niteliginde olup, bu bdliimde konveks fonksiyonlar ve
Esitsizlik Teorisi’nin tarihsel gelisimini icermekte olup literatiirde mevcut ¢calismalar
ile ilgili bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde konveks fonksiyon ve bazi farkli tiirlerinin
tanimlar1 yapilmis, aralarindaki hiyerarsiden bahsedilmis ve bazi 6rnekler verilmistir.
Uclincii bolimde literatiirde sikga rastlanan ve oldukca onemli bazi esitsizlikler ve
tezimizde kullandigimiz lemma ve teoremlere yer verilmistir. Dérdinci bolimde ise
once n. mertebeden tirevlenebilen fonksiyonlar igin, ardindan birinci mertebeden
tirevlenebilen fonksiyonlar igin elde edilmis bir lemma ele alinarak yeni esitsizlikler
kurulmus, ardindan elde edilen esitsizliklerin baz1 6zel halleri ortaya konulmustur. Son
olarak bu sonuglar kullanilarak bazi 6zel ortalamalara dair uygulamalar verilmistir.

Ayrica bulgularin literatiirii destekledigi goriilmiistiir.
2017, 77 sayfa

Anahtar Kelimeler: Holder esitsizligi, Power-mean esitsizligi ve konveks fonksiyon



ABSTRACT

Master Thesis

NEW INEQUALITIES AND APPLICATIONS FOR SOME CONVEX
FUNCTION CLASSES

Yunus Emre DURSUN

Agr1 Ibrahim Cegen University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Mustafa GURBUZ

In this thesis, two different lemmas gathered for first degree and n'" degree, in general,
differentiable functions have been handled. With the help of these lemmas, new
inequalities for some convex classes have been obtained. The first part was
introductory part which contained the historical developments of convex functions and
Inequality Theory, as well as, some information related to studies in literature. In the
second part, definitions of convex function and some kinds of it has been explained,
hierarchy between them has been mentioned, and some examples has been given. In
the third part, some inequalities which are very important and common, also lemmas
and theorems which are used in our thesis were given. In the fourth part, new
inequalities have been constructed by dealing with firstly, a lemma gathered for n™
degree, in general, differentiable functions, then a lemma gathered for first degree
differentiable functions. Then some special cases of gathered inequalities put forward.
Finally, by using these results, propositions have been given for some special means.
Also it was observed that the gathered results were supported by the literature.

2017, 77 pages

Keywords: Holder inequality, Power-mean inequality and convex functions.
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1. GIRIS

Konvekslik, tarihi milattan 6nceki yiizyillara dayanan bir kavram olmasina
karsin matematikte yerini almasi 1800°1ii yillarin son ¢eyregini bulmustur. Bu kavram
ilk olarak Hermite tarafindan 1883 yilinda bulunan bir sonucun Mathesis adl1 dergide
yayinlanmasi ile ortaya ¢ikmigtir. Hadamard’in da bu konuyla ilgili ¢caligmalari olsa da
bir sonraki yiizyilda ¢alismalar ile konveksligi sistemlestiren isim J.L.W.V.Jensen
olmustur. 20 ve 21. yiizyilda hizla gelisen konvekslik ¢alismalarinin, artan uygulama
alanlartyla analizdeki 6nemi gittik¢e artmakta ve esitsizlik teorisi, lineer programlama,
ekstremum problemleri, optimizasyon, hata hesaplamalart ve oyun teorisi gibi

alanlarda kullanimlar1 genislemektedir.

Konveksligin tanimi esitsizlikle yazilabildiginden Konveks Fonksiyonlar
Teorisinde 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu konuda g¢alisan matematikgiler, farkli
konveks fonksiyon siniflar1 (s —konveks, Godunova-Levin, log —konveks,
quasi —konveks vb.) ve 6zel ortalamalar (aritmetik, geometrik, logaritmik vb.) igin
konveksligi  uygulamaya, genisletmeye, sadelestirmeye ve  genellestirme
calismiglardir. Bu ylizden esitsizlikler, uygulamali matematigin ¢esitli konularinda
sikca kullanilmig oldugundan oldukg¢a hizli bir ilerleme gdstermistir. Ozellikle son
yillarda birgok farkli alanlardaki uygulamalarda katkisi agik¢a goriilmektedir.
Ornegin, Chebyshev, Ostrowski, Griss, Hadamard ve Jensen esitsizliklerinin

uygulama alanina bakildiginda 6nemli bir yere sahip oldugu sdylenir.

Esitsizlikler teorisi i¢in taban teskil eden ilk calisma 1934 yilinda Hardy,
Littlewood ve Polya tarafindan yazilan "Inequalities" isimli eserdir (Hardy et al.
1952). Eserde konveks fonksiyonlarla esitsizliklerin ispat yontemleri ve elde edilmis
bazi sonuglara rastlanilmaktadir. Ardindan Beckenbach ve Bellman’in yazdig
"Inequalities" diger bir calisma olarak karsimiza ¢ikmaktadir (Beckenbach and
Bellman 1961). Bunu Mitrinovi¢’in yazdig1 "Analytic Inequalities" c¢aligmasi izler
(Mitrinovi¢ 1970). Bu saydiklarimiz bilgi elde etmek i¢in bagvurulan temel
kaynaklardir. Ayrica sadece konveks fonksiyonlar icin esitsizlikler ile ilgili Pecari¢

1987 yilinda “Convex Functions: Inequalities” adli eseri yayinlamistir. Bunlardan



bagka "Convex Functions" (Roberts and Varberg 1974), “Inequalities Involving
Functions and Their Integrals and Derivatives” (Mitrinovi¢ et al. 1991), “Classical and
New Inequalities in Analysis” (Mitrinovi¢ et al. 1993), “Mathematical Inequalities”
(Pachpatte 2005) ve “Convex Functions and Their Applications” (Niculescu and
Persson 2006) isimli c¢aligmalar literatiirdeki diger kaynaklar1 olusturmaktadir.
Ozellikle Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili yapilan baz1 calismalar S.S. Dragomir
ve C.E.M. Pierce tarafindan yazilmis “Selected Topics on Hermite-Hadamard
Inequalities and Applications” isimli kaynakta gelistirilerek bir araya getirilmis olup

alan yazinda 6nemli bir yer tutar (Dragomir and Pearce 2000).

Klasik konvekslik tanimindan yararlanilarak daha genel konveks fonksiyon
cesitleri olusturulmustur. Bunlardan birisi de “Stetigkeitsaussagen fiir eine Klasse
verallgemeinerter konvexer Funktionen in topologischen linearen Raumen” adli
calismada tanitilan s —konveks fonksiyonlardir (Breckner 1978). s —konveks
fonksiyonlarla ilgili ozelliklere ve esitsizliklere “Some remarks on s —convex
functions” (Hudzik and Maligranda 1994) ve “Inequalities via s —Convexity and
Log—Convexity” (Akdemir vd., 2014) adli ¢alismalarda yer verilmistir. Yapilan
literatiir taramas1 sonunda 6zellikle s —konveks fonksiyonlarla ilgili Tiirkiye’de son
10 yilda yapilan yiiksek lisans tezleri “Birinci ve Ikinci Anlamda s —Konveks
Fonksiyonlar igin Birkag Hadamard Tipi Integral Esitsizligi” (Kayacan 2008),
“Tiirevleri s —Konveks Olan Déniisiimler I¢in Baz1 Yeni Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler” (Ogiilmiis 2014), “s —Konveks Fonksiyonlar I¢in Agirhikli Integral
Esitsizlikleri” (Yildirim 2015) ve “Kesirli Integrallerden Yararlanarak s —Konveks
Fonksiyonlar Igin  Genellestirilmis Hermite-Hadamard  Tipindeki Integral
Esitsizlikleri” (Ertugral 2015) adli calismalardir.

“Neden Matematiksel Esitsizlikler?”” sorusuna Richard Bellman 2. Uluslararasi
Matematik Esitsizlikler Konferansi’nda verdigi yanitta {i¢ bakis agis1 oldugunu
vurgulamistir. Birincisi pratiklik sagladigini ve bunun arastirmalarda bir niceligi bagka
bir nicelik ile belirlenmesinde karsimiza c¢iktiginm1 séylemistir. Boylelikle klasik
esitsizliklerin ortaya ¢iktigini belirtmistir. Ikincisi teorik olarak bakildiginda basitce

sorular sorularak biitiin temel teoremlerin olusturulabilecegini sdylemistir. Ugiincii



olarak da estetik agidan Matematik Miizik ve Resim disiplinlerinin uyumlu oldugunu
belirterek olusturulan esitsizliklerin géze hitap etmesinin merak uyandiric1 ve ilgi
cekici oldugunu vurgulamistir. Bu yanittaki emareler bizim iginde esitsizlik

calismamiz i¢in yeterli nedenlerdir.

Bu calismada, farkl: tiirden konveks fonksiyonlar ayrintili olarak incelenmistir.
Bu amagla Erden ve Sarikaya (2015) tarafindan elde edilen bir lemmaya p —konveks,
quasi —konveks ve m —konveks fonksiyon smifinin ozellikleri, integraller igin
mutlak deger 6zelligi, Holder esitsizligi ve power-mean esitsizliginin 6zellikleri
kullanilarak yeni teoremler ispatlanmistir. Ayrica Yildiz (2014) tarafindan elde edilen
bir lemmaya s —konveks fonksiyon sinifinin 6zellikleri, integraller igin mutlak deger
ozelligi, Holder esitsizligi ve power-mean esitsizliginin 6zellikleri kullanilarak yeni
teoremler ispatlanmistir. Diger yandan elde edilen teoremlere bazi 6zel ortalamalar

icin uygulamalar yazilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, taban teskil eden tanim ve teoremlerle birlikte bazi Ornekler de

verilmigtir.

Tamm 2.1.1. (Konveks Kiime): “L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak

Uzere

B={z€Lz=ax+(1—-a)y, 0<a<1}cA4

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x Ve y’nin katsayilar1 i¢in @ + (1 — @) = 1 bagintist her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki a,1 — « yerine a + f = 1 sartin1 saglayan ve negatif
olmayan a, 8 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi ug¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve
herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir” (Bayraktar
2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime



Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Araliklar reel eksen tizerindeki konveks kiimelere 0rnek verilebilir.

Tamm 2.1.2. (J —Konveks Fonksiyon): “I,R’de bir aralik olmak tizere her x,y € I

icin

f(x;ry) Sf(x) erf(y)

sartint saglayan f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya

J —konveks fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.3. (Kesin ] —Konveks Fonksiyon): “Her x,y € I ve x # y igin

f(x;ry) <f(x) erf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I tizerinde kesin J —konveks fonksiyon denir” (Mitrinovié¢
1970).

Tamim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): “I, R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon

olmak Uzere her x,y € I ve a € [0,1] icin,

flax+ (A =a)y) s af () + 1 - a)f(¥) (2.1)



sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.1) esitsizligi x # y
ve a € (0,1) icin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir”
(Pecari¢ et al. 1992).

Ornek2.1.1. f:1 c R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I lizerinde konveks fonksiyondur.

G06zUm: f’nin konveks oldugunu gostermek i¢in x,y € I ve t € [0,1] oldugunda

fx+ A =0y) <tf()+ A -f(y)

oldugunu gostermeliyiz. Buna gore

flx+ (A =t)y) = |tx + (1 - 1)yl

< |tx| + |(1 —t)y| (Uggen Esitsizliginden yazilir.)

=tlx[+ (1 =)yl

=tf()+ A -0fQ)

elde edilir. i1k ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmus olur.

v
x

Sekil 2.3. Araliklar tizerinde konveks fonksiyon (f(x) = |x|)

Konveks fonksiyonun geometrik anlami agagidaki gibidir:



Lfix) + (1 —0) fiy)
Sflex+(1-0)y)

Jox) g :

1]

x (x+ (1= y y
Sekil 2.4. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak tx 4+ (1 —t)y noktasmmin f fonksiyonunu altindaki
goriintiisii, ayni t degeri i¢in (x, f(x)) ve (y, f(y)) noktalarinin lineer bilesiminden
kiigiik veya esit kaliyorsa fonksiyon konvekstir denir. Yani bu iki noktay1 birlestiren
kirig(dogru pargasi) her zaman egrinin [x, y] araliginda kalan kisminin tizerinde veya
tistiindedir. Konkav fonksiyon igin kiris f fonksiyonunun grafiginin [x, y] araliginda

kalan kisminin iizerinde veya altindadir.

Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve x

noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin

f() = f(x0) < (2)f"(x0) (x = xo) (2.2)

esitsizligi yazilir. Yani (a, b) araliginda diferensiyellenebilen konveks fonksiyon (2.2)

esitsizligini saglar (Roberts and Varberg 1973).

Tamim 2.1.5. (m —Konveks Fonksiyon): “f:[0,b] = Rve b > 0 olsun. Her x,y €
[0,b], t € [0,1] ve m € [0,1]i¢in

flx+m(1=t)y) <tf(x) + m1 =) f(y)



sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir” (Toader 1984).

Burada f(0) <0 olmak sartiyla [0,b] araliginda tanimli biitin m —konveks

fonksiyonlarin sinifi K, (b) ile gosterilir.

Ornek 2.1.2.“r > 0, f:[0,7] = R, x € [0,7] olmak tizere f (x) = ax + b seklindeki
(a,b € R; a # 0) dogrusal fonksiyonlar b < 0 icin m —konveks fonksiyondur”
(Gurbiuiz 2013).

Dogrusal m —konveks fonksiyonlar,

)

Dt i B I

O N o bo P
T

Sekil 2.5. Dogrusal m —konveks fonksiyonlar (Girbiz 2013).

gibi gorsel olarak orneklendirilebilir. Yani, grafigi y ekseninin pozitif kismini

kesmeyen her dogrusal fonksiyon m —konvekstir.

Ornek 2.1.3. “r > 0,f:[0,7] = R, (a, b, c € R) olmak lzere f(x) = ax? + bx + c,

a, ¢ < 0 seklindeki 2. dereceden polinom fonksiyon m —konvekstir” (Gurbiz 2013).

Gorsel olarak; grafigi y —ekseninin pozitif kismint kesmeyen ve konkav olan

her 2. dereceden polinom fonksiyon m —konveks fonksiyondur.
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Sekil 2.6. m —konveks olan ikinci dereceden polinom fonksiyonlar

Pavic ve Ardig (2016) konveks fonksiyonlarmn, tanim kiimelerinin ig
noktalarinda siirekli oldugunu, buna karsin m —konveks fonksiyonlarin tanim
kiimelerinin i¢ noktalarinda siirekli olmayabilecegini ifade etmis ve "1" noktasinda
stirekli olmayan, fakat m € (0,1/2] icin m —konveks olan (2.3) vermislerdir.

Ornek 2.1.4.

fe=4%" (2:3)

fonksiyonu her m € (0,1/2] igin m —konvekstir ve x = 1 igin sureksizdir.

Tamim 2.1.6. (h —Konveks Fonksiyon): “h: ] — R negatif olmayan bir fonksiyon ve

h # 0 olsun. f: I — R negatif olmayan fonksiyonu her x,y € I ve a € (0,1) igin

flax+ (1 —=a)y) < h(a)f(x) + h(1 = a)f(y)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna h —konveks fonksiyon veya SX(h, ) simifina
aittir denir” (Varosanec 2007).

Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f’ye h —konkav fonksiyon veya
SV (h, I) siifina aittir denir. Eger h(a) = a alinirsa, bu takdirde tiim negatif olmayan

konveks fonksiyonlar SX(h,I) sinifina ve tiim negatif olmayan konkav fonksiyonlar



SV (h,I) sinifina aittir. h(a) =§ alinirsa, SX(h,I) smifi Q(I) smifini; h(a) =1

almirsa, P(I) smifin1 ve h(a) = a5, s € (0,1) alinirsa, K2 smifini icerecegi aciktir.

Ornek 2.1.5. “h fonksiyonu her a € (0,1) igin h(a) = a sartin1 saglayan negatif
olmayan bir fonksiyon olsun (6rnegin k < 1 ve x > 0 icin h; = x* fonksiyonu bu
Ozellige sahiptir). f fonksiyonu I Uzerinde negatif olmayan konveks fonksiyon ise;

x,y €1,a € (0,1) igin,

flax+ (1 =a)y) < af(x) + 1 =) f(y) < h(@)f (x) + h(1 = a)f(¥)

yazilabilir. Bu, f € SX(h,I) anlamina gelir. Benzer sekilde h fonksiyonu, a € (0,1)
icin h(a) < a sartin1 sagliyorsa f negatif olmayan konkav fonksiyonu SV (h,I)

siifina ait olur” (Varosanec 2007).

Ornek 2.1.6. “x > 0, k < 0 olmak lizere hy(x) = x* verilsin. Bu durumda;

a+b
1, X # >

f:l1=[ab]l >R, f(x)= a+b
217k x = >

fonksiyonu konveks degildir ama h;, —konvekstir” (Varosanec 2007).

Tanim 2.1.7. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): “a,f >0, a’ + ° =

1ve s € (0,1] olmak lizere tim u, v € R, i¢in f: R, — R fonksiyonu

flau+pv) < a*f(w) + B°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f’ye birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu
fonksiyonlarm smifi K¢ ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu birinci

anlamda s —konkav fonksiyon olarak adlandirilir” (Orlicz 1961).

Tamm 2.1.8. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): “a,f > 0,a + 8 =1 ve

s € (0,1] olmak Uzere tim u, v € R, i¢in f: R, — R fonksiyonu eger
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flau+pv) < a*f(w) + B°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f’ye ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu
fonksiyonlarin simifi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu ikinci

anlamda s —konkav fonksiyon olarak adlandirilir” (Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanim1 s = 1 igin bilinen konvekslige donisiir.

Onerme 2.1.1 “f € K2 ise f, [0,) Uzerinde negatif olmayan bir fonksiyondur”
(Hudzik and Maligranda 1994).

Ispat: u € R, igin,

0 S0 FO

u
fe=1(G+g) s+ -

alalim. Buradan 2175f(u) = 0 olur ve buradan f(u) = 0 olur.
.Ornek 2.1.7. “s € (0,1) ve a, b, c € Rolsun. f:[0, ) = R fonksiyonu

a, t=20
f(t)_{bt5+c, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde

i. b=>=0vec<aisefeK]

ii. b>=0vec<aise f,(0,00) Uzerinde azalmayandir fakat [0, o) Uzerinde
azalmayan degildir.

iii. b=0ve0<c<aisef €K?

iv. b>0vec<O0isef¢&K?

durumlar vardir” (Hudzik and Maligranda 1994).

11



Ispat: (i)’nin ispatinda agik olmayan iki durum vardir:

1. u,v > 0 olsun. O halde au + Bv > 0 olur ve

flau + Bv) = b(au + pv)° +c < b(a®u® + Bvs) + ¢

=b(a’u® + B%v®) + c(a + B)

< b(a®u® + B5v®) + c(a® + B5)

=a’(bu® +c) + B5(bv® +¢)

=a’f(w) +B°f(v)

2.v>u=0vep > 0olsun. O halde au + fv > 0 olur ve

f(a0+ Bv) = f(Bv) = b(Bv)* + ¢ = b(B*v®) + c(a + B)

< b(B5vS) + c(a® + B°) = ca® + B5(bv° +¢)
<aa+B5(bvS+c)=a’f(uw)+B5f(v)

elde edilir. Benzer sekilde (iii) ifadesini ispat edebiliriz. (ii)’nin ispat1 agiktir. (iv)’nin
ispat1 yeterince kiiciik u degerleri i¢in f negatif olacagindan Onerme 2.1.1 ifadesinden

hemen gordlir.

Tamm 2.1.9. (Quasi-Konveks Fonksiyon): “f: S — R bir fonksiyon ve S ¢ R bostan

farkli konveks kiime olsun. Vx,y € Sve A € [0,1] igin

fAx + (1= Dy) < max{f(x), f(¥)}

ise f” ye quasi —konveks fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).

“Eger
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fx + (1= Dy) <max{f(x), f(¥)}
ise f’ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda
fQx + (1= y) =2 max{f(x), f(¥)}
ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve
fx + (1= Dy) > max{f(x), f(¥)}
ise f’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.1.10. “f hem quasi —konveks hem de quasi —konkav ise f’ye

quasi —monotonik fonksiyon denir” (Greenberg and Pierskalla 1970).

Sonu¢ 2.1.1. Konveks olan bir fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Bu

onermenin tersi her zaman dogru degildir.
Ornek 2.1.8. “g:[-2,2] - R,

(1, te[-2,-1]
g(t)_{ £2, t e (=1,2]

fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2] araliginda

quasi —konveks fonksiyondur” (lon 2007).
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Sekil 2.7. Quasi -konveks olup konveks olmayan fonksiyon
A

Sekil 2.8. Quasi —konveks olmayan fonksiyon

Tammm 2.1.11. (Godunova-Levin Fonksiyonu): “f:I - R negatif olmayan

fonksiyonu x,y € I, A € (0,1) olmak lizere

esitsizligini sagliyorsa f’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) smifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y,z € [ ise, bu takdirde

fOE=NE-2+fWG -0 -2+ f(2)(z-x)(z-y)=0

14



esitsizligi saglanir” (Godunova and Levin 1985).

Tamm 2.1.12. (P —Fonksiyonu): “f:1 — R negatif olmayan fonksiyonu x,y €I,
A €10,1] olmak Uzere

fAx+ 1 =Dy) < f)+f)

esitsizligini sagliyorsa f’ye P — fonksiyonu veya P (I) sinifina aittir denir” (Dragomir
et al. 1995).

Tanimlardan acikca tiim negatif olmayan konveks fonksiyonlar Q(I) sinifina
ait oldugu gorilir. Ayrica Q(I) © P(I) ve P(I) smifindan fonksiyonlar negatif

olmayan konveks ve Quasi-konveks fonksiyonlari igermektedir.

Tanim 2.1.13. (Logaritmik Konveks Fonksiyon): “I, R’de bir aralik f:I — [0, o)

bir fonksiyon olsun. Her x,y € I ve « € [0,1] igin,

flax + (1 - a)y) < [FOII*[FG]

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonuna log —konvekstir denir. f = exp(logf)
oldugundan log —konveks fonksiyon konvekstir. Fakat tersi her zaman dogru

degildir” (Pecari¢ et al. 1992).

Tanim 2.1.14. (Siireklilik): “f:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.
x€ESve|x—xo|l <dicin|f(x) —flxy)| <e¢

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x,’da siireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tammm 2.1.15. (Starshaped Fonksiyon) “b >0 olmak {zere f:[0,b] - R
fonksiyonu, her x € [0,b] ve t € [0,1] igin

f(tx) < tf(x)
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sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir” (Toader 1984).

Tamim 2.1.16. (Bazi Ozel Ortalamalar): Bu kisimda a, b pozitif iki reel sayinin bazi

ortalamalar verilecektir.

“(1) Aritmetik ortalama:

a+b
A= A(a,b) = \
2
(2) Geometrik ortalama:
G = G(a,b) = Vab,
(3) Harmonik ortalama:
2ab
H=H =
(ab) a+b
(4) Logaritmik ortalama:
a, a=b
L =L(a,b) :={ b—a
Inb — Ina’ a#b
(5) Identric ortalama:
a, a=b
I'=1(a,b) =41 p>\b-a
— <_a> , a+*b
e\a

(6) p-Logaritmik ortalama:

16



1
bp+1 _ ap+1 )

Lszp(a,b) = (p+1)(b—a) ’ a*b ; a,b=0.

a , a=
Bu ortalamalar arasinda

HSGSLLZI<A
siralamasi vardir” (Bullen et al. 1988; Bullen 2003).

Tanmm 2.1.17. (Agirhkh Aritmetik Ortalama): “x; € [a,b], p; >0 ve B, :=

Lipi >0 =1.2,..,n)olmak lizere

n
1
Ap(x,p) = P_Z piX;
ni=1

seklindeki ifadeye x; (i = 1,2, ...,n) sayilarinin p; (i = 1,2, ..., n) agirlikli aritmetik

ortalamasi denir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Tamim 2.1.18. (Gama ve Beta Fonksiyonu): “Euler, gamma fonksiyonunun integral

temsilini
[oe]

r'(x) = f e tt*dt, x>0
0

olarak ifade eder” (Kannappan 2009). Beta fonksiyonu;
1
B(x,y) = f t*" 11 —¢)Ydt, xy>0

0

seklindedir (Dragomir et al. 2000). “Bu esitlik Euler tipli Beta fonksiyonu ya da birinci

cesit Euler integrali olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlarin,
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) Bfx+1y)==—BxYy), xy>0

x+y

1

“) ﬁ(l,y)Z;, y>0

tx—l

_ 1 -1 _ -1 _[®™
iii) B(x,y) = fo t*"1(1 —t)Y dt = fo TR x,y >0

. r r
iv) ,B(x,y)z%, x,y >0

v) By =Brx), xy>0
vi) Bx,x) =2172*p (x, %), x>0
gibi 6zellikleri vardir” (Jeffrey and Dai 2008).

Literatiirden bilinir ki gama ve beta fonksiyonlari sirasiyla (0, ) ve (0, ©0)?’de

logaritmik konveks fonksiyonlardir.
Teorem 2.1.1. (Ucgen Esitsizligi): “Herhangi x, y reel sayilari i¢in
lx +yl < x| +lyl,
[Ix| = Iyl| < Ix —yl,
[l = [yl| < |x + yl
ve timevarim metoduyla
loeg 4 -+ x| < Deg | + o+ x|
esitsizlikleri gegerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.2. (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu): “f, [a, b] araliginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
Sf |f(x)|dx (a < b)

fbf(x)dx
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esitsizligi gecerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

2.2. Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflarinin Hiyerarsisi

Fonksiyonlar teorisi ¢alismalarinda yeni sonuglar ve genellestirmeler elde
etmek i¢in kimi zaman fonksiyonun sartlarinda bazi kisitlamalar yapmak gerekirken
kimi zamanda fonksiyona ek 6zellikler katmak gerekir. Ciinkii fonksiyonlar ayn1 anda
bircok 6zelligi saglayabilir veya bir fonksiyon sinifi bagka bir fonksiyon sinifiyla bazi
Ozellikleri itibariyle benzerlik gosterebilir. Caligmalarimizda farkli tiirden konveks
fonksiyonlar igin ¢esitli integral esitsizlikleri ispatlarken, bu esitsizliklerin belli 0zel
durumlar icin bagka konvekslik siniflar1 igcinde saglandigini agikca gorebiliriz.
Dolayisiyla buradan konveks fonksiyonlar arasinda 6zellikleri agisindan bir hiyerarsi
oldugu gercegine ulasilir. Fakat bu hiyerarside tiim konvekslik siniflarini beraber
degerlendirmek oldukga gii¢ oldugu icin aralarindaki iliski, tanimlar1 ve 6zellikleri

yardimiyla su sekilde olusturulabilir;

Teorem 2.2.1. “I € R olmak Uzere, Log —Konveks fonksiyonlar sinifi, (negatif
olmayan) Konveks fonksiyonlar sinifi, (negatif olmayan) Quasi-konveks fonksiyonlar
sinifi, P —fonksiyonlar smifi ve Godunova-Levin fonksiyonlar sinifi sirasiyla L(I),

C(I), QCc(I), P(I), Q(I) ile gosterilirse;

L()cC(U)c Qc)c P(I) c Q)

oldugu goriiliir” (Kavurmaci 2012).

P-fonksiyon
Quasi-konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Log —konveks
fonksiyon

Sekil 2.9. Godunova-Levin, P —fonksiyon, Quasi-konveks fonksiyon, Konveks

fonksiyon ve log —konveks fonksiyon siniflarinin iligkisi
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Lemma 2.2.1. “Eger f fonksiyonu m —konveks fonksiyonlar simifina ait ise f

fonksiyonu starshaped fonksiyondur” (Toader 1988).

Lemma 2.2.2. “Eger f fonksiyonu m —konveks fonksiyonve 0 <n<m < 1ise f
fonksiyonu n —konveks fonksiyondur (Toader 1988). Yukaridaki lemmalar
yardimiyla; 0 < n < m < 1 olmak iizere, konveks fonksiyonlar sinifi, m —konveks
fonksiyonlar sinifi, n —konveks fonksiyonlar sinifi ve starshaped fonksiyonlar sinifi

sirasiyla K(b), K,,(b), K,,(b), S*(b) ile gosterilirse;

K(b) € K, (b) c S*(b)

oldugu goriilir” (Toader 1988).

n —konveks fonksiyon

m —konveks

Konveks fonksiyon

Sekil 2.10. Konveks fonksiyon, m —konveks fonksiyon, n —konveks fonksiyon ve

starshaped fonksiyon siniflarinin iligkisi

h —konveks fonksiyon tanimindan agik¢a goriilebilir ki; eger h(t) =t

secilirse negatif olmayan konveks fonksiyonlar veya esitsizligin yon degistirmesinde
negatif olmayan konkav fonksiyonlar, h(t) = % secilirse fonksiyon Q(I) sinifindan,

eger h(t) = 1 sabit fonksiyonu olarak segilirse P(I) sinifindan fonksiyon, eger h(t) =
ts secilirse burada s € (0,1) olmak lizere K2smifindan konveks bir fonksiyon elde

edilecegi asikardir. Bu bilgiler 1s1ginda h(t) fonksiyonun bazi 6zel degerleri igin;

c() cSX(h,1), P(U)cSX(hD), K2cSX(hI)
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yazilabilir. Burada h fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon oldugu i¢in negatif

olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, I) sinifinin alt kiimesidir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Konveks Fonksiyonlar i¢cin Bazi Esitsizlikler
Bu bolimde konveks fonksiyonlarda igin kullanilan temel teoremler verilmistir.

Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): “/, R’de bir aralik, a,b € I ve
a < b olmak lzere f:1 € R = R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b 1 (P b
(SREINCE

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir” (Pecari¢ et al.
1992).

Teorem 3.1.2. (Holder Esitsizligi): “a = (aq,...,a,) ve b = (b4, ..., b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

olmak Uzere

@ p>1lise,

(S

k=1

> b, < (Zn:mkw);

n
k=1 k=1

(b) p < 0Oveyaq < 0 ise,

1 1
n n 5 n a
D by > (me) (Zwuq)
k=1 k=1

k=1

esitsizlikleri gecerlidir” (Mitrinovi¢ 1970).
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Teorem 3.1.3. (integraller icin Holder Esitsizligi): “p > 1 ve % + 3 = 1 olsun. f ve

g, la,b] araliginda tamimli reel fonksiyonlar, |f|P ve |g|?, [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise
1 1
b b 5 b a
| |f(x>g(x)|dxs(f If(X)Ide> <f |g(x)|de)

esitsizligi gecerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power-mean esitsizligi de asagidaki gibi

ifade edilir.

Sonug 3.1.1. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b 1—% b q
f |f(x)g(x)|dxs(j |f(x)|dx) (j If(X)IIg(x)qux)

esitsizligi gecerlidir.
Teorem 3.1.4. (Young Esitsizligi): “a,b > 0ve p,q > 1 igin % + i = 1 olmak Uzere

al b1
ab < —+ —
p q

esitsizligi gegerlidir. Esitlik durumu sadece aP? = b? durumunda saglanir” (Mitrinovic
1970, 5.49.)

Teorem 3.1.5.“a,b € [0,0), a < b, s € (0,1] olmak Uzere f: [0, ) — [0, o) ikinci

anlamda s —konveks fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidaki esitsizlik gegerlidir”

(Dragomir and Fitzpatrick, 1999).
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a+b

25‘1f( - )sbiaff(x)dxgw_

s+1

Burada k = i mimkin olan en iyi sabittir.

Lemma 3.1.1. “f: [a, b] = R, n — kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f™ €
L[a, b] olsun. Bu durumda n > 1 dogal sayisi igin;

n-—1

b
N\ P@+ OO b —ay
ff(t)dt‘ &+ D! (=)
a k=0
n(b_a)n+1 1 . a+b
+ (-1 W{L (t — Dnf( )(tT+(1—t)a>dt

¥ jo -0 (22 - op) dt}

esitligi saglanir” (Yildiz 2014).

Ispat: Matematiksel tiimevarimla yapilir. n = 1 igin ifadenin dogrulugu asagidaki
islemle goriilebilir.

f@+fm 1 P
2 _b—aJaf(t)dt

:%{fl(t— Df’ (tasz+ (1—t)a>dt
0

) Ll(t by (tazﬂ +(1-0b) dt}.

Ifadenin n igin dogru oldugunu kabul edilip n + 1 i¢in dogrulugu gosterilmelidir.
Bunun igin;

b n
B f® (@) + (—D*F®B) (b — a)**
ff(t)dt_z (k + 1! ( 2 )

k=0

(b _ a)n+2

—1 n+1
D T D

Uol(t — it fnt) (taZLb +(1- t)a) dt

| fl(l B t)n+1f(n+1) (tasz +(1- t)b) dt}.
0

Boylece;
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(b—a)™** (* et etnan (,QTD
I=m{£) (t—1) 1f( 1)(tT+(1—t)a)dt

. fl(l B t)n+1f(n+1) (taT-l_b +(1- t)b) dt}
0

olup kismi integrasyon yardimiyla

1
m(;ath _
L (b — a)n+2 - 1)n+1 f (t > + (1 t)a)
2n+2(n 4+ 1)! b—a
2 0
n+1

iy Ll(t— Drfm (taTH)+ 1- t)a) dat
2

+b 1
(b — a)"*? y r f(n) (taT +(1- t)b)
PIETCRE TR A a—b
2

n+1 (! a+b
_ \nfn) =
+a—bj0 (1-0"f (t > + (1 t)b)dt

(_1)n+2(b _ a)n+1 o
=i @

(b _ a)n+1
2n+1n!

N L NP b= ™ ™
XUO(t Drf (t 1 t)a)dtl+ £ (b)

21 (n + 1)! 2n+1n!
' ng(n) a+b
XUO 1-o"f (t > + (1 t)b)dtl

bulunur. Simdi de matematiksel tiimevarim hipotezinden yararlanarak

n-—1

b
e RCE )

k=0

f®@ + (DR B) (b — a)\** -
(k + 1)! ( 2 ) + =DM

(b _ a)n+1 n (b _ a)n+1 .
e Tl E e VRO

elde edilir. Her iki taraf (—1)" ile ¢arpilirsa;
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n

ff&ﬁu: f“K¢%+@4ﬁf“Km(b—ay*l

(k + 1)! 2
k=0
ey =)™ (1 et enany (@D
+(=1) 1_2n+2(n+1)!{f0 (t =1 1)(t 2

1 a+b
+(1- t)a) dt + f (1 —t)ntifn+n) (tT +(1- t)b) dt}
0
bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

Lemma3.1.2. “f:1 € R — R doniisiimii I° klimesinde ttrevlenebilir olsun. a, b € I°,

a<bveg:lab] » Rolsun. f', g € L[a,b] ise her x € [a,b] ve A € [0,1] icin;

b b
feamnfaﬁu=(r—@fw)ngMs

X b b
%(ﬂ@fg@wsfﬂmfg@Mﬁ—fg@V@Ms

esitsizligi gecerlidir. Burada

(1-2) fatg(s)ds + Afxtg(s)ds ,ast<x,

Py(x,t) :={ " ‘
Q=2 J, g(8)ds+A[ g(s)ds ,x<t<bh

(Erden and Sarikaya 2015).

Ispat: Kismi integrasyon yardimiyla

b X t t
f Pi(x, t)f'(t)dt =f l(l —/1)[ g(s)ds +Af g(s)dsl f'(t)dt
b t t
1-2 ds + 2 ds| f'(t)d
+L[( )Lg@>s+ Lg@)4f(0t

= l(l - /’l)] g(s)ds + lf g(S)dSl f(®

- [ 9erras
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b b
- [ sr©as

+ [(1 — A).f g(s)ds + /’If g(s)dsl f(®)
b x

b
= (1-Df) f g(s)ds

X b b
+/’l<f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds - f g(s)f(s)ds>

bulunur. Ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.6. “f:1 € R — R doniisiimii I° kiimesinde tlrevlenebilir olsun. a, b € I°,
a < b ve g:[a,b] » R doniisiimii [a, b] Uzerinde strekli olsun. |f'|, [a, b] Uzerinde

konveks ise, her x € [a, b] ve A € [0,1] icin;

b b X b
‘(1—/'1)f(x) f §()ds = j g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + F(b) j g(s)ds)

_ Mgl

m{lf( a)|(x — a)*[(1 = D(Bb —a — 2x) + A(3b — 2a — x)]

+ @2 =-DIf'B)x - a)*}

191l [, 57,00
6(b—a)

{@-DIf' @I —x)?
+|f'(B)I(b — x)*[(1 — D) (b — 3a + 2x) + A(2b — 3a + x)]}

_ llglliapy

< 6(b ){If( a)|(x—a)?[(1 —2)(Bb—a—2x) + 1(3b — 2a — x)]

+If @IC-=DB-x)3+ ' W2 -D(x—a)?
+ 1 BB = 2)2[(1 = (b — 3a + 2x) + A(2b — 3a + )]}

esitsizligi ~ saglanmir.  Burada lgll{ap),0 = SUPse[a,p1lg(s)I oldugundan

yararlanilmistir” (Erden and Sarikaya 2015).
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Teorem 3.1.7. “f:1 € R - R dontsimi [° kimesinde turevlenebilir ve |f'| €

Lla,b], a,b€I°, a<b olsun. g:[a,b] » R dontsimii [a,b] Uzerinde slrekli
olsun. |f'|4, [a, b] Uzerinde konveks, g > 1 ise her x € [a,b] ve 1 € [0,1] \ {%} ve

1 1ATA.
+E—1mm

SR

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) j g(s)ds + F(b) j g(s)ds>

1

1
1 — )P+l — p+1\p 1 .
: (((p + i)(l —22) )p (b — a)a[(x — Q)P*L + (b — x)P+1]p

1
/ q ; b ala
) llf @) ;lf ®)| ]q 190 wno0

1. .
ve/’l—zlgln

b 1 % b b
‘@ [ g(s)ds+§[f(a) [ gtsras+ o | g(s)ds]— | s @as

1 1
_ ||g||[a,b],o;(b ~ @)1 llf @|° ' f (b)wlq a4 (5 — )P

esitsizligi saglanir” (Erden and Sarikaya 2015).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Farkh Tiirden Konveks Fonksiyonlar i¢in Baz1 Yeni Esitsizlikler

Bu asamada Y1ldiz (2014) tarafindan elde edilen bir lemmaya s —konveks fonksiyon
sinifi kullanilarak yeni esitsizlikler elde edilecektir.

Teorem 4.1.1. f:[a,b] € R, — R, n. mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, f™ €

Lla,b] ve |f™| € K2 olsun. n € N ve s € (0,1] reel sayist igin;

n-1

b
f(k)(a) + (—l)kf(k)(b) b — a\ K+t (b — a)n+1
ff(t)dt_ Z (k + 1)! ( 2 ) = g
a k=0
b 1
<ot + Lm0 () 4 g Ur @l + o)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.1. ve integraller igin iiggen esitsizliginden yararlanarak

n—1

b
9@ + (DO ®) b —ay**
jf(t)dt_z (k + D! ( 2 )

k=0

fm (taTer+ (1- t)a>| dt

2n+1n!

1
(b _ a)n+1
<——J|a-o"
!

1

+f(1—t)n

0

£ (taTer+ (1- t)b>| dt

bulunur. Sonra |f®]ifadesinin ikinci anlamda s —konveks fonksiyon olusu

kullanilarak
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b n—1

9@ + (DO ®) (b —ay
ff(t)dt_z (k + D! ( 2 )

a k=0

o (t aTer)| +(1 - t)5|f(”)(a)|> dt

1
(b _ a)n+1 _ . .
<— Of(l t) (t

2n+1n!
1
+ f(l - )" (ts
0

(b — )n+1 1 -
=—a“0 ((1—t) t

2n+lp|
1
+ f (a-omes
0

elde edilir. Basit matematiksel islemler ve 8 fonksiyonu yardimiyla

£ (1222 + 1 - 02 @) e

a+b

o (S59) + a - ora - 97l 0@ ) e

o (a%b)| RN dt}

n-1

b
f(k) (@) + (—1)kf(k)(b) b — ar K+t (b — Q)"*+1
ff(t)dt - z (k+ 1)! ( 2 ) = "gneig)

k=0

a+b)| 1

X{Z,B(s+1,n+1)|f(")< N

(IF™ @ + | »))
bulunur.Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 4.1.2 f: [a, b] € R, — R, n. mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, f™ €
Lla, b] ve |f(”)|q € K2 olsun.p > 1, % +% = 1 sartin1 saglayan her p, qve s €

(0,1] reel sayisi ile n dogal sayist igin;

n-1

b
FO@ + (D B b) b= ay
ff(t)dt_z (k + D! ( 2 )

k=0
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(b _ a)n+1
= 1 1

2+l (np + 1P (s + 1)4

1 1

x (|f<n> (D) |f<"><a>|">a ' (|f<n> (D) |f<">(b>|")E

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.1.ve integraller icin iiggen esitsizliginden yararlanarak

n-1

b
f(k)(a) + (—1)kf(k)(b) b—a k+1
ff(t)dt_z: (k + 1)! ( 2 )

k=0

£ (taT-i_b+ (1- t)a)‘ dt

2n+1n!

(b _ a)n+1 !
<—1 | @=-0"
J

fo (taTer+ (1- t)b>| dt

1
+Of(1—t)n

elde edilir. Integraller i¢in Holder Esitsizligi kullanilarak

n—1

(g FO(@) + (~1)*FRB) (b — ay !
jf(t) - (k + 1)! ( 2 )

k=0

1

et |(fa-omaf ([
(ool ([

31

1

£ (ta er - t)a>|q dt)a

£ (tasz +(1- t)b>|q alt)a



yazilir.  Ardindan | f (")|q ifadesinin ikinci anlamda s —konveks fonksiyon olusu

kullanilarak
b n-1
f®(@) + D ODB) b —a\
ff(t)dt_z (k + D! ( 2 )
a k=0
G- (N[ e (A B[
sz (o (o)
+(1- t)5|f(”)(a)|q> dt)a
1 p (1 a+ b\|*
1—" ( s [F
“(fa-omaf ([ b G
+(1-t)| f<n>(b)|"> dt)q}
bulunur. Basit matematiksel islemler yapilarak
i Q9@ + CDFO0) b —
ff(t)dt_z (k+ 1) ( 2 )
a k=0
(b _ a)n+1

= 1 1
2t inl (np + D)P(s + 1)4

S (RCT Ry MRS By

elde edilir ki bu istenen sonugtur.
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Teorem 4.1.3 f:[a,b] € R, — R, n. mertebeden tiirevlenebilen fonksiyon, f™ €
Lla, b] ve |f(")|q € K2 olsun. Her g =1, s € (0,1] reel sayilar1 ve n dogal sayisi

icin;

n-1

b
f®@) + DB D) b — ay
ff(t)dt_z: (k + 1! ( 2 >

k=0

1

_ n+1 a
= |ﬂmmnﬂq

a+b)‘q 1

1 1 (n)(
1 <,8(n+ s )|f 2 +n+s+1

2n+inl (n+1)' 74
1

Iﬂﬂwnﬂq

a+b)|q 1

+<ﬁ(n+1,s+1)|f(")( 5 i 2

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.1.1.ve integraller icin {gcgen esitsizliginden yararlanarak
n-1

b
f®@ + EDFFRB) b —ay
jf(t)dt_z (k + D! ( 2 )

k=0

1
(b _ a)n+1
S—1[@=-0"
!

b
m(,at0 _
o f"(t i+ t)a>|dt

+ f(l — " [f®™ (taTer+ (1- t)b>| dt
0

elde edilir. Sonra Integraller icin power-mean esitsizligi kullanilarak

n-1

b
FO@ + (D B b) b= ay
ff(t)dt_z (k + D! ( 2 )

k=0
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1

< % <f01(1 - t)"dt>
X (f(l —t)"
+ (J:(l — t)ndt)lé (j(l — "

%
4 (1 t)b)|th> l

)

1
q

fm (t%b +(1- t)a)’q dt)

a+b
2

£ (t

bulunur. Ardindan | f (”)|q ifadesinin ikinci anlamda s —konveks fonksiyon olusu

kullanilarak
b n-1
f®@) + D O®) b —a\
jf(t)dt_z (k + D! ( 2 )
a k=0

o)

bh— n+1 1
( a) . {(J;) (1 _ t)n (ts

2n+inl (n+1)' 74

1

+(1- t)5|f(n)(a)|q> dt)a

+ (fol(l _pn (ts £ (aTer>|q +(1-— t)5|f(n)(b)|q> dt)é}

elde edilir. Basit matematiksel islemler ve 8 fonksiyonu yardimiyla

n—1

b
f®@ + DR ®RDB) b —ay*
Jf(t)dt_z (k + D! ( 2 )

k=0
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1

b— n+1
(b—a) ™ ()| )

a+b>‘ N
2 n+s+1

< - <B(n+1,s+1)’f(")(
2n+ini(n +1)' 74

1
a+b

q
+<ﬁ(n+1,s+1)|f(n)( 2 )| +n+S+1|f(n)(b)|>

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Bu agsamada Erden ve Sarikaya (2015) tarafindan elde edilen bir lemmaya farkli tiirden

konveks fonksiyon siniflar1 kullanilarak yeni esitsizlikler elde edilecektir.

Teorem4.14 f:1 c R = R, fonksiyonu, I° kiimesinde ttrevlenebilir olsun. a, b € I,
a < b ve g:[a, b] — R sirekli bir fonksiyon olmak lzere [a, b] Uzerinde |f'| € P(I)
ise A € [0,1] ve x € [a, b] i¢in;

b b X b
‘(1—/'1)f(x) f g(s)ls - j g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) j g(s)ds)

< 19l ia.u1.00 {( — 9D (@) + If (b)l)}
(b - )2
+ 19l e ) Uf @]+ I (D)D)
_ 2 b — 2
sngn[a,b],w{(x QUL (|f'(a)|+|f'(b)|)}

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.2. ve (icgen esitsizligi kullanlarak

b
‘(1—/1)f(x) j g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + £ (b) j g(s)ds)

35



b
< f 1P, O (Ol
< fx<(1 ~ D
b
o (a-»

< 119llarioo fax(m - D=0+ 2= D) [f (::Za LLioa b)|ae

+ A

=t i)
f b—a' b—a

‘,<b—t +t_ab>|dt
f b—aa b—a

j:g(s)ds j:g(s)ds

+ A

J:g (s)ds fxtg (s)ds

gl p100 Lb((l—zxzo—t)ua—x)) |7 <£:2a+2:2b>|dt

elde edilir. |f’| fonksiyonunun P(I) sinifina ait olusu ile

b b X b
‘(l—l)f(x) j 9(s)ds — j g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + F(b) j g(s)ds)
< gl | (=2 - @) +AG = 0)AF' @I + 17 G
b
Hglleoten [ (1= Db =0+ 26 = 0)f @+ I Bt

X

= 19l iaxtoo {If’(a)l(l ) j (¢ — a)dt + (1 - DIF' D) j (¢ - a)dt

+ A @) j (x — O)dt + Alf' ()] f (x t)dt}

b b
Gl x,p1,00 {(1 - DIf' (@] f (b —t)dt + (1 - ﬂ)lf’(b)lf (b —t)dt
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b b
+/1|f’(a)|f (t—x)dt+l|f’(b)|f (t—x)dt} (4.1)

bulunur.

(x — a)?
2

I, = fx(t—a)dt = fx(x—t)dt =

a a

b b a2
Izzf (b—t)dtzf (t—x)dtz(b zx)

ifadeleri (4.1) esitsizliginde yerine yazilirsa

b b X b
‘(1—/'1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds)

(x — a)?

Sllgll[a,x],oo{ > (If’(a)|+|f’(b)l)}

b — 2
gl peo {%(V'(an + If’(b)l)}

elde edilir. Boylece esitsizligin sol tarafinin ispatt tamamlanir. Esitsizligin sag
tarafinin ispat1 ise [|g|ljgx),00 < 19 ll[ap100 V€ NGl 12 p1,00 < 119 1l[a,p],0 ifadelerinden

yararlanilarak kolayca gorulebilir.

Teorem 4.15 f:1 c R - R, fonksiyonu, I° kiimesinde turevlenebilir olsun. a, b €

I, a < b ve g:[a,b] - R sirekli bir fonksiyon olmak tzere [a, b] Uzerinde |f'|? €

P()isex € [a,b],A€[0,1],p>1 ve%+% = 1 sart1 altinda

X

b b b
‘(1—/1)f(x) j g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + £ (b) j g(s)ds)

a
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(—a + x)P*t1 % 1 1
< llglliax,eo (PT) (x —a)a(lf" @7+ |f'(b)])a

(b — x)Pt1 % 1 1
gl 1,00 < ——) > b —x)a(f" @I+ |f'(b)]7)4

1

((x—a)?+ (b =) @I+ |f' (b))
< 19llia,p],e0 T
(p+Da

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.2. ve iiggen esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—/'1)f(x) f g(s)ds — j g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + F(b) j g(s)ds)
b
< f 1P, O1f (D) ]de

<[(a-»

+ A

[ gas ) (O dt

j:g(s)ds
o[ (a-»

sngn[a,xl,w{m—@ f (¢ = I (O)dt + 2 j (x—t)lf’(t)ldt}

+ A

t
[ 9@as ) F(O] dt

Jbtg (s)ds

b b
+||g||[x,b],w{<1—z> j (b - OIf (O)dt + 2 f (t—x)lf’(t)ldt}

yazilir. Holder esitsizligi kullanilarak
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b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

1

< 19 lliaxieo {(1 ) ( f (t - a)Pdt)p < f If,(t)lth>q

1

+1 (fx(x — t)lf’alt)5 <fx|f’(t)|th>q}

[uy

1

b p (b q

gl 12 51,00 (1—/1)0 (b—t)”dt> U If’(t)lth)
b > b .

o[ e-mra) (] |fm|th)q}

elde edilir. [f'|? fonksiyonunun P(I) smifina ait olusu ve t = ::%;a + Z_TZb oldugu

kullanilarak

b b X b
‘(l—l)f(x) j g(s)ds — j g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + £ (b) j g(s)ds)

1 1

x p(r* q
sngn[a,x],w{(l—z)(f (t—a)pdt) <f (If’(a)lq+lf’(b)l")dt>

+2 ( j - t)Pdt)p ( j “Uf @) + If’(b)l")dt>q}

[y

1

b AL 7
g llpente (1—1)([ (b—t)pdt) (f (If’(a)lq+lf’(b)lq)dt>

1 1

b /b q
+/1<f (t—x)pdt) (f (If’(a)lq+lf’(b)l")>
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bulunur. Basit matematiksel islemler yapilarak

b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

1
— p+1\p 1 1
< llg o 1.0 (“;%?)p (= (I @I + I ()| )7
(b — x)Pt1 % 1 1
1l <pT> (b =)0 @17 + £ (DI

elde edilir. Boylece esitsizligin sol tarafinin ispati tamamlanir. Esitsizligin sag
tarafinin ispat1 ise ||g|ljgx),c0 < 1Gll[a,p1c0 V€ Gl 12p1,00 < [19l{a,p),0 ifadelerinden

yararlanilarak kolayca gorulebilir.

Teorem4.1.6 f:1 € R = R, fonksiyonu, I° kiimesinde ttirevlenebilir olsun. a, b € I,
a < bve g:[a, b] - R surekli bir fonksiyon olmak tizere [a, b] Uzerinde |f'|? € P(I)
ise x € [a,b], A € [0,1] ve g = 1 sart1 altinda

b b X b
‘(l—l)f(x) j g(s)ds — j g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + £ (b) j g(s)ds)

< 119/l faxyeo {( — D @+ If (b)mq}
(b — )2
+11g1l 5100 UF @17+ IF (B)| )3
—a)? + (b — x)? 1
sngn[a,b],w{(" W) (If’(a)lq+lf'(b)lq)q}

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Lemma 3.1.2. ve iicgen esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

b
< f PG, DIIF (D)1 dt

< f:(u_m
N f:(a_@

< llglliaxye0 {(1 ) fx((t —a)lf'(®1)dt + ﬂfx(x = Olf' @l dt}

+ A

[ 9|+ g(S)ds>If’(t)Idt

+ A

J:g(s)ds j:g(s)ds

) If'(©]dt

b b
+ 19l 51,00 {(1 - /1)[ (b =DIf' @®I)dt + ﬂf (€ =2 (Ol dt}

yazilir. Power-mean esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(l—l)f(x) j g(s)ds — j g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + £(b) j g(s)ds)

1

x 1—% x 7
< gllante ] (1 = D) ( f (t—a)dt) < f (t—a)lf’(t)lth>
+ A1 (Jx(x — t)dt) K <Jx(x - t)|f’(t)|th>q}

1

b =G / b a
g llpente (1—1)([ (b—t)dt) (f (b—t)lf’(t)lth>
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) - 1
+/1(f (t—x)dt) q(f (t—x)lf’(t)lth>q}

yazilir. |f'|? fonksiyonunun P(I) smifina ait olusu ve t = ga +Eb oldugu

kullanilarak

b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

1

(x — a)? G [ x q
< llglliax1e0y (1 = 1)( > > (f (t—a)(f' (@] + |f’(b)|q)dt>

N A(“ 2‘”) "(j (x—t)(lf'(a)|q+If'(b)lq)dt)q}

1

b—x)%\" a
+||g||[x,b],oo{<1—1)<( 2’“)) (j b= Of @17 +1f° (b)mdt)

(b -2\ [ 2
+2(952) ([ e-nor@r s iroma)

bulunur. Basit matematiksel islemler yapilarak

b b X b
‘(1—/1)f(X) j g(s)ds — j g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds)

< 119l jaxyeo {( — D (1F @I+ I (b)lq)Q}

(b —x)?

+1gll 100 { Af' @17+ 1f (b)lq)q}
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elde edilir. Béylece ispat tamamlanir. Esitsizligin sag tarafinin ispati ||g|[{gx)00 <

lglliap1,00 V€ Gl [12b1,00 < 1Gl{a,p],0 iTadelerinden yararlanilarak kolayca gorilebilir.

Teorem 4.1.7 f: 1 c R = R fonksiyonu, I° kiimesinde tiirevlenebilir olsun. a,b € I,
a <b ve g:[a,b] » R sirekli bir fonksiyon olmak Uzere [a,b] Uzerinde |f'| €
QC(I)ise A € [0,1] ve x € [a, b] icin;

b

b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) j g(s)ds>

X

(x — @)
2

< llglljax,max{lf' (@], 1f" (b))}

(b — x)*
2

+gllixpr.0max{|f (@], | ()]}

(x —a)? L= x)z}

< llgllap)emax{lf @I, If’(b)l}{ > >

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.2. ve iicgen esitsizligi kullamlarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds>

b
< ] 1P, D11 (0]t
< j x((l—A)
b
+f ((1—/1)

+ A

fatg(s)ds fxtg (s)ds

|,(b—t +t_ab>|dt
f b—aa b—a

| |’<b_t +t_ab>|dt
f b—aa b—a

Ltg(s)ds J:g(s)ds
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< 119l ax].co J:((l —D(E—a)+A(x—1)) |f’ (Z:Za + Z:Zb>| dt

b

h— -
Hlgles | (=D -0 +2G-0) |1 (oo + b at

elde edilir. |f'| fonksiyonunun quasi — konveks olusu ile

b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

< llgllazeo fx((l =Nt = a) + A(x = O)max{If' (@, |f'(B)}dt

b

gl f (L= Db — ) + At — ) max{lf @I, If' B)}de
= lglliantomax{f @I, If’(b)l}{(l — f (¢ - a)dt + f (x= t)dt}

b b
gl xopeomax{lf' @), If’(b)l}{(l ) j (b - O)dt + 2 j ¢ —x)dt} 42)

esitsizligi bulunur.

(x — a)?
2

I3 = ]x(t—a)dt = Jx(x—t)dt =

(b — x)?
2

I, = jb(b—t)dt = fb(t—x)dt =

ifadeleri (4.2) esitsizliginde yerine yazilirsa

b b X b
‘(1—/1)f(x) j g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + £ (b) j g(s)ds)
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< gllommaxllF @I, I )1} &

b — x)2
+||g||[x’b]'oomax{|f'(a)|, If,(b)l}( ZX)

elde edilir. Boylece esitsizligin sol tarafinin ispati tamamlanir. Esitsizligin sag
tarafinin ispati ise ||g|ljgx),c0 < 1Gll[a,p1c0 V€ NGl 12p1,00 < 19 1l{a,p),0 ifadelerinden

yararlanilarak kolayca gorulebilir.

Teorem4.1.8 f:1 c R - R fonksiyonu, I° kiimesinde tlrevlenebilir olsun. a,b € I,

a <b ve g:[a,b] - R surekli bir fonksiyon olmak Uzere [a, b] Uzerinde |f'|? €

QC()isex € [a,b],A€[0,1],p>1 ve%+% = 1 sart1 altinda

b b X b
‘(1—/'1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds)

1
(—a+ x)p+1>5 1

< ”g”[a,x],oo max{lf’(a)lq, |f’(b)|q}%< D T1 (x — a)a

1

1/(b—x)P*1\p 1
Hlglliesy o maxllf @1, 1f (01937 (%)p (b - )1

T1(x—a)?+ (b—x)?
S”g”[a,b],oo max{lf’(a)lq’lf’(b)lq}q (X Cl) +(1 X)

(p+ 1P

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.2. ve ii¢gen esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds - f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds>
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b
< f 1P, O (Ol
< fx<(1 ~ D
b
+f (a-»

< 19l ianto {(1 ) j (= DI ©)de +2 j "= lF @) dt}

+ A

f 9(s)ds f g(s)ds>lf’(t)ldt

+ A

[ gtspas| +2|[ g(s)ds>|f’(t)|dt
b X

b b
+||g||[x,b],w{<1—1) f (b - OIF (O)dt + 2 j (t—x)lf’(t)ldt}

yazilir. Holder esitsizligi kullanilarak

b b X b
|(1—/1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds)

1

< 119lliaxyon {(1 ) ( j (t - a)Pdt)p ( j If’(t)lth>q
+1 (jx(x — t)l"dt>5 <jx|f’(t)|th>q}

b % b q

gl ixp100 (1—/1)<f (b—t)”dt> (J If’(t)lth>
b " b 5
([ w-ra (] |f,@|th)q}
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bulunur. |f'|? fonksiyonunun quasi — konveks olusu ve t = Sa +gb oldugu

kullanilarak

b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

1
q

X % pe
sngn[a,x],oo{m—w ( f (t—a)Pdt) < j max{|f' (@), If’(b)l"}dt>

1 1
+A( f (x—t)pdt)p ( f max{|f' (@), If’(b)lq}dt>q}

b 5/ b i
Hlglspre0 ] (1= 2) ( | (b—t)pdt) ( [ mastirrc@re, If’(b)lq}dt)
1 1
b D/ b 1
+A<f (t—x)pdt) ( max{lf’(a)l",lf’(b)lq}>}
yazilir. Basit matematiksel islemler yapilarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds - f g(s)f(s)dsH(f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds)

< 19 la {(max{lf’(a)lq, @I (%)p (x - a)3}

1 /(b = )P*\p 1
Hlglle s {(max{lf’(a)lq, JHOIE (%)p b - x>q}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. Esitsizligin sag tarafinmn ispatiise ||g|ljgx)00 <

lgll{ap1,00 V€ Gl 1xb1,00 < 119 1l[a,p],0 iTadelerinden yararlanilarak kolayca gorilebilir.

47



Teorem 4.1.9 f:1 c R — R fonksiyonu, I° kiimesinde turevlenebilir olsun. a,b € I,
a <b ve g:[a,b] - R surekli bir fonksiyon olmak Uzere [a, b] Uzerinde |f'|? €
QC(I)isex € [a,b], A € [0,1] ve g = 1 sart1 altinda

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) j g(s)ds>

< 1191l ax]00 {( — D (max{l (@), I (b)lq})‘?}

Y
+l19llpoppen {( L (max(lf @1, If (b)m)q}

—a)? + (b — x)? 1
sngn[a,b]m{(" At (max{lf'(a)lq,If'(b)lq})q}

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.2. ve iicgen esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds>

b
< ] 1P, D11 (0|t
< fx<(1—
b
+f ((1 -

< llglliaxe0 {(1 - l)f (- a)lf'®)dt + lf (x = OIf (®l dt}

+ A

> If' (@] dt

+4

g(s)ds ) If' (] dt

Ltg(s)ds
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b b
Gl b0 {(1 - /1)[ (b =DIf' @®1)dt + ﬂf (t=0lf' @I dt}

yazilir. Power-mean esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

1

x 1_% x q

< 19l ianto {(1 — ) ( f (t—a)dt) ( j (t—a)lf’(t)lth>
x 1-1 x %
ra( [ oa) ([ oncora) }

1

b =g / b a

g lsyen (1—&)(f (b—t)dt) (f (b—t)lf’(t)lth>
b 1‘% b %
+/1<j (t—x)dt) (J (t—x)lf’(t)lth>

yazilir. |f'|9 fonksiyonunun quasi — konveks olusu ve t = Z%:la +;:—Zb oldugu

kullanilarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds - f g(s)f(s)dsH(f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds)

1 1

< gl {(1 -0(“52) ([ e amartip @i orma)

— )2 1-2 x 1
+A<(a Z.X) > q(f (x—t)max{|f'(a)|q, |f,(b)|q}dt>q}
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1

(b— )2\ [ (7 a
g1l x,p1,00 (1—/1)< > ) <f (b — t)max{|f' ()], If’(b)lq}dt>

— 2 1_1 b 1
+A<(b zx)> q(f (t—x)max{lf’(a)|q'|fr(b)|q}dt>q}

bulunur. Basit matematiksel islemler yapilarak

b b X b
‘(1—/'1)f(x) f g(s)ds — j g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) j g(s)ds)

< 1191l{ax]00 {( — 9 max{lf (@19, f° (b)M)q}

(b —x)*

+gll 100 { (max{|f'(@)|% |f’ (b)lq})q}

elde edilir. Boylece ispatin ilk boliimii tamamlanir. Esitsizligin sag tarafinin ispati ise
lglliaxt,eo < Nglliapi0 V€ NGllxp1e0 < lGll{ap10 ifadelerinden yararlanilarak

kolayca gorulebilir.

Teorem 4.1.10 f: [0, ) — R fonksiyonu, (0, ) kiimesinde tiirevlenebilir olsun. 0 <
a < b < ove g:[a, b] - R surekli bir fonksiyon olmak lzere [0, ) lzerinde |f’|,
m —konveks ve f' € L, ([0, o)) ise m € (0,1], 4 € [0,1] ve x € [a, b] icin;

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds - f g(s)f(s)dsH(f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds>

< PR (1 - ) (@I - 2?3~ 22)

+2(1-Dm |f’ (%)| (x — a)? + A|f' (@) (x — @)2(3b — 2a — x)

s (B}
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191l x,5],00
6(b—a)

f2a-2ir@Iie -3
b
+(1-Dm ’f’ (E)’ (b — 2)2(b — 3a + 2x) + Alf' (@) (b — x)?

+Am ‘f’ (%)‘ (b — x)2(2b — 3a + x)}

_ N9 lapye

~6(b—a) {(1 — DI @I[(x —a)?(3b — a — 2x) + 2(b — x)°]

+(1—Dm |f’ (%)| [2(x — a)? + (b — x)2(b — 3a + 2x)]

+Alf (@)|[(x — a)?(3b — 2a — x) + (b — x)3]

b
+amr (2)] 16— @ + (b = 0?(2b — 30 + 01}
esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.2. ve iiggen esitsizligi kullanlarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds - f g(s)f(s)dsH(f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds>

b
< ] 1P, D11 (0|t
< jx<(1—/'l)
b
+f ((1 )

< lglliarion j (A =D —a) + Ax— D)

+ A

(tor =)
f b—aa b—a
| ,<b—t +t_ab>|dt
f b—aa b—a

f'(::ta+m(t_a)b>‘dt

a m(b — a)

jtg(s)ds jtg (s)ds

+4

Ltg(s)ds J:g(s)ds
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o [ (G- D=0 +ie-0) | (ot mi— b a

elde edilir. |f'| fonksiyonunun m — konveks olusu ile

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) j g(s)ds>

< ”g”[a,x],oo {J. ((1 - A)(t - a) + A(x - t))

=@+ H=2 e ()|«

b
gl p1,00 {f (A=DB -1+ At —x))

<=t i@+ H=2 e ()|}

1-DIf @] (¥
= ”g”[a,x],oo {( (b ?j;)(a)l f (t—a)(b—t)dt

_ AEAT
(1 /z:rili)(m)u(t_aydt-l_ MG )lj( —)(b —t)dt

(PN
+MJ (x—t)(t—a)dt}

+

(b—a)

1= DIf' (@ [
Hglebyo {( L [ - o

(1—Dm | F! (—)

+ 5= m |f:(b—t)(t—a)dt
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Alf
+ @

! b
_(C;))l fx (t—x)(b—t)dt

(b
+ wf(t —x)(t - a)dt} (4.3)

esitsizligi bulunur.

(a —x)?(a—3b + 2x)
6

I =fx(t—a)(b—t)dt= -

(a—x)3
3

X
Ig =j (t —a)?dt =
a

(a —x)?>(2a — 3b + x)

I7=Lx(x—t)(b—t)dt=— 6
X r 3
Inga(x—t)(t—a)dt:—(a 6x)
(b —x)?

b
Iy =f (b —t)%dt =
X 3

(b —x)?(3a —b — 2x)

b
Lo =j b—-t)(t—a)dt = —

6
b — )3
I :fx(t_x)(b—t)dt: G 6x)
b e o
I, :L(t_x)(t—a)dt:—(b x) (32 2b — x)

ifadeleri (4.3) esitsizliginde yerine yazilirsa
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b

b b X
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f 9(s)ds + f(b) f

g(s)ds)

< ”g”[a,x],oo

A=-DIf' @I { (a—x)*(a—3b+2x)
(b — a) <_ 6 >

+“_”mV(%N<fa—@j

(b—a) 3
AMf'(@)|( (a—x)*Q2a—3b+x)
) <_ 6 )
il ()] (@
) <_ 6 )

gl b1, 00

(1= DIf' (@ <(b - x)3> N (1—Dm|f’ (%)|
(b—a) 3 (b—a)

(b —x)?Ba—b—2x)\ Af' (@] (b —x)?
X(‘ 6 )*(b—w< 6 )

+

(D

i (D (b -x?Ga-2b-2)
(b—a) 6

elde edilir. Boylece esitsizligin sol tarafinin ispati tamamlanir. Esitsizligin sag

tarafinin ispat1 ise [|g|ljgx),00 < 19ll[ap100 V€ NGl 201,00 < 119 1l[a,p],00 iFadelerinden

yararlanilarak kolayca gorulebilir.

Teorem 4.1.11 f:[0,00) - R fonksiyonu, (0, ) kiimesinde ttrevlenebilir olsun.
0<a<b<ooveg:[a b]— Rsirekli bir fonksiyon olmak tizere [0, o) lzerinde
|f'19, m —konveks ve f' € L,([0,0)) ise m € (0,1],x € [a,b], A € [0,1],p > 1 ve

24121 sart1 altinda
P q
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b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

(x —a)?
< ”g”[a,x],oo 1 1 1
24(p + 1)P(b — a)d

x|If'(@192b—a-x)+m ’f' (%)’q (= “)F

(b — x)?
gl p1e0 1 1 1
24(p + DP(b — @)

1

|9(b — x) +m|f’ (%)r (b — 2a+x)]q

(x — a)2
< llglliap10 { 1 [If (@)|(2b —a —x)
24(p + 1)P (b — a)q

ol @) c-of |

b — 2
i@t -0 4|7 (o I
20p + DF(b — )t

q
(b — 2a+x)l

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.2. ve iiggen esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) j g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + £ (b) j g(s)ds)
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b
< f 1P, O (Ol

< fax <(1 — j:g(s)ds
+ fxb ((1 — fxtg(s)ds

< 19l ianto {(1 ) j (= DI ©)de +2 f "= lF @) dt}

+ A

> If' (O] de

+ A

) If'(©]dt

b b
+||g||[x,b],w{<1—z) f (b - OIF (O)dt + 2 j (t—x)lf’(t)ldt}

yazilir. Holder esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—l)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)dsH(f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds>

1 1

< 119lliaxyon {(1 ) ( j (t - a)Pdt)p ( j If’(t)lth>q
+ A1 (Jx(x — t)l"dt>5 <Jx|f’(t)|th>q}

1

b % b q

gl ixp100 (1—/1)<f (b—t)”dt> (J If’(t)lth>
b " b 5
([ w-ra (] |f,@|th)q}
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m(t—a)
m(b—a

elde edilir. [f']? fonksiyonunun m —konveks olusu ve t = b—aa + b oldugu

kullanilarak

b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f 9(s)ds + f(b) f g(s)ds)

1
(—a +x)P+1\p
< - A A
= ”g”[a,x],oo {(1 A)( D+ 1

b—a

N ;
I|f (a)qu b MHMJ (t—a)dt‘

p+1 b—a

1y

(—a+ 0P V7| If (@I mlr (D) = qi
+/’1< > q f(b—t)dt+—fa(t—a)dt |
)

1

(b _ x)p+1 5
gl b7, 00 (1—ﬂ)< ——) >

frr mlr ()] v ’
j(b t)dt+ﬁf (t —a)dt

1

(b — 0P\ | If (@) mr (2)]" v qL
+< —— > P J(b t)dt+ﬁfx(t—a)dt J (4.4)

(a—x)(a—2b+x)
2

X
a
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x 2
114=f (t—a)dtz(a zx)

b _
f( _par =2 x)z

(b—x)2a—b—x)
2

=fb(t—a)dt=—

ifadeleri (4.4) esitsizliginde yerine yazilirsa

b b X b
‘(1—/'1)f(x) f g(s)ds — j g(s)f(s)ds+/1<f(a) j g(s)ds + F(b) j g(s)ds)

1
_ p+1\p
< g lliar1eo {(1 ~2) (ﬂf

p+1

1
l|f'(a)|q<a —0(@-2b+0+m|f (L) @- x)T
X
2(b—a)

1

e x>v+1>é lv'(a)w(a ~0@-2b+0+m| (D) @- X)T

p+1 2(b—a)

1

b— p+1\p
+||g||[x,b],w{<1—1><( x) )p

p+1

1

) I|f'<a>|q<b —0? —m|f (&) 0 -vEa-b —x)T

2(b—a)
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1 NG 7
b — 0P \p | If @19 - )2 —m £ ()| (b —x)2a—b—x)
H( p+1 ) 2(b - a)
)

bulunur. Basit matematiksel islemler yapilarak

b

b b X
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f 9(s)ds + f(b) f

g(s)ds)

(x —a)?
< ”g“[a,x],oo 1 1 1
24(p + )P (b — a)d

1
NG q
< |IF (@9@2b —a-x) +m |f’ (%)| o — a)lq
b — 2
+”g”[x,b],oo 1 ( 1x) 1
24(p + 1)P(b — a)d

1

X (If'(@)]9(b — x) +m|f’ (%)r (b — 2a+x)lq

elde edilir. Boylece esitsizligin sol tarafinin ispati tamamlanir. Esitsizligin sag
tarafinin ispat1 ise [|g|ljgx)00 < 19ll[ap100 V€ NGl 2 p1,00 < 1191l {a,p1,0 ifadelerinden

yararlanilarak kolayca gorulebilir.

Teorem 4.1.12 f:[0,0) - R fonksiyonu, (0, o) kiimesinde turevlenebilir olsun.
0<a<b<ooveg:la b]— Rsirekli bir fonksiyon olmak (izere [0, o) Uzerinde
|f'19, m —konveks ve f' € L,([0,)) ise m € (0,1], x € [a,b], A€ [0,1] veq =1
sart1 altinda

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds - f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds>
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< llglliax10

1
1-D(x—a)? N 1

X ( 1 1)(x a)l I|f’(a)|q(3b—a—2x)+2m|f’(—>| (x_a)lq
2" a6 (b — a)a m

1

A(x — )2 " 1

L 1(x1 2 T [If’(a)lq(Bb —2a—x)+m |f’ (E>| (x — a)lq}
27 464(b —a)d

1—-2)(b — x)? b7 7
+19l g b {( _ 1)( x)l x IZIf’(a)Iq(b —xX)+m |f’ (E)‘ (b —3a + 2x)lq
2'7a64(b — a)a

Al = x)? N 7
— 1[|f’(a)|q(b—x)+m|f’(a>| (2b—3a+x)l
2'7a64(h — a)d

1-Dkx—a)?
< lgllapre )73 T
27 969(b —a)4

q
(x —a)+2|f (@)|?(b — x)

X [If’(a)lq(3b —a—2x)+2m |fl (%)
sl @) 0= 20f

A(x — a)?
11 1
2'7464(b — a)d

q
(x—a)+I[f' (@b —x)

ol (B ca-seof]

x [|f’(a)|q(3b —2a-x) +m |f’ (%)
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esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1.2. ve iiggen esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) j g(s)ds>

b
< f 1P, O (O]t

< f:(u_m
N Lb(“‘”

sngn[a,x],oo{(l—ﬂ j (¢ = I (O)dt + 2 f (x—t)lf’(t)ldt}

+ A

j:g(s)ds

.[:g(s)ds

) If'(©] dt

+ A

jb tg (s)ds

ftg(s)ds

) If'(©]dt

b b
+||g||[x,b],m{<1—z> j (b - OIf (O)dt + 2 f (t—x)lf’(t)ldt}

yazilir. Power-mean esitsizligi kullanilarak

b b X b
‘(1—/1)f(x) f g(s)ds - f g(s)f(s)dsH(f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds>

1

x 1—% x 7
< 19l arto {(1 — ) ( j (t - a)dt) < f (t - a)If’(t)qut>
+ A1 (Jx(x — t)dt) K <Jx(x - t)|f’(t)|th>q}
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1

b 1—% b q

gl 1 (1—A><f (b—t)dt) (f (b—t)lf’(t)lth>
b 1—% b %
+/’1<f (t—x)dt> (f (t—x)If’(t)qut>

. . . b—
|f'|9 fonksiyonunun m —konveks fonksiyon sinifina ait olusu ve t=b—_2a+

m(t—a)
m(b—a

b oldugu kullanilarak

b b X b
‘(1—/'1)f(x) f g(s)ds - f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + F(b) f g(s)ds)

1

(a—x)?\'a
< llgll{ax],00 {( >

Q-

q @)
x (1— )llf( ol f( —a)(b—t)dt+#f (t—a)zdt‘

F@l mlr Gl - %
+A ﬁ.’; (X—t)(b—t)dt-FﬁL (x—t)(t—a)dt
J

b - x)2)1‘3

+”g”[x,b],oo< >

| : @)
!( )l'f( o)l J(b t)zdt+#Jx(b—t)(t—a)dt‘

l

1
q
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wr @) %
+A1%%%#£(t—xﬂb—ﬂdt+——5:%——L(t—xXt—aﬁh

)

bulunur. Basit matematiksel islemler yapilarak

b b X b
‘(1—/’1)f(x) f g(s)ds — f g(s)f(s)ds+/1<f(a) f g(s)ds + £(b) f g(s)ds)
1- ) (x — a)?
< gl | 2B )

2'7a64(b — a)d

N 7
x|fmn%%—a—2@+2mV(aﬂ(x—@l
Alx — a)? ) by %
= _x v(@w@b—Za—@+an(aﬂ @—aﬂ
2'7a6d4(b — a)a
1-=2)(b —x)? by|? 7
g ppen | @1xkv1@ww—xyHnV(aﬂ w—3a+zmr

2'7364(h — a)d

A(b = x)? by [ @
+— 1 1[If’(a)lq(b—x)+m|f’(a>| (2b—3a+x)l
2'7364(b — a)d

elde edilir. Boylece esitsizligin sol tarafinin ispati tamamlanir. Esitsizligin sag
tarafinn ispatt ise ||glljax1c0 < 1gll{ap100 V& |Gl 1z p1,00 < G llfa,p10 ifadelerinden

yararlanilarak kolayca gorulebilir.
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4.2. Elde Edilen Teoremler ile Ilgili Bazi1 Uygulamalar ve Sonuclar

Sonug 4.2.1. Teorem 4.1.10 ifadesinde g(x) = 1 ve x = asz secilirse;

b b A(b —
a-06-af(57)-6-a [ e+ L2 G@ + 1)

< If'(a)| {(1 - )b -a)? 4 5A(b — a)? 4 1-2Db-a) 4 A(b — a)3}
6(b—a) 2 8 4 8

+

mlf ) (1 -Db- 16— A-Db-a)P 5ib-a)
6(b—a){ 2 T T 2 T3 }

- e )2[|f()|+m|f( =

bulunur.

Uygulama 4.2.1. Sonug 4.2.1 ifadesinde f: [0, ) — [0, ), f(x) = x"*1, n € Z ve
|n| > 2 secilirse;

(1 — DA™ (a,b) — (b — a) L1 (a, b) + AA(a™*1, p™HD)|

< (b —al(n+ 1)A<a”,m(%>n>

elde edilir.

Hatirlatma 4.2.1. Tanim kiimesinde uygun sinirlamalar altinda Teorem 4.1.10
ifadesinde m = 1 secilirse Teorem 3.1.6 elde edilir.

Hatirlatma 4.2.2. Tanim kiimesinde uygun sinirlamalar altinda Teorem 4.1.11
ifadesindeki esitsizligin sag tarafinda m = 1 segilirse Teorem 3.1.7 elde edilir.

a+b

Sonug 4.2.2. Teorem 4.1.4 ifadesinde g(x) = 1,x = —Vvel=0 secilirse;

(b — )

b 2
(b—a)A”“(a.b)—f f(s)ds| < ———A(f" (@I, 1f' (B

elde edilir.

Uygulama 4.2.2. Sonug 4.2.2 ifadesinde f:[0,0) — [0, ), f(x) = x"*1, n € Z ve
|n| > 2 secilirse;
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b—-—a)(n+1)
2

|An+1(a, b) _[’ZI%(CL' b)l < A(an' bn)

elde edilir.

a+b

Sonu¢ 4.2.3. Teorem 4.1.5 ifadesinde p=q=2, 1=0, x = —- Ve glx)=1
secilirse;

(b — aVIf @I+ |f'(b)[?
2V3

1 b
‘f(x) - f f(s)ds‘ <

bulunur.

a+b

Uygulama 4.2.3. Teorem 4.1.5 ifadesinde g(x) =1, x = —P=q=2, A=0ve

1
1—=

x> 0icin f(x) = q:_lq fonksiyonu uygulanirsa;
qx 49 q 1T
(b—a) — (b 9—a q)
q—1 (@-1D(2q-1)

_ 2 2 2
L2b-a)” A<a‘a b‘a)

<=5 ’

elde edilir.

Sonug 4.2.4. Teorem 4.1.7 ifadesinde g(x) = 1, x = aT”’ ve A = 1 segilirse;
b — b b — 2

32 0@+ o) - [ reas| < 5 maxtir @i @)

bulunur.

Uygulama 4.24. f:R, - R, f(x) =(x+ 1) In(x+1) —x secilirse [f'(x)| =
In(x + 1) olup bu fonksiyon konkav oldugu halde quasi —konvekstir. Sonug 4.1.7
ifadesinde g(x) =1, x=""ved=1ve f(x) = (x + 1) In(x + 1) — x yazlirsa
a < b igin;

bBb+2) (b+1D?*nb+1) (b-a)
‘ 4 2 T2

[(b+1)In(b+1)—Db]

(a+1?n(a+1) aBb+2) (b—a)
* 2 T T3

[(@a+1)In(a+1) —a]

<

max{ln(a + 1),In(b + 1)}

lA(az, b?) — G(a? b?)
2

bulunur.
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Sonug 4.2.5. Teorem 4.1.9 ifadesinde g(x) = 1,9 = 2, x = aTH’ve A = 1 segilirse;

b b
f(a)erf( )_biaf F(s)ds

- @)y (If'@)* + ' ()

4
elde edilir.
Uygulama 4.2.5. Teorem 4.1.9 ifadesinde g(x) =1, x = azﬁ, A=1, f:][0,00) =
142
[0,00),q =2,n€Zve|n| =2i¢in f(x) = q:mq fonksiyonu uygulanirsa;
q ( 242 2+E) b — a( q 142 q 1+E>
—b"a + q) + q 4+ b a
|(q+n)(2q+n) 4 2 q+na q+n
(b—a)?[ 2m 2n :
<— [a q+b4d
4
2 312y _ 2 p2 1, 2n 2n
_ [A(a ,b*) — G(a* b )lAE (aT,b7>
2V2

bulunur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada Yildiz (2014) tarafindan elde edilen bir lemma ile Erden ve Sarikaya
(2015) tarafindan ispatlanan bir lemma kullanilarak ikinci anlamda s —konveks
quasi —konveks, m —konveks ve p fonksiyon smiflarma iligkin yeni esitsizlikler
bulunmustur. Bulunan bu esitsizliklere uygulamalar da verilmistir. Elde edilen
esitsizliklerin literatiirde var olanlarla kiyaslanmasi ve daha iyi sonuglar verecek
esitsizliklerin belirlenmesi okuyucuya birakilmistir. Ayrica arzu eden arastirmaci
farkli konveks fonksiyon smiflari igin yeni lemmalar tlretebilir ve turetilecek
lemmalar1 kullanarak farkli konveks fonksiyon siniflar1 i¢in yeni esitsizlikler ortaya
koyabilir.
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