T.C.
SULEYMAN DEMIREL UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ENGLIS OPERATOR CEBIRLERI VE ILGILi PROBLEMLER

Mualla Birgiil HUBAN

Danisman
Prof. Dr. Mehmet GURDAL

DOKTORA TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI
ISPARTA - 2018



© 2018 [Mualla Birgiil HUBAN]



TEZ ONAYI1

Mualla Birgiil HUBAN tarafindan hazirlanan "Engli§ Operator Cebirleri ve il-
gili Problemler" adl tez ¢alismasi agagidaki jiiri iiyeleri oniinde Siileyman Demirel
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dal’nda DOKTORA
TEZI olarak basari ile savunulmustur.

Danisman Prof. Dr. Mehmet GURDAL
Siileyman Demirel Universitesi

Jiiri Uyesi Prof. Dr. Suna SALTAN
Siileyman Demirel Universitesi

Jiiri Uyesi Prof. Dr. Abdullah KAPLAN
Siileyman Demirel Universitesi

Jiiri Uyesi Prof. Dr. EKREM SAVAS
Usak Universitesi

Jiiri Uyesi Dog. Dr. Hiiseyin TUNA
Mehmet Akif Ersoy Universitesi

Enstitii Miudiirii Prof. Dr. Yasin TUNCER ...



TAAHHUTNAME
Bu tezin akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigini ve kullanilan tiim literatiir

bilgilerinin referans gosterilerek tezde yer aldigini1 beyan ederim.

Mualla Birgiil HUBAN



ICINDEKILER

Sayfa
ICINDEKILER ......cccooooeeeeeeeeeeeeesseessscsseveeeeeseessssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssseee i
074 ii
ABSTRACT ...ttt sssse s sssesssse s sssessase s ssse s ssssssssessasesssesssesssnessans il
TESEKKUR ...ooooooooeeeeveeeeeeeeeesssssssssssssesssssessesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssseee v
SIMGELER DIZINLL....cccooerrierierisresesssesssesssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssss st sose v
L. GIRIS oo ssssmsssssssssessessesssssssssssssssssesssssssssssssssssssssesessssssssssssssssssseeeee 1
2. KAYNAK OZETLERLI ......oocciritrreseresnssssssssessssssssssssssssssessssssssessssssssssss s 4
3. URETICI CEKIRDEK ve BEREZIN SEMBOLU ....eeeeeeereeereeeneneeeeeeeseeee 8
4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA ....cooereneeeneciseeiseessecisnennnee 19
4.1. Istatistiksel Yakinsaklik ve C*-Operator Cebirler ..........ooveerrrrreeesssssirineen 19
4.1.1. Berezin sembollerinin bazi 0ZellIKIEri.....coccveveeueereemreereeeeieceeeiecerecinens 19
4.1.2. Genellestirilmis Engli$ cebirleri ve Toeplitz hesaplarina genisletil-
ITICS covuuniveririunsisaesessssesssssesssssssassssas s sssse s saa s st 23
4.2. Uretici Cekirdekler, Engli§ Cebirleri ve Bazi Uygulamalari.......................... 29
4.2.1. Engli§ cebirleri ve onlarin bazi OzelliKIEri ............mmemmeemerreererrrsrsssererssene 29
4.2.2. EngliS cebirlerinde Riccati operator denkleminin ¢oziilebilirligi ....... 34
4.2.3. SIfir Operator CarPIMIALL..........c.cveeermmeeeeeeerieriereeersseseesssenssesssessssessaeees 37
4.2.4. Maksimal Berezin KUMESI .....cc.coccuuevueeeemcrmeriereeneeieneecsensseessesssesssesees 41
4.2.5. Kompaktlik ve ilgili problemler ........c.ovnernercnrinieneeseieeissisceeeesenesenes 42
4.2.6. Asimptotik carpimsallik ve Bergman uzayindaki yari-
komiitatorlerin KompaktliS1 ....cceeeeeereerreeeereireieeeeseeeseissisessiesseessessseseanes 46
4.3. Operatorlerin genellestirilmis 6zdegerleri ve genellestirilmis 6zvektor-
leri UZering bazi UYATTIAT ......occuueeuerereereeeeceeenienieseereessensseesssessssesssessssessasessseesans 50
4.4. Uretici ¢ekirdekler, Duhamel operator ve invaryant altuzaylarin mev-
CULTUZU oottt sttt ssss s ssss bbbt st s s st s s sssnsssnsesess 56
5. SONUC VE ONERILER ........ooiooiooooicssccmeseemssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssen 63
KAYNAKLAR .ottt ssseessse st s ssse b s s bbb bbb ssneses 64
OZGECMIS c.ooossoeeeeeeeeessseeseeeeessssssssseesssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssseee 69




OZET
Doktora Tezi
ENGLIS OPERATOR CEBIiRLERI VE ILGILi PROBLEMLER
Mualla Birgiil HUBAN

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

Bu doktora tezinde iiretici ¢ekirdek ve Berezin sembolii yardimiyla tanimhi C*-
cebirlerini kullanarak fonksiyonel analiz ve operatorler teorisinin ¢esitli konulari (is-
tatistiksel yakinsaklik, invaryant alt uzaylar, sifir Toeplitz carpimi, genellestirilmig
0zdeger ve ozvektorler ve Riccati operatdr denklemler) ve uygulamalar1 incelenmistir.
Uretici gekirdek teorisi Hilbert uzaylarindaki lineer doniisiimlerle temel baglantisi olan
matematiksel bilimlerdeki bir ¢cok alanda uzun bir tarihe ve biiyiik caligmalara sahiptir.
Bircok bilim alaninda ortak olan konu {iiretici ¢cekirdek ve Berezin sembolii oldugu
icin bu kavramlar iizerinde sonuclar verilmistir. Teorinin gerekli olan temel icerigini
kapsadigi, bununla beraber incelemek i¢in daha rahat oldugundan Engli§ cebirleri
ile calisilmasinin daha uygun oldugu diisiiniilmiistiir. Ayrica Brown ve Halmos’un
sifir carpim probleminden yola ¢ikarak, sifir Toeplitz carpimi icin Douglas’in bilinen
lemmast genellestirilmis, 6zel durumda Brown-Halmos teoreminin yeni ve daha kul-
lanish ispati verilmistir. Cuckovi¢’in savinin kismi olarak ¢oziimii iiretici cekirdekler
ve Berezin sembolii yardimiyla elde edilmistir. Bunun diginda Riccati diferansiyel
denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in kullandigimiz yontemlerin daha dnce verilen metod-
lardan daha iyi sonug verdigi ve kolaylik sagladig1 gosterilmistir. Ayrica bazi EngliS§
cebirlerinde operatorlerin genellestirilmis 6zvektorleri ve genellestirilmis 6zdegerleri
tartigtlmistir. Son olarak Duhamel operatorler ve iiretici ¢ekirdekler yardimiyla H?
uzayinda 6zdes olmayan invaryant alt uzayin mevcutlugu icin bazi yeterli kosullar
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uretici cekirdek, Berezin sembolii, Invaryant altuzay, Engli§
cebirleri, Istatistiksel yakinsaklik, Riccati denklemi, Toeplitz operatorii, Hardy uzayi,
Bergman uzayi, Duhamel ¢arpimu.
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In this doctoral dissertation, we examined applications into various topics in functional
analysis and operator theory (statistical convergence, invariant subspaces, zero Toeplitz
products, extended eigenvalue and extended eigenvectors and Riccati operator equations)
using C*-algebras defined in terms of reproducing kernels and Berezin symbol. The
theory of reproducing kernel has fundamental ties to linear transformations in Hilbert
spaces, has a long history in many other fields in mathematical sciences and there has
been major work on this subject. The results of these concepts are given because the
subject that is common in many fields of science is reproducing kernel and the Berezin
symbol, we have results on these. Since it encompasses the fundamental contents of
the theory necessary for our work and because of the ease of using Engli§ algebras,
we have implemented their use in our work. Also, starting off with the zero product
problem of Brown and Halmos, we generalized the known Douglas lemma for zero
Toeplitz product and proved the Brown-Halmos theorem in a new and more usable way.
We partially obtain a conjecture due to Cukovié using reproducing kernels and Berezin
symbol. Apart from this, the procedure we used for the numerical solution of Riccati
differential equation has been shown to give better solutions with ease than the methods
given before. We discussed the extended eigenvalues and extended eigenvectors of
operators on some Engli$ algebras. We gave some sufficient conditions for the existence
of a nontrivial invariant subspace in H? in terms of reproducing kernels and Duhamel
operators.

Keywords: Reproducing kernel, Berezin symbol, Invariant subspace, Engli§ algebras,
Statistical convergence, Riccati equation, Toeplitz operator, Hardy space, Bergman
space, Duhamel product.
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1. GIRIS

Bu doktora tezinde iiretici ¢ekirdekler yardimiyla tanimli baz1 C*-operator cebirleri
ile ilgili incelemeler hedeflenmigstir. Boyle cebirler Engli§ tarafindan incelendigi ve
calisildigi icin tezimizde bu cebirler EngliS cebirleri olarak isimlendirilmistir. Burada,
operator teorisindeki bazi problemler icin Engli§ cebirleri ve iiretici ¢ekirdeklerin yeni
uygulamalar1 verilmistir. Bu kapsamda ortaya konan problemlerin ve bu problemlere
yonelik liretilen ¢oziim yontemleri ve sonuglarinin rahatlikla algilanabilmesi i¢in gerekli

terim ve notasyonlari iigiincii boliimde sunacagiz.

Gliniimiiziin siirekli gelismekte olan ¢calisma alanlarinda iiretici ¢ekirdekler ve Berezin
sembollerinin uygulama alanlari, hem istatistik ve kuantum gibi fizigin bazi alanlarinda
hem de matematigin modern analiz ve pratik alanlarinda biiyiik 6nem tasidig1 bilin-
mektedir. Uretici cekirdek ve Berezin sembolleri, frame teori, wavelet teori, konform
doniisiimler teorisi, interpolasyon teorisi, Diricleth serileri toplanabilirlik teorisi, tib-
bin bagisiklik sistemi gibi bazi dallarinda, haberlesme alaninda, elektronlarin enerji
seviyelerinin belirlenmesi gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir ve giin gectik¢e degisik
kullanim alanlar1 ortaya ¢ikmaktadir. Biitiin bu sonuglar Saitoh’un iki kitabinda toplan-
migtir (Saitoh, 1997, 1988). Bu baglamda yapilan bu calisma, iiretici ¢ekirdek ve
Berezin sembolii metodlarini kullanarak operator teorisinin ¢esitli konularina uygu-

lamagtir.

Calisma Engli§ (1995) de EngliS tarafindan verilen teoride genisletilmis ve istatistiksel
radyal limitleri, koreltilmis Toeplitz operatorleri, Bergman uzayi, Riccati denklemi,
Hardy ve Bergman uzay1 iizerinde sifir Toeplitz ¢arpimi, maksimal Berezin kiimesi, o-
peratorlerin genellestirilmis 6zdegerleri, genellestirilmis 6zvektorleri ve Hardy uzayinda

0zdes olmayan invaryant alt uzayin varlig1 icin bazi uygulamalar verilmistir.

Burada; genel degerlendirmeye girilmeksizin, bagliklar halinde tez ¢alismasi sonucunda
ortaya konan yeni sonuglar verilmistir. Genel degerlendirme dordiincii boliimde detayli

olarak verilecektir.

« C kompleks diizlemin I birim diski iizerindeki klasik H> = H? (D) Hardy uza-

1



yinda bazi C*-operator cebirleri i¢in istatistiksel radyal limitler incelenmisgtir.

* EngliS cebirleri incelenmis ve onlarin bazi 6zellikleri verilmistir. Engli§ cebiri

“49(9 kiimesine ait koreltilmis Toeplitz operatorii icin bir kriter verilmistir.

* Bazi Q kiimesi iizerinde bir # (Q) iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayinda operator-

lerin .4, Engli§ cebiri tizerinde
XAX +XB—CX-D=0 (1.1)

Riccati operator denkleminin ¢oziilebilirligi incelenmigtir. Tam olarak sdylemek
gerekirse, Berezin sembolii yardimiyla (1.1) in ¢6ziilebilirligi i¢cin gerekli kosul
ispatlanmistir. Eger 44, nin uygun bir alt kiimesi tizerinde (1.1) ¢oziilebilir ise o
zaman (1.1) nin ¢oziimiiniin tek oldugu ve A, D katsay1 operatorlerinin Berezin

sembolleri yardimiyla onun temsil edilebilir oldugu verilmistir.

* H? Hardy uzay1 ve L2 Bergman uzay iizerinde sifir Toeplitz ¢arpimi incelenmistir.

Eger ¢, ..., ¢, € L*(T) ve Hy, ..., H, operatorleri
(Tp, +H) ... (T, +Hy) =0

olacak sekilde 5> Engli§ cebirlerinden operatorler ise, o zaman @ ¢,...¢, =0
oldugu ispatlanmistir. Bu ise iyi bilinen Douglas yardimci teoremini genellestirir.
Ozel durumda Brown-Halmos teoreminin yeni ispati elde edilmistir. Benzer
sonuglar L2 Bergman uzayinda sifir Toeplitz garpimlari i¢in ispatlanmistir. Ayrica,

(Cu&kovié, 2003) de Cuckovié in bir savi kismi olarak ¢oziilmiistiir.

« H? Hardy uzayindaki Ty Toeplitz operatoriiniin Wo (T(p) maksimal Berezin
kiimesi ¢aligilmug ve W (Tp) = {||®|l..} oldugu ispatlanmustir. Genel durumda,
herhangi bir T € Ay (Engli§ cebiri) igin T 7| merkezi O ve yarigap ||T|| olan

cemberi tammlamak tizere Wy (T) C T 7 oldugu gosterilmistir.

* Standart iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayinda A, B ve C operatérleri icin AB — C for-
mundaki operatorlerin kompaklig1 incelenmistir. Yani, eger A, B, C operatorleri

Ag_[ EngliS cebirine ait ise 0 zaman hangi kosullar altinda H iizerinde AB — C bir



kompakt operatordiir sorusuna cevap bulunmustur. Burada, Berezin sembolleri

yardimiyla AB — C nin kompaklig1 karakterize edilmistir.

e L2 Bergman uzayinda T, ve T, Toeplitz operatorlerinin [T,,T;) := T,, — T, T,

yari-komiitatorii icin Axler-Chang-Sarason-Volberg tipli teorem ispatlanmistir.

* Baz1 Engli§ cebirleri iizerinde operatorlerin genellestirilmis 6zdegerleri ve

genellestirilmis 6zvektorleri incelenmistir.

« Duhamel operatorler ve iiretici ¢ekirdekler yardimiyla H? Hardy uzayinda 6zdes

olmayan bir invaryant altuzayin mevcutlugu i¢in baz1 yeterli kosullar verilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde, tez kapsaminda iizerinde ¢aligilmig olan problemlerin tarihsel gelisimi ve

son donemde yapilan ¢alismalar detayl1 olarak ifade edilmistir.

Doktora tezi iiretici ¢cekirdekler ve Berezin sembollerinin uygulama alanlariyla ilgilidir.
Bilim ve teknoloji alanindaki hizli gelismelere bagli olarak yeni uygulama arayiglari,
tiretici cekirdekler ve Berezin sembolil ile ilgili calismalarin en etkili yiiriitiicii kuvveti
olmustur. Berezin sembollerinin Bergman uzaylarinda ve Poisson ¢ekirdeginin Hardy
uzaylarinda 6nemli bir role sahip oldugu bilinen bir gercektir. Eger; Berezin sembol-
lerinin tanimladig1 kiime yani Berezin kiimesinin operatdriin niimerik deger kiimesinin
altkiimesi oldugu dikkate alinirsa, bu kavramlarin haberlesme alaninda genis bir uygu-
lamaya sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Bunlara ek olarak, elektronlarin Vieck ve anti-
vieck sembolleri Berezin sembolleri ile siki bir iligkiye sahip olmasindan dolay1 da yine
Berezin sembollerinin elektronlarin enerji seviyelerinin belirlenmesinde var oldugu
goriilmektedir. Uretici cekirdekler de genis bir uygulama alanina sahiptirler. Uretici
cekirdekler teorisinin uygulamasinin dnemli oldugu 6grenme (learning) teorisinde (mii-
hendisler i¢in 6nemli olan destek vektor makineleri teorisini kapsayan), yani siirekli
fonksiyonlarin ailesinin altuzaylar1 olarak iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinin disk-
leriyle ortii (covering) sayilarin tahminleri, tiretici ¢ekirdekler ve iiretici ¢ekirdekli
Hilbert uzaylar arasindaki diizgiin bagintilar ve Sobolev uzaylariyla fonksiyonlarin
yaklagimlarinda bircok sonuglar bulunmaktadir. Uretici gekirdekler teorisi Hilbert uzay-
lar1 lizerinde lineer doniisiimler ile birlestirildiginde, diferansiyel denklemler, integral
denklemler, Pythagorean teoreminin genellestirilmesi, ters problemler, sampling teori,
lineer doniisiimler, nonlineer doniisiimler gibi cesitli operatorler ve bir¢ok genis alanlar
iizerine yayilmis verimli uygulamalara sahiptir. Ozel durumda Bergman cekirdegi ve
Szegd cekirdegi gibi belli iiretici ¢ekirdekler kompleks analizde bir¢ok genis sonuclara

sahiptir.

Uretici cekirdekler konusu eskilere dayanan bir konu olup, daha 6nce 1907-1909 yil-
larinda J. Mercer ve S. Zaremba tarafindan integral denklemler teorisinde kullanilmaya
baglanilmistir (Zaremba, 1907). Bu konular i¢in genel teori N. Aronszajn’in adi ile

tam olarak ortaya konulmustur (Aronszajn, 1950). Daha sonralar iiretici ¢ekirdekler



Fransiz bilim adami Fields o6diilii ile miikafatlandirilmis, L. Schwartz tarafindan geligti-
rilmigtir. Bu teori bir bagka anlamda M. Krein tarafindan kullanilmigtir. Bundan bagka,
olasilik teorisinde iiretici ¢ekirdekler teknigi ilk olarak diinyaca iinlii Rus bilim adami
A. N. Kolmogorov tarafindan 1941 yilinda kullanilmis ve ¢ok 6nemli sonug¢lara imza
atilmistir (Kolmogorov, 1941). Bundan sonra, E. Parzen ve digerleri de bu konuyu daha
da ileriye gotiirmiislerdir. Giinlimiiz matematiginde ise, yaklasik 1972 yilindan basla-
yarak agirlikli olarak Japon matematikgisi Saburou Saitoh iiretici ¢ekirdekler metoduna
sanki yeni bir hayat vererek, bu yontemi analizde, diferansiyel denklemler ve integral
denklemler teorisinde, ters problemler konusunda, operator teorisinde ve harmonik
analizde uygulayarak cok 6nemli ve orjinal sonuglar almay1 basarmiglardir. Biitiin bu

sonuclar Saitoh’un iki kitabinda toplanmugtir (Saitoh, 1988, 1997).

Giris kisminda da goriildiigii gibi, iiretici ¢ekirdekler ve Berezin sembolleri iiretici
cekirdekli Hilbert uzayindaki operatorler teorisinde fevkalade oneme sahiptirler. Buna
gore, son yillarda iiretici ¢ekirdekler ve Berezin sembollerinin i¢ dinamizmi genis bir
bicimde 6grenilmekle beraber bu iki kavramin ¢esitli ve ¢ok sayida 6nemli uygula-
malar1 da acgikca literatiirde goriilmektedir (Baranov vd., 2010; Chalender vd., 2006;
Korenblum, 1977; Nikolski, 1986; Saitoh, 1997; Sarason, 1994; Zhu, 1990).

Bir Toeplitz operatoriiniin sifir operator olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, Toeplitz
operatoriiniin semboliiniin sifir olmasidir. Benzer olarak, Brown ve Halmos 1963’te
boyle iki Toeplitz operatdriiniin carpiminin sifir olmasi icin gerekli ve yeterli kosulun
onlarin birinin semboliiniin sifir olmasi oldugunu ispatlamistir (Brown ve Halmos, 1964).
Daha sonra Halmos, Toeplitz operatorlerinin sonlu ¢carpimlart hakkinda kirk yili agkin
stiredir cevap bulamamis ve su soruyu sormustur: (Sifir carpim problemi) Eger n tane
Toeplitz operatdriiniin ¢carpimi sifir operator ise bu operatorlerden en az biri sifir olmak
zorunda midir? 1970’lerde Axler n = 3 operator icin bunun saglandigini gostermistir
(Axler vd., 1978). Sirastyla 1996°da Guo ve 2000 de Gu tarafindan n =5 ve n = 6 i¢in
bu problemin saglandig1 gosterilmistir (Guo, 1996; Gu, 2000). 2009’da Aleman ve
Vukoti¢ tarafindan vektor-degerli durumda sifir carpim problemi ¢oziilmiistiir (Aleman
ve Vukoti¢, 2009). Calismamizda sifir operator carpimlari, 6zel durumda sifir Toeplitz
carpimlar1 olarak incelenmistir. Iyi bilinen Douglas lemmasinin genellestirilmesi ve

Brown-Halmos teoreminin yeni ispati elde edilmistir. Buna ek olarak L2 (D) Bergman



uzay1 dA normallestirilmig alan dl¢limiine gore karesi integrallenebilir olan D tizerindeki
tiim analitik fonksiyonlarin uzay1 ve P : L? (D,dA) — L2 (D) ortogonal projeksiyon
olsun. f € L= (D,dA) igin Ty : L2 (D) — L2 (D), Trg = P(fg) ile tamml f sembollii
bir Toeplitz operatoriidiir. (Ahern ve Cuckovié, 2001) de Cu¢kovié’in savi (g harmonik
olmak iizere f, g € L™(D,dA)) igin L2 (D) iizerinde T;T, = 0 sadece bir 6zdes ¢oziime

sahiptir) 0zel durumda kismi olarak cevaplanmistir.

X sonsuz boyutlu bir Banach uzayi, A da X ten X e sinirli lineer bir operator olsun. Eger
AE C E ise, yani her x € E icin Ax € E ise E C X kapali altuzayina A nin invaryant
altuzay1 denir. Invaryant altuzaylar konusu operatorler teorisinin ve genelde fonksiyonel
analizin en onemli konular1 arasinda yer almaktadir. Bu konu bir taraftan operatorler
teorisinin kendi i¢ gelisimi icin onemli olmakla beraber diger yandan da yaklasim
teorisi anlaminda da cok faydali bir kavramdir. Bu sebeple, A operatoriiniin higbir
0zdes olmayan kapal1 invaryant altuzaya sahip olmamasi icin gerekli ve yeterli kosul

her 0 # x € X elemaninin A nin devirli vektorii, yani
span{A"x:n:0,1,2,..} =X

bagka bir deyisle, clos{p(A)x: p € P (polinomlar kiimesi)} = X olmasidir. X = H
(Hilbert uzay) ise; o zaman A operatoriiniin £ kapali invaryant altuzaya sahip olmasi bir
taraftan H = E @ E ortogonal ayrilisinin var olmasini, diger taraftan ise A nin matris
gosteriminin
An An
0 Axp

A=

ticgen gosterimine sahip oldugunu gosterir ki bu da ¢ok sayida problemin ¢dziimiinde
fevkalade onemlidir. Fakat her operator invaryant altuzaya sahip degildir. 1973 yilinda
ilk olarak Isve¢’li matematik¢i P. Enflo sinirh ve lineer operator icin hicbir invaryant alt
uzay1 olmayan bir Banach uzayimin oldugunu ispat etmis ve daha sonra 1981 yilinda In-
giliz matematikci J. Read ¢! klasik dizi uzayinda hicbir invaryant altuzaya sahip olmayan
bir A operatoriiniin mevcut oldugunu gostermistir. Invaryant altuzaylar konusundaki
pozitif ve ¢cok onemli sonuclardan biri de 1973 yilinda Rus matematik¢i V. Lomonosov
tarafindan fonksiyonel analizde iyi bilinen sabit nokta prensibinin yardimiyla ispat-

lanan teoremdir. Bu teoreme gore, X Banach uzayindaki her kompakt A operatorii



0zdes olmayan kapali invaryant alt uzaya (ve hatta hiperinvaryant alt uzaya) sahiptir
(Lomonosov, 2015). V. Lomonosov’ un bu sonucu, ilerleyen yillarda bircok matematik¢i
tarafindan cesitli yonlerde genellestirilmistir. Ancak H Hilbert uzayindaki lineer sinirl
A operat0riiniin 6zdes olmayan kapal1 invaryant altuzaya sahip olup olmamasi problemi
giiniimiizde cevab1 bulunmayan onemli bir soru olarak kalmaktadir. Giiniimiiz mate-
matiginde ¢ok sayida operatorlerin invaryant altuzaya sahip olduklar1 ve onlarin
tiimiiniin resmedilmesi gesitli yontemlerle ispatlanmistir. Ornegin, baz1 ¢ € L™ (T)
fonksiyonlar i¢in H? deki Tof =Poof, f€eH 2, Toeplitz operatoriiniin invaryant alt
uzaya sahip olmasi L. Gambler, E. Dynkin ve V. Peller tarafindan farkli yontemlerle
ispatlanmistir. 1979 yilinda S. Brown "vektor fonksiyoneller" metodu yardimiyla H
Hilbert uzayindaki her alt normal A operatdriiniin invaryant altuzaya sahip oldugunu
gostermistir. Bundan baska Sz.-Nagy ve Foias’ 1n fonksiyonel model teorisi yardimiyla
bircok daralma operatorlerinin de invaryant alt uzaya sahip olduklari iyi bilinmektedir
(Nikolski, 1986, 1995, 2012; Nagy ve Foias, 1970). Tez calismamizin son kisminda,
H? Hardy uzayinda 6zdes olmayan invaryant alt uzayin mevcutlugu i¢in Duhamel

operatdrleri ve iiretici ¢ekirdekler yardimiyla bazi yeterli kosullar verilmistir.



3. URETICI CEKIRDEK ve BEREZIN SEMBOLU

Bu ¢alismada iiretici ¢ekirdekler yardimiyla tanimli bazi C*-operator cebirleri ile il-
gili incelemeler yapilmigtir. Operator teoride bazi problemler i¢in Englis cebirleri ve
tiretici ¢cekirdeklerin yeni uygulamalari verilmistir. Bu kapsamda ortaya konan problem-
lerin ve bu problemlere yonelik iiretilen ¢6ziim yontemleri ve sonug¢larinin rahatlikla

algilanabilmesi i¢in gerekli terim ve notasyonlar1 bu bolimde ifade edecegiz.

Tanim 3.1. Kompleks sayilarin acik Q kiimesi iizerinde her A € Q i¢in f — f(A)
lineer fonksiyoneli H uzayinda siirekli olacak sekilde € kiimesi iizerinde f fonksiyon-
larinin olusturdugu ‘H = H (Q) Hilbert uzayina fonksiyonel Hilbert uzay1 ya da tiretici
cekirdekli Hilbert uzay1 denir (Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden A € Q igin f (1) = (f,ky ) olacak sekilde bir tek
ky; 5, € H fonksiyonu mevcuttur. Burada; ky, ; = k; fonksiyonuna H uzayinin iiretici

. o T k . . e e .
cekirdegi, ky, j = HkH—k fonksiyonuna ise, H uzayinin normallestirilmis iiretici ¢ekir-
’ H

A
degi denir. Diger taraftan, iiretici ¢cekirdegi bazlar yardimiyla

kip (2) =k (A,2) =K (A,2) = Y en(A)en ()

n>0

seklinde tanimlayabiliriz. Burada; e,, H uzayinin herhangi bir ortonormal bazidir.

Simdi, iiretici gekirdeklere bazi drnekler verelim. Orneklere gegcmeden once sikga

kullanacagimiz bazi kavramlar1 hatirlatalim.

{e®: |9 (e®)| > Mo} kiimesinin 6l¢iimii sifir olacak sekilde bir My sabiti varsa, ¢ € T
Ol¢iilebilir fonksiyonuna esas sinirlidir denir. Tiim esas sinirlt 6l¢iilebilir fonksiyonlarin
olusturdugu uzaya L™ uzayi denir. T birim ¢emberi lizerinde karesi integrallenebilen
Lebesgue olciilebilir kompleks degerli fonksiyonlarin Hilbert uzayma L? (T) uzay:

denir.

Tamm 3.2. (Hardy uzay) D ={z € C:|z| < 1} birim diski iizerinde kareleri topla-

nabilen ve kompleks katsayilara sahip kuvvet serisi seklinde yazilabilen tiim analitik



fonksiyonlarin olusturdugu uzaya, yani,

H = {f:f(Z) =Y Fmrve Y [F] <oo}

n=0

kosulunu saglayan H> = H? (D) uzayina klasik Hardy uzay1 denir.

(o)

f(n)Z” ve g(z) = ¥ g(n)z" i¢in (f,g) =

n=0

HP18

H? uzayinda i¢ carpim f(z) =

Z )g(n) ile tammlanir. f (z

(Z\f

fonksiyonunun n. Taylor katsayisidir. Her zg € D i¢in

N 1/2
(o) (£)

; 1/2
= (Z |ZO|2n) 11 2

~—

Y, f(n)z" vektoriiniin normu ||f]|2 :=
=0
1/2

seklinde olup, burada f(n) = ™ (0)/(n!) degeri f(z) analitik

n=0

oldugundan f — f (zo) doniisiimii H? uzayinda sinirli lineer fonksiyoneldir. Dolayistyla
H? uzay1 D birim diski iizerinde iiretici cekirdekli Hilbert uzayidir. H? (D) Hardy

uzay1 {z" : n > 0} ortonormal bazina sahip oldugundan bu uzayn iiretici ¢ekirdegi her

A,z € Digin
n>0 . 1nZO
g I = —
,§6< Z> 1—Az

dir. Bu ¢ekirdege ayn1 zamanda Szegd cekirdegi de denir (Stroethoff, 1997).

Tanim 3.3. (Bergman uzay). D birim diskinde Lebesgue 6l¢ciimiine gore karesi inte-

grallenebilen analitik fonksiyonlarin olusturdugu uzaya L2 = L2 (D) Bergman uzay1,

yani, [ |f(z)]*dA (z) < e olacak sekilde tiim analitik fonksiyonlarin olugturdugu uzaya
D

dxd
denir. Burada; dA = %, D nin 6l¢timii bire esit olacak sekilde normallestirilmis

Lebesgue bolge olctimiidiir.



2
L; uzay1

/f A(z), f.g € L2(D)

ic carpim &zelligine sahip L? (D) uzaynin lineer altuzayidir. ID birim diskinde £ analitik

fonksiyonu f (z) = Y, a,z" seri agilimina sahip oldugundan
n=»

|an|
= dA(z
112 /|f @) 2n+1
dir. Her zp € D i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak

fo)| =Y anzt| < Y. lan| |20]"
n=0 n=0

r 1/2 ] 1/2
2 an
< <%<n+1>,zoy) (Zn+1)
=171 (1=1eol)

elde edilir. Bu esitsizlikten dolay1 L2 uzay1 L? (D) uzaymin kapali altuzay1 olur. Bu

ylizden LLZI Bergman uzay1 D birim diski iizerinde iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayidir.
{\/n +17":n> O} kiimesi Lg Bergman uzayi i¢in ortonormal baz oldugundan bu

uzayin iiretici ¢ekirdegi her A,z € D i¢in

kLZX z:en

n>0
? (¢—n+ 17 ) (Va+12)
n>0
=Y DA = Y (1) (2z)
n>0 n>0
B T\ oY 1Y
“L(67) = (%) - (=)
olup ;2 5 (z) = ;2 elde edilir (Stroethoff, 1997).

<1 — Iz)
(Stroethoff, 1997) un normallestirilmis tiretici ¢cekirdekle elde etmis oldugu 6nemli bir

sonucu ifade edelim.
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Onerme 3.4. # uzay: Q kiimesi iizerinde analitik fonksiyonlarin olusturdugu iiretici
cekirdekli Hilbert uzayt ve D kiimesi ise her f € D icin A — JdQ iken < f ,%,1> —0
olacak sekilde H uzaywun yogun altkiimesi olsun. O zaman, A — dQ iken /k\,l nor-
mallegtirilmis tiretici cekirdegi H uzaywinda sifira zayif yakinsaktir (%,1 5 0) (Stroethoff,
1997).

Tanmim 3.5. H uzay: 7<\7.[7 2 normallestirilmis tiretici cekirdege sahip fonksiyonel Hilbert

uzay1 ve T lineer sinirl operator olsun.

T() = (Tkua ks ),

seklinde tanimlanan T fonksiyonuna 7" operatoriiniin Berezin sembolii denir (Nordgren

ve Rosenthal, 1994).

T fonksiyonunun Q kiimesinde sinirlt bir fonksiyon oldugu acgiktir. Bir operatoriin
Berezin sembolii operator hakkinda 6nemli bilgi saglar. Hardy, Bergman ve Fock Hilbert
uzaylarini iceren en iinlil iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinin Berezin semboliiniin de
operatorii tek olarak tanimladig: bilinen bir gercektir: her A € Q icin Tj (1) = T» (1)
ise 71 = T dir (Englis, 1995; Zhu, 1990).

Tanim 3.6. k; iretici cekirdegine sahip bog olmayan bir Q kiimesi tizerinde kompleks
degerli fonksiyonlarin H = H (Q) fonksiyonel Hilbert uzayi iizerinde sinirh lineer A

operatoriiniin Berezin kiimesi ve Berezin sayisirasiyla,
Ber(A) = {Z(x) e Q} ve ber (A) = sup{‘g(k)‘ ‘A€ Q}
ifadeleriyle tanimlanir (Karaev, 2006).

Simdi, Berezin semboliiniin bazi temel 6zelliklerini siralayalim.
1. A pozitif operator ise 0 zaman A pozitif fonksiyondur.

2.
0| = (8| < s ]
<114 ] || ||| = il 2 € @)

11



oldugundan A Berezin sembolii sinirli bir fonksiyondur.

3. A* adjoint operatdriiniin Berezin sembolii Anm kompleks eslenigine esittir. Yani

A*(A) = <A*/IEH,7LJC\H,/I> = <7<\H,/17A7<\H,/1> = <A/I€H,177<\H,/l> =A(A)

dir.
4. Her A € Qicin A (1) = B(A) olmas icin gerekli ve yeterli kosul A = B olmasidir.
5. A operatorii kompakt ise, A (1) — 0 (A — Q) dir. Fakat bunun tersi her zaman

dogru degildir. Yani; A (L) — 0 (A — 9Q) ise, A operatorii kompakt olmayabilir.

~ k
Tamm 3.7. H = H (Q) fonksiyonel Hilbert uzay1 ve ky, 3 = Hk%l H da bu uzayin
H,A
normallestirilmis iiretici cekirdegi olsun. Eger A — dQ (A — & € dQ) iken ky; ; — 0

zayif yakinsak ise, H uzayina standart fonksiyonel Hilbert uzay1 denir (Nordgren ve

Rosenthal, 1994).

Ornegin, H? (D) Hardy uzay1, L2 (D) Bergman uzay1 ve L2 (C) Fock uzay1 standart

fonksiyonel Hilbert uzaylardir.

Standart H iretici ¢ekirdekli Hilbert uzayinda bir K kompakt operatorii i¢in her ne
zaman {7, } dizisi dQ nin bir noktasina yakinsak ise,

lim K(2,) =0

n—yo0
oldugu bilinen bir gercektir. Bu baglamda, standart iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayinda
bir kompakt operatoriin Berezin sembolii sinirda sifir olur. Nordgren ve Rosenthal

(1994) de U : H — H tiniter olmak iizere U ~' KU nin Berezin sembolleri yardimiyla

iretici cekirdekli Hilbert uzay iizerinde K kompakt operatorlerini karakterize etmistir:

Yardimci Teorem 3.8. Standart iiretici cekirdekli Hilbert uzayinda bir K operatoriiniin

kompakt olmast icin gerekli ve yeterli kosul her U iiniter operator icin U~ KU nun tiim

Berezin sembollerinin sinirda sifir olmasidir (Nordgren ve Rosenthal, 1994).

Daha sonra, Chalender vd. (2012) nin bu teoremin bazi kosullarini zayiflatarak asagidaki

sonucu elde etmislerdir.
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Teorem 3.9. dyQ # & olacak sekilde Q iizerinde H iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay
olsun. O zaman asagidaki iddialar denktir:

(i) A kompakttir.

(ii) Her § € dyQ ve H iizerinde her U iiniter operatérii igin limy _, U/_TA/U(/I) =0
dir.

(iii) H iizerinde her U iiniter operatorii icin

—_~—

lim U-'AU(A,) =0

n—r—+oo

olacak sekilde { € 9y Q noktasina yakinsayan Q da noktalarin (A,),>1 dizisi mevcuttur.

Tamm 3.10. S : H> — H? tek tarafli kaydirma operatorii (unilateral shift) (Sf) (z) =
zf (z) ile ya da Taylor katsayilar1 yardimiyla

S(ag,ay,...) = (0,a9,ay,...)

seklinde tamimlanir. Tek tarafli kaydirma operatoriiniin S* adjointine geri kaydirma

operatorii denir ve
f(2)—f(0)

4

(8°f) (2) =

ile tanimlanir. Taylor katsayis1 yardimiyla da

S* (ao,al, ) = (al,az, )
seklinde ifade edilir (Martinez-Avendano ve Rosenthal, 2007).

T = 0D ={e" : 0 <t < 27} birim ¢ember, dt, T de yay uzunlugu Sl¢iimii ve m (e) =
g—ft normallegtirilmis Lebesgue ol¢iisii olsun. Burada m-hemen hemen her § € T i¢in
Fatou teoremi ile mevcut olan sinir degeri (bf) (&) :=1lim,_,;- f(r{) olan her bir f € H?
fonksiyonu birlesiminden L? = LZ(T,m) de H? uzaymin dogal gomiiliisiinii kurmak
uygun olacaktir (Hoffman, 1962). O zaman f(n) := 1{ C" £(£)dm() ifadesi f nin n.

Fourier katsayis1 olmak iizere

1#={feﬁ:ﬂm:an<o}

13



yazabiliriz.

Simdi Poisson ¢ekirdeginin tanimini verelim.

Tanmm 3.11. 0 <r < 1 ve ¥ € [0,27] i¢cin Poisson ¢ekirdegi

1—r?

P.(¥Y) =
H(P) 1 —2rcos¥+ r2

seklinde tammlanir. Her r € [0,1) ve Wicin 1 —r2 > 0ve 1 —2rcosW+r2 > (1—r)* >
0 oldugundan P, (¥) > 0 dur.

Poisson c¢ekirdegi yardimiyla harmonik genislemenin tanimi asagidaki sekildedir:

¢ € L' = LY(T) igin

1—72
—2rcos(t—1)

27
~ 1 ; ;
P(re") = g/(p(e”) 17 dt, re" €D
0

ile tanimli ID icine onun harmonik genislemesi ¢ ile tanimlayacagiz. ¢ € L*(T) icin bu

harmonik fonksiyonun analitik olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul ¢ € H? olmasidur.
Tamim 3.12. Herhangi zo € T ve o¢ > —1 i¢in

To(20) ={z€D:fz—z <a(l-[z])}
ve 0 da D birim diskinde fonksiyon olsun. Eger o¢ > 1 i¢in

Iim 6 (Z) =L
7—20
7€l (z20)

mevcutsa o zaman 6 (z) fonksiyonu zg noktasinda L tegetsel olmayan (agisal) limite

sahiptir denir (Kili¢, 1994).

H*” = H*(D) uzay1
1/ lle = sup £ (2)]
zeD

ile normlu D iizerinde simirh analitik fonksiyonlarin Banach cebirini tanimlar. H* :=

{g: g€ H”}, D deki sinirl ko-analitik fonksiyonlarin uzay1 ve L* = L*(T) de esas
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supremum norm tarafindan normlastirilmig T tizerinde tiim esas sinirli fonksiyonlarin
uzay1 olacaktir. g € L*(T) i¢in ||g||.. ifadesi |g| de esas supremum ig¢in agilimidir. Her
f € H” i¢in (bf) (¢") =1lim, ;- f (re") ile hemen hemen her yerde tanimli bir bf €
L= (T) fonksiyonunun karsilik geldigi bilinmektedir (Hoffman, 1962). || f||., = [|1bf]|..

esitligi gerceklenir.
Herhangi bir 6 € H* i¢ fonksiyonu, yani, D de |6 (z)| < 1 ve hemen hemen her § € T
icin |0 (§)| = 1, i¢in karsilik gelen model uzay1 Kg

Ko :=H?®0H* = {f € H*: (f,0g) =0, herg € H*}

ile tanimlanir.

Eger ¢ € L(T) ise
Tof=Pi(9f)

ile tanimli H? iizerindeki T operatoriine ¢ sembollii Toeplitz operatorii denir. Burada

P, : L*> — H? Riesz ortoprojektordiir.

Toeplitz operatoriiniin bazi temel 6zellikleri asagidaki gibidir.

(1) @ € L (T) ve Ty : H* — H? olsun. f € H? i¢in Ty = T, yani Tyy f = Py (9 f) dir.
2) || Ty = 1@l 1) dir-

(3) ¢ € H*=H> (D) ise her f € H? igin T f = My f = @ f dir. Yani Toeplitz operatorii

ile carpma operatorii ¢cakisir. Bu T, operatoriine analitik Toeplitz operatorii denir.

(4) ¢ € H* (H” nun kompleks eslenigi) ise, T, operatdriine antianalitik Toeplitz

operatorii veya koanalitik Toeplitz operatorii denir.
(8) o € L” ve y € H” ise TpTy = Ty dir.
(6) ¢ € L ve y € H* ise Ty T = Ty dir.

(7) T € H? operatoriiniin Toeplitz operator olmasi icin gerekli ve yeterli kosul U tek

tarafli kaydirma operatorii olmak iizere,

Utu =T
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olmasidir.

Tanimdan T;; = T oldugu agikur. Ayrica,
0
ASf =PyTy|Kg

ile tanimlanan Af,’, operatorii koreltilmis Toeplitz operatorii olarak tanimlanir. L=(T) de
v ve ¢ i¢in Ty Ty nin H 2 de bir Toeplitz operatdr olmast igin gerekli ve yeterli kosul ya
v € H* veya ¢ € H” olmasidir (Halmos, 1982). Her iki durumda da Ty, Ty = Ty dir.
Bu sebeple herhangi f € H*, g € L*, h € H” igin T T,T;, = Ty, olur.

Asagidaki durum iyi bilinen bir gercektir.

Yardimci Teorem 3.13. Eger ¢ € L™ ise, 0o zaman /T; = @ dir, yani, Ty Toeplitz
operatdriiniin Berezin sembolii onun sembolii @ nin @ harmonik genislemesine denktir

(Englis, 1995).

Englis tegetsel olmayan ve radyal yakinsaklik yardimiyla HT %,1

| ve [T )]
nin siir davranistyla tanimh H? (D) Hardy uzay1 iizerinde bazi C*-operator cebir-
lerini tanimlad1 (Engli$, 1995). T cebiri {T(P @ el” (']I‘)} ile tiretilen C*-cebir olsun.
Asagidaki sonu¢ Douglas’a aittir (Douglas, 1972; Nikolski, 1986).

Teorem 3.14. 6 (T,) = ¢ (Vo € L (T)) ozelligini saglayan & doniigiimii
oc: 7T —L"(T)

icin bir C*-homomorfizmi mevcuttur. ¢ mn ¢ekirdegi T nin komiitatorler ideali ile

cakusir, yani, T deki ideal
[R,S]:=RS—SR (R,S€T)

bicimindeki tiim komiitatorler ile iiretilir. Bazen o sembol doniigiim olarak adlandirilir

(Douglas, 1972).
K CcN={1,2,...} olsun. n € Ni¢in K, = {k € K : k < n} ve K,, deki elemanlarin say1s1
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|K,| ile tanimlansin. K nin dogal yogunlugu

8 (K) = lim K

n—oe 1

ile tanimlanir (Freedman ve Sember, 1981).

Eger her € > 0 icin K = {k € N : |x; — L| > €} kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise
X normlu uzayinda reel veya kompleks sayilarin (x; : k =1,2,...) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limy x; = L ile gosterilir.
Asagidaki notasyon Fridy (1985) ye aittir . Eger her € > 0 i¢in;
.1
lim —{k<n:|x—xy|>€}=0
n—oon

olacak sekilde N = N (&) sayis1 mevcut ise, (x;) dizisi istatistiksel Cauchy adini alir.

Bu teorinin temel sonucu asagida Fridy (1985) tarafindan ispatlanmustir.
Teorem 3.15. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) (xx) bir istatistiksel yakinsak dizidir.

(2) (x) bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(3) Hemen hemen her k icin x; = y; olacak sekilde (yy) yakinsak dizisi var olacak

sekilde bir (xi) dizisi vardur.
Asagidaki sonug¢ Teorem 3.15 den hemen elde edilir.

Sonug 3.16. Eger (xi) dizisi st-limgx; = L olacak sekilde bir dizi ise o zaman (xy,)

dizisi limy y; = L (adi anlamda) olacak gekilde bir (yi) altdizisine sahiptir.

Tanim 3.17. Bir kompleks Hilbert uzayda siirekli lineer operatorlerin bir A kompleks

cebiri

1) A operatorlerin norm topolojisi tizerinde topolojik olarak kapali kiimedir
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i1) A operatorlerin adjointleri alinarak olusturulan bir iglem altinda kapalidir

ozelliklerini sagliyorsa C*-cebiri olarak adlandirilir (Halmos, 1982).

C*-cebirleri fonksiyonel analizin bir aragtirma alan1 olup ilk olarak kuantum mekanik
problemlerinde kullanilmistir. 11k olarak John von Neumann tarafindan bu cebirler icin
genel cerceve kurulmug ve von Neumann cebirleri adiyla bilinen 6zel C*-cebir sinifi
tanimlanmigtir. 1943’°te Gelfand ve Naimark Hilbert uzayini kullanmadan C*-cebirlerini
karakterize etmistir. C*-cebirinin temel 6rnegi kompleks H Hilbert uzayinda sinirl
lineer operatorlerin B(H) cebiridir. Burada x* ifadesi x : H — H operatériiniin adjoint

operatoriinii tanimlar.

Tamm 3.18. Eger T'T = TT' olacak sekilde her T’ operatérii i¢in 7'M C M ise H
kompleks Hilbert uzayimin bir M altuzayina 7" operatorii i¢in hiper invaryant adi verilir

(Lomonosov, 2015).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde tiretici ¢ekirdekler ve onlarin yardimiyla tanimlanan Berezin sembolleri ile
tamiml1 C*-cebirleri kullanilarak fonksiyonel analiz ve operator teorinin ¢esitli konu-
larina (istatistiksel yakinsaklik, invaryant altuzaylar, sifir Toeplitz ¢carpimi, genellesti-
rilmis 6zdeger, genellestirilmis 0zvektor ve Riccati operatdr denklemler) uygulamalart

incelenmistir.
4.1. Istatistiksel Yakinsakhk ve C*-Operator Cebirler

Bu alt kisstmda Hardy uzayi iizerinde C*-operator cebiri olan genellestirilmis Engli$
cebirin istatistiksel radyal yakinsaklik notasyonu tanimlanmis ve onun bazi 6zellikleri

calisilmasgtir.
4.1.1. Berezin sembollerinin baz ozellikleri
Bu boliimde Berezin sembolleri ile ilgili bazi sonuclar ispatlanmustir.

Yaklagim bélgeleri: 0 < oo < 1 igin, D(0; ) :={z € C: |z| < a} birim diski ve z =1
den D(0; ¢) nin noktalarina kadar olan dogru parcalari ile Q4 yi tanimlayalim (Rudin,
1974; sayfa 240-241). Diger bir deyisle, Q, kiimesi D(0; @) yi iceren en kiigiik
konveks acik kiimedir ve onun sinirinda 1 noktasina sahiptir. z = 1 yakininda, Qq, D
yaricapiyla ikiye boliinmiis ve 1 de son bulan, o = sin 6 olmak iizere 26 agik araliginda
bir acidir. Q ile 1 degerine yaklasan egriler T ye teget olamaz. Bundan dolay1 Q
ya 1 tepe noktasiyla, tegetsel olmayan yaklasim bolgesi olarak adlandirilir. o arttikca
Qg bolgeleri genisler. Birlesimi D, kesigimleri [0, 1) yaricapidir. Q¢ nin dondiiriilmiis

ornekleri e” tepe noktasinda e Q,, ile tanimlanur.

Istatistiksel tegetsel olmayan ve radyal limitler: Eger; her a < 1 ve ¢ degerine

istatistiksel yakinsak olan her {z;} dizisi i¢in

St — limF(zj) =A

jee
ve ¢/9Q icinde ise D de taniml bir F fonksiyonuna ¢’® € T de A istatistiksel tegetsel
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olmayan limite sahiptir denir. Eger; F, D iizerinde bir fonksiyon ve f de T de bir
fonksiyon ise o zaman F fonksiyonu f degerine radyal olarak istatistiksel yakinsak
denir ve hemen hemen her 8 € [0,27) igin (z,) — ¢/ istatistiksel radyal (yani eger,

st-lim,, e |2,| €0 = €/9) ise,
st —limF (z,) = f (eit)
yazilir.

Operatorlerin berezin sembollerinin bazi 6zellikleri: Herhangi iki ¢,y € L= (T)
fonksiyonu i¢in, [Tq,, Tl,,) := Tpy — TpTy tammlayalim. Bu ifadeye onlarin yar1 komii-

tatorleri denir.

Teorem 4.1. ¢ € L= (T) i¢in HH(PZ;L H — 0 radyal olarak istatistikseldir. Sonug olarak,

herhangi @,y € L™ (T) i¢in [Ty, Ty)~ (1) — O radyal olarak istatistiksel yakinsaknr.

Ispat. Englis (1995) in makalesindeki metodu uygulamak i¢in y := P_¢ olsun. %l =

e H* oldugunu dikkate alarak,
k21l 2

~

Holy = P- (ks ) = P- ((Pr@)ky ) +P-(vks) = P-(vky) = Hyky
yazabiliriz ve bunun sonucu olarak,

~ 12 —~ 112 ~ 112
Jeofa | = || = k|

g o~ ~ 12 3 ~ 2
= (DPEad) = | 1ka|| = 1> ) = | 1
olur. Boylece, herhangi € D ve y bir analitik fonksiyonun sinir degeri oldugu igin
(Tika, kg ) = (ka,vkg) =V (A) (koo kp)
elde edilir. Boylece, T(p%l = )7(/1)%1 ve
~12 o
| Hok | =y (1) 5(2)

dir. Fatou teoreminden, ( |y|2) T ve 9] her ikisi de radyal olarak |y|* degerine yakin-
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saktir. Buradan istatistiksel radyal olarak |y|? degerine yakinsamasi anlammna gelir. Bu
sebeple onlarin farki istatistiksel olarak sifira yaklasir ve asagidaki sonug elde edilir.

[T(P, Tl,,) = H%HW oldugu gozlemlenir ve boylece
([T, Ty) ™ (M) = [(Hiyka o )| = | (Hs Hgha )|
< [k ik | =0
radyal olarak istatistiksel yakinsak olur. Boylece, teoremin ispati tamamlanr. 0

T deki kapali idealler, tim [Ty, Ty ) , @, y € L™ (T) yar1 komiitatorler tarafindan iiretilen

yar1 komiitator idealdir.
Asagidaki teorem, Teorem 4.1 i giiglendiren bir sonuctur.

Teorem 4.2. Eger T € B (H 2) T nin yart komiitator idealine ait ise o zaman T — 0

radyal olarak istatistiksel yakinsaktur.

Ispat.

formu Toeplitz operatdrlerinin lineer kombinasyonlarit oldugundan yar1 komiitator
idealin yogun bir altkiimesini olusturur. Bu ise, T nin (4.1) formuna sahip oldugu

zaman iddiay1 ispatlamak icin yeterlidir. Boylece, (bknz, (Engli§, 1995))

1. [Tm Tb) = TcTab - TcTaTb
= (TcTab - Tcab) + (Tcab - TcaTb) + (TcaTb - TcTaTb)

= — [T, Tp) + [Tea: Tp) + [T, Ta) Ty
elde edilir. 7 nin
T = [Ty, Ty) A= HyHyA, A€ T, ¢,y € L (T)
formunda oldugunu kabul edelim. Simdi [T(p, Tl,,) = H%H y kullanarak,

0] = i) = i )
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- ‘<HWA%;L,H¢%;L>‘
< HHWA” HH%,L H (Cauchy-Schwarz esitsizligi)

elde edilir ve HHaic\,l H — O radyal olarak istatistiksel yakinsadigini diisiinerek (Teorem

4.1ten), T —0 radyal olarak istatistiksel yakinsaklig1 elde edilir. U

Simdi Engli§’in sonucunu gelistirerek daha genel bir teorem ispatlanacaktir. (Bknz

Douglas, 1972; Teorem 2) Bu da kolay bir sonug olarak Douglas teoremi’ni ifade eder.

Teorem 4.3. Herhangi bir T deki T i¢cin, T — @, bazi ¢ € L (T) fonksiyonu icin

radyal olarak istatistiksel yakinsaktur.
c:T—=L"(T), T—¢g

doniisiimii bir C*-cebir morfizmidir, onun ¢ekirdegi tam olarak T nin komiitator idealidir,
ve herhangi Ty Toeplitz operatorii igin 6 (TW) = y dir. Boylece o, Teorem 3.14 deki

sembol doniisiim ile ¢cakisir.

Ispat. J, T de yar1 komiitator ideal olsun. (Berger ve Coburn, 1987) deki, A,T;,B —
AT,B = —A|[T,,T},) B tekrarlayan 6zdeslik uygulamalariyla, herhangi @1, ¢, ..., @, €

T=Ty+S, ¢ cL”(T),SeJ, (4.2)

formundaki operatorlerin lineer kombinasyonlarini ele alarak 7 de bir istatistiksel
yogun altkiime olusur. f(p = ¢ ve Teorem 4.2 igin, T — ¢ radyal olarak istatistiksel

yakinsaktir, ve boylece ||@]|., < HfH <||T|| elde edilir.
0:Ty+S— ¢

dontigtimii iyi tanimlidir ve 7 nin tamaminda siirekli olarak genisler. Toeplitz operator-

lerin bir istatistiksel limiti yine bir Toeplitz operator oldugundan 6zel durumda 7 *deki
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her operator (4.2) formuna sahiptir. Gergekte, eger baz1 X € B (H 2) icin,
st —1im || Ty, — X || =0

ise 0 zaman Sonu¢ 3.16 dan (”Ttpn —XH)n>1 dizisi limy HT‘Pnk —XH = 0 olacak
sekilde ( H Ty, —X ‘ ‘ > ) bir altdizisine sahiptir. Bu ise X in bir Toeplitz operatorii ve J

nin ise istatistiksel kapali oldugu anlamina gelir. [

Bu doniisiim agikca lineerdir, birlesmeyi korur ve Teorem 4.2 sayesinde iistelik ¢arpim-
saldir. Onun ¢ekirdeginin tam olarak 7 nin J yari komiitator ideali oldugu agik-
tir. Simdi geriye sadece J ile G komiitator idealin cakistigini gostermek kaldi.
[T(P,Tl,,} = [TV,,T(p) — [T(p,TV,) oldugundan, G C J kapsamasi 6zdestir. Ters kapsama

J C G, (Englis, 1995) de ispatlanmig olup teoremin ispati tamamlanmusgtir.
Sonug 4.4. Eger A € T ise o zaman [A*,A]™ — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsaktur.
4.1.2. Genellestirilmis EngliS cebirleri ve Toeplitz hesaplarina genisletilmesi

Bu kisimda operatorlerin genellestirilmis Engli§ cebiri kavrami verilmis, bazi 6zellikleri

incelenmis ve Teorem 4.3 icin 7 yi iceren Englis cebirleri ailesi gosterilmistir.
Simdi ilk olarak genellestirilmis Engli§ cebirini tanimlayalim:

&= {H eB (Hz) : HH/IE/I H ve HH*E,IH — 0 radyal olarak istatistiksel yakmsak} .
Diger bir deyisle, her 0 € [0,27) \ E i¢in

st — lim HHk
r /1

=0

re?

dir. Burada E kiimesi sifir Lebesgue Ol¢iimiiniin (H’ye bagh) bir kiimesidir. Durum
H* i¢in de benzerdir. Klasik radyal limitler olmas1 durumunda; bu cebir, klasik Engli§

cebiridir (Englis§, 1995).

Asagidaki teoremde £ cebirinin bazi 6nemli 6zellikleri verilmistir.
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Teorem 4.5. (a) &, bir C*-cebiridir,
(b) Eger Ty € € ise o zaman ¢ = 0 dur,
() o,y € L™(T) icin [Ty, Ty) €€,

(d) &, "Toeplitz operatirlere gore bir idealdir”, yani, H € £ ve ¢ € L™(T) ifadesi
HTy,ToH € £ anlamina gelir.

Ispat. (a) A,B € £ = AB € £ gosterimi haricinde hersey 6zdestir. Fakat, 0 < HABZ)L H <
Al ‘Bﬂ H — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsaktir ve B*A* i¢in benzerdir.

(b) ’ T(pa H — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsak ifadesinden,
o] = () < |

radyal olarak istatistiksel yakinsak olmasi elde edilir ve boylece ﬁp(l) — 0 radyal
olarak istatistiksel yakinsaktir. Fakat, fq, — ¢ radyal olarak istatistiksel yakinsak olup,
¢ = 0 oldugu bilinmektedir.
(¢) Bunun ispat1 Teorem 4.1 ve [Ty, Tyy) = HZH)y esitliginden elde edilir.
(d)

0 < || 7oty | < |7 | | #1Ri | — 0

radyal olarak istatistiksel yakinsaktir ve TgH *E;L icin benzer olarak elde edilir. Bu

sebeple H T(p%/l icin ilgili iddialar asagidaki durumlarda mevcuttur. [

Onerme 4.6. ¢ € L™(T) olsun D deki Poisson formiilii ve onun harmonik genislemesi
© ile tammlansin. O zaman TJA - (/l)%;t — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsaktir,

yani, hemen hemen hert € [0,27) icin

~

. ~ ~, 0
st~ lim |7k o = @)K, | =0

rei®

olur.
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Bu 6nermenin ispat1 (Douglas, 1972) deki Teorem 6 dan ve Sonug 1 den elde edilir.
Ar:={Tp+H:9ecL”(T), HeE}

tanimlayalim. Douglas teoreminin genellestirilmesi olan asagidaki teorem (Engli§,
1995) deki Teorem 7 nin ispat metodunu ve Sonuc 1 kullanilarak ispatlanabilir ve bu

sebeple 6nermenin ispat1 verilmemistir.
Teorem 4.7. (i) A, bir C*-cebiridir.
(ii) Herhangi T € A igin
T —s 04 (T) € L™(T) radyal olarak istatistiksel yakinsak
olan T (L) nin 6y (T) seklinde tamimlanan bir istatistiksel radyal limiti mevcuttur.

(iii) oy : Ay — L*(T) herhangi ¢ € L*(T) icin Ty den @ igine doniisiimii olan L*(T)

iizerinde Ay /€ nin bir C*-izomorfizmasina indirgenir.

Asagidaki sonug¢ Teorem 4.7 nin 7 siifinin karakterizasyonu icin kullanilabildigini

gosterir.

Onerme 4.8. A € B (H 2) bir operator olsun. Eger A € T ise o zaman
(@) A istatistiksel radyal limite sahiptir: A—s ¢ bazt ¢ € L*(T) i¢in radyal olarak
istatistiksel yakinsaktir ve

(i) |4k, ~ (A )k,

ve A*/k\;L - (p(l)/k\,l H — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. A€ T C A, olsun. Baz1 ¢ € L*(T) ve H € € i¢in A = Ty + H oldugu agikur.
Boylece A— ¢ radyal olarak istatistiksel yakinsaktir. Bu (1) ifadesini ispatlar ve

HA@L — T(p%;t H = HH@A H — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsaktir.

|4k -3k | < [[aks - Toka | + | ok — (A )R |

< HH&H n HT(,,E;L —6(1)&“ 50

radyal olarak istatistiksel yakinsak oldugundan ve Onerme 4.6 dan
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|4k~ 5k,

— 0 radyal olarak istatistiksel yakinsaklia denktir.  Ben-

zer sekilde,

A*E;L —@(/I)EAH — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsak oldugu

ispatlanabilir. Bu da (ii) nin ispatin1 tamamlamaktadir. [

Asagidaki kisimda istatistiksel Banach limitleri ile EngliS (Engli§, 1995) deki bazi
sonuglar1 genisletilerek verilmistir. Onlarin ispatlart (Englis, 1995) makalesinin benzer

sonuglarinin hafif bir modifikasyonu olup ispat verilmemistir.

(Engli8, 1995) i kullanarak BC[0,1) ise [0, 1) yar1 agik aralig1 iizerinde tiim sinirh
stirekli fonksiyonlarin C*-cebiri oldugunu hatirlayabiliriz. BC[0,1) ~ C (M) Gelfand

teorisi olarak bilinir. Burada M, BC [0, 1) nin maksimal ideal uzayidur.

M ise 1 noktasi iizerinde M; tanimlayan belli fiber eklenmis [0, 1) in bir homeomorfik
kopyasini icerir. Her bir ¢carpimsal lineer fonksiyonel Lim € M, bir Banach limit olarak

adlandirilacaktir. f € L* (D) ve ¢ € L™(T) igin sifir 6l¢iimlii bir kiime haricinde her

0 € [0,27) icin
Lim (r L f (rei9>) =@ <ei9>

oldugu zaman f fonksiyonu ¢ degerine Lim e gore radyal olarak istatistiksel yakinsaktir

denir ve f Lim ¢ olarak yazilir.
E—Lim = {HSB (H?) HH& H ve HH I, H L ) radyal olarak istatistiksel}

oldugunu tanimlayalim. £ ve &, yer degistirdiginde Teorem 4.5 deki tiim iddialar
etki altinda kalir. Boylece Teorem 4.7 ve Onerme 4.8 nin asagidaki benzerleri elde

edilir.
Teorem 4.9. Ay _1jm := {Tp+H: ¢ € L°(T),H € Ey—pim } olsun. O zaman
(i) Ag—Lim, bir C*-cebiridir;

(ii) T ﬂ ¢ radyal olarak istatistiksel olacak sekilde her T € Ag_Lim icin en az bir

¢ € L=(T) mevcuttur;
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(iii) T — @ doniisiimii As—pim/Est—Lim den L= (T) iizerine bir C* morfizmasidir. Bu

doniigiim Ty den @ iizerinedir.

Onerme 4.10. A, H? de bir operator olsun. A € Ag_im olmasi icin gerekli ve yeterli
kosul

(i) A Lim ¢ radyal olarak istatistiksel yakinsak olacak sekilde ¢ € L*(T) mevcut
olmasidir.

(i) “A%A—é(l)/lgl” Lm g radyal  olarak istatistiksel — yakinsak  ve

Sonug olarak daha genel bir Englis cebiri ((Englis, 1995) tarafindan tanimlanan klasik

A*/lg,l — (A )/IEA H Lm0 radyal olarak istatistiksel yakinsak olmasidur.

radyal limitler durumunda) tanimlanmustir ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Ay 1= {TGB(HZ) : HTEluz_KTa’%W ve 4.3)

~ |12 o~ G 2
H Tk, H — ’ <Tk;L , k,1> ) — 0 radyal olarak istatistiksel yaklnsaktlr}

~ 12 ~ 2
olarak tanimlansin. Diger bir degisle, || Tk, H - ’ T(A) ‘ — O radyal olarak istatistiksel

yakinsaktir ve 7* i¢in durum benzerdir. (Englis, 1995) nin ¢aligmas1 dikkate alinirsa,
eger T/IQ;L,
T/lgl = C;JC\;L +d,, c) €C, d;LJ_/k\;L “4.4)

~ ~ o~ —~ 112
gibi aynistirlldiginda, T (1) = <Tkl,k;t> =c) ve HTk;LH = |ea|? + ||da|]* olur.
Boylece (4.3) deki ilk durumdan
dj — O radyal olarak istatistiksel yakinsaktir 4.5)

elde edilir.

Onerme 4.11. Ay bir C*-cebiridir.

Ispat. Aslinda, (4.4) ve (4.5) den Ay, lineerdir ve (4.3) ten self-adjoint ve istatistiksel
kapali normdur. Eger T,T’ € Ay ve Tk, = cky +dy, T’k = c'ky, +d} , (4.4) aynigim
ise 0 zaman

TT//];;L = Tdi +C/AC7L/k\l +C/)Ld/l
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dir. TT'k;, = C/;/fl +dy, TT' igin (4.4) ayrisimi1 mevcut olsun. O zaman
(cilc;L —c; )k = (d}[ - c&dl) — del (4.6)

olur. dj L @ ved; L a oldugundan, 75,1 ile her iki tarafin i¢ carpimi alinarak

cl/lc,l —cl/ll‘ = ‘<Tdﬁ,>zk‘

<||IT| ||a,’}L H — radyal olarak istatistiksel yakinsak ((4.5) ten)  (4.7)
olur. Simdi (4.6) da yerine yazilirsa

dy — (chdy +Tdj) — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsak

oldugu goriiliir. Simdi; C/)L‘ < ||T'|| olup (4.5) den ve T ve T’ nin simirhligindan,

¢ dy + Td; — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsak

oldugu elde edilir. Sonug olarak, dﬁ{ — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsaktir. 7/*T*
i¢in benzer bir argiimanla TT' € A, oldugu kolayca ispatlanabilir. Yani, Ay ¢arpimsal-

lik altinda kapalidir. Buradan A nin bir C*- cebiri oldugu bulunur. 0

Onerme 4.12. ¢ € L™ (T) igin Ty € Ay dir.

Ispat. Onerme 4.6 ve T, = ¢ den direkt olarak elde edilir. O

Onerme 4.13. Eger H € & ise 0 zaman H € Ay olur.

Ispat. HH%I H — 0 radyal olarak istatistiksel yakinsak olmasindan HEI,;,1> —0

radyal olarak istatistiksel yakinsak oldugu sonucu elde edilir (¢iinkii <H2,1,;,1 >‘ <

~ ~ 112 ~ o~
HHk;L H dir.). Buradan HHk;L H — ‘<Hkl,kl>‘ — 0 ifadesi de radyal olarak istatistiksel

yakinsak olur. H* i¢in de durum benzer olup £ C Ay, dir. [
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4.2. Uretici Cekirdekler, Engli§ Cebirleri ve Baz1 Uygulamalar
4.2.1. Englis cebirleri ve onlarm bazi Ozellikleri

Bu kisimda, iiretici ¢cekirdekler yardimiyla tanimli bazi operator cebirleri tartisiimis
ve onlarin bazi 6zellikleri ¢alisilmistir. Bu cebirler (Engli§, 1995) de Englis tarafindan
incelenmistir. (Engli§, 1995) takip edilerek 7~ cebiri H> Hardy uzayindaki Toeplitz
operatorlerinin

{Tq; RO Lw(T)}

kiimesi ile genellestirilmis C*-cebiri olsun. Asagidaki sonu¢ Douglas tarafindan ver-

ilmistir (Douglas, 1973).

Teorem 4.14. Her ® € L™(T) i¢cin 0(To) = © kosulunu gercekleyen ¢ : T —L*(T)
bir C*-homomorfizmi vardir. & nin ¢ekirdegi T nin komiitator ideali ile cakisiy, yani, T
deki ideal

[R,S|=RS—SR,R,SeT

tiim komiitatorleri tarafindan olusturulur. & ¢ogu zaman sembol doniigiim olarak

adlandirilir (Douglas, 1973).

Engli§, Douglas teoremine benzer sonuglar ispatlamak icin alternatif metod vermistir
(Engli§, 1995). Bir T operatoriiniin sembolii 7 nin 7' Berezin semboliiniin tegetsel
olmayan siur degeri olarak elde edilmistir. (Engli§, 1995) de gosterildigi gibi, bu metod
ayn1 zamanda Toeplitz cebirinden daha biiyiik operator cebirleri i¢in ¢aligilmigtir. Ayni
teknik I de analitik fonksiyonlar1 iceren L?(ID) nin kapali altuzay1 olan L2 = L2(ID)

Bergman uzayi i¢in de uygulanabilirdir.

Bu kisimda iiretici ¢ekirdekler ve Berezin sembol tekniklerinin diger uygulamalari
verilmigtir; 6zel durumda Engli§ cebirlerinin uygulamalarin1 ve diger 6zelliklerini
inceleyecegiz. Sonuglarimizi ifade etmeden Once, bazi gerekli tanimlar1 ve notasyonlari

verelim.

Eger f fonksiyonu DD acik birim yuvarda bir sinirh siirekli fonksiyon ise dl¢timii sifir
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olan kiime haricinde her ¢ € [0,27) i¢in

lim f(re") =0

r—1-

ise o zaman f — 0 radyal olarak yakinsak oldugunu hatirlayalim.

Uretici gekirdekli Hilbert uzay1 H = H () de asagidaki Engli3 cebirlerini tanimlayalim.
(Englig, 1995) de Engli§ tarafindan incelenmis ve # = H? (D) ve H = L2 (D) duru-

munda bu cebirler radyal, tegetsel olmayan ve diizgiin limitler olarak tanimlanmustir:

Fy = {T € B(H): A — dQiken HT%“LH ve HT*%'MH _>0};
Ay ={To+T: P L”(T),T € Fyp};

~ 2 ~ 2 —~ 2 ~ 2
Ay = {TGB(H):A%&Qiken HTkMH —\T(A)‘ ve HT*/«,MH —‘T(A)‘ —>0}.

Burada @H 2" ifadesi H (Q) uzayinin normallestirilmis tiretici ¢ekirdegidir

||kaH
ve

~ 2 ~ 2
A = {TGB(’H):HTkH’,IH —’T(?L)‘ —>0/1—>agiken}

dir. Engli§ (Englis, 1995) de Ay> nin bir C*-cebiri oldugunu ispatlamigtir. Ayni
zamanda Engli§ (Englis, 1995) in (ayn1 zamanda (Karaev, 2008)) asagidaki sonucundan
herhangi bir ® € L*(T) i¢in Tp € Ay oldugunu verebiliriz.

Yardime Teorem 4.15. & € L=(T) ve @ ile D icine onun harmonik genislemesi (Pois-
son Formiilii) olsun. O zaman radyal olarak Tq)/k\H27 L — (A )%H; 2 — 0, yani, hemen

hemen hert € [0,27) icin,

qJ(re )kHZ re” =0

Jreft

11m ‘ ’ Tq;kHz

dir.

0 bir i¢ fonksiyon ve ¢ € L= (T) olsun. Ae koreltilmis Toeplitz operatirii A? of =
PoTy|Kg formiilii ile
Ko := H’O@0H*

model uzayinda tammhdir. Burada, Py : H> — Kg bir ortogonal projeksiyon ve Ty :
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H? — H? de @ sembollii Toeplitz operatiriidiir.

H = H*> (D), H = L2 (D) ve H = K durumunda Engli§ cebirlerine karsilik gelen
tanimdaki limitler iistte bahsedildigi gibi radyal veya tegetsel olmayan olacak sekilde
kabul edilecektir.

Boylece gelecek sonug,
0 20)1* _ |7\
Ak, = {T € B(Kp) : HTkAH - ’T(?L)‘ — 0 radyal yakmsaktlr}
Engli§ cebirinde koreltilmis Toeplitz operatoriiniin tiyeligini ispatlayacaktir.

Teorem 4.16. Ag operatorii Kg uzayinda bir koreltilmis Toeplitz operator olsun. O

halde Ag € A(I)(e olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

1 ~ |2 2
iy ool e -
ALIBD1_|9(,1)|2[ ¢(1-6(2)6)"A PO—0(A)" A
radyal

_2Re (Avg () ((p’l y (A)B‘Z)N(A)+ (1-16()P) ‘Afg (A)ﬂ —0
olmasidir.

Ispat. 11k olarak Kj iiretici cekidekli Hilbert uzayinin normallestirilmis iiretici ¢ekirdegi

R a2 \2y a7

dir ve bu sebeple Ag operatoriiniin Berezin sembolii,
A§(A) = (AGREKE), A €D
olur. Ag’,/l;ff —Agic\g 1L Ag/lgg oldugundan,

~ —~ ~a 112 112 —~ 2
HAgkg_Ag(x)kgH :HAgk;’H —’A(‘,’,(/'L) ,AeD

olur. Boylece; Af,’, € A(1)<9 olmast igin gerekli ve yeterli kosul radyal olarak A — dD iken
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HA(%/IEQ —A§ (/I)Zg H — 0 olmasidir. Bu sebeple,

Ag/lgg —A§ (l)?c\f{ H nun sinirdaki
davramigini inceleyecegiz. Gergekten; Py = I — Ty Ty oldugundan,
070 10 1170 |*
|agke a8 ()& |
~ —~ —~n 112
— |[PoTokg —A§ (V)R
20 1011720
— || (1= 7o75) TokE — A5 (A)ES |
= <T(,,k§f — ToT5Tpky —AG (A)KS, Tokl — Ty T4Tpkl — AS (A)%§>
~a |12 ~ ~ — ~n o~
— | Tokg||” (TS T TyTok] ) — AG (1) (Tokg RS ) —
70 70 70 2
— (T Tk, Tokg ) + | To Ty TS|~
A0 70 1 70 NG
—AY(A) <kl,T¢kl>+ ‘A(,,(z)‘
~n 112 e P~ ~a |12
= |7k || — 2Re [43 (1) {Tphl 1 )] — 2 752 |+

2 12
+’T9T§<p’%H +]A$<l>)

= e ~2me 5 ) (o )] = [+ b
= g Ieo-smo -

~2Re [0 Ty o) | ear
Y e

olup her A € D igin,

1

12 2
ok [HT‘P(IWG)"AH ‘HTwm"lH -

-~ 2
070 )
agke —ag 7| = o
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dir. Bu da, Ag nin .A%e Engli§ cebirinde olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun

1 ~ |12 2
i e - s -
Airgm1_|9(g)|2l ¢(1-6(2)6)"A 96—0(1)"2
radyal

~ — 2\~ —~ 2
2
“2Re (Ag (A)) ((p‘l 9 (A)e‘ ) () + (1 —16(1)] ) ‘Af,’) (),)’ } —0
oldugunu gosterir. Bu ise ispati tamamlar. 0

AL(% cebiri;
5 ~ 2 i~ 2

Ap = {T € B(L;) : HTkL“H — ‘T(ﬂ,)‘ — O radyal ve T i¢in benzer}
ile B(L2) (Engli§, 1995) deki operatorlerin C*-cebirini tanimlasin.
Engli§ cebirlerinin temel 6zellikleri (Englis, 1995) de asagidaki 6nermede verilmistir.
Onerme 4.17. (i) Fy, bir C*-cebiridir.
(ii) Eger Tp € Fp ise & =0 dir.
(iii) Ay bir C*-cebiridir.

(iv) Herhangi bir T € Ay icin A — 91D iken radyal olarak T(A) — o(T) olacak sekilde

o(T) € L*(T) mevcuttur.

(v)® € L=(T) igin Ty € Agp dir.
(vi) Ay bir C*-cebiridir.

(vii) Ag_[ bir cebirdir.

Onerme 4.18. T < B(L2) olsun. O zaman; T € .AL% olmasu icin gerekli ve yeterli kosul
A — 9D iken radyal olarak ’ (T - T(?L)I) /IEL(%JL H2 — 0 ve (T* - ﬂ(?t)l) ng,A H2 —

0 olmasidrr.
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Ispat.

~ 2 ~ -~ 2 o~ 2
|78, = [Tz = Th a7 )
ve
~ — o~ 2 ~ 2~ 2
|7 R =T |, = [ Ea |, 7
oldugundan istenen sonug elde edilmistir. [

4.2.2. Englis cebirlerinde Riccati operator denkleminin céziilebilirligi

Bu kisimda, baz1 Q kiimeleri iizerinde bir 7 () iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayinda

operatorlerin A3, Engli§ cebiri tizerinde
XAX+XB—-CX—-D=0 (4.8)

Riccati operator denkleminin ¢oziilebilirligi incelenmistir. Tam olarak sdylemek
gerekirse, Berezin sembolii yardimiyla (4.8) in ¢oziilebilirligi i¢in gerekli kosul is-
patlanmistir. Eger .44 nin uygun bir altkiimesi iizerinde (4.8) ¢6ziilebilir ise, 0 zaman
(4.8) in ¢oziimii tektir ve A ve D katsay1 operatorlerinin Berezin sembolleri yardimiyla

temsil edilebilir oldugu verilmistir.

Sonuglarimiz ifade etmek i¢in herhangi bir A € B(#) icin meveut ve A (€) € L= (9Q)
olacak sekilde

AE) =l A

tanimlayalim. Ayni zamanda,
A3, = {A € Ay AP L(9Q) da ve A y1 tek tiirlii belirler}
kiimesini tanimlayalim.

Bu kismin temel sonucu Karaev’in (Karaev, 2008) makalesindeki Teorem 2.1 i temelde

genellestirmektir.

Teorem 4.19. H = H(Q) bir Q kiimesinde iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay ve dQ ii-
zerinde hemen hemen her yerde AY”,BY ,C? Db e L>(0Q), B e Ag—l ve BYY £ CbY
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ile A,B,C,D € B(H) olsun. Eger (4.8) denklemi A}, iizerinde ¢oziilebilir, yani, (4.8)

denklemini saglayan T € AY, mevcut ise

(a) Eger AY =0 ise, (=eRC € L*(dQ);

BC)

(b) Eger 0Q iizerinde hemen hemen her yerde eger A # 0 ise ((B—C)~")* +
4AP"DY = 0 dur:

Ispat.
TAT+TB—CT—-D=0

olacak sekilde T € Aj, mevcut olduunu kabul edelim. Burada; A, B,C, D operatorleri

teoremin hipotezlerini saglasin. O zaman her A € Q i¢in,

0= <(TAT+ TB—CT —D)%H,,I,E%O
<TATkH 7ok A> + <TB%H,A}7-L,A> -

<CTk7-l 2ok x> - <Dkﬂ,/x,k%.,/1>

Bky, j — B(A)kyy 2, Ty, l> +B(A)T(A)—

Tk s~ 7M1, C g ) — CA)T(A) ~ D(R)

- {Z(A) (T(/x))2+ (E’(z) —5(/1)) T(1) —5(/1)} +

+ (AT 1, TRy = T (AW ) + T (Tl g = TNk, AKpg ) +

+ <qu“ —B(A)ky . T*kH7A>

olup, T € Ay ve B € .A% oldugundan;



< AT | T =T |, + T IAI | Togp = T (M|

HUMM@J—QM%MRJMLX%QQRW

elde edilir. Buradan hemen hemen her £ € dQ igin

@) (1) + B0y (T (&) -D7(8) =0 (4.9)

olur.
(a) Eger; dQ iizerinde hemen hemen her yerde AbY (&) =0 ise, o zaman (4.9) denklemi

lN)bv

Tbv _
B-C)"

by

tek ¢Oziimiine sahiptir ve 7% € L*(9Q) oldugundan (B_IN)W € L*(dQ) dir.
(b) Eger dQ iizerinde hemen hemen her yerde A? (£) # 0 ise, 0 zaman T?" ifadesi T
operatoriinii tek olarak belirlediginden (4.9) kuadratik denklemi sadece tek ¢oziime

sahiptir. Bunun anlama,
((B—C)™")? +4A" DY =0
dir. O

Teorem 4.19 nin ispatindan, eger (4.8) Riccati denklemi A4, lizerinde ¢oziilebilir ve

T € A}, bir ¢bziim ise, 0 zaman T ¢dziimil tektir ve

nbv o ~

(C=B)™ , eger dQ de hemen hemen her yerde Abv #0

ngv

dir.

Belli operator siniflarinda Riccati operatdr denkleminin ¢oziilebilirligi operator teorinin
ve onun uygulamalarmin nemli bir problemidir. Ornegin, sabit A € B(H) igin (4.8)
in bir 6zdes olmayan ¢6ziimiiniin varhgi, P € B(H) tiim ortogonal projektéorlerinin Py
kiimesi tizerinde B = D = 0 ve C = A olmasi durumunda sonsuz boyutlu ayrilabilir

Hilbert uzayinda {inlii invaryant altuzay probleminin ¢oziimiine denktir. Burada 6zdes
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olmayan demek H iizerinde /g birim operatoril i¢in 0 # X # Iy demektir.
4.2.3. Sifir operator carpimlar:
Hardy uzay iizerinde sifir operator carpimlar:

Asagidaki 6nermede H? Hardy uzayinda sifir Toeplitz carpimlari igin iyi bilinen Douglas
Yardimc1 Teoremini (Douglas, 1973) veren .A;-siif operatorleri igin sifir carpimlari

incelenmistir.
Onerme 4.20. n bir tamsay: olmak iizere
(Tp, +H) ... (T, +Hy) =0

olacak sekilde, ¢,¢a,...,¢, € L*(T) ve H|,Hy,....,H, € Fy2 olsun. O zaman
192...¢0, =0 dir.

Ispat. (Tp, +H,) ... (T, + Hy) = 0 oldugundan, her A € D i¢in

0=[(Tp, +H1) .. (Tp, +Ha)]" (X)
= ((Toy +H) oo (To, + Ho) Ky 1 ) (4.10)
dir. Xo,,0,,....0,

Hy,H>,..H,

T(P17"'7T(Pn7H1’H27 "'7H71

operatorlerinin carpimlarinin bir toplam1 olmak {izere

(To, +H1) ... (T, + Hn) = Tp, T, .. Tg, + Xo1.02,....00 + Hy ... Hy, (4.11)

Hy ,H>,..H,

oldugunu gormek kolaydir. Boyle her ¢carpim H;,H,, ..., H, nin en az birine esit bir
carpana sahip ve herhangi i € {1,2,...,n} icin H; € Fp2 oldugundan, Yardimci Teorem
4.15 den

§¢1,%,..,,¢,1(l)‘ — 0 radyal olarak,
H] aHZa"'Hn
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yani hemen hemen her ¢ € [0,27) i¢in

lim | Xo1,¢s.....00(re")| =0 (4.12)
r—1-| Hy,Hy,..H,
dir. Her A € D i¢in (4.10) ve (4.11) den
0=(Tp, .- Ty, ) (A)+§$Il,_..,¢nu)+ (H...H,) (A) (4.13)
1,..-d1p

elde edilir. Diger taraftan; her A € DD igin,

(T, -.-Tp,) (A)

= <T¢1...T¢H§H2J,EH2’A> — <T¢2...T%EH2’A,T¢1%H27;L>

= (Tps-- T (T K.~ 01 (M2 2) + 1 (M)
= <T(P2"‘T<Pn/]€H2,/l T k2 — ﬁ(ﬂt)?ﬂz,ﬁ

+9, <T(P2"‘T<Pn/]€H2,l7/l€H27/l>

=Aj++01(1) |:<T(P3"'T(PH7C\H2,A7 T%EHZ,/I _@(A)ZH2,7L> +
+0,(2) <T§03"'T<Pn7€H2,/lj€\H2,/l>}

=A1a+01(A)Ax 0+

+01(A)p2(2) {As,x ++¢3(1) <T(P4"'T(Pn/I€H2,l aZHZ,;Lﬂ
=A1 +01(A)A2 + @1 (A)P2(A)A3 5

+ GG MG ) (T Tk k1)

= A1+ 01(M)A20 + 01 (A)22(A)A35 + 01(2)92(A) 93(1)A4
F o (A P(A)3(A)...0n(A)

dir. Burada,

Ay = <T(,,k+1_,,(,,nkH27,L,T@ka —ak(x)kH2,L> k=1,..n—1
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dir. Bu sebeple, her A € D igin, (4.13) ten,

[@1(A).-@n(A)] = [A1 4 +@1(A)A2 5 + @1 (A)@2(A)A3 0 + . + QLA Q2(A)- . @u—2(A)A, 1 2

= +Xoi...0,(A) + (Hi...Hy) (1)
Hi,..H,

elde edilir.

(Hy...H,)” (L) — 0 radyal olarak yakinsak oldugundan, (4.12) ve Cauchy-Schwarz

esitsizliginden,
lim [@;(re")...@u(re")| =0
r—1-
olur ve bu sebeple hemen hemen her # € [0,27) icin @;(e”)...@, (') = 0 dur. O

Onerme 4.20 (H; =0, i = 1,2, ...,n igin) nin bir sonucu olarak asagidaki iyi bilinen

Douglas Lemmasi elde edilmistir.

Sonug 4.21. ¢y,...,¢, € L™(T) olsun. Eger Ty, ...Ty, = 0 ise 0 zaman Q1 ¢>...¢, =0
dur.

H? Hardy uzayinda, eger u veya v holomorfik ise 7,7, = T,, oldugunu hatirlatalim.
Brown ve Halmos (1964) tarafindan tersinin de dogru oldugu gosterilmistir. Yani;
eger T,T, = T,, ise, u veya v sembollerinden birisi holomorfik olmak zorundadir ve bu
durumda w = uv dir. Buradan; eger 7, T, = 0O ise, u veya v sembollerinden birisi sifir
olmak zorunda oldugu sonucuna kolayca varilabilir. Sonuglarin diger bir¢cok ilging
uygulamalar1 vardir (Brown-Halmos teoreminin tarihi ve yeni Brown-Halmos tipli

teoremler i¢in Ahern ve Cu&kovi¢ (Ahern ve Cuckovié, 2001) bakiniz).

Brown-Halmos sonucunun yeni ve daha basit ispatint veren Onerme 4.20 nin 6zel bir

durumu olarak asagida verilmistir.

Sonug 4.22. T iizerinde hemen hemen her yerde y(&) # 0 icin @,y € L*(T) olsun.

Eger; ToTy = 0 ise, o zaman Ty = 0 dur.

Bergman uzay iizerinde sifir operator carpimlari
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Axler ve Zheng (1998) de U cebiri H* tarafindan iiretilen L (D) nin C*-alt cebiri
olarak tanimlamiglardir. ¢/ cebiri D iizerinde sinirli harmonik fonksiyonlarin kiimesi ile

tretilen L™ un kapali alt cebirine esit oldugu 1yi bilinen bir gercektir ((Axler ve Zheng,

1998), Onerme 4.5).

Aym zamanda, L (D) da bir fonksiyonun onun Berezin semboliine esit olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul onun bir harmonik olmasidir ((Ahern vd., 1993); (Englis, 1994)).

P, L?(D,dA) den L2 iizerine ortogonal projeksiyon olmak iizere f € L™ (D, dA) icin f
sembollii 77 Toeplitz operatorii Trg = P (fg) ile tantmlanan L2 = L2 (D) iizerinde bir

operatordiir.

Bir f € L (D,dA) fonksiyonunun f Berezin sembolii L2 iizerinde T Toeplitz ope-

ratoriiniin Berezin sembolil olacak sekilde tanimlanir. Diger bir deyisle f:: 7? dir.

<sz,1,%,1> - <P <fz,1> ,E,1> = <f/k\;t,a> oldugundan
F)= [r@ [ o] dat)
D
formiilii elde edilir.

L (D,dm) de bir fonksiyonun harmonik genislemesi Hardy uzaylarinin teorisinde rol
oynadidi gibi L* (dD,dA) da bir fonksiyonun Berezin doniisiimii Bergman uzaylarinin

teorisinde de ayni 6nemli rolii oynar (Zhu, 1990).

Asagidaki iki sonu¢ Axler ve Zheng den elde edilir ((Axler ve Zheng, 1998); Sonug 3.4
ve Sonug 3.7).

Yardimci Teorem 4.23. Eger u € U ise o zaman u — u ifadesi T nin hemen hemen her

noktasinda tegetsel olmayan 0 limitine sahiptir.
Yardimci Teorem 4.24. Eger u € U ise o zaman

A H(Tu —u(A)Dkgz

L;
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fonksiyonu T nin hemen hemen her noktasinda tegetsel olmayan 0 limitine sahiptir.

Simdi Onerme 4.20 nin ispatinda kullanilan ayni1 argiimanlar ve Yardimc1 Teorem 4.23

ve 4.24 yi uygulayarak ispatsiz olarak asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 4.25. u;,uy,...u, € U ve Ty, i =1,2,...,n, operatorii L2(D) Bergman uzayt
lizerinde bir Toeplitz operatorii olsun. Eger T, T,,...T,, = 0 ise 0 zaman T nin hemen
hemen her noktast icin uy(&)uz(&)..un(E) = 0 dir. Burada u;(§) ifadesi Yardimct
Teorem 4.23 ile mevcut olan & € T noktasinda u nun tegetsel olmayan sur degerini

tanimlar.

Sonuc 4.26. g harmonik olmak iizere f,g € U olsun. O zaman Lg(]D) tizerinde TyT, =0

sadece bir ozdes ¢oziime sahiptir.

Ozel durumda bu sonug, asagidaki bilinen savin genellestirmesi ((Ahern ve Cuckovié,

2001); Sonug 2) ve kismi olarak ¢oziimiidiir (Ahern ve Cuckovié, 2001).

Sav 4.27. g harmonik olmak iizere f,g € L”(D) olsun. O zaman L2(D) iizerinde

T;T, = 0 sadece bir dzdes ¢bziime sahiptir.

Hardy ve Bergman uzaylar iizerinde sifir Toeplitz carpimlari hakkinda daha fazla bilgi
icin Ahern ve Cuckovit (Ahern ve Cuékovié, 2001), Aleman ve Vukotic (Aleman ve

Vukoti¢, 2009), Cuckovié (Cuékovié, 2003) ve onlarin referanslarina bakilabilir.
4.2.4. Maksimal Berezin Kiimesi
Herhangi A € B(#()) operatorii icin Wy(A) maksimal Berezin kiimesi

Wo(A) = {/l eC:A= lim A(L) ve AIL%Q“AEH7;LH = |A|l

An—0Q

olacak sekilde 3{A,} C Q}

ile tanimlanir (Giirdal vd., 2015).
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Asagida elde edilen 6nerme herhangi
@ € H* := {f € H” : porzitif 6l¢iiniin T nin bir altkiimesi iizerinde f = || f||..}

icin (Giirdal vd., 2015) deki Teorem 1 i ({ e} € WO(T¢)> anlaminda gelistirmekte-
dir.

Onerme 4.28. H? de herhangi bir Ty Toeplitz operatorii i¢in,

Wo(Tp) = {1]l..}
dir.

Ispat. Yardimci Teorem 3.13 den herhangi ¢ € L*(T) igin

- A 2 e 2
HT(PkH2,7L_T(P()L)kH2,)LH :HkaymH —Hqu(?L)H

- HTJHMHZ— [S(A), (VA €D)

dir. Radyal olarak H T(p/k\H27 A i;(l)%m? A H — 0 degerine yakinsak oldugundan (bknz

Yardimci Teorem 4.15)

li HTE H:I' B(A
|Mlglr oKE2 ) WIE{J(P( )l

olur. Bu da WO(T(p) ={||T||} = {ll®|l..} anlamina gelir. ispat tamamlanr. O

Onerme 4.28 in ispatinda ayn1 argiimanlar kullanilarak A, Engli§ cebri icin de asagi-

daki 6nerme ispatlanabilir.

Onerme 4.29. Herhangi bir T € Ay, icin Wo(T) C T ve Wo(T*) C T\r) dir. Burada

Tz merkezi O ve yarigapt T || olan bir cemberi tanmumlar.
4.2.5. Kompaktlik ve ilgili problemler

H*” (D) Banach cebirinin maksimal ideal uzay1 olan M kiimesi H* dan kompleks

sayilarin cismine ¢carpimsal lineer fonksiyonellerin kiimesi olarak tanimlandigini hatir-
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latalim (Hoffman, 1962). Zayif-yildiz topoloji ile M bir kompakt Hausdorff uzaydir.
Eger z € D ise 0 zaman z de f — f(z) nokta degeri M iizerinde bir ¢carpimsal lineer
fonksiyoneldir. Boylece M nin bir elemani olarak z yi ve M de bir altkiime olarak D
yi diisiinebiliriz. Unlii Carleson Corona Teoremi ID nin M de yogun oldugunu ifade

etmektedir (Hoffman, 1962).

A € Digin ¢y,
A—z
_1—Iz

91 (2)

ile tamimli D de bir M6bius doniisiimii olsun. Axler ve Zheng (Axler ve Zheng, 1998)
den her m € M\ D i¢in u o ¢,,, D de harmonik olacak sekilde u € U fonksiyonlarinin

kiimesini pargalar iizerinde harmonik (HOP) olarak tanimlayalim.

D iizerinde her smirli harmonik fonksiyon HOP a aittir. Aym zamanda D de siirekli

fonksiyonlarmn uzay1 olan C(ID) deki her fonksiyon HOP a aittir (Axler ve Zheng, 1998).

n

Onerme 4.30. j = 1,2,...,n icin ujeUvely;: LZ — Lﬁ olmak vizere S nin T, --- T,

Sformundaki operatorlerin bir sonlu toplami oldugunu kabul edelim.

a) Eger S €HOP ve A(S — T5)=(S—T5)Aicin A€ B (L2) ise 0 zaman A operatérii L

lizerinde bir ozdes olmayan hiperinvaryant altuzaya sahiptir.
b) Eger S €HOP ve S 9D iizerinde O limite sahip ise o zaman
S = kompakt Toeplitz operator + kompakt operator

gosterimine sahiptir.

Ispat. Onermenin ispat1 (Axler ve Zheng, 1998) deki Sonug 3.12 ve iinlii Lomonosov’un
teoreminden (Lomonosov, 2015) hemen elde edilir. Gercekten eger S €HOP ise o
zaman (Axler ve Zheng, 1998) deki Sonug 3.12 den § — T bir kompakt operatordiir ve
Lomonosov’un sonucu uygulanarak a) kismi ispatlanmis olur.

b) §, dD iizerinde sifir oldugundan, Axler-Zheng’in teoreminden (Axler ve Zheng,
1998) T§ nin L? iizerinde bir kompakt operator oldugu soylenebilir. Aym zamanda Se

HOP oldugundan S — T nin kompakt oldugunu ve S — T = K ninde istenilen § = 75+ K
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gosterimini verdigini gozlemleyebiliriz. Burada T, Lg izerinde bir kompakt Toeplitz

operatoriidiir. [

H = H(Q) uzay1 bir Q kiimesi iizerinde standart iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay olsun.

A9 ::{TGB(”H): lim (HTZMHZ—)T(mf) :o}

A—0Q

Engli§ cebirini diisiinelim. (Engli§, 1995) deki sayfa 186 daki (A1) in ispatinda oldugu
gibi AQH nin bir norm-kapali cebir oldugu kolayca ispatlanabilir. Ayn1 zamanda Ay C
Ag_[ oldugu agiktir. Burada Ay iiciincii boliimde tanimlanan bir Engli§ cebiridir. Diger

taraftan A% cebiri ‘H tizerindeki tiim kompakt operatorleri igerir.

Asagidaki teoremde AB — C operatoriiniin kompakthgini ¢alisacagiz. Burada; A, B,C

operatorleri .Ag{ ye ait ve H iizerindeki kompakt olmayan operatorlerdir.

Teorem 4.31. A,B,C € Agt olsun. O zaman AB — C nin ‘H iizerinde bir kompakt

operator olmast icin gerekli ve yeterli kosul tiim H iizerindeki tiniter U operatorleri igin

lim [<UEH7A U (M (AB—C)' Uk )+ T )| BB —E(a)) | =0
olmasidr.

Ispat. Yardimci1 Teorem 3.8 i uygulayacagiz. U : H — H iiniter bir operator olsun.

U~'(AB —C)U nin Berezin semboliinii hesaplayalim:

(U '(aB-C)U)” (1)

— (ABURKy 5, Uk 1) — (CURn 2, Uk 1)

- <AB (U%m —17(/1)%%) ,UZW)> YO <ABEH7,1,U%H7;L>

- <C (U%H,x - 17(/1)%%,1) >U%H,A> ~U(2) <CEH,/1,UEH.,/1>

- <AB (UEM - 17(/1)@,{7,1) ,UEW> +UR) <A (BEM —E()L)%M) ,UZW>
+UW)BA) (A 2, Uk ) — (€ (Ukgyp = 0 (Vg ) Uk )

— T (Chnp = CAYkyg 1, Uk ) — U (A)CA) (g 2, Uk 1)

~ -~

= (AB(Ukn 2~ U (M)kyy), Uk ) +
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+0(2) (A(Bln2 — By ), Uk ) +

+T()B) (Al 2 — ARV 0, Uk )+
+UMBIAR) (g 2, Uk 1 )

—(CWhy = T (A1), U 1)

— T Chp ~ CAYkyg ., Ul 1)

= TMCR) (ke Ukaea )

— (4B (Ukya = U(AVkn) \Ukaya )+

+U() (A (Bl — Bk ) Uk )+

+U)BA) (A g — Ay, Uk ) +

+[) “AQB) ~ (C (ki ~ UMk ) Ukrgs )~

- ~ w o ~ 2~
= T(2) (Cha 1.~ CAVn 0, Uk )~ |0(2)| €(A)
dir. Boylece H iizerinde herhangi iiniter U operatorii ve herhangi A € Q i¢in

(U1 (AB—C)U)™ (A) = (Ukn.2 — U(A)kyy 1, (AB—C)" Uk ) +

~ 2~ ~ ~
+]U(;L)( AB(A)-C)|

+U(A) <A (B?{\H,l _§<A)7€\H,A) 7U;7-I,,/l> +
+U(L)B(A) <Azy,x — Ay 2, U/IEH,)L> -

U2 <CEM —G(A)EH’,I,UEH_‘O (4.14)
olur. Teoremin hipotezlerinden,
HU/k\H,/I - ﬁ(A)EMH <2
esitsizliginden ve Cauchy- Schwarz esitsizligini kullanarak (4.14) den

Jim (U ' (AB-C)U)” (L) =0

45



olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun

(A(A)B(2) =C(1))| =0

lim KU%M —17(/1)?%71,(AB—C)*U?H71>+‘17(&)’2 A(MB

oldugunu ¢ikarabiliriz. U keyfi oldugundan ve Yardimci Teorem 3.8 den teoremin ispati

tamamlanir. O
Sonuc 4.32. Eger AB — C kompakt ise o zaman

lim <X(7L)§(/l) —é(z)) =0

dir.

4.2.6. Asimptotik carpimsallik ve Bergman uzayindaki yari-komiitatorlerin kom-

pakth@

Ik olarak nz-limy _,ypa(A) limitinin a(A) nin tegetsel olmayan limiti tanimlanacak-
tir. Berezin doniigtimiiniin harmonik fonksiyonlarin uzaymda ¢carpimsal olmadig iyi
bilinmektedir. Bununla birlikte u, v fonksiyonlarinin baz ciftleri i¢cin A — JD iken
uv(A) —u(A)v(A) — 0 dir. Axler ve Zheng (1998) de, yazarlar bu yapilanlar i¢in sinirlt
harmonik fonksiyonlar tanimlamiglardir. Bunlarin ispatinda Hankel operatorleri temel

alinmagtir ((Axler ve Zheng, 1998); Yardimci Teorem 4.1 ve Teorem 4.5).

Bu kisimda, u ve v nin daha genel durumlar diisiiniilecek ve fonksiyonlarin Berezin
doniisiimiiniin asimptotik carpimsallig1 igin gerekli ve yeterli kosullar verilecektir. Ozel
durumda ¢/ daki sembolleri ile tanimlanan Toeplitz operatorleri Bergman uzayi icin
asagidaki Axler-Chang-Sarason-Volberg tipi teoremi (Axler vd., 1978; Volberg, 1982)

ispatlayacagiz.

Teorem 4.33. u,v € L* (D,dA) ve T,,T,,T,, operatirleri LZ uzayinda karsilik gelen
Toeplitz operatorler olsun. Boylece,

(a) limy _,op (uv(A) —u(A)v(A)) = 0 olmasu icin gerekli ve yeterli kosul

Jim | (T = TuTh) () + <Tv—’v“(x>kL3w Tﬁ"wﬂ =0
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olmasidir.

(b) Eger u,v € U ise o zaman

(by) nt-limy_, op (uv(A) — u(A)v(A)) = 0 olmast icin gerekli ve yeterli kosul T,,, — T, T,
nin L2 de kompakt olmasidur.

(by) nt-limy _,yp (uv(A) —u(A)v(A)) = 0 olmast icin gerekli ve yeterli kosul T,,, — T, T,,

nin L2 da kompakt olmasidur.

Ispat. Her u,v € L (D,dA) i¢in

Tuvkp2 2 kg2 2 > - <Tu Tokp2 55 kp2 2 >

Tuvkp 5 — Tuv(/l)ELg,;L ang,x> +
(T Wiz bz ) = (Bhizp = Aoz 2 Tk )
—(TA)kiz 2 Tikiz )

= iv(A) — @(A)TA) — (Tosiarkiz a Tk )
dir ve boylece her A € D igin
uv(A) —u(A)(A) = (Tuy — T.T)" () + <Tv4ﬁ(z)ELg,/x, TﬁzL§7)L> (4.15)

olur ki bu da (a) y1 ifade etmektedir.
(by) u,v € U ve U bir cebir oldugundan, uv € U ve u,v € U dir. Diger taraftan, Axler

ve Zheng (1998) deki Sonug¢ 3.7 nin ispatindaki ayni argiimanlar1 kullanarak A +—

T, l)zLé, 2 H2 fonksiyonunun dD nin hemen hemen her noktasinda tegetsel olmayan

limit O a sahip oldugunu gormek kolaydir. Buradan her A € D i¢in

= [ (WP 2R GANME) + TP [fza 2)] a2
D

belirtmek yeterli olacaktir. Bu sebeple, Axler ve Zheng (1998) deki Sonug¢ 3.7 nin

ispatindaki ayni argiimanlar1 kullanarak A — H (v— \7(1));% 2 ”2 fonksiyonunun U/ ya
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ait oldugunu ve dID da hemen hemen her yerde tegetsel olmayan limitinin 0 oldugunu

soyleyebiliriz. Sonug olarak dID da hemen hemen her yerde

‘<Tv—V(/l)kL§,/l>TﬁkL§,/l>‘ < || 7. Tv—v(x)kLg,tz —0

tegetsel olmayan yakinsaktir. (4.15) den dID de hemen hemen her yerde

- Tim_ (ii(A) — @(A)¥(A)) =0

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul dD de hemen hemen her yerde

nt— lim (T, —T,T,)~ (A) =0
/l—)&]D)( v uv) ( )

olmasidir. (by) in ispatin1 tamamlamak ic¢in son kosulun Lﬁ da T, — T, T, nin kompak-
thigina denk olusunu gostermek yeterlidir (Axler ve Zheng, 1998; Teorem 2.2.). (by)

nin ispati aynidir. O

Benzer argiimanlarla (Ahern ve Cuckovic, 2001) deki Sonug 3 iin genellestirmesi olan

asagidaki sonucu ispatlayabiliriz.

Onerme 4.34. Eger TiT, = T¢T), ve [ dzdes olarak O olmayacak sekilde f,g,h € U ise

o zaman g = h dir.

Ispat. TsT, =TT, oldugundan her A € D i¢in (T¢T, — T¢T,)~ (1) = 0 olur. Bu sebeple

onceki ispatlarda oldugu gibi
(8= 1)~ (MFA) = (Tig—ing- iz Tz )» A €D
dir. Teorem 4.33 (b) nin ispatinda oldugu gibi dID iizerinde hemen hemen her yerde
<Th—g—(h—g)~(7L)7€L§7/lvTfk\Lg,l> —0

tegetsel olmayan yakinsak oldugundan dDD iizerinde hemen hemen her yerde

(6—=h)(6)f(§) = (g—=h)"(5)f(5) =0
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sonucunu elde edebiliriz (¢iinkii eger u € U ise 0o zaman hemen hemen her § € JD
icin u(&) = u(&) dir (Axler ve Zheng, 1998). Kabuliimiizden f 6zdes olarak 0 degil
ve boylece dID de hemen hemen her yerde f(&) # 0 dir. O zaman hemen hemen her
& €dDigin (g—h)(§) =0olur. g—h €U ve U, H” tarafindan iiretilen L™ (D, dA)
daki C*-cebiri oldugundan ve Riesz kardesler teoremini kullanarak her z € D i¢in

(g — h)(z) = 0 oldugunu gosterebiliriz. Bu da ispati tamamlar. O

Ayn1 zamanda Teorem 4.33 asa8idaki gibi yeniden formiiliize edilebilir. Burada her
sinirli harmonik fonksiyon U/, C*-cebirinde oldugundan asagidaki teorem Axler ve

Zheng (1998) deki Teorem 4.5 in sonucunu gelistirmektedir.

Teorem 4.35. u,v € U olsun. O zaman nt-lim,_,gp (uv(A) —u(A)v(1)) = 0 olmas:
icin gerekli ve yeterli kosul 2T,,, — T, T, — T, T, nin L2(D) Bergman uzaywnda bir kompakt

operator olmasidir.

Ispat.
(2Tuv - TuTv - TvTu)N (l) — (Tuv - TuTv)N (l) o (Tuv - TvTu)N (;L)v
oldugundan ve (4.15) den her A € D i¢in

@A) — G(A)P(A) = = (2T — T,T, — T,T,)~ (A)

+

Sl ST

[<Tv—\7(l)kL§,7L ; TﬁkL§,7L> + <Tu—ﬁ(/'t)kL3,l Tk 2 >]

elde edilir. Buradan Teorem 4.33 (b) nin ispatinda oldugu gibi Axler ve Zheng
(1998) deki Sonug 3.7 nin argiimanlarini uygulayarak T de hemen hemen her yerde
(uv(A) —u(A)v(A)) — 0 nin tegetsel olmayan yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosulun T de hemen her yerde (27, — T, T, — T, T,)~ (A) — O nin tegetsel olmayan
yakinsak olmasi seklinde elde edilir. Burada Axler ve Zheng (1998) deki Teorem 2.2
den son iddianin 27, — 7,7, — T, T, nun kompaktli§ina denk oldugunu hatirlatmak

gerekmektedir. U

V cebirini A — ‘

TV—V(JL)/]EL(ZX , H2 fonksiyonu dID iizerinde hemen hemen her yerde

tegetsel olmayan limiti O a sahip olacak sekilde tim v € L*(ID,dA) fonksiyonlarini
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iceren L*(ID,dA) un alt cebiri olarak tanimlayalim.

Teorem 4.33 ve Teorem 4.35 nin ispatlarindan onlarin daha genel durumlarda ispat-

lanabilirligini gébrmek zor degildir.

Teorem 4.36. Eger u,v €V ise o zaman nt-lim,_,yp(uv(A) —u(A)v(A)) = 0 olmas:

icin gerekli ve yeterli kosul Lg iizerinde T,, — T, T, nun kompakt olmas:dtr.

Teorem 4.37. u,v € V olsun. O zaman nt-limy_,gp(uv(A) — u(A)v(A)) = 0 olmast
icin gerekli ve yeterli kosul Lg iizerinde 2T, — T, T, — T, T,, nun bir kompakt operator

olmasidr.

4.3. Operatorlerin genellestirilmis 6zdegerleri ve genellestirilmis 6zvektorleri iiz-

erine bazi uyarilar
X bir Banach uzay1 ve T € B(X) olsun. Eger
TA = AAT

olacak gekilde sifir olmayan A € 3(X) operatorii mevcut ise A kompleks sayisina 7 i¢in

genellestirilmis 6zdegeri denir.

Boyle bir operator A genellestirilmis 6zdegerine karsilik gelen 7T i¢in genellestirilmis
Ozvektor veya genellestirilmis 6zoperator adini alir. A genellestirilmis 6zdegerine

karsilik gelen T icin genellestirilmis 6zvektorlerin kiimesi
(T}, :={A € B(X): TA = AAT}

ile tamimlanmaktadir. 7 nin tiim genellestirilmis 6zdegerlerinin kiimesi ext (T') ile

gosterilmektedir. genellestirilmis 6zvektorlerin kiimesi Ext (T') ile tanimlanmaktadir.

Ozellikle 1970’lerde (Lomonosov, 2015), (Brown, 1979) ve (Kim vd., 1979) calis-
malar1 esnasinda invaryant altuzaylarin ¢alismalar siiresinde genellestirilmis 6zdeger

ve genellestirilmis 6zvektor kavramlari popiiler olmustur. (Malamud, 1995), (Malamud,
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1998) de Malamud’un makalelerinden baglayarak, bu kavramlar hem invaryant alt
uzaylar baglaminda (Lacruz, 2015) ve (Lambert, 2004) hem de Biswas vd. (Biswas vd.,
2002), Lacruz vd. (Lacruz vd., 2015), Domanov ve Malamud (Yu Domanov ve Mala-
mud, 2009), Karaev (Karaev, 2006), Bourdan ve Shapiro (Bourdon ve Shapiro, 2008),
Lauric (Lauric, 2015) ve Cassier ve Alkanjo (Cassier ve Alkonjo, 2014) nun yayin-
larinda operatorlerin bazi 6zel siniflart icin genellestirilmis 6zdegerler ve genellestirilmis
ozvektorlerdeki calismalarinda kayda deger bicimde ele alinmistir. Genelde / operatorii
X de birim operator olmak iizere IT = T1 oldugundan 1 € ext(T) dir. Ayn1 zamanda
H? Hardy uzayu iizerinde Ty, ¢ € H”, analitik Toeplitz operatdrlerinin genellestirilmis
0zdegerleri Deddens (Deddens, 1978), Bourdon ve Shapiro (Bourdon ve Shapiro, 2008),
Alkanjo (Alkanjo, 2013) ve Giirdal (Giirdal, 2009) tarafindan incelenmistir.

Eger ¢ tim degerleri sifir olmayan sabit bir fonksiyon ise o zaman ext(7;,) = C dir.
Bu sebeple ¢ nin sabit olmadigini kabul edecegiz. Boylece 0 asla bir genellestirilmis

ozdeger olmayacak sekilde T, bire-birdir. Ayrica her sabit olmayan ¢ € H* i¢in
ext(Tp) C{z:|z] > 1}
vardir (Bourdon ve Shapiro, 2008; Deddens, 1978).

Bu kisimda 6zellikle H? Hardy uzayindaki T, Toeplitz operatorleri olmak iizere Engli§
cebirlerindeki operatorleri diistiniilmiistiir. Komutantlik ve genellestirilmis 6zdegerler

ve genellestirilmis 6zvektorler i¢in bazi sonuglar ispatlanmustir.

Onerme 4.38. H = H(Q), Q birim diski iizerinde bir iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayt
ve H deki tiim ¢arpanlarin kiimesi Mult(H) olsun. ¢ € Mult(H) sabit olmayan bir
fonksiyon ve My ise H de birlesme dzellgine sahip ¢arpim operatorii ve My f := @ f

/
olsun. O zaman {Mq,} , My nin komutanti olmak iizere

(M} = {A e B(H) : <(p— ¢(A)EH71,A*ZM> — 0 her A € Q igin }

dir.

Ispat. Kapali grafik teoreminden My, H de bir simrli operatdrdiir. AMy, = MpA olsun. O
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zaman agikca her A € Q i¢in A/ZT/I/(,)(/I) = Ajl;;\(l) ve Mgk, 5 = @(A)ky, 5, ele alinirsa

(A (Moknep = 9(Wr ) K )+ (AR
= (Mo, F.2 ) = (A, Mohn)

= (Aky 2, 0V ) = P(A(R)

/\

elde edilir. Boylece

<A (M<P%H,l - (P()L)%H,l) >%H,1> =0

veya denk olarak her A € Q i¢in <((p — ¢(7L))%H7,1,A*z7{7,1> = 0 ifadesi bulunur. Bu

da ispati tamamlar. 0

Goriiniis olarak asagidaki sonug bilinen bir gercektir fakat burada yeni bir ispat verile-

cektir.

Onerme 4.39. ¢ € L=(T), T, operatérii H? de bir Toeplitz operatérii ve h € H™ olsun.

O zaman T, € {Tq)} olmast icin gerekli ve yeterli kosul ¢ € H” olmasidur.

Ispat. Onceki 6nermenin ispatinda oldugu gibi Berezin sembollerini kullanarak
ToT, =T, Ty
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun
<T<sz2,A - a(l);H2,xamH2,z> = <Tth2,/1 ) Ta/];Hz,)L _W;H2,7L>
oldugu elde edilmektedir. Bu sebeple her A € D i¢in
W) (Tokse g = SNk 1 kg ) = ( Tk 1 Tikyn = 9 M)k )

dir. Her A € D igin<T(pZHz’,l — (ﬁﬁ(l)%Hzﬂ,sz./;O = 0 oldugundan, her A € D i¢in
Ty Ty, = T) Ty olmasi igin gerekli ve yeterli kosul <T;£Hz’ s T@Eﬁ, 1= (/'L)EHQ A> =0
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olmasi sonucuna ulagilmaktadir. Veya denk bir ifade olarak her A € D i¢in

0= (kg Tk i — OOOR(A Vg 5. ) = <%HZ,A,TM£H2,A - <<ph><A>%Hz,x>

olur. Boylece T, T, = T),T,, olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her 4 € ID i¢in

<%HZ’A,T,W%H27 - (Aq/)h)(it)ZHzﬂ> —=0 (4.16)
olmasidir. Diger taraftan genelde

<?<\H2,7L7T%/15H2,/1 _ﬁ(l);H2,7L> =0,
veya denk olarak her A € D i¢in

(R s gz 1.~ 9 (M) 3 ) = 0 (4.17)

mevcuttur. Buradan (4.16) ve (4.17) birlestirilerek Ty T}, = T}, T, olmasi igin gerekli ve

yeterli kosulun (;iz = @h olmasi oldugu bulunur. [

o, h ve ﬁ, D tizerinde harmonik fonksiyonlar oldugundan, (;iz = @h esitliginden
ve Axler ve Zheng (1998) deki Yardimci Teorem 4.2 den ¢ fonksiyonu D iizerinde

analitiktir. Bu da ¢ € H” oldugunu gosterir.

Uyan 4.40. T, T), = T),Tp olmast i¢in gerekli ve yeterli kosulun (ﬁz = @h oldugu asag1-
daki gibi daha kolay yolla ispatlanabilir.

Her A € D i¢in

TpTh = TiTp <= ThTp(A) = TyTy(A),YA

= h(A)P(A) = Tpn(A) <= h(A)P(A) = h(1)
olmasidir.

Uyar1 4.41. Uyan 4.40 ta, operatorlerin Berezin sembolleri icin A = B olmasi icin

gerekli ve yeterli kosul A = B ile tamml teklik teoremi kullanilmasidir (Zhu, 1990). Bu
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teklik teoremi kullanilarak H> Hardy uzayinda Toeplitz operatdrlerinin, H? iizerindeki
bir A operatoriiniin klasik karakterizasyondan oldukga farkli olan yeni bir karakterizas-
yonu Berezin sembolleri ile verilir: H> de bir A operatdriiniin Toeplitz operator olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul S*AS = A olmasidir. Burada S operatorii Sf(z) = zf(z) ile

tanimlanan H? de taniml iiniter kaydirma operatoriidiir (Halmos, 1982).

Onerme 4.42. B(H?) de bir A operatiriiniin Toeplitz operatir olmast icin gerekli ve

veterli kosul onun Berezin sembolii A min D iizerinde bir harmonik fonksiyon olmasidtr.

Ispat. Eger baz1 @ sembolii i¢in A = Ty ise 0 zaman "Eger ¢ € L* ise /T\(,; = @, yani Ty
Toeplitz operatériiniin Berezin sembolii onun ¢ semboliiniin ¢ harmonik geniglemesine
esittir (Engli§, 1995)" ifadesinden D iizerinde A= ¢ harmoniktir. Tersine eger D de A

harmonik ise 0 zaman A harmonik sembollii T; Toeplitz operatorii her A € D igin

esitligini saglar. Bu ise Berezin sembolii i¢in iistteki birim teoreminden A = T esitligini

Verir. ]

Stiphesiz Bergman uzay1 i¢in benzer sonug sadece agsagidaki formda dogrudur: Eger L3

uzayinda bir A operatorii A harmonik Berezin semboliine sahip ise 0 zaman A = T; dir.

Uretici ¢ekirdekli # = H (D) Hilbert uzayinda herhangi bir T € B (#H (D)) operatorii
icin eger bu radyal limitler T birim ¢emberi {izerinde hemen hemen her yerde mevcut

ve T ¢ [=(T) ise T (") :=lim, - T (re) tamimlayacagiz.

Uretici ¢ekirdekli H = H (D) Hilbert uzayinda herhangi bir A3 Engli§ cebiri igin
ﬂ;ﬁd = {T € Ay : T™ + 0 9D iizerinde hemen hemen her yerde}

kiimesini verebiliriz.

Onerme 4.43. T < ,Zli’ﬁd ve U # 1 bir kompleks sayr olsun. Eger A € B(H(D)) ve
AT = uTA ise o zaman AT =0 dir.
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Ispat. Onerme 4.42 ispatinda oldugu gibi

<AT§H7A,?H$> =u <TA/]€’H,)U/];H,7L>

elde ederiz ve boylece her A € D i¢in

(=D TAR) = (Thys — T Ay, 4K301)

—u <Ak7-£,)l T ka0 — T*(l)kﬁ,x>
dir. Buradan T € Ay gozoniine alinarak

= 1|FR)|[A@)] < 1A1|[Thygs — TR

"

+|ul||A]l HT*%{"’I = /Tv*(),)%arm HH — 0, radyal olarak
bulunur. Boylece pt # 1 ve 77 £ 0 dikkate alinarak Arad — oldugunu verir. O]

Sonuc 4.44. Eger A # 1 saywsi H? iizerinde Ty analitik Toeplitz operatériiniin bir
genellestirilmis ozdegeri ise o zaman {T(p};l ifadesi y € L*(T) sembollii herhangi sifir

olmayan Ty Toeplitz operatériinii icermez.

Bir diger benzer sonug asagida T operatoriiniin genellestirilmis spektrumu yardimiyla

formiile edilmis ve T nin genellestirilmis 6zoperatorleri i¢in bazi yapilari verilmistir.

Sonug 4.45. ext(T) C D olacak sekilde iiretici ¢ekirdekli H = H(ID) Hilbert uzayinda

T e .Z;jd bir operator olsun. O zaman
Ext(T) C B(H)\ A%

dir.

Ispat. A € Ext(T) olsun. Eger A" 91D iizerinde hemen hemen her yerde meveut degil
ise 0 zaman A € B (”H)\./T;i’d olur. Béylece herhangi A € Ext(T) i¢in A min mevcut

oldugunu kabul edecegiz.
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Tersini kabul edelim. B ¢ B (H)\ﬂ;‘zd olacak sekilde B € Ext(T) mevcut olsun, yani
B € ext(T) i¢in BT = BTB ve dD iizerinde hemen hemen her yerde B = 0 olsun. O

zaman Berezin sembollerini alarak her A € D i¢in

T(A)B(A) = BT(A)B(A)+

+pB <Bk7-t,)w T ky 5 — /Tv*(l)kfﬂ,/l> - <Tk7{,/1 — f(/l)kﬂ,/l,B*kH,/1>
olur. Buradan

T |B)| < 1BITA)| B+ 1BIHIBI||T R~ 77 (A |

+1B1|| TR 2~ T (M)

elde edilirki T € .Z;jd oldugundan hemen hemen her £ € dD i¢in

Trad(g)’

Bd(&)| < Bl

frad(é)‘

grad(é)‘

dir. Hemen hemen her & € 9D igin B () # 0 oldugundan |B| > 1 olur ki B € D ile

celisir. Bu ise ispati tamamlar. 0
4.4. Uretici cekirdekler, Duhamel operator ve invaryant altuzaylarin mevcutlugu

Hol(D) uzay1 D de tiim analitik fonksiyonlarin uzay1 olsun. Hol (D) uzayinda Duhamel

carpimi f,g € Hol(D) i¢in

Z

(Fo9)@ = [ e = [ f'e=ng0ar+ 02
0

0

ile tanimlanir (Wigley, 1974). Bu ¢carpim ayn1 zamanda birlesme ve degisme 6zelligine

sahip ve birim eleman1 f(z) = 1 degerine sahiptir.

Yardimcr Teorem 4.46. 1 < p < oo ve f,g € HP(D) (Hardy uzayi) olsun. O zaman
f®geHPve
If®gll, <Cpllfll,llell,

olacak sekilde p ye bagl sabit bir C,, mevcuttur (Wigley, 1975). Bununla birlikte verilen
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fE€HP icin (f®g)(z) = 1 olmasi icin gerekli ve yeterli kosul f(0) # 0 olacak sekilde

g € H? mevcuttur.

Ozel durumda Yardimci Teorem 4.46 dan H? uzay1 bir Banach cebiri olur. f € H? igin
Dig:=f®g, g€ H?

ile Duhamel operatorii tanimlanir. Boylece Dy nin H 2 {izerinde tersinebilir olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul f(0) # 0 olmasidir. Bunun anlami sadece bir maksimal

elemanin mevcut olmasidir. Her bir D nin spektrumu { £(0)} dir.

Asagidaki 6nerme (Karaev, 1984, 2005) makalelerindeki benzer argiimanlardan kolayca

ispatlanabilir.

Onerme 4.47. f € H? sifir olmayan bir fonksiyon ve D r operatorii H 2 lizerinde bir-
lesmeli Duhamel operator olsun. O zaman Dy nin kompakt olmast icin gerekli ve yeterli

kosul f(0) = 0 olmasidur:

Simdi H? de 6zdes olmayan invaryant altuzayin mevcutlugu icin iiretici cekirdekler ve
Duhamel operatorleri yardimiyla bazi yeterli kosullar1 veren bu kismin temel sonucu
ifade edebiliriz. S operatorii Sf = zf ile tanmimli H? iizerindeki kaydirma operatorii ve

S* de geriye kaydirma operatorii olsun.

Teorem 4.48. T : H> — H? bir operator olsun.
‘ ((1-s5)5°# B)N()L)’
1-[A?

(i) A — D iken ‘(S*BAB)”()L)‘ - 0( ) dir. Burada By, z =

kBE,l (0) = 0 ifadesi BE;L fonksiyonunun sifirtmin mertebesidir,

§*Ba

1®

k@ (5P28h,) (R (5P Ry, ) ) )

olacak sekilde D de &y noktasina yakinsayan dizi H? iizerinde bazi K icin diizgiin
operator topolojide yakinsaklik mevcut olacak sekilde B € {T}/ stfir olmayan bir

operator mevcut olsun. O zaman T operatorii ozdes olmayan invaryant altuzaya

57



sahiptir.

Ispat. T operatoriiniin H> de 6zdes olmayan invaryant altuzaya sahip olmadigim
kabul edelim. O zaman {T}’ de herhangi sifir olmayan A operatorii igin ker(A) =
{0} ve bundan dolay1 H? de herhangi sifir olmayan / fonksiyonu igin Ak # O dir.
Ozel durumda her A € {T}'\ {0} ve A € D icin Ak; # 0 dir. Burada k; := %HZJL
ifadesi H* nin normallestirilmis iiretici cekirdegini tanimlar. Herhangi A € I icin
A/k\;L = faa olur. O zaman fy ; = z%g; dir. Burada o :=ky, , (0) ifadesi z =0
noktasinda fonksiyonun sifirinin mertebesi, g4 3 € H 2 ve g4.2(0) # 0 dir. Boylece
AE;L = 7% g4 ve bundan dolay1 S*O‘AAEL = g, olur. Burada §* operatorii H 2 lizerinde
geriye kaydirma operatériidiir (H? iizerinde T; basit ko-analitik Toeplitz operatorii).
241 (0) # 0 oldugundan ve Yardimci Teorem 4.46 dan her A € D igin G4 3 ® g4 3 =
1 olacak sekilde bir G4 5 € H? fonksiyonu mevcuttur (S*O‘AAE,I nin ®-tersidir, yani
Ga g = (§7% Ak )~'®). O zaman

(7;1 €3 gA,)L) @S*OQA%;L :76\1 ® 1= 76\1

ve buradan

. KO AT — T
Dy g, S Ak =k,

veya Fy ; = k, ® Gas= k), ® (S*O‘AA;,I)_@ kiimesiyle

Fa2(0) = (ky ® (S"Akz)~"#)(0) = K (0)((S"** Aky ) ') (0)

1

= (1= |AP)2 (57 Aky)~'%)(0) # 0
veher A € {T}'\ {0} ve A € Digin
Dr, ,$"%Aky, =k (4.18)
elde edilir. (4.18) denher A € {T}'\ {0} ve A € D igin
k= Fy 2 (0)S* % Aky, = Dy, , _, ,(0)S" Ak, (4.19)

oldugu kolayca goriilebilir. Burada Df, , F, , (o) operatorii H 2 iizerinde bir kompakt
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Duhamel operatordiir (bakiniz Onerme 4.47). Ozel durumda (4.19) den her n > 1 igin
ki, = Fy.,(0)SPmBl;, = D, _r,. 0)SP By, (4.20)

olur. Burada B € {T'}' teoremin kosullarini saglayan bir operator ve By, = sz/1 (0),

n > 1 dir. (ii) kosulundan

n—soo

im H’DFBvM—FB«,M (O)S*BM N ICHB(HZ) =0

olacak sekilde H? iizerinde bir K operatrii mevcuttur. Agik olarak X kompakttir. O

zaman (ii) kosulunu kullanarak ve (4.20) esitliginden

HEA,, — Fg 2,(0)S"4 Bk, H

< HDFB,A,,fFB,zn(O)S*ﬁA" _ICH 1Bl + H’CB/IgMH — 0,1 — o

(Dry  —Fy s, 0P — ) By, + KBy, H

dir. Cuinkii (;Aﬂ) .>1 zayif bir sifir dizisi ve KB operatorii H? iizerinde kompakt ope-
ratordiir. Boylece

tim |[&y, — Fi 1, (0) PRy, | =0 (4.21)

n—sco

olur. Diger taraftan,

~ —~ 112
[, Fa s, 055055, |
—~ 2
= 1 —2Re[Fp, (0)(S*PmB)™(A,)] + HFBJLH (0)S*Pw By, H

> 1-2|Fy 1, (0) (5P B)™ (Aa) | + | Fy 1, (0) (5P B)™ () i

2
| SB[ | (5PB)~ ()
(SPBky,) (0)| | (S"PmBKy,)(0)
dir. Ayn1 zamanda
1 B 1 _ !
(S*Pr Bk, )(0) <S*ﬁxn B/%,1> <S*BM Bky,,(I— SS*)k;Ln>
1= [

Ty
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1= |2
[(1— ss*)s*ﬁw} " (M)

ve buradan

(1= 2) [$"PB|” (2a)
[(1— Ss*)s*ﬁan} " (M)

~ —~ 112
H’% —FBA,@(O)S*’”"B’%H 21-2 +

(1= 147 (5B By~ () |
(1— SS*)(S*ﬁx,.B)N(ln)

(4.22)

elde edilir. Teoremin (i) kosulundan

li (1= 12/%) [S*ﬁx”Br(k”) _
el [(I_SS*)S*M,,B}N(M) N

olur ki (4.22) esitsizliginden

~ —~ 2
tim |[&y, — Fi 5, (0)5 Py, | > 1

n—yoo

ifadesi olusur. Bu ise (4.21) esitligi ile celisir. Buradan teoremin ispati tamamlanir. [

Sonug 4.49. T € B(H?) bir operator olsun.

(i) Her A € D icin (Bk),) (0) # 0 ve limy_¢cop —&SSO) =0;

(ii) Bazi & € dD noktasina yakinsayan bir (Ay),>1 C D dizisi ve

Jim g, s, -t a0~ K =

olacak sekilde bir K operatorii mevcut olsun. (i) ve (ii) kosullart saglanacak sekilde
Bec {T}' stfir olmayan bir operator mevcut olsun. O zaman T operatorii 6zdes olmayan

invaryant altuzaya sahiptir.

Ispat. Gergekten (4.22) in ispatinda oldugu gibi her A € D icin

(Bky,)(0) = (Bkj ko) = (Bky,1) = (Bky,k; ) + (Bky, 1 —ky)

=(Bk;t,kl>+<Bk;L,1—1 II > (4.23)
—AZ
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_Z
= Bk ,k — Bk I ——
(Bky, k) < A l—lz>

= (Bky ,ky) — (Bk,,SS"ky ) = ((I — SS¥)Bkj,, ky )
= a2 (1= 857 Bhy By ) = (1= |A) ™! (1= 55)B)™ (4)

elde edilir. Diger taraftan (Bk )(0) # 0 olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul (B%An) (0) #
0 oldugundan kB%l (0) = 0 dir. Simdi ispatin geriye kalan1 Teorem 4.48 in ispatindan
elde edilir. 0

Sonug 4.50. T € B(H?) operatorii
. L : A o
(i) Her A € D icin (Tky,)(0) # 0 ve limy_,yp T = 0;
(ii) (An)n>1 C D dizisi D da bazi noktaya yakinsayan bir dizi ve

b ® (TR, ) 1O (B, (155, ) ) (0) ’CH =0

olacak sekilde K operatorii mevcut olmak iizere tammlayalim. O zaman T operatorii

ozdes olmayan invaryant altuzaya sahiptir.
Bu sonucun ispati1 Teorem 4.48 in ispatindaki metod kullanilarak verilebilir.

Uyan 4.51. (a) (4.23) formiilii ve bir boyutlu (I — S§*)B operatoriiniin kompaktligi
diisiiniilerek Sonug 4.49 daki (i) kosulunun dD simirinda 7' nin komutantinda B o-
peratOriiniin B Berezin sembolii i¢in bazi bilyiime kosulu anlamina geldigine dikkat
edebiliriz.

(b) Aymi zamanda eger T € B(H?) ve
|ITky, || — 0 radyal olarak (4.24)

ise o zaman T sifir operatorii olacagindan dolay1 T nin bir 6zdes olmayan invaryant alt

uzaya sahip oldugu kolayca gosterilebilir. Gergekten her f € H? ve A € D i¢gin

(T*F)A) =(T"f ka) = (f, Tky)
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oldugundan (4.24) kosulu ile
(T )| < |IfIlITky || — 0, A — ID radyal iken

elde edilir. Bu da hemen hemen her ¢ € [0,27) igin (T*f)(e") = 0 oldugunu verir. O
zaman Riesz Kardesler Teoremi’nden 7* f = 0 dir. f € H? keyfi oldugundan 7% = 0
olup T =0 dir.

Genelde asagidaki iki soru dogal olarak ortaya cikar:
Soru 4.52. T : H(Q)—H(Q) operatdrii

lim HT%
A—0Q HoA

‘ —0 (4.25)

olacak sekilde H = H(Q) standart iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay1 tizerinde bir sinirli
operator olsun. O zaman T operatoriiniin 6zdes olmayan hiperinvaryant altuzaya sahip

oldugu dogru mu?
Soru 4.53. T € B(H) operatorii
lim T(A)=0 (4.26)

standart iiretici ¢cekirdekli Hilbert uzayi tizerinde bir operator olsun. O zaman T ope-

ratoriiniin 6zdes olmayan hiperinvaryant altuzaya sahip oldugu dogru mu?

A € Q igin ’T(?L)‘ < HTZH,/I H oldugundan Soru 4.52 ve Soru 4.53 i¢in cevap pozi-
tiftir. Ayn1 zamanda bazi 6zel operatorler i¢in (4.25) ve (4.26) kosulu T operatoriiniin
kompaktligim verir. Ornegin Axler ve Zheng in calismalarinda L2(ID) Bergman uzay1
tizerinde Toeplitz operatoriiniin kompakthigini karakterize etmislerdir (Axler ve Zheng,
1998). Bundan dolay1 H = H () standart iiretici ¢cekirdekli Hilbert uzay: iizerinde
her kompakt operator (4.25) kosulunu sagladigindan dolayi (ve ayn1 zamanda (4.26)
kosulunu), Soru 4.53 a pozitif cevap iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay1 durumunda tinlii

von Neumann ve Lomonosov teoremlerinin temel genislemelerini verecektir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde doktora tezi kapsaminda elde edilen sonuglar ve bunlarin dogurdugu bazi

acik problemlerin irdelenmesi yapilmistir.

Hazirlanan bu tez ¢alismasinda, Engli§ cebirleri verilmis ve onlarin bazi 6zellikleri
incelenmigtir. Engli§ cebiri .A(I)(e kiimesine ait koreltilmis Toeplitz operatorii i¢in bir
kriter verilmistir. Baz1 Q kiimesi iizerinde bir H (Q) iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayinda
operatorlerin Ay, Engli§ cebiri tizerinde Riccati operator denkleminin ¢oziilebilirligi
incelenmigtir. Tam olarak sdylemek gerekirse, Berezin sembolii yardimiyla Riccati
operator denkleminin ¢6ziilebilirligi icin gerekli kosul ispatlanmistir. Eger Az nin
uygun bir altkiimesi tizerinde Riccati operator denklemi ¢oziilebilir ise o zaman Riccati
operator denkleminin ¢6ziimii tektir ve A, D katsay1 operatorlerinin Berezin sembolleri
yardimiyla onun temsil edilebilir oldugu verilmistir. H> Hardy uzay1 ve L2 Bergman
uzay1 tizerinde sifir Toeplitz carpimi incelenmistir. Eger ¢y, ..., ¢, € L*(T) ve Hy, ..., H,
operatorleri (Tq,,1 +H1) (T(Pn —|—H,,) = 0 olacak gekilde Fp» EngliS cebirlerinden o-
peratorler ise o zaman @ ¢,...¢, = 0 oldugu ispatlanmistir. Bu ise 1yi bilinen Dou-
glas yardimc1 teoremini genellestirir. Ozel durumda Brown-Halmos teoreminin yeni
ispati elde edilmistir. Benzer sonuglar Lﬁ Bergman uzayinda sifir Toeplitz carpimlari
icin ispatlanmustir. Ayrica Cuckovié in bir savi kismi olarak ¢oziilmiistiir. H> Hardy
uzayindaki Ty Toeplitz operatoriiniin Wo (T(p) maksimal Berezin kiimesi ¢aligilmis ve
Wo (Tp) = {[|¢]l..} oldugu ispatlanmistir. Genel durumda, herhangi bir T € Ay igin
Wo (T) C T 7| oldugu gosterilmistir. Standart tiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayinda A,
B ve C operatorleri i¢in AB — C formundaki operatorlerin kompaktlig: incelenmistir.
Yani, eger A, B, C operatorleri AQ{ Engli§ cebirine ait ise o zaman hangi kosullar al-
tinda ‘H tizerinde AB — C bir kompakt operator sorusu tartisilmistir. Boylece Berezin
sembolleri yardimiyla AB — C nin kompaklig1 karakterize edilmistir. LZ Bergman
uzayinda T, ve T, Toeplitz operatorlerinin [T, T,) := T, — T, T, yari-komiitatorii i¢in
Axler-Chang-Sarason-Volberg tipli teorem ispatlanmistir. Baz1 Engli§ cebirleri lizerinde
operatorlerin genellestirilmis 6zdegerleri ve genellestirilmis 6zvektorleri incelenmistir.
Son olarak Duhamel operatdrler ve iiretici cekirdekler yardimiyla H? Hardy uzayinda

0zdes olmayan bir invaryant altuzayin mevcutlugu icin baz1 yeterli kosullar verilmistir.
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Bu caligmalarin devami olarak diisiiniilen oneriler vardir:

Ornek 5.1. f,g € L”(D,dA) olsun. Eger TyT, carpim L2 (D) iizerinde 6zdes olarak

sifir ise o zaman Ty veya T, 6zdes olarak sifir m1?
(Deddens, 1978) den

Ba = {X €EB(H): HAkXA_kH siurli, k =0, 1,2,...}.
kiimesi A operatoriiniin {A}’ komutantini iceren bir cebir ve

Ra = {X € B(H): lim HA"XA—kH - 0}

k—yo0

olsun. R4 kiimesi
R (By) :={X € By :her Y € B, i¢in XY quasinilpotent }

ile tanimlanan By cebirinde tek tarafli idealdir. Bu yiizden, eger A € B (H) tersinebilir
ise 0 zaman R4 C R (B,) ifadesini gézoniinde bulundurursak asagidaki sorular ortaya

cikacaktir:

Soru 5.2. (a) R4 kiimesinde her X operatorii hangi kosullar altinda 6zdes olmayan

invaryant altuzaya sahiptir?

(b) Eger X € R (By4) ise X operatorii hangi kosullar altinda 6zdes olmayan invaryant alt

uzaya sahiptir?

By Deddens cebiri hakkindaki bu ilging sorular burada ayn1 zamanda invaryant alt
uzay problemi ile motive edilmistir. Ger¢ekten, eger B4 cebiri basit olmayan invaryant
altuzaya sahipse, o zaman A operatorii basit olmayan hiperinvaryant altuzaya sahiptir.
Ozel olarak K kompakt operator olmak iizere By—j xc # {IC}/ alindiginda, (Lomonosov,
2015) de Lomonosov’un elde etmis oldugu sonug {izerinde 6nemli bir gelisme olacaktir.
Boylece By # {A}' durumunda A operatoriinii karakterize ederek invaryant altuzay

probleminin ¢6ziimii i¢cin 6nemli bir adim olacaktir.
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