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3. ÜRETİCİ ÇEKİRDEK ve BEREZİN SEMBOLÜ .................................................... 8
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4.1.2. Genelleştirilmiş Engliš cebirleri ve Toeplitz hesaplarına genişletil-
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ÖZET

Doktora Tezi

ENGLIŠ OPERATÖR CEBİRLERİ VE İLGİLİ PROBLEMLER

Mualla Birgül HUBAN

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Mehmet GÜRDAL

Bu doktora tezinde üretici çekirdek ve Berezin sembolü yardımıyla tanımlı C∗-
cebirlerini kullanarak fonksiyonel analiz ve operatörler teorisinin çeşitli konuları (is-
tatistiksel yakınsaklık, invaryant alt uzaylar, sıfır Toeplitz çarpımı, genelleştirilmiş
özdeğer ve özvektörler ve Riccati operatör denklemler) ve uygulamaları incelenmiştir.
Üretici çekirdek teorisi Hilbert uzaylarındaki lineer dönüşümlerle temel bağlantısı olan
matematiksel bilimlerdeki bir çok alanda uzun bir tarihe ve büyük çalışmalara sahiptir.
Birçok bilim alanında ortak olan konu üretici çekirdek ve Berezin sembolü olduğu
için bu kavramlar üzerinde sonuçlar verilmiştir. Teorinin gerekli olan temel içeriğini
kapsadığı, bununla beraber incelemek için daha rahat olduğundan Engliš cebirleri
ile çalışılmasının daha uygun olduğu düşünülmüştür. Ayrıca Brown ve Halmos’un
sıfır çarpım probleminden yola çıkarak, sıfır Toeplitz çarpımı için Douglas’ın bilinen
lemması genelleştirilmiş, özel durumda Brown-Halmos teoreminin yeni ve daha kul-
lanışlı ispatı verilmiştir. Čučković’in savının kısmi olarak çözümü üretici çekirdekler
ve Berezin sembolü yardımıyla elde edilmiştir. Bunun dışında Riccati diferansiyel
denkleminin nümerik çözümü için kullandığımız yöntemlerin daha önce verilen metod-
lardan daha iyi sonuç verdiği ve kolaylık sağladığı gösterilmiştir. Ayrıca bazı Engliš
cebirlerinde operatörlerin genelleştirilmiş özvektörleri ve genelleştirilmiş özdeğerleri
tartışılmıştır. Son olarak Duhamel operatörler ve üretici çekirdekler yardımıyla H2

uzayında özdeş olmayan invaryant alt uzayın mevcutluğu için bazı yeterli koşullar
verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Üretici çekirdek, Berezin sembolü, İnvaryant altuzay, Engliš
cebirleri, İstatistiksel yakınsaklık, Riccati denklemi, Toeplitz operatörü, Hardy uzayı,
Bergman uzayı, Duhamel çarpımı.

2018, 70 sayfa
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

ENGLIŠ OPERATOR ALGEBRAS AND RELATED PROBLEMS

Mualla Birgül HUBAN

Süleyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet GÜRDAL

In this doctoral dissertation, we examined applications into various topics in functional
analysis and operator theory (statistical convergence, invariant subspaces, zero Toeplitz
products, extended eigenvalue and extended eigenvectors and Riccati operator equations)
using C∗-algebras defined in terms of reproducing kernels and Berezin symbol. The
theory of reproducing kernel has fundamental ties to linear transformations in Hilbert
spaces, has a long history in many other fields in mathematical sciences and there has
been major work on this subject. The results of these concepts are given because the
subject that is common in many fields of science is reproducing kernel and the Berezin
symbol, we have results on these. Since it encompasses the fundamental contents of
the theory necessary for our work and because of the ease of using Engliš algebras,
we have implemented their use in our work. Also, starting off with the zero product
problem of Brown and Halmos, we generalized the known Douglas lemma for zero
Toeplitz product and proved the Brown-Halmos theorem in a new and more usable way.
We partially obtain a conjecture due to Čučković using reproducing kernels and Berezin
symbol. Apart from this, the procedure we used for the numerical solution of Riccati
differential equation has been shown to give better solutions with ease than the methods
given before. We discussed the extended eigenvalues and extended eigenvectors of
operators on some Engliš algebras. We gave some sufficient conditions for the existence
of a nontrivial invariant subspace in H2 in terms of reproducing kernels and Duhamel
operators.

Keywords: Reproducing kernel, Berezin symbol, Invariant subspace, Engliš algebras,
Statistical convergence, Riccati equation, Toeplitz operator, Hardy space, Bergman
space, Duhamel product.

2018, 70 pages
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SİMGELER DİZİNİ

Ã A operatörünün Berezin sembolü
D Birim disk
T Birim çember
st− lim İstatistiksel limit
AH Üretici çekirdekli Hilbert uzayı H = H (Ω) üzerinde

operatörlerin Engliš cebiri
H2 = H2 (D) Hardy uzayı
L2

a Bergman uzayı
H∞ Sınırlı analitik fonksiyonların uzayı
kH,λ Üretici çekirdek
k̂H,λ Normalleştirilmiş üretici çekirdek
W̃0(A) A operatörü için maksimal Berezin kümesi
Tϕ Toeplitz operatörü
ext(T ) T nin tüm genelleştirilmiş özdeğerlerinin kümesi
f ~g f ve g fonksiyonlarının Duhamel çarpımı
Hol (D) D deki tüm analitik fonksiyonların uzayı
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1. GİRİŞ

Bu doktora tezinde üretici çekirdekler yardımıyla tanımlı bazı C∗-operatör cebirleri

ile ilgili incelemeler hedeflenmiştir. Böyle cebirler Engliš tarafından incelendiği ve

çalışıldığı için tezimizde bu cebirler Engliš cebirleri olarak isimlendirilmiştir. Burada,

operatör teorisindeki bazı problemler için Engliš cebirleri ve üretici çekirdeklerin yeni

uygulamaları verilmiştir. Bu kapsamda ortaya konan problemlerin ve bu problemlere

yönelik üretilen çözüm yöntemleri ve sonuçlarının rahatlıkla algılanabilmesi için gerekli

terim ve notasyonları üçüncü bölümde sunacağız.

Günümüzün sürekli gelişmekte olan çalışma alanlarında üretici çekirdekler ve Berezin

sembollerinin uygulama alanları, hem istatistik ve kuantum gibi fiziğin bazı alanlarında

hem de matematiğin modern analiz ve pratik alanlarında büyük önem taşıdığı bilin-

mektedir. Üretici çekirdek ve Berezin sembolleri, frame teori, wavelet teori, konform

dönüşümler teorisi, interpolasyon teorisi, Diricleth serileri toplanabilirlik teorisi, tıb-

bın bağışıklık sistemi gibi bazı dallarında, haberleşme alanında, elektronların enerji

seviyelerinin belirlenmesi gibi birçok alanda kullanılmaktadır ve gün geçtikçe değişik

kullanım alanları ortaya çıkmaktadır. Bütün bu sonuçlar Saitoh’un iki kitabında toplan-

mıştır (Saitoh, 1997, 1988). Bu bağlamda yapılan bu çalışma, üretici çekirdek ve

Berezin sembolü metodlarını kullanarak operatör teorisinin çeşitli konularına uygu-

lamıştır.

Çalışma Engliš (1995) de Engliš tarafından verilen teoride genişletilmiş ve istatistiksel

radyal limitleri, köreltilmiş Toeplitz operatörleri, Bergman uzayı, Riccati denklemi,

Hardy ve Bergman uzayı üzerinde sıfır Toeplitz çarpımı, maksimal Berezin kümesi, o-

peratörlerin genelleştirilmiş özdeğerleri, genelleştirilmiş özvektörleri ve Hardy uzayında

özdeş olmayan invaryant alt uzayın varlığı için bazı uygulamalar verilmiştir.

Burada; genel değerlendirmeye girilmeksizin, başlıklar halinde tez çalışması sonucunda

ortaya konan yeni sonuçlar verilmiştir. Genel değerlendirme dördüncü bölümde detaylı

olarak verilecektir.

• C kompleks düzlemin D birim diski üzerindeki klasik H2 = H2 (D) Hardy uza-
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yında bazı C∗-operatör cebirleri için istatistiksel radyal limitler incelenmiştir.

• Engliš cebirleri incelenmiş ve onların bazı özellikleri verilmiştir. Engliš cebiri

A0
Kθ

kümesine ait köreltilmiş Toeplitz operatörü için bir kriter verilmiştir.

• Bazı Ω kümesi üzerinde birH (Ω) üretici çekirdekli Hilbert uzayında operatör-

lerin AH Engliš cebiri üzerinde

XAX +XB−CX−D = 0 (1.1)

Riccati operatör denkleminin çözülebilirliği incelenmiştir. Tam olarak söylemek

gerekirse, Berezin sembolü yardımıyla (1.1) in çözülebilirliği için gerekli koşul

ispatlanmıştır. Eğer AH nin uygun bir alt kümesi üzerinde (1.1) çözülebilir ise o

zaman (1.1) nin çözümünün tek olduğu ve A, D katsayı operatörlerinin Berezin

sembolleri yardımıyla onun temsil edilebilir olduğu verilmiştir.

• H2 Hardy uzayı ve L2
a Bergman uzayı üzerinde sıfır Toeplitz çarpımı incelenmiştir.

Eğer ϕ1, ...,ϕn ∈ L∞(T) ve H1, ...,Hn operatörleri

(
Tϕ1 +H1

)
...
(
Tϕn +Hn

)
= 0

olacak şekilde FH2 Engliš cebirlerinden operatörler ise, o zaman ϕ1ϕ2...ϕn = 0

olduğu ispatlanmıştır. Bu ise iyi bilinen Douglas yardımcı teoremini genelleştirir.

Özel durumda Brown-Halmos teoreminin yeni ispatı elde edilmiştir. Benzer

sonuçlar L2
a Bergman uzayında sıfır Toeplitz çarpımları için ispatlanmıştır. Ayrıca,

(Čučković, 2003) de Čučkovič in bir savı kısmi olarak çözülmüştür.

• H2 Hardy uzayındaki Tϕ Toeplitz operatörünün W̃0
(
Tϕ

)
maksimal Berezin

kümesi çalışılmış ve W̃0
(
Tϕ

)
= {‖ϕ‖

∞
} olduğu ispatlanmıştır. Genel durumda,

herhangi bir T ∈ AH (Engliš cebiri) için T‖T‖ merkezi 0 ve yarıçapı ‖T‖ olan

çemberi tanımlamak üzere W̃0 (T )⊂ T‖T‖ olduğu gösterilmiştir.

• Standart üretici çekirdekli Hilbert uzayında A, B ve C operatörleri için AB−C for-

mundaki operatörlerin kompaklığı incelenmiştir. Yani, eğer A, B, C operatörleri

A0
H Engliš cebirine ait ise o zaman hangi koşullar altındaH üzerinde AB−C bir

2



kompakt operatördür sorusuna cevap bulunmuştur. Burada, Berezin sembolleri

yardımıyla AB−C nin kompaklığı karakterize edilmiştir.

• L2
a Bergman uzayında Tu ve Tv Toeplitz operatörlerinin [Tu,Tv) := Tuv− TuTv

yarı-komütatörü için Axler-Chang-Sarason-Volberg tipli teorem ispatlanmıştır.

• Bazı Engliš cebirleri üzerinde operatörlerin genelleştirilmiş özdeğerleri ve

genelleştirilmiş özvektörleri incelenmiştir.

• Duhamel operatörler ve üretici çekirdekler yardımıyla H2 Hardy uzayında özdeş

olmayan bir invaryant altuzayın mevcutluğu için bazı yeterli koşullar verilmiştir.

3



2. KAYNAK ÖZETLERİ

Bu bölümde, tez kapsamında üzerinde çalışılmış olan problemlerin tarihsel gelişimi ve

son dönemde yapılan çalışmalar detaylı olarak ifade edilmiştir.

Doktora tezi üretici çekirdekler ve Berezin sembollerinin uygulama alanlarıyla ilgilidir.

Bilim ve teknoloji alanındaki hızlı gelişmelere bağlı olarak yeni uygulama arayışları,

üretici çekirdekler ve Berezin sembolü ile ilgili çalışmaların en etkili yürütücü kuvveti

olmuştur. Berezin sembollerinin Bergman uzaylarında ve Poisson çekirdeğinin Hardy

uzaylarında önemli bir role sahip olduğu bilinen bir gerçektir. Eğer; Berezin sembol-

lerinin tanımladığı küme yani Berezin kümesinin operatörün nümerik değer kümesinin

altkümesi olduğu dikkate alınırsa, bu kavramların haberleşme alanında geniş bir uygu-

lamaya sahip olduğunu söyleyebiliriz. Bunlara ek olarak, elektronların Vieck ve anti-

vieck sembolleri Berezin sembolleri ile sıkı bir ilişkiye sahip olmasından dolayı da yine

Berezin sembollerinin elektronların enerji seviyelerinin belirlenmesinde var olduğu

görülmektedir. Üretici çekirdekler de geniş bir uygulama alanına sahiptirler. Üretici

çekirdekler teorisinin uygulamasının önemli olduğu öğrenme (learning) teorisinde (mü-

hendisler için önemli olan destek vektör makineleri teorisini kapsayan), yani sürekli

fonksiyonların ailesinin altuzayları olarak üretici çekirdekli Hilbert uzaylarının disk-

leriyle örtü (covering) sayıların tahminleri, üretici çekirdekler ve üretici çekirdekli

Hilbert uzayları arasındaki düzgün bağıntılar ve Sobolev uzaylarıyla fonksiyonların

yaklaşımlarında birçok sonuçlar bulunmaktadır. Üretici çekirdekler teorisi Hilbert uzay-

ları üzerinde lineer dönüşümler ile birleştirildiğinde, diferansiyel denklemler, integral

denklemler, Pythagorean teoreminin genelleştirilmesi, ters problemler, sampling teori,

lineer dönüşümler, nonlineer dönüşümler gibi çeşitli operatörler ve birçok geniş alanlar

üzerine yayılmış verimli uygulamalara sahiptir. Özel durumda Bergman çekirdeği ve

Szegö çekirdeği gibi belli üretici çekirdekler kompleks analizde birçok geniş sonuçlara

sahiptir.

Üretici çekirdekler konusu eskilere dayanan bir konu olup, daha önce 1907-1909 yıl-

larında J. Mercer ve S. Zaremba tarafından integral denklemler teorisinde kullanılmaya

başlanılmıştır (Zaremba, 1907). Bu konular için genel teori N. Aronszajn’ın adı ile

tam olarak ortaya konulmuştur (Aronszajn, 1950). Daha sonraları üretici çekirdekler

4



Fransız bilim adamı Fields ödülü ile mükafatlandırılmış, L. Schwartz tarafından gelişti-

rilmiştir. Bu teori bir başka anlamda M. Krein tarafından kullanılmıştır. Bundan başka,

olasılık teorisinde üretici çekirdekler tekniği ilk olarak dünyaca ünlü Rus bilim adamı

A. N. Kolmogorov tarafından 1941 yılında kullanılmış ve çok önemli sonuçlara imza

atılmıştır (Kolmogorov, 1941). Bundan sonra, E. Parzen ve diğerleri de bu konuyu daha

da ileriye götürmüşlerdir. Günümüz matematiğinde ise, yaklaşık 1972 yılından başla-

yarak ağırlıklı olarak Japon matematikçisi Saburou Saitoh üretici çekirdekler metoduna

sanki yeni bir hayat vererek, bu yöntemi analizde, diferansiyel denklemler ve integral

denklemler teorisinde, ters problemler konusunda, operatör teorisinde ve harmonik

analizde uygulayarak çok önemli ve orjinal sonuçlar almayı başarmışlardır. Bütün bu

sonuçlar Saitoh’un iki kitabında toplanmıştır (Saitoh, 1988, 1997).

Giriş kısmında da görüldüğü gibi, üretici çekirdekler ve Berezin sembolleri üretici

çekirdekli Hilbert uzayındaki operatörler teorisinde fevkalade öneme sahiptirler. Buna

göre, son yıllarda üretici çekirdekler ve Berezin sembollerinin iç dinamizmi geniş bir

biçimde öğrenilmekle beraber bu iki kavramın çeşitli ve çok sayıda önemli uygula-

maları da açıkça literatürde görülmektedir (Baranov vd., 2010; Chalender vd., 2006;

Korenblum, 1977; Nikolski, 1986; Saitoh, 1997; Sarason, 1994; Zhu, 1990).

Bir Toeplitz operatörünün sıfır operatör olması için gerekli ve yeterli koşul, Toeplitz

operatörünün sembolünün sıfır olmasıdır. Benzer olarak, Brown ve Halmos 1963’te

böyle iki Toeplitz operatörünün çarpımının sıfır olması için gerekli ve yeterli koşulun

onların birinin sembolünün sıfır olması olduğunu ispatlamıştır (Brown ve Halmos, 1964).

Daha sonra Halmos, Toeplitz operatörlerinin sonlu çarpımları hakkında kırk yılı aşkın

süredir cevap bulamamış ve şu soruyu sormuştur: (Sıfır çarpım problemi) Eğer n tane

Toeplitz operatörünün çarpımı sıfır operatör ise bu operatörlerden en az biri sıfır olmak

zorunda mıdır? 1970’lerde Axler n = 3 operatör için bunun sağlandığını göstermiştir

(Axler vd., 1978). Sırasıyla 1996’da Guo ve 2000 de Gu tarafından n = 5 ve n = 6 için

bu problemin sağlandığı gösterilmiştir (Guo, 1996; Gu, 2000). 2009’da Aleman ve

Vukotić tarafından vektör-değerli durumda sıfır çarpım problemi çözülmüştür (Aleman

ve Vukotić, 2009). Çalışmamızda sıfır operatör çarpımları, özel durumda sıfır Toeplitz

çarpımları olarak incelenmiştir. İyi bilinen Douglas lemmasının genelleştirilmesi ve

Brown-Halmos teoreminin yeni ispatı elde edilmiştir. Buna ek olarak L2
a (D) Bergman
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uzayı dA normalleştirilmiş alan ölçümüne göre karesi integrallenebilir olanD üzerindeki

tüm analitik fonksiyonların uzayı ve P : L2 (D,dA)→ L2
a (D) ortogonal projeksiyon

olsun. f ∈ L∞ (D,dA) için Tf : L2
a (D)→ L2

a (D) , Tf g = P( f g) ile tanımlı f sembollü

bir Toeplitz operatörüdür. (Ahern ve Čučković, 2001) de Čučković’in savı (g harmonik

olmak üzere f , g ∈ L∞(D,dA)) için L2
a (D) üzerinde Tf Tg = 0 sadece bir özdeş çözüme

sahiptir) özel durumda kısmi olarak cevaplanmıştır.

X sonsuz boyutlu bir Banach uzayı, A da X ten X e sınırlı lineer bir operatör olsun. Eğer

AE ⊂ E ise, yani her x ∈ E için Ax ∈ E ise E ⊂ X kapalı altuzayına A nın invaryant

altuzayı denir. İnvaryant altuzaylar konusu operatörler teorisinin ve genelde fonksiyonel

analizin en önemli konuları arasında yer almaktadır. Bu konu bir taraftan operatörler

teorisinin kendi iç gelişimi için önemli olmakla beraber diğer yandan da yaklaşım

teorisi anlamında da çok faydalı bir kavramdır. Bu sebeple, A operatörünün hiçbir

özdeş olmayan kapalı invaryant altuzaya sahip olmaması için gerekli ve yeterli koşul

her 0 6= x ∈ X elemanının A nın devirli vektörü, yani

span{Anx : n : 0,1,2, ...}= X

başka bir deyişle, clos{p(A)x : p ∈ P (polinomlar kümesi)} = X olmasıdır. X = H

(Hilbert uzayı) ise; o zaman A operatörünün E kapalı invaryant altuzaya sahip olması bir

taraftan H = E⊕E⊥ ortogonal ayrılışının var olmasını, diğer taraftan ise A nın matris

gösteriminin

A =

 A11 A12

θ A22


üçgen gösterimine sahip olduğunu gösterir ki bu da çok sayıda problemin çözümünde

fevkalade önemlidir. Fakat her operatör invaryant altuzaya sahip değildir. 1973 yılında

ilk olarak İsveç’li matematikçi P. Enflo sınırlı ve lineer operatör için hiçbir invaryant alt

uzayı olmayan bir Banach uzayının olduğunu ispat etmiş ve daha sonra 1981 yılında İn-

giliz matematikçi J. Read `1 klasik dizi uzayında hiçbir invaryant altuzaya sahip olmayan

bir A operatörünün mevcut olduğunu göstermiştir. İnvaryant altuzaylar konusundaki

pozitif ve çok önemli sonuçlardan biri de 1973 yılında Rus matematikçi V. Lomonosov

tarafından fonksiyonel analizde iyi bilinen sabit nokta prensibinin yardımıyla ispat-

lanan teoremdir. Bu teoreme göre, X Banach uzayındaki her kompakt A operatörü
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özdeş olmayan kapalı invaryant alt uzaya (ve hatta hiperinvaryant alt uzaya) sahiptir

(Lomonosov, 2015). V. Lomonosov’ un bu sonucu, ilerleyen yıllarda birçok matematikçi

tarafından çeşitli yönlerde genelleştirilmiştir. Ancak H Hilbert uzayındaki lineer sınırlı

A operatörünün özdeş olmayan kapalı invaryant altuzaya sahip olup olmaması problemi

günümüzde cevabı bulunmayan önemli bir soru olarak kalmaktadır. Günümüz mate-

matiğinde çok sayıda operatörlerin invaryant altuzaya sahip oldukları ve onların

tümünün resmedilmesi çeşitli yöntemlerle ispatlanmıştır. Örneğin, bazı ϕ ∈ L∞ (T)

fonksiyonları için H2 deki Tϕ f = Pϕϕ f , f ∈ H2, Toeplitz operatörünün invaryant alt

uzaya sahip olması L. Gambler, E. Dynkin ve V. Peller tarafından farklı yöntemlerle

ispatlanmıştır. 1979 yılında S. Brown "vektör fonksiyoneller" metodu yardımıyla H

Hilbert uzayındaki her alt normal A operatörünün invaryant altuzaya sahip olduğunu

göstermiştir. Bundan başka Sz.-Nagy ve Foias’ ın fonksiyonel model teorisi yardımıyla

birçok daralma operatörlerinin de invaryant alt uzaya sahip oldukları iyi bilinmektedir

(Nikolski, 1986, 1995, 2012; Nagy ve Foias, 1970). Tez çalışmamızın son kısmında,

H2 Hardy uzayında özdeş olmayan invaryant alt uzayın mevcutluğu için Duhamel

operatörleri ve üretici çekirdekler yardımıyla bazı yeterli koşullar verilmiştir.
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3. ÜRETİCİ ÇEKİRDEK ve BEREZİN SEMBOLÜ

Bu çalışmada üretici çekirdekler yardımıyla tanımlı bazı C∗-operatör cebirleri ile il-

gili incelemeler yapılmıştır. Operatör teoride bazı problemler için Engliš cebirleri ve

üretici çekirdeklerin yeni uygulamaları verilmiştir. Bu kapsamda ortaya konan problem-

lerin ve bu problemlere yönelik üretilen çözüm yöntemleri ve sonuçlarının rahatlıkla

algılanabilmesi için gerekli terim ve notasyonları bu bölümde ifade edeceğiz.

Tanım 3.1. Kompleks sayıların açık Ω kümesi üzerinde her λ ∈ Ω için f → f (λ )

lineer fonksiyoneliH uzayında sürekli olacak şekilde Ω kümesi üzerinde f fonksiyon-

larının oluşturduğuH=H (Ω) Hilbert uzayına fonksiyonel Hilbert uzayı ya da üretici

çekirdekli Hilbert uzayı denir (Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden λ ∈ Ω için f (λ ) =
〈

f ,kH,λ
〉

olacak şekilde bir tek

kH,λ ∈H fonksiyonu mevcuttur. Burada; kH,λ = kλ fonksiyonunaH uzayının üretici

çekirdeği, k̂H,λ =
kH,λ

‖kH,λ‖ fonksiyonuna ise,H uzayının normalleştirilmiş üretici çekir-

deği denir. Diğer taraftan, üretici çekirdeği bazlar yardımıyla

kH,λ (z) = kH (λ ,z) = K (λ ,z) = ∑
n≥0

en (λ )en (z)

şeklinde tanımlayabiliriz. Burada; en,H uzayının herhangi bir ortonormal bazıdır.

Şimdi, üretici çekirdeklere bazı örnekler verelim. Örneklere geçmeden önce sıkça

kullanacağımız bazı kavramları hatırlatalım.

{
eiθ :

∣∣φ (eiθ)∣∣> M0
}

kümesinin ölçümü sıfır olacak şekilde bir M0 sabiti varsa, φ ∈ T

ölçülebilir fonksiyonuna esas sınırlıdır denir. Tüm esas sınırlı ölçülebilir fonksiyonların

oluşturduğu uzaya L∞ uzayı denir. T birim çemberi üzerinde karesi integrallenebilen

Lebesgue ölçülebilir kompleks değerli fonksiyonların Hilbert uzayına L2 (T) uzayı

denir.

Tanım 3.2. (Hardy uzay) D={z ∈ C : |z|< 1} birim diski üzerinde kareleri topla-

nabilen ve kompleks katsayılara sahip kuvvet serisi şeklinde yazılabilen tüm analitik
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fonksiyonların oluşturduğu uzaya, yani,

H2 =

{
f : f (z) =

∞

∑
n=0

f̂ (n)zn ve
∞

∑
n=0

∣∣∣ f̂ (n)∣∣∣2 < ∞

}

koşulunu sağlayan H2 = H2 (D) uzayına klasik Hardy uzayı denir.

H2 uzayında iç çarpım f (z) =
∞

∑
n=0

f̂ (n)zn ve g(z) =
∞

∑
n=0

ĝ(n)zn için 〈 f ,g〉 =
∞

∑
n=0

f̂ (n) ĝ(n) ile tanımlanır. f (z) =
∞

∑
n=0

f̂ (n)zn vektörünün normu ‖ f‖H2 :=(
∞

∑
n=0

∣∣∣ f̂ (n)∣∣∣2)1/2

şeklinde olup, burada f̂ (n) = f (n) (0)/(n!) değeri f (z) analitik

fonksiyonunun n. Taylor katsayısıdır. Her z0 ∈ D için

| f (z0)|=

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

f̂ (n)zn
0

∣∣∣∣∣≤
(

∞

∑
n=0

∣∣∣ f̂ (n)∣∣∣2)1/2(
∞

∑
n=0
|z0|2n

)1/2

=

(
∞

∑
n=0
|z0|2n

)1/2

‖ f‖H2

olduğundan f → f (z0) dönüşümü H2 uzayında sınırlı lineer fonksiyoneldir. Dolayısıyla

H2 uzayı D birim diski üzerinde üretici çekirdekli Hilbert uzayıdır. H2 (D) Hardy

uzayı {zn : n≥ 0} ortonormal bazına sahip olduğundan bu uzayın üretici çekirdeği her

λ ,z ∈ D için

kH2,λ (z) = ∑
n≥0

en (λ )en (z) = ∑
n≥0

λ
n
zn

= ∑
n≥0

(
λ z
)n

=
1

1−λ z

dir. Bu çekirdeğe aynı zamanda Szegö çekirdeği de denir (Stroethoff, 1997).

Tanım 3.3. (Bergman uzay). D birim diskinde Lebesgue ölçümüne göre karesi inte-

grallenebilen analitik fonksiyonların oluşturduğu uzaya L2
a = L2

a (D) Bergman uzayı,

yani,
∫
D
| f (z)|2 dA(z)< ∞ olacak şekilde tüm analitik fonksiyonların oluşturduğu uzaya

denir. Burada; dA =
dxdy

π
, D nin ölçümü bire eşit olacak şekilde normalleştirilmiş

Lebesgue bölge ölçümüdür.
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L2
a uzayı

〈 f ,g〉=
∫
D

f (z)g(z)dA(z) , f ,g ∈ L2 (D)

iç çarpım özelliğine sahip L2 (D) uzayının lineer altuzayıdır. D birim diskinde f analitik

fonksiyonu f (z) =
∞

∑
n=0

anzn seri açılımına sahip olduğundan

‖ f‖2 =
∫
D

| f (z)|2 dA(z) =
∞

∑
n=0

|an|2

n+1

dir. Her z0 ∈ D için Cauchy-Schwarz eşitsizliğini kullanarak

| f (z0)|=

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

anzn
0

∣∣∣∣∣≤ ∞

∑
n=0
|an| |z0|n

≤

(
∞

∑
n=0

(n+1) |z0|2
)1/2(

∞

∑
n=0

|an|2

n+1

)1/2

= ‖ f‖
(

1−|z0|2
)−1

elde edilir. Bu eşitsizlikten dolayı L2
a uzayı L2 (D) uzayının kapalı altuzayı olur. Bu

yüzden L2
a Bergman uzayı D birim diski üzerinde üretici çekirdekli Hilbert uzayıdır.{√

n+1zn : n≥ 0
}

kümesi L2
a Bergman uzayı için ortonormal baz olduğundan bu

uzayın üretici çekirdeği her λ ,z ∈ D için

kL2
a,λ

(z) = ∑
n≥0

en (λ )en (z)

= ∑
n≥0

(√
n+1λ

n
)
.
(√

n+1zn)
= ∑

n≥0
(n+1)λ

n
zn = ∑

n≥0
(n+1)

(
λ z
)n

= ∑
n≥0

((
λ z
)n+1

)′
=

(
1

1−λ z

)′
=

(
1

1−λ z

)2

olup kL2
a,λ

(z) =
1(

1−λ z
)2 elde edilir (Stroethoff, 1997).

(Stroethoff, 1997) un normalleştirilmiş üretici çekirdekle elde etmiş olduğu önemli bir

sonucu ifade edelim.
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Önerme 3.4. H uzayı Ω kümesi üzerinde analitik fonksiyonların oluşturduğu üretici

çekirdekli Hilbert uzayı ve D kümesi ise her f ∈ D için λ → ∂Ω iken
〈

f , k̂λ

〉
→ 0

olacak şekilde H uzayının yoğun altkümesi olsun. O zaman, λ → ∂Ω iken k̂λ nor-

malleştirilmiş üretici çekirdeğiH uzayında sıfıra zayıf yakınsaktır (k̂λ

z→ 0) (Stroethoff,

1997).

Tanım 3.5. H uzayı k̂H,λ normalleştirilmiş üretici çekirdeğe sahip fonksiyonel Hilbert

uzayı ve T lineer sınırlı operatör olsun.

T̃ (λ ) =
〈

T k̂H,λ , k̂H,λ

〉
H

şeklinde tanımlanan T̃ fonksiyonuna T operatörünün Berezin sembolü denir (Nordgren

ve Rosenthal, 1994).

T̃ fonksiyonunun Ω kümesinde sınırlı bir fonksiyon olduğu açıktır. Bir operatörün

Berezin sembolü operatör hakkında önemli bilgi sağlar. Hardy, Bergman ve Fock Hilbert

uzaylarını içeren en ünlü üretici çekirdekli Hilbert uzaylarının Berezin sembolünün de

operatörü tek olarak tanımladığı bilinen bir gerçektir: her λ ∈Ω için T̃1 (λ ) = T̃2 (λ )

ise T1 = T2 dir (Engliš, 1995; Zhu, 1990).

Tanım 3.6. kλ üretici çekirdeğine sahip boş olmayan bir Ω kümesi üzerinde kompleks

değerli fonksiyonlarınH=H (Ω) fonksiyonel Hilbert uzayı üzerinde sınırlı lineer A

operatörünün Berezin kümesi ve Berezin sayısırasıyla,

Ber (A) =
{

Ã(λ ) : λ ∈Ω

}
ve ber (A) = sup

{∣∣∣Ã(λ )
∣∣∣ : λ ∈Ω

}
ifadeleriyle tanımlanır (Karaev, 2006).

Şimdi, Berezin sembolünün bazı temel özelliklerini sıralayalım.

1. A pozitif operatör ise o zaman Ã pozitif fonksiyondur.

2. ∣∣∣Ã(λ )
∣∣∣ =

∣∣∣〈Ak̂H,λ , k̂H,λ

〉∣∣∣≤ ∥∥∥Ak̂H,λ

∥∥∥∥∥∥k̂H,λ

∥∥∥
≤ ‖A‖

∥∥∥k̂H,λ

∥∥∥∥∥∥k̂H,λ

∥∥∥= ‖A‖ (λ ∈Ω)
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olduğundan Ã Berezin sembolü sınırlı bir fonksiyondur.

3. A∗ adjoint operatörünün Berezin sembolü Ã nın kompleks eşleniğine eşittir. Yani

Ã∗ (λ ) =
〈

A∗k̂H,λ , k̂H,λ

〉
=
〈

k̂H,λ ,Ak̂H,λ

〉
=
〈

Ak̂H,λ , k̂H,λ

〉
= Ã(λ )

dir.

4. Her λ ∈Ω için Ã(λ ) = B̃(λ ) olması için gerekli ve yeterli koşul A = B olmasıdır.

5. A operatörü kompakt ise, Ã(λ )→ 0 (λ → ∂Ω) dır. Fakat bunun tersi her zaman

doğru değildir. Yani; Ã(λ )→ 0 (λ → ∂Ω) ise, A operatörü kompakt olmayabilir.

Tanım 3.7. H=H (Ω) fonksiyonel Hilbert uzayı ve k̂H,λ =
kH,λ∥∥kH,λ

∥∥ da bu uzayın

normalleştirilmiş üretici çekirdeği olsun. Eğer λ → ∂Ω (λ → ξ ∈ ∂Ω) iken k̂H,λ → 0

zayıf yakınsak ise, H uzayına standart fonksiyonel Hilbert uzayı denir (Nordgren ve

Rosenthal, 1994).

Örneğin, H2 (D) Hardy uzayı, L2
a (D) Bergman uzayı ve L2

a (C) Fock uzayı standart

fonksiyonel Hilbert uzaylardır.

Standart H üretici çekirdekli Hilbert uzayında bir K kompakt operatörü için her ne

zaman {λn} dizisi ∂Ω nın bir noktasına yakınsak ise,

lim
n→∞

K̃(λn) = 0

olduğu bilinen bir gerçektir. Bu bağlamda, standart üretici çekirdekli Hilbert uzayında

bir kompakt operatörün Berezin sembolü sınırda sıfır olur. Nordgren ve Rosenthal

(1994) de U :H→H üniter olmak üzere U−1KU nın Berezin sembolleri yardımıyla

üretici çekirdekli Hilbert uzay üzerinde K kompakt operatörlerini karakterize etmiştir:

Yardımcı Teorem 3.8. Standart üretici çekirdekli Hilbert uzayında bir K operatörünün

kompakt olması için gerekli ve yeterli koşul her U üniter operatör için Ũ−1KU nun tüm

Berezin sembollerinin sınırda sıfır olmasıdır (Nordgren ve Rosenthal, 1994).

Daha sonra, Chalender vd. (2012) nin bu teoremin bazı koşullarını zayıflatarak aşağıdaki

sonucu elde etmişlerdir.
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Teorem 3.9. ∂HΩ 6= ∅ olacak şekilde Ω üzerinde H üretici çekirdekli Hilbert uzay

olsun. O zaman aşağıdaki iddialar denktir:

(i) A kompakttır.

(ii) Her ζ ∈ ∂HΩ ve H üzerinde her U üniter operatörü için limλ→ζ Ũ−1AU(λ ) = 0

dır.

(iii) H üzerinde her U üniter operatörü için

lim
n→+∞

Ũ−1AU(λn) = 0

olacak şekilde ζ ∈ ∂HΩ noktasına yakınsayan Ω da noktaların (λn)n≥1 dizisi mevcuttur.

Tanım 3.10. S : H2→ H2 tek taraflı kaydırma operatörü (unilateral shift) (S f )(z) =

z f (z) ile ya da Taylor katsayıları yardımıyla

S (a0,a1, ...) = (0,a0,a1, ...)

şeklinde tanımlanır. Tek taraflı kaydırma operatörünün S∗ adjointine geri kaydırma

operatörü denir ve

(S∗ f )(z) =
f (z)− f (0)

z

ile tanımlanır. Taylor katsayısı yardımıyla da

S∗ (a0,a1, ...) = (a1,a2, ...)

şeklinde ifade edilir (Martinez-Avendano ve Rosenthal, 2007).

T= ∂D=
{

eit : 0≤ t < 2π
}

birim çember, dt, T de yay uzunluğu ölçümü ve m
(
eit)=

dt
2π

normalleştirilmiş Lebesgue ölçüsü olsun. Burada m-hemen hemen her ζ ∈ T için

Fatou teoremi ile mevcut olan sınır değeri (b f )(ζ ) := limr→1− f (rζ ) olan her bir f ∈H2

fonksiyonu birleşiminden L2 = L2(T,m) de H2 uzayının doğal gömülüşünü kurmak

uygun olacaktır (Hoffman, 1962). O zaman f̂ (n) :=
∫
T

ζ
n

f (ζ )dm(ζ ) ifadesi f nin n.

Fourier katsayısı olmak üzere

H2 =
{

f ∈ L2 : f̂ (n) = 0, n < 0
}
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yazabiliriz.

Şimdi Poisson çekirdeğinin tanımını verelim.

Tanım 3.11. 0≤ r < 1 ve Ψ ∈ [0,2π] için Poisson çekirdeği

Pr (Ψ) =
1− r2

1−2r cosΨ+ r2

şeklinde tanımlanır. Her r ∈ [0,1) ve Ψ için 1−r2 > 0 ve 1−2r cosΨ+r2≥ (1− r)2 >

0 olduğundan Pr (Ψ)> 0 dır.

Poisson çekirdeği yardımıyla harmonik genişlemenin tanımı aşağıdaki şekildedir:

ϕ ∈ L1 = L1(T) için

ϕ̃(reit) =
1

2π

2π∫
0

ϕ(eiτ)
1− r2

1+ r2−2r cos(t− τ)
dτ, reit ∈ D

ile tanımlı D içine onun harmonik genişlemesi ϕ̃ ile tanımlayacağız. ϕ ∈ L2(T) için bu

harmonik fonksiyonun analitik olması için gerekli ve yeterli koşul ϕ ∈ H2 olmasıdır.

Tanım 3.12. Herhangi z0 ∈ T ve α >−1 için

Γα (z0) = {z ∈ D : |z− z0|< α (1−|z|)}

ve θ da D birim diskinde fonksiyon olsun. Eğer α > 1 için

lim
z→z0

z∈Γα (z0)

θ (z) = L

mevcutsa o zaman θ (z) fonksiyonu z0 noktasında L teğetsel olmayan (açısal) limite

sahiptir denir (Kılıç, 1994).

H∞ = H∞(D) uzayı

‖ f‖
∞
= sup

z∈D
| f (z)|

ile normlu D üzerinde sınırlı analitik fonksiyonların Banach cebirini tanımlar. H∞ :=

{g : g ∈ H∞}, D deki sınırlı ko-analitik fonksiyonların uzayı ve L∞ = L∞(T) de esas
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supremum norm tarafından normlaştırılmış T üzerinde tüm esas sınırlı fonksiyonların

uzayı olacaktır. g ∈ L∞(T) için ‖g‖
∞

ifadesi |g| de esas supremum için açılımıdır. Her

f ∈ H∞ için (b f )
(
eit)= limr→1− f

(
reit) ile hemen hemen her yerde tanımlı bir b f ∈

L∞(T) fonksiyonunun karşılık geldiği bilinmektedir (Hoffman, 1962). ‖ f‖
∞
= ‖b f‖

∞

eşitliği gerçeklenir.

Herhangi bir θ ∈ H∞ iç fonksiyonu, yani, D de |θ (z)| ≤ 1 ve hemen hemen her ξ ∈ T

için |θ (ξ )|= 1, için karşılık gelen model uzayı Kθ

Kθ := H2
ΘθH2 =

{
f ∈ H2 : 〈 f ,θg〉= 0, her g ∈ H2}

ile tanımlanır.

Eğer ϕ ∈ L∞(T) ise

Tϕ f = P+(ϕ f )

ile tanımlı H2 üzerindeki Tϕ operatörüne ϕ sembollü Toeplitz operatörü denir. Burada

P+ : L2→ H2 Riesz ortoprojektördür.

Toeplitz operatörünün bazı temel özellikleri aşağıdaki gibidir.

(1) ϕ ∈ L∞ (T) ve Tϕ : H2→ H2 olsun. f ∈ H2 için T ∗ϕ = Tϕ , yani T ∗ϕ f = P+ (ϕ f ) dir.

(2)
∥∥Tϕ

∥∥= ‖ϕ‖L∞(T) dir.

(3) ϕ ∈H∞ = H∞ (D) ise her f ∈H2 için Tϕ f = Mϕ f = ϕ f dir. Yani Toeplitz operatörü

ile çarpma operatörü çakışır. Bu Tϕ operatörüne analitik Toeplitz operatörü denir.

(4) ϕ ∈ H∞ (H∞ nun kompleks eşleniği) ise, Tϕ operatörüne antianalitik Toeplitz

operatörü veya koanalitik Toeplitz operatörü denir.

(5) ϕ ∈ L∞ ve ψ ∈ H∞ ise TϕTψ = Tϕψ dir.

(6) ϕ ∈ L∞ ve ψ ∈ H∞ ise TψTϕ = Tψϕ dir.

(7) T ∈ H2 operatörünün Toeplitz operatör olması için gerekli ve yeterli koşul U tek

taraflı kaydırma operatörü olmak üzere,

U∗TU = T
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olmasıdır.

Tanımdan T ∗ϕ = Tϕ olduğu açıktır. Ayrıca,

Aθ
ϕ f = Pθ Tϕ |Kθ

ile tanımlanan Aθ
ϕ operatörü köreltilmiş Toeplitz operatörü olarak tanımlanır. L∞(T) de

ψ ve ϕ için TψTϕ nin H2 de bir Toeplitz operatör olması için gerekli ve yeterli koşul ya

ψ ∈ H∞ veya ϕ ∈ H∞ olmasıdır (Halmos, 1982). Her iki durumda da TψTϕ = Tψϕ dir.

Bu sebeple herhangi f ∈ H∞, g ∈ L∞, h ∈ H∞ için Tf TgTh = Tf gh olur.

Aşağıdaki durum iyi bilinen bir gerçektir.

Yardımcı Teorem 3.13. Eğer ϕ ∈ L∞ ise, o zaman T̃ϕ = ϕ̃ dir, yani, Tϕ Toeplitz

operatörünün Berezin sembolü onun sembolü ϕ nin ϕ̃ harmonik genişlemesine denktir

(Engliš, 1995).

Engliš teğetsel olmayan ve radyal yakınsaklık yardımıyla
∥∥∥T k̂λ

∥∥∥ , ∥∥∥T ∗k̂λ

∥∥∥ ve
∣∣∣T̃ (λ )

∣∣∣
nin sınır davranışıyla tanımlı H2 (D) Hardy uzayı üzerinde bazı C∗-operatör cebir-

lerini tanımladı (Engliš, 1995). T cebiri
{

Tϕ : ϕ ∈ L∞ (T)
}

ile üretilen C∗-cebir olsun.

Aşağıdaki sonuç Douglas’a aittir (Douglas, 1972; Nikolski, 1986).

Teorem 3.14. σ
(
Tϕ

)
= ϕ (∀ϕ ∈ L∞ (T)) özelliğini sağlayan σ dönüşümü

σ : T → L∞ (T)

için bir C∗-homomorfizmi mevcuttur. σ nın çekirdeği T nin komütatörler ideali ile

çakışır, yani, T deki ideal

[R,S] := RS−SR (R,S ∈ T )

biçimindeki tüm komütatörler ile üretilir. Bazen σ sembol dönüşüm olarak adlandırılır

(Douglas, 1972).

K ⊂N={1,2, ...} olsun. n∈N için Kn = {k ∈ K : k ≤ n} ve Kn deki elemanların sayısı
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|Kn| ile tanımlansın. K nın doğal yoğunluğu

δ (K) = lim
n→∞

|Kn|
n

ile tanımlanır (Freedman ve Sember, 1981).

Eğer her ε > 0 için Kε = {k ∈ N : |xk−L| ≥ ε} kümesinin doğal yoğunluğu sıfır ise

X normlu uzayında reel veya kompleks sayıların (xk : k = 1,2, ...) dizisi L sayısına

istatistiksel yakınsaktır denir ve st− limk xk = L ile gösterilir.

Aşağıdaki notasyon Fridy (1985) ye aittir . Eğer her ε > 0 için;

lim
n→∞

1
n
|{k ≤ n : |xk− xN | ≥ ε}|= 0

olacak şekilde N = N (ε) sayısı mevcut ise, (xk) dizisi istatistiksel Cauchy adını alır.

Bu teorinin temel sonucu aşağıda Fridy (1985) tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 3.15. Aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) (xk) bir istatistiksel yakınsak dizidir.

(2) (xk) bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(3) Hemen hemen her k için xk = yk olacak şekilde (yk) yakınsak dizisi var olacak

şekilde bir (xk) dizisi vardır.

Aşağıdaki sonuç Teorem 3.15 den hemen elde edilir.

Sonuç 3.16. Eğer (xk) dizisi st-limk xk = L olacak şekilde bir dizi ise o zaman (xk)

dizisi limk yk = L (adi anlamda) olacak şekilde bir (yk) altdizisine sahiptir.

Tanım 3.17. Bir kompleks Hilbert uzayda sürekli lineer operatörlerin bir A kompleks

cebiri

i) A operatörlerin norm topolojisi üzerinde topolojik olarak kapalı kümedir
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ii) A operatörlerin adjointleri alınarak oluşturulan bir işlem altında kapalıdır

özelliklerini sağlıyorsa C∗-cebiri olarak adlandırılır (Halmos, 1982).

C∗-cebirleri fonksiyonel analizin bir araştırma alanı olup ilk olarak kuantum mekanik

problemlerinde kullanılmıştır. İlk olarak John von Neumann tarafından bu cebirler için

genel çerçeve kurulmuş ve von Neumann cebirleri adıyla bilinen özel C∗-cebir sınıfı

tanımlanmıştır. 1943’te Gelfand ve Naimark Hilbert uzayını kullanmadan C∗-cebirlerini

karakterize etmiştir. C∗-cebirinin temel örneği kompleks H Hilbert uzayında sınırlı

lineer operatörlerin B(H) cebiridir. Burada x∗ ifadesi x : H→ H operatörünün adjoint

operatörünü tanımlar.

Tanım 3.18. Eğer T ′T = T T ′ olacak şekilde her T ′ operatörü için T ′M ⊂ M ise H

kompleks Hilbert uzayının bir M altuzayına T operatörü için hiper invaryant adı verilir

(Lomonosov, 2015).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA

Bu bölümde üretici çekirdekler ve onların yardımıyla tanımlanan Berezin sembolleri ile

tanımlı C∗-cebirleri kullanılarak fonksiyonel analiz ve operatör teorinin çeşitli konu-

larına (istatistiksel yakınsaklık, invaryant altuzaylar, sıfır Toeplitz çarpımı, genelleşti-

rilmiş özdeğer, genelleştirilmiş özvektör ve Riccati operatör denklemler) uygulamaları

incelenmiştir.

4.1. İstatistiksel Yakınsaklık ve C∗-Operatör Cebirler

Bu alt kısımda Hardy uzayı üzerinde C∗-operatör cebiri olan genelleştirilmiş Engliš

cebirin istatistiksel radyal yakınsaklık notasyonu tanımlanmış ve onun bazı özellikleri

çalışılmıştır.

4.1.1. Berezin sembollerinin bazı özellikleri

Bu bölümde Berezin sembolleri ile ilgili bazı sonuçlar ispatlanmıştır.

Yaklaşım bölgeleri: 0 < α < 1 için, D(0;α) := {z ∈ C : |z|< α} birim diski ve z = 1

den D(0;α) nin noktalarına kadar olan doğru parçaları ile Ωα yi tanımlayalım (Rudin,

1974; sayfa 240-241). Diğer bir deyişle, Ωα kümesi D(0;α) yi içeren en küçük

konveks açık kümedir ve onun sınırında 1 noktasına sahiptir. z = 1 yakınında, Ωα , D

yarıçapıyla ikiye bölünmüş ve 1 de son bulan, α = sinθ olmak üzere 2θ açık aralığında

bir açıdır. Ωα ile 1 değerine yaklaşan eğriler T ye teğet olamaz. Bundan dolayı Ωα

ya 1 tepe noktasıyla, teğetsel olmayan yaklaşım bölgesi olarak adlandırılır. α arttıkça

Ωα bölgeleri genişler. Birleşimi D, kesişimleri [0,1) yarıçapıdır. Ωα nın döndürülmüş

örnekleri eit tepe noktasında eitΩα ile tanımlanır.

İstatistiksel teğetsel olmayan ve radyal limitler: Eğer; her α < 1 ve eiθ değerine

istatistiksel yakınsak olan her
{

z j
}

dizisi için

st− lim
j→∞

F
(
z j
)
= λ

ve eiθ Ωα içinde ise D de tanımlı bir F fonksiyonuna eiθ ∈ T de λ istatistiksel teğetsel
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olmayan limite sahiptir denir. Eğer; F , D üzerinde bir fonksiyon ve f de T de bir

fonksiyon ise o zaman F fonksiyonu f değerine radyal olarak istatistiksel yakınsak

denir ve hemen hemen her θ ∈ [0,2π) için (zn)→ eiθ istatistiksel radyal (yani eğer,

st-limn→∞ |zn|eiθ = eiθ ) ise,

st− limF (zn) = f
(
eit)

yazılır.

Operatörlerin berezin sembollerinin bazı özellikleri: Herhangi iki ϕ,ψ ∈ L∞ (T)

fonksiyonu için,
[
Tϕ ,Tψ

)
:= Tϕψ −TϕTψ tanımlayalım. Bu ifadeye onların yarı komü-

tatörleri denir.

Teorem 4.1. ϕ ∈ L∞ (T) için
∥∥∥Hϕ k̂λ

∥∥∥→ 0 radyal olarak istatistikseldir. Sonuç olarak,

herhangi ϕ,ψ ∈ L∞ (T) için
[
Tϕ ,Tψ

)∼
(λ )→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır.

İspat. Engliš (1995) in makalesindeki metodu uygulamak için y := P−ϕ olsun. k̂λ =

kλ

‖kλ ‖H2
∈ H∞ olduğunu dikkate alarak,

Hϕ k̂λ = P−
(

ϕ k̂λ

)
= P−

(
(P+ϕ) k̂λ

)
+P−(yk̂λ ) = P−(yk̂λ ) = Hyk̂λ

yazabiliriz ve bunun sonucu olarak,

∥∥∥Hϕ k̂λ

∥∥∥2
=
∥∥∥yk̂λ

∥∥∥2
−
∥∥∥Tyk̂λ

∥∥∥2

=
〈
|y|2 k̂λ , k̂λ

〉
−
∥∥∥Tyk̂λ

∥∥∥2
= |̃y|2 (λ )−

∥∥∥Tyk̂λ

∥∥∥2

olur. Böylece, herhangi β ∈ D ve y bir analitik fonksiyonun sınır değeri olduğu için

〈
Tykλ ,kβ

〉
=
〈
kλ ,ykβ

〉
= ỹ(λ )

〈
kλ ,kβ

〉
elde edilir. Böylece, Tϕ k̂λ = ỹ(λ ) k̂λ ve

∥∥∥Hϕ k̂λ

∥∥∥2
= |̃y|2 (λ )−|ỹ(λ )|2

dir. Fatou teoreminden,
(
|y|2
)∼

ve |ỹ|2 her ikisi de radyal olarak |y|2 değerine yakın-
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saktır. Buradan istatistiksel radyal olarak |y|2 değerine yakınsaması anlamına gelir. Bu

sebeple onların farkı istatistiksel olarak sıfıra yaklaşır ve aşağıdaki sonuç elde edilir.[
Tϕ ,Tψ

)
= H∗

ϕ
Hψ olduğu gözlemlenir ve böylece

∣∣[Tϕ ,Tψ

)∼
(λ )
∣∣= ∣∣∣〈H∗ϕHψ k̂λ , k̂λ

〉∣∣∣= ∣∣∣〈Hψ k̂λ ,Hϕ k̂λ

〉∣∣∣
≤
∥∥∥Hψ k̂λ

∥∥∥∥∥∥Hϕ k̂λ

∥∥∥→ 0

radyal olarak istatistiksel yakınsak olur. Böylece, teoremin ispatı tamamlanır.

T deki kapalı idealler, tüm
[
Tϕ ,Tψ

)
,ϕ,ψ ∈ L∞ (T) yarı komütatörler tarafından üretilen

yarı komütatör idealdir.

Aşağıdaki teorem, Teorem 4.1 i güçlendiren bir sonuçtur.

Teorem 4.2. Eğer T ∈ B
(
H2) T nin yarı komütatör idealine ait ise o zaman T̃ → 0

radyal olarak istatistiksel yakınsaktır.

İspat.

Tϕ1Tϕ2...Tϕn [Ta,Tb)Tψ1Tψ2...Tψm (4.1)

formu Toeplitz operatörlerinin lineer kombinasyonları olduğundan yarı komütatör

idealin yoğun bir altkümesini oluşturur. Bu ise, T nin (4.1) formuna sahip olduğu

zaman iddiayı ispatlamak için yeterlidir. Böylece, (bknz, (Engliš, 1995))

Tc [Ta,Tb) = TcTab−TcTaTb

= (TcTab−Tcab)+(Tcab−TcaTb)+(TcaTb−TcTaTb)

=− [Tc,Tab)+ [Tca,Tb)+ [Tc,Ta)Tb

elde edilir. T nin

T =
[
Tϕ ,Tψ

)
A = H∗ϕHψA, A ∈ T , ϕ,ψ ∈ L∞ (T)

formunda olduğunu kabul edelim. Şimdi
[
Tϕ ,Tψ

)
= H∗

ϕ
Hψ kullanarak,

∣∣∣T̃ (λ )
∣∣∣= ∣∣∣〈T k̂λ , k̂λ

〉∣∣∣= ∣∣∣〈H∗ϕHψAk̂λ , k̂λ

〉∣∣∣
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=
∣∣∣〈HψAk̂λ ,Hϕ k̂λ

〉∣∣∣
≤
∥∥HψA

∥∥∥∥∥Hϕ k̂λ

∥∥∥ (Cauchy-Schwarz eşitsizliği)

elde edilir ve
∥∥∥Hϕ k̂λ

∥∥∥→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsadığını düşünerek (Teorem

4.1 ten), T̃ → 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaklığı elde edilir.

Şimdi Engliš’in sonucunu geliştirerek daha genel bir teorem ispatlanacaktır. (Bknz

Douglas, 1972; Teorem 2) Bu da kolay bir sonuç olarak Douglas teoremi’ni ifade eder.

Teorem 4.3. Herhangi bir T deki T için, T̃ → ϕ , bazı ϕ ∈ L∞ (T) fonksiyonu için

radyal olarak istatistiksel yakınsaktır.

σ : T → L∞ (T) , T → ϕ

dönüşümü bir C∗-cebir morfizmidir, onun çekirdeği tam olarak T nin komütatör idealidir,

ve herhangi Tψ Toeplitz operatörü için σ
(
Tψ

)
= ψ dir. Böylece σ , Teorem 3.14 deki

sembol dönüşüm ile çakışır.

İspat. J , T de yarı komütatör ideal olsun. (Berger ve Coburn, 1987) deki, AaTbB−

ATabB =−A [Ta,Tb)B tekrarlayan özdeşlik uygulamalarıyla, herhangi ϕ1,ϕ2, ...,ϕn ∈

L∞ (T) için Tϕ1Tϕ2...Tϕn−Tϕ1Tϕ2...ϕn ∈ J elde edilir.

T = Tϕ +S, ϕ ∈ L∞ (T) , S ∈ J , (4.2)

formundaki operatörlerin lineer kombinasyonlarını ele alarak T de bir istatistiksel

yoğun altküme oluşur. T̃ϕ = ϕ̃ ve Teorem 4.2 için, T̃ → ϕ radyal olarak istatistiksel

yakınsaktır, ve böylece ‖ϕ‖
∞
≤
∥∥∥T̃
∥∥∥

∞

≤ ‖T‖ elde edilir.

σ : Tϕ +S 7−→ ϕ

dönüşümü iyi tanımlıdır ve T nin tamamında sürekli olarak genişler. Toeplitz operatör-

lerin bir istatistiksel limiti yine bir Toeplitz operatör olduğundan özel durumda T ’deki
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her operatör (4.2) formuna sahiptir. Gerçekte, eğer bazı X ∈ B
(
H2) için,

st− lim
n

∥∥Tϕn−X
∥∥= 0

ise o zaman Sonuç 3.16 dan
(∥∥Tϕn−X

∥∥)
n≥1 dizisi limk

∥∥∥Tϕnk
−X

∥∥∥ = 0 olacak

şekilde
(∥∥∥Tϕnk

−X
∥∥∥)

k
bir altdizisine sahiptir. Bu ise X in bir Toeplitz operatörü ve J

nin ise istatistiksel kapalı olduğu anlamına gelir.

Bu dönüşüm açıkça lineerdir, birleşmeyi korur ve Teorem 4.2 sayesinde üstelik çarpım-

saldır. Onun çekirdeğinin tam olarak T nin J yarı komütatör ideali olduğu açık-

tır. Şimdi geriye sadece J ile G komütatör idealin çakıştığını göstermek kaldı.[
Tϕ ,Tψ

]
=
[
Tψ ,Tϕ

)
−
[
Tϕ ,Tψ

)
olduğundan, G ⊂ J kapsaması özdeştir. Ters kapsama

J ⊂ G, (Engliš, 1995) de ispatlanmış olup teoremin ispatı tamamlanmıştır.

Sonuç 4.4. Eğer A ∈ T ise o zaman [A∗,A]∼→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır.

4.1.2. Genelleştirilmiş Engliš cebirleri ve Toeplitz hesaplarına genişletilmesi

Bu kısımda operatörlerin genelleştirilmiş Engliš cebiri kavramı verilmiş, bazı özellikleri

incelenmiş ve Teorem 4.3 için T yi içeren Engliš cebirleri ailesi gösterilmiştir.

Şimdi ilk olarak genelleştirilmiş Engliš cebirini tanımlayalım:

E :=
{

H ∈ B
(
H2) :

∥∥∥Hk̂λ

∥∥∥ ve
∥∥∥H∗k̂λ

∥∥∥→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsak
}
.

Diğer bir deyişle, her θ ∈ [0,2π)�E için

st− lim
r↗1

∥∥∥Hk̂reiθ

∥∥∥= 0

dir. Burada E kümesi sıfır Lebesgue ölçümünün (H’ye bağlı) bir kümesidir. Durum

H∗ için de benzerdir. Klasik radyal limitler olması durumunda; bu cebir, klasik Engliš

cebiridir (Engliš, 1995).

Aşağıdaki teoremde E cebirinin bazı önemli özellikleri verilmiştir.
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Teorem 4.5. (a) E , bir C∗-cebiridir,

(b) Eğer Tϕ ∈ E ise o zaman ϕ = 0 dır,

(c) ϕ,ψ ∈ L∞(T) için [Tϕ ,Tψ) ∈ E ,

(d) E , "Toeplitz operatörlere göre bir idealdir", yani, H ∈ E ve ϕ ∈ L∞(T) ifadesi

HTϕ ,TϕH ∈ E anlamına gelir.

İspat. (a) A,B∈ E ⇒ AB∈ E gösterimi haricinde herşey özdeştir. Fakat, 0≤
∥∥∥ABk̂λ

∥∥∥≤
‖A‖

∥∥∥Bk̂λ

∥∥∥−→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır ve B∗A∗ için benzerdir.

(b)
∥∥∥Tϕ k̂λ

∥∥∥−→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsak ifadesinden,

∣∣∣T̃ϕ(λ )
∣∣∣= ∣∣∣〈Tϕ k̂λ , k̂λ

〉∣∣∣≤ ∥∥∥Tϕ k̂λ

∥∥∥−→ 0

radyal olarak istatistiksel yakınsak olması elde edilir ve böylece T̃ϕ(λ ) −→ 0 radyal

olarak istatistiksel yakınsaktır. Fakat, T̃ϕ −→ ϕ radyal olarak istatistiksel yakınsak olup,

ϕ = 0 olduğu bilinmektedir.

(c) Bunun ispatı Teorem 4.1 ve [Tϕ ,Tψ) = H∗
ϕ

Hψ eşitliğinden elde edilir.

(d)

0≤
∥∥∥TϕHk̂λ

∥∥∥≤ ∥∥Tϕ

∥∥∥∥∥Hk̂λ

∥∥∥−→ 0

radyal olarak istatistiksel yakınsaktır ve TϕH∗k̂λ için benzer olarak elde edilir. Bu

sebeple HTϕ k̂λ için ilgili iddialar aşağıdaki durumlarda mevcuttur.

Önerme 4.6. ϕ ∈ L∞(T) olsun D deki Poisson formülü ve onun harmonik genişlemesi

ϕ̃ ile tanımlansın. O zaman Tϕ k̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ −→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır,

yani, hemen hemen her t ∈ [0,2π) için

st− lim
r↗1

∥∥∥Tϕ k̂
reiθ − ϕ̃(reiθ )k̂

reiθ

∥∥∥= 0

olur.
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Bu önermenin ispatı (Douglas, 1972) deki Teorem 6 dan ve Sonuç 1 den elde edilir.

A1 :=
{

Tϕ +H : ϕ ∈ L∞(T), H ∈ E
}

tanımlayalım. Douglas teoreminin genelleştirilmesi olan aşağıdaki teorem (Engliš,

1995) deki Teorem 7 nin ispat metodunu ve Sonuç 1 kullanılarak ispatlanabilir ve bu

sebeple önermenin ispatı verilmemiştir.

Teorem 4.7. (i)A1, bir C∗-cebiridir.

(ii) Herhangi T ∈ A1 için

T̃ −→ σst(T ) ∈ L∞(T) radyal olarak istatistiksel yakınsak

olan T̃ (λ ) nin σst(T ) şeklinde tanımlanan bir istatistiksel radyal limiti mevcuttur.

(iii) σst :A1 −→ L∞(T) herhangi ϕ ∈ L∞(T) için Tϕ den ϕ içine dönüşümü olan L∞(T)

üzerinde A1/E nin bir C∗-izomorfizmasına indirgenir.

Aşağıdaki sonuç Teorem 4.7 nin T sınıfının karakterizasyonu için kullanılabildiğini

gösterir.

Önerme 4.8. A ∈ B
(
H2) bir operatör olsun. Eğer A ∈ T ise o zaman

(i) Ã istatistiksel radyal limite sahiptir: Ã −→ ϕ bazı ϕ ∈ L∞(T) için radyal olarak

istatistiksel yakınsaktır ve

(ii)
∥∥∥Ak̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥ ve
∥∥∥A∗k̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥−→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır.

İspat. A ∈ T ⊂ A1 olsun. Bazı ϕ ∈ L∞(T) ve H ∈ E için A = Tϕ +H olduğu açıktır.

Böylece Ã −→ ϕ radyal olarak istatistiksel yakınsaktır. Bu (i) ifadesini ispatlar ve∥∥∥Ak̂λ −Tϕ k̂λ

∥∥∥= ∥∥∥Hk̂λ

∥∥∥−→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır.

∥∥∥Ak̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥≤ ∥∥∥Ak̂λ −Tϕ k̂λ

∥∥∥+∥∥∥Tϕ k̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥
≤
∥∥∥Hk̂λ

∥∥∥+∥∥∥Tϕ k̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥−→ 0

radyal olarak istatistiksel yakınsak olduğundan ve Önerme 4.6 dan
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∥∥∥Ak̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥ −→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaklığa denktir. Ben-

zer şekilde,
∥∥∥A∗k̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥ −→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsak olduğu

ispatlanabilir. Bu da (ii) nin ispatını tamamlamaktadır.

Aşağıdaki kısımda istatistiksel Banach limitleri ile Engliš (Engliš, 1995) deki bazı

sonuçları genişletilerek verilmiştir. Onların ispatları (Engliš, 1995) makalesinin benzer

sonuçlarının hafif bir modifikasyonu olup ispat verilmemiştir.

(Engliš, 1995) i kullanarak BC [0,1) ise [0,1) yarı açık aralığı üzerinde tüm sınırlı

sürekli fonksiyonların C∗-cebiri olduğunu hatırlayabiliriz. BC [0,1)'C (M) Gelfand

teorisi olarak bilinir. Burada M, BC [0,1) nin maksimal ideal uzayıdır.

M ise 1 noktası üzerinde M1 tanımlayan belli fiber eklenmiş [0,1) in bir homeomorfik

kopyasını içerir. Her bir çarpımsal lineer fonksiyonel Lim ∈M1 bir Banach limit olarak

adlandırılacaktır. f ∈ L∞ (D) ve ϕ ∈ L∞(T) için sıfır ölçümlü bir küme haricinde her

θ ∈ [0,2π) için

Lim
(

r st−→ f
(

reiθ
))

= ϕ

(
eiθ
)

olduğu zaman f fonksiyonu ϕ değerine Lim e göre radyal olarak istatistiksel yakınsaktır

denir ve f Lim−→ ϕ olarak yazılır.

εst−Lim :=
{

HεB
(
H2) :

∥∥∥Hk̂λ

∥∥∥ ve
∥∥∥H∗k̂λ

∥∥∥ Lim−→ 0 radyal olarak istatistiksel
}

olduğunu tanımlayalım. E ve Est−Lim yer değiştirdiğinde Teorem 4.5 deki tüm iddialar

etki altında kalır. Böylece Teorem 4.7 ve Önerme 4.8 nin aşağıdaki benzerleri elde

edilir.

Teorem 4.9. Ast−Lim :=
{

Tϕ +H : ϕ ∈ L∞(T),H ∈ Est−Lim
}

olsun. O zaman

(i) Ast−Lim, bir C∗-cebiridir;

(ii) T̃ Lim−→ ϕ radyal olarak istatistiksel olacak şekilde her T ∈ Ast−Lim için en az bir

ϕ ∈ L∞(T) mevcuttur;
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(iii) T 7−→ ϕ dönüşümü Ast−Lim/Est−Lim den L∞(T) üzerine bir C∗ morfizmasıdır. Bu

dönüşüm Tϕ den ϕ üzerinedir.

Önerme 4.10. A, H2 de bir operatör olsun. A ∈ Ast−Lim olması için gerekli ve yeterli

koşul

(i) Ã Lim−→ ϕ radyal olarak istatistiksel yakınsak olacak şekilde ϕ ∈ L∞(T) mevcut

olmasıdır.

(ii)
∥∥∥Ak̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥ Lim−→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsak ve∥∥∥A∗k̂λ − ϕ̃(λ )k̂λ

∥∥∥ Lim−→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsak olmasıdır.

Sonuç olarak daha genel bir Engliš cebiri ((Engliš, 1995) tarafından tanımlanan klasik

radyal limitler durumunda) tanımlanmıştır ve bazı özellikleri verilmiştir.

Ast :=
{

T ∈ B
(
H2) :

∥∥∥T k̂λ

∥∥∥2
−
∣∣∣〈T k̂λ , k̂λ

〉∣∣∣2 ve (4.3)∥∥∥T ∗k̂λ

∥∥∥2
−
∣∣∣〈T k̂λ , k̂λ

〉∣∣∣2 −→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır
}

olarak tanımlansın. Diğer bir değişle,
∥∥∥T k̂λ

∥∥∥2
−
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2−→ 0 radyal olarak istatistiksel

yakınsaktır ve T ∗ için durum benzerdir. (Engliš, 1995) nin çalışması dikkate alınırsa,

eğer T k̂λ ,

T k̂λ = cλ k̂λ +dλ , cλ ∈ C, dλ⊥k̂λ (4.4)

gibi ayrıştırıldığında, T̃ (λ ) =
〈

T k̂λ , k̂λ

〉
= cλ ve

∥∥∥T k̂λ

∥∥∥2
= |cλ |2 + ‖dλ‖2 olur.

Böylece (4.3) deki ilk durumdan

dλ → 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır (4.5)

elde edilir.

Önerme 4.11. Ast bir C∗-cebiridir.

İspat. Aslında, (4.4) ve (4.5) den Ast lineerdir ve (4.3) ten self-adjoint ve istatistiksel

kapalı normdur. Eğer T ,T ′ ∈ Ast ve T k̂λ = ck̂λ +dλ , T ′k̂λ = c′k̂λ +d′
λ
, (4.4) ayrışımı

ise o zaman

T T ′k̂λ = T d′
λ
+ c′

λ
cλ k̂λ + c′

λ
dλ
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dir. T T ′k̂λ = c
′′
λ

k̂λ +d′′
λ

, T T ′ için (4.4) ayrışımı mevcut olsun. O zaman

(c′
λ

cλ − c
′′
λ
)k̂λ =

(
d′′

λ
− c′

λ
dλ

)
−T d′

λ
(4.6)

olur. dλ ⊥ k̂λ ve d′′
λ
⊥ k̂λ olduğundan, k̂λ ile her iki tarafın iç çarpımı alınarak

∣∣∣c′λ cλ − c
′′
λ

∣∣∣= ∣∣∣〈T d′
λ
,
〉

k̂λ

∣∣∣
≤ ‖T‖

∥∥d′
λ

∥∥→ radyal olarak istatistiksel yakınsak ((4.5) ten) (4.7)

olur. Şimdi (4.6) da yerine yazılırsa

d′′
λ
−
(
c′

λ
dλ +T d′

λ

)
→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsak

olduğu görülür. Şimdi;
∣∣∣c′

λ

∣∣∣≤ ‖T ′‖ olup (4.5) den ve T ve T ′ nin sınırlılığından,

c′
λ

dλ +T d′
λ
→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsak

olduğu elde edilir. Sonuç olarak, d′′
λ
→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsaktır. T ′∗T ∗

için benzer bir argümanla T T ′ ∈Ast olduğu kolayca ispatlanabilir. Yani, Ast çarpımsal-

lık altında kapalıdır. Buradan Ast nin bir C∗- cebiri olduğu bulunur.

Önerme 4.12. ϕ ∈ L∞ (T) için Tϕ ∈ Ast dir.

İspat. Önerme 4.6 ve T̃ϕ = ϕ̃ den direkt olarak elde edilir.

Önerme 4.13. Eğer H ∈ E ise o zaman H ∈ Ast olur.

İspat.
∥∥∥Hk̂λ

∥∥∥→ 0 radyal olarak istatistiksel yakınsak olmasından
〈

Hk̂λ , k̂λ

〉
→ 0

radyal olarak istatistiksel yakınsak olduğu sonucu elde edilir (çünkü
∣∣∣〈Hk̂λ , k̂λ

〉∣∣∣ ≤∥∥∥Hk̂λ

∥∥∥ dir.). Buradan
∥∥∥Hk̂λ

∥∥∥2
−
∣∣∣〈Hk̂λ , k̂λ

〉∣∣∣→ 0 ifadesi de radyal olarak istatistiksel

yakınsak olur. H∗ için de durum benzer olup E ⊂ Ast dir.
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4.2. Üretici Çekirdekler, Engliš Cebirleri ve Bazı Uygulamaları

4.2.1. Engliš cebirleri ve onların bazı Özellikleri

Bu kısımda, üretici çekirdekler yardımıyla tanımlı bazı operatör cebirleri tartışılmış

ve onların bazı özellikleri çalışılmıştır. Bu cebirler (Engliš, 1995) de Engliš tarafından

incelenmiştir. (Engliš, 1995) takip edilerek T cebiri H2 Hardy uzayındaki Toeplitz

operatörlerinin

{TΦ : Φ ∈ L∞(T)}

kümesi ile genelleştirilmiş C∗-cebiri olsun. Aşağıdaki sonuç Douglas tarafından ver-

ilmiştir (Douglas, 1973).

Teorem 4.14. Her Φ ∈ L∞(T) için σ(TΦ) = Φ koşulunu gerçekleyen σ : T →L∞(T)

bir C∗-homomorfizmi vardır. σ nin çekirdeği T nin komütatör ideali ile çakışır, yani, T

deki ideal

[R,S] = RS−SR, R,S ∈ T

tüm komütatörleri tarafından oluşturulur. σ çoğu zaman sembol dönüşüm olarak

adlandırılır (Douglas, 1973).

Engliš, Douglas teoremine benzer sonuçları ispatlamak için alternatif metod vermiştir

(Engliš, 1995). Bir T operatörünün sembolü T nin T̃ Berezin sembolünün teğetsel

olmayan sınır değeri olarak elde edilmiştir. (Engliš, 1995) de gösterildiği gibi, bu metod

aynı zamanda Toeplitz cebirinden daha büyük operatör cebirleri için çalışılmıştır. Aynı

teknik D de analitik fonksiyonları içeren L2(D) nin kapalı altuzayı olan L2
a = L2

a(D)

Bergman uzayı için de uygulanabilirdir.

Bu kısımda üretici çekirdekler ve Berezin sembol tekniklerinin diğer uygulamaları

verilmiştir; özel durumda Engliš cebirlerinin uygulamalarını ve diğer özelliklerini

inceleyeceğiz. Sonuçlarımızı ifade etmeden önce, bazı gerekli tanımları ve notasyonları

verelim.

Eğer f fonksiyonu D açık birim yuvarda bir sınırlı sürekli fonksiyon ise ölçümü sıfır
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olan küme haricinde her t ∈ [0,2π) için

lim
r→1−

f (reit) = 0

ise o zaman f → 0 radyal olarak yakınsak olduğunu hatırlayalım.

Üretici çekirdekli Hilbert uzayıH=H (Ω) de aşağıdaki Engliš cebirlerini tanımlayalım.

(Engliš, 1995) de Engliš tarafından incelenmiş ve H = H2 (D) ve H = L2
a (D) duru-

munda bu cebirler radyal, teğetsel olmayan ve düzgün limitler olarak tanımlanmıştır:

FH :=
{

T ∈ B(H) : λ → ∂Ω iken
∥∥∥T k̂H,λ

∥∥∥ ve
∥∥∥T ∗k̂H,λ

∥∥∥→ 0
}

;

A1 := {TΦ +T : Φ ∈ L∞ (T) ,T ∈ FH2} ;

AH :=
{

T ∈ B(H) : λ → ∂Ω iken
∥∥∥T k̂H,λ

∥∥∥2
−
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2 ve

∥∥∥T ∗k̂H,λ

∥∥∥2
−
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2→ 0

}
.

Burada k̂H,λ := kH,λ

‖kH,λ‖H
ifadesiH (Ω) uzayının normalleştirilmiş üretici çekirdeğidir

ve

A0
H :=

{
T ∈ B(H) :

∥∥∥T k̂H,λ

∥∥∥2
−
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2→ 0 λ → ∂Ω iken

}
dir. Engliš (Engliš, 1995) de AH2 nin bir C∗-cebiri olduğunu ispatlamıştır. Aynı

zamanda Engliš (Engliš, 1995) in (aynı zamanda (Karaev, 2008)) aşağıdaki sonucundan

herhangi bir Φ ∈ L∞(T) için TΦ ∈ AH2 olduğunu verebiliriz.

Yardımcı Teorem 4.15. Φ ∈ L∞(T) ve Φ̃ ile D içine onun harmonik genişlemesi (Pois-

son Formülü) olsun. O zaman radyal olarak TΦk̂H2,λ − Φ̃(λ )k̂H2,λ → 0, yani, hemen

hemen her t ∈ [0,2π) için,

lim
r→1

∥∥∥TΦk̂H2,reit − Φ̃(reit)k̂H2,reit

∥∥∥= 0

dir.

θ bir iç fonksiyon ve ϕ ∈ L∞ (T) olsun. Aθ
ϕ köreltilmiş Toeplitz operatörü Aθ

ϕ f :=

Pθ Tϕ |Kθ formülü ile

Kθ := H2
ΘθH2

model uzayında tanımlıdır. Burada, Pθ : H2→ Kθ bir ortogonal projeksiyon ve Tϕ :
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H2→ H2 de ϕ sembollü Toeplitz operatörüdür.

H = H2 (D) , H = L2
a (D) ve H = Kθ durumunda Engliš cebirlerine karşılık gelen

tanımdaki limitler üstte bahsedildiği gibi radyal veya teğetsel olmayan olacak şekilde

kabul edilecektir.

Böylece gelecek sonuç,

A0
Kθ

=

{
T ∈ B(Kθ ) :

∥∥∥T k̂θ

λ

∥∥∥2
−
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2→ 0 radyal yakınsaktır

}

Engliš cebirinde köreltilmiş Toeplitz operatörünün üyeliğini ispatlayacaktır.

Teorem 4.16. Aθ
ϕ operatörü Kθ uzayında bir köreltilmiş Toeplitz operatör olsun. O

halde Aθ
ϕ ∈ A0

Kθ
olması için gerekli ve yeterli koşul

lim
λ→∂D
radyal

1

1−|θ (λ )|2

[∥∥∥T
ϕ(1−θ(λ )θ)k̂λ

∥∥∥2
−
∥∥∥T

ϕθ−θ(λ )k̂λ

∥∥∥2
−

−2Re
(

Ãθ
ϕ (λ )

)(
ϕ

∣∣∣1−θ (λ )θ
∣∣∣2)∼ (λ )+(1−|θ (λ )|2

)∣∣∣Ãθ
ϕ (λ )

∣∣∣2]= 0

olmasıdır.

İspat. İlk olarak Kθ üretici çekidekli Hilbert uzayının normalleştirilmiş üretici çekirdeği

k̂θ

λ
(z) :=

(
1−|λ |2

1−|θ (λ )|2

) 1
2 1−θ (λ )θ (z)

1−λ z
, λ ∈ D,

dir ve bu sebeple Aθ
ϕ operatörünün Berezin sembolü,

Ãθ
ϕ (λ ) :=

〈
Aθ

ϕ k̂θ

λ
, k̂θ

λ

〉
, λ ∈ D

olur. Aθ
ϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ k̂θ

λ
⊥ Ãθ

ϕ k̂θ

λ
olduğundan,

∥∥∥Aθ
ϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ

∥∥∥2
=
∥∥∥Aθ

ϕ k̂θ

λ

∥∥∥2
−
∣∣∣Ãθ

ϕ (λ )
∣∣∣2 , λ ∈ D

olur. Böylece; Aθ
ϕ ∈A0

Kθ
olması için gerekli ve yeterli koşul radyal olarak λ → ∂D iken
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∥∥∥Aθ
ϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ

∥∥∥→ 0 olmasıdır. Bu sebeple,
∥∥∥Aθ

ϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ

∥∥∥ nun sınırdaki

davranışını inceleyeceğiz. Gerçekten; Pθ = I−Tθ T
θ

olduğundan,

∥∥∥Aθ
ϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ

∥∥∥2

=
∥∥∥Pθ Tϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ

∥∥∥2

=
∥∥∥(I−Tθ T

θ

)
Tϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ

∥∥∥2

=
〈

Tϕ k̂θ

λ
−Tθ T

θ
Tϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ
,Tϕ k̂θ

λ
−Tθ T

θ
Tϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ

〉
=
∥∥∥Tϕ k̂θ

λ

∥∥∥2
−
〈

Tϕ k̂θ

λ
,Tθ T

θ
Tϕ k̂θ

λ

〉
− Ãθ

ϕ (λ )
〈

Tϕ k̂θ

λ
, k̂θ

λ

〉
−

−
〈

Tθ T
θ

Tϕ k̂θ

λ
,Tϕ k̂θ

λ

〉
+
∥∥∥Tθ T

θ
Tϕ k̂θ

λ

∥∥∥2
−

− Ãθ
ϕ (λ )

〈
k̂θ

λ
,Tϕ k̂θ

λ

〉
+
∣∣∣Ãθ

ϕ (λ )
∣∣∣2

=
∥∥∥Tϕ k̂θ

λ

∥∥∥2
−2Re

[
Ãθ

ϕ (λ )
〈

Tϕ k̂θ

λ
, k̂θ

λ

〉]
−2
∥∥∥T

θϕ
k̂θ

λ

∥∥∥2
+

+
∥∥∥Tθ T

θϕ
k̂θ

λ

∥∥∥2
+
∣∣∣Ãθ

ϕ (λ )
∣∣∣2

=
∥∥∥Tϕ k̂θ

λ

∥∥∥2
−2Re

[
Ãθ

ϕ (λ )
〈

Tϕ k̂θ

λ
, k̂θ

λ

〉]
−
∥∥∥T

θϕ
k̂θ

λ

∥∥∥2
+
∣∣∣Ãθ

ϕ (λ )
∣∣∣2

=
1

1−|θ (λ )|2
∥∥∥T

ϕ(1−θ(λ )θ)k̂λ

∥∥∥2
−

−2Re
[

Ãθ
ϕ (λ )

〈
T

ϕ|1−θ(λ )θ |2 k̂λ , k̂λ

〉]
1

1−|θ (λ )|2
+

+
∣∣∣Ãθ

ϕ (λ )
∣∣∣2−∥∥∥T

ϕ(1−θ(λ )θ)k̂λ

∥∥∥2 1

1−|θ (λ )|2

olup her λ ∈ D için,

∥∥∥Aθ
ϕ k̂θ

λ
− Ãθ

ϕ (λ ) k̂θ

λ

∥∥∥2
=

1

1−|θ (λ )|2

[∥∥∥T
ϕ(1−θ(λ )θ)k̂λ

∥∥∥2
−
∥∥∥T

ϕθ−θ(λ )k̂λ

∥∥∥2
−

−2Re
(

Ãθ
ϕ (λ )

(
ϕ

∣∣∣1−θ (λ )θ
∣∣∣2)∼ (λ ))+

+
(

1−|θ (λ )|2
)∣∣∣Ãθ

ϕ (λ )
∣∣∣2]
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dir. Bu da, Aθ
ϕ nın A0

Kθ
Engliš cebirinde olması için gerekli ve yeterli koşulun

lim
λ→∂D
radyal

1

1−|θ (λ )|2

[∥∥∥T
ϕ(1−θ(λ )θ)k̂λ

∥∥∥2
−
∥∥∥T

ϕθ−θ(λ )k̂λ

∥∥∥2
−

−2Re
(

Ãθ
ϕ (λ )

)(
ϕ

∣∣∣1−θ (λ )θ
∣∣∣2)∼ (λ )+(1−|θ (λ )|2

)∣∣∣Ãθ
ϕ (λ )

∣∣∣2]= 0

olduğunu gösterir. Bu ise ispatı tamamlar.

AL2
a

cebiri;

AL2
a

:=
{

T ∈ B(L2
a) :
∥∥∥T k̂L2

a,λ

∥∥∥2
−
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2→ 0 radyal ve T ∗ için benzer

}

ile B(L2
a) (Engliš, 1995) deki operatörlerin C∗-cebirini tanımlasın.

Engliš cebirlerinin temel özellikleri (Engliš, 1995) de aşağıdaki önermede verilmiştir.

Önerme 4.17. (i) FH bir C∗-cebiridir.

(ii) Eğer TΦ ∈ FH ise Φ = 0 dır.

(iii) A1 bir C∗-cebiridir.

(iv) Herhangi bir T ∈A1 için λ → ∂D iken radyal olarak T̃ (λ )→ σ(T ) olacak şekilde

σ(T ) ∈ L∞(T) mevcuttur.

(v) Φ ∈ L∞(T) için TΦ ∈ AH2 dir.

(vi) AH bir C∗-cebiridir.

(vii) A0
H bir cebirdir.

Önerme 4.18. T ∈ B(L2
a) olsun. O zaman; T ∈AL2

a
olması için gerekli ve yeterli koşul

λ → ∂D iken radyal olarak
∥∥∥(T − T̃ (λ )I

)
k̂L2

a,λ

∥∥∥
2
→ 0 ve

∥∥∥(T ∗− T̃ ∗(λ )I
)

k̂L2
a,λ

∥∥∥
2
→

0 olmasıdır.
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İspat. ∥∥∥T k̂L2
a,λ

∥∥∥2

2
=
∥∥∥T k̂L2

a,λ
− T̃ (λ )k̂L2

a,λ

∥∥∥2

2
+
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2

ve ∥∥∥T ∗k̂L2
a,λ
− T̃ ∗(λ )k̂L2

a,λ

∥∥∥2

2
=
∥∥∥T ∗k̂L2

a,λ

∥∥∥2

2
−
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2

olduğundan istenen sonuç elde edilmiştir.

4.2.2. Engliš cebirlerinde Riccati operatör denkleminin çözülebilirliği

Bu kısımda, bazı Ω kümeleri üzerinde bir H(Ω) üretici çekirdekli Hilbert uzayında

operatörlerin AH Engliš cebiri üzerinde

XAX +XB−CX−D = 0 (4.8)

Riccati operatör denkleminin çözülebilirliği incelenmiştir. Tam olarak söylemek

gerekirse, Berezin sembolü yardımıyla (4.8) in çözülebilirliği için gerekli koşul is-

patlanmıştır. Eğer AH nin uygun bir altkümesi üzerinde (4.8) çözülebilir ise, o zaman

(4.8) in çözümü tektir ve A ve D katsayı operatörlerinin Berezin sembolleri yardımıyla

temsil edilebilir olduğu verilmiştir.

Sonuçlarımızı ifade etmek için herhangi bir A ∈ B(H) için mevcut ve Ãbv(ξ )∈ L∞(∂Ω)

olacak şekilde

Ãbv(ξ ) := lim
λ→ξ∈∂Ω

Ã(λ )

tanımlayalım. Aynı zamanda,

Au
H :=

{
A ∈ AH : Ãbv, L∞(∂Ω) da ve A yı tek türlü belirler

}
kümesini tanımlayalım.

Bu kısmın temel sonucu Karaev’in (Karaev, 2008) makalesindeki Teorem 2.1 i temelde

genelleştirmektir.

Teorem 4.19. H = H(Ω) bir Ω kümesinde üretici çekirdekli Hilbert uzay ve ∂Ω ü-

zerinde hemen hemen her yerde Ãbv, B̃bv,C̃bv, D̃bv ∈ L∞(∂Ω), B ∈ A0
H ve B̃bv 6= C̃bv
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ile A,B,C,D ∈ B(H) olsun. Eğer (4.8) denklemi Au
H üzerinde çözülebilir, yani, (4.8)

denklemini sağlayan T ∈ Au
H mevcut ise

(a) Eğer Ãbv = 0 ise, D̃bv

(B−C)∼bv ∈ L∞(∂Ω);

(b) Eğer ∂Ω üzerinde hemen hemen her yerde eğer Ãbv 6= 0 ise ((B−C)∼bv)2 +

4ÃbvD̃bv = 0 dır.

İspat.

TAT +T B−CT −D = 0

olacak şekilde T ∈ Au
H mevcut olduğunu kabul edelim. Burada; A,B,C,D operatörleri

teoremin hipotezlerini sağlasın. O zaman her λ ∈Ω için,

0 =
〈
(TAT +T B−CT −D) k̂H,λ , k̂H,λ

〉
=
〈

TAT k̂H,λ , k̂H,λ

〉
+
〈

T Bk̂H,λ , k̂H,λ

〉
−

−
〈

CT k̂H,λ , k̂H,λ

〉
−
〈

Dk̂H,λ , k̂H,λ

〉
=
〈

AT k̂H,λ ,T
∗k̂H,λ − T̃ ∗(λ )k̂H,λ

〉
+ T̃ (λ )

〈
AT k̂H,λ , k̂H,λ

〉
+

+
〈

T
(

Bk̂H,λ − B̃(λ )k̂H,λ

)
, k̂H,λ

〉
+ B̃(λ )T̃ (λ )−

−
〈

C
(

T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ

)
, k̂H,λ

〉
−C̃(λ )T̃ (λ )− D̃(λ )

=
〈

AT k̂H,λ ,T
∗k̂H,λ − T̃ ∗(λ )k̂H,λ

〉
+

+ T̃ (λ )
[〈

A
(

T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ

)
, k̂H,λ

〉
+ T̃ (λ )Ã(λ )

]
+

+
〈

Bk̂H,λ − B̃(λ )k̂H,λ ,T
∗k̂H,λ

〉
+ B̃(λ )T̃ (λ )−

−
〈

T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ ,C
∗k̂H,λ

〉
−C̃(λ )T̃ (λ )− D̃(λ )

=

[
Ã(λ )

(
T̃ (λ )

)2
+
(

B̃(λ )−C̃(λ )
)

T̃ (λ )− D̃(λ )

]
+

+
〈

AT k̂H,λ ,T
∗k̂H,λ − T̃ ∗(λ )k̂H,λ

〉
+ T̃ (λ )

〈
T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ ,A

∗k̂H,λ

〉
+

+
〈

Bk̂H,λ − B̃(λ )k̂H,λ ,T
∗k̂H,λ

〉
olup, T ∈ AH ve B ∈ A0

H olduğundan;∣∣∣∣Ã(λ )(T̃ (λ )
)2

+(B−C)∼ (λ )T̃ (λ )− D̃(λ )

∣∣∣∣
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≤ ‖AT‖
∥∥∥T ∗k̂H,λ − T̃ ∗(λ )k̂H,λ

∥∥∥
H
+‖T‖‖A‖

∥∥∥T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ

∥∥∥
H

+‖T‖
∥∥∥Bk̂H,λ − B̃(λ )k̂H,λ

∥∥∥
H
→ 0 , λ → ∂Ω iken

elde edilir. Buradan hemen hemen her ξ ∈ ∂Ω için

Ãbv(ξ )
(

T̃ bv(ξ )
)2

+(B−C)∼bv (ξ )T̃ bv(ξ )− D̃bv(ξ ) = 0 (4.9)

olur.

(a) Eğer; ∂Ω üzerinde hemen hemen her yerde Ãbv (ξ ) = 0 ise, o zaman (4.9) denklemi

T̃ bv =
D̃bv

(B−C)∼bv

tek çözümüne sahiptir ve T̃ bv ∈ L∞(∂Ω) olduğundan D̃bv

(B−C)∼bv ∈ L∞(∂Ω) dir.

(b) Eğer ∂Ω üzerinde hemen hemen her yerde Ãbv(ξ ) 6= 0 ise, o zaman T̃ bv ifadesi T

operatörünü tek olarak belirlediğinden (4.9) kuadratik denklemi sadece tek çözüme

sahiptir. Bunun anlamı,

((B−C)∼bv)2 +4ÃbvD̃bv = 0

dir.

Teorem 4.19 nın ispatından, eğer (4.8) Riccati denklemi Au
H üzerinde çözülebilir ve

T ∈ Au
H bir çözüm ise, o zaman T çözümü tektir ve

T̃ bv =

 D̃bv

(B−C)∼bv , eğer Ãbv = 0
(C−B)∼bv

2Ãbv , eğer ∂Ω de hemen hemen her yerde Ãbv 6= 0

dir.

Belli operatör sınıflarında Riccati operatör denkleminin çözülebilirliği operatör teorinin

ve onun uygulamalarının önemli bir problemidir. Örneğin, sabit A ∈ B(H) için (4.8)

in bir özdeş olmayan çözümünün varlığı, P ∈ B(H) tüm ortogonal projektörlerinin PH

kümesi üzerinde B = D = 0 ve C = A olması durumunda sonsuz boyutlu ayrılabilir H

Hilbert uzayında ünlü invaryant altuzay probleminin çözümüne denktir. Burada özdeş
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olmayan demek H üzerinde IH birim operatörü için 0 6= X 6= IH demektir.

4.2.3. Sıfır operatör çarpımları

Hardy uzayı üzerinde sıfır operatör çarpımları

Aşağıdaki önermede H2 Hardy uzayında sıfır Toeplitz çarpımları için iyi bilinen Douglas

Yardımcı Teoremini (Douglas, 1973) veren A1-sınıf operatörleri için sıfır çarpımları

incelenmiştir.

Önerme 4.20. n bir tamsayı olmak üzere

(
Tϕ1 +H1

)
...
(
Tϕn +Hn

)
= 0

olacak şekilde, ϕ1,ϕ2, ...,ϕn ∈ L∞(T) ve H1,H2, ...,Hn ∈ FH2 olsun. O zaman

ϕ1ϕ2...ϕn = 0 dır.

İspat.
(
Tϕ1 +H1

)
...
(
Tϕn +Hn

)
= 0 olduğundan, her λ ∈ D için

0 =
[(

Tϕ1 +H1
)
...
(
Tϕn +Hn

)]∼
(λ )

=
〈(

Tϕ1 +H1
)
...
(
Tϕn +Hn

)
k̂H2,λ , k̂H2,λ

〉
(4.10)

dir. Xϕ1,ϕ2,...,ϕn
H1,H2,...Hn

Tϕ1, ...,Tϕn,H1,H2, ...,Hn

operatörlerinin çarpımlarının bir toplamı olmak üzere

(
Tϕ1 +H1

)
...
(
Tϕn +Hn

)
= Tϕ1Tϕ2...Tϕn +Xϕ1,ϕ2,...,ϕn

H1,H2,...Hn

+H1...Hn (4.11)

olduğunu görmek kolaydır. Böyle her çarpım H1,H2, ...,Hn nin en az birine eşit bir

çarpana sahip ve herhangi i ∈ {1,2, ...,n} için Hi ∈ FH2 olduğundan, Yardımcı Teorem

4.15 den ∣∣∣∣X̃ϕ1,ϕ2,...,ϕn
H1,H2,...Hn

(λ )

∣∣∣∣→ 0 radyal olarak,
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yani hemen hemen her t ∈ [0,2π) için

lim
r→1−

∣∣∣∣X̃ϕ1,ϕ2,...,ϕn
H1,H2,...Hn

(reit)

∣∣∣∣= 0 (4.12)

dir. Her λ ∈ D için (4.10) ve (4.11) den

0 =
(
Tϕ1...Tϕn

)̃
(λ )+ X̃ϕ1,...,ϕn

H1,...Hn

(λ )+(H1...Hn)̃ (λ ) (4.13)

elde edilir. Diğer taraftan; her λ ∈ D için,

(
Tϕ1...Tϕn

)̃
(λ )

=
〈

Tϕ1...Tϕn k̂H2,λ , k̂H2,λ

〉
=
〈

Tϕ2...Tϕn k̂H2,λ ,Tϕ1
k̂H2,λ

〉
=
〈

Tϕ2...Tϕn k̂H2,λ ,(Tϕ1
k̂H2,λ − ϕ̃1(λ )k̂H2,λ )+ ϕ̃1(λ )k̂H2,λ

〉
=
〈

Tϕ2...Tϕn k̂H2,λ ,Tϕ1
k̂H2,λ − ϕ̃1(λ )k̂H2,λ

〉
+ ϕ̃1

〈
Tϕ2 ...Tϕn k̂H2,λ , k̂H2,λ

〉
= A1,λ ++ϕ̃1(λ )

[〈
Tϕ3...Tϕn k̂H2,λ ,Tϕ2

k̂H2,λ − ϕ̃2(λ )k̂H2,λ

〉
+

+ϕ̃2(λ )
〈

Tϕ3...Tϕn k̂H2,λ , k̂H2,λ

〉]
= A1,λ + ϕ̃1(λ )A2,λ+

+ ϕ̃1(λ )ϕ̃2(λ )
[
A3,λ ++ϕ̃3(λ )

〈
Tϕ4...Tϕn k̂H2,λ , k̂H2,λ

〉]
= A1,λ + ϕ̃1(λ )A2,λ + ϕ̃1(λ )ϕ̃2(λ )A3,λ

+ ϕ̃1(λ )ϕ̃2(λ )ϕ̃3(λ )
〈

Tϕ4...Tϕn k̂H2,λ , k̂H2,λ

〉
= ...

= A1,λ + ϕ̃1(λ )A2,λ + ϕ̃1(λ )ϕ̃2(λ )A3,λ + ϕ̃1(λ )ϕ̃2(λ )ϕ̃3(λ )A4,λ

+ ...+ ϕ̃1(λ )ϕ̃2(λ )ϕ̃3(λ )...ϕ̃n(λ )

dir. Burada,

Ak,λ :=
〈

Tϕk+1...ϕn k̂H2,λ ,Tϕk
k̂H2,λ − ϕ̃k(λ )k̂H2,λ

〉
, k = 1, ...,n−1
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dir. Bu sebeple, her λ ∈ D için, (4.13) ten,

∣∣ϕ̃1(λ )...ϕ̃n(λ )
∣∣= ∣∣A1,λ + ϕ̃1(λ )A2,λ + ϕ̃1(λ )ϕ̃2(λ )A3,λ + ...+ ϕ̃1(λ )ϕ̃2(λ )...ϕ̃n−2(λ )An−1,λ

= +X̃ϕ1,...,ϕn
H1,...Hn

(λ )+(H1...Hn)̃ (λ )

∣∣∣∣
elde edilir.

(H1...Hn)
v (λ )→ 0 radyal olarak yakınsak olduğundan, (4.12) ve Cauchy-Schwarz

eşitsizliğinden,

lim
r→1−

∣∣ϕ̃1(reit)...ϕ̃n(reit)
∣∣= 0

olur ve bu sebeple hemen hemen her t ∈ [0,2π) için ϕ1(eit)...ϕn(eit) = 0 dır.

Önerme 4.20 (Hi = 0, i = 1,2, ...,n için) nin bir sonucu olarak aşağıdaki iyi bilinen

Douglas Lemması elde edilmiştir.

Sonuç 4.21. ϕ1, ...,ϕn ∈ L∞(T) olsun. Eğer Tϕ1...Tϕn = 0 ise o zaman ϕ1ϕ2...ϕn = 0

dır.

H2 Hardy uzayında, eğer u veya v holomorfik ise TuTv = Tuv olduğunu hatırlatalım.

Brown ve Halmos (1964) tarafından tersinin de doğru olduğu gösterilmiştir. Yani;

eğer TuTv = Tw ise, u veya v sembollerinden birisi holomorfik olmak zorundadır ve bu

durumda w = uv dir. Buradan; eğer TuTv = 0 ise, u veya v sembollerinden birisi sıfır

olmak zorunda olduğu sonucuna kolayca varılabilir. Sonuçların diğer birçok ilginç

uygulamaları vardır (Brown-Halmos teoreminin tarihi ve yeni Brown-Halmos tipli

teoremler için Ahern ve Čučkovič (Ahern ve Čučković, 2001) bakınız).

Brown-Halmos sonucunun yeni ve daha basit ispatını veren Önerme 4.20 nin özel bir

durumu olarak aşağıda verilmiştir.

Sonuç 4.22. T üzerinde hemen hemen her yerde ψ(ξ ) 6= 0 için ϕ,ψ ∈ L∞(T) olsun.

Eğer; TϕTψ = 0 ise, o zaman Tϕ = 0 dır.

Bergman uzayı üzerinde sıfır operatör çarpımları
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Axler ve Zheng (1998) de U cebiri H∞ tarafından üretilen L∞(D) nin C∗-alt cebiri

olarak tanımlamışlardır. U cebiri D üzerinde sınırlı harmonik fonksiyonların kümesi ile

üretilen L∞ un kapalı alt cebirine eşit olduğu iyi bilinen bir gerçektir ((Axler ve Zheng,

1998), Önerme 4.5).

Aynı zamanda, L∞(D) da bir fonksiyonun onun Berezin sembolüne eşit olması için

gerekli ve yeterli koşul onun bir harmonik olmasıdır ((Ahern vd., 1993); (Engliš, 1994)).

P, L2 (D,dA) den L2
a üzerine ortogonal projeksiyon olmak üzere f ∈ L∞ (D,dA) için f

sembollü Tf Toeplitz operatörü Tf g = P( f g) ile tanımlanan L2
a = L2

a (D) üzerinde bir

operatördür.

Bir f ∈ L∞ (D,dA) fonksiyonunun f̃ Berezin sembolü L2
a üzerinde Tf Toeplitz ope-

ratörünün Berezin sembolü olacak şekilde tanımlanır. Diğer bir deyişle f̃ := T̃f dir.〈
Tf k̂λ , k̂λ

〉
=
〈

P
(

f k̂λ

)
, k̂λ

〉
=
〈

f k̂λ , k̂λ

〉
olduğundan

f̃ (λ ) =
∫
D

f (z)
∣∣∣k̂λ (z)

∣∣∣2 dA(z)

formülü elde edilir.

L∞ (D,dm) de bir fonksiyonun harmonik genişlemesi Hardy uzaylarının teorisinde rol

oynadığı gibi L∞ (∂D,dA) da bir fonksiyonun Berezin dönüşümü Bergman uzaylarının

teorisinde de aynı önemli rolü oynar (Zhu, 1990).

Aşağıdaki iki sonuç Axler ve Zheng den elde edilir ((Axler ve Zheng, 1998); Sonuç 3.4

ve Sonuç 3.7).

Yardımcı Teorem 4.23. Eğer u ∈ U ise o zaman ũ−u ifadesi T nin hemen hemen her

noktasında teğetsel olmayan 0 limitine sahiptir.

Yardımcı Teorem 4.24. Eğer u ∈ U ise o zaman

λ →
∥∥∥(Tu−u(λ )I)k̂L2

a,λ

∥∥∥
L2

a
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fonksiyonu T nin hemen hemen her noktasında teğetsel olmayan 0 limitine sahiptir.

Şimdi Önerme 4.20 nin ispatında kullanılan aynı argümanlar ve Yardımcı Teorem 4.23

ve 4.24 yi uygulayarak ispatsız olarak aşağıdaki önermeyi verebiliriz.

Önerme 4.25. u1,u2, ...un ∈ U ve Tui, i = 1,2, ...,n, operatörü L2
a(D) Bergman uzayı

üzerinde bir Toeplitz operatörü olsun. Eğer Tu1Tu2...Tun = 0 ise o zaman T nin hemen

hemen her noktası için u1(ξ )u2(ξ )...un(ξ ) = 0 dır. Burada ui(ξ ) ifadesi Yardımcı

Teorem 4.23 ile mevcut olan ξ ∈ T noktasında u nun teğetsel olmayan sınır değerini

tanımlar.

Sonuç 4.26. g harmonik olmak üzere f ,g∈U olsun. O zaman L2
a(D) üzerinde Tf Tg = 0

sadece bir özdeş çözüme sahiptir.

Özel durumda bu sonuç, aşağıdaki bilinen savın genelleştirmesi ((Ahern ve Čučković,

2001); Sonuç 2) ve kısmi olarak çözümüdür (Ahern ve Čučković, 2001).

Sav 4.27. g harmonik olmak üzere f ,g ∈ L∞(D) olsun. O zaman L2
a(D) üzerinde

Tf Tg = 0 sadece bir özdeş çözüme sahiptir.

Hardy ve Bergman uzayları üzerinde sıfır Toeplitz çarpımları hakkında daha fazla bilgi

için Ahern ve Čučkovič (Ahern ve Čučković, 2001), Aleman ve Vukotic (Aleman ve

Vukotić, 2009), Čučkovič (Čučković, 2003) ve onların referanslarına bakılabilir.

4.2.4. Maksimal Berezin Kümesi

Herhangi A ∈ B(H(Ω)) operatörü için W̃0(A) maksimal Berezin kümesi

W̃0(A) :=
{

λ ∈ C : λ = lim
λn→∂Ω

Ã(λn) ve lim
λn→∂Ω

∥∥∥Ak̂H,λn

∥∥∥= ‖A‖
olacak şekilde ∃{λn} ⊂Ω}

ile tanımlanır (Gürdal vd., 2015).
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Aşağıda elde edilen önerme herhangi

ϕ ∈ H∞,d := { f ∈ H∞ : pozitif ölçünün T nin bir altkümesi üzerinde f = ‖ f‖
∞
}

için (Gürdal vd., 2015) deki Teorem 1 i
({∥∥Tϕ

∥∥}⊂ W̃0(Tϕ)
)

anlamında geliştirmekte-

dir.

Önerme 4.28. H2 de herhangi bir Tϕ Toeplitz operatörü için,

W̃0(Tϕ) = {‖ϕ‖∞
}

dir.

İspat. Yardımcı Teorem 3.13 den herhangi ϕ ∈ L∞(T) için

∥∥∥Tϕ k̂H2,λ − T̃ϕ(λ )k̂H2,λ

∥∥∥2
=
∥∥∥Tϕ k̂H2,λ

∥∥∥2
−
∥∥∥T̃ϕ(λ )

∥∥∥2

=
∥∥∥Tϕ k̂H2,λ

∥∥∥2
−|ϕ̃(λ )|2 , (∀λ ∈ D)

dir. Radyal olarak
∥∥∥Tϕ k̂H2,λ − T̃ϕ(λ )k̂H2,λ

∥∥∥→ 0 değerine yakınsak olduğundan (bknz

Yardımcı Teorem 4.15)

lim
|λ |→1−

∥∥∥Tϕ k̂H2,λ

∥∥∥= lim
|λ |→1−

|ϕ̃(λ )|

olur. Bu da W̃0(Tϕ) =
{∥∥Tϕ

∥∥}= {‖ϕ‖
∞
} anlamına gelir. İspat tamamlanır.

Önerme 4.28 in ispatında aynı argümanlar kullanılarak AH Engliš cebri için de aşağı-

daki önerme ispatlanabilir.

Önerme 4.29. Herhangi bir T ∈AH için W̃0(T )⊂T‖T‖ ve W̃0(T ∗)⊂T‖T‖ dir. Burada

T‖T‖ merkezi 0 ve yarıçapı ‖T‖ olan bir çemberi tanımlar.

4.2.5. Kompaktlık ve ilgili problemler

H∞(D) Banach cebirinin maksimal ideal uzayı olan M kümesi H∞ dan kompleks

sayıların cismine çarpımsal lineer fonksiyonellerin kümesi olarak tanımlandığını hatır-
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latalım (Hoffman, 1962). Zayıf-yıldız topoloji ileM bir kompakt Hausdorff uzaydır.

Eğer z ∈ D ise o zaman z de f 7−→ f (z) nokta değeriM üzerinde bir çarpımsal lineer

fonksiyoneldir. BöyleceM nin bir elemanı olarak z yi veM de bir altküme olarak D

yi düşünebiliriz. Ünlü Carleson Corona Teoremi D ninM de yoğun olduğunu ifade

etmektedir (Hoffman, 1962).

λ ∈ D için ϕλ

ϕλ (z) :=
λ − z

1−λ z

ile tanımlı D de bir Möbius dönüşümü olsun. Axler ve Zheng (Axler ve Zheng, 1998)

den her m ∈M\D için u◦ϕm, D de harmonik olacak şekilde u ∈ U fonksiyonlarının

kümesini parçalar üzerinde harmonik (HOP) olarak tanımlayalım.

D üzerinde her sınırlı harmonik fonksiyon HOP a aittir. Aynı zamanda D de sürekli

fonksiyonların uzayı olan C(D) deki her fonksiyon HOP a aittir (Axler ve Zheng, 1998).

Önerme 4.30. j = 1,2, ...,n için u j ∈U ve Tu j : L2
a→ L2

a olmak üzere S nin Tu1 · · ·Tun

formundaki operatörlerin bir sonlu toplamı olduğunu kabul edelim.

a) Eğer S̃ ∈HOP ve A(S−TS̃) = (S−TS̃)A için A ∈ B
(
L2

a
)

ise o zaman A operatörü L2
a

üzerinde bir özdeş olmayan hiperinvaryant altuzaya sahiptir.

b) Eğer S̃ ∈HOP ve S̃ ∂D üzerinde 0 limite sahip ise o zaman

S = kompakt Toeplitz operatör+ kompakt operatör

gösterimine sahiptir.

İspat. Önermenin ispatı (Axler ve Zheng, 1998) deki Sonuç 3.12 ve ünlü Lomonosov’un

teoreminden (Lomonosov, 2015) hemen elde edilir. Gerçekten eğer S̃ ∈HOP ise o

zaman (Axler ve Zheng, 1998) deki Sonuç 3.12 den S−TS̃ bir kompakt operatördür ve

Lomonosov’un sonucu uygulanarak a) kısmı ispatlanmış olur.

b) S̃, ∂D üzerinde sıfır olduğundan, Axler-Zheng’in teoreminden (Axler ve Zheng,

1998) TS̃ nin L2
a üzerinde bir kompakt operatör olduğu söylenebilir. Aynı zamanda S̃ ∈

HOP olduğundan S−TS̃ nin kompakt olduğunu ve S−TS̃ =K ninde istenilen S = TS̃+K
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gösterimini verdiğini gözlemleyebiliriz. Burada TS̃, L2
a üzerinde bir kompakt Toeplitz

operatörüdür.

H=H(Ω) uzayı bir Ω kümesi üzerinde standart üretici çekirdekli Hilbert uzay olsun.

A0
H : =

{
T ∈ B(H) : lim

λ→∂Ω

(∥∥∥T k̂H,λ

∥∥∥2
−
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣2)= 0

}

Engliš cebirini düşünelim. (Engliš, 1995) deki sayfa 186 daki (A1) in ispatında olduğu

gibi A0
H nin bir norm-kapalı cebir olduğu kolayca ispatlanabilir. Aynı zamanda AH ⊂

A0
H olduğu açıktır. Burada AH üçüncü bölümde tanımlanan bir Engliš cebiridir. Diğer

taraftan A0
H cebiriH üzerindeki tüm kompakt operatörleri içerir.

Aşağıdaki teoremde AB−C operatörünün kompaktlığını çalışacağız. Burada; A,B,C

operatörleri A0
H ye ait veH üzerindeki kompakt olmayan operatörlerdir.

Teorem 4.31. A,B,C ∈ A0
H olsun. O zaman AB−C nin H üzerinde bir kompakt

operatör olması için gerekli ve yeterli koşul tümH üzerindeki üniter U operatörleri için

lim
λ→∂Ω

[〈
Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ ,(AB−C)∗Uk̂H,λ

〉
+
∣∣∣Ũ(λ )

∣∣∣2 (Ã(λ )B̃(λ )−C̃(λ ))

]
= 0

olmasıdır.

İspat. Yardımcı Teorem 3.8 i uygulayacağız. U : H→H üniter bir operatör olsun.

U−1(AB−C)U nin Berezin sembolünü hesaplayalım:

(
U−1(AB−C)U

)∼
(λ )

=
〈

ABUk̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
−
〈

CUk̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
=
〈

AB
(

Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ )

〉
+Ũ(λ )

〈
ABk̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
−
〈

C
(

Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ

〉
−Ũ(λ )

〈
Ck̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
=
〈

AB
(

Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ

〉
+Ũ(λ )

〈
A
(

Bk̂H,λ − B̃(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ

〉
+Ũ(λ )B̃(λ )

〈
Ak̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
−
〈

C
(

Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ

〉
−Ũ(λ )

〈
Ck̂H,λ −C̃(λ )k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
−Ũ(λ )C̃(λ )

〈
k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
=
〈

AB(Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ ),Uk̂H,λ

〉
+
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+Ũ(λ )
〈

A(Bk̂H,λ − B̃(λ )k̂H,λ ),Uk̂H,λ

〉
+

+Ũ(λ )B̃(λ )
〈

Ak̂H,λ − Ã(λ )k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
+

+Ũ(λ )B̃(λ )Ã(λ )
〈

k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
−
〈

C(Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ ),Uk̂H,λ

〉
−

−Ũ(λ )
〈

Ck̂H,λ −C̃(λ )k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
−Ũ(λ )C̃(λ )

〈
k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
=
〈

AB
(

Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ

〉
+

+Ũ(λ )
〈

A
(

Bk̂H,λ − B̃(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ

〉
+

+Ũ(λ )B̃(λ )
〈

Ak̂H,λ − Ã(λ )k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
+

+
∣∣∣Ũ(λ )

∣∣∣2 Ã(λ )B̃(λ )−
〈

C
(

Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ

〉
−

−Ũ(λ )
〈

Ck̂H,λ −C̃(λ )k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
−
∣∣∣Ũ(λ )

∣∣∣2 C̃(λ )

dir. BöyleceH üzerinde herhangi üniter U operatörü ve herhangi λ ∈Ω için

(
U−1(AB−C)U

)∼
(λ ) =

〈
Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ ,(AB−C)∗Uk̂H,λ

〉
+

+
∣∣∣Ũ(λ )

∣∣∣2 [Ã(λ )B̃(λ )−C̃(λ )
]

+Ũ(λ )
〈

A
(

Bk̂H,λ − B̃(λ )k̂H,λ

)
,Uk̂H,λ

〉
+

+Ũ(λ )B̃(λ )
〈

Ak̂H,λ − Ã(λ )k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
−

−Ũ(λ )
〈

Ck̂H,λ −C̃(λ )k̂H,λ ,Uk̂H,λ

〉
(4.14)

olur. Teoremin hipotezlerinden,

∥∥∥Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ

∥∥∥≤ 2

eşitsizliğinden ve Cauchy- Schwarz eşitsizliğini kullanarak (4.14) den

lim
λ→∂Ω

(
U−1(AB−C)U

)∼
(λ ) = 0
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olması için gerekli ve yeterli koşulun

lim
λ→∂Ω

[〈
Uk̂H,λ −Ũ(λ )k̂H,λ ,(AB−C)∗Uk̂H,λ

〉
+
∣∣∣Ũ(λ )

∣∣∣2 (Ã(λ )B̃(λ )−C̃(λ ))

]
= 0

olduğunu çıkarabiliriz. U keyfi olduğundan ve Yardımcı Teorem 3.8 den teoremin ispatı

tamamlanır.

Sonuç 4.32. Eğer AB−C kompakt ise o zaman

lim
λ→∂Ω

(
Ã(λ )B̃(λ )−C̃(λ )

)
= 0

dır.

4.2.6. Asimptotik çarpımsallık ve Bergman uzayındaki yarı-komütatörlerin kom-

paktlığı

İlk olarak nt-limλ→∂D a(λ ) limitinin a(λ ) nın teğetsel olmayan limiti tanımlanacak-

tır. Berezin dönüşümünün harmonik fonksiyonların uzayında çarpımsal olmadığı iyi

bilinmektedir. Bununla birlikte u,v fonksiyonlarının bazı çiftleri için λ → ∂D iken

ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )→ 0 dır. Axler ve Zheng (1998) de, yazarlar bu yapılanlar için sınırlı

harmonik fonksiyonlar tanımlamışlardır. Bunların ispatında Hankel operatörleri temel

alınmıştır ((Axler ve Zheng, 1998); Yardımcı Teorem 4.1 ve Teorem 4.5).

Bu kısımda, u ve v nin daha genel durumları düşünülecek ve fonksiyonların Berezin

dönüşümünün asimptotik çarpımsallığı için gerekli ve yeterli koşullar verilecektir. Özel

durumda U daki sembolleri ile tanımlanan Toeplitz operatörleri Bergman uzayı için

aşağıdaki Axler-Chang-Sarason-Volberg tipi teoremi (Axler vd., 1978; Volberg, 1982)

ispatlayacağız.

Teorem 4.33. u,v ∈ L∞ (D,dA) ve Tu,Tv,Tuv operatörleri L2
a uzayında karşılık gelen

Toeplitz operatörler olsun. Böylece,

(a) limλ→∂D (ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )) = 0 olması için gerekli ve yeterli koşul

lim
λ→∂D

[
(Tuv−TuTv)̃ (λ )+

〈
Tv−ṽ(λ )k̂L2

a,λ
,Tuk̂L2

a,λ

〉]
= 0
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olmasıdır.

(b) Eğer u,v ∈ U ise o zaman

(b1) nt-limλ→∂D (ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )) = 0 olması için gerekli ve yeterli koşul Tuv−TuTv

nin L2
a de kompakt olmasıdır.

(b2) nt-limλ→∂D (ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )) = 0 olması için gerekli ve yeterli koşul Tuv−TvTu

nin L2
a da kompakt olmasıdır.

İspat. Her u,v ∈ L∞ (D,dA) için

(Tuv−TuTv)
∼ (λ ) = T̃uv(λ )− T̃uTv(λ )

=
〈

Tuvk̂L2
a,λ

, k̂L2
a,λ

〉
−
〈

TuTvk̂L2
a,λ

, k̂L2
a,λ

〉
=
〈

Tuvk̂L2
a,λ
− T̃uv(λ )k̂L2

a,λ
, k̂L2

a,λ

〉
+

+
〈

T̃uv(λ )k̂L2
a,λ

, k̂L2
a,λ

〉
−
〈

Tvk̂L2
a,λ
− T̃v(λ )k̂L2

a,λ
,Tuk̂L2

a,λ

〉
−

−
〈

T̃v(λ )k̂L2
a,λ

,Tuk̂L2
a,λ

〉
= ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )−

〈
Tv−ṽ(λ )k̂L2

a,λ
,Tuk̂L2

a,λ

〉
dır ve böylece her λ ∈ D için

ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ ) = (Tuv−TuTv)
∼ (λ )+

〈
Tv−ṽ(λ )k̂L2

a,λ
,Tuk̂L2

a,λ

〉
(4.15)

olur ki bu da (a) yı ifade etmektedir.

(b1) u,v ∈ U ve U bir cebir olduğundan, uv ∈ U ve ũ, ṽ ∈ U dır. Diğer taraftan, Axler

ve Zheng (1998) deki Sonuç 3.7 nin ispatındaki aynı argümanları kullanarak λ 7→∥∥∥Tv−ṽ(λ )k̂L2
a,λ

∥∥∥
2

fonksiyonunun ∂D nın hemen hemen her noktasında teğetsel olmayan

limit 0 a sahip olduğunu görmek kolaydır. Buradan her λ ∈ D için

∥∥∥(v− ṽ(λ )) k̂L2
a,λ

∥∥∥2

2
=
∫
D
|v(z)− ṽ(λ )|2

∣∣∣k̂L2
a,λ

(z)
∣∣∣2 dA(z)

=
∫
D

(
|v(z)|2−2Re(ṽ(λ ))v(z)+ |ṽ(λ )|2

)∣∣∣k̂L2
a,λ

(z)
∣∣∣2 dA(z)

= |̃v|2(λ )−2Re(ṽ(λ ))ṽ(λ )+ |ṽ(λ )|2

belirtmek yeterli olacaktır. Bu sebeple, Axler ve Zheng (1998) deki Sonuç 3.7 nin

ispatındaki aynı argümanları kullanarak λ →
∥∥∥(v− ṽ(λ )) k̂L2

a,λ

∥∥∥
2

fonksiyonunun U ya
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ait olduğunu ve ∂D da hemen hemen her yerde teğetsel olmayan limitinin 0 olduğunu

söyleyebiliriz. Sonuç olarak ∂D da hemen hemen her yerde

∣∣∣〈Tv−ṽ(λ )k̂L2
a,λ

,Tuk̂L2
a,λ

〉∣∣∣≤ ‖Tu‖
∥∥∥Tv−ṽ(λ )k̂L2

a,λ

∥∥∥
2
→ 0

teğetsel olmayan yakınsaktır. (4.15) den ∂D de hemen hemen her yerde

nt- lim
λ→∂D

(ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )) = 0

olması için gerekli ve yeterli koşul ∂D de hemen hemen her yerde

nt− lim
λ→∂D

(Tuv−TuTv)
∼ (λ ) = 0

olmasıdır. (b1) in ispatını tamamlamak için son koşulun L2
a da Tuv−TuTv nin kompak-

tlığına denk oluşunu göstermek yeterlidir (Axler ve Zheng, 1998; Teorem 2.2.). (b2)

nin ispatı aynıdır.

Benzer argümanlarla (Ahern ve Cuckovic, 2001) deki Sonuç 3 ün genelleştirmesi olan

aşağıdaki sonucu ispatlayabiliriz.

Önerme 4.34. Eğer Tf Tg = Tf Th ve f özdeş olarak 0 olmayacak şekilde f ,g,h ∈ U ise

o zaman g = h dir.

İspat. Tf Tg = Tf Th olduğundan her λ ∈D için
(
Tf Tg−Tf Th

)∼
(λ ) = 0 olur. Bu sebeple

önceki ispatlarda olduğu gibi

(g−h)∼ (λ ) f̃ (λ ) =
〈

Th−g−(h−g)∼(λ )k̂L2
a,λ

,Tf k̂L2
a,λ

〉
, λ ∈ D

dır. Teorem 4.33 (b) nin ispatında olduğu gibi ∂D üzerinde hemen hemen her yerde

〈
Th−g−(h−g)∼(λ )k̂L2

a,λ
,Tf k̂L2

a,λ

〉
→ 0

teğetsel olmayan yakınsak olduğundan ∂D üzerinde hemen hemen her yerde

(g−h)(ξ ) f (ξ ) = (g−h)∼(ξ ) f̃ (ξ ) = 0
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sonucunu elde edebiliriz (çünkü eğer u ∈ U ise o zaman hemen hemen her ξ ∈ ∂D

için ũ(ξ ) = u(ξ ) dir (Axler ve Zheng, 1998). Kabulümüzden f özdeş olarak 0 değil

ve böylece ∂D de hemen hemen her yerde f (ξ ) 6= 0 dır. O zaman hemen hemen her

ξ ∈ ∂D için (g− h)(ξ ) = 0 olur. g− h ∈ U ve U , H∞ tarafından üretilen L∞ (D,dA)

daki C∗-cebiri olduğundan ve Riesz kardeşler teoremini kullanarak her z ∈ D için

(g−h)(z) = 0 olduğunu gösterebiliriz. Bu da ispatı tamamlar.

Aynı zamanda Teorem 4.33 aşağıdaki gibi yeniden formülüze edilebilir. Burada her

sınırlı harmonik fonksiyon U , C∗-cebirinde olduğundan aşağıdaki teorem Axler ve

Zheng (1998) deki Teorem 4.5 in sonucunu geliştirmektedir.

Teorem 4.35. u,v ∈ U olsun. O zaman nt-limλ→∂D (ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )) = 0 olması

için gerekli ve yeterli koşul 2Tuv−TuTv−TvTu nin L2
a(D) Bergman uzayında bir kompakt

operatör olmasıdır.

İspat.

(2Tuv−TuTv−TvTu)
∼ (λ ) = (Tuv−TuTv)

∼ (λ )+(Tuv−TvTu)
∼ (λ ),

olduğundan ve (4.15) den her λ ∈ D için

ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ ) =
1
2
(2Tuv−TuTv−TvTu)

∼ (λ )

+
1
2

[〈
Tv−ṽ(λ )k̂L2

a,λ
,Tuk̂L2

a,λ

〉
+
〈

Tu−ũ(λ )k̂L2
a,λ

,Tvk̂L2
a,λ

〉]
elde edilir. Buradan Teorem 4.33 (b) nin ispatında olduğu gibi Axler ve Zheng

(1998) deki Sonuç 3.7 nin argümanlarını uygulayarak T de hemen hemen her yerde

(ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ ))→ 0 nın teğetsel olmayan yakınsak olması için gerekli ve yeterli

koşulun T de hemen her yerde (2Tuv−TuTv−TvTu)
∼ (λ )→ 0 nın teğetsel olmayan

yakınsak olması şeklinde elde edilir. Burada Axler ve Zheng (1998) deki Teorem 2.2

den son iddianın 2Tuv− TuTv− TvTu nun kompaktlığına denk olduğunu hatırlatmak

gerekmektedir.

V cebirini λ 7→
∥∥∥Tv−ṽ(λ )k̂L2

α,λ

∥∥∥
2

fonksiyonu ∂D üzerinde hemen hemen her yerde

teğetsel olmayan limiti 0 a sahip olacak şekilde tüm v ∈ L∞(D,dA) fonksiyonlarını
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içeren L∞(D,dA) un alt cebiri olarak tanımlayalım.

Teorem 4.33 ve Teorem 4.35 nin ispatlarından onların daha genel durumlarda ispat-

lanabilirliğini görmek zor değildir.

Teorem 4.36. Eğer u,v ∈ V ise o zaman nt-limλ→∂D(ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )) = 0 olması

için gerekli ve yeterli koşul L2
a üzerinde Tuv−TuTv nun kompakt olmasıdır.

Teorem 4.37. u,v ∈ V olsun. O zaman nt-limλ→∂D(ũv(λ )− ũ(λ )ṽ(λ )) = 0 olması

için gerekli ve yeterli koşul L2
a üzerinde 2Tuv−TuTv−TvTu nun bir kompakt operatör

olmasıdır.

4.3. Operatörlerin genelleştirilmiş özdeğerleri ve genelleştirilmiş özvektörleri üz-

erine bazı uyarılar

X bir Banach uzayı ve T ∈ B(X) olsun. Eğer

TA = λAT

olacak şekilde sıfır olmayan A ∈ B(X) operatörü mevcut ise λ kompleks sayısına T için

genelleştirilmiş özdeğeri denir.

Böyle bir operatör λ genelleştirilmiş özdeğerine karşılık gelen T için genelleştirilmiş

özvektör veya genelleştirilmiş özoperatör adını alır. λ genelleştirilmiş özdeğerine

karşılık gelen T için genelleştirilmiş özvektörlerin kümesi

{T}
′

λ
:= {A ∈ B(X) : TA = λAT}

ile tanımlanmaktadır. T nin tüm genelleştirilmiş özdeğerlerinin kümesi ext (T ) ile

gösterilmektedir. genelleştirilmiş özvektörlerin kümesi Ext (T ) ile tanımlanmaktadır.

Özellikle 1970’lerde (Lomonosov, 2015), (Brown, 1979) ve (Kim vd., 1979) çalış-

maları esnasında invaryant altuzayların çalışmaları süresinde genelleştirilmiş özdeğer

ve genelleştirilmiş özvektör kavramları popüler olmuştur. (Malamud, 1995), (Malamud,
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1998) de Malamud’un makalelerinden başlayarak, bu kavramlar hem invaryant alt

uzaylar bağlamında (Lacruz, 2015) ve (Lambert, 2004) hem de Biswas vd. (Biswas vd.,

2002), Lacruz vd. (Lacruz vd., 2015), Domanov ve Malamud (Yu Domanov ve Mala-

mud, 2009), Karaev (Karaev, 2006), Bourdan ve Shapiro (Bourdon ve Shapiro, 2008),

Lauric (Lauric, 2015) ve Cassier ve Alkanjo (Cassier ve Alkonjo, 2014) nun yayın-

larında operatörlerin bazı özel sınıfları için genelleştirilmiş özdeğerler ve genelleştirilmiş

özvektörlerdeki çalışmalarında kayda değer biçimde ele alınmıştır. Genelde I operatörü

X de birim operatör olmak üzere IT = T I olduğundan 1 ∈ ext(T ) dir. Aynı zamanda

H2 Hardy uzayı üzerinde Tϕ , ϕ ∈ H∞, analitik Toeplitz operatörlerinin genelleştirilmiş

özdeğerleri Deddens (Deddens, 1978), Bourdon ve Shapiro (Bourdon ve Shapiro, 2008),

Alkanjo (Alkanjo, 2013) ve Gürdal (Gürdal, 2009) tarafından incelenmiştir.

Eğer ϕ tüm değerleri sıfır olmayan sabit bir fonksiyon ise o zaman ext(Tϕ) = C dir.

Bu sebeple ϕ nin sabit olmadığını kabul edeceğiz. Böylece 0 asla bir genelleştirilmiş

özdeğer olmayacak şekilde Tϕ bire-birdir. Ayrıca her sabit olmayan ϕ ∈ H∞ için

ext(Tϕ)⊂ {z : |z| ≥ 1}

vardır (Bourdon ve Shapiro, 2008; Deddens, 1978).

Bu kısımda özellikle H2 Hardy uzayındaki Tϕ Toeplitz operatörleri olmak üzere Engliš

cebirlerindeki operatörleri düşünülmüştür. Komutantlık ve genelleştirilmiş özdeğerler

ve genelleştirilmiş özvektörler için bazı sonuçlar ispatlanmıştır.

Önerme 4.38. H=H(Ω), Ω birim diski üzerinde bir üretici çekirdekli Hilbert uzayı

veH deki tüm çarpanların kümesiMult(H) olsun. ϕ ∈Mult(H) sabit olmayan bir

fonksiyon ve Mϕ ise H de birleşme özellğine sahip çarpım operatörü ve Mϕ f := ϕ f

olsun. O zaman
{

Mϕ

}′
, Mϕ nin komutantı olmak üzere

{
Mϕ

}′
=
{

A ∈ B(H) :
〈

ϕ−ϕ(λ )k̂H,λ ,A
∗k̂H,λ

〉
= 0 her λ ∈Ω için

}
dir.

İspat. Kapalı grafik teoreminden Mϕ H de bir sınırlı operatördür. AMϕ = MϕA olsun. O
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zaman açıkca her λ ∈Ω için ÃMϕ(λ ) = M̃ϕA(λ ) ve M∗ϕkH,λ = ϕ(λ )kH,λ ele alınırsa

〈
A
(

Mϕ k̂H,λ −ϕ(λ )k̂H,λ

)
, k̂H,λ

〉
+ϕ(λ )Ã(λ )

=
〈

MϕAk̂H,λ , k̂H,λ

〉
=
〈

Ak̂H,λ ,M
∗
ϕ k̂H,λ

〉
=
〈

Ak̂H,λ ,ϕ(λ )k̂H,λ

〉
= ϕ(λ )Ã(λ )

elde edilir. Böylece

〈
A
(

Mϕ k̂H,λ −ϕ(λ )k̂H,λ

)
, k̂H,λ

〉
= 0

veya denk olarak her λ ∈Ω için
〈
(ϕ−ϕ(λ )) k̂H,λ ,A∗k̂H,λ

〉
= 0 ifadesi bulunur. Bu

da ispatı tamamlar.

Görünüş olarak aşağıdaki sonuç bilinen bir gerçektir fakat burada yeni bir ispat verile-

cektir.

Önerme 4.39. ϕ ∈ L∞(T), Tϕ operatörü H2 de bir Toeplitz operatörü ve h ∈H∞ olsun.

O zaman Th ∈
{

Tϕ

}′
olması için gerekli ve yeterli koşul ϕ ∈ H∞ olmasıdır.

İspat. Önceki önermenin ispatında olduğu gibi Berezin sembollerini kullanarak

TϕTh = ThTϕ

olması için gerekli ve yeterli koşulun

〈
Tϕ k̂H2,λ − ϕ̃(λ )k̂H2,λ ,h(λ )k̂H2,λ

〉
=
〈

Thk̂H2,λ ,Tϕ k̂H2,λ − ϕ̃(λ )k̂H2,λ

〉
olduğu elde edilmektedir. Bu sebeple her λ ∈ D için

h(λ )
〈

Tϕ k̂H2,λ − ϕ̃(λ )k̂H2,λ , k̂H2,λ

〉
=
〈

Thk̂H2,λ ,Tϕ k̂H2,λ − ϕ̃(λ )k̂H2,λ

〉
dir. Her λ ∈ D için

〈
Tϕ k̂H2,λ − ϕ̃(λ )k̂H2,λ , k̂H2,λ

〉
= 0 olduğundan, her λ ∈ D için

TϕTh = ThTϕ olması için gerekli ve yeterli koşul
〈

Thk̂H2,λ ,Tϕ k̂H2,λ − ϕ̃(λ )k̂H2,λ

〉
= 0
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olması sonucuna ulaşılmaktadır. Veya denk bir ifade olarak her λ ∈ D için

0 =
〈

k̂H2,λ ,Thϕ
k̂H2,λ − ϕ̃(λ )h(λ )k̂H2,λ

〉
=

〈
k̂H2,λ ,Thϕ

k̂H2,λ − (̃ϕh)(λ )k̂H2,λ

〉

olur. Böylece TϕTh = ThTϕ olması için gerekli ve yeterli koşul her λ ∈ D için

〈
k̂H2,λ ,Thϕ

k̂H2,λ − (̃ϕh)(λ )k̂H2,λ

〉
= 0 (4.16)

olmasıdır. Diğer taraftan genelde

〈
k̂H2,λ ,Thϕ

k̂H2,λ − h̃ϕ (λ ) k̂H2,λ

〉
= 0,

veya denk olarak her λ ∈ D için

〈
k̂H2,λ ,Thϕ

k̂H2,λ − h̃ϕ(λ )k̂H2,λ

〉
= 0 (4.17)

mevcuttur. Buradan (4.16) ve (4.17) birleştirilerek TϕTh = ThTϕ olması için gerekli ve

yeterli koşulun ϕ̃h = ϕ̃h olması olduğu bulunur.

ϕ̃, h ve ϕ̃h, D üzerinde harmonik fonksiyonlar olduğundan, ϕ̃h = ϕ̃h eşitliğinden

ve Axler ve Zheng (1998) deki Yardımcı Teorem 4.2 den ϕ fonksiyonu D üzerinde

analitiktir. Bu da ϕ ∈ H∞ olduğunu gösterir.

Uyarı 4.40. TϕTh = ThTϕ olması için gerekli ve yeterli koşulun ϕ̃h = ϕ̃h olduğu aşağı-

daki gibi daha kolay yolla ispatlanabilir.

Her λ ∈ D için

TϕTh = ThTϕ ⇐⇒ T̃hTϕ(λ ) = T̃ϕTh(λ ),∀λ

⇐⇒ h(λ )ϕ̃(λ ) = T̃ϕh(λ )⇐⇒ h(λ )ϕ̃(λ ) = ϕ̃h(λ )

olmasıdır.

Uyarı 4.41. Uyarı 4.40 ta, operatörlerin Berezin sembolleri için A = B olması için

gerekli ve yeterli koşul Ã = B̃ ile tanımlı teklik teoremi kullanılmasıdır (Zhu, 1990). Bu
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teklik teoremi kullanılarak H2 Hardy uzayında Toeplitz operatörlerinin, H2 üzerindeki

bir A operatörünün klasik karakterizasyondan oldukça farklı olan yeni bir karakterizas-

yonu Berezin sembolleri ile verilir: H2 de bir A operatörünün Toeplitz operatör olması

için gerekli ve yeterli koşul S∗AS = A olmasıdır. Burada S operatörü S f (z) = z f (z) ile

tanımlanan H2 de tanımlı üniter kaydırma operatörüdür (Halmos, 1982).

Önerme 4.42. B(H2) de bir A operatörünün Toeplitz operatör olması için gerekli ve

yeterli koşul onun Berezin sembolü Ã nın D üzerinde bir harmonik fonksiyon olmasıdır.

İspat. Eğer bazı ϕ sembolü için A = Tϕ ise o zaman "Eğer ϕ ∈ L∞ ise T̃ϕ = ϕ̃, yani Tϕ

Toeplitz operatörünün Berezin sembolü onun ϕ sembolünün ϕ̃ harmonik genişlemesine

eşittir (Engliš, 1995)" ifadesinden D üzerinde Ã = ϕ̃ harmoniktir. Tersine eğer D de Ã

harmonik ise o zaman Ã harmonik sembollü TÃ Toeplitz operatörü her λ ∈ D için

T̃Ã(λ ) = Ã(λ )

eşitliğini sağlar. Bu ise Berezin sembolü için üstteki birim teoreminden A = TÃ eşitliğini

verir.

Şüphesiz Bergman uzayı için benzer sonuç sadece aşağıdaki formda doğrudur: Eğer La
2

uzayında bir A operatörü Ã harmonik Berezin sembolüne sahip ise o zaman A = TÃ dir.

Üretici çekirdekli H=H(D) Hilbert uzayında herhangi bir T ∈ B (H(D)) operatörü

için eğer bu radyal limitler T birim çemberi üzerinde hemen hemen her yerde mevcut

ve T̃ rad ∈ L∞(T) ise T̃ rad (eit) := limr→1− T̃
(
reit) tanımlayacağız.

Üretici çekirdekliH=H(D) Hilbert uzayında herhangi bir AH Engliš cebiri için

Ãrad
H :=

{
T ∈ AH : T̃ rad 6= 0 ∂D üzerinde hemen hemen her yerde

}
kümesini verebiliriz.

Önerme 4.43. T ∈ Ãrad
H ve µ 6= 1 bir kompleks sayı olsun. Eğer A ∈ B (H(D)) ve

AT = µTA ise o zaman Ãrad = 0 dır.
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İspat. Önerme 4.42 ispatında olduğu gibi

〈
AT k̂H,λ , k̂H,λ

〉
= µ

〈
TAk̂H,λ , k̂H,λ

〉
elde ederiz ve böylece her λ ∈ D için

(µ−1) T̃ (λ )Ã(λ ) =
〈

T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ ,A
∗k̂H,λ

〉
−µ

〈
Ak̂H,λ ,T

∗k̂H,λ − T̃ ∗(λ )k̂H,λ

〉
dir. Buradan T ∈ AH gözönüne alınarak

|µ−1|
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣ ∣∣∣Ã(λ )∣∣∣≤ ‖A‖∥∥∥T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ

∥∥∥
H

+ |µ|‖A‖
∥∥∥T ∗k̂H,λ − T̃ ∗(λ )k̂H,λ

∥∥∥
H
→ 0, radyal olarak

bulunur. Böylece µ 6= 1 ve T̃ rad 6= 0 dikkate alınarak Ãrad = 0 olduğunu verir.

Sonuç 4.44. Eğer λ 6= 1 sayısı H2 üzerinde Tϕ analitik Toeplitz operatörünün bir

genelleştirilmiş özdeğeri ise o zaman
{

Tϕ

}′
λ

ifadesi ψ ∈ L∞(T) sembollü herhangi sıfır

olmayan Tψ Toeplitz operatörünü içermez.

Bir diğer benzer sonuç aşağıda T operatörünün genelleştirilmiş spektrumu yardımıyla

formüle edilmiş ve T nin genelleştirilmiş özoperatörleri için bazı yapıları verilmiştir.

Sonuç 4.45. ext(T )⊆ D olacak şekilde üretici çekirdekliH=H(D) Hilbert uzayında

T ∈ Ãrad
H bir operatör olsun. O zaman

Ext(T )⊂ B(H)\Ãrad
H

dir.

İspat. A ∈ Ext(T ) olsun. Eğer Ãrad ∂D üzerinde hemen hemen her yerde mevcut değil

ise o zaman A ∈ B(H)\Ãrad
H olur. Böylece herhangi A ∈ Ext(T ) için Ãrad nın mevcut

olduğunu kabul edeceğiz.
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Tersini kabul edelim. B /∈ B(H)\Ãrad
H olacak şekilde B ∈ Ext(T ) mevcut olsun, yani

β ∈ ext(T ) için BT = βT B ve ∂D üzerinde hemen hemen her yerde B̃rad 6= 0 olsun. O

zaman Berezin sembollerini alarak her λ ∈ D için

T̃ (λ )B̃(λ ) = β T̃ (λ )B̃(λ )+

+β

〈
Bk̂H,λ ,T

∗k̂H,λ − T̃ ∗(λ )k̂H,λ

〉
−
〈

T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ ,B
∗k̂H,λ

〉
olur. Buradan

∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣ ∣∣∣B̃(λ )∣∣∣≤ |β | ∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣ ∣∣∣B̃(λ )∣∣∣+ |β |‖B‖∥∥∥T ∗k̂H,λ − T̃ ∗(λ )k̂H,λ

∥∥∥
+‖B‖

∥∥∥T k̂H,λ − T̃ (λ )k̂H,λ

∥∥∥
elde edilir ki T ∈ Ãrad

H olduğundan hemen hemen her ξ ∈ ∂D için

∣∣∣T̃ rad(ξ )
∣∣∣ ∣∣∣B̃rad(ξ )

∣∣∣≤ |β | ∣∣∣T̃ rad(ξ )
∣∣∣ ∣∣∣B̃rad(ξ )

∣∣∣
dir. Hemen hemen her ξ ∈ ∂D için B̃rad(ξ ) 6= 0 olduğundan |β | ≥ 1 olur ki β ∈ D ile

çelişir. Bu ise ispatı tamamlar.

4.4. Üretici çekirdekler, Duhamel operatör ve invaryant altuzayların mevcutluğu

Hol(D) uzayı D de tüm analitik fonksiyonların uzayı olsun. Hol(D) uzayında Duhamel

çarpımı f ,g ∈ Hol(D) için

( f ~g)(z) :=
d
dz

z∫
0

f (z− t)g(t)dt =
z∫

0

f ′(z− t)g(t)dt + f (0)g(z)

ile tanımlanır (Wigley, 1974). Bu çarpım aynı zamanda birleşme ve değişme özelliğine

sahip ve birim elemanı f (z)≡ 1 değerine sahiptir.

Yardımcı Teorem 4.46. 1 ≤ p < ∞ ve f ,g ∈ H p(D) (Hardy uzayı) olsun. O zaman

f ~g ∈ H p ve

‖ f ~g‖p ≤Cp ‖ f‖p ‖g‖p

olacak şekilde p ye bağlı sabit bir Cp mevcuttur (Wigley, 1975). Bununla birlikte verilen
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f ∈ H p için ( f ~g)(z)≡ 1 olması için gerekli ve yeterli koşul f (0) 6= 0 olacak şekilde

g ∈ H p mevcuttur.

Özel durumda Yardımcı Teorem 4.46 dan H2 uzayı bir Banach cebiri olur. f ∈ H2 için

D f g := f ~g,g ∈ H2

ile Duhamel operatörü tanımlanır. Böylece D f nin H2 üzerinde tersinebilir olması

için gerekli ve yeterli koşul f (0) 6= 0 olmasıdır. Bunun anlamı sadece bir maksimal

elemanın mevcut olmasıdır. Her bir D f nin spektrumu { f (0)} dir.

Aşağıdaki önerme (Karaev, 1984, 2005) makalelerindeki benzer argümanlardan kolayca

ispatlanabilir.

Önerme 4.47. f ∈ H2 sıfır olmayan bir fonksiyon ve D f operatörü H2 üzerinde bir-

leşmeli Duhamel operatör olsun. O zamanD f nin kompakt olması için gerekli ve yeterli

koşul f (0) = 0 olmasıdır.

Şimdi H2 de özdeş olmayan invaryant altuzayın mevcutluğu için üretici çekirdekler ve

Duhamel operatörleri yardımıyla bazı yeterli koşulları veren bu kısmın temel sonucu

ifade edebiliriz. S operatörü S f = z f ile tanımlı H2 üzerindeki kaydırma operatörü ve

S∗ de geriye kaydırma operatörü olsun.

Teorem 4.48. T : H2→ H2 bir operatör olsun.

(i) λ → ∂D iken
∣∣∣(S∗βλ B)∼(λ )

∣∣∣ = o

( ∣∣∣((I−SS∗)S∗βλ B
)∼

(λ )
∣∣∣

1−|λ |2

)
dir. Burada βλ z =

kBk̂λ

(0) = 0 ifadesi Bk̂λ fonksiyonunun sıfırının mertebesidir,

(ii) (λn)n≥1 ⊂ D dizisi

D
k̂λn~

(
S∗βλ Bk̂λn

)−1~
−
(

k̂λn~
(

S∗βλn Bk̂λn

))−1~
(0)

S∗βλn

olacak şekilde ∂D de ξ0 noktasına yakınsayan dizi H2 üzerinde bazı K için düzgün

operatör topolojide yakınsaklık mevcut olacak şekilde B ∈ {T}′ sıfır olmayan bir

operatör mevcut olsun. O zaman T operatörü özdeş olmayan invaryant altuzaya
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sahiptir.

İspat. T operatörünün H2 de özdeş olmayan invaryant altuzaya sahip olmadığını

kabul edelim. O zaman {T}′ de herhangi sıfır olmayan A operatörü için ker(A) =

{0} ve bundan dolayı H2 de herhangi sıfır olmayan h fonksiyonu için Ah 6= 0 dır.

Özel durumda her A ∈ {T}′ \{0} ve λ ∈ D için Ak̂λ 6= 0 dır. Burada k̂λ := k̂H2,λ

ifadesi H2 nin normalleştirilmiş üretici çekirdeğini tanımlar. Herhangi λ ∈ D için

Ak̂λ = fA,λ olur. O zaman fA,λ = zαλ gA,λ dir. Burada αλ := k fA,λ (0) ifadesi z = 0

noktasında fonksiyonun sıfırının mertebesi, gA,λ ∈ H2 ve gA,λ (0) 6= 0 dır. Böylece

Ak̂λ = zαλ gA,λ ve bundan dolayı S∗αλ Ak̂λ = gA,λ olur. Burada S∗ operatörü H2 üzerinde

geriye kaydırma operatörüdür (H2 üzerinde Tz basit ko-analitik Toeplitz operatörü).

gA,λ (0) 6= 0 olduğundan ve Yardımcı Teorem 4.46 dan her λ ∈ D için GA,λ ~gA,λ =

1 olacak şekilde bir GA,λ ∈ H2 fonksiyonu mevcuttur (S∗αλ Ak̂λ nin ~-tersidir, yani

GA,λ = (S∗αλ Ak̂λ )
−1~). O zaman

(k̂λ ~GA,λ )~S∗αλ Ak̂λ = k̂λ ~1 = k̂λ

ve buradan

Dk̂λn~GA,λ
S∗αλ Ak̂λ = k̂λ ,

veya FA,λ := k̂λ ~GA,λ = k̂λ ~ (S∗αλ Ak̂λ )
−1~ kümesiyle

FA,λ (0) = (k̂λ ~ (S∗αλ Ak̂λ )
−1~)(0) = k̂λ (0)((S

∗αλ Ak̂λ )
−1~)(0)

= (1−|λ |2)
1
2 ((S∗αλ Ak̂λ )

−1~)(0) 6= 0

ve her A ∈ {T}′ \{0} ve λ ∈ D için

DFA,λ S∗αλ Ak̂λ = k̂λ (4.18)

elde edilir. (4.18) den her A ∈ {T}′ \{0} ve λ ∈ D için

k̂λ −FA,λ (0)S
∗αλ Ak̂λ =DFA,λ−FA,λ (0)S

∗αλ Ak̂λ (4.19)

olduğu kolayca görülebilir. Burada DFA,λ−FA,λ (0) operatörü H2 üzerinde bir kompakt
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Duhamel operatördür (bakınız Önerme 4.47). Özel durumda (4.19) den her n≥ 1 için

k̂λn−FB,λn(0)S
∗βλn Bk̂λn =DFB,λn−FB,λn(0)

S∗βλn Bk̂λn (4.20)

olur. Burada B ∈ {T}′ teoremin koşullarını sağlayan bir operatör ve βλn := kBk̂λn
(0),

n≥ 1 dir. (ii) koşulundan

lim
n→∞

∥∥∥DFB,λn−FB,λn(0)
S∗βλn −K

∥∥∥
B(H2)

= 0

olacak şekilde H2 üzerinde bir K operatörü mevcuttur. Açık olarak K kompakttır. O

zaman (ii) koşulunu kullanarak ve (4.20) eşitliğinden

∥∥∥k̂λn−FB,λn(0)S
∗βλn Bk̂λn

∥∥∥
=
∥∥∥(DFB,λn−FB,λn(0)

S∗βλn −K)Bk̂λn +KBk̂λn

∥∥∥
≤
∥∥∥DFB,λn−FB,λn(0)

S∗βλn −K
∥∥∥‖B‖+∥∥∥KBk̂λn

∥∥∥→ 0, n→ ∞

dir. Çünkü (k̂λn)n≥1 zayıf bir sıfır dizisi ve KB operatörü H2 üzerinde kompakt ope-

ratördür. Böylece

lim
n→∞

∥∥∥k̂λn−FB,λn(0)S
∗βλn Bk̂λn

∥∥∥= 0 (4.21)

olur. Diğer taraftan,

∥∥∥k̂λn−FB,λn(0)S
∗βλn Bk̂λn

∥∥∥2

= 1−2Re[FB,λn(0)(S
∗βλn B)∼(λn)]+

∥∥∥FB,λn(0)S
∗βλn Bk̂λn

∥∥∥2

≥ 1−2
∣∣∣FB,λn(0)(S

∗βλn B)∼(λn)
∣∣∣+ ∣∣∣FB,λn(0)(S

∗βλn B)∼(λn)
∣∣∣2

= 1−2

∣∣∣∣∣ (S∗βλn B)∼(λn)

(S∗βλn Bkλn)(0)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ (S∗βλn B)∼(λn)

(S∗βλn Bkλn)(0)

∣∣∣∣∣
2

dir. Aynı zamanda

1
(S∗βλn Bkλn)(0)

=
1〈

S∗βλn Bkλn,1
〉 =

1〈
S∗βλn Bkλn,(I−SS∗)kλn

〉
=

1−|λn|2〈
(I−SS∗)S∗βλn Bk̂λn, k̂λn

〉
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=
1−|λn|2[

(I−SS∗)S∗βλn B
]∼

(λn)

ve buradan

∥∥∥k̂λn−FB,λn(0)S
∗βλn Bk̂λn

∥∥∥2
≥ 1−2

∣∣∣∣∣∣
(1−|λn|2)

[
S∗βλn B

]∼
(λn)[

(I−SS∗)S∗βλn B
]∼

(λn)

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
(

1−|λn|2
)
(S∗βλn B)∼(λn)

(I−SS∗)(S∗βλn B)∼(λn)

∣∣∣∣∣∣
2

(4.22)

elde edilir. Teoremin (i) koşulundan

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
(1−|λn|2)

[
S∗βλn B

]∼
(λn)[

(I−SS∗)S∗βλn B
]∼

(λn)

∣∣∣∣∣∣= 0

olur ki (4.22) eşitsizliğinden

lim
n→∞

∥∥∥k̂λn−FB,λn(0)S
∗βλn Bk̂λn

∥∥∥2
≥ 1

ifadesi oluşur. Bu ise (4.21) eşitliği ile çelişir. Buradan teoremin ispatı tamamlanır.

Sonuç 4.49. T ∈ B(H2) bir operatör olsun.

(i) Her λ ∈ D için (Bkλ )(0) 6= 0 ve limλ→ξ∈∂D
B̃(λ )

(Bkλ )(0)
= 0;

(ii) Bazı ξ0 ∈ ∂D noktasına yakınsayan bir (λn)n≥1 ⊂ D dizisi ve

lim
n→∞

∥∥∥Dk̂λn~(Bk̂λn)
−1~−(k̂λn~(Bk̂λn)

−1~)(0)−K
∥∥∥= 0

olacak şekilde bir K operatörü mevcut olsun. (i) ve (ii) koşulları sağlanacak şekilde

B∈ {T}′ sıfır olmayan bir operatör mevcut olsun. O zaman T operatörü özdeş olmayan

invaryant altuzaya sahiptir.

İspat. Gerçekten (4.22) in ispatında olduğu gibi her λ ∈ D için

(Bkλ )(0) = 〈Bkλ ,k0〉= 〈Bkλ ,1〉= 〈Bkλ ,kλ 〉+ 〈Bkλ ,1− kλ 〉

= 〈Bkλ ,kλ 〉+
〈

Bkλ ,1−
1

1−λ z

〉
(4.23)
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= 〈Bkλ ,kλ 〉−

〈
Bkλ ,

λ z

1−λ z

〉
= 〈Bkλ ,kλ 〉−〈Bkλ ,SS∗kλ 〉= 〈(I−SS∗)Bkλ ,kλ 〉

= ‖kλ‖2
〈
(I−SS∗)Bk̂λ , k̂λ

〉
= (1−|λ |2)−1 ((I−SS∗)B)∼ (λ )

elde edilir. Diğer taraftan (Bkλ )(0) 6= 0 olması için gerekli ve yeterli koşul
(

Bk̂λn

)
(0) 6=

0 olduğundan kBk̂λn
(0) = 0 dır. Şimdi ispatın geriye kalanı Teorem 4.48 in ispatından

elde edilir.

Sonuç 4.50. T ∈ B(H2) operatörü

(i) Her λ ∈ D için (T kλ )(0) 6= 0 ve limλ→∂D
T̃ (λ )

(T kλ )(0)
= 0;

(ii) (λn)n≥1 ⊂ D dizisi ∂D da bazı noktaya yakınsayan bir dizi ve

lim
n→∞

∥∥∥Dk̂λn~(T k̂λn)
−1~−(k̂λn~(T k̂λn)

−1~)(0)−K
∥∥∥= 0

olacak şekilde K operatörü mevcut olmak üzere tanımlayalım. O zaman T operatörü

özdeş olmayan invaryant altuzaya sahiptir.

Bu sonucun ispatı Teorem 4.48 in ispatındaki metod kullanılarak verilebilir.

Uyarı 4.51. (a) (4.23) formülü ve bir boyutlu (I− SS∗)B operatörünün kompaktlığı

düşünülerek Sonuç 4.49 daki (i) koşulunun ∂D sınırında T nin komutantında B o-

peratörünün B̃ Berezin sembolü için bazı büyüme koşulu anlamına geldiğine dikkat

edebiliriz.

(b) Aynı zamanda eğer T ∈ B(H2) ve

‖T kλ‖→ 0 radyal olarak (4.24)

ise o zaman T sıfır operatörü olacağından dolayı T nin bir özdeş olmayan invaryant alt

uzaya sahip olduğu kolayca gösterilebilir. Gerçekten her f ∈ H2 ve λ ∈ D için

(T ∗ f )(λ ) = 〈T ∗ f ,kλ 〉= 〈 f ,T kλ 〉
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olduğundan (4.24) koşulu ile

|(T ∗ f )(λ )| ≤ ‖ f‖‖T kλ‖→ 0, λ → ∂D radyal iken

elde edilir. Bu da hemen hemen her t ∈ [0,2π) için (T ∗ f )(eit) = 0 olduğunu verir. O

zaman Riesz Kardeşler Teoremi’nden T ∗ f = 0 dır. f ∈ H2 keyfi olduğundan T ∗ = 0

olup T = 0 dir.

Genelde aşağıdaki iki soru doğal olarak ortaya çıkar:

Soru 4.52. T :H(Ω)→H(Ω) operatörü

lim
λ→∂Ω

∥∥∥T k̂H,λ

∥∥∥= 0 (4.25)

olacak şekildeH=H(Ω) standart üretici çekirdekli Hilbert uzayı üzerinde bir sınırlı

operatör olsun. O zaman T operatörünün özdeş olmayan hiperinvaryant altuzaya sahip

olduğu doğru mu?

Soru 4.53. T ∈ B(H) operatörü

lim
λ→∂Ω

T̃ (λ ) = 0 (4.26)

standart üretici çekirdekli Hilbert uzayı üzerinde bir operatör olsun. O zaman T ope-

ratörünün özdeş olmayan hiperinvaryant altuzaya sahip olduğu doğru mu?

λ ∈ Ω için
∣∣∣T̃ (λ )∣∣∣ ≤ ∥∥∥T k̂H,λ

∥∥∥ olduğundan Soru 4.52 ve Soru 4.53 için cevap pozi-

tiftir. Aynı zamanda bazı özel operatörler için (4.25) ve (4.26) koşulu T operatörünün

kompaktlığını verir. Örneğin Axler ve Zheng in çalışmalarında L2
a(D) Bergman uzayı

üzerinde Toeplitz operatörünün kompaktlığını karakterize etmişlerdir (Axler ve Zheng,

1998). Bundan dolayı H=H(Ω) standart üretici çekirdekli Hilbert uzayı üzerinde

her kompakt operatör (4.25) koşulunu sağladığından dolayı (ve aynı zamanda (4.26)

koşulunu), Soru 4.53 a pozitif cevap üretici çekirdekli Hilbert uzayı durumunda ünlü

von Neumann ve Lomonosov teoremlerinin temel genişlemelerini verecektir.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu bölümde doktora tezi kapsamında elde edilen sonuçlar ve bunların doğurduğu bazı

açık problemlerin irdelenmesi yapılmıştır.

Hazırlanan bu tez çalışmasında, Engliš cebirleri verilmiş ve onların bazı özellikleri

incelenmiştir. Engliš cebiri A0
Kθ

kümesine ait köreltilmiş Toeplitz operatörü için bir

kriter verilmiştir. Bazı Ω kümesi üzerinde birH (Ω) üretici çekirdekli Hilbert uzayında

operatörlerin AH Engliš cebiri üzerinde Riccati operatör denkleminin çözülebilirliği

incelenmiştir. Tam olarak söylemek gerekirse, Berezin sembolü yardımıyla Riccati

operatör denkleminin çözülebilirliği için gerekli koşul ispatlanmıştır. Eğer AH nin

uygun bir altkümesi üzerinde Riccati operatör denklemi çözülebilir ise o zaman Riccati

operatör denkleminin çözümü tektir ve A, D katsayı operatörlerinin Berezin sembolleri

yardımıyla onun temsil edilebilir olduğu verilmiştir. H2 Hardy uzayı ve L2
a Bergman

uzayı üzerinde sıfır Toeplitz çarpımı incelenmiştir. Eğer ϕ1, ...,ϕn ∈ L∞(T) ve H1, ...,Hn

operatörleri
(
Tϕ1 +H1

)
...
(
Tϕn +Hn

)
= 0 olacak şekilde FH2 Engliš cebirlerinden o-

peratörler ise o zaman ϕ1ϕ2...ϕn = 0 olduğu ispatlanmıştır. Bu ise iyi bilinen Dou-

glas yardımcı teoremini genelleştirir. Özel durumda Brown-Halmos teoreminin yeni

ispatı elde edilmiştir. Benzer sonuçlar L2
a Bergman uzayında sıfır Toeplitz çarpımları

için ispatlanmıştır. Ayrıca Čučkovič in bir savı kısmi olarak çözülmüştür. H2 Hardy

uzayındaki Tϕ Toeplitz operatörünün W̃0
(
Tϕ

)
maksimal Berezin kümesi çalışılmış ve

W̃0
(
Tϕ

)
= {‖ϕ‖

∞
} olduğu ispatlanmıştır. Genel durumda, herhangi bir T ∈ AH için

W̃0 (T ) ⊂ T‖T‖ olduğu gösterilmiştir. Standart üretici çekirdekli Hilbert uzayında A,

B ve C operatörleri için AB−C formundaki operatörlerin kompaktlığı incelenmiştir.

Yani, eğer A, B, C operatörleri A0
H Engliš cebirine ait ise o zaman hangi koşullar al-

tındaH üzerinde AB−C bir kompakt operatör sorusu tartışılmıştır. Böylece Berezin

sembolleri yardımıyla AB−C nin kompaklığı karakterize edilmiştir. L2
a Bergman

uzayında Tu ve Tv Toeplitz operatörlerinin [Tu,Tv) := Tuv−TuTv yarı-komütatörü için

Axler-Chang-Sarason-Volberg tipli teorem ispatlanmıştır. Bazı Engliš cebirleri üzerinde

operatörlerin genelleştirilmiş özdeğerleri ve genelleştirilmiş özvektörleri incelenmiştir.

Son olarak Duhamel operatörler ve üretici çekirdekler yardımıyla H2 Hardy uzayında

özdeş olmayan bir invaryant altuzayın mevcutluğu için bazı yeterli koşullar verilmiştir.
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Bu çalışmaların devamı olarak düşünülen öneriler vardır:

Örnek 5.1. f ,g ∈ L∞ (D,dA) olsun. Eğer Tf Tg çarpımı L2
a (D) üzerinde özdeş olarak

sıfır ise o zaman Tf veya Tg özdeş olarak sıfır mı?

(Deddens, 1978) den

BA :=
{

X ∈ B (H) :
∥∥∥AkXA−k

∥∥∥ sınırlı, k = 0,1,2, ...
}
.

kümesi A operatörünün {A}′ komutantını içeren bir cebir ve

RA :=
{

X ∈ B (H) : lim
k→∞

∥∥∥AkXA−k
∥∥∥= 0

}

olsun. RA kümesi

R(BA) := {X ∈ BA : her Y ∈ BA için XY quasinilpotent}

ile tanımlanan BA cebirinde tek taraflı idealdir. Bu yüzden, eğer A ∈ B (H) tersinebilir

ise o zamanRA ⊂R(BA) ifadesini gözönünde bulundurursak aşağıdaki sorular ortaya

çıkacaktır:

Soru 5.2. (a) RA kümesinde her X operatörü hangi koşullar altında özdeş olmayan

invaryant altuzaya sahiptir?

(b) Eğer X ∈R(BA) ise X operatörü hangi koşullar altında özdeş olmayan invaryant alt

uzaya sahiptir?

BA Deddens cebiri hakkındaki bu ilginç sorular burada aynı zamanda invaryant alt

uzay problemi ile motive edilmiştir. Gerçekten, eğer BA cebiri basit olmayan invaryant

altuzaya sahipse, o zaman A operatörü basit olmayan hiperinvaryant altuzaya sahiptir.

Özel olarakK kompakt operatör olmak üzere BA=I+K 6= {K}
′
alındığında, (Lomonosov,

2015) de Lomonosov’un elde etmiş olduğu sonuç üzerinde önemli bir gelişme olacaktır.

Böylece BA 6= {A}′ durumunda A operatörünü karakterize ederek invaryant altuzay

probleminin çözümü için önemli bir adım olacaktır.

64



KAYNAKLAR
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SDÜ Eğirdir MYO (Söz. Öğrt. Gör.) : 2016-2017

SDÜ Su Ürünleri Fak. (Söz. Öğrt. Gör.) : 2017-2018
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(Söz. Öğrt. Gör.)

: 2017-2018

Yayınlar

Gürdal, M., Garayev, M.T., Huban, M.B., 2018. Hardy-Hilbert inequality and Berezin
number, International Conference on Mathematical Advances and Applications
(ICOMAA-2018), May 11-13, İstanbul, p. 114.
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