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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

FARK DiZIiLERININ KABA YAKINSAKLIGI VE KABA iSTATISTIiKSEL
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2019, 41 Sayfa

Jiiri
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Dr. Ogr. Uyesi Aysegiil KETEN

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim literatiir bilgisini
iceren giris kismina ayrilmustir. Ikinci boliimde, tez icin gerekli olan temel tanim ve
teoremlerden sz edilmistir. Uciincii boéliimde fark dizilerinin kaba yakinsaklig
tanimlanmis, kaba limit noktalar1 kiimesinin kapalilik, konvekslik gibi temel 6zelliklerini
iceren teoremler verilmistir. Ayn1 zamanda kabalik derecesine gore degisimin nasil
olacag1 ve kaba Cauchy dizileri incelenmistir. Dordiincii boliimde, fark dizileri i¢in kaba
istatistiksel yakinsaklik tanimlanmis ve bu yeni yakinsaklik tiirii ile ortaya cikan
teoremler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark dizileri, kaba yakinsaklik, Cauchy dizisi, kaba istatistiksel
yakinsaklik.
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ABSTRACT

MS THESIS

ROUGH CONVERGENCE AND ROUGH STATISTICAL CONVERGENCE
OF DIFFERENCE SEQUENCES

Nihal DEMIR
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
introduction of literature. In the second chapter, the basic definitions and theorems
necessary for the thesis are mentioned. In the third chapter, the rough convergence of a
difference sequence is defined and the theorems containing the basic properties of the
rough limit point set such as closed and convexity are given. At the same time, how the
change according to the degree of roughness and also rough Cauchy sequences were
examined. In the fourth chapter, rough statistical convergence was defined for the
difference sequences and the theorems which emerged with this new type of convergence
were obtained.

Keywords: Difference Sequences, rough convergence, Cauchy sequence, rough statistical
convergence.
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1. GIRIS

Bir dizinin yakinsaklig1 kavraminin, matematikteki en temel kavramlardan birisi oldugu
tartisilmazdir. Yakinsaklik sartin1 saglayan diziler kadar, bu sart1 saglamayan dizilerin de
matematikteki yerlerini belirlemek oldukca 6nemlidir. Yakinsak olmadig halde belirli sartlar
altinda yakinsaklik kavramina benzer 6zellikler gosteren dizilerin varligi, farkli yakinsaklik
tiirlerinin dogmasina sebep olmustur. Bunlardan birisi de 2001 yilinda Phu tarafindan sonlu
boyutlu uzaylarda tanimlanmis olan kaba yakinsaklik kavramidir (Phu, 2001). Bu fikre gore,

yakinsaklik araligini bir » > 0 sayisi ile genisleterek dizinin kaba yakinsaklig1 elde edilebilir.

(X,

) bir normlu uzay, r negatif olmayan bir reel say1 ve (xl.) dizisi X uzayinda bir
dizi olsun. Eger V¢ > 0 sayisina karsilik i 27, oldugunda,

<r+e (L.1)

||xl. X
olacak sekilde bir i, sayis1 bulunabilirse veya buna denk olarak,

lim sup||x,. — x|| <r (1.2)
sart1 saglaniyorsa (xl.) dizisi x, € X noktasina kaba yakinsaktir veya kisacar — yakinsaktir

denir. Bu durum i — o iken x, —Xx, big¢iminde gosterilir. Burada r sayisi dizinin kabalik

derecesini belirtir. Tanima dikkat edildiginde, » = 0 durumu i¢in bilinen anlamda yakinsakligin
elde edildigi goriiliir. Dolayisiyla bu tez calismasinda » >0 durumu ele alinacaktir. O halde
yakinsaklik ve kaba yakinsaklik arasindaki iligki su sekilde aciklanabilir: Yakinsak her dizi
kaba yakinsaktir fakat kaba yakinsak bir dizi yakinsak olmayabilir.

Kaba yakinsaklik kavraminin oldukca ilgi ¢ekici olmasinin sebeplerinden birisini su

sekilde ac¢iklamak miimkiindiir. y, — x, yakinsak dizisinin terimlerini kesin olarak belirlemek
mimkiin olmayabilir. Bu nedenle, bu dizi yerine daha kolay islem yapmay1 saglayacak ve

||xl. - yl.” <r sartin1 saglayan bir (xl.) yaklasim dizisinden yararlanmak tercih edilir. Burada »
sayisi, yaklasim hatasinin bir iist sinir1 olarak adlandirilir.
Kabul edelim ki ( yi) dizisi x, sayisina yakinsak ve her i € N i¢in ||xi - yi|| <r sartin1

saglayan herhangi bir dizi, (xl.) ise tim terimleri belirlenemeyen bir dizi olsun. Burada »

negatif olmayan bir reel sayidir. Bu durumda (xi) dizisinin yakinsak olup olmadigimi

belirlemek miimkiin degildir fakat,

<r+e (L.3)

£r+||yl.—x*

”xi —X| < ||xi _yi” +||y,- — X,



oldugundan bu dizinin kaba yakinsak oldugu goriilebilir. (Phu, 2001)

Benzer durumu Cauchy dizileri i¢in de sdylemek miimkiindiir. Terimleri kesin olarak

belirlenemeyen bir ( yl.) Cauchy dizisi ele alinsin. Her i i¢in ||xi - yl.|| Sg olacak sekilde bir

(xl.) yaklagim dizisi diisiiniildiigiide, (xl.) dizisinin klasik Cauchy sartin1 saglamadig: fakat
Ve >0, Eligzi,j2i£:>Hxi—xjH<p+5 (1.4)
olmasi sebebiyle kaba Cauchy sartin1 sagladig goriiliir.

(), sonlu boyutlu (X,

. ) normlu uzayinda kaba yakinsak bir dizi ve » negatif

olmayan bir reel say1 olmak lizere, her » > 0 sayis1 i¢in farkli bir x, noktasi elde edilir. Yani

(x,) dizisinin 7 — limit noktas1 olarak adlandirilan bu nokta tek degildir. O halde bu noktalarm

meydana getirdigi bir kiimeden bahsedilebilir. Bu kiime x dizisinin » — limit noktalar1 kiimesi

olarak adlandirilir ve LIM "X, ile gosterilir. Buna gore,
LIM'x, = {x* €eX :x —r>x*} (1.5)

seklindedir. Bu tanim goz 6niine alindiginda, eger LIM 'x, # & ise (xl.) dizisinin » — yakinsak

oldugu sodylenebilir. Bu ¢aligmasinin ardindan, Phu kaba yakinsaklik kavramini bu kez sonsuz
boyutlu normlu uzayda tanimlayarak daha genel hale getirmistir. (Phu, 2003)

Klasik anlamdaki yakinsaklik kavramina daha genel bir bakis agis1 kazandiran
yakinsaklik tlirlerinden birisi de istatistiksel yakinsaklik kavramidir. Temeli pozitif tam
sayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik, 1951 yilinda reel say1
dizileri i¢in Fast (1951) ve Steinhaus (1951) tarafindan birbirinden bagimsiz olarak
tanimlanmistir. Ayrica bu kavrami, Schoenberg (1959) ve Buck (1953) reel ve kompleks
dizileri i¢in ¢alismislardir. Son yillarda oldukga popiiler olan istatistiksel yakinsaklik, bir¢ok
matematikci tarafindan farkli alanlarda sikc¢a kullanilmistir. Bu uygulamalardan bazilar, sayilar
teorisi (Erdds ve Tenenbaum, 1989), trigonometrik seriler (Zygmund, 1979), toplanabilme
teorisi (Freedman ve Sember, 1981) , Olgiim teorisi (Miller, 1995), lokal konveks dizi
uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik (Maddox, 1988) olarak verilebilir.

Yogunluk kavrami, oldukc¢a genis bir kavram olup, dogal yogunluk (asimptotik
yogunluk), diizgiin yogunluk, rasyonel ve reel sayilarin yogunlugu, oran kiimelerinin
yogunlugu gibi birbirinden ¢ok farkli sekilde tanimlanmistir. Bu yogunluk tanimlarindan birisi

olan dogal yogunluk, istatistiksel yakinsakligin da temelini olusturacak olan kavramdir.



N, dogal sayilar kiimesi ve K — N olsun. |K | ifadesi, K kiimesinin eleman sayisini

gostermek {lizere,

K, ={i<n:ieK} (1.6)

oldugunda

d(K)= 1iml|Ki| (1.7)
IA)OOZ

ifadesine K kiimesinin dogal yogunlugu denir. Eger K kiimesi sonlu elemanl: bir kiime ise

d(K) =0 olacag: aciktir. Bu tez calismasinda, istatistiksel yakinsaklik tanimi1 geregince, dogal
yogunlugu sifir olan kiimelerle ¢alisilacaktir. Bu caligmalar esnasinda kullanacagimiz diger bir
notasyon da, bir P 6zelliginin hemen hemen her 7 € K igin saglanmasi notasyonu olacaktir.
Eger x = (xl.) dizisi, indisleri kiimesinin dogal yogunlugu sifir olan i elemanlari haricinde diger
tim i elemalar1 i¢in herhangi bir P 6zelligini saghiyorsa, x = (xi) dizisi "hemen hemen her i

icin P Ozelligini saglar" denir ve (A4.hi.) seklinde yazilarak kisaltilir. Bu tanimlar 15181nda,

istatistiksel yakinsaklik kavrami su sekilde tanimlanabilir:

xX= (xi) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
N
hm—‘{zﬁn : |xi—L|25‘:0 (1.8)
non

veya bir bagka ifadeyle |xl.—L|<g (h.hi.) olacak sekilde bir L sayist bulunabiliyorsa bu

durumda x dizisi L sayisina "istatistiksel yakinsaktir" denir ve sz —limx, = L ile gosterilir.
Bu ifadeyi anlamaya yonelik asagida bir 6rnek verilmistir.

xX= (xl.) dizisinin genel terimi

, i=m
x,:{’ e (1.9)

0, i=m’
seklinde tanimlansin. Bu durumda dizinin elemanlari (xl.) = (1, 0,0,1,0,0,0,0,1,0, O)
seklindedir. Buna gore,
A ={ieN :|x-0>¢}={149,.] (1.10)
olup bu kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Cilinkii,

O<limif{i<n : x #0}|<lim<L =0 (1.11)

dir. Bir bagka ifadeyle, her & > 0 i¢in |xi —0| <& (h.hi.) olur.



[statistiksel yakinsakligin tanimindan da anlasilacagi iizere, eger x dizisi bir L sayisina
istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir ¢ > 0 komsulugunda dizinin
sonsuz ¢oklukta elemani1 bulunurken; bu komsulugun disinda da, indis kiimesinin yogunlugu
sifir olmak kosuluyla, sonsuz ¢oklukta terim bulunabilir. Bu durum istatistiksel yakinsakligin
bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha genel oldugunu gostermektedir. O halde, yakinsak her
dizinin ayn1 zamanda istatistiksel yakinsak oldugu ¢ikarimi da yapilabilir. Bu ifadenin tersinin
her zaman dogru olacagim sdylemek miimkiin degildir. Oyle ki, yukarida ele alman drnek bu
durumu ispatlar niteliktedir. Clinkii 6rnekteki x dizisinin istatistiksel yakinsak oldugu halde
yakinsak olmadig1 goriilmektedir.

[statistiksel yakisaklik kavramimin tanimlanmasinin ardindan, birgok temel kavram bu
yakinsaklik tiirii ile tekrar ¢alisilmistir. Bunlardan birisi de limit noktasi kavramidir. Buna gore,

x bir reel say1 dizisi ve L € R olmak iizere eger

limx, =L ved(M)#0 (1.12)

olacak sekilde bir M ={ml <m, <} kiimesi varsa, L sayis1 x dizisinin istatistiksel limit
noktasi olarak adlandirilir. (Fridy, 1993)

Bu tez c¢alismasinin temelini olusturacak kavramlardan birisi olan fark dizileri, 1981
yilinda Kizmaz tarafindan x=(x,) reel say1 dizisi ve ie N igin Ax=(Ax,)=(x,—x,,)
seklinde tanimlanmistir. Kizmaz,

¢ (A)={x=(x) : Axec,|
c(A):{x=(xl.) : Axec}

1.13
L(A)={r=(x) : Axel (119
uzaylarini tanimlayarak bu uzaylarin
[l =[]+, (1.14)

normuna gore bir BK uzay olduklarini ispatlamistir. Burada, c,,c ve [ uzaylari sirasiyla, sifira

yakinsak, yakinsak ve sinirl diziler uzayini1 gostermektedir. (Kizmaz, 1981) Fark dizileri
konusunda temel olusturan bu kaynagin ardindan, Et (1993), Et ve Colak (1995), Basarir
(1995), Et ve Nuray (2001), Gilimiis ve Nuray (2011) fark dizileri, genellestirilmis fark dizileri

ve fark dizilerinin istatistiksel yakinsakligi ile ilgili calismalar yapmiglardir.
x=(x,) bir reel say1 dizisi ve Ax=(Ax,)=(x,—x,,) olsun. Ve >0 i¢in

1im1{i3n DAx, - L]z £} =0 (1.15)
"n



baska bir ifadeyle |Axl.—L|<8 (h.hi.) oluyorsa x dizisi L e R sayismma A —istatistiksel

yakinsaktir denir ve A —istatistiksel yakinsak tiim dizilerin kiimesi S(A) ile gosterilir.

(Basarir, 1995)
Bu tez calismasinda kaba yakinsaklik ve fark dizileri ile ilgili daha 6nce yapilmis olan

caligmalar incelenecek ve kaba yakinsaklik ile kaba istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 fark

dizileri i¢in ¢alisilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan tanimlar ve teoremler

verilecektir.

Tanim 2.1. (Bir dizinin yakinsakhgi) x, e R olmak iizere her &£ >0 sayisina karsilik i > i,
sartin1 saglayan i dogal sayilar i¢in |xl. — x0| < ¢ olacak sekilde & ’abagli bir i, sayis1 varsa (xi)
dizisi x, sayisina yakinsaktir denir ve bu durum }133 x, = x, seklinde gosterilir. (Yalcinkaya,
2015)

Teorem 2.1. Yakinsak her dizinin limiti tektir. (Yalg¢inkaya, 2015)

Tanim 2.2. (Alt dizi) (xi) dizisi verilmis olsun. Her jeN i¢in i, <i,,, olacak sekilde dogal

1

sayilarin artan (ij) dizisini diisiinelim. Bu durumda (xl./ ) dizisine (x,) dizisinin bir alt dizisi
adi verilir. (Yalginkaya, 2015)

Teorem 2.2. (xl.) dizisi x, sayisina yakinsiyor ise bu dizinin tiim alt dizileri de ayn1 x, sayisina
yakinsar. (Yalginkaya, 2015)

Tanim 2.3. (Smirh Dizi) Vi eN igin |x,.| <K olacak sekilde bir K pozitif reel sayis1 varsa (xi)
dizisine sinirlt dizi denir. (Yalginkaya, 2015)

Tanim 2.4. (Yigilma noktas1)) 4 c R ve a € R olsun. a noktasinin her bir £ komsulugunda

A kiimesinin a dan farkli en az bir eleman1 varsa bu a noktasina A kiimesinin bir yi1gilma
noktasidir denir. (Yalginkaya, 2015)
Tamim 2.5. (Metrik ve Metrik Uzay) X, bos olmayan bir kiime olsun. d : XxX > R

fonksiyonu Vx,y € X igin,

Ml) d(x,y)=0=x=,

M2) d(x,y)=d(y,x) (simetri dzelligi)

M3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (licgen esitsizligi)
sartlarin1 sagliyorsa d fonksiyonuna X {izerinde metrik, (X ,d ) ikilisine de bir metrik uzay
adi verilir. (Bayraktar, 2006)
Tanim 2.6. (Cauchy Dizisi ve bir uzayin tamhg) X = (X ,d ) bir metrik uzay ve x = (xl.) bu
uzayda bir dizi olsun. Verilmis herhangi bir ¢ > 0 i¢in m,i =i, oldugunda

d(x,,x)<e& (2.1)



olacak sekilde bir i, =1, (6‘) say1s1 varsa (xl.) dizisine Cauchy dizisi denir. X deki her Cauchy
dizisi yakinsaksa (X ,d ) metrik uzayma tam metrik uzay denir. (Bayraktar, 2006)
Teorem 2.3. (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur.
a) (X ,d ) de yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
b) (X ,d ) deki her Cauchy dizisi sinirhidir.
) (xi) ve (,), X uzayimnda birer Cauchy dizisi ise (d (x;, yi)) reel dizisi yakinsaktir.
(Bayraktar, 2006)
Tamm 2.7. (Lineer Uzay) /' bos olmayan bir kiime ve F', reel sayilar veya kompleks sayilar
cismi olsun. Eger asagida verilmis olan sartlar saglaniyorsa V' ye F' iizerinde bir lineer uzay
(veya vektor uzay1) denir.
A) V,+ islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
Gl)Her x,y eV i¢in x+ y eV dir.
G2)Her x,y,zeV i¢in x+(y+2z)=(x+y)+zdir.
G3)Her xeV igin x+ 68 =6 + x = x olacak sekilde § € V' vardur.
G4) Her x eV igin x+(—x)=(-x)+x =0 olacak sekilde —x € ' vardur.
G5)Her x,y eV i¢in x+ y = y+ x dir.
B) x,yeV ve a,f € F olmak lizere agagidaki sartlar saglanir.
V1) axeV dir

V2) a.(x+y)=ax+a.y dir

V3) (a+f)x=ax+fx dir.

V4) (af).x=a(px) dir.

V5) 1,.x=x (1,, F nin birim elemandir) (Bayraktar, 2006)
Tanim 2.8. (Norm ve Normlu Uzay) N, bir F' cismi lizerinde bir lineer uzay ve |||| : N>R
bir fonksiyon olsun. |||| fonksiyonu Vx,ye N Va € Ficin asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu

fonksiyona N kiimesi tizerinde bir norm fonksiyonu, (N ,

) ikilisine de bir normlu uzay adi
verilir. (Bayraktar, 2006)

N1 |x|=0<x=0
V2 fax|=lall+ 2
N3) ||x + y|| < ||x|| + ||y|| (licgen esitsizligi)
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Tanmm 2.9. (Maksimum Norm) (R”,

]) normlu uzaymnda |x|, = max |x,

)

normuna maksimum norm adi verilir. (Bayraktar, 2006)

Tanim 2.10. (Norm Metrigi) (N,

|) normlu uzay olsun. d(x,y)= ||x — y|| olarak tanimlanan

d metrigine norm metrigi denir. (Bayraktar, 2006)

Tamm 2.11. (Banach Uzay1) (N,

|) normlu uzayi, norm metrigine gore tam ise bu uzaya

Banach Uzayr denir. N uzayinin normlu reel veya kompleks olusuna gére Banach uzayina reel

veya kompleks Banach uzayi olarak adlandirilir. (Maddox, 1970)
Tanim 2.12. (BK Uzay1) X uzay: bir Banach uzay1 olsun. Eger her xe X ve £ =0,1,... i¢in

koordinat fonksiyonelleri siirekli ise bu durumda X uzayina BK uzay: adi verilir. Burada
koordinat fonksiyonelleri £, : X —»C, £, (x)=x, olarak tanimhdir. (Maddox, 1970)

Tamm 2.13. (A — yakinsak diziler uzayi) c, yakinsak diziler uzay: olmak iizere A —yakinsak

diziler uzay1
c(A)z{x:(xk) : Axec} (2.3)

olarak tanimlanir. Bu uzay
[l =Pl +[axd, 24

normuna gore bir BK uzayidir. (Kizmaz, 1981)
Tamm 2.14. (Dogal Yogunluk) 4 = N, ne N ve y, fonksiyonu A4 kiimesinin karakteristik

fonksiyonu olmak iizere

1 n
dn(A):;z;(A (k) (2.5)
k=1
olarak tanimlansin.
d(A)=lim inf d,(4), d(4)=lim sup d,(A) (2.6)

n—>0 n—oo

strastyla 4 kiimesinin alt ve list dogal yogunlugu olarak adlandirilir. Eger

d(4)=lim d, (4) (2.7)

limiti mevcut ise bu limite 4 kiimesinin dogal yogunlugu denir. (Niven, 1951)

Tamm 2.15. (Istatistiksel Limit) Reel sayilarm bir x=(x,) dizisi verilmis olsun. |4], 4
kiimesinin eleman sayis1 ve L € R olmak lizere Ve > 0 i¢in

.1
d({iSn : |xl.—L|25}):hm — {iSn ; |xi—L|2£}‘:0 (2.8)

n—>0 n



oluyorsa x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —lim x = L ile gosterilir. Bu
durumda L sayisina x dizisinin istatistiksel limiti ad verilir. Istatistiksel yakinsak tiim diziler
kiimesi S 1ile gosterilir. (Fast, 1951)

Teorem 2.4. d fonksiyonu A kiimesinin dogal yogunlugu olmak iizere sz —lim x = L olmasi

icin gerek ve yeter sart }133 y,=L ve d ({n eN :x # yi}) =0 olacak sekilde yakinsak bir
v = (p,) dizisinin var olmasidir. (Fast, 1951)

Tamm 2.16. (Istatistiksel Cauchy Dizisi) Reel sayilarm bir xz(xi) dizisi verilmis olsun.
Ve >0 igin

d({ieN : |xl.—xN|25}):0 (2.9)
olacak sekilde bir N = N (&) sayis1 bulunabilirse x dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.5. x bir say1 dizisi olmak iizere, x in istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart x in istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir. (Fridy, 1985)
Tamim 2.17. (Istatistiksel Limit Noktasi) x dizisi bir reel say1 dizisi ve L € R olmak iizere

limx, =L ved(M)#0 (2.10)

olacak sekilde bir M = {ml <m, < } kiimesi varsa L sayisina x dizisinin istatistiksel limit
noktasi denir. (Fridy, 1993)

Tamm 2.18. (istatistiksel Yigilma Noktasi)x=(x,) dizisi verilmis olsun. V& >0 igin
d ({z eN : |xi —7|}) #0 ise y sayisina x dizisinin istatistiksel yigilma noktasi denir. (Fridy,
1993)

Teorem 2.6. Eger x = (xl.) siirli bir say1 dizisi ise bu durumda istatistiksel yigilma noktasina

sahiptir. (Fridy, 1993)
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3. FARK DIiZiLERININ KABA YAKINSAKLIGI

Bu boéliimde, sonlu boyutlu bir normlu uzayda kaba yakinsaklik kavrami ve bazi temel
ozellikleri fark dizileri i¢in ¢alisilacaktir. Bazi tanimlar, 6rnekler ve sonuclar verildikten sonra
A —kaba yakimsaklik, A—kaba limit noktalar1 ve A—kaba yigilma noktalar1 kavramlari

tanimlanacaktir.

Tamim 3.1. (X,

) bir normlu uzay, » negatif olmayan bir reel say1 ve (xl.), X uzayinda bir
dizi olsun. x=(x;) dizisi igin Ax=(Ax,)=(x,—x,,) olmak lizere, eger V& >0 icin i>i,
oldugunda

||Axl. - X,

<r+e¢ (3.1)

olacak sekilde en az bir i, sayis1 bulunabilirse veya buna denk olarak,

limsup ||Axl S

i—o©

<r (3.2)
kosulu saglaniyorsa (Axl) fark dizisi x, € X noktasina kaba yakinsaktir veya kisaca r-

yakinsaktir denir.
Kaba yakinsaklik s6z konusu oldugunda limit noktalar1 kiimesi s6z konusu olacagindan

fark dizilerinin de » — limit noktalar1 kiimesinden bahsetmek gerekir. S6zii edilen bu kiime

LIM " Ax, ile gosterilir.

&)

Ornek 3.1: Ay, =0,5+2

,1=1,2,... olsun. Bu dizi yardimiyla tanimlanan (Ax;) dizisinin

yakinsak olup olmadigini sdylemek miimkiin degildir fakat kaba yakinsak oldugu gosterilebilir.

ljm[O,S +2 (_‘l) j =0,5 (3.3)

l

oldugundan bu dizi 0,5 sayisina yakinsaktir. Bunun anlami sudur ki, yeteri derecede biiyiik i
sayilar1 i¢in bu dizinin i den sonraki terimlerini tam olarak saymak miimkiin degildir. Sadece

en yakin saytya yuvarlanabilir. Eger z sayis1 z—0,5 <Ay, <z+0,5 sartin1 saglayan bir tam say1
ve Ax, =rd(Ay,)=zolarak secilirse Ay, degerleri yerine yazilarak elde edilen Ax dizisi
Ax, =-1, Ax, =2 ve j=2,3,...icin Ax,, =1, Ax,, , =0 yani;

(Ax,)=(~1,2,0,1,0,1,0,1,...) (3.4)

seklinde olacaktir. Goriildiigi tizere Ax dizisi yakinsak degildir fakat » =0,5 kabalik derecesi

icin x, = 0.5 sayisina kaba yakinsaktir. O halde
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a, r<0,5

3.5
[l—r,r], r>0,5 (3-5)

LIM' Ax, = {

seklindedir.

2, itekise

. dizisini ele alalm. Bu durumda (Ax,)=(~1)" olur. Goriildiigii
1, i¢iftise

Ornek 3.2. x, = {

uzere (Axl) dizisi yakinsak degildir fakat » —yakinsaktir. Ciinki,
—r—&+Ax, <x. <r+e&+Ax, (3.6)
olmak iizere, (Ax,)=(Ax,,)=(L11,...)ise V& >0 icin

—r—c<l-x.<r+e=l-r—-s<x.<l+r+¢

3.7
:>x*e[1—r,1+r] 3-7)
ve (Ax,,)=(-1-1-1...) ise V& >0 igin
—r—e<l-x.<r+e=>-l-r—-e<x.<-l+r+¢
(3.8)
:>x*€[—1—r,—l+r]
elde edilir. Boylece
LIM" Ax ok 4 3.9
i [1—r,—1+r] r>1 (3:9)

seklinde bulunur.

Ornek 3.3. Axr=(Ax)eR ve(Ax,)= (1+lj olarak tanimlansin. (Ax,) dizisi hem bilinen

1

anlamda yakinsak hem de kaba yakinsaktir. Ciinki,

—r—e+Ax, <x, <r+e+Ax, = —r—8+1+%<x*<r+8+1+%
(3.10)
= Ve>0icin %—)0, X, e[l—r,l+r]
ve bdylece Ax =(Ax,) dizisinin » —limit kiimesi LIM"Ax, =[1—r,1+r] seklindedir.
Sonug¢ 3.1. LIM"Ax, # & ise
LIM' Ax, =[limsup Ax, —r, liminf Ax, +r| (3.11)

seklindedir.
Tamim 3.2. X bir normlu uzay ve S< X olsun. S alt kiimesinde tanimlanan r —limit

noktalar1 kiimesi,
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LIMS"Ax, = {x* €X:Ax Qx*} (3.12)

seklinde tanimlanir.
Bu tanima gore,
LIM ™" Ax, = LIM"Ax, ve LIM*"Ax, =S N LIM " Ax, (3.13)
dir.

Bilindigi iizere, klasik anlamda yakinsak bir dizi sinirhidir, bir tek limite sahiptir ve
dizinin her bir alt dizisi ayn1 noktaya yakinsar. Bu durumlarin fark dizileri ve kaba yakinsaklik

icin nasil karsilik bulacag asagidaki teoremlerde agiklanacaktir.

Teorem 3.1. (Axl) fark dizisinin » — limit noktalar1 kiimesinin ¢ap1 2r'den biiyiik degildir.
Genellikle daha kiigiik bir sinir1 yoktur.

Ispat: Bu ispat igin,

diam(LIM " Ax,) < 2r (3.14)
oldugu gosterilmelidir.

Kabul edelim ki diam(LlM ’Axi) = sup{” y—z| : y,ze LIM "Axl.} >2r olsun. Bu durumda
d= || y— z|| >2rkosulunu saglayan y,ze LIM"Ax, elemanlar1 mevcuttur. Keyfi bir
¢€(0,4—r) i¢in, y € LIM"Ax, oldugundan,

3i, e Nvardir ki her i > i, igin |Ax, - y|<r+s (3.15)
yazilir. Benzer sekilde, z € LIM "Ax, oldugundan,

Ji, € Nvardir ki her i >, i¢in ||Axl —z|| <r+e (3.16)

olur. i, == maks {igl ol } secilirse,
y—z| <||Ax, — y|+||Ax, —z| < 2(r+&)<2r+2| ——r |=d (3.17)
s :

elde edilir ki bu d = || y—z” olmasi ile ¢elisir. O halde diam(LIM ’Axi) > 2r olmasi miimkiin
degildir.

Simdi bu kiimenin genellikle daha kiigiik bir sinira sahip olmadigin1 gosterelim. limAx, =x,
olacak sekilde yakinsak bir (Axl) dizisini ele alalim. Er (x*), x, merkezli r yarigapl kapal
yuvar yani

B (x,) ={yeX : |y-x

<r| (3.18)
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olmak tlizere y € Er (x*) i¢in,

[ =y < A ==,

+

v sl <

+r (3.19)
yazilabilir. i — oo i¢in lim Ax, = x, oldugundan yeterince biiyiik i ler i¢in ||Axl - y|| <g+r olur
Bu durum her y igin dogru olacagindan LIM'Ax, =B, (x,) elde edilir. diamB, (x,)=2r

oldugu bilindiginden bu demektir ki L/M "Ax, kiimesinin ¢ap1 27’ den kiigiik alinamaz.
Klasik anlamdaki yakinsaklikta limitin tekligi, yukaridaki teoremin 6zel bir hali olarak
diisiiniilebilir. Ciinkii » =0 ise

diam(LIM"Ax,)=2r =0 (3.20)
yani LIM "Ax, ya bos ya da tek nokta kiimesidir.

Teorem 3.2. (Ax, ) dizisinin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart LIM"Ax, = & olacak sekilde
bir » >0 sayisinin var olmasidir. Ayn1 zamanda, V7 > 0 i¢in sinirl bir (Axl) dizisi her zaman
LIM (&5 )'rAxl./ # & 0Ozelligini saglayan bir (Axl./) alt dizisini igerir.

Ispat: Kabul edelim ki LIM"Ax, # & olsun. Bu durumda, eger s :=sup {||Axl|| cieN } <o ise
LIM*Ax, kiimesi X 'in orijinini i¢erir. Diger yandan, eger baz1 » > 0 sayilarii¢in LIM"Ax, # &
ise, tiim sonlu Ax, elemanlari, yarigapr  ’den daha biiyiik olan yuvarlar tarafindan kapsanir.
Dolayisiyla (Axl) dizisi sinirhdir.

Simdi kabul edelim ki (Axl) sonlu boyutlu bir normlu uzayda smirlt olsun. Bu durumda

yakinsak bir (Axl._

J

) alt dizisine sahip oldugu agiktir. Bu alt dizinin limit noktas1 x, olsun.
Buradan LIM'Ax, =B, (x,) ve r>0 igin

LIM(Axi")’rAxl.j _ {Axij

D — A

Sr} + D 3.21)

elde edilir.
Bilindigi gibi, yakinsak bir dizinin her alt dizisi ayn1 limit noktasina yakinsar. Asagidaki

teorem bu 6zelligin kaba yakinsak fark dizileri i¢in de benzer sekilde olacagini gosterir.

Teorem 3.3. (Ax, ), (Ax,) dizisinin bir alt dizisi ise, LIM"Ax, € LIM"Ax, dir.
Ispat: Kabul edelim ki (Axi‘), (Ax,) dizisinin bir alt dizisi ve x, € LIM"Ax, olsun. Bu

durumda yeterince biiyiik i ’ler i¢in
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||Axl. - X,

<r+e (3.22)
olur. (Axi/_ ) , (Axl) dizisinin alt dizisi oldugundan yine yeterince biiyiik ; ’ler i¢in

HAxi/_ - X,

<r+g¢ (3.23)

olur kibuda x, € LIM"Ax, olmasi demektir. O halde LIM "Ax, ¢ LIM "Ax, saglanir.

r —limit noktalar1 kiimesinin geometrik ve topolojik 6zelliklerinin bilinmesi de oldukca

onemlidir. Bu 6zellikler asagida verilen teoremlerde agiklanacaktir.

Teorem 3.4. Vr >0 i¢in keyfi bir (Axl) dizisinin LIM "Ax, kiimesi kapalidir.

Ispat: Bu ispat i¢in iyi bilinen “Ay, — y, yakinsak dizisi igin y € LIM"Ax, oldugunda ayni
zamanda y, € LIM"Ax, oluyorsa LIM "Ax, kiimesi kapalidir." teoremini kullanacagiz. Simdi
kabul edelim ki (Ay,) dizisi y e LIM"Ax,ve Ay, — y. seklinde bir dizi olsun. Her £ >0 ve

Vizi,,

<%, ve HAxi—ije/ZH<r+§ olacak sekilde j,, ve i, sayilar vardir.

ijs/z W
Dolayisiyla Vi>i_, i¢in

|Ax, - x, <r+e (3.24)

< HAX; — ijm

+ HAy,m =7
bulunur ki bu ifade bize y, € LIM "Ax, olusunu verir

Tamim 3.3. X normlu uzayinda ”ZOH = ||zl|| =1 ve z, # z, kosulunu saglayan z, ve z, elemanlari
ve 0< A <1 skaleri igin H(l - /1) z,+ Az, H <1 oluyorsa X uzay1 kesin konveks normlu uzaydir.

Teorem 3.5.

a) y, € LIM"Ax, ve y, € LIM"Ax, ise, A €[0,1] igin y, = (1-4)y, + Ay, € LIM"" A,
dir.

b) LIM"Ax, konvekstir.

c) (X,

|) sonlu boyutlu kesin konveks uzay ise (yani kapali birim yuvar kesin konveks ise)

LIM"Ax, kesin konvekstir. Yani .,y €LIM'Ax, ve y,#y, iken VAe(0,1) igin
v, €(LIM"Ax,) olur.

Ispat:
a) Tanim geregince, y, € LIM"Ax, ve y € LIM"Ax, oldugundanVe >0 i¢in i>i i¢in

||Axi - y0|| <r,+é& ve ||Axl - yl|| <7 +¢ sartlarini saglayan bir j vardir. Buradan,
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[ax,=y.[| < (1=2)]Ax = o] + A Ax =
<(1—/”L)(r0Jrg)Jr/l(r1 +8) (3.25)
=(1-A)r,+An+e&
saglanir. Buradan, y, € LIM"™""Ax. elde edilir.
b) Ozel olarak, r = r, = r, olarak segilirse a) sikkindan LIM "Ax, nin konveks oldugu hemen

saglanir.

0 (X,

) sonlu boyutlu kesin konveks uzay olsun. L/M"Ax, nin kesin konveksligini

kanitlamak i¢in y,,y, € LIM"Ax, ve y, # y, i¢in

1 . .
Vos = E( Yo+ y,) €int(LIM"Ax,) (3.26)
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Ciinkii 0 <A <1 araligindaki herbir A sayisina karsilik

geleny, noktalari i¢in y) #y; ve y,=+(y;+) olacak sekilde y;,y/ e LIM Ax, vardir.
(Ax,) dizisinin y1gilma noktalari kiimesi C,, olsun. C,, kiimesi kapalidir. Ayrica LIM"Ax,
kiimesi bostan farkl oldugundan(Axi) dizisi sinirlidir. X sonlu boyutlu normlu uzay ve (Axl)

dizisi smirh oldugundan, C, kiimesi bos olmayan sinirli bir kiimedir. O halde bir ¢ € C, i¢in,

&= 4| = max|c - y, 5| (3.27)

ceCy,

yazilabilir. y,,y, € LIM,, oldugu igin,

||E—y0||£r ve ||5—y1||Sr (3.28)
olur. X uzayi kesin konveks uzay oldugundan

&= 30 o] =[0-5( - 3,) +0.5(2- )]

(3.29)
< max{”E - ¥,

E—y1||}£r

esitsizlikleri saglanir. o =r— HE - yo,SH >0 olarak segilsin. Vce C, ve Vye€B, ( y0_5) i¢in
e =< le = 5] +]y05 =1

(3.30)
SHE_)’o,sH"‘U =r

dolayisiyla y e LIM"Ax, elde edilir. Boylece y, 5 € int (LIM ’Axi) bulunur.
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3.1. Kaba Yakinsakhgmn Diger Yakinsakhk Tiirleri fle Iliskisi

Bu boliimde, fark dizilerinin kaba yakinsakligi ve diger yakinsaklik tiirleri arasindaki
iliskiler incelenecektir.

Teorem 3.1.1. r, >0 ve r, 20 olsun. X normlu uzayinda

(r1+r2)

Ax, = x, & Ay, —>x ve ||Ax Ay||<r2 neN) (3.31)

olacak sekilde (Ayi) € X dizisi vardir.

Ispat: (=) Ayiim* ve |Ax, —Ay,| <r,oldugunu kabul edelim. Yani Ve >0 ve i>i, igin

||Ayl. —x,|| <7 +¢ olacak sekilde bir i, sayis1 vardir. ||Axl —Ayl.” <r, oldugundan i >i_ i¢in,

ifadesi saglanir. Buradan, (Axl) dizisinin x, noktasina (rl +7, ) — yakinsak oldugu gortiliir.

+r,+e& (3.32)

(=) Simdi de (Ax,) dizisinin x, noktasina(7 +r, ) — yakinsak oldugunu kabul edelim.

X,, = 7
Ay, = {Ax o H AxH: (3.33)
olmak iizere,
Ay, —x, S{o, (3.34)
A,
ve i=1,2,... icin ||Axl —Ayi” <r olur. (Axi)r]—ﬂ;2 x, oldugu igin x, € LIM "™ Ax, iken
ve dolayisiyla
<rn (3.35)

olur ki bu da (Ay, )—l>x olmas1 demektir.
Ozel olarak 7, =0 ve r, =7 >0 igin, (Ay,) dizisix, noktasina r —yakinsak ve ||Axl —Ayi” <r

(i=1,2,...) olacak sekilde bir (Ayl.) dizisi varsa (Axl) dizisi x, 'a r — yakinsaktir.
Bilindigi lizere, r, yaklagim hatasin1 bir iist sinir1 oldugunda (Axi ) dizisinin (Ay, )— x, olan bir

yaklasimi dikkate alindiginda Ax;, —r>x* olacaktir. Diger yandan, (Axl) dizisi x, noktasina r —
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yakinsak ise bu durumda Ay, i>x* olan bir (Ay, ) dizisi vardur. (yani Vi e N i¢in ||Axl —Ayl.” <r
dir.)
Teorem 3.1.2. (Ax,) dizisi(R",

) normlu uzayinda x, sayisina yakinsak bir dizi olsun. [a]

ifadesi « reel sayisimin tam kismi olmak iizere Ax:(Axl,sz,...,Ax”)eR" i¢in
[Ax]:= ([Axl ],[sz ] ,...,[Ax” }) seklinde tanimlansin. Bu durumda,

a) |||| normu maksimum norm olmak iizere x, € LIM' [Axl] ve LIM®*’ [Axl] #(J dir.

1
N

b) x|, = (Z|xk|2]2 Oklid ~ normu  olmak  iizere  x, e LIMY [Ax] ve

LIM " [Ax,] % @ dir.

Ispat: Vie N ve je{l,2,..,n} i¢in 0<Ax/ —[Axl/] <1 oldugundan

HAx Ar H 1, |||| maksimum normu ise 136
—[Ax. ||| < .
L] Jn, ||| Oklid normu ise (.36)
olur. Teorem 3.1.1 geregince,
B 1, |||| maksimum normu ise 137
~|n, ||| Oklid normu ise G:37)

oldugunda x, € LIM"Ax, olur. $imdi %, :=[x,]—(0.5,0.5,...0.5) olsun. (Ax,) = x, oldugu

icin [x,{ ]—1 <Ax/ < [x,{ ]+1 j€{1,2,...,n} vei>i, sartim saglayan bir i, vardir. Burada
[ax/ Je{[x/]-1[x/]} ifadesi saglanr. j € {1,2,...n} i, icin [[Ax/]-#/|=0.5 olur.
Boylece i >, igin,
H Acls H _ 0.5, |||| maksimum normu ise .
)51 54, ||| OKlid normu ise (3.38)
elde edilir. O halde tanimdan,
_ 0.5, |||| maksimum normu ise 110
“losvn, ||| OKlid normu ise (3.39)

igin X, € LIM"[Ax,] olur.
Teorem 3.1.3. (Axi)c]R” dizisinin x, noktasina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

LIM"Ax, = B.(x,) olmastdur.
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Ispat: Kabul edelim ki (Axl) dizisi x, noktasindan farkli bir x! yigilma noktasina sahip olsun.

Bu durumda

——i—{&—g) (3.40)

X, =X, + -
x, —x! H

s

olarak verilen X, noktasi,

=r+|x, —x.

X, —Xx.

> (3.41)

sartin1 saglar. x, noktast bir yigilma noktast oldugundan bir onceki esitsizlik X, ¢ LIM " Ax,

olusunu verir ki bu da (X, —x.|=7 ve LIM'Ax, =B, (x,) olmasi ile gelisir. Yani x, noktasi
sonlu boyutlu normlu uzayda dizinin tek y1gilma noktasidir. Boylece Ax; — x, dir.

Teorem 3.1.4. (Axl) dizisi sonlu boyutlu kesin konveks (X ’

|) uzayinda bir dizi olsun. Eger

Y, —»,||=2r kosulunu saglayan y,,y, € LIM"Ax, varsa (Ax,) dizisi 5(y,+,) ye yakinsar.
” 1 2” 1272 i ( 1) ;( 1 z)

Ispat: y,, (Axl) dizisinin keyfi bir y1g1lma noktasi olsun. y,,y, € LIM"Ax, i¢in

||yl—y3||Sr ve ||y2—y3||Sr (3.42)

olacaktir. Diger yandan
2r=||y1—y2||S||yl—y3||+||y2—y3|| (3.43)
oldugundan || Y= y3|| = || V= y3|| =r olur. Buradan,

1 1 1
5()’2 _y1):§(y3 _y1)+_(y2 _y3) Ve

2 2

l(y2 - )H =r (3.44)
ve normlu uzayin kesin konveksligi géz oniine alindiginda,

%@fﬂOZ%—%=%—% (3.45)
elde edilir. Bdylece y, = 1(y, + y,) olurkibu 1(y, + y,) noktasinmn (Ax,) dizisinin tek y1gilma

noktasi olmasi anlamina gelir. X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve (Axl) siirlt oldugundan

yigilma noktalar1 kiimesi bos degildir. Sonu¢ olarak (Axl) dizisi 1(y, +y,) noktasina

yakinsaktir.

Teorem 3.1.5.
a) ¢ noktast (Ax,) dizisinin bir y1igilma noktasi ise LIM"Ax, B, (c) dir.

b) C kiimesi, ( Axi) c R" dizisinin y1g1lma noktalar1 kiimesi olsun. Bu durumda,
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LIM'Ax, = Er(c)z{x* eR" : CgE_(x*)} (3.46)

ceC
dir.
Ispat:

a) c, (Axl) dizisinin bir y1gi1lma noktasi olmak tlizere Vx, € LIM"Ax, i¢in |x, —c|| <r dir, aksi

halde |x, —Ax,|>r+¢, & =(|x.—c|-r)/2>0 sartim saglayan sonsuz sayida Ax, mevcut
olurdu. Dolayistyla LIM"Ax, = B, (c) olmalidir.

b) Bir 6nceki ispattan, LIM "Ax, = (| B, (c)dir. Eger y e N B,(c) ise VeeC igin |y—c|<r
ceC

ceC

vebuda Cc Er ( y) ifadesine esittir. Yani

N B (c)c {x* eR": Cc Er(x*)}. (3.47)

ceC

Eger y ¢ LIM'"Ax, ise tanimdan,

Ax, — y|| >r+¢ sartinl saglayan sonsuz tane Ax, olacak
sekilde bir & >0 vardir. Bu ise || y— c|| > r+ ¢ sartini saglayan bir ¢ yigilma noktasinin varligini

gosterir  yani CgB.(y) ve ye {x* eR" : CcB (x, )} dir.  Boylece,

ye {x* eR": CcB, (x)} dan y € LIM"Ax, saglanir. Yani,

{x* eR" : CcB (x, )} c LIM' Ax, (3.48)
elde edilir.

Teorem 3.1.6. LIM'Ax, = LIM" inf B, (Ax,) dir.

Ispat: Oncelikle LIM'Ax, c LIM"inf B, (Ax,) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki

vy € LIM"Ax; olsun.

Ay ::{Axl.—i-ﬁ(y—m[), |y —Ax,|> rise (3.49)
v, diger
olarak tanimlansin. Boylece,
r r
Axl.+—(y—Axl.)—y :‘——1. y=Ax| =y —Ax,||—r (3.50)
T g =l -l-asl-s

oldugu i¢in
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”)’_Axi”—’”, ||y—Ax,.||>r ise
Ay. —yll= |
=1 {0, diger (3.51)

elde edilir. y € LIM"Ax, olmasi, Ay, =y (i - 00) olusunu verir. Fakat ||Axl —Ayl.” <r yani

Ay, € B, (Ax

1

) dir. Sonu¢ olarak lim,_ d (y,Er(Axi)j:O olur. Bu ise tanimdan

y € liminf Z;’,‘(Ax,.) olmasi demektir.

3.2. Kabalik Derecesine Baghhik

Tez calismasinin daha 6nceki boliimlerinde sabit bir » kabalik derecesi i¢in 7 —limit

noktalar1 kiimesinin 6zellikleri incelenmistir. Tezin bu boliimiinde ise sabit bir (Axl) dizisinin
r—limit noktalar1 kiimesi LJ/M"Ax,’nin degisken bir r parametresine gore durumu

incelenecektir. Daha once verilmis olan tamim geregince, 5 <r, ise LIM"Ax, ¢ LIM"Ax,

oldugu agiktir.

Teorem 3.2.1. >0 ve o >0 olsun.

a) LIM'Ax, + B, (0) < LIM " Ax, dir.

b) Bo(y) < LIM'Ax, ise y e LIM " Ax, dir.
Ispat:
a) ye LIM'Ax, ve z€B,(0) olsun. V& >0 igin i>i, oldugunda ||Axl —y|| <r+¢& sartii
saglayan bir i_ sayis1 vardir. ||z|| <o oldugundan ;> icin ||Axl -y —Z” <r+o+¢ elde edilir.
Boylece y+z e LIM "™ Ax, elde edilir.

b) ¢ noktasi (Axl) dizisinin herhangi bir y1g1lma noktasi olsun. Eger || V- c|| >r—o0 ise

o
x, =y+——(y—c) noktasi,
[y =l

>o+(r—o)=r (3.52)
sartin1 saglar. LIM"Ax, c B.(c) oldugundan,

v~ =o+ly—
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x, ¢ LIM"Ax, dir. Bu ise

x,—y|=0 ve Bo(y)c LIM"Ax, olmast ile gelisir. Bundan dolay:

VeeC yigilma  noktalar1  igin || V- c|| <r-o saglanir. Sonu¢  olarak,

ye N Bro(c)=LIM °Ax, elde edilir.

ceC

Teorem 3.2.2. 7 :=inf {r eR, :LIM"Ax, # @} olmak tizere,
a) » =7 olmasiicin gerek ve yeter sart LIM"Ax, # & ve int (LIM ’Axl.) = olmasidir.

b) Eger (X,

. ) sonlu boyutlu kesin konveks normlu uzay ise » =7 olmasi i¢in gerek

ve yeter sart L/M "Ax, kiimesinin tek nokta kiimesi olmasidir.
Ispat:

a) (=)Kabul edelim ki r=7 olsun. LIM'Ax,#@ ve int(LIM'Ax,)=@ oldugunu
gostermeliyiz. LIM"Ax, = (1 LIM " Ax, oldugundan, daha 6nceki bilgilere dayanarak 7’ >7 igin

LIM " Ax, ifadesi bostan farkli ve kapalidir. 7, <r, igin LIM"Ax, € LIM " Ax, oldugundan

N LIM"Ax,= (| LIM"Ax, ve LIM"Ax, r e(7,7+1) ailesi, sonlu kesisim ozelligini
r'>7 F<r'<r+l

saglayan LIM™"'Ax, kompakt kiimesinin bostan farkli kapal altkiimelerinin bir ailesidir.

Boylece LIM™Ax, # & olur. Simdi kabul edelim ki int(LIM ’Axl.) # (& olsun. Bu durumda
o >0 icin baz1 B, () yuvarlarni igerir. O halde LIM "Ax,#@ yani r>7 dir. Boylece
r =7 olmasi int(L]M ’Axl.) = olusunu verir.

(<)Simdi LIM"Ax, #@ ve int(LIM"Ax,)=@ oldugunu kabul edelim. LIM'Ax, @

oldugundan r > 7 dir. Diger yandan, int(L]M ’Axi) = oldugundan r <7 olur. Sonug olarak
r =7 olur.

b) Eger LIM "Ax, kiimesi bir tek nokta kiimesi ise LIM "Ax, #J ve int(L]M ’Axi) = olur.
a) sikkindan dolayl, » =7 dir. Geriye LIM"Ax, kiimesinin bir tek nokta kiimesi oldugunu
gostermek kalir. Bu ise durum, kiimenin kesin konveksliginden, LIM"Ax,#J ve

int(L]M ’Axi) = (J olusundan elde edilir.
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Teorem 3.2.3. cl( N L[M”Axl.) C LIM'Ax, = () LIM" Ax, dir. Eger r =7 ise bu durumda

0<r'<r r'>r

cl( U LIM"Ax,.)zLJM’Ax,. olur.

0<r'<r

Ispat: Daha once ispatlanmis olan “Eger 7 <r, ise LIM"Ax, € LIM"Ax,” teoremi ve

LIM " Ax, kiimesinin kapalili§1 geregince, c/ ( N LIM ’,Axl.)g LIM'Ax, = () LIM" Ax, oldugu

0<r'<r r'>r

kolayca goriilebilir. Simdi, keyfi bir y € X' \ LIM"Ax, elemanin1 goz oniine alalim. Tanimdan,

VkeN Fi>k: ||Axl —y” >r+¢& olacak sekilde bir £ >0 sayisi vardir. Boylece 7' <r+¢ igin

!

g =r+e+r'>0 ve VkeN 3Fixk:|Ar,-y|=r'+& olur. O halde r'<r+é& igin

y ¢ LIM " Ax, ve dolayisiyla y ¢ (N LIM" Ax, dir. Boylece LIM'"Ax,=() LIM" Ax, olur.

e <7 igin ¢l (qu LIM " Ax, ) = LIM"Ax, = oldugu agiktr.

e r=r>7 ve r07=(7+r1)/2 olsun. 7, >7 oldugundan bir y, € LIM"Ax, # & olacak
sekilde segebiliriz. Keyfi bir y, € LIM"Ax, eleman1 alalim. Teorem 3.5 geregince
A€[0,1] igin y, =(1=4)y, + Ay, € LIM"™""* Ay, ifadesi saglanir. Sonug olarak

y,e U LIM"Ax, dir.

0<r'<r

olur. A1 iken [y, —x|=(1-2)|», -] 0oldugundan ylecl( U LIM"Ax,.) elde

0<r'<r

edilir. Boylece » >7 igin de c/ ( U LIM "Axl.) = LIM" Ax, saglanir.

0<r'<r
Bir sonraki teoremde, X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve 2%, X ’in alt kiimelerinin kiimesi

olmak tizere F:R* — 2%, F(r)= LIM"Ax, olarak tanimlanan F fonksiyonunun yari stireklilik
durumu incelenecektir.

Teorem 3.2.4. F, (7, +00) lizerinde alttan yari stirekli ve [17, +OO) da iistten yar siireklidir.

Ispat: r>7 ve U, F(r)NU # & kosulunu saglayan agik bir alt kiime olsun. F(r) = LIM "Ax,
kiimesi konveks kiime oldugundan ve int (LIM ’Axl.) # (& oldugundan int (LIM "Ax, ) nu
kesisim kiimesi bostan farkli ve agiktir. Bu durumda int (LIM "Ax, ) U < LIM " Ax, tarafindan

igerilen bir B, () yuvari vardir. Bdylece y € LIM"“Ax,\U olur. O halde ¢ € (r—o,+») icin
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yeLIM °Ax,NU c (L]M "Ax, ) NU =F(t)NU ifadeleri saglamr. Bu durumda F
fonksiyonu her » (7, +OO) i¢in alttan yar siirekli olur.

Simdi r>7 ve U, F (r) c U sartin1 saglayan bir agik alt kiime olsun. Bu durumda ¢ [O,r]
i¢in

F(t):LIM‘Axl. c LIM' Ax, :F(r)cU (3.53)
elde edilir. Bu durumda 7 € (r,7+6) i¢in

F(t):LIM’Axi cU (3.54)
olacak sekilde bir § > 0 sayisinin oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Eger bu durum saglanmazsa, lim¢; = r ve LIM "Ax \U # @, j=1,2,... sartin1 saglayan azalan

bir (£,) dizisi vardir ki

J

NLIM'Ax, ¢ N LIM" Ax, (3.55)

t>r jeN

dir. yg NLIM'Ax, ise y¢&LIM ?Axl. olacak sekilde bir ¢ >7 vardir. lim¢ , =r olusundan

t>r

yararlanlirsa y & LIM " Ax, sartin1 saglayan bir t; <7 vardir. Buradan y¢ (1 LIM YA,

jeN
saglanir. Dolayisiyla

NLIM'Ax, ¢ (| LIM" Ax, (3.56)

t>r jeN

dir. Buradan, Teorem 3.2.3. ve LIM "Ax, c U olmasindan,

N (LM Ax, \U)z( N L[Mthxl.)\U:LIM’Axi\Uzg (3.57)

jeN JjeN
ifadesi saglanir. Fakat LIM g Ax,\U, j=1,2,... kiimesi, LIM"Ax, kompakt kiimesi tarafindan

kapsanan bos olmayan kapali kiimelerin azalan alt kiimeleri dizisi formunda oldugundan bu

kiimelerin kesisimi bos kiimeden farklidir. Bu ¢eliskiden dolayi ispat tamamlanir.
3.3. Kaba Fark Cauchy Dizileri

Bir normlu uzayda yakinsak her dizinin Cauchy sartin1 sagladig1 ve bir Banach uzayinda

her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu iyi bilinen bir gergektir. Fakat kaba yakinsak diziler ile
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kaba Cauchy dizileri arasindaki iliskiyi bu kadar kolay s6ylemek miimkiin degildir. (Axi ) dizisi

r—yakinsak bir dizi, baska bir ifadeyle LIM"Ax, # < olsun. Keyfi birx, € LIM"Ax, noktasi

alinsi. Tanim geregince, V¢ > 0 i¢in 7, j > i, oldugunda,

||Axi —x,|[Sr+5  ve Hij -x,|<r+% (3.58)
sartini saglayan bir i, vardir. Buradan,
|Ax, - Ax | <|lax, - x| +]|Ax, - x| <27+ & (3.59)

elde edilir. Boylece (Ax,) dizisi p=2r derecesiyle bir p—Cauchy dizisidir. Bu Cauchy
derecesi genellikle azaltilamaz.

Bunu gostermek i¢in, z € R"igin ||z|| =r ve (Ax,)= (—l)i z seklinde bir dizi alalm. Bu
durumda (Ax,) dizisi 0 LIM"Ax, ile birlikte r — yakinsaktir ve p=2r bu dizinin minimal

Cauchy derecesidir.
Tersine, p >0 sayisi (Axl) dizisinin bir Cauchy derecesi olsun. Bu durumda bu dizinin

p
yakinsaklik derecesinin g oldugunu yani LIM2Ax, #< oldugunu sdylemek her zaman

mimkiin degildir. Dolayisiyla bu boliimde verilen teoremlerde amag, verilen p —Cauchy

dizileri i¢in miimkiin oldugunca kiiciik bir yakinsaklik derecesi bulmak olacaktir. Bunun i¢in

oncelikle Cauchy dizilerinin ve kaba yakinsak dizilerinin sinirliligs ile ilgili ifadeleri verelim.

Teorem 3.3.1. (Axl) dizisinin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart (Axl.)dizisi p — Cauchy
olacak sekilde bir p >0 sayisinin var olmasidir.

(Axl.) dizisi sonlu boyutlu normlu uzayda sinirli oldugundan C, yigilma noktalari
kiimesi bostan farkli ve smirlidir. Dolayisiyla bu kiimeyi ¢evreleyen yuvarin ¢apt D(C,. ) ve
cekirdegi R(C,, ) sonludur.

Teorem 3.3.2. (Axl) dizisinin y181lma noktalar kiimesi C,_ olsun. (Axl) dizisinin minimum
Cauchy derecesi D(C,,) ve minimum 7 —yakinsaklik derecesi R(C, ) dir. Yani,
D(CM):min{peR+ 1 (Ax,), p—Cauchy dizisi} (3.60)

veE

LIM " Ax,

1

{:@ r<R(C,) G3.61)

= r=R(C,,)
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dir.
Ispat: Oncelikle D(C,,)= min{ peR, : (Ax,), p—Cauchy dizisi} oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki 0< p<D(C,,) olsun. Bu durumda ¢=(D(C,,)—p)/3 sayisi i¢in
||c1 —cz|| > p+2¢ olacak sekilde iki tane ¢, ve ¢, yi8ilma noktasi vardir. Vi e N igin,
|ax, - |<e/2 ve |ax, —c||<e/2, (3.62)
olacak sekilde i,,i, > £ vardir dyle ki

HAxl.l —Ax, H > ||c1 —02”—H(Axil —cl)—(Axl.2 —cz)

2 —eo]~(Jax, —al+|ax, <)) (3.63)
>p+2e—(e/2+¢€/2)
=p+eé.

olur. Bu durum 0< p<D(C,,) oldugunda (Axl) dizisinin bir p —Cauchy dizisi olmadigi
anlamina gelmektedir.

Simdi ¢ >0 keyfi ve p=D(C,,) oldugunu kabul edelim. Bu durumda C,, + B, , (0)
kiimesinin disinda yalnizca sonlu tane Ax, elemani vardir. Aksi takdirde, uzay sonlu boyutlu
ve C, +B,,(0) kiimesi a¢ik oldugundan C, +B,,(0) nin disinda bir yigilma noktas
kalmas: gerekirdi. Béylece i>i i¢in Ax,eC, +B,,(0) olacak sekilde bir i, vardir. Bu
demektir ki, 4, 24, ve i, 21, ise c..c, e C i¢in |Ax, —c[<&/2 ve |Ax, —c,[<&/2 dir ki
le, —c,| < D(C,) < p esitsizliginden

HAX"I B Axiz

< ||c1 -c, || + HAxl.1 —q H + HAxl.2 —-c, H

<p+el/2+el/2 (3.64)
=p+e

saglanir. Yani p 2= D(C AX) oldugunda (Axl) bir p—Cauchy dizisidir. Boylece (3.60)

saglanmis olur.

Simdi de LIM"Ax.

1

olusunu gosterelim.

= r<R(C,)
=0 r2R(C,)

Eger r <R(C,,) ise, VzeR"i¢in ||Z—y|| >r olacak sekilde bir y € C, vardir. O halde

z¢ LIM"Ax, yani LIM"Ax, =< dir.



26

Eger r>R(C,,) ise, VyeC, igin x*—y”Sr olacak sekilde bir x, e R" vardir ki

x, € N B, (y) saglamr. Dolayisiyla, LIM’Ax, #@ olur.
yeCyy

7 :=1inf {r eR, :LIM ’Axi} olarak tamimlandigindan, R(C, )=7 saglanir. O halde

r=7=R(C,,) i¢in LIM"Ax, # & ve bdylece ispat tamamlanir.

Asagida verilen teorem, bir dizinin yakinsaklik derecesi ile Cauchy derecesi arasindaki
iliskiyi bulmak i¢in, bu diziyi ¢evreleyen yuvarin ¢ap1 ve ¢ekirdegi arasindaki iligkinin nasil
kullanilabilecegini gosteren bir teoremdir.

Teorem 3.3.3. (Jung, 1901)(R",

) Oklid uzayinin smirli ve kapali S altkiimesi igin, S

kiimesinin ¢ap1 D(S) ile S kiimesini gevreleyen simirlandirilmis yuvarin yarigap: R(S)

arasinda

R(S) < |—2—D(S) (3.65)

2 (n + 1)
bagintis1 vardir.

Teorem 3.3.4. (Bohnenblust, 1938) (R,

) normlu uzaymin smirli ve kapali S altkiimesi i¢in,

S kiimesinin ¢ap1 D(S) ile S kiimesini ¢evreleyen smirlandirilmis yuvarm yarigapt R(S)

arasinda
n
2 (n + 1)

bagintis1 vardir.

R(S) < D(S) (3.66)

Teorem 3.3.5. (R”,

) normlu uzaymda p >0 i¢in (Ax,) bir p—Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda (Ax,) dizisi r Zil p icin 7 — yakinsaktir. Ozel olarak || Oklid normlu uzay ise,
n+

(Ax,) dizisi r > " p i¢in r — yakinsaktir.
2 (n + 1)

Ispat: (Ax,) , bir p—Cauchy dizisi oldugu igin, Teorem 3.3.2 den p > D(C,.) dir. Bu durumda

Teorem 3.3.4 den,

n n

saglanir. Sonug olarak, yine Teorem 3.3.2 ye gore, r > -2 p ise LIM Ax, #J olur.

n+l
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Ozel olarak |||| Oklid normlu uzay ise, Teorem 3.3.4 yerine Teorem 3.3.3 kullanilarak ispat elde
edilir.
Uyar: Bir 6nceki teoremde verilen n parametresi, goz dniine alinan normlu uzayin boyutudur.

Dabha iyi bir sonug elde edebilmek i¢in 7 ile (Ax,) dizisinin y1gilma noktalar1 kiimesi D(C,.)

nin boyutu olan m yer degistirilebilir. Ciinkii genelde m < »n dir. Bu durumda

n m n m
3.68
n+1>m+lve\/2(n+l)>\/2(m+l) (368)

yazilabilir.

Sonraki teoremde kullanilmak tizere bir p — Cauchy dizisi i¢in su ifadeyi verelim. (Ax,)
bir p —Cauchy dizisi ise bu durumda Vr > p i¢in
{(Ax)): i2k} < LIM“"" Ax, (3.69)
olacak sekilde k€N vardir.
Ozellikle (Ax,) klasik anlamda Cauchy dizisi (yani p=0 ) ise Vr>0 icin (3.69) ifadesi
saglanacak sekilde bir k€ N sayis1 vardir. (Ax,) dizisi M alt kiimesinde bir dizi ise, M
muhtemelen kapali olmamasina ragmen,
LIM ™" Ax, < LIM™" Ax, iken r > 0 igin LIM ™" Ax, # @ (3.70)
olur. Bu 6zellik daha kiiciik bir » icin de gegerlidir.
Asagidaki teorem Oklid uzayinda bunun bir érnegini verir.

Teorem 3.3.6. M kiimesi, (R”,

) Oklid uzayinm konveks ve kapali olmas1 gerekmeyen bir

alt kiimesi ve (Ax;),M de bir p—Cauchy dizisi olsun. (Ornegin, M =conv{Ax,: ie N} Bu

durumda

> |—"picin LIM""Ax, # 0 (3.71)
Z(n +1)

dir.

Ispat: (Ax,) dizisinin y1gilma noktalar1 kiimesi C,, olsun. Hem C, hem de convC,, ’in

digbiikey ortiisiiniin kapali ve sinirli oldugu agiktir. C, ’yi ¢evreleyen yuvarin bir zeR"
merkezine sahip oldugu, yani

sup ||y —¢| = R(C,,) = inf sup [x—)| (3.72)
yeCy, xeR yeCy,

oldugu bilinmektedir. Burada z tektir ve conv C, ’ye aittir.
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Boylece C,, € By, ,(2) elde edilir ve Teorem 3.1.5°den z € LIM *“)Ax, dir. Ek olarak C,,
(Ax,) € M nin yi1gilma noktalar1 kiimesi oldugundan, C,, < ¢/ (M) olur. Dolayistyla M nin
konveksliginden ve z € conv C,, oldugundan z e ¢/ (M) elde edilir.

Eger r > R(C,,) ise, c=r—R(C, ) >0 igin,

Bo(z) < LIM® " Ax = LIM" Ax, (3.73)
dir. O halde z e ¢/ (M ) igin,

@#MNB,(z)c MNLIM Ax, = LIM """ Ax, (3.74)
olur.

Eger R(C, )2r= /ﬁp ise, Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.3.’den,

R(C)>r> \/ D(C,.)>R(C,.) (3.75)

Z(nn+1)p 2\/ 2(nn+1)

elde edilir. Sonug olarak

n n
r—R(CAx)—Jz<n+l)p—\/2(n+l)D(CM) (3.76)

dir. Teorem 3.3.3 geregince, bu esitsizlik sadece C,, kiimesinin ; # k igin ch —ckH =D(C,))

kosulunu saglayan {cl,cz,...cm} kiimesini icermesi halinde gecerlidir. z noktasi

conv{c,,¢,,..c,,,} kiimesini gevreleyen yuvarmn merkezi oldugundan,

n+l
z=ﬁ;cj vez eint (conv{c,c,,..c,, }) (3.77)

elde edilir. Sonug olarak, {c,,¢,,...c,,,} = C, =cl (M) ve M konveks oldugundan, z e M

olmalidir. O halde son olarak
ze M NLIM* ' Ax, = M N LIM " Ax, = LIM ™" Ax, (3.78)
elde edilir.
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4. FARK DIiZIiLERININ KABA iSTATISTIKSELYAKINSAKLIGI

Bu béliimde sonlu boyutlu bir normlu uzayda kaba istatistiksel yakinsaklik kavrami fark
dizileri i¢in ¢alisilmistir. Daha 6nce tanimlanmis olan kaba istatistiksel yakinsaklik kavraminin
fark dizileri i¢in nasil tanimlanabilecegi arastirilmis ve bazi teoremler fark dizileri igin

ispatlanmustir.

Tamm 4.1. (X,

|) bir normlu uzay, » negatif olmayan bir reel say1 ve (Axi), (X , )
uzayinda bir dizi olsun. x = (x,) dizisi i¢in Ax = (Ax,) = (x,—x,,,) olmak lizere, eger V& >0
igin

{ieN:”Axl.—x*

>r+e) (4.1)

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise veya buna denk bir ifadeyle,

st—limsup”Axi —x*|| <r (4.2)

1—>0

kosulu saglaniyorsa (Axl) dizisi x, € X noktasina kaba istatistiksel yakinsaktir veya » — st —

yakinsaktir denir. Bu tanim su sekilde de ifade edilebilir: Eger V& > 0 ve hemen hemen her i
i¢in,

|Ax, —x.|<r+e  (hhi) 4.3)

r—st

ise (Ax,)— x, dir.
(Ax,) dizisinin r — st —limit noktalar kiimesi st —LIM"Ax; ile gosterilir. Burada » kabalik

derecesini belirtir ve 7 =0 olmasi durumunda istatistiksel yakinsakligin elde edildigini gérmek
kolaydir.

Uciincii boliimde bahsedilen &rnege benzer sekilde, asagida verilen ornekte de

istatistiksel yakinsak olmayan fakat r — st — yakinsak olan bir (Ax,) dizisi goriilebilir.

Ornek 4.1. Ay = (Ay,.) dizisi kesin olarak Olciilemeyen ve istatistiksel yakinsak bir dizi ve
Ax=(Ax,) dizisi de her ieN i¢in [|Ax,—Ay|<r (hhi) sartim saglayan yani
d ({l eN: ||Axl —Ayi” > r}) =0 olan bir dizi olsun. Bu durumda Ax dizisi istatistiksel yakinsak

degildir. Fakat,

{ieN:|Ay, -y

ZE}Q{iGN:”Ax,.—y*

>r+e) (4.4)
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oldugundan istatistiksel yakinsaklik tanimi geregince d ({z eN: ||Ax, — V|| 27+ g}) =0 eclde

edilir ki bu da Ax dizisinin y, sayisina r — st — yakinsak oldugunu gdosterir. Genellikle bir fark
dizisinin kaba istatistiksel limiti » >0 kabalik derecesi icin tek degildir. Boylece bu kaba

istatistiksel limit noktalarmin s#—LIM"Ax, kimesinden bahsetmek miimkiindiir. Bu kiime

r—st

st—LIM"Ax, = {x, e R" : Ax, = x.} seklinde tanimlidur.

Eger st—LIM'Ax, # D ise st—LIM"Ax, = st —limsup Ax —r, st —liminf Ax+7]
seklindedir. Diger yandan, sinirsiz bir (Axi) fark dizisi i¢in LIM"Ax, = oldugunu biliyoruz.
Halbuki bu sekildeki bir dizi kaba istatistiksel yakinsak olabilir.

i . 2
Ornek 4.2. Ax, - {(‘1) , P2k (keN) g icini diisinelim, Bu durumda,
i, diger

J, r<l1ise

[1-r,r-1], diger (4.5)

st — LIM" Ax, ={

ve her ¥>0 i¢in LIM Ax, =< seklindedir ¢iinkii {1, 4,9,...} kiimesinin dogal yogunlugu
sifirdir.

Sonu¢ 4.1. st—LIM'Ax, # olmast LIM'"Ax, #< olmasmi gerektirmez fakat eger

LIM"Ax, # & ise st—LIM"Ax, # & olmalidir. Boylece,

LIM"Ax, < st — LIM" Ax, (4.6)
bagintisi elde edilir. Ayrica,

diam(LIM"Ax) < diam (st - LIM" Ax) 4.7)
dir.

Teorem 4.1. Fark dizileri i¢in » — istatistiksel limit noktalar1 kiimesinin ¢ap1 27 den biiyiik

degildir. Genellikle diam (st —LIM ’Ax) kiimesi i¢in daha kiiciik bir alt sinir yoktur.

Ispat: Kabul edelim ki diam(st —LIM ’Axl.) > 2r olsun. O halde || y—z|| > 2r sartini saglayan
V,zest—LIM"Ax; elemanlar1 vardir. ¢e (O,H’V%H— r) olarak segelim. y,zest—LIM'Ax,
oldugundan, V& >0 i¢in K, ={ieN : |Ax,—y|2r+e} ve K, ={ieN : |Ax, - z| 2 r+ &}
olmak iizere d (K, ) =0 ve d(K,)=0 olur. Dogal yogunluk tanimi geregince, d (ch N ch) =1

elde edilir. Buradan Vie K| MK}
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[y =zl <llax =y +[ax ~ 2| <26+ &) = [y~ (438)
yazilabilir ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir.

Simdi teoremin ikinci kismini ispatlayalim. (Axl) dizisinin istatistiksel limiti x, olsun. £ >0

icin d ({z eN : ||Axl -x,|> 5}) =0 yazilabilir. Buradan

Vyeér(x*) ::{ye]R" : ||y—x*

< r} elemant i¢in

I

H =A< [Ax —x.

+r (4.9)
elde edilir. Daha sonra Vie {ie N: ||Ax, - x| < £} i¢in,
|Ax, = y|<r+e (4.10)

olur. Ax, dizisi x, a istatistiksel yakinsak oldugundan d ({z eN: ||Axl. - X,

< 5}) =0 elde

edilir ki buradan yest—LIM Ax, olur. Sonug olarak st—LIM'Ax, =B (x,) yazilabilir.

diam(ér (x*)j =2r oldugundan bu durum genel olarak st—LIM"Ax, kiimesinin ¢apinin iist

smirinin 27 oldugunu ve daha fazla azalamayacagini gosterir.

Sonug 4.1. geregince LIM'Ax, # oldugundast—LIM "Ax, # olacagindan asagidaki
sonugtan bahsetmek miimkiindiir.

Sonu¢ 4.2. (Ax,) dizisi sl ise bu durumda st—LIM"Ax, # olacak sekilde negatif

olmayan bir » reel sayis1 bulunabilir. Bu sonucun tersi dogru degildir. Fakat dizinin istatistiksel

sinirli olmasi halinde Sonug 4.2. nin tersinin dogru olacagi sdylenebilir.

Teorem 4.2. (Axl. ) dizisinin istatistiksel sinirli olmasi igin gerek ve yeter sart st — LIM " Ax; # &

olacak sekilde negatif olmayan bir » sayisinin var olmasidir.

Ispat: Oncelikle (Axl) dizisi istatistiksel smirli oldugunda st—LIM"Ax, # olacagin
gosterelim. Istatistiksel simirlilik tanimindan d ({z eN: |Ax|>M }) =0 olacak sekilde pozitif
bir M sayist vardir. K ={ieN: |Ax,|= M| olmak iizere ' :=sup{|Ax| : ie K} olarak

tanimlayalim. Burada K¢ ifadesi K kiimesinin tiimleyenini belirtmektedir. O halde
st—LIM" Ax, kiimesi R” nin orijinini igerir. Boylece st —LIM" Ax, # & elde edilir.
Simdi kabul edelim ki bazi » >0 sayilari i¢in st—LIM"Ax, # olsun. Bu durumda

tanimdan dolay1 x, € st — LIM"Ax, olacak sekilde bir x, vardir, yani V& >0 igin
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d({ieN : ||Axl.—x*

>r+e})=0 (4.11)
dir. O halde hemen hemen her Ax, elemani yaricapr » den biiylik olan bir yuvar tarafindan
kapsanir. Boylece (Axl) dizisi istatistiksel sinirli olur.

Teorem 3.3. geregince (Ax/ )=(Ax, ), Av, dizisinin bir alt dizisi oldugunda
LIM"Ax, € LIM"Ax] oldugunu biliyoruz. Bu teoremi istatistiksel yakinsaklik i¢in sdylemek

mimkiin degildir.

i, i=k’(keN)

dizisini diisiinelim. Ax":={1,4,9,16,...}
0, diger

Ornek 4. 3. Reel sayilarin Ax, :{

dizisi bu dizinin bir alt dizisidir. st —LIM"Ax, =[-r,r] oldugu halde st —LIM'Ax! =& dir.
Eger alt dizinin indisler kiimesinin dogal yogunlugu sifirdan farkli yani alt dizi nonthin ise

Teorem 3.3.°ln istatistiksel yakinsaklik i¢cin de saglanacagin1 gosteren teorem asagida

verilmistir.

Teorem 4.3. (Axl’ ) = (Axl./_ ), Ax, dizisinin bir nonthin alt dizisi ise,
st—LIM"Ax, < st —LIM"Ax] olur.

Teorem 4.4. (Axl) dizisinin 7 —istatistiksel limit noktalar1 kiimesi kapalidir.

Ispat: Bu ispat igin iyi bilinen “ Ay, — y, yakinsak dizisi i¢in y € st — LIM "Ax, oldugunda ayni
zamanda y, € st — LIM "Ax, oluyorsa LIM "Ax, kiimesi kapalidir." teoremini kullanacagiz. Eger
st—LIM"Ax, = iseispatagiktir. st —LIM"Ax, # & oldugunu kabul edelim. O halde i — oo
iken (Ayi) — », olacak sekilde bir (Ayl.) € st—LIM" Ax, dizisi segilebilir. y, e st —LIM"Ax,
oldugu gosterilirse ispat tamamlanacaktir.

Yakinsaklik tanimi1 geregince, her £ >0 i¢in (Ayl.) — », oldugundan, Vi >i, igin

&y, =<3 (4.12)

olacak sekilde bir i, >i, e N vardir. i, >i, olacak sekilde i, e N secildiginde,

&
<— 4.13
5 (4.13)

HAyio — Vi
yazilabilir.

Diger yandan, (Ayl.) €st—LIM"Ax, oldugu igin y, €st—LIM"Ax, olur ki
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d({ieN : HAxi—Ayl.OHZrJr%}J:O (4.14)
yazilabilir. Buna ek olarak,
{ieN:|JAx, -y, |<r+e}2 {i eN: HAxl. —Ayl.oH < r+§} (4.15)

ifadesinin dogru oldugu gosterilsin & e {i eN: HAx,. -4y, H <r +§} alalim. Buradan
|Ax, - Ay, ||<r+%  elde edilir ki bylece

|Ax, =y < |Ax, - Ay, |+ Ay, -] <r+e (4.16)
olur. Bu ifade, ke{ieN: |Ax—Ay,|<r+s} (4.15) ifadesinin kanudir. (4.14)ifadesi

geregince (4.15) kapsaminin sag tarafindaki kiimenin dogal yogunlugunun 1 oldugu

soylenebilir. Dogal yogunluk, tanimi geregince O ile 1 arasinda olacagindan, (4.15) in sol
tarafindaki kiimenin de dogal yogunlugunun 1 olacag: aciktir. Bdylece

d({ieN: |Ax,—y,|2r+e})=0 (4.17)
elde edilir ki ispat tamamlanir.

Teorem 4.5. (Ax,) dizisinin r—istatistiksel limit noktalari kiimesi konvekstir.

ispat: £>0 ve Ar=(Ax,) dizisi igin y,,» €st—LIM'Ax, oldugunu kabul edelim,
K, ={ieN: |Ax,—y|2r+&} ve K, :={ieN:|Ax,—y|2r+e} olarak tammlansin,
Voo 11 € st —LIM"Ax, oldugundan d (K,)=d(K,)=0 elde edilir. Boylece Vi e K NK; ve
VA €[0,1] igin

|ax, =[ (1= 2) yy + A3, ]| = (1= 2) (Ax, = 3 )+ A(Ax, =y, )| < 7+ (4.18)
elde edilir. d(K; MK;)=1 oldugundan

d({ieN: HAxl.—[(l—l)y0+/1y1]HZr+8})=O (4.19)
Olur ki bu da [(1-4)y,+Ay, |€st—LIM Ax, demektir. Boylece st—LIM"Ax, kiimesinin

konveksligi ispatlanmis olur.
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Teorem 4.6. » >0 olsun. (Axl) dizisinin x, noktasina r—istatistiksel yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart, VieN i¢in st—limAy, =x, ve ||Axl —Ayl.” <r olacak sekilde bir
Ay = (Ayl.) dizisinin var olmasidir.

Ispat: Oncelikle kabul edelim ki (Axl) dizisi x, noktasina r—istatistiksel yakinsak olsun.

Buradan,
st —lim sup||Axl. -Xx,|<r (4.20)
olur. Simdi
X,, ||Axl —x,|[<rise
Ay, = {Axi + rﬁ, diger durumlarda (421)

tanimlayalim. Buradan

{o, |Ax, - x,

||Axl. —x,|—r, diger durumlarda

<rise

|Ay, - x, (4.22)

yazilabilir. Ay, 'nin tanimindan, Vi e N i¢in ||Axl —Ayi” <r olur ve yine Ay, 'nin tanimindan

st —lim sup||Ayl. -x,||=0 (4.23)
elde edilir ki bu da sz —limAy, = x, ifadesini saglar.

Simdi Vie N igin st—limAy, =x, ve ||Axl —Ayi” <r olacak sekilde bir Ay = (Ayi)
dizisi var oldugunda (Axl) dizisinin x, noktasina r—istatistiksel yakinsak oldugunu

gosterelim. st —limAy, =x, oldugundan, Ve >0 igin,

d({ie N: ||Ayl. - X,

>£})=0 (4.24)
elde edilir. Buradan asagidaki ifadenin saglandigini gérmek kolaydir.

{i eN: ||Ayi - X,

Zg}Q{iEN: ||Axi—x*

>r+e} . (4.25)

Bu iliskiden dolay1 d({ieN: Ay, -x,

> g}) =0 ifadesinden,

d({ieN: ||Axi—x*

>r+ g}) =0 elde edilir ki boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma4.1. I', kiimesi, (Axl) dizisinin tiim istatistiksel y1gi1lma noktalarinin kiimesi olmak

tizere, ,keyfi bir ce ', ve Vx, € st—LIM’Ax, igin ||x, —c|| <r dir.

Ispat: Kabul edelimki ce T, ve ||x, — c|| > r sartin1 saglayacak sekilde bir x, € st — LIM"Ax,

noktasi var olsun. ¢ := fezdr olarak tanimlayalim. Buradan
3 s
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{ieN: ||Axl.—x*

Zr+8};>{ieN: ||Axi—c||<g} (4.26)
yazilabilir. c¢eTl', oldugundan, d ({z eN: |Ax, —¢| < g}) #0 dir. Dolaysiyla, (4.26)’dan

d({ieN: ||Axl - X,

> r+g}) #0 elde edilir ki bu da x, € st—LIM"Ax; olmasi ile gelisir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.7. (Axl) dizisinin x, noktasina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
st—LIM"Ax, = B (x,) olmasidir.
Ispat: st— LIM'Ax, = lér(x*) # & oldugundan, Teorem 4.2 dolayisiyla (Axl) dizisinin smirh

oldugu soylenebilir. (Axl) dizisinin x, dan bagka bir x, yigilma noktasi oldugunu kabul

edelim. O halde

X, =X, (% — ) (4.27)
X, —X.

= ! +1
R

ifadesini saglar.

noktasi

X, — X, X, —Xel|=r+|x, —xi||>r (4.28)

* *

X. noktasi (Axl) dizisinin bir yi8ilma noktas1 oldugundan, Lemma 4.1 den dolay1

X. & st—LIM"Ax; esitsizligi saglanir. Bu =r ve st—LIM"Ax, =B,(x,) gergegiyle

X.—X,
celisir. Dolayisiyla x, noktasi (Axl) dizisinin tek yigilma noktasidir. “Istatistiksel smnirl bir
dizinin istatistiksel yigilma noktasi tek ise, bu dizi bu yigilma noktasina istatistiksel
yakinsaktir” (Tripathy, 1997) teoremi geregince (Axl) dizisinin x, noktasina istatistiksel

yakinsak oldugu goriiliir.

Teorem 4.8. (R",

) kesin konveks uzay ve (Ax) bu uzayda bir dizi olsun. Eger

1

|| Y= y2|| = 2r kosulunu saglayan y,,y, € st — LIM"Ax, noktalar1 varsa (Axl) dizisi 1 (y, +y,)
noktasina istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: zel',  olsun. O halde y,,y, € st —LIM"Ax, noktalari Lemma 4.1 den,

||y1 - z|| <rve ||y2 —z” <r (4.29)
sartin1 saglar. Diger taraftan,

2r = vl <ln =z +y.~ (4.30)
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olur. (4.29) ve (4.30) esitsizlikleri birlikte diisiiniildiiginde |y, —z| =y, — 2| =7 elde edilir.

1

S0n=)=5[(z=0)-(02-2)] 431)

ve ||y1 —y2||:2r oldugundan =r dir. Uzaym kesin konveks olusu ve (4.31)

1

S(n-n)
esitsizligi geregince +(y, —y,)=(z—»,)=(», —z) vebdylece z=1L(y, +y,) dir. Bdylece z
noktasi (Axl) dizisinin tek istatistiksel yigilma noktasi olur. Diger yandan,
Vis ¥, €st—LIM"Ax, verildiginden, st—LIM"Ax, # & sartim1 saglar. Teorem 4.2 geregince

1

(Ax) dizisi istatistiksel siirlidir. Dolayisiyla (Axl) dizisi istatistiksel yakinsaktir yani
st—limAx =1(y,+y,) olur.
Teorem 4.9.

a)cel, ise st—LIM"Ax, C B.(c) dir.

b)st—LIM'Ax,= () B.(c)={x,eR" : T, c B,(x.)}.

celly,

Ispat: a) x, e st — LIM"Ax, ve ¢ e T'_ oldugunu kabul edelim. Lemma 4.1 geregince,

||x* —c|| <r (4.32)
olur; aksi takdirde & ::w i¢in
d({ieN: |Ax,—x,|2r+c})%0 (4.33)

elde edilir ki bu da x, € st — LIM"Ax; olmasiyla celigir.
b) a) sikki geregince st—LIM Ax, < B,(c) oldugunu biliyoruz. Eger B, (c) C st— LIM " Ax.

oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Simdi ye () E,(c) oldugunu kabul edelim.

celly,

Buradan VceT,, icin,
[v=cl<r (434)
elde edilir ki bu da T',, = B,(c) ifadesine esittir yani

N B(c)c{x. eR" : I, cB.(x,)} (4.35)

celly,

dir. Simdi y ¢ st — LIM " Ax, olsun. Bu durumda

d({ieN: |Ax, - y|=r+e})#0 (4.36)
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olacak sekilde bir & >0 sayis1 vardir 6yle ki ( Axl.) dizisinin || V- c|| >r+¢ yani Ty & B.(y)
Ve y ¢ {x* eR": T, c Er(x*)} sartlarin1 saglayan bir ¢ istatistiksel y1gilma noktas1 vardir.
Dolayisiyla y e {x* eR" : T, CB, (x*)} ifadesinden y € st — LIM " Ax, olur yani

{x,eR" : I, € B,(x,)} cst—LIM" Ax, (4.37)

dir. (4.35) ve (4.36) ifadeleri gbzoniine alinirsa ispat tamamlanmais olur.
Asagida verilen teorem, istatistiksel yigilma noktalar ile kaba istatistiksel limit

noktalar1 arasindaki iligkiyi vermektedir.

Teorem 4.10. (Axl) istatistiksel sinirl bir dizi olsun. r = diam(T,,) ise, I', < st —LIM"Ax,
dir.
ispat: cest—LIM’Ax; alalm. O halde d({ieN: |Ax,~c|27+&' })#0 olacak sekilde bir

' >0 vardr. ( Ax,) dizisi istatistiksel siirli ve d ({l eN: ||Ax, —c|| >r+¢ }) # 0 oldugundan

& =% icin Hc—c’ H>r+§ sartin1 saglayacak sekilde ¢ den farkli bir ¢’ yigilma noktasi

vardir. Boylece diam(I',,) > r+ & elde edilir ki buradan teorem ispatlanir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda fark dizileri olarak adlandirilan Ax=(x.—x. ) dizilerinin kaba

i i
yakinsaklig1 ve kaba istatistiksel yakinsakligi tanimlanmis ve elde edilen kaba limit noktalar
kiimesinin bazi cebirsel ve topolojik 6zellikleri incelenmistir. Yine kaba Cauchy dizileri ile
kaba yakinsaklik arasindaki iligkiler arastirilmis; kabalik derecesi degistik¢e kaba yakinsakligin
nasil degisecegi goriilmiistiir.

Yapilacak yeni calismalarda, benzer oOzellikler A"x= (A'"xl.) = (A'"’lx. ~A""'x

i i+l) ve
A"x, =Y (-1) ( ijHV olmak iizere (A’"xl.) dizileri igin de elde edilebilir. Yine bu

calismada kullanilan yakinsaklik ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari yerine farkli

yakinsaklik tiirleri kullanilarak nasil sonuclar elde edilebilecegi incelenebilir.



39
KAYNAKLAR

Aytar, S., 2008, Rough Statistical Convergence, Numerical Functional Analysis and
Optimization, 29, Issue 3-4, 291-303.

Avytar, S., 2008, The Rough Limit Set and the Core of a Real Sequence, Numer. Func. Anal.
Optimiz. 29, No 3, 283-290.

Basarir, M., 1995, On the A-Statistical convergence of sequences, Firat University, Journal of
Science and Engineering, 7(2), 1-6.

Bayraktar, M., 2006, Fonksiyonel Analiz, Gazi Kitabevi, Ankara, Tirkiye.

Bohnenblust, F., 1938, Convex regions and projections in Minkowski spaces, Ann. of Math.
39, 301-308.

Buck, R.C., 1953, Generalized asymptotic density, Amer. J. Math., 75-335.

Erdos P. and Tenenbaum G., 1989, Sur les densites de certaines suites d'entiers, Proceedings of
the London Math. Soc., 59(3), 438-438.

Et, M., 1993, On some difference sequence spaces, Doga-Tr. J. of Mathematics 17, 18-24.

Et, M.and Colak, R., 1995, On some generalized difference sequence spaces, Soochow Journal
of Mathematics,Volume 21, No.4, 377-386.

Et, M., and Nuray, F., 2001, A™ — Statistical convergence, Indian J.Pureappl. Math., 32(6),
961-969.

Fast, H., 1951, Sur la convergence statistique, Coll. Math.2 , 241-244.

Freedman A. R.,1981, and Sember 1. J., Densities and summability, Pacific Journal of Math.,
95(2) 293-305.

Fridy, J. A., 1985, On statistical convergence, Analysis 5, 301-313.

Fridy, J. A., 1993, Statistical limit points, Proceedings of the American Mathematical Society,
Volume 118, Number 4, 1187-1192.

Glimiis, H. and Nuray, F.,2011, A™ —ideal convergence, Sel¢cuk J. Appl. Math., 12(2), 101-110.

Jung, H. E. W., 1901, Uber die kleinste Kugel, die eine raumliche Figur einschliesst, J. Reine
Angew. Math. 123, 241-257.

Kizmaz, H., 1981, On certain sequence spaces, Canad. Math. Bull., Vol. 24(2)., 169-176.

Maddox, I. J.,1970, Elements of functional analysis, Cambridge University Press.



40

Maddox, L. J., 1988, Statistical convergence in a locally convex sequence space, Math. Proc.
Camp. Phil. Soc., 104, 141-145.

Miller, H. 1., 1995, A measure theoretical subsequence characterization of statistical conver-
gence, Trans. of the Amer. Math. Soc., 347(5), 1811-1819.

Niven, 1., 1951, The asymptotic density of sequences, Bulletin of the American Mathematical
Society, 420-434.

Phu, H. X., 2001, Rough convergence in normed lineer spaces, Numer. Funct. Anal.Optmiz.,
Vol. 22, 199-222.

Phu, H. X., 2003, Rough Convergence infinite dimensional normed spaces, Journal of Numeri-
cal Functional Analysis and Optimization, Vol.24, 285-301.

Savas, E., 2010, A™ —strongly summable sequences spaces in 2-norms spaces defined by ideal
convergences and Orliz function, Applied Mathematics and Computation, 217(1), 271-276.

Steinhaus, H., 1951, Sur la convergence ordinariet la convergence asymptotique, Collog. Math.
2,73-74.

Schoenberg, 1.J., 1959, The integrability of certain functions and related summability methods,
The Amer. Math. Monthly, 66(5), 361-375.

Tripathy, B.C., 1997, On statistically convergent and statistically bounded sequences, Bull. Cal.
Math. Soc., 20, 31-33.

Yalcinkaya, 1., 2015, Analiz III (Diziler ve Seriler), Dizgi Ofset, Konya, Tiirkiye.

Zygmund, A., 1979, Trigonometric Series, Cambridge University Press, Cambridge, UK.



41

OZGECMIS
KiSISEL BIiLGILER
Ad1 Soyad : Nihal DEMIR
Uyrugu : T.C.
Dogum Yeri ve Tarihi : Eregli, 20.03.1989
Telefon : 05447496446
Faks :
e-mail : nihaldemircise@gmail.com
EGITIM
Derece Ady, Tige, 11 Bitirme Yih
Lise Ivriz Anadolu Ogretmen Lisesi, Eregli, Konya 2007
Universite Ondokuz Mayis Universitesi, Atakum, Samsun 2012
Yiiksek Lisans : Necmettin Erbakan Universitesi, Meram, Konya Devam Ediyor
Doktora
IS DENEYIMLERI
Yil Kurum Gorevi
Matematik
2013-2017 Altindag Tiirkerler Ortaokulu Ogretmeni
2017- Emirgazi ikizli Ortaokulu Matematik
Ogretmeni
UZMANLIK ALANI
YABANCI DiLLER
Ingilizce

BELIRTMEK iSTEGINiZ DIiGER OZELLIKLER

YAYINLAR

Giimiig, H., Demir, N., 2018, A New Type of Generalization on W- Asymptotically J, —
Statistical Equivalence with the Number of a, Axioms, 7 (3), 54.





