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TESEKKUR

Bana bu c¢aligmayr veren, aragurmanin vyiiritilmesinde ilgi ve yardimlarim
gordiigiim saym hocam Yrd.Dog.Dr. Aslan GULCU'ye tesekkiir ederim.



OZET

Yiksek Lisans Tezi

NORMLU LINEER UZAYLAR

Abdullah YILDIRIM

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali
1996, Sayfa: 60

Bu tez bes bolimden olugmaktadir. Birinci bélimde, daha sonraki boliimlerde
kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verildi. Ikinci boliimde, normlu lineer uzaylar
ile tanimlanan p-normlu uzay, Banach uzay: verildi. Normlu lineer uzaylarda yakinsakligi
ve tamh@ pekistirecek baz tanim, sonug teoremler ifade ve ispat edildi. Ugtincii
béliimde normlu lineer uzaylar ile ilgili baz1 lineer operatérler ve fonksiyonlar tanimland.
Dérdiincti boliimde, Banach-Steinhaus teoremi ifade ve 1spat edildi. Orneklerle béliime
acklik getirildi. Besinci bolimde ise agik tasvir ve kapalt grafik teoremi ve
Hahn -Banach teoremi ifade ve ispat edildi. Boliim sonunda zayif yakinsaklik detayl
bir gekilde incelendi ve drneklerle pekistirildi. |

ANAHTAR KELIMELER : Normlu Lineer Uzay, Kapali Grafik Teoremi,
Lineer Operatérler ve Fonksiyoneller,

Agik Tasvir Teoremi.



ABSTRACT
Master Thesis
NORMED LINEAR SPACES
Abdullah YILDIRIM

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Science
Department of Mathematics

1996, Page: 60

This thesis consist of five chapters.

In the first chapter; fundemental definitions and theorems have been given where they
will be us in the following chapters.

In the second chapter ; p-normed space and Banach space defined by normed linear
spaces have been given. The convergence and the complete will harden in normed linear
spaces, some definitions and corollarys have been stated and proved.

In third chapter ; some linear operators and functions have been defined where
interested normed spaces

In the four chapter ; The Banach-Steinhaus's Theorem have been stated and proved. It
has been given explanatory examples for this chapter.

In the finally chapter; the open mapping'and Closed Graph Teorem and Hahn- -
Banach's Theorems have been stated and proved.

The weakly convergence have been studied on a vast scale and hardened by examples
in the finally chapter.

KEY WORDS : Normed Linear Space, Linear Operators and Functionals,
The Open Mapping Theorem, The Closed Graph Theorem.
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GIRIS

Bu tez beg bélimden olugmaktadir. Birinci bolimde, daha sonraki boliimierde
kullamlacak olan temel tamim ve teoremler verildi. Ikinci béliimde, normlu lineer uzaylar
ile tammlanan p-normlu uzay, Banach uzay: verildi. Normlu lineer uzaylarda yakinsaklig
ve tamh@ pekistirecek baz tamim, sonug teoremler ifade ve ispat edildi. Ugtincii
béliimde normlu lineer uzaylar ile ilgili baz: lineer operatorler ve fonksiyonlar tanimland.
Dérdiincti boliimde, Banach-Steinhaus teoremi ifade ve ispat edildi. Omeklerle bolime
a‘;khk getirildi. Beginci bolimde ise agik tasvir ve kapall grafik teoremi ve
Hahn -Banach teoremi ifade ve ispat edildi. Bolim sonunda zayif yakinsaklik detayh
bir gekilde incelendi ve 6meklerle pekistirildi.



1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Temel Tanimlar ve Teoremler:

1.1.Tamm : X bos olmayan bir kiime K reel veya kompleks sayilarin bir

kiimesi olsun ,
+XXX— X ve . KxX— X

fonksiyonu, her a,be K ve x,y,ze X i¢gin, agagidaki 6zellikleri sagliyorsa X kiimesine X
cismi lizerinde bir lineer uzay adi verilir:

L1) x+y=p+x

L2) (xty)ytz=xt(ytz)

L3) (x+8)=x olacak sekilde bir 8 X vardir.

L4) Her bir x € X i¢in x+(-x)=0 olacak sekilde bir (-x) € X vardir.

L5) 1o=x

L6) a(x+y)= axtay

L7) (a+tb)x= ax +bx

L8) a(bx) = (ab)x.
x=(x,) ,y=(y,) (k1,2,3,..) iki dizi ve qe C bir skaler olmak iizere x+y=x, + y,
ve ax= (ax,) olarak tammlanirsa biitiin kompleks dizilerin ® uzayi, C iizerinde bir

lineer uzaydir.[6]

1.2. Tammm: X bir lineer uzay olsun p: X —R fonksiyonu asagidaki kosullar

sagliyorsa p ye X lizerinde bir yarinorm denir:

Dp(©)=0

2)p(An)=|A| p(x) (AeK)



Iplx+y) < p(x)+p(y). [3]
1.3.Tanim : X bog olmayan bir kiime olsun. d:XxX—R fonksiyonu asagidaki
kosullari sagliyorsa d ye X iizerinde metrik ve (X,d) ¢iftine de metrik uzay denir:
M1) d(x,y)=0
M2) d(x,y)=0& x=y
M3) d(x.y)=d(y,x)
M4) d(x,y)<d(x,2)+d(z,y). [1]

1.4.Tamm : X= (X,d ) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her
€ > 0 i¢cin m, n>n, oldugunda
d(x

m *

x,)<E

olacak sekilde bir n, = n,(€) saywsivarsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir. [6]

1.6.Tamm: s tiim kompleks say1 dizilerini gostersin [_, ¢, ¢p, sirastyla
[l = suplx
k20
aligilmig normu ile siirh, yakinsak ve sifira yakinsak dizilerin Banach uzaylan olsun:
cop)={x: | x4 | -0}
cpy={x: | % 1
[.(p) ={x:sup, | x, | <oo}
seklinde tamimlanir. Eger her -z igin p,=p ise, bu taktirde [ (p)= L., co(p) = co ve
c(p)=c olur.[2], [3], [4], [5].

P -0}, baz1 [ lerigin

1.7.Tamim : (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her (x,) Cauchy dizisi
yakinsak ise, yani x, > x€ X ise (X,d) metrik uzaymna tam denir. [6]

1.8.Tanmm:p>1 ve g #0 ,1/ p+1/q =1 bi¢iminde bir say1 olmak iizere



Sk |S(i|x |pJUP. (i\y lq}"‘f

olarak ifade edilen esitsizlige Holder esitsizligi denir. [6]

1.9.Tammm : n pozitif bir tam sayr olmak iizere gergel sayilarn sirali
n- lilerinin
R"= {x=(x,%,,...x,):%, € R}
kiimesini alalim lell , x noktasinin baglangi¢ noktast olan uzakligl veya x vektoriiniin

uzuniugu olarak

T3 ()

i=y

xIl

bigiminde tammlanir. Buna R” iizerinde Euclidean normu ve bu normla birlikte R”

gergel lineer uzayma »- boyutlu Euclidean uzay denir. [6]

1.10.Tanmm: Eger bir A kiimesinin en kiigiik iist sinirt bu kiimenin bir

eleman: ise bu elamana kiimenin en biiyiikk elaman1 veya maksimal elamam denir.
(1]

1.11.Tammm : C ve C’ gercel veya karmagik cebir olsun. &:C — C'
doniigtimil igin
@ (x+ y)= @ (x)+ D (y)
O (a.x)=ad (x)
@ (x.y)= @ (x) @ (y)
kosullar1 saglaniyorsa @ ye homomorfizma, @ homomorfizmasi bire-bir ve lizerine

ise @ ye izomorfizma denir. [6]

1.12.Tamm : (X,d), (¥,p) iki metrik uzay olsun. f;: X—Y doéniigiimii uzakliklart
koruyorsa yani;

d(x,y) = p(f (%), £ (¥))



kosulu saglaniyorsa f ye izometri, X ve ¥ uzaylarina da izometrik uzaylar denir. 6]

1.13.Tammm : /i A—R bir foksiyon olsun. f fonksiyonunun A iizerinde
diizgiin siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosulVe >0 icin 36 > 0 Oyleki [x-£|<é
esitsizligini saglayan V x, re Aigin [{x)-f(¢)|l<e olmasidir. Burada § nin sadece &

sayisina bagl olmasi gerekir.[1]

1.14.Tanmm :

—‘120— +a,Cosx +b, sinx +a,Cos2x +b, sin2x +...
seklindeki seriye trigonometrik seri denir. Bu seri daha kisa olarak

%’+2(anCosnx+bn sin nx) (1.1)

n=1

seklinde yazilabilir. Burada

a, = ;_I”f (x) (1.2)
1 +7

a, _;i f(x)cosnxdx (1.3)

b, =% [ £ (x)sin xdx (1.4)

seklindedir. (1.2), (1.3) ve (1.4) formiilleri ile tanimli katsayilara f(x) foksiyonunun
Fourier katsayilan ve bu katsayilarla olusturulmus trigonometrik serisine de  f(x)

foksiyonunun Fourier serisi denir . [7]

1.15.Tammm: X, F cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun.
<,>: XXX »F
fonksiyonu asagidaki gartlan sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim (veya i¢ ¢arpim
foksiyonu ) denir:



(1) <xty,z>=<x,z>+<y,z>
2) <ax,y>=a<x.y> (acF)
B3) <xy>=<y,x>

(4) <x,x>20, <x,x>=0 ¢<x=0 [6]

1.16. Tammm : X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve ” . “ , ¢ garpim normu olsun.

d(x,y) ="x—y"=\/< xX—=y, x—y>
olarak tanimlanan (X,d) uzayi bir metrik uzay olur. X i¢ ¢arpim normuyla tanimlanan

bu d metrigine gére tam ise X e Hilbert uzay1 denir. [6]

117.Tanmm : O0<p, <supp, = H<o olacak sekilde pozitif sayilarn

siurl bir p= p, say1 dizisini alalim. Bu durumda,

)= {x=0e) | Y |" <o}
olarak tamimlanir. [3]

1.18.Tanim : lp dizi uzay1 I(p) dizi uzaymin 6zel bir durumudur : (p) nin

tanmiminda (p,) nin sabit olmas1 halinde lp yi tanimlariz ve genelde oldugu gibi biitiin
klar igin p, = p yazanz. p>0 igin ,X.|xy [P < o oldugu zaman biitiin dizilerin kiimesi
lp oldugu agiktir. Clinkii p=1 i¢in M= p oldugunda metrik;
d(x,y) =~y )"
dir.0<p<1 iken ve M=1 ise metrik ;
d(x,y) =Y |5~ n[

olur. [4]
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1.19.Tanim :N ve N’ niin bir normlu uzay olmas: halinde,

C (N, N) = {T:T:N— N’ siirekli lineer operatdr } kiimesi;
[T} = sup {|TC0)] : < 13

ile normlu bir uzaydir ve B nin Banach uzayr olmas: halinde = C(N,B) bir Banach
uzayidir. Simdi N gercel normlu veya kompleks uzay olusuna gére C(V,R) ve

C(N,C) Banach uzaylanni diisiinelim. Bu uzaylara N nin dual uzaylan denir. [6]

1.20.Tamm: X bir lineer uzay ve M bir altuzay olsun x, ye M i¢in ;

1) x+yeM

2) axeM

sartlarin1 sagliyorsa M ye X in altuzay: denir.

1.21.Tammm: X bir lineer uzay ve M bir alt uzay olsun. x = y(mod M) olarak

tanimlanirsa x~ye M olur. O zaman =, X/M de bir denklik bagmtisidir. Burada M
modiil, X faktor uzay, E ={ y| y=x(mod M)} ve {E,

x € X'} olarak tanimlanir.
Ayrica,
E+E =E, , AE =E,

X

olarak yazilabilir[2].

1.22.Tamim: (X,d) metrik uzay ve 4, X in bir alt kiimesi olsun. 4 nin kapanist
X e esit ise, yani A=X ise, 4 ya X de yogun kiime denir. Yine X in sayilabilir yogun
bir alt kiimesi varsa X e ayrilabilir denir.[6]

1.23.Tanmm: X bir topolojik uzay ScX olsun. Eger S, birinci katagoriden
degilse yani, hi¢ bir yerde yogun olmayan kiimelerin bir birlesimi olarak
yazilamiyorsa S ye ikinci katagoriden kiime denir.[2]

11



1.24.Tamum:N bir lineer uzay olsun. || . |:N—R fonksiyonun x deki degerini
[l ile gdsterelim. Bu fonksiyon asagidaki kosullar1 sagliyorsa || . || ye N iizerinde

norm denir:

N1) ||xl| = 0=x=6
N2) |lax{=aflixll. (a€ F)

N3) [be+yfi<lixli + e+l -[6]
1.25.Tamim :L bir lineer uzay ve A — L olsun.Her x,y € Aigin
B={zeL :z=axt(l-a)y, 0La<l}cA

olursa A ya konveks kiime denir. [8]

1.26. Tamim: (x,) bir reel say1 dizisi ve xe R olsun. Ve>0 i¢in, n>ny oldugunda
[x,~x|< & olacak sekilde € a bagl bir ny sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisi x e yakimsaktir

denir ve
lim x, =x veya (x,) —>x

seklinde gosterilir.[8]

1.27. Tanim: Eger Z]akl serisi yakinsak ise Zak serisine mutlak yakinsak

denir.[1]

1.28. Tanmim: AcCR, f:A—R bir fonksiyon ve a€ A olsun. Her >0 i¢in en az
bir 6>0 vardir, Gyleki |x-a|<é iken |f{x)-f{a)|< € oluyorsa f fonksiyonu a noktasinda
stireklidir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda siirekli ise bu fonksiyona 4
da siirekli fonksiyon denir. [6]

12



1.29. Tammm: X bos olmayan bir kiime ve T , X in altkiimelerinin bir ailesi

olsun. Asagidaki kosallar saglaniyorsa T ya topoloji, (X,T) ya da toplojik uzay denir:

T X, ¢e7T
T2) T da alinan herhangi sayida elemanin birlesimi T ya aittir

T3) T da alinan sonlu sayida elemanin kesigimi T ya aittir .[6]

1.30. Tamim:X bir topolojik uzay ve f: X — R bir fonksiyon olsun. f nin X
lizerinde iisttenyarisiirekli olabilmesi igin gerek ve yeter kosul her ¢ gercel sayisi igin

f ! (—o0,t) nin X de acik olmasidir, yani X deki her ¢ gercel sayis1 i¢in

{xele(x)<t}

kiimesinin X iginde agik olmasidir. Eger -f iistten yarsiirekli ise bu durumda f
fonksiyonuna alttan yar siireklidir denir.[6]

1.31. Tanim : X bir lineer uzay ve p: X — R fonksiyonu
p(4 x) =|A|p(x)

kosulunu sagliyorsa p ye mutlak homojendir denir. [2]

1.32. Tanim: N sonlu boyutlu bir normlu uzay ve A, N nin bir alt kiimesi

olsun. A nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nmn kapali ve siurh
olmasidur. [2]

1.33. Lemma (Zorn Lemmasi ): Yar siralanmig bir A kiimesinin her tam

siralanmug altkiimesi {istten sinirli ise A nin bir maksimal eleman: vardir. [10]

13



1.34.Teorem (Diizgiin smirhbk prensibi): Ikinci katagoriden X metrik uzay:
{izerinde tanimli alttan yarisiirekli p fonksiyonlarinin bir kolleksiyonu P olsun ve

her xe X ve pe P igin
P(x) < M <oo

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde her x €S ve her pe P igin
P(x)s M

olacak sekilde X i¢inde bir S yuvari ve bir M sabiti vardir. [6]

1.35.Teorem: (i) Yakinsak her dizi bir tek limite sahiptir.

(ii) Her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir, fakat bunun tersi genel olarak
dogru degildir.

(iii) Eger bir Cauchy dizisi yakinsak bir altdiziye sahip ise o zaman
biitlin dizi yakinsaktir. [2]

1.36. Teorem (Riemann - Stieltjes Integrali ): ¢, [a,b] iizerinde monoton
artan bir fonksiyon olsun (a(a) ve o(b) sonlu oldugu zaman @, [ab] bblgesi

fizerinde siirli olur), [a,b] nin her bir P pargasin
Ao, = (x;)—o(x,_ )

seklinde yazanz. Ac; >0 oldugu ac;lktlr.[a,b] bolgest lizerinde sinirls her

bir gercel f fonksiyonu i¢in iisttoplam

URf0= 3 M, Aa,) %)

=1

olarak ve alttoplamu

L(p,f.Aa) = mAa, (1.8)
seklinde  Rieamann integralinin taniminda kullanildifi anlamda yazabiliriz ve
buradan ebas ve ekiis biitiin pargalar iizerinde tekrar alindiginda

14



]fda = ebasU(P, f,a) (1.9)

b

[ fdox = ekis L(P, f . cx) (1.10)
yazariz . Eger (1.9) ve (1.10) un sol taraflan esitse ortak degerleri

b

| fda (1.11)
yada

b

[ £ odax) (1.12)

ile gosteririz. Bu [a,b] iizerinde o ya gore f nin Riemann-Stieltjes (veya kisaca

Stieltjes) integralidir.[11]

1.37. Tanmn: Bir X metrik uzaymm dizisel kompakt olmas1 igin gerek ve
yeter sart X deki her dizinin yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir. [2]

15



2.BOLUM

YAKINSAKLIK VE TAMLIK

Bu béliimde ilk olarak normlu lineer uzaylar verilecektir. Birinci bdliimde
lineer uzay tamimi verilmisti ve lineer X uzay: iizerinde norm “ . ” seklinde verilerek

(X, " . “ ) ikilisine de normlu lineer uzay denmisti.

2.1. Normlu Lineer Uzay:( X,
(veya gercel) uzaydir ve “ . " X— R normu ||x|| =0 & x =0 olmak lizere

| . “ ) normlu lineer uzay1 bir kompleks lineer

o N I i B o R

seklindedir.

X deki her x igin |6 | =0 ve || 20 dir.

Normlu lineer uzaylarin bir genellestirmesi mevcuttur. Bu mutlak homojenligi
biraz degistiren p-normlu uzaydir. Ileriki adimlarda normlu lineer uzay yerine "

normlu uzay " tabirini kullanacagiz.

2.2 .p-normlu Uzay: X bir lineer uzay ll . “ :X >R ve p>0 olsun. Bu
takdirde (X,

| .| - ») nin bir p - normiu uzay olabilmesi igin gerek ve yeter kosullar:
@ Jd=0 o=x=0
@ Pl 14
(i) |+ yl<fo]+ |5

olmasidir.

p-normunun negatif olmamasi gerekir ve ekonomik olsun diye p -normu

ile I- normu igin ayni notasyonu kullanacagiz. Hangi ¢esit norm kullandigimizi agik
sekilde ifade edecegimiz i¢in bir anlam karigiklig1 olmayacaktir.

16



Eger yukaridaki tamimda (ii) ve (iii) almp, (i) ihmal edilirse p-yar1 normlu

uzay1 elde edilir. 1- yariormlu uzaya bir yar1 normlu uzay denir.

2.3.0rnek : 0< p<1 olsun.Bu durumda [, uzay: ;

= Xl (xel,)

p-normu ile bir p -normlu uzaydir. p=1 oldugu zaman "x

, , i¢in bir normdur.
2.4.Teorem :Her bir p-normlu lineer uzay
dxyy=|x-y| ve |x|=dx.6)
ile bir metrik uzaydir. Bunun tersi genellikle dogru degildir.
Ispat: Birinci kisim asikardir. Eger (X,d) bir lineer uzay ve bir metrik uzay

oldugundan ve g(x) = d(x,0) yazarsak bu durumda g, genellikle bir norm degildir.
Omegin; p, =k! ile X= l(p) alalim ve

d(x,y)= Zka - }’klPk

yazalim. Birinci boliimden /(p) nin bir lineer metrik uzay oldugunu biliyoruz. Simdi
g(x) mutlak homojen olmasin yani x =(0,1,0,0,...) € l(p) ise bu takdirde g(2x)< 2g(x)
olsun. Bu durumda g bir norm degildir. ¢>0 sabiti i¢in g nin bir g-norm olmadif
bunun gibi bir sonugla gosterilir. [2]

Normlu vuzaylarda ne zaman topoloji kavramini kullanirsak bu topolojinin bir
norm tarafindan olugturumus metrik bir topoloji oldugunu anlagilacaktir. Ornegin;

S(8.1)={x| d(x.6 )<1}={x||x<1}
birim kiiredir.

Normlu uzaylarin ¢ok 6nemli tipleri tam olanlardir (metrige gore). Banach’a
izafeten boyle bir uzaya Banach uzay: denir.
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2.5.Banach Uzayi:Bir X Banach uzayi, bir tam normlu lineer uzaydir.
Tamligin anlamu x, € X olmak iizere (m,n — o) iken

"xm - xn" -0

ise bu takdirde

Hxn - x|| -0 (n—> )
olacak sekilde x € X in mevcut olmasidir.

2.6.0rnek:Daha 6nceki dmeklerden R, C, L., I, (p2D) , ¢, ¢o , C [a,b]

uzaylarina Banach uzaylan olarak bakilabilir. Bir ¢ok sonu¢ ve tamimlarin tamlik
olmaksizin yine de gegerliligi kabul edilir. Bu ylizden gerektigi durumlarda tamlik
ifadesi kullanmilacaktir. Bir normlu uzayda yakinsaklik ve serilerin mutlak yakinsaklig
dogal olarak tanimlanabilir.

2.7.Normlu Uzaylarda Seriler:X normlu bir lineer uzay olsun. x, € X i¢in

Y5=Dx,

n=1
serisinin  se Xye  yakinsak olmast igin gerek ve yeter kosul

(s,)=(xx; + %,%, + X, + x5,...)  dizisinin s ye yakinsamasidir. Yani (n— o) iken
s, — sll — 0 olmasidir. Bu durumda an =5 yazﬂlr.an serisinin mutlak yakinsak

olmas! i¢in gerek ve yeter kosul Z"xn " < oo olmasidir. R de her mutlak yakinsak seri
yakinsaktir. Bu ise tamliga baglidir.

2.8.Teorem: Bir normlu‘lineer X uzaymin tam olmasi igin gerek ve yeter
kosul her mutlak yakinsak serinin yakinsak olmasidir.

Ispat: X, tam ve an mutlak yakinsak olsun. Bu takdirde gergel seriler igin
genel yakinsaklik prensibinden dolay1 n>m igin

"sn -, II = "xm at.tx, “ < "xm .l "+...+"xn " -0 (m —> o)

olur.Bundan dolayi (s,) Cauchy dizisidir ve yakinsaktir. Yani Zx,, yakinsaktir.
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(if) Her mutlak yakinsak serinin yakinsak oldugunu kabul edelim. (x,), X de
Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde ,

<2 k=12,.),

X, - xnkl

olacak sekilde n, < n, <.....alalim ve buradan
1

oldugunu bulabiliriz. Kabuliimiizden dolayr Y. (x,

k-1

< o0

X —X
el n

-x,) yakmsar.Bu son seri i¢

igedir.

Buradan (x,) nm yakinsak oldufu goriiriiz. Boylece (x,) Cauchy dizisi
yakinsak bir (x, ) alt dizisine sahiptir ve (x,) dizileri Teorem 2.8 geregince yakinsak
oldugu anlagilir. Dolayistyla X tamdir. Teorem 2.8' min ispatinda normun mutlak
homojenliginin kullamilmadigim belirtelim.Gergekten bu sonu¢ normun, herhangi
negatif olmayan g:X—R alt toplam fonksiyon ( bu durumda limitin birim olmadig:
bilinmelidir) ile yerlestirilmesi gibi daha genel durumlar saglayacaktir.

Teorem 2.8 igin bir 6rmek olarak L,[0,1] Lebesgue integral uzaymin tamhg

g0z Oniine alinabilir.

2.9. Tamm( p>1, L, [0,1]]Uzay): Bu klasik Banach uzaylarindan biridir.
Ly nin elemanlart [0, 1] tizerinde Lebesgue integrallenebilen |4’ olacak sekildeki x

fonksiyonlandir. Yani x € L, olmast igin gerek ve yeter kosul

1

“x(t)lpdt < oo

0

olmasidir. L, nin dogal yannormu

l '
el =C [ x(e) doy?
0
dir.[0,1] iizerinde h.h.h. sadece x(#)=0 olmasi |x| =0 olmasim gerektirdiginden bu

bir norm degildir.Tanim 2.9 géz oniine almrsa L, den bir normlu uzay
olusturabiliriz. Bu durumda

=+ A <o+

licgen csitsizligi Lebesgue integrali igin Minkowski esitsizligidir.



Yukarida verilen yan normda L, 'nin tamligimt ispatlamak igin Lebesguc
integral teoreminin temeli olan megshur Lebesgue monoton yakimsaklik teoremine
gereksinim duyurulur.[11]

2.10. Teorem (Lebesgue Monoton Yakinsaklik Teoremi) : Eger (x,), [0,1]

izerinde

lim, x, (¢) = x(t)
ve 0< x,(f)< x,(1)S... olacak sekilde [0,1] iizerinde dlgiilebilir fonksiyonlarm bir dizisi

ise bu taktirde

lim,,j' x,(t)dt = j‘ x(t)dt

0 0

2.11. Sonug : Eger (x,), [0,1] iizerinde 6lgiilebilir ve
x(1)= Y, x,(1)
n=1

seklinde tanimli negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizisi ise bu takdirde,,

. 1

jx(t)dt =7, jx,,(t)dt
0

n=l1 0

dir.
2.12.Sonu¢ (Fatou Lemmas: ): Eger (x,), [O, 1] lizerinde oOlgiilebilir negatif
olmayan fonksiyonlarin bir dizisi ve [O, l] lizerinde ,
x(t) =liminf, x,(¢)
ise bu takdirde,

| |
[ x(t)dt < timinf, [ x, (e
0 0

dir.



Simdi, Teorem 2.8 e gbre L, nin tam oldugunu gosterelim. k =(1.2....) i¢in
x, € L, olan herhangi bir mutlak yakinsak Zxk serilerini alalm. L, 'nin yan
normunda s = zxk yakinsak olacak gekilde se L, nin var oldugunu gosterecegiz.
Hipotezimize gore zuxk || < o dir, bdylece

oo

S lalee (o)

k=mel

olacak sekilde N mevcuttur. Integraller i¢in Holder esitsizliginden dolay:

1 i
[leeto) de <[] ¢ [Ldey™ =]
0 0

olur ve bdylece Sonug 2.11 geregince

[Dlxoldr =Y [lr(olde < 3 5] < o=

yazilir.

[0,1] iizerinde hhh. Y |x, ()| <ee gikar. Eger pozitif lgiimlii bir kiime
iizerinde Z|xk(t)|=oo ise bu takdirde fZka(t)ldt=oo olur. Bdylece Zxk(t) h.h.h.

yakimnsar yani; h.h.h.

lim, ¥’ x,()= 500
k=1

oldugunu sdyleyebiliriz. $imdi m>N alalim. Bu durumda Sonug 2.12 den dolay,

-

p

14
dt

n
5= D%
1

st~ S x, (1)

P

= (lim, )dt

Y5 0-3 50
1 I

P

dt

Y x, (1)

m+l

< liminf j

yazilir. Fakat

P 4
dt =

n
Zxk

m+l

PEAG

m+l

J

oldugundan bu durumda
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4 n
<liminf, (Y |x. ]| )< &

m+1

m
s= 2%,
1

olur. zxk — s olmast L, de yarinormun yakinsadign anlamindadir. Sonug olarak
1

m>N i¢in agagidaki esitsizlik dogrudur :
=Sl Shnl<es Sl <.
1 1 1

Bu nedenle se L, dir. Dolayisiyla L, tamdur.

HE

Riesz-Fischer Teoremiyle baglantili olarak Fourier serileri teorisinde tamligin
p =2 olmasi durumu 6nemli bir sonugtur. Eger X normlu uzay: verilirse bu uzaydan

daha bagka normlu uzaylar her zaman olusturulabilir.Bu uzaylara normlu ¢arpim
uzaylar denir.

2.13.Tanim ( Normlu Carpim Uzaylar1):X bir normlu uzay ve M, X in kapali
bir alt uzayr olsun.x, =x,€ M tammmi x,—x,(mod M) olmas: anlamindadir. Bu

durumda = bir denklik bagmtisin1 tanimlar ve X, M modiiliiniin ¢arpim uzayi olmak
tizere X/ M , E_ in biitiin denklik sifatlarinin kiimesidir. X/ M deki norm

=inf {|y]| ye E,} @.1)
ile tanmmlanmTamm 122'de belirtildigi gibi ~ X/M, E,.E,=E, AE, =E,

E]

tamimlariyla X/ M lineer bir uzaydir.

Simdi (2.1)'in X/M iizerinde norm oldugunu gdsterelim. Orneklerdeki gibi
“E” =0 olmasmmin, E = M olmasim gerektirdigini gosterecegiz. X/M deki iiggen

esitsizligini kontrol edecegiz.

|E|=0 olsun. Bu takdirde x,—0 olacak sekilde bir (x,)€E dizisi
mevcuttur. M kapali oldufundan E nin kapali ve boylece Oe E oldugu
bulunur.Buradan E=E,=M olur.

Simdi E ve F, X/M 'nin elemanlar: olsun, (2.1) den dolayr herhangi bir £>0
i¢in
I <lE]+e |5 <[]+

olacak sekilde xeE, ye F vardir. Boylece
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[+ <l + Il l + 1] + 2

yazilir.

Simdi |E+F|s|x+)] olacak sekilde x+yeE+F alalim.O halde & keyfi bir
say1 oldugundan
£+ Fl<[E]+1F]

olur. X bir Banach uzay1 oldugundan X/M normlu ¢arpim uzaymnin bir Banach uzay
olacagini gosterelim.

2.14. Teorem : X bir Banach uzay1 ve M X in kapali bir alt uzay1 ise bu
takdirde yukarida tanimlanan norm altinda X/M bir Banach uzayidur.

Ispat: Teorem 2.8 'i kullanalim ve (k=1,2,...) igin E(k) € X/ M olmak iizere
Z“E(k)" < oo iSE leE(k)" nin yakinsak oldugunu ispatlayalim. ||E(k)“ nin tanimindan

Il <|E@|+27F (k=12 )

olacak sekilde bir x, €E(k) meveuttur. Bdylece M [x] <1+ |E®)| < ve
Y x, = x oldugunda X in tamli Teorem 2.8. den goriilir.

E_, x1 igeren denklik siniflar1 olsun. Bu takdirde ZE (k) = E_ oldugunu,

yani

5, = i E(k)— E, (n— )
k=1

oldugunu gosterecegiz Bunu elde etmek i¢in

s, — E, = E()+ EQ)+..+E(n)~E, =E, +.+E, —E

X

= Ex,+,+xn-x
yazilir.Béylece (2.1) den dolay1 ,zx" = x oldugundan
| “sn - Ex“ s “'xl +.tx, - X“ =20 (Mo

olur.Bundan dolay1 X/M deki her mutlak yakinsak seri yakinsar, yani; X/M tamdir.Bu
ise teoremi ispatlar.
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3.BOLUM
LINEER OPERATORLER VE FONKSiYONELLER

Analizin 6nemli problemlerinden biri, degisik lineer uzaylar iginde ayn1
degere sahip olan baz lineer uzaylar {izerinde gbz Oniine alinan lineer operatorleri
bulmaktir. Omegin integral denklemleri teorisinde

1
(Ax)(s)= j a(s,D)x(£)dt
0

ile tanimlanan operatdr tipi ortaya gikar. Bu denklemde a(s,f) yi [0,1]x[0,1] iizerinde
stirekli bir fonksiyon olarak ve x = x(f) yi [0,1] lizerinde siirekli olarak gézoniine
alacagiz. Bu durumda;

A:Cf[0,1]- C[0.1]

olacak sekilde Ax, s€[0,1] in siirekli bir, fonksiyonudur. Ciinkii bu fonksiyonu
fonksiyonel analizdeki herhangi bir operatér olarak kabul edebiliriz ve bu
fonksiyonun diger siirekli fonksiyonlar integralin “lineerlik” 6zelliginden dolay1 4, i
skalerleri ve x, ye C[0,1] fonksiyonlar i¢in

A(Ax + 1y)= AA(x)+UA(y)

olmasi anlamimda bir operator oldugu goriiliir.

3.1. Tammm (Lineer Operator): XY lineer uzaylar olsunlar. Bu durumda
A:X —Y fonksiyonunun lineer bir operatr olmas: igin gerek ve yeter kosul
Vx,.x, € X ve A, it skalerleri igin

A(Ax, + fix,)= AA(x)+UA(x,) (3.1
olmasildir.

3.2. Tamim (Lineer Fonksiyonel): Eger A:X — C bir lineer operator ise A,
X lizerinde bir lineer fonksiyoneldir, yani bir lineer fonksiyonel kompleks degerli
lineer operatordiir.

3.3. Tammm (Bir Operatoriin Cekirdegi) : Bir A operatdriiniin ¢ekirdegi
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Ker(A)={x € X|A(x)=6}

olarak tanimlanir.
Bir lineer operatériin gekirdeginin X in bir alt uzay1 oldugu agiktir.

Genellikle X in kompleks lineer oldugu kabul ediyoruz. Eger X gergel lineer
ise bu durumda bir lineer fonksiyonel X iizerinde gergel degerli bir lineer operatér
olarak tanimlanir.

3.4.0rnek (i): I, C iizerinde, tiim integral fonksiyonlarinin uzayr olsun.
A(f)= f’ ile tammh A:I — [ diferensiyel operatorii / nin kendi {izerindeki bir lineer
operatdriidiir. Lineerlik tiirevlenebilirligin benzer ozelliklerini ifade eder fakat f’ nin
integral fonksiyonu olmas:t agik degildir. Bu durum bir bdlge lizerinde kompleks
degerli analitik fonksiyonlarin belirsiz ~diferensiyellenebilirlikleri iizerine iyi
bilinen teoremlerden gikar. [12]

(i)): Eger ¢, yakinsak x =(x, ) dizilerin uzay1 ise A(x)=limx, , ¢ lizerinde
lineer bir fonksiyoneldir. ¢ fizerinde lineer fonksiyonellere bagka bir érnek; ¢ de her
bir x igin mutlak yakinsak olan ve

B(x)= 2 n‘zxn

serisi ile verilen B : ¢ = C lineer fonksiyoneldir.

(iii): A:X — Y genel lineer operatorii A(8)= 0 olacak sekilde bir 6zellige sahip
olusu A=pu=0 (3.1) de yerine koyarak elde edilir. X deki ve Y deki sifirt
genellikle birbirinden ayirmadifimizda karigiklik ¢ikmayacaktir Normlu uzaylar

tizerinde Gzellikle ilgilenilen operatorler lineer ve siireklidirler. Boylece A:X —7Y ,
x, € X igin siirekli olup her £> 0 igin ||x - X, ” < & oldugundan

AG)-AR|<e
olacak sekilde & (xy,€) mevcuttur. Burada ve ileride X deki normlan ¥ dekilerden

ayirt etmek i¢in genellikle her ikisini kullanmayacagiz. Normlu uzaydaki operatdr,
siirekli bir lineer operatdrle ayn1 sey oldugu ortaya gikar.

A:X —Y lineer operatdriiniin sintrli olmasi igin gerek ve yeter kosul her xe X
i¢in

[ac)] < Ml
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olacak sekilde bir M sabitinin mevcut olmasidir. Sumrlilifin bu tamiminin, baz

kiimelerdeki her x igin 1 f(x)’ < M olan bir normal kompleks fonksiyonu gibi ayni

olmadigina dikkat edilmelidir. X iizerindeki sinurh bir fonksiyonelin X deki her x

i¢in | f(x)| < M]x|| ifadesini sagladigim belirtelim.

3.5.0rnek: 3.4 (i) nin A ve B operatdrleri ¢ iizerinde smirh lineer

fonksiyonellerdir. Hx" =supjx,| oldugundan her » igin |jx, | < ||x ” elde ederiz ve
bdylece c iizerinde |A(x)|=lirdx,l S||x" yazilir. Ayrica,
2
Bo|s X n x| 2|

3.6.Teorem : X ve Y normlu uzaylar ve A:X — Y bir lineer operator olsun.
Bu taktirde;

(i) : A nin orijinde siirekliligi X {izerinde diizgiin siirekliligini
gerektirir.

(i) : A nin X lizerinde siirekli olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul A
nin sirh olmasidir.

Ispat :(i) ||x|| < 0 oldugunda "A(x)"< € olur. Boylece eger “x - y” <9
ise bu taktirde A nin lineerliginden dolayi,
[aG=y)=la-a0)]<e
olur.
(i) : Oncelikle X iizerinde "A(x)]ls M. ||x|[ bigiminde simnirli olsun. Bu
takdirde eger ||x - y” <e/M ise
aco-am]=[aG -l M. J- < e

yazilir. Boylece A diizgiin siireklidir.
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[A-Ae] = A - n]< M. - yl< e

yazilir. Boylece A diizgiin stireklidir.

Simdi A nin X iizerinde siirekli oldugunu kabul edelim. Bu taktirde A, 6 da
siireklidir ve [|x || < & oldugunda |A(x)| <1 olacak sekilde &= (1) mevcuttur. Her

hangi x # 6 alalim. Budurumda

el -

ve bdylece

Sl< 1 Ja )< Zlx

)
A(m

dir. Eger x=q bu taktirde JA(x)|| =0 dir ve bdylece X fizerinde [|A (x)]|< 267" - ||x||
dir. Yani A smurhdir.

Yarinormlar i¢in Teorem 3.6 ya benzer bir sonug mevcuttur.

3.7.Teorem : p,X iizerinde bir yarinorm olsun. Bu durumda p nin X iizerinde

orjinde siirekli olmas1 igin gerek ve yeter kosul orjinde siirekli olmasidir.Bu p nin
sirlihigina da denktir, yani bazi M ler igin X iizerinde p(x)< M. x| olur.

Ispat : Eger p, X iizerinde siirekli ise orjinde de siirekli veya tersine olarak
eger p orjinde siirekli ise teorem 3.6 (iii) yi kullaninz ve X iizerinde
p(x)< 267" || oldugunu ispatlanz. |ptx) -p6) 1< p(x-y) oldugundan p nin X
lizerinde gergekten diizgiin siirekli oldugunu buradan ¢ikariniz. Normlu bir uzay
lizerindeki siirekli lineer operatériin siurlt lineer operatér ile aym sey oldugunu
bilinmektedir. Stirekli lineer fonksiyonellerin tanimlanmasinin bir yolu da ¢ekirdege
bakmaktir.

3.8.Teorem : A:X — C lineer olsun. Bu takdirde A nin siirekli olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul Ker(A) nin kapali olmasidir.

ispat: () A siirekli olsun. Bu takdirde Ker(A)=A""({0}) oldugundan

Ker(A) nin kapal oldugunu gériiriiz. Bu {0} kapal: kiimesinin ters resmi yerindedir.

27



Bunun ispatlamanin bagka bir yolu x € Ker(A) almaktir. Bu taktirde x, = x olacak
sekilde (x,)eKer(A) vardir. Bdylece A siirekli ve A(x,)=0 oldugundan A(x)=0
elde ederiz. Yani boylece (x)eKer(A) kapalidir. Eger C herhangi bir normlu Y uzayi
ile yer degistirirse bu tesbitin dogru oldugunu belirtmeliyiz.

(i) : Simdi Ker(A) bir kapali kiime olsun. A =0 ise bu taktirde A siireklidir.
A #0 oldugunu kabul edelim. O halde ~Ker(A) bos degildir ve agiktir. §imdi
A(a)# 0 olacak sekilde ~Ker(A) dabir a eleman meveuttur. b =a /A(a)e~ Ker(A)

olmak iizere A(b)=1 dir. Sonug¢ olarak S(b,r) =~ Ker(A) mevcuttur.
NG = ={x| lAGo) |<1} (3.2)

oldugunu gosterecegiz. Teorem 3.6. (ii) deki sonugtan dolayi ||t||< r oldugunda
JA(¥)| <1 oldugunu gostermek kolay olacak ve X iizerinde |A ()| < 2r7|x|| elde

ederiz. Yani A , X lizerinde siireklidir.

(3.2) ifadesini ispatlamak i¢in x € S(6, r) ve x¢V oldugunu kabul edelim.
Bu taktirde
y=-x/A(x)e S(0,r) ve Ab+y)=1+A(y)=0
dir. |y < r oldugunda b+ye S(b,) dir. Son kisimlar birlestirilirse

btyeKer(A) ve bt+yeS(br)

elde ederiz.

Bunun anlam Ker(A) N S(b,r) # 6 demektir. Fakat bu S(b,7) <~ Ker(A)
olmasiyla geligir. Boylece x €S5(q,r) olmast xeV olmasim gerektirir ve bu (3.2)
ifadesini dolayisiyla teoremi ispatlar. Daha ileri islemleri yapmadan &nce bazi
notasyon ve terminolojileri verelim.

L(X,Y): X, Y lineer uzaylar olsun. Bu takdirde L(X,Y), X den Y igine biitiin
lineer operatorlerin kiimesini gosterir.

X" :BuL(X, C) dir. Yani X iizerinde tiim lineer fonksiyonellerin kiimesidir.
Genellikle X* yaX in cebirsel duali denir.

B(X,Y): X, Y normlu uzaylar olsun. Bu takdirde B(X, ¥ ); X den Y igine
tiim sinirlt (yani siirekli) lineer operatorlerin kiimesini gosterir.



X*: B(X,C), X tizerinde tiim simirlt lineer fonksiyonellerin kiimesidir. X* a X
in duali (veya siirekli duali ) denir.

Herhangi bir XY nomlan i¢in dogal olarak B(X.Y ) cL(.X)Y) dir. Genelde,
kapsam asagidaki ornekte gosterildigi gibi degismezler.

39.0rnek: X < X' degismezdir. Burada /., un normuyla X=/ 1dir. Bu
fx)= Zxk (xel)
almarak gosterilebilir.

f1;—C ve fnin /| lizerinde lineer oldugu agikardir. Bununla beraber f sinirh
degildir. fnin siurh oldugunu kabul edelim. Bu takdirde /, de her x i¢in

[Fel< N
olacak sekilde bir N tamsayis1 mevcuttur. y e/, ile
¥ =1 (1£k<N+)) ¥, =0 (k>N+1)

ile tanimlanmus olsun. Bu takdirde |ly|| =suply=1 f{y)=N+1 ve son kabiiliimiizden
dolay1 N +1< N ¢eliskisini elde ederiz. O halde f'sinirh degildir.

Ornek 3.9 daki X normlu uzayinin sonsuz boyutlu oldugunu belirtelim. Sonlu
boyutlu uzaylar igin X = X" esitligi daima dogrudur, yani X iizerindeki her lineer
fonksiyonel zorunlu olarak siireklidir.

Yukarida tanimlanan L(X)Y) ve B(X,Y) kiimeleri Y lineer uzayinda deger alan
fonksiyonlarin (operatérlerin) kiimeleridir. Bu yiizden bu kiimeleri lineer uzaylar
icinde olusturmak dogaldir. Bunun A,Be L(X,Y) olmak iizere AA+uB seklinde
tanimlayarak

(AA + uB)(x)= AA(x)+uB(x)

ile yapanz.AA + uB € L(X,Y) oldugu ve L(X,Y) nin de bdylece bir lineer uzay oldugu
hemen goriiliir.

B(X.Y) nin L(X,Y) nin lineer bir alt uzay: oldugu kolaylikla gésterilebilir.



B(X,Y) yi normlu bir uzay iginde olusturmak i¢in bir A € B(X,Y)

elemanintn normu incelemeliyiz.

3.10. Tamm (Smrh Bir Operatiriin Normu) :AeB(X,Y) olsun. Bu

takdirde 4 nin normu,

< oo

o)
M=

olarak tammldir. Bu supremumun sonlu olmasi 4€B(X.Y) “A(x)us M “x” iken
olmasindan ¢ikar. Simdi "A“ nin B(X,Y) iizerinde bir norm olduklarnm gosterelim.

Burada X in bir Banach uzaym olup olmadigina bakilmaksizin ¥ Banach uzay: iken
B(X,Y) nin de bir Banach uzay oldugu ispatlanabilir.

3.11.Teorem :(i) X normlu uzaymdan Y normlu uzay i¢ine biitlin simrli lineer
operatorlerin B(X)Y ) lineer uzayi ;

|A|=sup (JAG)|| / |x] |x % 6 }; A e BX.Y)
ile bir normlu uzaydir.

(ii):Eger Y bir Banach uzay ise bu taktirde B (X;Y) (i) deki norm altinda bir
Banach uzay:dir.

ispat: ) A,, A,eB(X,Y) isebu takdirde her x€ X i¢in

laol<ial b ve Al <A

A,

dir. Boylece Vxe X igin
A, +A)w)] = A +A ) <C[A ]+ A [

olmasi,
A+ A, <|a ] +[A,]

olmasini gerektirir.

12 a = {2 flal
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oldugu agiktir ve bdylece geriye |A] =0 iken |A|=© oldugunu gdstermek kalir. Fakat
"A" =0 ise bu takdirde X tzerinde A(x)= 60 olmasini “A(x)" S"A" “x" den

olmasindan elde ederiz yani, A = € dr.

(i) : (A,) , B (XY) de Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde herxe X igin
la,-A <A, - ALl l|=0  (rm—> =)

olur. Bdylece(A (x)), Y de Cauchy dir O halde lim, A, (x) = A(x) mevcut. Bunun
ispatimt gostermek i¢in , A, - A iken B(XY) nin normunda AeB(XY)

oldugunu gOstermek istiyoruz. A lineer oldugunda

n

A (Ax+ux)= AA (x)+UA (x") yazilabilir ve n— oo iken
A(Ax + x")y= AA(x)+UA(x") elde edilir. Boylece A e L(X,Y) dir. Simdi

[ACo] = tim, A, o < ] + A v |- [+]
oldugundan A smurhdir. Burada N=N(1) (A,) lizerindeki Cauchy kogulundan
gelmektedir. Her x € X ve her n,m 2N(e) i¢in
la . (x)=A L)< =]
An(x)—A(x)"Se"x" elde edilir. Boylece B(X,Y)nin normunda
A, = A ve her n2 N(€)igin

dir. m > oo ikenl

la,-Al<e
dir.

3.12.Sonug: Bir X normlu uzaymn X duah
I 1= sup (£ 7 ||x| |x =6 )

normu altinda bir Banach uzaydir.

Ispat: Teorem 3.12 de Y=C yazalim ve C nin modiil normu ile tam
oldugunu hatirlayalim.

Genel olarak bakildiginda Teorem 3.12 ve sonuglannin X ve B(X.Y)
hakkindaki tahminlerin makul oldugu sdylenebilir. Fakat X normlu uzay1 somut bir
sekilde verilirse, yani; ¢,/. yada C[O, 1] biciminde verilirse bu takdirde X dual
uzayinin agtk bir karekterizasyonunu vermek oldukea ilgingtir. Bunu yapmak kolay

degildir. Sadece bizim lizerimizde ¢alistigimiz teoride alinan drneklerle bunu yapmak

miimkiindiir. /_un dualini karekrerize etmek igin herseyden dnce biraz 6l¢iim teorisini
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girmek uygundur. C[O, l] duali, Hahn - Banach genisleme teoremini ispat ettikten

sonra irdelenecektir.

c* yi karakterize etmeden Once genellikle dual karakterizasyonunda yararli
olan denk normlu uzaylan verelim.

3.13.Tanim (Denk Normlu Uzaylar) : X ve Y nomlu uzaylannin denk
olmast igin gerek ve yeter kosul bu iki uzayin izometrik olarak izomorf olmalandir.
Bu T:X — Y lineer izometrisinin mevcut olmasi anlamindadir.

Uyar:: Eger T bir lineer izometri ise bu taktirde X iizerinde 7(6)=6
oldugundan "T(x)" =|x| dir. Tersine eger T, lineer ve X iizerinde "T(x)" =] ise bu

takdirde izometri iizerine olmak kosuluyla

[rer-TO) =T ] = ]~

X ve Y denk olmasi i¢in gerek ve yeter kosul normu koruyan lineer 7:X — Y
d6niisiimiiniin var olmasidir.

Eger X~Y ise(X ve Y denk normlu uzaylardir) bu takdirde ~ tiim normiu
uzaylarin sinifi istiinde bir denklik bagmtisidir, 6yleki X veY, normlu uzay teorisi
bakimindan ayirt edilemez olarak g6z Oniine alinabilir. X ~Y oldugunda X in ¥ den
farksiz oldugunu zannederiz, ve ¢ok defalar X in ¥ oldugunu bile sdyleriz. Bu durum
istenen seyi aklimzda tuttufumuz siirece zararsizdir.

Simdi c*~/, oldugunu gosterecegiz ve 6nceki pragrafin sonucuna gére ¢ nin
dualinin /; oldugunu sdyleyecegiz.

3.14.Teorem :(i) Eger f € c* ise bu takdirde her x € ¢ i¢in

fx)=alimx, + ) a,x, (3.3)

bir a sayisi ve bir (a,)€ [, dizisi mevcuttur. Ayrica f nin ¢* -normu da

lrl=tlaf+ X

a

n

seklindedir.
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Tersine eger a ve (a,) /,verilmis ise bu takdirde (3.3) {in sag yani ¢* nin bir

elemant tammlar.
(i) : ¢*, [, edenkur.

Ispat: (i) Tersi asikardir. Simdi fec* oldugunu kabul edelim.
x=(x)ec,l=limx, , e=(1.1.1,..), ¢ =(1,0,0,...),... olacak sekilde,

x=le+2(xn—l)en

(e,e,e,,...) nin c i¢in bir taban oldugunu biliyoruz. f nin lineerligi ve siirekliliginden
dolay1 Vxec igin

=1+ (x, - Dfe,) (3.4)

elde ederiz.. Herhangi r2>1 alalm ve x,=0,1<n<r n>r igin X, =sgnfle,)

yazalim.

Bu takdirde. x, € co, ||X]}= 1 ve C iizerinde |[f{x)|<||f].|V]| oldugundan

0] = 3 |e)

n=1

<|7| (3.5)

elde edilir. Bu son ifadeden

Y Ife,)

= sup, Y|fte|<|f] <

oldugu ¢ikar.

Simdi a=f{c)-Z flen); a,=flen) olmak iizere (3.4) ifadesini
fx)=al+) a,x, (3.6)

olarak yazalim. 2 fle,) serileri mutlak yakinsak olmak {izere (3.6) dan dolay:
Ilim xn| < "x" oldugundan

o) <l + Yo ]

ve
a'l

Ifl<lel+ X

ifadesini elde ederiz. Ayni zamanda ||x||=l i¢in | f(x)lsll j” yi elde ederiz. Boylece

bazi r 2| igin
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Xy = sgna, (1Sn<r)

= sgn a (n>r)

tanimlanabilir. Bu takdirde x € ¢ igin ||x||= 1, limx, =sgna ve bdylece

|f(x)|= |a|+2 a,l+ 2 a,Sgna |< “f“

n=1 n=r+

dir.(a,)e !/, oldugunda Zan — 0 (r > ) elde ederiz. Bdylece son esitsizlikte

n=r+l

(r = o) alinirsa,

jal+ Xla| <[]

elde edilir. Sonuglarimizin birlestirilmesiyle || f || = |a|+ z]a"] oldugunu goriiriiz. Bu (i)

an

yi ispatlar. (3.3) ifadesinin tekligini gormek kolaydir. Bu teklik (if) kisminda
gosterilmigtir.

(ii): a, a,; (i) deki gosterimde ortaya ¢ikarilan olmak iizere almirsa

T:c* - I, T(H=(a,a,,a,,...)
ile tammlanmig olur. (i) den dolay1

[T =a| +la] +{a;| +.=[ f]
yi elde ederiz |T(f)| . / in normu olur. Béylece T, normu korur ve (i) nin

"tersine” kismindan dolay: értendir. Sonug olarak, 7 agik¢a lineerdir. Yani f ec” ise
bu takdirde,

T(A H=(Aa,Aa,,..)= Maa,,a,,...)= AT(f)

olur. T nin toplanabilirligi benzer sekildedir. Ileride ¢alisacagimiz bazi uzaylarin

duallerini gosteren tabloyu asagida veriyoruz. Tablo lizerine baz1 yorumlar tablodan
sonra verilecektir.

Uzay Gdosterim Norm Dual
c alimx,+ X a, x, lal+Z ] a,| I
Co 3. an X ! al Iy
L,(0<psT) Y. a, x, Sup, | a,| L,
I,(1<p < ) T ay x, IR L
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l.. [y x(k)du ﬂ d#l M

o] ' 1 BV [0.1]
[ x(dg(e) f|dg(e)
0

0

Tablodaki ilk kolon verilen dualin uzayidir. ikinci kolondaki gdsterimin
anlami; X uzayin bir 68esi oldugundan, dualin her bir 6gesi ile almig oldugu sekil
anlamindadir. Ugiincii kolon smurl lineer fonksiyonlarn normunu verir ve son kolon
“dzdes” uzay1 gosterir, yani ¢~ [, dir. Béylece ¢ nin duali [, olarak verilir.

Bizim ile ilgili sonucu zaten ispatladik ve cp, I, i¢in sonuglar benzer
metodlarla gosterilebilir. Bagintida p ve g arasindaki iliski / ; ilgili olarak 1/p+1/g=1
dir. C[O, l] uzayl i¢in detaylar Hahn-Banach genigleme teoremini ispatladiktan sonra
verilecektir. BV[O,I] , [O,l] iizerinde sinirli varyasyon fonksiyonlarinin uzaymnin

belirli bir alt uzayim gosterir.

Konuyu degisik diizlemlere tasimaksizin [, {izerindeki yapilan ispat
edemeyiz. Onun duali M dir. Gergekten sonlu smurlt toplamsal  kiime
fonksiyonlarinin uzayr g, N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimeleri iizerinde
tammhdir. [, dizi uzaymn dualinin bir dizi uzay1 olmadiginin bilinmesi igin
tablodaki diger dizi uzaylarinin duallerinin bilinmesi gerekir. Bu diger uzaylar bazi
ozelliklere sahip olmalanna ragmen /_ un hig bir temel &zellige (aynlabilir degildir)
sahip olmadigimi gosteren ozellik olabilir.

Bu konuyu biraz geometrik olan bazi sonuglarla bitirecegiz.

3.15. Tamim ( Orijinden Geg¢en Hiperdiizlem): X bir lineer uzay olsun. 6
dan gegen bir A hiperdiizlemi X in bir bos maksimal alt uzay1 olarak tanimlamr, yani
H# X ve X in herhangi bir alt uzay1 i¢gin H < M < X mevcut ise bu takdirde ya
M=H yada M=Xdir.

3.16. Tamm (Hiperdiizlem): Bir A hiperdiizlemi, 8 dan gecen bir
hiperdiizlem olmak lizere x,+ H bigiminde bir kiimedir.

Sifira 6zdes olmayan bir lineer fonksiyonelin ¢ekirdegi 8 dan gegen bir

hiperdiizlemdir.
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3.17. Teorem : (i) : Eger feX', f#0 ise bu takdirde Ker(f) bir

hiperdizlemdir.

(i) : Eger f e X", f+#0 ise bu takdirde Ker(f) bir kapalt hiperdiizlemdir.

Ispat: Teorem 3.8 ile f € X™ Ker(f) nin kapali oldugunu biliyoruz. O halde
sadece (i) yi ispatlayacagiz. Simdi f#0 olmasi, x,ye Ker(f) iken fAx+uy)=0
oldugunda Ker(f) ve Ker(f)£X in bir altuzay olmasim gerektirir. M, X' 1n bir altuzay:

olmak iizere Ker(/cM oldugunu kabul edelim. Biz X=M oldugunu gostermek
istiyoruz. Kabuliimiizden dolay1 f{x,)# 0 olacak sekilde x, € M ~ Ker(f) vardir.

x€ X alalm ve y=x—flx)x,/f(x,) yazalm. Bu takdirde f(v)=0 ve bdylece
yeKer(f)c M dir. x, M nin igindedir ve M nin 6gelennin lineer bir birlesimi olur.

O halde XcM dir ve bu yiizden M=X dir. Sonug olarak Ker (f) bir hiperdiizlemdir.

3.18. Sonug: Eger f € X' f #0 ise bu takdirde a, sabit bir skaler olmak iizere
{x|f(x) = @} bir hiperdiizlemdir.

Ispat: . S={x| f(x)=0a} olsun.f #0 oldugundan f(x,)#0 olacak sekilde
x,vardir.

X, = & x, [f(x,)olsun. Bu takdirde S=x;+Ker(f) oldugunu gdstermek kolaydir.
Baylece S bir hiperdiizlemdir.

3.19. Ornek : X =R’ ve x =(x,,x,,x;)€ R’ olmak iizere f(x)=x +x,+x,
olsun, bu takdirde f , R’ iizerinde bir lineer fonksiyonel oldugu agiktir.(Burada 3

boyutlu Euclidean uzay1 gibi géz 6niine alinmistir.) ve x € R’ igin
] </3)

oldugundan f sﬁreklidir." f || =43 olusu x=(1,1,1)alinarak goriiliir. Teorem 3.17 den

dolayr Ker(f),R® te kapali hiperdiizlemdir ve elemanter geometride orijinden gegen
X, + %, + x, =0 "diizlemi"dir.

3 - uzayda biz sik sik orijinden gegen bir diizlemin uzakhigini gozoniine aliriz.
(Bu diizlem bir lineer fonksiyonel tarafindan tanimlanir). Hiperdiizlemi tanimlayan
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siirlt lineer fonksiyonellerin norm ile yakindan iliskisinin var oldugu bilindigine
gdre bunu genel bir normlu uzayda yapabiliriz.

3.20. Teorem : X' de f #0 ve M ={x| flx)=1} olsun. Eger d, orijinden
gegen M hiperdiizleminin uzakligi ise d =1/ “ f “ dur.

Ispat: Uzakhigin tammindan dolay: d = inf{||x|| | flx)=1}yazanz. Vxe M igin
-1z 1. = 17 ||f| ve béylece d 2 1/ | f|yazanz.

Simdi & > 1 keyfi olsun." f || nin tanmmundan,

7o) 171
bl

olacak sekilde y#6 mevout Bdylece k/|f]|>d ve burada x=y/f(3). fix)=1

k/ |p|>|x| Burada ve k isteksel oldugundan 14f|>dyazanz. ki esitsizligimizi
birlestirirsek d =1/ |f] elde ederiz.
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4.BOLUM

BANACH-STEINHAUS TEOREMI

Banach - Steinhaus teoremi, normlu uzaylar teorisinde temel sonuglardan biridir.

Bu teorem analizin bir ¢ok kesiminde degisik ve gesitli uygulamalara sahiptir.

4.1.Teorem : X  ikinci kategoriden p-normlu uzay olsun

Vx € X ve Vq €F alttan yan siirekli yantnormlularin {gq} ailesi olsun.

qx)< M(x)<
olacak sekilde ¢ yanmnormlu alttan yan siireklilerin {g} ailesinin F oldugunu kabul
edelim. Bu durumda Vx e X ve Vq e F igin;

qeIM ||| 1P
olacak sekilde x ve g dan bagimsiz bir M sabiti vardir.

 Ispat: Teoremin ifadesindeki |x| deki p-normumup >0 olmak iizere, x = 8

=il ve  Beslshdebl e o

olacak gekilde Hxﬂ ile gosteriyoruz. d(x,y) = |x —yﬂ ile birlikte (X,d) bir metrik uzaydir.
Teorem 1.36 dan dolayt S[ar] kapal kiiresi ve Vg € F iin S[ar] tzerinde g(x)< H
olacak sekilde bir H sabiti vardir. [x| > 0 olacak sekilde xeX alinsin. Bu durumda
s=(t/ || )["’ olmak tizere;

q(sx)= qsx + a- a)< q(sx + a)+q(a)

dir. @ €8] a,r ] oldugunda V¢ € Figin g(a) < H dir. Aynica |jsx| =r den sx+ae S a.r]

elde edilir. Sonug olarak ge /" igin ¢(sx)= s¢(x)< 2H ve boyle bir ¢ igin
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qx) <2H. x| . r 7 (4.1)

dir. x - 8 durumunu (4.1) igerir. Her iki durumda sifir olur. M = 2Hr" oldugundan

sonuca varilr.

4.2, Sonug¢ X, yukandaki teoremdeki gibi olsun ve X iizerinde
m.q, (x)=q(x) (42)

mevcut olacak gekilde stirekli yarinormlann bir dizisinin (g ) oldugunu kabul edelim.

Bu takdirde g, X tizerinde siirekli bir yarinormdur.

Ispat : ¢ nun, X izerinde bir yannorm oldugu aciktir.Ormnegin n — x
alindiginda

(e +y) < gn (¥)+gu(y) —>
olmast

gux +¥) < q(¥)+q()
olmasim gerektirir. (4.2) den dolayi ( g, (x)) in yakinsakhg onun simrhligini gerektirir
ve Teorem 4.1 den dolay1 Vx € X' ve her nigin g (x ) < M |4 Yrelde edilir. Boylece
q(¥) < M [W'? olur. Yani g, X tizerinde siireklidir.

Teorem 4.1 in asagidaki sonucu Banach - Steinhause teoremi olarak verilir.

4.3.Teorem (Banach - Steinhaus ): Eger (A,) bir X Banach uzayindan bir ¥

normlu uzay igine tammi sinirli lineer operatorlerin bir dizisi ve X izerinde
lim sup,|a, (x)] < ‘ (43)

ise bu taktirde sup, |A , (x)|| <co, yani normlarin (|, (x)|) dizisi simirhdir.
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ispat : Bir Banach uzay1 tamdir ve normludur. Bu yiizden ikinci kategoriden
l-normlu uzaydir.Her bir # i¢in A,eB(Y,}) oldugundan g _(x) = ﬂAn (x)ll stirekli g_
yarinormunu tammlar. Bunu ( 4.3) den dolayt Teorem 4 .1 ' e uygulayabiliriz. Her n ve

Vx e Xigin gux)< M |q elde ederiz Bu, her n igin |A,

< M olmasini gerektirir.

4.4. Sonug : Teorem 4.2. deki (4.3) ifadesini g6z oniine aldigimizda X iizerinde
lim,A, (x)= A (x) mevcut oldugu gorilir. Bu taktirde A, X den Y ye suurlt bir lineer

operatorddir.

Ispat : Bu ispat igin teorem 4.1 in sonucunda oldugu gibi tamamen benzer

islemler ile yapilir. |4,(x)|ile [A, (x)| yer degistirildiginde ¥=C ya da R oldugu 6zl

durumlar i¢in genellikle Teorem 4.2 ve sonuglant uygulanabilecektir. Son sonucun

kullamimt bize bir 6rnek vermektedir.

4.5. Ornek : Eger V x € [, igin Y, x; serisi yakinsak ise bu taktirde a < /, dur.

Bunu, gostermek igin

n

[n®)=). ax

1
ifadesini /; lizerinde simurl lineer fonksiyonel olacak sekilde olarak tamimlayabiliriz.

Hipotezden dolay1 V x € /) igin

lim, £,(x) Tawxi- f(x)

mevcuttur.

Sonug, | f(x)) <M || =M T | xd olmasini saglar. Simdi x,, = sgnay,, x; = 0 iin
k#n,x,=0 yazalm. Bu takdirde fx)l @ <M (n=1,2,...) dir yani, a &/, dir.

[spatin tamami asagidaki gibi yapilir. ael, olsun. Bu takdirde |a4 > #,

40



(k =1,2,..) olacak sekilde n; < n, <... dizisi bulunabilir. x, =l/a, alinsin aksi halde

X, = 0 olsun. Bu durumda [ < = *® oldugunda x €/, olur, fakat Ya, x =1+1 +.,

o a yakinsar Bu geliski a € I, yazmamuzi gerektirir.[13]

Simdi Banach-Steinhaus teoreminin kullanimu igin bir 6rnek verelim.

4.6. Ornek : Fourier serisi 0 da iraksak olan 2x periyotlu siirekli bir fonksiyon

vardir. f, 2 ® periyotlu strekli bir fonksiyon ve X
|f]= max £ {| AD)lt € [0,2 ]}

bicimindeki tiim fonksiyonlarin Banach uzay: olsun f nin Fourier katsayilar:
1 2z 1 2z .
a,==[ f(t)coskat, b == [ f(t)sinkedt (k=0,12,..)
7 0 7 0

ile tammmlanir. £ nin Fourier serisi

[0 o]
%+ > (ak coskx + bk sin &x) (4.4)
k=1

bigimindeki seridir. ( 4.4 ) 'iin n ninci pargali toplam x= 0 da

D, (t)=(@)

sin —

olmak tizere

1 2
S =5 (j)Dn(t) £(t)dt (4.5)

olarak hesaplanir [13].

D,(t) fonksiyonu Dirichlet ¢ekirdegi olarak bilinir.[15] Fourire serileri teorisi

izerinde incelemeler yapmis bilyiik Alman matematikgi.P.G.Lejeune-Dirchlet(1805-59)
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1829'da X iizerinde her » igin S, yi bir strekli lineer fonksiyonel (4.5) bigiminde
tammlanugtir. S, nin lineerligi agiktir ve |D,,(t) l< 2, + 1 oldugunu goéstermek

kolaydir. Ayrica,
IS, (f)| < Hzin" IIDn(t)‘dt =714

olarak yazalm. Boylece ||S,[< 1, olur. Kisaca |S,||= 1/, oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in asagidaki adimlar izlenir. Her f €X igin (S;, () nin yakinsak oldugunu

kabul edelim. Bu takdirde Banach-Steinhans teoreminde dolay,

S

elde ederiz. Fakat » - o iken /; — o bulunur. Bu geliski V f € X i¢in (S,(5) nin

sup, = Supy [, <

yakinsak olmadig1 anlamindadir. Boylece (Sj(f)) iraksak olacak sekilde f mevcuttur. Bu

ise aradigimiz sonugtur.

Eger (4.5) de f, = sgnDy, yazarsak s, (f,)= I, elde edilir. Fakat £ bir sonlu
sayida siireksizlige sahiptir. Bu ylizden onu siireksizlikte "diizgiin" olan bir f fonksiyonu
ile degistiriyoruz. Bu sekilde ||f]| = 1 olacak sekilde bir f € X ve € >0 igin s,, (f )>/€

Sl

Sonug olarak n — « iken /, — « oldugunu gosterelim. Her n igin

cp=(4k+ 1) /(4n+2), dy =(4k + 3) T /(4n'+ 2) yazalim. Bu durumda ¢ € [c;, di]

elde ederiz. Boylece

S,

<, oldugunu bildigimiz i¢in = [, olur.

i¢in

| D, 1) < —‘/tz

denklemini elde ederiz. Bunu kullanarak n — « iken

l 2n dx dt ‘/E 2n

1
> =S [£¥25 L L,
7{/:’2-/;)%! R§4k+3

oldugunu goriiriz.
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5.BOLUM

NORMLU UZAYLARDA BAZI TEOREMLER
VE
ZAYIF YAKINSAKLIK

5.1 Acik Tasvir ve Kapah Grafik Teoremi:

Eger A: X —» Y doniigimii bijektif ise bu takdirde A™ bijektif olmak tizere
A:Y — X mevcuttur. Ek olarak X ve Y lineer uzay ve A lineer ise bu takdirde A in de
lineer oldugu kolayca gorilir. $imdi X ve Y Banach uzaylan ve A simurh olsun (yani
sirekli oldugunu kabul edelim). Bu durumda A™ in simirl oldugunu egsiz Banach teoremi
bize gosterir. Iki Banach uzay: arasindaki smrh lineer 6rten bir doniigiimiin daima agik bir
doniisiim oldugunu iddia eden teoremi, agik tasvir teoreminden ¢ikaracagiz. Cok onemli

olan "Kapal Grafik Teoremi" Banach teoreminin bir sonucu olarak elde edilir.

S.1.1Teorem (Acik Tasvir Teoremi) - XY Banach uzaylar olsun ve AeB (X})
nin drten oldugunu kabul edelim. Bu takdirde A bir agik déniisiimdiir

Ispat : G, X iginde actk ve bazix € G igin  A(x) olacak sekilde y € A(G) olsun.
Bu halde A(S(x,5 )) < A(G) olmak tizere S(x, 3 )= G mevcuttr. S(y) < A(S(x, § ) nin bir
kure oldugunu gostermek sartiyla A(G) agik olacak sekilde S(y) = A(G) kapsamum elde

edecegiz. Bundan emin olmak igin S, X tzerinde birim kiire ve S(8), Y iginde orijin

civarinda bir kire olmak tizere bir § (6 ) < A ( S, ) kiresinin meveut oldugunu
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gostermek yeterlidir. Bu ispati elde etmek igin A(S(x, d)-x)orijin civannda bir kiire

icerecek, boylece A(S(x, 8 )), ) civarinda bir kiire igerecek.

Simdi ispati; S (0)c A (S ,) mevcut olmastyla devam ettirelim.

Sp=802%)={x|Md <2} = 0,12,..)

olsun. x X ise k= [2 [¢|]+1 olmak iizere x = k(x.%) yazabiliriz. Koseli parantezler 2. ||

in tam kismumi gosterir. Bu durumda x/k €S ve bdylece x € &S; dir. Buradan

x =&,

k=1
dir. A iizerine yani A(X) =Y oldugundan
y=Uk4(S,)
k=1
elde edilir. Fakat ¥ tam ve ikinci kategoriden oldugundan £A(S:) hi¢ bir yerde yogun
olmayacak sekilde & mevcuttur. Bu halde A(S,) en az bir S(a,r) kiiresini igerir. $imdi;
S(6,r)c A(S,) (5.1)

dogru oldugunu gosterecegiz.

S(8,r)c AGS,)-ac A(S,) - A(S,) = 2A(S, ) = A(S,)

elde ederizz Bu ise (5.1) ifadesini ispatlar Yukaridaki kapsam zincirinde
a € A(S))olmastu  A(S,) in kompleks ve y cA(S,) in—yecA(S) esit olmasim
kullanarak elde ederiz. (5.1) den

S$(6,r27"Yc A(S,) (5.2)
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oldugu kolayca bulunur. Simdi  y €S(6,/2) alahm (5.2) den dolay1 ¥ €A(S,) olur.

Bundan dolayt bazt y €AWS) igin |-y <r /4 olur.Aym zamanda

y—-y, €S(6/4)c A(S,) ve bundan dolayr baz1 y; € A(S;) igin [y -y —yaf<r/8 olur.
Devaminda y=A(x; )¢in y, € A(S,) ve x, €S, olmak iizere,

<r /2™ (5.3)

b5

k=1
buluruz. (5.3) den y=ZA(x,,) y1 elde ederiz ve llxk I< 27%, S]ka||< 1 oldugundan

Y ki (1ve 3, =x oldugunu goririiz. Aym zamanda |x[< 3 Jr,[ <1, x €S, ve A

nin siirekliliginden dolay1
Ax = ZA(xk )=y

dir. Buradan baz x € Sp igin yeS(6r/2) olmast y = Ax olmasim gerektirir. Yani

yeA(S,) olmast S(6r/2)  A(S,) oldugunu gosterir. Bu kapsam, agik tasvir teoremini
¢ikarmamizi miimkiin kilmak i¢in yeterlidir.

5.1.2. Teorem (Banach Teoremi): XY Banach uzaylan olsun ve A eB(X.Y)
bijektif oldugunu kabul edelim. Bu takdirde A™ eB(X,Y) dir.[14]

Ispat :A nin bijektif, siirekli ve agik olmasi, A nin bisiirekli olmasim gerektirdigi
igin sonu¢ Teorem 5.1 den kolayca ¢ikar. Boylece A bir lineer homeomorfizmdir. Biraz
sonra asil verecegimiz teorem, kullaniglt uygulamalara sahiptir. Zira baz1 6zel problemler
icin Banach- Steinhause teoreminden daha fazla ragbet gorip gormemesi kisilerin
tercihlerine kalmistir. Teoremden 6nce A:X — ¥ donistiminin grafigi X xY nin bir alt

kiimesi olan {(x,Ax) [x € X }oldugunu hatirlayaim. Eger XY normlu uzaylar ise Xx V" yi
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)+ (') =(erx’y++y), Axy)=(Ax A)

olarak tanimlananan

le. )l = Cbel” +[off >

normuyla bir normlu uzay iginde tamimlayabiliriz (x,,y,)—>(x.y) olmast icin gerek ve yeter
kosul | x, —=>x ve y,—>y olmasimun gerektigi aciktir. Bdylece eger X, ¥ Banach
uzaylart ise bu takdirde XxY bir Banach uzayidir.

A, siirekli oldugunda A min grafiinin XxY nin kapali bir alt kimesi oldugunu
gostermek kolaydir. Ozel kosullar ile bir gok daha iyi bir sonug elde edebiliriz.

5.1.3. Teorem (Kapah Grafik Teoremi): X,Y Banach uzaylann olsun ve
A e L(X,Y)olsun. Bu taktirde A min siirekli olmas iin gerek ve yeter sart A nin grafiginin
kapali olmasidir.

ispat : (i) A sirekli ve G(A), A nin grafigi olsun G(A) mn kapah oldugunu
gosterecegiz. (A nin bilinen lineerligi teoremin bu pargasinda gereksizdir). (x,y)e@
olsun. Bu takdirde x, = x ve Ax, — y olacak sekilde x, €X vardir. Fakat
Ax, — Ax dir ve bu yiizden y = Ax dir. Boylece

(x.y)=(x,Ax) €G(A)

dir.

(ii) : Varsayalimki G(A) kapah olsun, bu takdirde XxY Banach uzaymin bir kapali '
alt kiimesi olan G(A) bir Banach uzaydir.

Simdi, A(x,Ax)) =x ile verilen f:G(A)—> X doéniistimint alam.Bu dontgimiin
bir lineer bijektif oldugu agiktir. Ayrica |f(x,Ax)|=|x|<|(x,Ax)| oldugundan f
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sireklidir. Boylece Banach teoremini (Teorem 5.1.2) uygulayabiliriz ve f X = G(A)

nin stirekliligini gtkaririz. Son olarak

Ax] < e, A0 =l < |l ] I

yazilir. O halde A siurlidir ve boylece stireklidir.

Simdi ise kapali grafik teoreminin basit bir uygulamas: verelim.

5.1.4.0rnek : (a,) (n,k=1,2,...) nn kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olarak

verildigini kabul edelim. Her »n igin y, =Zankx,, yakinsak ve her x el igin
k

y =(y,)€/ olsun. Bu takdirde A operatori B(/,,/,) nin bir elemam y = Ax olacak gekilde
tammlasin.

Once her 7 ve her x €/, igin »_a,, x, mn yakinsaklig1 her 7 igin > el <=
olmasimi gerektirir. (her n, k= 1,2,... i¢in X; = sgn a, ) Bu durumda A (x)= Zankxk ,

A, €l, mnbir elemam tammlar. A operatdrii acikca lineerdir bu yiizden sureklilik elde
edilebilir.

Kapali grafik teoreminden dolayt G(A) nin kapali oldugunu gostermek yeterlidir.
Her hangi bir (x,y)e G(A)alalm Bu taktirde / — = iken x“’ — x ve Ax"’—y olacak
sekilde x® el vardir ve bu durumda A, nin sirekliligi her n igin i—w iken
A,(x"”) = A,(x) olmasint ve Ax® -y olmast da her n igin / — o iken A, (x*7) >y,
olmasim gerekir.

Boylece y» = 4, (x) , y = Ax oldugundan (x,y)eG(A) olur. Bu ise
GA) G(A) oldugunu ispatlar. Yani G(A) kapaldir.
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5.2. Hahn - Banach Teoremi

Once teoremi, gergel lineer uzaylar igin ispatlayalim ve bundan sonra kompleks

lineer uzaylara genigletelim.

5.2.1.Teorem (Hahn - Banach ): X bir gercel lineer uzay ve M bir alt uzay
olsun. a@>0ve xeX igin p nin X lizerinden alt toplamsal ve p(a x)= a- p(x)
oldugnu kabul edelim. Eger f, (M tizerinde) bir lineer fonksiyonel ve f(x)< p(x)
(M iizerinde) ise bu takdirde g(x)< p(x) (X uzerinde) olacak sekilde X e f nin bir

lineer g genislemesi vardir.

Ispat: M # X olsun, aksi halde ispat yapilamaz. ze~M ve x, yeM alahm. Bu

durumda

Jo)-f< plx— y)< plx+z)+p(-y - 2)

ve buradan —p(—y — z)—f(y)< p(x + z)— f(x) olur. Bundan dolay1 her xeM igin
s <inf (p(c-+ 2)-f(x))
oldugundan,
s=sup{- p(-y = 2)-f)} < plx + 2)-fx)
olur. Béylece her y € Migin

-p(-y-z)-f(y) St<p(y+2z -f@)
(5.4)

olacak sekilde bir ¢ sayist vardir.

Simdi,
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M, ={x+a zlx e M, a reel }

altuzaymi tanimlayalim. Bu takdirde eger w € M, ise @ = x+a z yi elde ederiz ve bu

gosterimin tekligi hemen kontrol edilir. M, tizerindeki 4 fonksiyonu
hw)y= fix)+a-t

ile tammhyalim. Bu durumda 4 min M, iizerinde lineer oldugu agiktir ve boylece s, M
den M, ye f nin bir lineer geniglemesi olur. $imdi M, tizerinde A(w)< p(w) olarak
alahm. o> 0 ve o < 0 durumlarim ayirarak ve y =x /o0, o = 0 yazarak (5.4) den
kolayca elde edilir.

M, = X olursa genislemeyi tekrarlamazsak o zaman ispat tamamlanmug olur.
Fakat X tam uzayina genisleme garantisi var midir? Burada Zom lemmasina veya onun
degisik bir gesidine ihtiyag duyariz. Burada Zormn lemmasini kullanalm. P tiim (M, k)
siral giftlerinin kiimesi olsun. Burada M, M yi igeren bir altuzay ve A, M’ lizerinde
h’< p olacak sekilde fnin M’ ye bir genislemesidir. Kismi sirali p nin tammmindan dolay1
My < M”%h") olmast igin  gerek ve yeter kosul M’ izerinde
M'c M" ve M’ de b’ = h"” olmasidir.

S={M_h,)}, P nin tim srali alt kiimeleri olsun. Bu takdirde x € M, igin
H(x)=h,(x)olmak tizere § nin (UM H) seklinde bir Gst simra sahip oldugunu
gostermek kolaydir. Bunun anlami S nin timt sirali oldugundan dolayr UM bir alt

uzaydir.

Zorn lemmasindan dolayr P, (M,H) seklinde bir maksimal elemana sahiptir.

Bizim amacimiz M = X oldugunu gostererek ispatt tamamlamaktir. Bunun igin M =X
olsun. Bu takdirde ispatimuz1 ilk kismindan dolay1 (M, H,, ) > (M H) olacak sekilde

genigletebiliriz. (M, H) maximal oldufundan M, = M elde edilir. Buise M, oM
olmast ile geligir. O halde M # X kabulu yanlistir ve ispat g=H yazilarak tamamlanir.
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5.2.2.Sonug : Gergel normlu lineer X uzaymun bir altuzay: tizerinde tammh her
siurlt lineer fonksiyonel, tam X in normunun korunmasiyla  lineer olarak
genigletilebilir.

Ispat : M iizerinde
o) <171
oldugunu kabul edelim. O halde .Y tizerinde
g0)<| /[l
olacak sekilde g vardir. xin yerine -x yazilirsa
G| < 7] el
oldugunu goririz. x € M igin g(x)= f(x) oldugundan |g]|=]f| olur.

5.2.3.Sonug¢ : X #{6} gercel normlu lineer uzay ise bu takdirde X iizerinde
hemen hemen daima asikar olmayan siirekli lineer fonksiyoneller vardir.

Ispat : Hahn-Banach teoreminde p(x)= [x|| alinsin. Simdi her hangi bir
xp =0 alahm ve M={a-x,|a gergel } kiimesini tammlayalim. Bu takdirde M bir alt
uzaydir ve efer fla x,)= a-|x,|| yazarsak bu durumda f lineerdir ve M iizerinde

streklidir. O halde f yi normu koruyarak X tam uzayina genisletebiliriz. Boylece X
in sifir olmayan her x, 6gesinin x, daki degeri |x,||>0 olan X tizerinde siirekli lineer

bir fonksiyonel tretir.

5.2.4.Sonu¢ :X gercel normlu lineer uzay ve her f € X~ igin f{x)=0 oldugunu
kabul edelim. Bu takdirde x =8 yi elde edebiliriz.

Ispat: Eger x # @ mevcut ise sonug 5.2.3. den dolay1 f{x)>0 olacak sekilde
feX' dir. Her feX'igin fix)=0 oldugunu kabul ediyoruz. Boylece ispat
tamamlanir.

Simdi  Hahn - Banach teoreminin kompleks uyarlamasim verelim.
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5.2.5.Teorem : X bir karmagik lineer uzay, M bir alt uzay ve p ,X lizerinde bir

yarinorm olsun. f nin A tzerinde karmagik degerli lineer bir fonksiyonel oldugunu ve
M izerinde |f(x)| < p(x) saglandigimi kabul edelim. Bu takdirde X de |g(x)|< p(x)

olacak sekilde f nin X e bir g lineer geniglemesi vardir.

Ispat : f,f, M uzerinde gergel lineer fonksiyoneller olmak tzere f = f, +if,

yazilir ve bir gergel lineer uzay olarak goz oniine alimr. Aym zamanda M {izerinde
fillix)=-£,(x) ve f(x)<|f(x)|<p(x) mevcutttur. Boylece gergel Hahn-Banach

teoremini kullanarak X iizerinde g,(x)< p(x) ile fi, g, e genisler. M ilizerinde
g(x)= g(x)-ig(ix) olacak sekilde g(ix)=ig(x) yazlsm, g(ix)=ig(x) ve g, gergel
oldugundan dolay1 g, X tizerinde kompleks lineerdir.

Son olarak g(x) = 0 ise bu takdirde |g(x)| < p(x) dir. (p negatif degildir). Eger
g(x)z0ise g(xe™) gergel ve p mutlak homojen oldugundan

|g(0)=g(x) ™ = g(x-e™)= g (xe™)

< p(xe )= p(x)
olacak sekilde o =argg(x) alinr.

Yukarndaki sonuglanin Teorem 5.2.2 ye kompleks uygulamasiminda gegerli
oldugu agiktir.

Hahn-Banach teoreminin bir uygulamast olarak C'[O,l] mn elemanlan i¢in

Riesz teoremini verelim,

5.2.6.Teorem (Riesz Temsili): Eger f eC‘[O,l] ise bu takdirde her
x €C[0,1] igin
1

S0)= [ x(1)dg(1)

0

IAl=ve
tizerinde g nin toplam degeri olacak sekilde [O, 1] tzerinde sinir degeri olarak bir g

fonksiyonu vardir.
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1
ispat : Once jx(f)a’g(t) Riemann-Stieltjes integralinin bazi temel dzelliklerini
0
alahm. [ ]. 1k olarak xeC[ol] ve geBMO,11] ise bu  takdirde
1

j x(t)dg(1) nin mevcut ve
o]

ci E[tl_l,tI] Ve m (p)= max(ti _ti—l)’ (].Sls n)

P={0=t,t,.1,=1} 1, <t <.<t,

[0,1] in bir pargalanisi olmak tizere,
,,};gog x-(c) 8(#)-8((t D) J;X(t )dg(1)

oldugunu bilinmektedir. Her p pargalamist ve ¢, nin her segimi igin limitin mevcut
oldugu bilinmektedir. Simdi, C[0,1],
l=sup{fx(o<t<1} xeM

normu ile [0,1] {izerinde M smurlt fonksiyonlanin Banach uzayimn bir altuzayi olarak

g6zonine almsin. Eger f C*[01] ise bu takdirde Hahn-Banach teoreminden dolay1
|F| = I[f” ve C[0,1] tizerinde f{x)= F(x) olacak sekilde M ye bir lineer F geniglemesi

vardir.

0<t< , [0,/] mn karekteristik fonksiyonu y , ile gosteriisin. Yani y, (y)=1
O<y<t) ,% =0 (t<y<1).Bu takdirde her ¢ [0, 1] igin 3, M ve
F(X,)= g(f) yazanz. Bu g fonksiyonu teoremden ortaya ¢tkan fonksiyondur. Simdi
& = sgn[g(t)-g(t)] yazalm. Bu takdirde |g(t;) - g(ti-p)| = [g(ti) - g(ti-D]ei  ve

boylece

S-S5, - 5, ]

y e(O,l) ise bu takdirde bazi jlerigin y € (tj_l—t j) ve boylece

Z[Xl, (y) - ‘Yr,‘l (y)] £, = g/‘
[
dir. Sonug olarak,
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Slsr-5¢. <1 (5.5)
olur. Boylece g BV[0,1] dir.
Simdi z,(0)=x(0) ve O0<u<1 igin

:n = Z x(r/n)(Xn'n - X(r-l)/n)
i=l

olarak tanimlansin. Bu takdirde eger u e(O,l]ise bazi r i¢in u e((r - 1)/n,r/n] yi elde
ederiz ve boylece
z,(u)= x(rin)

olur. x siirekli oldugundan ve bundan dolay1 [0,1] iizerinde diizgiin siirekli oldugundan
(n—>x) iken "x— z, || — 0 elde edilir. Dolayisiyla F(z,)—> F(x)= f(x) ve boylece

) =lim = neeim) ~gC) = [x(0de(®)  (5:6)

elde edilerse (5.6) dan
1700)| < maxe (8] Vg |- V)

ifadesini elde ederiz. Boylece |f]|<V(g)olmasi (5.2) ile birlestirilirse ||f]|=V(g)

saglanir teorem 5.2.6 dan y BV fonksiyonu tek degildir. Ornegin g ye istesek bir
sabit ekleyebiliriz ve figin ayn1 gosterimi kullanabiliriz. Béylece BV[0,1], C'[o]] ile
ozdeslestiremeyiz. C'[O, I] in bir 6zdeslesmesint elde etmek icin BV[0,1], de g

fonksiyonunun ¢ok iyi bilinen iki 6zelligini kullanmamiz gerekmektedir. Bunlardan
birincisi her bir ¢ E[O,l] i¢in g(¢ +0)= lin} g(x) mevcut ve ikincisi ise g nin siireksizlik

kiimesi en azindan sayilabilirdir. Simdi,

BV[0,]]={G € BV|G(0)=0 ve G(1+0)=G(1),0<t <1}

olarak yazilsin. Bu takdirde BV, BV mn bir altuzayidir. G fonksiyonu
G(0)=0 G(1)=g(1)-g(0) ve G(f)= g(t +0),0<t<1 olarak tanimlansin Bu halde g
stirekli olmak tzere her ¢ [0,1] ve =0 ve #=1 igin G(¢f)= g(¢)-g(0) dir. Béylece her
X eC[O, l] igin

1 1
[x0dgn=[ryacq
0 Y
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yazaniz. Bu durumda G B}  oldugu agiktir. Boylece her x C[0,1] igin

1
fi)=[ x()dG(t olacak sekilde her bir f eC’[0,1] bir G € BV ile bagdastinlabilir.
0

G fonksiyonu gergekten tektir. Bunun igin A€BV ve her x C[0,1] igin

1
f(x)= I xdh=0 olacak sekilde wvarsayalm. x=1 yazilirsa G(0) = A(0) =0
0

oldugundan G(1) = A(1) elde ederiz. 0<c<1 alnsin ve H(f)=G(¥) - h (f) yazlsin. Bu
durumda her x e C| [O, 1] icin ;

a0
0

dir. x, [0, c] tizerinden 1 e egit, [c+ h,l] tizerinden O a esit olacak sekilde ve bir dogru

pargastyla (c,1) ,(c+h,0) noktalanimn birlestirilmesi ile tamm tamamlansin. Bu durumda
x eC[0,1] ve pargalar tizerinde integral

0= H(c)+ Tx(t)dH(t)

c

= H(c)-H(c)~ Tx(t)H(t)dt

c

ct+h

=% [H(t)dt > H(c+0) h—>0+

olur. Boylece 0<c<1 i¢in H(c+0) =0 yani G(ct+0) = h(c+0) yani G(c) = h(c) yi elde
ederiz. G tek olacak sekilde [0,1] izerinde G = h oldugunu gosterebiliriz. |f| nn

[0,1] tizerinde G nin genel de@isimine esit oldugunu gostermek basittir ve bu
Bv[0,1] ile C[0,1] i 6zdeslestirmesini tanimlar.

5.2.7.Bir Normlu Uzaymn Biduali : Hahn - Banach teoreminin bir bagka
kullammim normlu X uzaymnn ikinci dual uzay (veya bidual ) ile baglantilidir. Bidual

X**=(X*)* ile gosterilir. Asagida X in X** nin belirli bir Xaltuzayr ile

Ozdeslenecegini gosterecegiz.
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5.2.8. Teorem : X bir normlu lineer uzay olsun. O halde X', X** bidualinin bir

X altuzayina izometrik olarak izomorftur.

Ispat : Ahgildig) tzere X in elemanlanm x ile, X* in elemanlarit da x" ile
gosterelim. ;c(x°)= x"(x) ile X* tzerinde x lineer fonksiyoneli tamimlansin. Bu x,

X* lizerinde tammlanan lineer operatérlerin bir sonucu olarak X* {izerinde lineerdir. x
da X* siirekli oldugundan

x(x*)

= be*Co)l= x|

ve buradan

x| < [l

olur. Bundan dolay1x—>;c doniisiimi X den X** igine bir siirekli lineer operator
tamimlar. Simdi i’,x—-)gc dontgimii altinda X in gOrintisiini gostersin. Bu
doniigimlerin timiniin bir izometri oldugunu gdstermek istiyoruz. Hahn - Banach
Teoreminin  5.2.3 sonucundan dolayr y'(x)=|x| ve |[y*|=1 olacak sekilde

yeX* vardir. Boylece 6nceki sonugtan dolay1

el

TR

= x| elde edilir. Bu ise teoremi ispatlar.

x| < |x|| oldugundan

H

;m] ~ I ve

=Ml

I~
yani [!x

Genel olarak X = X* olur. Eger esitlik varsa bir refleksif uzay elde ederiz.

5.2.9. Vektor Degerli Analitik Fonksiyonlar :Hahn-Banach teoreminin
degisik bir kullamminin varhifindan s6z etmek istiyoruz. Bu sinurli integral fonksiyonu
sabit olmasi iddia eden karmagik degiskenli meshur Liouville Teoreminin bir
genellestirmesi ile ilgilidir.

Oncelikle karmagik diizleminde bir D bélgesi iizerinde vektor degerli bir
x = x(z) analitik fonksiyonunu tammlayacagiz. X bir Banach uzayr olmak Gzere ve
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x:D— X i¢ine bir déniisiim olsun. Bu durumda X in D {izerinde analitik olmas:
i¢in gerek ve yeter kosul her z€ D ve z+heD igin

li

.mx(z +h)—-x(z2)
=0 h

=(x"(2))

mevcut olmasidir Limit , X deki norm anlaminda alinir.Eger f € X* vex, D lizerinde
analitik ise bilinen anlamda karmagik degiskenli (fx)(z)= f(x(z)) ile tamuml1 fx in, D

fizerinde analitik oldugunu gostermek kolaydir.

x, C de analitik ise algildig1 iizere x in bir integral fonksiyonu oldugunu
soyleriz ve VzeC igin ”x(z)"S M ise x i sl olarak tanimlariz. Simdi

genellestirilmis Liouville teoreminin ispatmi yapalim.

5.2.10.Teorem (Liouville Teoremi): X bir Banach uzayr olmak iizere
x:C— X ve x bir smirli integral fonksiyonu ise bu takdirde x bir sabittir.

Ispat : Her f € X* igin C {izerinde
|| <|f] @) <] ] M

oldugunda fx smirhdir. fx aym zamanda bilinen anlamda karmagik degiskenli bir
integral fonksiyonu oldugundan, Liouville teoremi herhangi z i¢in ze C

fx(2)-x(z"))=06
ve dolayistyla ze C herhangi z igin

fx@)-x("'))=06

esitligini saglar. Hahn - Banach teoreminin sonucundan dolay1 z € C herhangi z i¢in

x(z) - x(z
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5.3.ZAYIF YAKINSAKLIK

(x,), bir normlu uzayda bir dizi olsun. Bu takdirde (¥n ). * <€ e zayif

yakinsak x, — x (zayf) yazilir) olmast igin gerek ve yeter kosul
feX* igin n— wiken f(x,) —f(x)
olmasidir. x e (x,) nin zayif limiti denir. Eger norm iginde x, »x yani |x,-x|—>0
ise bu takdirde her f € X* igin
|, - fie)| < U1

oldugundan x, — x (zayif) elde edilir. Norm igindeki bu yakinsaklik aym limite zayif

yakinsaklify gerektirir ve norm igindeki yakinsakhk nedeni ile buna sik stk "kuvvetli"
yakinsaklik denilir.

x,— x|

5.3.1.Teorem : (i) Zayif yakinsak bir dizinin zayif limiti bir tektir.
(ii) Genellikle zayif yakinsama kuvveti yakinsamaya denk
degildir.
(iii) Eger x, — x (zayif) ise bu takdirde sup,

<@

.|

olur

Ispat : (i) x, >x (zayif) ve x, >y (zayif) oldugunu kabul edelim Bu
takdirde her f € X* i¢in f(x-y)=0 oldugunda f(x-y)= flx—x )+ f(x,~y)— 0 dir.
Hahn-Banach Teoreminin 5.2.4 sonucundan dolay1 x =y oldugu goriliir.

(ii) (1< p < ) igin [, uzaym goz 6niine alalim. Bolimiin 3 teki dual uzayn
tablosu incelenirse I/p+1/gq=1 ve acl, olmak uzere her xel, ve felp* igin
f(x)=Y a,x, olarak yazilacaf goriiliir. Eger e;= (1,0,0,...) , ¢, =(0,1,0,...) , ...,
yazarsak bu takdirde /, normuyla (e) kuvvetli yakinsak olmamak {izere

€, —€n

=2" (n#m)yi elde ederiz. Bununla beraber ( e, ) , O ya zayif yakinsaktir.

Boylece f el.* igin f(¢, )=a,ve acl,icina, — 0 elde edilir.
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p=1 durumunda kuvvetli ve zayif yakinsaklik ayni anda olusur.

(iii) x, > x (zanif) olmasi her f e X* icinn —wiken f(x,—x) >0

olmasin gerektirir. Hahn -Banach Teoreminin 5.2.3 sonucundan dolay1,
1, e, = x)=x, = x| ve [£,] =

olacak sekilde f, e X* vardir. Her f eX ™ iginF, (f )= f(x, —x) tamimlansin. Bu
takdirde (F,), X* Banach uzay: lizerindeki siirekli lineer fonksiyonellerin bir dizisidir.
F, (f )] < oldugu ¢tkar. Yani Banach -
<M+ ﬂx"

Sfx, —x)—> 0 oldugunda .X* lizerinde sup,
F

n

Steinhaus teoremi M =sup,

<o olmasim saglar. Her » igin

xn

olmak tizere

.

Jx, -+ =

olur. Bu ise teoremi ispatlar.

<M

<

£, (e, =)=

£ ()

£,

/.

Yakinsakligin 6nemli bir tirii; f, — f (zayif) olmast i¢in gerek ve yeter
kosul

(a) Vx € X igin n — o iken f,(x)—> f(x)
ve

(3) sup,

fn

<o

olmasidir. Bu haliyle X normlu lineer uzay1 bir normlu lineer X uzaymn dual uzayi
i¢inde tamimlanabilir, Bu yakinsakliga X* iginde zayif* (yildiz zayif) yakinsaklik denir.
Eger X bir Banach uzay: ise Banach-Steinhaus teoremi (5) mn (g) tarafindan
igerildigini gosterdiginden bu takdirde (b) gereksizdir. Banach Steinhaus teoreminde
(a), (b) yiigerir.

5.3.2.Teorem : X uzayi, lineer hull’ i X iginde yogun olan sayilabilir {x; } alt
kiimesini igeren bir normlu uzay olsun. Bu takdirde,

NIACAREACH
d(f, f, =Z
A= 2 Ty

X* Gzerinde bir metrik ve X* iginde zayif * yakinsaktir, Ayrica eger,
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S={fex* |Iflsl}

birim kiiresi ise bu takdirde d tarafindan tiretilen metrik topoloji i¢inde kompakttir.

fspat : X* de herbir f,, £, icin d(f,,f;) <||fi = f2] < oldugunda d iyi
tammhdir. Eger d(f,f.)=0 ise bu takdirde (f,f,)(x, )=0 her »=1,2,3,. .alnsin. {x;}
nin hull i X iginde yogun oldugundan {x;} nin 6gelerinin lineer birlesimi (y,, )olmak
lizere k—o ic¢in (¥, ) —x mevcuttur. Boylece fi—/, nin surekliliginden f, = £,
olacak sekilde
(i - L)) =lim, (f, —fz)(yn, )=0
yazilir. Bir metrik uzay i¢in diger aksiyomlan agikar olarak saglandifindan d, X*
tizerinde bir metriktir.

Simdi f, = f (zayif * ) olarak alinsin. Bu takdirde ve her x €X igin n—c0 iken
f.(x)> f(x) ve M= sup,lf,||<co olur. Boylece herhangi N i¢in

YAf () - fle) & M
W DL o) 225

=Zx+22

ve £>0 olarak verilsin. Burada N 6yle bilyiik segilsin ki 3, <e/2 olsun. Bu takdirde de
n, Gyle biyik secilsinki #n>n_ icin 2;<e/2 olsun. Bu durumda d metriginde f,—f dir.

Son olarak S birim kiiresinin dizisel kompakt oldugunu gostermek yeterlidir. Yani S
igindeki her (f,) dizisi, limiti S ye ait olan bir zayif* yakinsak bir altdiziye sahiptir. Her
£, (xl)] <if, |'I%| oldugundan (f,(x,)), C iginde smurldir. Boylece f, (x)),
yakinsak alt dizisini vardir. Benzer olarak f, ,(x;) bir f, (x;) yakinsak alt dizisine

n igin

sahiptir. Devam edilirse her k igin (f, (x, )) olacak gekilde C de yakinsak olan,
(f,) ninbir (f, ) altdizisini bulabiliriz. Bu takdirde her k igin (f, (x,))Cauchy

{x,},X iginde yogun oldufunda her x € X i¢in (f, (x)) Cauchy oldugu gikar.
Boylece her x € X igin f, (x) = f(x)olur. fnin lineer oldugu agiktir ve her » i¢in

.

< 1 olmast
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<

/o =tim, |£, (<)
olmasint gerektirir. Boylece “f”sl veburadan f € § dir. Bu da teoremi ispatlar.

Eger X normlu uzayn belirli bir tiri ise bu takdirde X* lizerinde (X*,d) nin
bir § kompakt alt kiimesini olusturan bir d metrigi mevcut olmalidir.Yildiz zayif
yakinsaklik bu sonucun ispatlamak igin bir vasita olarak kullamldi.Probleme topolojik

olarak yaklagihrsa bir gok yeterli sonug elde edilir. Herhangi X normlu uzay igin
(X* T*) topolojik uzaymin kompakt bir alt kiimesi S={ f € X"| | f||<1} olmak iizere

X* uizerinde bir T* topolojisinin tanimlanmasi mimkiindiir. (ki buna * zayif topoloji
denir). Bu genel sonug Alaoglu Teoremi olarak bilinir.
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