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IKINCi MERTEBEDEN LINEER DiFERENSIYEL DENKLEMLERDE
RECTIFIABLE TIPI SALINIMLAR
Ziibeyde ARIK
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Ekim 2019
Damisman: Dog¢. Dr. Pakize TEMTEK
OZET
Bu tezde I = (0,1) araligindaki
(P): y"(x) + f(x).y(x) =0
lineer diferansiyel denklemleri iizerinde ¢alisacagiz.

f(x) katsayis1 burada pozitif ve I tizerinde siireklidir ve x=0 da Hartman-Wintner

sartin1 saglar.

Bu tezin dort sonucu su sekildedir:

i) I {izerinde 3/f(x) in integraliyle karakterize edilen (P) denkleminin rectifiable

saliimlig1 i¢in bir kriterlerini inceleme

i) f(x) tizerindeki permiitasyon agisindan, (P) denkleminin rectifiable ve unrectifiable

salinimlart i¢in bir kararlilik sonucunu bulma

i) s-boyutlu fraktal salinimlari inceleme (bunun i¢in 0>2, x—0 ve s=max{ 1, 3/2-2/a }

oldugunda f(x)~cx~% varsayiyoruz.)

iv) Hartman-Wintner kosulu f(x) iizerinde olmadiginda rectifiable ve unrectifiable

salinimlarin varligini incelemektir.

Anahtar Kelimeler: salinim, rectifiable ve unrectifiable salinim, fraktal salinim
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RECTIFIABLE OSCILLATIONS IN SECOND-ORDER LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Ziibeyde ARIK
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master Thesis, June 2019

Supervisor: Title Assist. Prof. Pakize TEMTEK
ABSTRACT
We study the linear differential equation

(P):y"(x) + f(x).y(x) = 0

on I = (0,1), where the coefficent f(x) is strictly positive and continious on I, and
satisfies the Hartman-Wintner condition at x = 0. The four main results of the paper are

(i) a criterion for rectifiable oscillations of (P), charecterized by the integrability of
Yfx)onlI

(ii) a stability results for rectifiable or unrectifiable oscillations of (P), in terms of

perturbation on f(x)

(iii) the s-dimensional fractal oscillations ( for which we assume also f (x)~cx~% when
x—0, o>2 and s=max{ 1, 3/2-2/a }; and

(iv) the co-existence of rectifiable or unrectifiable oscillations in the absence of the

Hartman-Wintner condition on f(x).

Explicit examples related to above results are given.

Keywords: oscillation, rectifiablemoscillation, unrectifiable oscillation, fractal

oscillation
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SEKILLER LiSTESI

ekil2.1.  y,(x) = x*sin(®) in gra
y )ing

Sekil2.2. y,(x) = x sin in grafigi

i DO



1. BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Diferensiyel denklemler miihendislik, fizik, biyoloji, sosyal bilimler gibi bir¢cok
alanda uygulama alanmna sahiptir. Bundan dolay1 diferensiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin bilinmesi 6nem arz etmektedir. Ama belirli formdaki denklemler haric
genelde diferensiyel denklemlerin agik ¢oziimleri elde edilememektedir. Bu durum
arastirmacilart ¢oziimleri elde etmeden ¢oziimlerin davraniglarini  aragtirmaya
yonlendirmistir. Bu yaklasim diferansiyel denklemlerde nitel (kalitatif) teori olarak
bilinmektedir. Nitel teorinin énemli bir konusu ise salinim teorisidir. Salinimin temeli
ilk olarak 1836 da Sturm tarafindan yayinlanan karsilastirma ve ayirma teoremleri ile
atilmistir diyebiliriz. Salinim teorisi ile ilgili sayisiz ¢aligmanin yani sira birgok kitap ve

makale yazilmistir.

Bu tez ¢aligmasinda ise ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemlerde rectifiable

ve unrectifiable tipi salinimlar1 inceleyecegiz.
Bu boliimde tez boyunca inceleyecegimiz
y')+ flx).y(x) =0 1.1

ikinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklemi i¢in gerekli olan temel tanimlar

verilecektir.

Tamm 1.1. y = y(x) reel fonkisyonunun, ] € R de sonsuz sayida sifir1 varsa, agik bir
aralik olan ] de salimimli oldugu sdylenir. (1.1) denkleminin tiim asikar olmayan

¢ozlimleri ] iizerinde salinimli ise, (1.1) denklemineJiizerinde salinimlidir denir.
Ornek 1.1.

y'(x) +4y(x) =0



diferensiyel denkleminin géz Oniine alalim. Bu denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri
y1(x) = cos2t ve y,(x) = sin 2t olup bu ¢oziimler salinimli oldugundan denklem

salinimlidir.

Tamim 1.2. y = y(x) reel fonkisyonunun ] € R de sonlu sayida sifir1 varsa, agik bir
aralik olan ] de salinimsiz oldugu sdylenir. (1.1) denkleminin tiim asikar olmayan
¢oztimleri ] {lizerinde salimimsiz ise (1.1) denklemine] araligi iizerinde salinimsizdir

denir.

Ornek 1.2.
y'(x) —4y(x) =0

diferensiyel denklemi verilsin. Verilen bu denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri

2

yi(x) =e? ve y,(x) =e % seklindedir. Bu ¢oziimlerin her ikisi de salmnimsiz

oldugundan verilen denklem de salinimsizdir.

Tamm 1.3. 1 = [0, b] arahiginda y = y(x) reel fonksiyonu i¢in y nin G(y) ile tanimli
grafigi alisila geldigi lizere

Gy) = {(ty(®):0 <t < b} c R?
seklinde tanimlidir.

Tammm 1.4. Biry fonsiyonu R? de siirekli bir egri ve y €C (7) olmak tizere G(y)
grafiginin uzunlugu length(G(y)) ile gosterilir ve

lenght(G()) = sup ) Il (t, y(t) = (ti-1, Y1) Ty

seklinde tanimlanir. Burada sup, Tarahglmn
0=ty <t;<-<tp,=1
tiim parcalanmalari {izerinde almir ve || |l,, R? deki normu gosterir.
Tanmim 1.5. Eger
lenght(G(y)) < o

ise bu durumda G (y) nin grafigine R?de bir rectifiable egridir denir.



Tamm 1.6. Eger G(y) nin grafigi R? de rectifiable bir egri ise, I {izerinde salmimli bir

y = y(x) fonksiyonuna I iizerinde rectifiable salinimilidir denir.

Tammm 1.7. Eger (1.1) diferansiyel denkleminin asikar olmayan tiim c¢oziimleri [

tizerinde rectifiable salinimli ise denkleme I iizerinde rectifiable salinimlidir denir.
Tamim 1.8. Eger G(y)

lenght(G(y)) < o
esitsizligini saglamiyorsa G(y) ye R? de unrectifiable bir egridir denir.

Tamm 1.9. Eger G(y) nin grafigi R? de unrectifiable egri ise I iizerinde saliniml bir

y = y(x)fonksiyonuna I iizerinde unrectifiable salinimilidir denir.

Tammm 1.10. Eger (1.1) diferansiyel denkleminin asikar olmayan tiim ¢oziimleri I

uzerinde unrectifiable salinimli ise denkleme I {izerinde unrectifiable salinimli denir.

R%deki egriler ayn1 zamanda fraktallar olarak da bilinir ve (1.1) denkleminin
unrectifiable salinimini bu tezin 5.Bolimiinde fraktal geometri acisindan da incelemek
istiyoruz[1]. Bunun i¢in |G¢(y)| asimptotik davranigini géz Oniine alarak asagidaki

tanimlar1 verelim.
Tamim 1.11. Alisilageldigi tizere |G (y)|
Ge(y) = {(ts, t2) € R*:d((t1, 1), G(¥)) < ¢}
seklinde tanimli G (y) grafiginin € - komsulugunun Lebesgue 6l¢iisiinii gosterir.

Burada & > 0 ve d((t1,t,),G()); (t1,t;) den G(y) ye olan uzunlugu(fark) gosterir.
Bu grafik G (y) nin iist Minkowski-Bouligand boyutunu

10g|Gs(y)I>

. — 5 _
dimyG(y) lim sup < loge

seklinde hesaplar. Ayn1 zamanda G (y) nin s-boyutlu tist Minkowski 6zdesligi s € [1,2)

olmak tizere
M*(G(¥)) = lim sup(2€)°~% |Ge(y)]
seklindedir. [2]

Tamm 1.12. s € [1,2) olsun. Eger



dimyG(y) =sve0 < M5(G(y)) < o

ise, G(y) nin grafiginin R? de s-set oldugu soylenir. Eger G(y) nin grafigi R2de s-set
ise I lizerindeki y = y(x) salimmli fonksiyonuna I izerinde s-boyutlu fraktal saliniml

denir.

Tamim 1.13. Eger I {izerindeki (1.1) salinimli lineer diferansiyel denkleminin tiim agikar
olmayan y ¢oziimleri liizerinde s-boyutlu fraktal salinimli ise, denkleme I {izerinde

s-boyutlu fraktal salinimli denir.

Bu tezimizin 5. Boliimiinde, diferansiyel denklemlerde sik¢a basvurulan teoremlerden
Sturm Karsilastirma Teoremini de kullandik. Simdi bu teoremimizin ifadesini asagida

verelim.
Teorem 1.1 ( Sturm Karsilastirma Teoremi ) .

(r()y)" +plx)y =0 ()
diferansiyel denklemini bir ¢6ziimii olan y(x), x, < x; olmak iizere x = x, Ve x = x;
ardisik iki sifir noktasina sahip olsun. ve p;(x) = p(x) olmak iizere

(r(x)z')" + p1(x)z =0 (i)

diferansiyel denkleminin bir z(x) ¢oziimii ig¢in x, < x < x; olacak sekilde en az bir

sifir noktas1 vardir.
Teorem 1.2 ( Sturm Ayirma Teoremi ) .
Eger u(x) ve v(x)
(r()y) +px)y =0

diferensiyel denkleminin iki lineer bagimsiz ¢oziimii iseler, u(x) in ardisik iki sifir yeri

arasinda v(x) in bir sifirt vardir.



2. BOLUM

IKIiNCI MERTEBEDEN LINEER DIFERENSIYEL
DENKLEMLERDE RECTIFIABLE VE UNRECTIFIABLE
SALINIM

Bu bolimde ikinci mertebeden belli tipteki lineer diferensiyel denklem sinifinin
¢oziimlerinin davramislarimi ele alacagiz. Burada 1=(0,1) ve 1=[0,1] olsun. y(x),
I iizerinde tammli ve siirekli reel bir fonksiyon ve y € C (1) olsun. Iiizerinde

yeEc*(hn C (7) olmak iizere ikinci mertebeden
y'(x) + f(x).y(x) =0 (2.1)
lineer diferensiyel denklemin ¢oziimlerini inceleyecegiz.

f(x) katsayis1 I lizerinde yeterince diizglin ve pozitif bir fonksiyon olsun ( X=0 da tekil

olabilir, Lemma 2.1 ¢ bakiniz.) ve f(x)

dx < o (2.2)

1 n
_ 1 1
lim f " "
=0 ) 700 \YF @)
Seklindeki Hartman-Wintner sartin1 saglasin. Boyle bir katsayi1 i¢in klasik bir 6rnek
fO) = axe
Euler tipi katsayisidir, burada A > 0, a > 2vex € Idur.

(0, ) aralig1 lizerinde Hartman-Wintner sartin1 saglayan lineer katsayili diferensiyel
denklemler tizerinde ¢alisilmistir. Bunun i¢in [3] ve [4] numaral1 kitaplar kaynak olarak

gosterilebilir.

y = y(x) reel fonkisyonunun, ] € R de sonsuz sayida (veya sonlu) sifir1 varsa, agik bir

aralik olan ] de salinimli (veya salinimsiz) oldugu sdylenir. (2.1) denkleminin tiim



asikar olmayan ¢oziimleri ] tizerinde salinimli (veya salinimsiz) ise (2.1) denklemine ]

tizerinde salinimli (veya salinimsiz) denir.

Ilk lemma (2.1) denkleminin salinim &zelliklerine iliskin birka¢ temel olguyu

soylemektedir. Ispatlar iyi bilindiginden ihmal edilmistir.
Lemma2.1. f €C?((0,1]) ve I iizerindef (x) > 0 olsun

i) (salinimsiz olma 6zelligi) 0¢ J olacak sekilde ] € I acik aralig1 igin (2.1) denklemi ]

de salinimsizdir.
ii) (salimim igin gerek sart) Eger (2.1) denklemi I iizerinde salinimli ise bu taktirde
f(x)
lim f(x) = o
anlamia gelen x = 0 noktasinda i¢in singular(tekil) olmalidir.

iii) (salinim igin yeter sart) Eger f(x), her x €1 ve 1y, > % olmak tizere

fx) = Ax2

seklindeki daha diisiik biiyiime kosulunu saglarsa, (2.1) denklemi Iiizerinde salinimli
olur. (2.1) denkleminin her bir y ¢6ziimii ardisik sifirlarinin her ikisi arasinda ya

konveks ya da konkavdir.

Daha sonra Tamim 1.4 den G(y) nin uzunlugu, y €C (I) ve y fonkisyonunun

diferansiyellenebilir oldugu durumda

length(G(y)) = !ei_%j‘/l + (y'(x))2dx

formiilii kullanilarak hesaplanabilir. Bir sonsuz aralik iizerindeki herhangi bir siirekli
fonksiyonun sonsuz uzunlukta oldugu ag¢iktir. Bununla birlikte eger y(x) siirekli
fonksiyonu sonlu bir aralik tizerinde salinimli ise bu durumda length(G(y)) sonlu
veya sonsuz olabilir. Ornegin asagida Sekil 2.1 ve Sekil 2.2 de sirasiyla grafikleri

verilen
y.(x) = xzsin(i) ve y,(x) = xsin(i)

¢cozlimlerinde, length(G(y,)) sonlu ama length(G (y,)) sonsuzdur.



Sekil 2.2. ,(x) = xsin(?) in grafigi

Bu durum sonlu bir araliktaki siirekli salinimsiz fonksiyonlar i¢in de dogrudur.

Ornegin g > 0 olmak iizere
y(x) = x1

fonksiyonu i¢in lenght(G(y)) sonludur. Diger taraftan eger x € (0,1] igin

1
y(0) =0 ve y(x) = xP + x4 (1 + cos (;))
ise bu durumda y(x) sonsuz uzunluga sahiptir. Burada p ve g
O0<g<p<l1
seklindedir. y(x)

xP ve xP + 2x1



grafikleri arasinda kaldigindan x = 0 noktas1 I de y(x) in bir sifiridir. Sonlu bir aralik
tizerinde siirekli fakat hicbir yerde diferansiyellenemeyen fonksiyonun en iyi bilinen

ornegi olan Weierstrass 6rnegi de sonsuz uzunluga sahiptir. ( [5] ve [6] kitaplarina

bakilabilir.)
Iyi bilinen
1
y" (x) + 2x"2y(x) = 0, A> 7
Euler diferansiyel denklemi Tanim 1.1 den ya ] smirsiz ya da 0 € | iken herhangi bir

] € R acik aralig iizerinde salimimidir. ( Ornegin [7] ve [8] deki kitaplara bakilabilir.)

Euler diferansiyel denklemi x = e’ bagimsiz degisimi yapilarak sabit katsayili lineer

diferansiyel denkleme indirgenir ve buradan ¢6ziim bulunur. Gergekten genel ¢ozimii
y(x) = c1y1(x) + 272 (%)
seklinde oldugunda burada

x =et vedx = etdt

olmak tizere
d_y — e_td_y
dx dt
dx? dt? dt

tirevleri Euler diferansiyel denkleminde yerine yazilarak

d’y d
—y——y+/1y=0

seklinde sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denkleme indirgenir. Bu denkleme
ait karakteristik denklem
r?—r+1=0

olmak tlizere kokler



seklindedir. Burada {i¢c durum s6z konusudur.
() A< i ise, kokler reel ve farklidir. Buna gore ¢6ziim
y(x) = c;e™t + c,e™t olmak iizere y(x) = ¢, x™ + ¢,x™ seklindedir.
(ii) 1 = 2 oldugundan kokler Tip = 2 seklinde olup ¢6ziim
4 g 27 2
1 1
y(x) = cyet + cye™t den y(x) = ez’ + cytez’ olmak iizere
A 4
y(x) = cyxz + cyxlnxz

biciminde bulunur.

=

Dolayisiyla (i) ve (ii) durumlarindan da gorildigi gibi 1< iken denklem

salinimsizdir.
(iii) 1> ise, Karakteristik denklemin kokleri
. , 1
N2 = 2

kompleks oldugundan sabit katsayili lineer diferansiyel denklemin ¢éziimii
1
y =ez".| c,. cosﬁt + c,. sin@t
2 2
seklindedir. Buradan Euler diferansiyel denklemin ¢oziimii

y = x% €1.COS <§ (lnx)) + c,.8in <@ (lnx))

seklinde elde edilir, burada p = ’(/1—%) dir. Buna gore A>i iken denklem

rectifiable salimmlidir. [9] ve [10] da
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y"'(x) +Ax2y(x) = 0
denkleminin daha genel hali; A > 0 olmak tizere
y'(x) + Ax %y(x) =0

denklemi « €[2,4) igin I {lizerinde rectifiable salinimh, a >4 igin [ iizerinde
unrectifiable salmimli oldugu ispatlanmistir. Ayrica asagidaki Ornek 2.1 e bakiniz. Bu

sonug asagida Teorem 2.3 te verildigi gibi [10] da daha da genellestirilmistir.
y'(x) +Ax"*y(x) =0, 1>0
diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii

y(x) = 1 y1(x) + c2¥,(x)

seklindedir, Buradan

y,(x) = x.cos <\/I/x> ve y,(x) = x.sin (ﬂ/x>

dir. Gergekten
y'(x) + Axty(x) =0, 21>0

denklemi (x*D? + 1)y = 0 diferansiyel formunda yazilarak operatdriin garpanlara

ayrilma metodu kullanilirsa
(x2D+ M)(x*D +N)y =0

seklinde yazilir. Burada M ve N belirlenmesi gereken fonksiyonlardir. Bunlar1 bulmak

icin gerekli islemler yapilirsa
x*y" + (2x3 + Nx?2 + Mx?)y' + (x2N' + MN)y =0
olmak iizere bu denklem
y"' () +x~*y(x) =0
denklemi ile g6z Oniine alinirsa
2x3 4+ Nx? + Mx?> =0 ()
ve

x2N'+ MN =1 (ii)
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bulunur. Buradan
2x+N+M=0>M=—-N—2x
olur. Bu deger (ii) de yerine yazilirsa
x?N'— (N +2x)N =1
veya
x2N'— N2 —2xN =1

Ricatti diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin N =ax + b seklinde bir

¢Oziimii goz Oniine alinarak
ax? — (ax + b)? — 2x(ax + b) = 1
(—a? —a)x? + (—2ab — 2b)x — b* =1
esitliginden
—a’—a=0=>a=0, a=-1
ve
—2ab—-2b=0 = —-2b(a+1)=0 2a=-1, b=0
—b2=1=2b2=-)A=b=V-12b=71iVA
olmak iizere N = —x7ivA seklinde bulunur. Buradan (i) ifadesinden
M = —(—x;iﬁ) —2x = —x;iﬁ
olup M = N bigiminde elde edilir. Sonug olarak
N=-x+iVi ve M =—x—iV2a
olmak iizere
y" () + x~*y(x) =0
denklemi
(X2D —X —iVAD)(X2D =X +iV)y =0
seklinde carpanlarina ayrilir. Burada

(x2D —x +iV)y =u
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alinirsa denklem,
(x?2D —x —ivDu=0veya x?u' —(x+ivl)u=0

seklini alir. Degiskenlerine ayrilabilen bu diferansiyel denklemin ¢oziilmesi ile

—-iva
u=rcyxe x

bulunur ve bu ¢6ziim
(2D —x+ iVD)y=u
denkleminde yerine yazilirsa

=iV
(x2D —x + iVA)y = c;xe =

veya

yye gore diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii,

1 WA -2
A= e_f(i_x_z)dx =x"le7x

integral ¢arpani olmak iizere

-iVi C —2iVA
xlex y=——e x 40,
2iV2
Clx - ﬁ
y=—=e x +cCxex

2ivV2

genel ¢oziimii elde edilir. R de ¢6ziime ulagsmak i¢in Euler formiilii kullanilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

Vi Vi

= (3XC0S — + C4xSin—
Y x x

¢Ozlimii bulunur. Burada ¢; = Zf—lﬁ +c,vec, = % + c,i seklindedir.

Teorem 2.1 te verildigi gibi y(x) gibi tim asikar olmayan ¢oziimler I iizerinde
unrectifiable salimmhidir, bu da Lemma 3.1 den y’ ¢ L!(0,1) olma durumuna denktir.
Ozellikle
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limy(x) =0 ve lim|y'(x)| = (2.3)
x—0 x-0

denkleminin sartlarin1 karsilayan ¢oéziimlere Jaros ve Takasi tarafindan getirilen “’kara
delik ¢6ziimi’” adi verilir [11,5.49]. Astrofizikte, x bagimsiz degiskeni yildiz kiimesinin
merkezinden radikal mesafeyi temsil eder ve bagimli degiskeni ise Newton yasasinin
kiiresel olarak simetrik dagilmis kongfigiirasyonlarinin yogunluguna bagli olan basinci

temsil eder.
Euler tipi denklemlerle ilgili bu sonuglar asagida 6zetlenmistir.

Teorem 2.1. f € €?((0,1]) ve iizerinde f(x) > 0 olsun. Kabul edelim ki f(x), (2.2)

Hartman-Wintner kosulunu saglasin ve burada a > 2 i¢in
}Ci_r)r(l)x“f(x) =1>0
olsun.
i) Eger @ € (2,4) ise, (2.1) denklemi I iizerinde rectifiable salinimlidir.
ii) Eger a > 4 ise, (2.1) denklemi I iizerinde unrectifiable salinimlidir.

Bu ¢alismadaki ilk temel sonug¢ Teorem 2.1 teki noktasal salinim kriteri ile bir integral

kriteri yer degistirerek yukaridaki sonuglar daha da gelistirilmistir.

Teorem 2.2. feCZ((O,l]) vel iizerinde f(x) >0 olsun. f(x), (2.2) Hartman-

Wintner kosulunu saglasin.

i) Eger
H’%J Vf(x)dx < oo (2.4)

ise, (2.1) denklemi I {izerinde rectifiable salinimlidir.

ii) Eger

mj ) dx = o (2.5)

ise, (2.1) denklemi 1 iizerinde denklemi unrectifiable salinimlidir.
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Diger bir deyisle (2.2) Hartman - Wintner kabulii altinda (2.1) diferensiyel denkleminin
rectifiable salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart (2.4) sartinin saglanmasidir. Bu

teorinin (i) ve (ii) sonuglarnin ispatlar sirasiyla Bolim 2 ve 3 te verilecektir.

Bir sonraki 6rnek, yakin zamanda [9] ve [10] da ispatlanan rectifiable ve unrectifiable
saliimlar tizerine bazi sonuglar icermektedir. Bu 6rnekler Teorem 2.2 nin direk bir

uygulamasi olarak g6z 6niine alinabilir.
Ornek 2.1.1 iizerinde Euler tipi

(P y"(x) +Ax 2y(x) = 0
denklemini g6z Oniine alalim, burada A > 0 ve a > 2 dir.

f(x) = Ax~% fonksiyonunun (2.2) Hartman-Wintner sartini saglayip saglamadigini

kontrol etmek kolaydir. Bunun i¢in

dx < o

1\
(le‘“>

1
1
limj4
e20 ) YAx=¢
&

oldugunu gosterelim. Burada

-1

() = (o = (37) =% i

ve

1\ a1l a a_,
<4 ) = : (— - 1) x4
VAx—« 4 4
olmak tzere

1 5

iy (5 (@ 1) (@ 1)[1- 5] ) < o

lim Vi 1) x+ %dx = lim

e-0) Yax—a 4
£

1 a1 (a: )

elde edilir, bu da f(x) =Ax~* fonksiyonunun (2.2) Hartman-Wintner sartini

sagladigin1 gosterir. Ayni zamanda

}El_r)%f Vf(x)dx <
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olmasi i¢in gerek ve yeter sart & < 4 olmasidir, gercekten

1 1 1
1 -a 4)% 4—a 4—a
lim | VAx—%dx =lim | Azx# dx = lim (1T - eT) < o0
€0 £-0 — a0 e>0
& &
oldugu goriiliir.

Boylece Teorem 2.2 ye gore a € (2,4) iken I {izerinde rectifiable salinimhi ve a > 4

iken I {izerinde unrectifiable salinimli oldugu goriiliir.
Sonraki iki 6rnek Teorem 2.2 ile ilgili uygulamalar1 gostermektedir.
Ornek 2.2.

_ -B
BB =0 26)

y'(x) +
denklemini g6z Oniine alalim. Burada A, a ve f pozitif sayilardir.
a > 2oldugu zaman (2.2) Hartman-Wintner sartinin saglandigi goriilebilir.
a < 4oldugu zaman (2.4) saglanir ve boylece denklem rectifiable salinimli olur.
a > 4oldugu zaman (2.5) saglanir ve denklem unrectifiable salinimli olur.

Kritik deger @ = 4 i¢in, denklem rectifiable salinimlidir ancak ve ancak f > 4 ise.

Gergekten @ = 4 i¢in

1

1 1
gl—r?of Vf(x)dx = lsl—rgf \/x‘*(/l —log x)# dx
& &

1

1
=lim | ————dx

= B
e0 ¢ X(A —logx)+

ifadesindeki integrali ¢c6zmek i¢in A — log x = u aliirsa
dx
— =—-In10du
X

elde edilir. Buna gore
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hmJ. Vf(x)dx =

-B
hm(@.lnn—*l @fJnai*ﬂ<:m
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olmasi igin _TB + 1 < 0 olmalidir. Buradan 8 > 4 gelir. O halde a« =4 iken g >4

olmalidir.
Ornek 2.3. 1 iizerinde § > 0 icin

. 52 1-62
y"(x) + x25+2+ 12 y(x) =0

seklindekiChirp denklemini géz dniine alalim. Buradaki

52 1—62
f&x) = $20+2 + A2

katsayisinin (2.2) Hartman-Wintner sartin1 sagladigi agiktir. Ayrica

181381 Vf(x)dx < o

2.7)

sartinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart § < 1 olmasidir. Bundan dolay1 (2.7)

denkleminin & € (0,1) iken I iizerinde rectifiable salimmli ve § > 1 iken I Tizerinde

unrectifiable salinimlidir.

(2.7) denkleminin ¢oziimleri signal (sinyal,igsaret) islemenin ¢oklu fraktallarinin

formiilasyonunda zaman-frekans analizi ve modiilasyonunda 6nemli olan Chirp-like

benzeri davraniglar olarak adlandirilan modellerde kullanilmistir [12].

Bir sonraki sonuglarimiz f(x) katsayisinin perturbation(dejenere) bir smifi altinda

rectifiable saliniminin kararliligini ortaya koymaktadir.

Teorem 23. f€C 2((0,1]) ve f(x) > 0 ve (2.2) Hartman-Wintner sartin1 saglasin.

[ tizerinde
p(x)
V()

€ L1(D)

olmak tzere

y"'() + (f() + p(x))y(x) = 0

perturbed(dejenere) denklemini gz oniine alalim.

(2.8)
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i) Eger (2.4) sart1 saglaniyorsa (2.8) denklemine 1 {izerinde rectifiable salinimlidir

denir.

ii) Eger (2.5) sart1 sagliyorsa (2.8) denklemine I {izerinde unrectifiable salinimlidir

denir.

Bu teoremin ispat1 Boliim 3 ve 4 te verilecektir. Bu sonuglarin ilk uygulamasi olarak
(2.7) den daha genel lineer diferansiyel denklemler igin rectifiable salinimli oldugunu

gosterebiliriz.

Ornek24. 0<6<1, >0, u €R ve I iizerinde
" A #
y" () + (i + 15) ¥(¥) = 0 29)

Bu denklem Chirp denklemi olan (2.7) nin genellestirilmis halidir. Onceki &rnekte
oldugu gibi

fx) = 2xm2072
katsayis1 (2.2) ve (2.4) sartim saglar. Oncelikle f(x) = Ax~2%72 katsayisim (2.2)
Hartman-Wintner sartim sagladigmi gosterelim. Gergekten f(x) = Ax~29=2 ijken

1 -1 85,1

= 17.x2"2
T

ve

1 -2 8.3
=—/14(52—1)x2 2

(7w) "3

olmak tzere

1

lim f !
SR

1
1 -1
dx = = (62— 1Az lim | x5 'dx
4 &-0

&

(7)

)

1 -1 X
— 2 _ < 1i -
RS

&
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1(62-1) 2 o &
—ZTAZE_I)%(l —&¥) <

elde edilir. Ayrica
F) = a2

katsayisi (2.4) sart1 olan
1
lirréf Vf(x)dx < o
E—
&

esitsizligini saglar. Gerg¢ekten

1 5 1
V() = VYAx—26-2 = Ja.x"2 2

olmak lizere

1
5 1
lim Yf@)dx = lim f x"2 zdx
E— E—
&

1
1 8.1
= Aslim | x 2 2dx
-0
&

20 s 1
_1—6‘192%( 2—52)<00

oldugu goriiliir. Ayrica p(x) = ux~2i¢in 0 < § < 1 oldugunda

PO _ Dt et (1)

V)

degerini elde ederiz. Teorem 2.3 den (2.9) denkleminin rectifiable salinimli oldugu

goriiliir.

Teorem 2.3 in diger bir uygulamasi olarak Euler diferansiyel denkleminin énemli bir
logaritma perturbationu (dejenerasyonu) igin I {izerinde rectifiable salinimi ispatlanabilir
[13].

Ornek2.5.2<a <4, $>0,1>0 uERvea<1

olmak tizere | = (0, a) olsun. J araliginda
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A usinx

y" () + (— +

x*  |lnx|f

)y(x) =0 (2.10)
Euler diferansiyel denkleminin genellestirilmis halini goz 6niine alalim. (Ki bu denklem
ayni zamanda Riemann-Weber denklemi olarak adlandirilir) [13].

Belirtelim ki A < pu oldugunda (2.10) diferansiyel denkleminin katsayilar1 negatif
olabilir. Bu da Teorem 2.3 iin Teorem 2.2 de rectifiable salinim i¢in integral kriterinin

kapsamini genislettigini gosterir.

Diger taraftan p(x) keyfi biiyiikliikte negatif degerler alabilecegi kabuliinden siradan bir
salinim i¢in Kneser kriterinde oldugu gibi A > 1/4 igin

Vf(x) = 1/x?

rectifiable salinimi i¢in noktasal karsilastirma kriterlerin olusturulmasi beklenilemez.

Bakiniz Ornek 6.1.
Ornek 2.1 deki gibi
f(x) =Ax"¢
(2.2) ve (2.4) kosullarini karsilar. Ayni zamanda
p(x) = w.sinx. |Inx|#

olmak tizere 2 < a < 4, f > 0 oldugundan

p()/f(x) € L'())

oldugunu soyleyebiliriz. J izerindeki (2.10) denkleminin rectifiable salinimi Teorem 2.3

den goriiliir.

Daha &nceden de belirtildigi gibi R? deki egrilere ayn1 zamanda fraktallar olarak da
bakilabilir ve (2.1) denkleminin unrectifiable salinimli olmasimi fraktal geometri
acisindan da incelemek istiyoruz [1]. Daha kesin bir ifadeyle belirtmek gerekirse
Teorem 2.1 ve Teorem 2.2 de olusturulan (2.1) denkleminin ¢éziimlerinin unrectifiable
salinimi, € sifira giderken |G¢(y)| nin asimptotik davranisini kullanarak tarif edilebilir;

burada |G¢(y)| alisilageldigi tizere

Ge() = {(t1,t) € R?:d((t1,£,), G(y)) < €}

seklinde taniml G () grafiginin € — komsulugunda Lebesgue Sl¢iisiinii gosterir,
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burada € > 0 ve d((tl,tz),G (y)); (tq,t;) den G(y) ye olan uzunlugu(farki) gosterir.
Bu grafik G (y) nin tst(upper) Minkowski-Bouligand boyutunu

10g|Gs(3’)|>

dimyG(y) = lgl_r)ré sup (2 " loge

seklinde hesaplar. Ayni zamanda G (y) nin s-boyutlu tist Minkowski 6zdesligi s € [1,2)

olmak {izere
(6 (»)) = lim sup(2€)°2 |G ()
seklindedir [2].

[ 6,b6lim 5.2 ], [14,boliim 5.5 ] ve [ 15,boliim 9] kaynaklarinda yer aldigi gibi eger
length(G(y)) sonlu ise

dimyuG(y) = 1ve 0 < MY(G(y)) < =

dur. Diger taraftan eger length(G(y)) sonsuz ise dimyG(y), [1,2) araligindan
herhangi bir reel s degeri olabilir ve M*(G(y)); 0,00 veya (0, o0) araliginda herhangi bir
reel say1 olabilir. M.Pasic in [16] deki ¢alismasinda verdigi Tanim 1.12 den agiktir ki
s € [1,2) olmak iizere eger G(y) R? de s-set ise bu taktirde |G¢(y)| nin asimptotik

davranigi i¢in

o™ < [Ge()| < 1870
esitsizligi yazilabilir, burada ¢y > 0, ¢; > 0 ve € > 0 dan bagimsizdir.
[16] te, A > 0 ig¢in Euler tipi diferansiyel denklem

(Pla :y" +Ax7%y(x) = 0

s-boyutlu fraktal salinim olusturulmustur. (P), nin I iizerinde 1-boyutlu fraktal

salinimli oldugu ve
a>4ves = 3/2—2/a

olmak tizere P, 1 tlizerinde s-boyutlu fraktal salinim1 oldugu ispatlanmistir.

Ayn1 zamanda (2.7) Chirp - denklemi & € (0,1) ise 1-boyutlu fraktal salinimli eger
6 > 1 ise s-boyutlu fraktal salinimli oldugu soylenebilir, burada boyutun degeri
s = (38 +1)/(26 + 2) seklindedir. Bunun igin [15,b6liim10] referansina bakilabilir.
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Haussdorf olgiisiine gore tanimlanan s-kiimelerinin R? deki fraktal kiimelerinin

calismasinin teorik kavramlarda 6nemli bir rol oynadigini belirtmek isteriz. [17]

Ustelik, Minkowskinin non-dejenere durumunda, Tanim 1.12 de tanimlanan s-kiimeleri
de Minkowski olgiilebilirligi olarak goriilir. Bu da fraktal c¢izgiler ve fraktal
davullarin(drums) 6z frekanslarinin ve fraktallarin 6lgiilebilirligi ¢alismasinda 6nemli

bir kavramdir. (Weyl-Berry varsayimi) [17,18] ve [19].
Mikowski 6lgiilebilirligi dinamik sistemlerde de ¢alisilmistir [20].

Besinci boliimde, Teorem 2.1 de verilen unrectifiable salinim gelistirilmis halini ispat

edecegiz.

Bu baglamda s > 1 olmak iizere herhangi bir s-boyutlu y fraktal salinim fonksiyonu,

unrectifiable salinimli olmalidir.
y'(x) + Ax"*y(x) =0,A>0

orneginde oldugu gibi genel olarak bu durumun tersi dogru degildir. Bunun igin

M.Pasic in [16] numarali ¢alismasina bakilabilir.

Teorem 2.4. f € C?((0,1]) veliizerindef (x) > 0 olsun. Kabul edelim ki f(x), (2.2)

Hartman-Wintner sartini saglasin ve @ > 2 ve A > 0 olmak iizere
ling x*f(x) =2 (2.11)
xX—

olsun.
i) Eger a € (2,4) ise (2.1) denklemi I tizerinde 1-boyutlu fraktal salinimlidir denir.

ii) Eger a >4 ise (2.1) denklemi I iizerinde s-boyutlu fraktal salinimlidir denir,
burada s = 3/2 — 2/a seklindedir.

Son olarak rectifiable ve unrectifiable salinimlarin birlikte bulunma problemini ele

alirsak asagidaki ii¢ durum ortaya ¢ikar:

Teorem 2.5. 1 iizerinde salinimli lineer diferansiyel denklem
(P): y"(x) + f(x)y(x) =0

olsun. Bu taktirde asagidaki durumlardan herhangi biri olabilir.

i) (P) nin tiim ¢oziimleri liizerinde rectifiable salinimlidir
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veya
ii) (P) nin agikar olmayan tiim ¢éztimleri I {izerinde unrectifiable salinimlidir
veya

iii) (P) nin bir ¢6zlimii (bir sabite kadar) I {izerinde rectifiable salinimlidir ancak (P)

nin biitlin diger bir bagimsiz ¢éziimleri [ tizerinde unrectifiable salinimlidir.

(i) ve (ii) nin miimkiin olmasi Teorem 2.1 in sonucudur. (iii) durumu Ornek 6.1

kullanilarak Boliim 6 da gdsterilecektir.



3.BOLUM
y"'(x) + f(x).y(x) = 0 DIFERANSIYEL DENKLEMININ
RECTIFIABLE SALINIMLILIGI

Bu boliimde Teorem?2.2 ve Teorem 2.3 in (i) sonuglarinin ispati verilecektir. Yani (2.2)
diferensiyel denkleminin rectifiable salinimli oldugu gosterilecektir. Bunun igin

asagidaki lemmalara ihtiyacimiz vardir.

Lemma3.1. y € C((0,1] n C(D)) ve

length(G(y)) = };i_%j‘/l + (y'(x))%dx (3.1)

olmak iizere G(y) grafiginin R? de bir rectifable egri olmas1 icin gerek ve yeter sart

y' € L}(I) olmasidir [5].

Lemma 3.2. f € CZ((O,l]) ve I lizerinde f(x) > 0 olsun. Kabul edelim ki f , (2.2)

Hartman-Wintner sartini ve lirré f(x) = oo gartin1 saglasin. Bu durumda
X—

1
lingf f(x)dx = o (3.2)
E—

&

ve
lim /™2 ()f'(0) = 0 (3.3)
X—

seklindedir.

Ispat.

Kolaylik saglamak i¢in k(x) = f - 4(x) alalim. (2.2) Hartman-Wintner sartindan her
s € (0,1) i¢in
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1
fk(x).k”(x)dx > — flk(x)k"(x)ldx > — flk(x)k”(x)ldx =—-K

S 0

yazilabilir. Burada birinci integrale kismi integrasyon uygularsak
k' (x)dx =dv ise, k'(x) =v ve k(x) =u ise, k'(x)dx = du

olmak tizere

1

1
J.k(x)k”(x)dx = kGOK' (%) 12— f(k'(x))zdx >k

N
veya

1
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jk(x)k”(x)dx =k(Dk'(1) — k(s)k'(s) — J(k’(x))zdx >—-K (34)

N

denklemi bulunur. Yukaridaki (3.4) esitsizligindeki integral pozitif oldugundan,

k(s)k'(s) < K + |k(D)k' ()|

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik s = 0 dan s = x e kadar integre edilir ve k(0) =0

oldugu kullanilirsa yani

X X
jk(s)k'(s)ds < j(K + |k(1)k'(1)])ds
0 0

olmak tizere k(s) = z doniistimii yapilarak

k?(x) < 2(K + |k(D)k'(1)]x

elde edilir. Burada k(x) = f~1/*(x) oldugundan /f (x) = k%(x) dir. Buna gore

1 1
. . 1
lgl_r)%j\/f(x)dx = !al—r%sz_(x)dx
& &

i 1 1dx
= e202((K + k(D' (D)) J x

= lim Alnx |1= Alim(Inl — Ing) = ©
£-0 £-0



25

bulunur. Sonug olarak (3.2) elde edilir. Simdi de (3.3) i elde etmek igin (3.4) ten

f(k’(x))zdx < K + k(DK (D] = k()k'(s)

yazilir. k(0) =0ves > 0igin k(s) > 0 oldugundan ortalama deger teoreminden

k'(s,) > 0 olacak sekilde s,, — 0 i¢in s, = 0 noktalarinin bir dizisi vardir. Béylece
1
f(k’(x))zdx S K+ |k(DE'(D)]| = k(s)k'(s) < K+ |k(D)k'(1)]
N

tistten sinirli oldugu goriiliir. Bu da
1 1
lin&j-(k’(x))zdx = f(k'(x))zdx < o (3.5)
S—
S 0

olmasi demektir. (3.4) ten ve kk'' nin integrallenebilirliginden
limk(s)k'(s) =c¢
s-0

mevcut oldugu goriiliir. Eger ¢ # 0 ise bu durumda

(k(s)k' ()"

s = 0 n bir komsulugunda [0,3] de siirlidir ve boylece (3.5) den

N
ds k'(s)

26 ) ko <
0 0

elde edilir. Bu ise (3.2) ile geliskidir. Boylece ¢=0 dir. Dolayisiyla (3.3) elde edilmis

olur.

Lemma3.3. f € CZ((O,l]) ve I lizerinde f(x) > 0 olsun. f (2.2) Hartman-Wintner

sartin1 saglasin. (2.1) denkleminin tiim y ¢oziimleri x — 0 iken

1

y<x>=v% ¢4 cos f JF® dt | + ¢, sin f JF®de | +o| 36)

V(@) = F00 lclcos f JF® d¢ |+ ¢,sin f JF®de | +om| 37



asimptotik davranigini saglar.

Ispat. (2.1) diferansiyel denkleminde x = 1/t déniisiimiinii uygulayalim.

= —¢2

1 dt
xX=—->
t

dx

oldugundan buradan

y _ 2% dz_yz_tZi(tzd_y>
dx dt d?x dt\ dt

olmak iizere (2.1) denklemi

s G MG AL

veya

(3 -2 () -

seklini alir. Yani z(t) = y(1/t), (1,00) lizerinde

d d
—(rZ)+awy=0

denklemini saglar. Burada p(t) = t2 ve q(t) = (1/t?)f(1/t) seklindedir.

M
t
im [ 199 4 — o
Mo )P ()

[ b0 (7s)

ve

!

dt < oo
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(3.8)

sartlar1 sirasiyla (3.2) ve (2.2) ile denktir. [3,Teorem 13, p.120] e gore (1, ) tizerinde

(p(t).z'(t)), + q(t).z(t) = 0 lineer diferansiyel denkleminin tiim z(t) ¢dztimleri

B ’q( ’CI(
z(t) = p(t)q(t f (D) dT + ¢, sin f +0(1)
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o L (oo of [ 2@
z(t)—p(t)\/p(t)q(t)lclcos xf p(T)dT + ¢, sin J‘ p(T)dT +0o(1)

sartlarin1 saglar, burada p(t) ve q(t) (3.8) sartin1 saglar. Ayn1 zamanda t — oo iken

Hartman-Wintner asimptotik formiiliinii saglar.

t =1/t, p(t) =t? ve q(t) = (1/t*)f(1/t) oldugundan bu formiiller bize (3.6) ve

(3.7) ifadelerini verir.

Simdi (2.1) ve (2.8) lineer diferansiyel denklemlerin rectifiable saliniminin ispatlarini

sOyleyebiliriz.
Teorem 2.2. (i) sonucunun ispati.

y(x), (2.1) denkleminin ¢6ziimii olsun. (2.2) denkleminin yardimiyla ve Lemma 3.3 ten

y nin I tizerinde salinimli oldugunu goriiliir.

Ustelik (3.7) den her x = 0 ve bir ¢ > 0 sabiti i¢in

' ()l < cVF(x)

yazabiliriz. Buradan y € *((0,1]) oldugundan (2.4) ile birlikte ¥’ € L'(I) olmasini
gerektirir. G(y) nin grafiginin rectifiable oldugu Lemma 2.1 den gériiliir. Boylece y(x)
fonksiyonu I iizerinde rectifiable salinmlidir. Dolayisiyla ayni durum (2.1) denklemi

icin de gegcerlidir.
Teorem 2.3 (i) sonucunun ispati.
y(x) (2.8) denkleminin bir ¢éziimii ve q(x) = 1/% olsun. Bu taktirde
z(x) = y(x)/q(x) fonksiyonundan y(x) = z(x).q(x) elde edilir. Buradan
y'(x) =z"(x)q(x) + z(x)q'(x)
y" () = 2" ()q(x) + 22" (x)q' (x) + z(x)q" (x)
olmak iizere (2.8) denkleminde yerlerine yazilir ve her iki taraf q(x) ile carpilirsa x € I
i¢in
(@*()z" (x) + 2q(x)q' ()2 (x) + z(x)q(x)q" (x)) + (f (x) + p(x))z(x)q*(x) = 0

veya



(@*()Z' () + [(f() + q())q* () + q(x).q" ()]z(x) = 0

denklemini saglar.
s = fxl Jf(®)dt igin Liouville dontisimii Z = Z(s) = z(x) uygulanir ve

ds = —\/f(x)dx olmak iizere

dz_déds_
dx dsdx f&) ds

ve

d?*z g p— dz
F_ _ A/ -
Zf 2(x) ds

dx?

bulunur. Bu ifadeler (2.8) denkleminde yerine yazilirsa

2 1 f0) d2_, () di
ds? 2 FOONf (o) ds fx)gx) ds
g + (PG + )2 =
P! @+ U@+ a7
elde edilir. Burada q(x) = \/_ den f(x) = olmak tizeres € (0, ) i¢in

d’z 1< —4q™5(s)q'(s) dz _ <q’(s)q‘2(s) dé))

ds? 2\ q~*(s)q%(s) ds q~*(s)q(s) ds

"(s) + q~*(s) + p(5)>2 ~ 0o

1
" <q—4(s)q(s) 1 ()

veya

2a A A

Z+2 , dz 24" dz
7oz T 24 ()q(s) 75 24 ()q(s) Is

q“(),,
+< oL ()+(

i TPO) (s))z— 0

veya

28
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q*(s) ,, _
——+<@) ()(4(fm@ﬁq@ﬂz 0

ya da

2/\

d—+ [1+p()g*(s) + 4°(s)q" (s)]z(s) = 0 (3.9)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi elde edilir.
(2.2) sart1 ve p(x)/+/ f (x) € L}(I) varsayimina gore, sirasiyla
q(x)q" (x) € L'(Dve p(x)q*(x) € L' (D)

ifadelerine sahip oluruz. Dolayisyla (3.9) un bir ¢oziimii olarak Z(s) fonksiyonu

2(s) = bysins + bycoss + o(1) (3.10)
d?2 ,
g5z = Gisins + cycoss +0(1) (3.11)

asimptotik davranigini saglar. Burada sabitler b,, b,, c; ve ¢, baslangic kosullarina

baglidir. Belirtelim ki

q(x)
veya

y(x) = z(x)q(x)

olmak tzere

(x)— (x)+Z(x)—
%%~¥L£+(>(> (@ 312
v (x 700 ds q'(x)z(x () q'(x)z(x (3.12)
ve
1)
100 () =~

seklindedir. (3.3) den
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)

lim =

S Ne
oldugundan [3, Lemma 6, s.121] bakildiginda ve aynmi zamanda |z(x)| = |2(s)| < ¢
esitsizligi (3.10) ve (3.12) ifadeleri ile birlikte dikkate alindiginda

A

dz

von 1 , B 1 (dz 1
y'(x) = oo \as T q(0)q'(x)z(x) | = “aoo\as T o(1)
olmasini gerektirir. Bu esitsizlikten ve (3.11) den
1 M _ 4
ly' (0l < 0 ML/ f(x)

elde ederiz. Burada M, y(x) in baslangi¢ sartlarina bagli bir sabittir. Buradan (2.4) ve

Lemma 3.1 yardimiyla y(x) in I iizerinde rectifiable salinimli oldugu soylenir.



4. BOLUM

y’(x) + f(x).y(x) = 0 DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
RECTIFIABLE SALINIMLILIGI

Bu kesimde Teorem 2.2 nin ve Teorem 2.3 iin (ii) sonucunu ispat edilecektir. Yani (2.1)
diferensiyel denkleminin unrectifiable salinimli oldugunu gosterilecektir. Bunun igin

M.Pasic in [9] numarali ¢alismasinda yer alan asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.
Simdi bu lemmay1 ifade edelim.

Lemma 4.1. S, €1, y'(x) in ardisik sifirlarinin dizisi yani her neN igin y'(S,) =0
olsun. Eger ¥.,,|y(S,)| R de 1raksak bir seri ise G(y) nin grafigi R?de unrectifiable bir
egridir. [9]

Teorem 2.4 (ii) sonucunun ispati.

y(x), (2.1) denkleminin asikar olmayan bir ¢6zliimii olsun.

g(x) = (f() s

seklinde gosterelim. Bu durumda (3.2) den x — 0 iken

1
t=nh(x) = fg‘z(s)ds -0 (4.1)

denklemini elde ederiz. Boylece (3.6) dan y(x) salinimlidir. (3.6) ve (3.7) den

1
y(x) = g(x) Asin(f g 2(s)ds + B) + o(1) (4.2)

ve

1 2 _
y'(x) = FIe) Acos(! g~ °(s)ds+ B) +o0(1) (4.3)
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seklinde yeniden yazilir. Burada A ve B, y(x) in baslangig sartlar1 tarafindan belirlenen

(3.6) ve (3.7) de verildigi gibi ¢, Ve c, ye bagli olan sabitlerdir. (4.1) den

.fg_z(s)ds +B = (n + %) s (4.4)

Xn

olacak sekilde {x,} azalan dizisini segebiliriz. S,,, x,, € en yakin y'(x) in bir sifir1 olsun.

(4.2) ve (4.3) dan

Syl z Yyl 250y g(x) (45)

yazabiliriz. Boylece (4.3) ile birlikte g6z Oniine alindiginda y(x), Y. g(x,) waksak

oldugunu gosterebilirsek, unrectifiable salinimli olur.
on € [xp xp-1]

olsun. [x,, x,,_1] aralig1 tizerinde maksimum degerini a,, de alir. Boyle bir maksimum

noktadan birden fazla varsa bunlardan herhangi biri segilebilir. Tanimdan [x,,, x,,_1] de

g(o,) = g(x) = o (4.6)
yazilabiliriz. Burada g(x,,) ifadesi
90) = 9(0) — 9() + glxn) = (o) = [ g

seklinde yazilabildiginden

9(xn) = g(op) — f 9' ()dx = g(o,) - f fh@If @lde (47)

elde edilir. Lemma 3.2 den
) -3/ ,
limf 72(x)f'(x)=0
x—-0
oldugunu biliyoruz. Bu

fh@f' ) <e

olmasini gerektirir. Burada f'(x) ifadesi yalniz birakilirsa
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f(x) < ef 2(x)

elde edilir. Burada esitsizligin sag tarafi f Ya (x) ile garpilip boliiniir ve (4.6) esitsizligi

kullanilirsa herhangi bir € > 0 olmak iizere her x < x,, i¢in

IF/(O] < ef 2(x) < ef T4(x) g (07) (4.8)

olacak sekilde yeterince biiylik n segilebilir. (4.7) esitsizliginde (4.8) ifadesini yerine

koyarsak

900) = g(ow) — £g () f Y2 dx

elde edilir. Simdi (4.4) den

f F2(x)dx < f fl2(0)dx = (4.9)
elde edilir. e = i secersek
g(xn) 2 g(;”) (4.10)

bulunur. (4.10) denklemini saglayacak sekilde yeterince biiyiik n, secilsin. Her n > n,

i¢cin
n 1 tk+1
PRI ED IS ICRIG)
k=7'0 k=n0 tx
tnt1 Xng
1 1 dx
= — -1 = —
- J g(h™2(t))de ~ J e
tng Xn-1

dir. Son integral, (2.5) sartindan x,,_; — 0 iken raksaktir. Bu da ispat: tamamlar.
Teorem2.3 iin (ii) sonucunun ispatu.

y(x), (2.8) denkleminin bir ¢6ziimii olsun.
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ve z(x) = y&)

1
g(x)—4,—f(x) _ﬁ

olsun. (3.9) denkleminin ¢6ziimii Z(s) in (3.10) daki asimptotik davranisi sagladigini
biliyoruz. Simdi.

1

2k +1
b = hx) = [ VFGdx = G m (4.11)

Xk

olacak sekilde x;, yi secelim. (3.10) ve (4.11) den y'(s,) = 0 igin

Ib,| b, B
DGl =) el =50 gla) 220 > g 6))  (412)
K K K k
elde edilir. (4.5) te (4.12) de denemek i¢in kullanilan ayni argiimanlar1 uygulayarak,

(4.12) deki
> ol
k

toplaminin rraksamasinin
[
——dx
) g(x)

integralinin 1raksamasindan kaynaklandigini unutmamaliyiz. Bu da [ iizerinde y(x) in

unrectifiable salinimli oldugunu gosterir.



5.BOLUM

FRAKTAL SALINIMLAR

Bu kesimde (2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri i¢in s-boyutlu salinimi olusturulacaktir.

Bu da Teorem 2.4 ii ispatlar. ilk olarak asagidaki lemmada, (2.1) denkleminin herhangi

bir ¢6zlimiiniin sifirlari i¢in alt ve st sinirlarini verecegiz.

Lemma 5.1. Kabul edelim ki f(x) Teorem 2.4 iin tiim sartlarin1 saglasin. y = y(x)

(2.1) denkleminin bir ¢dziimii olsun. a, € I ,a; N 0 olacak sekilde y nin ardisik sifir

noktalarinin azalan bir dizisi olsun.
i) k € N nin yeterince biiylik degerleri i¢in iki pozitif sabit 1, ve 4, i¢in

1 a T a
2 2
/1—ak+1 <ag— Qe S —
2

esitligi vardir.

ii) k, € N U {0}, @ ya baglhbir say1 ve a > 4 tiir 6yle ki her k € N, k > k, igin

m

(k + ko)

: M >Z/<a—z)

)2/(0—’—2) <a, < (—
==k + ko)

yazilabilir, burada m = ZCZ\/TA—; ve M = Za‘/TA—; dir.

Ispat. (5.2) a > 4 ve m, M ve x,, pozitif reel sayilar:

_2V2
m_a—Z

ve
m = 2M

ve

(5.1)

(5.2)
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_(AM2(a - 2)2 — 162\
Xa = ala —2)

ifadelerini saglasin. @ > 4 oldugundan aciktir ki her x € (0, x,) i¢in

mz(a—Z)z_a(a—4) A <M2(a—2)2_a(a—4)

< )
4x® 16x2 x® 4x @ 16x2 ®

saglanir. Sonra

u(x) = xa/4sin(m/x(a_2)/2) ve v(x) = xa/4sin(M/x(a_2)/2)
tarafindan verilen u = u(x) ve v = v(x) fonksiyonlariin x € ( 0,x,) N[ i¢in

. (m*a—=2)* ala—4)
u + -
4x* 16x2

u=0 (ii)

(iii)

"y MZ(a_Z)Z CZ(CZ—‘I-) —0
y 4x® texz )V~

denklemlerini saglayip saglamadigi kontrol etmek kolaydir. Ayrica, u ardisik sifir
2
noktalarinin (sirasiyla v ) x; dizisinin (swrasiyla z) x, = (m/(km) /(@-2) (sirastyla
2
7z, = (M /(km) /(a-2) ) ile verildigi agiktir. k € N olmak lizere k > k, i¢in x;, € I ve
zy €lve k — oo iken x;, N 0 ve z, N 0 dir. (i) ifadesindeki sol esitsizlige gore ve (ii)
ve (2.1) denkleminde Sturm Karsilastirma Teoremini kullanirak u nun ardisik iki sifiri
noktast xy .1 ile xj, arasinda en az bir y sifir noktas1 vardir dyle ki iy € N olmak {izere
a;, i¢in
Xig+1 < Qi < X,

elde edilir. Bu kurali unun ardigik sifir noktalart olan xj ,x ile xj ix—1 ciftlerine
uygularsak, her k = 1 igin xy 4k < a;,4+k-1 ifadesini elde ederiz, bu da her k € N igin

m %/ a-2)
(m) = Xtk < Qigk-1 = Ak
0

oldugunu gosterir. Bu da (5.2) nin sol tarafinin ispatlar. (ii) deki sag esitsizlige gore
(2.1) esitsizligi ve (iii) de Sturm Karsilastirma teoremini kullanarak (5.2) nin ispat1 ile

ayni sekilde y nin ay .1 ile ay, iki ardisik sifirt arasinda v nin en az bir sifir noktasini

bulabiliriz. iy € N olmak iizere z;  i¢in
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Apg+1 < Zjy < Ay,
olacak sekilde bu kurali tim
Apyj il apyjq
ardisik sifir nokta ciftlerine uygularsak her j > 1 i¢in
Ap+j < Zjy+j-1

ifadesini elde ederiz. k = ky +j ve her k > k igin

M Va2
(k + ko)n)

A < Zk—kgtip-1 = (
elde edilir. Bu da m = 2M oldugundan (5.2) nin sag tarafin1 ispatlar.
Lemma3.3 iin bir sonucu olarak asagidaki lemmalar1 verebiliriz.
Lemmab5.2. f(x) Teorem 2.4 {in tim varsayimlarini saglasin. y(x), (2.1) denkleminin
bir ¢oziimii olmak iizere, tim pozitif ¢ sabitleri i¢in
x =0, ly(O)| < cx™a vely'(x)| < cx /4

seklindedir.

Ayrica bu lemma, (2.1) denkleminin ¢oziimlerinin agsagidaki atlama(sigrama)

ozelliklerinin kanitlanmasinda kullanilabilir.

Lemma 5.3. f(x), Teorem 2.4 iin tiim varsayimlarini saglasm. S, €1, (2.1)
denkleminin herhangi bir y(x) ¢6ziimlerinin ardisik sabit noktalarindan olusan bir dizi
olsun. Bu taktirde ¢ pozitif bir sabit ve bir dogal say1 her k € N i¢in k > k, olacak
sekilde k, € N sadece y(x) e bagh dyle ki

ly(si)| = s,/
seklindedir.

Ispat. Eger y(x) ve z(x) (2.1) denkleminin iki bagimsiz ¢dziimii ise, tiim x € I icin

W(x)=yx).z’(x) —z(x).y'(x) =c#0

oldugunu biliyoruz. Ozel olarak x = s, igin s, y(x) in ardisik sabit noktalarinin

dizisidir ve
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W(sk) = y(s)-2'(sp) = ¢
yani k € N icin |y(si)| = |cl.|z'(sy)| seklindedir.
Lemma 4.2 z(x) ¢6ziimiine uygulandiginda k> k; i¢in

(sl = cs"/s

elde edilir. k > k, i¢in burada k yeterince biiyiik olarak se¢ilir, Lemma 4.2 den dolay1

s, her k > k, igin yeterince kiigiiktiir.
Tanim 2.2 ile ilgili olarak Teorem 2.4 iin (i1) sonucunu ispatlamak i¢in

0<M(G(y)) <oves <dimy(G(y)) <s (5.3)
esitsizliginin saglandigini1 gostermek i¢in yeterlidir, burada s = 3/2 — 2/a seklindedir.
(5.3)de " > " esitsizliginin ispati.
[lk olarak asagidakileri iddia ediyoruz.

y(x), I iizerinde siirekli bir fonksiyon ve a; € I, a; \ 0 olacak sekilde y(x) in ardisik
sifirlarinin azalan bir dizisi olsun. Ayrica her k> k(¢) igin |a; — ax4+1| < € olacak

sekilde burada bir dogal say1 var olsun. Bu durumda

G = D 1yl (@ =), &> 0 (5:4)
k=k(e)

esitsizligine sahibiz. Bu gercek geometrik agidan ¢ok nettir.
Gergekten (5.4) esitsizligini olusturmak i¢in y = y(x) in I = [0,1] araliginda siirekli
reel bir fonksiyon olsun. Yani y € C(I) olsun. k € N olmak iizere a; € I, k - oo iken
ar N 0 olacak sekilde y nin ardigik sifirlarinin azalan bir dizisi olsun ve S, €
(ax+1,ar), k € N olmak tizere y nin ardisik sabit noktalarmin dizisi olsun. ay
dizisinindeki her k> k(¢) i¢in

lay — ar1l < € »
olacak sekilde k(&) gibi bir dogal saymin var olmasidir.

z(x) = |y(x)]

olsun. iddia ediyoruz ki

By = [ak+1, ax] X [0,2(S;)]
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kapali kutusu (closed box) her k> k(¢) i¢in

&EGJLWWM)Se (ii)

kapsamasini saglasin. Burada

I[ak+1'ak]

z(x) in [ay41, ax] araligi tizerindeki kisitlamasini gosterir. (ii) yi ispatlamak igin

Ge (Zl[ak+1'ak])

nin tanimiyla herhangi bir (xy, yo) € By noktasi ve her k> k(&) i¢in

d ((XO, yO)' G(Zl[ak+1,ak])> s¢€ (lll)

dogru oldugunu gdstermek yeterlidir. Ger¢ekten de Ly

L = {(x,¥):x € [Ag41, arl, Y = Yo}

ile tanimlanan yatay bir ¢izgi olsun. A¢iktir ki (xg, yo) € Ly dir.
2(aps1) = z(ag) = 2’6V =0 ve z € C([ags1, ax]) oldugundan

Lien G ( )#0

Z
ags.ax]

oldugu agiktir. Yani

(x*iyO) € Lk n G(Zl[a )
k+1

ag]

olacak sekilde x, € [ayy1, ] noktast vardir. (i) nin yardimiyla

d ((xO' yO)' G (Zl[ak+1'ak]>> = d((xOﬂ yO)' (X*, yO)) = |X* — Xo

Slagr—axl < e

(iii) oldugunu gosterir. Boylece (ii) gosterilmis olur. Simdi (ii) den arzu edilen istenen

(5.4) esitsizligini

> ol -awd = ) 1Bl = | ] Be
k=k(g) k=k(e) k=k(e)
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IA

Gg (Zl[ak+1.ak]) = Ge U (Zl[ak+1vak])
k=k(e) k=k(e)

< Gg(yl[o,ak( )] < |G£(y)|

seklinde ifade edelim. Burada Bj, nin i¢i ayrik ciimlelerdir ve her k € N igin

Gs (Zl[ak+2rak+1]) v Gs (Zl[ak+1:ak]) e Ge (Zl[ak+2:ak])

oldugu kullanilmigtir. Daha sonra y(x), (2.1) denkleminin ¢6ziimii olsun. a; €1,
a, N 0 olacak sekilde y(x) in ardigik sifirlarinin bir dizisi olsun. Yeterince biiyiik bir

dogal say1 olan k 1 segebiliriz dyle ki (2.11) den her x € (O, ako) icin

0<A ==<x%f(x)<21=1, (5.5)

N[ >

esitsizligi yazabiliriz. Ve k >k, igin (5.11) ve (5.12) sonuglari saglanir. Simdi,
Lemma5.3 ile birlikte (2.2), (5.1) ve (5.4) sartlar1 altinda |G.(y)|, c;c; > 0 uygun

sabitleri i¢in

1 1«
62 ) Gl @ —andze Y s'lh—al?
k=k(e) k=k(e) ‘//1_2
30{/4
2, ) a, (5.6)
k=k(g)

seklinde bulabiliriz. Burada k() = k, daha sonra secilecektir.

2\//1_1 2m, 2m a=2 Co a2
my = ) Co=— (=)« vegy=(5—>5) ¢
a—2 T \/,1_1 2ky + 2
olsun. € € (0, &) igin
—a-2 —a-2
o @ +ky<k(e)<2cpea —ky—1 (5.7)

esitsizligini saglayacak sekilde Oyle bir k(&) dogal sayisi vardir. (5.2) ve (5.7), (5.6) de

kullanilirsa c; > 0 olmak tizere « > 4 vec > 0ve H > 1 i¢in
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i 1 C

(k+DH = 4"
k=n

esitsizligi goz oniine alinirsa (5.6) dan

c 1 3(a=2)_
> _ a

veya

3 a-2

1 2
G:(1)lcse2™ @ = czer’a

elde edilir. Buradan sahip oldugumuz
3 2
M5(G(y)) > Ove dimM(G(y)) >s = 577 (5.8)

degerleri ile birlikte (5.3) deki esitsizligin sol tarafi ispatlanir.

(5.3) de "’ < " esitsizliginin ispat.

[k énce yukaridaki G, (y) yi ii¢ parcaya ayrilmis seklinde alalim.
G:(y) = Ge(y1,) U G:(y1,) U G.(y1,)

olsun, burada y;,, I; < [ iizerinde y(x) in kisitlamasini gosterir. Burada I; ler

[, = [O, ak(e)], I, = [ak(g),ako] ve I3 = [ako, 1]
seklinde tanimlanir.

Burada ay,, (5.1), (5.2) ve (5.5) i saglayacak sekilde secilir. ay(e), € > 0a bagh
olarak secilmelidir. Lg(yy,), I; arahigi tizerinde y(x) in yay uzunlugunu géstersin,

i=1,2,3. Buna gore

1Ge)| = |G| + eLe(y1,) + Le(v1,))

< |Gs(y11)| + eLG(yIZ) + &M,
burada M,, [ak,, 1] lzerindeki y(x) in sonlu yay uzunlugu olmak iizere & > 0 ve
e < ay, Verilsin. ai) < & ve k(e) yeterince bilyiik segelim. (5.7) esitsizligi dikkate

alindiginda Lemma5.1 de (5.1) ve (5.2) esitsizliklerinden dolay1
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1 «
——  <se (5.9)
k(e) — ko

esitsizligi yazilabilir. Yani (5.2), (5.7), (5.9) ve Lemma 5.2 nin yardimiyla @ > 4 ve
bazi uygun K; > 0 sabitleri i¢in

a
1Ge )| < 2(ar, + 2 )(|y(suce)| + < el +e)

1, 2
< K1£(5+E) (5.10)
elde edilir. Diger taraftan

k()

|Ge(3’12)| < z ely(si)l + ax — ax—1)

k=k0

k(e)
%4 %y
< K,e 2a,/" +a,
k=k0

k(e)

< Kse Z a/* (5.11)

k=k0

esitsizliginde K5 > 0 bagka uygun pozitif sabit olmak iizere ikinci terim birinci terimden

daha biiyiik yapilabilir. (5.11) ve (5.12) ile birlikte

k()
1 a
|Gg(y12)| < Kze Z (k — )2(a-2)
0
k=ko+1
S [y€E k(S)—kO ( . )
yazabiliriz. Ciinkii a = 4 oldugundan 2(a“_2) <1dir. (5.9) ifadesini (5.12) de

kullanarak

1424 242
|G£(y12)| < Ky za = Kpe2 @ (5.13)
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elde edilir. (5.10) ve (5.13) i birlestirirsek

1 2

1 2 1 2
|G.(¥)| < eM, + KlgE“LE + K485+E < ng?E

esitsizligini buluruz. Buda a = 4 iken % + 2 < 1 oldugundan

M*(G(y)) < o ve dimy(G(y)) <s = % — 2 (5.14)

gerektirir. Buradan (5.3) iin sag esitsizliginin ispati elde edilmis olur.

Dolayisiyla (5.8) ve (5.14) esitsizlikleri ile Teorem 2.4 {in (ii) sonucunu ispatlayan (5.3)
bulunur. Teorem 2.4 in (i) sonucunun ispatlanmas: ile ilgili olarak 2 < a < 4
oldugunda Teorem 2.5 in (i) sonucundan y(x) in Iizerinde (2.1) denkleminin

rectifiable salinimli ¢6ziimii oldugunu sdyleyebiliriz ve buradan
dimyG(y) =1 ve 0 < M} (G(y)) < o

oldugu goriiliir. Boylece Teorem 2.4 {in ispati1 tamamlanir.



6. BOLUM

RECTIFIABLE VE UNRECTIFIABLE SALINIMLARIN BiR
ARADA BULUNMASI
Bu kesimde I araligindaki ¢oziimii (bir sabite kadar) rectifiable salinimli olacak sekilde

lineer bir diferansiyel denklem 6rnegi verecegiz, fakat diger tim bagimsiz ¢oziimleri [

tizerinde unrectifiable salinimlidir. Bu Teorem 2.5 in (iii) sonucunu ispatliyor.

Ornek 5.1. y(x), [0,1] de taniml1 bir fonksiyon olsun. x € E, 1] icin
1
y(x) = Esin((Zx — 1)7T)
Ve x € E,%] icin
1
y(x) = —Zsin((4x - 1)7r)

seklinde tanimlanmig bir ¢oziim olsun. Dolayisiyla (i,%) araliginda y(x) < 0 ve (%, 1)

araliginda y(x) > 0 iken

(ERERER

elde edilir.

1 1
on+1’ 2_71

y'(x), bu iki araligin x = % kesisiminde siireklidir. Genel olarak her x € [ ] ve

n € N i¢in

n

y(x) = (2_nl+)1 sin((2""1x — 1)7)

seklindedir. Burada y(x), x € l'igin

y'(x) + fx)yx) =0
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denklemini saglayan bir salimimli ¢oztiimiidiir, burada f(x) n € N olmak tizere

1 1]

flx) = 22 D2 > 0 tim x € [ﬁ,z—n

seklinde tanimlanan bir adim(step) fonksiyonudur.

f (x) in siirekli bir fonksiyon olmadigi agiktir. Fakat y(x) her bir siireksizlik noktasinda
1/2™ nin
(1/2" — &,,1/27)

seklindeki yakin bir sol komsulugunda y(x) diizenlemesini yapmak ¢ok kolaydir.
Dolayisiyla

y'() + fx)y(x) =0

denkleminden siirekli bir katsayr olan f(x) elde edilir ve burada y'(x)
x = 1/2 noktalarinin her birinde siirekli olmalidir. Yani her bir x =1/2 igin
y'(1/2™) = 7w seklindedir.

Her salinim aralifinda y(x) egrisi ya i¢ biikey ya da dis biikey oldugu igin

y(x)<m

soylenir. Boylece y'(x), Iuzerinde integrallenebilirdir ve Lemma 2.1 ile y(x)

¢ozlimiiniin I lizerinde rectifiable salinimli oldugu soylenir.

Genel olarak, y, her bir salinim araliginda (y nin isaretine bagh olarak) ya konveks(dis
biikey) ya da konkav(i¢ biikey) olacak sekilde O civarinda salinimli olan [ araligi
lizerinde tamml1 C? deki herhangi bir y(x) fonksiyonunu alabiliriz burada y'(x) smurh
ve y(x), f(x) pozitif katsayilt y" + f(x)y(x) = 0 denklemini saglar. Bu taktirde y(x),

[ tizerinde rectifiable salinimlhidir.
Simdi z(x), y(x) den bagimsiz bir ¢6ziim olsun, boylece
W) =zx).y'(x) -z (x)y(x) =1
(yukaridaki Lemma4.3 {n ispatina bakimz). z(x)inx =s, kritik noktasinda
z'(sp) =0 iken W(x) = z(sp)y'(s) =1 dir. Buradan z(sy) = 1/y,(sk) oldugu

sOylenir.
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ly'(x)| tstten smirli oldugundan Y|z(sy)| = o ve Lemma 3.1 den z(x) ¢oziimii
[ tizerinde unrectifiable salmimhdir. Iki rectifiable salimmli fonksiyon olan y; ve y,
nin

c1y1(x) + ¢y, (%)
lineer kombinasyonu ayni zamanda I lizerinde rectifiable salinimli oldugundan ¢ € R

olmak tizere cy(x) € R fonksiyonunun I iizerinde rectifiable salinimli oldugunu fakat

c1,C; € R, c; # 0 olmak tizere
1y (x) + c22(x)

fonksiyonunun I tizerinde unrectifiable salinimli oldugunu sdyleyebiliriz. Boylece
lineer diferansiyel denklemlerin rectifiable ve unrectifiable salinimlari arasindaki

iligkiyi gosterir.
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