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F,, karakteristigi sifir olan bir K cismi {izerinde ranki m = 2 olan serbest
metabelyen Lie cebiri olsun. F, nin sirasiyla otomorfizmleri grubunu ve ig
otomorfizmleri normal altgrubunu Aut(F,) ve Inn(F,;,) ile gosterelim. Inn(F,)
icindeki her bir otomorfizm ile degismeli olan bir ¢ otomorfizmine merkezi
otomorfizm denir. Bu sekildeki otomorfizmler bir grup olusturur ve bu grup
Inn(F,) nin Aut(F,;,) i¢indeki merkezleyenidir. Merkezi otomorfizmler grubunu
C(Inn(E,)) ile gosterelim. Inn(E,) grubu degismeli bir grup olup C(Inn(F,))
tarafindan igerilir.

Bu calismada C(Inn(F,)) grubunun Inn(F,) grubuna esit oldugu
elemanter olarak gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Serbest Metabelyen Lie Cebiri, Merkezi Otomorfizm, I¢
Otomorfizm.
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Let F,, be the free metabelian Lie algebra of rank m = 2 over a field K of
characteristic 0. Let Aut(F,,) and Inn(F,,,) indicate the group of automorphisms of
F,, and the group of inner automorphisms of F,,, respectively. An automorphism ¢
is said to be a central automorphism if it commutes with each automorphism in
Inn(F,,). Such automorphisms form a group which is the centralizer of Inn(£,,) in
Aut(Ey). Let C(Inn(F,;,)) stand for the group of central automorphisms. Inn(F,)
is an abelian group, hence it is contained by C(Inn(Fm)).

In this study, we show by elementary techniques that the group

C(Inn(F,)) is equal to the group Inn(Fy,).

Keywords: Free metabelian Lie algebra, Central automorphism, Inner
automorphism.



GENISLETILMIS OZET

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. ilk boliimde bu ¢alismada genel olarak
hangi asamalardan gidileceginden bahsedildi.

Calismanin ikinci boliimiinde ise, ana sonuglarin yer aldigi tgilinci
boliimde kullanilacak olan bazi kavramlar tanitildi. Vektor uzaylari, alt vektor
uzaylari, baz ve boyut kavramlari, lineer doniistimler, cebirler ve serbest cebirler,
Lie cebirleri, bunlarm alt cebirleri ve idealleri, Lie cebiri homomorfizmleri ve
izomorfizmleri, serbest Lie cebiri ve metabelyen Lie cebiri tanimlandi ve bazi
teoremlerin ispatlarina yer verildi.

Sonlu rankli serbest metabelyen Lie cebiri F, nin elemanter doniistimleri,
Aut(F,;,) otomorfizm grubu, [A-otomorfizmleri IA(F,,), Inn(F,;,) i¢ otomorfizmler
grubu ve C(Inn(F,)) i¢c otomorfizmler grubunun merkezi otomorfizmler grubu
tanimlanip bu gruplarla ilgili baz1 6zellikler verildi.

A, ve By, swrasiyla bazlan {a4,...,a,,} ve {bq,..., by} olan m-boyutlu
abelyen Lie cebirleri olmak {izere 4,, ve By, nin abelyen wreath ¢arpimi A, wrBy,
tammlandi. A,,wrB,, metabelyen Lie cebiri oldugundan, her {xy,..,xy,}—
ApwrBy, dontigimit  bir  F, - A,,wrB,, homomorfizmine bir tek sekilde
genigletilebilir. Tezde sikg¢a bagvurulan teoremlerden biri olan Shmel’kin
teoreminin bir 6zel durumu olarak, &(x;) =a; +b;, i =1,..,m, seklinde
tanimlanan  doniisiimiin  homomorfik genislemesi olan &:F, = A,,wrB,,
homomorfizmi bir monomorfizmdir. Her f € F, komutatér ideal elemaninin bu

doniisiim altindaki goriintiisii; f;;(ty, ..., tm) € K[ty, ..., ty] ve

f= Z[xi,xj]fij(adxl, ey @dX)
olmak tlizere
S(f) = Z(aitj — a]-tl-)fl-]-(tl, . tm)

bi¢gimindedir.
1]



Serbest metabelyen F, Lie cebiri icin C(Inn(F,)) = Inn(E,) oldugu
Shmelkin’in (1973) teoreminin 6zel bir halidir. Bu tezde onun ispatta kullandig1
tekniklerden bagimsiz olarak bu esitligi daha farkli ve elemanter tekniklerle
ispatlamay1 hedeflemekteyiz.

Son bolimde C(Inn(E,)) SIA(E,) ve her v €E, icin @) =v,
¢ € C(Inn(E,)), oldugu gosterilmis ve bundan faydalanilarak C(Inn(F,)) =
Inn(F,) oldugu ispatlanmustir.



TESEKKUR

Bu ¢alismanin her asamasinda bilgi ve tecriibesiyle beni aydinlatan
danismanim Dog. Dr. Sehmus FINDIK’a sonsuz saygilarimi sunar, biiyiik bir
tesekkiirii bor¢ bilirim. Tez sunumu sirasinda Onerileri ve sorulartyla gelisimime
katkida bulunan degerli jiiri iiyeleri Dog. Dr. Nazar Sahin OGUSLU ve Dog. Dr.
Tuncay TUNC’a tesekkiirlerimi sunarim.

Egitim hayatim boyunca her an yanimda olan ve her konuda bana destek
veren annem Ozen¢ ERGINKARA ve babam Adnan ERGINKARA’ya sonsuz

sevgi, saygl ve tesekkiirlerimi sunarim.



ICINDEKILER

OZ ettt I
ABSTRACT ...ttt st I
GENISLETILMIS OZET ... 111
TESEKKIUR. ...ttt et ettt ee et ee et et en e e ee e e \Y
ICINDEKILER. ..ot et ee et ee et ee e e e e e VI
L GIRIS et st 1
2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER...........ccccooiiiiiiecie et 3
3. ANA SONUGCLAR.....ccoitiiitiiertcee ettt et 13

3.1. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin Ig Otomorfizmleri......................... 13

3.2. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin Merkezi Otomorfizmleri.............. 14
KAYNAKLAR ..ottt ettt sttt et et 27
OZGECMIS ..ot eeaen, 29

Vi






1. GIRIS Basak ERGINKARA

1. GIRIS

Sonlu firetilmis serbest cebirlerin otomorfizm gruplarimin belirlenmesi
problemi, modern cebirde 6nemli bir problemdir. Degismeli olmayan ve birlesmeli
olmayan cebirlere verilebilecek 6nemli bir 6rnek olarak Lie cebirlerini ele
aldigimizda serbest Lie cebirlerinin otomorfizmleri, Lie cebirleri ile ilgili bir¢ok
calismada Onemli bir kriter olarak Oniimiize ¢ikar. Serbest Lie cebirlerinin
otomorfizm grubunun tame oldugu gosterilmistir. Bunun yaninda metabelyen Lie
cebirleri sinifindaki serbest cebirlerin otomorfizm grubu, endomorfizm yarigrubu,
test elemanlar1 iizerinde bir¢ok calisma mevcuttur (Bryant ve Drensky, 1993;
Drensky, 1993; Roman’kov, 2008; Findik, 2011; Drensky ve Findik, 2012; Oztekin
ve Ekici, 2017).

F,, Kkarakteristigi sifir olan bir K cismi iizerinde xq, ..., X, tarafindan
iiretilmis ve ranki m > 2 olan serbest metabelyen Lie cebiri olsun. {* ile Lie
cebirlerinin metabelyen (2. dereceden ¢oziilebilir) smifin1 gosterelim. Bu durumda
E,, ¢* Lie cebirleri smifinda ranki m olan serbest cebirdir.

G abelyen bir grup olmak iizere C(Inn(G)) = Aut(G) oldugu, G nin i¢
otomorfizmlerinin taniminin bir sonucudur.

Grubun abelyen olmadigi durumlar i¢in Miller (1913) yaptig1 ¢alismada
otomorfizmler grubu abelyen olacak sekilde non-abelyen bir G grubu insa etmis ve
dolaysiyla C(Inn(G)) = Aut(G) elde etmistir. Bu konudaki bir diger galisma
Curran ve McChaugan (2001) tarafindan yapilmis ve G abelyen olmayan bir p-
grup olmak iizere C (Inn(G)) = Inn(G) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
verilmistir.

Benzer problem serbest cebirler igin asikar sonuglar vermeyip, A bir cebir
olmak {lizere C(Inn(A)) =Inn(4) ve C(Inn(A)) = Aut(A) gibi ekstrem

durumlarin serbest metabelyen cebirleri i¢in ¢alisilmas1 dogaldir.
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Fp, serbest metabelyen Lie cebiri i¢in C(Inn(F,)) = Inn(F,) oldugu
Shmelkin’in (1973) makalesinin bir sonucudur. Bu tezde onun ispatta kullandigi
tekniklerden bagimsiz olarak bu esitligi daha farkli ve elemanter bir yolla

ispatlamay1 hedeflemekteyiz.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu calismada aksi belirtilmedik¢e tiim cebirlerin bir K cismi {izerinde
oldugu varsayilacaktir. V, K cismi lizerinde bir vektér uzayi olmak tlizere V nin

boyutunu dimV ya da dimgV ile gosterecegiz.

Tamm 2.1: V ve W, K cismi iizerinde iki vektdor uzayi olsun. T:V - W
fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa T ye bir lineer doniisiim ya da vektor
uzayl homomorfizmi denir.

(1) v,V EVigin T(vy + vy) = T(vy) + T(vy)

(i) v € V ve her ¢ € K i¢in T(cv) = cT(v)

Tamm 2.2: V ve W, K cismi {izerinde iki vektor uzay1 olmak tizere T:V — W bir

lineer doniisiim olsun.

1. kerT = {v|T(v) = 0} kiimesine T lineer doniisiimiiniin ¢ekirdegi denir.
kerT kiimesi V nin alt vektor uzayidir.
2. imT ={T(v) € W |v € V} kiimesine T lineer doniisiimiiniin goriintiisii

denir. imT kiimesi W nun alt vektor uzayidir.

Teorem 2.3: V ve W, K cismi iizerinde iki vektdr uzayi1 olmak tzere T:V — W
lincer doniisiim olsun. kerT = {0} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T lineer

doniisiimiiniin birebir olmasidir.

Tamm 2.4: V ve W, K cismi lizerinde iki vektor uzayr olmak lizere T:V - W
lineer doniistimii birebir ve orten ise T ye bir izomorfizm, V ve W uzaylarina da
izomorf uzaylar denir ve V = W ile gosterilir. Eger T:V — V lineer doniisiimii
birebir ve drtense T ye bir otomorfizm denir.

3
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Bir T:V = W izomorfizminin tersi olan T~1: W — V lineer doniisiimii de
bir izomorfizmdir. Ayrica T;:V = W ve T,: U = V iki izomorfizm olmak iizere

Ty o T,: U = W bileskesi de bir izomorfizmdir.

Tamm 2.5: V, K cismi {izerinde bir vektoér uzay:r olsun. V fizerinde asagidaki

kosullar saglanacak sekilde bir “X” isleminin tanimlandigini kabul edelim.

1. Heru,v€ViginuXxv €V dir. (Yani X:V XV — V bir ikili igslemdir.)

2. Heru,v,w €V i¢in

u+v)xw=wuxw)+ (vxw)

uxXx@W+w)=wxv)+ (uxw)

dir.
3. Heru,v,w € Vigin (uXv)Xw =uX(vXxXw) dir.

4. Heru,veVvec€e€Kiginc-(uxv)=(c-u)xv=uX(c-v)dir.

Bu durumda V vektoér uzayma “X” iglemi ile birlikte bir cebir denir. Eger V
cebirinin birim eleman1 varsa V ye birimli cebir denir. Eger V cebirinde “X”

islemine gore degisme G6zelligi varsa V ye degismeli cebir denir.

Tamm 2.6: V, K cismi lizerinde bir cebir ve S kiimesi de V nin bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. Eger S kiimesi V' deki islemlerle bir cebir oluyorsa yani V iizerindeki
islemler olan toplama, ¢arpma ve skalerle ¢arpma altinda kapali oluyorsa S ye V

nin bir alt cebiri denir.
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Tammm 2.7: U ve V, bir K cismi lizerinde iki cebir olsun. Her « € K ve her
u,v €U igin ¢:U — V doniisiimi asagidaki kosullar1 sagliyorsa ¢ ye bir cebir

homomorfizmi denir.

i elauw)=a- el
i. ou+v)=9W+e)
ii. @uxv)=¢) X e

Eger ¢ homomorfizmi birebir ise monomorfizm, 6rten ise epimorfizm,
birebir ve ortense izomorfizm olarak adlandirilir. Eger U = V ise ¢ homomorfizmi
endomorfizm, ¢ izomorfizmi otomorfizm olarak adlandirilir. Ayrica her ¢@:U =V

izomorfizminin tersi ¢ ~: V — U de bir izomorfizmdir.

Tamm 2.8: X bostan farkli bir kiime, F bir birlesmeli cebir ve i: X — F bir gdbmme
doniisiimii olsun. Her A cebiri ve her ¢: X — A doniisimil i¢cin ¢ = ¥ o 1 olacak
sekilde bir tek : F — A cebir homomorfizmi varsa F ye X kiimesi tarafindan

iiretilen serbest birlesmeli cebir denir. Yani asagidaki diyagram degismelidir.
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Tamm 2.9: L, K cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olsun. L {izerinde her x,y € L i¢in
(x,y) ikilisine [x,y] elemanini karsilik getiren ve asagidaki kosullari saglayan bir
[]:L X L - L islemi taniml1 ise L ye K cismi iizerinde bir Lie cebiri denir.
L1) Her x € L igin
[x,x] =0
L2) Her x,y,z € L ve a,b € K i¢in
lax + by, z] = a[x,z] + bly, z]
[x,ay + bz] = a[x,y] + b[x, Z]
L3) Her x,y,z € L igin
[x, [y, z]] + [y, [z x]] + [z [x,y]] = 0 (Jacobi 6zdesligi)
[.,.] carpimina komiitatér ¢arpim veya braket ¢arpim veya Lie garpimi
denir. Lie cebirleri Jacobi 6zdesliginden dolay1 asosyatif degildir.
L1) kosulundan
x+y,x+y]=0
[, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y] = 0
[, y] +

I+ yx]=0
[x,y] = [y, x] L1)’
elde edilir. Fakat genelde L1)' kosulu L1) kosulunu gerektirmez:
[x,¥] = —[y, x]
olsun ve 6zel olarak x = y alalim.
[x, x] = —[x, x]
2[x,x] =0

olur. Eger charK = 2 ise [x, x] # 0 dur.
O halde L1) kosulu bir Lie cebirinin antikomiitatif oldugunu gosterir.Lie
cebirlerinin antikomiitatif olmalarindan dolayr her x,y € L i¢in [x,y] = 0 ise L

abelyendir.
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Tamm 2.10: VK cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun. V — V ye olan tiim lineer
doniisiimlerin kiimesi bileske islemiyle bir vektdr uzayidir. Bu vektér uzayi
tizerinde [x, y] = x o y — y o x seklinde tanimlanan garpim ile bir Lie cebiridir. Bu

Lie cebiri gl(V) ile gosterilir. Bu cebire genel lineer Lie cebiri denir.

Tamm 2.11: L Lie cebirinin merkezi
Z(L) ={x € L:her y € Ligin [x,y] = 0}

seklinde tanimlidir.

Tamm 2.12: L bir Lie cebiri ve A, L nin bir alt uzayr olsun. Eger A,L deki Lie

carpimi altinda kapali ise A ya L nin bir Lie alt cebiri denir ve A < L ile gosterilir.

Tamm 2.13: L bir Lie cebiri ve I, L nin bir alt cebiri olsun. Eger her x € [ ve y € L

icin [x,y] € I ise I ya L nin bir ideali denir ve I S L ile gosterilir.

Tamm 2.14: L, ve L, , K cismi {izerinde iki Lie cebiri ve ¢: L; = L, bir doniisiim
olsun. Eger
1) ¢ lineer ise yani her x,y € L ve a,b € K igin
¢(ax + by) = ap(x) + bo(y)
ii) Her x,y € L i¢in
plx, yl = [p(x), o]
ise ¢ doniisiimiine bir Lie cebiri homomorfizmi denir.

Bir ¢ homomorfizminin c¢ekirdegini Kerg ve goriintlisinii Ime ile
gosterecegiz. Eger ¢ birebir ve orten bir Lie cebiri homomorfizmi ise ¢ bir
izomorfizmdir. Bu durumda L, ile L, izomorf cebirlerdir ve L; = L, seklinde
gosterilir. L bir Lie cebiri ve ¢:L — L doniisiimii bir izomorfizm ise ¢ ye bir

otomorfizm denir.
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Ornek 2.15: Her x,y € L icin adx(y) = [y, x] doniisiimiinii tammlayalim. adx

doniisiimii L nin bir derivasyonudur:

adx([y, z]) = [[y, 2], %]
= [z xl,y] - [[x.¥].2]

= [y, [z x]] + [y, %], 7]
= [y,adx(2)] + [adx(y), z]

Tamm 2.16: L, K cismi iizerinde bir Lie cebiri ve X, L nin bostan farkli bir
altkiimesi olsun. L nin X tarafindan iiretildigini varsayalim. G, K cismi lizerinde bir
Lie cebiri ve i: X — L bir gdmme doniisiimil olmak iizere her ¢: X — G fonksiyonu
Y: L = G homomorfizmine bir tek sekilde genisletilebiliyorsa L ye X tarafindan
serbestge iiretilen Lie cebiri denir ve ¢ = 1 o i olacak sekilde bir tek Lie cebiri

homomorfizmi vardir dyle ki

@

v
L

diyagrami degismelidir. Burada |X| yani X in kardinalitesine L serbest Lie

cebirinin ranki denir.
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Tamm 2.17: L,, = K(y4, ..., Vi), m- uretegli karakteristigi sifir olan bir K cismi
tizerindeki serbest Lie cebiri olsun. L, ile L, nin a,b € L, olmak {izere [a, b]
bicimindeki elemanlar tarafindan iiretilen idealini gosterelim. Bu ideale L,, nin
komiitator ideali veya tiiretilmis ideali denir.

Ly ile L, nin c¢,d € Ly, olmak iizere [c,d] bi¢imindeki elemanlar

tarafindan iiretilen idealini gosterelim. Bu durumda;
L
E,="m /L'r’n
Lie cebirinden bahsedebiliriz. F,, igerisinde

[[x,¥1[2,t]] = 0

ozdesligi saglanir. E,, serbest metabelyen Lie cebiri olup ranki m dir. Uretecleri

X1 =Y1+ Ly
X =Y + Ly
xmzym+L’r’r1

bi¢imindedir.
F,, serbest metabelyen Lie cebirinin komutatoér ¢arpimi i¢in ¢arpimi sol

normlu olarak kullanalim:
(U, oo, Up—1, Un] = [[U, o) Un—1], Un] , n=34,..
Gozlem: w € F,, olsun. Jacobi 6zdesliginden
[w,x,y] + [y,w,x] + [x,y,w] = 0

olur. [x,y, w] =0 olup
—_—
eFT’n EF,’n

[W'x'}’] = —[}"W'x] = [W!y!x]

9
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elde edilir. Boylece g, {3, ..., k} nin rastgele bir permutasyonu olmak tizere
[Xil, Xiz, xia(i3)’ ey xia(ik)] = [ Xil, Xiz, xi3' ey xik]

dir (Bahturin, 1987). E,, asagidaki sartlar1 saglayan tiim monomiallerden olusan bir
baza sahiptir:
[Xi) Xiy Xig, r X ] > LS Sm o, i >0 Siz < <

Ornegin m = 2 i¢in F, = K(x;, x,) serbest metabelyen Lie cebirinin bazi

[Xz, xl]! [xZ! X1, xl]! [xZ! X1, .X'z], [Xz, X1, X1, xl]! [xZ! X1, X1, xZ]! [Xz, X1, X2, xZ]!

seklindedir. Genel olarak n- uzunluklu bir baz eleman:

[22, X1, X1, ) X1, Xg, wr)y X3 ]

r tane n—-r-2 tane

seklindedir.

Teorem 2.18 (Shmel’kin, 1973): V, K cismi iizerindeki Lie cebirlerinin

multihomojen bir smifi olsun. L, V smifinda iirete¢ kiimesi {x;:i € I} olan bir
serbest Lie cebiri ve M, L nin bir ideali olsun. g ile g € L nin L/M boliim

cebirindeki denklik smifini gosterelim. O zaman A = L({x;:i € I}, V) igin a; € A

olmak iizere i € [ i¢in &: x; = X, + a; doniisimi

Yy = Awr by

monomorfizmine genisletilebilir.

10
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Simdi yukaridaki teoremi serbest metabelyen Lie cebirleri igin
yorumlayalim: K[ty, ..., t,,] ile bir K cismi lizerinde t, ..., t,, tarafindan serbestce
iretilmis (degismeli) polinom cebirini ve A,, ve B,, ile bazlar1 sirasiyla
{a4, ..., am} ve {bq, ..., by} olan m-boyutlu abelyen Lie cebirlerini gosterelim. Cp, ,
a, ..., 4y, tarafindan dretilmis serbest sag K[ty ...,t;,] modil olsun. Trivial
carpimla bir Lie cebiri insa edelim. Abelyen wreath ¢carpim A,,,wrB,, , C;y X By,
yar1 direkt toplamma esittir. A,,wrB,, nin elemanlar1 f; ler K|[tq,...,t,] de
polinomlar ve B; € K olmak tizere Y%, a; f;i(tq, ..., ty) + 2124 Bib; formundadir.

Ap, wr By, carpimu asagidaki sekilde tanimlanmugtir:

[Cm: Cm] = [Bm'Bm] =0,

[aifi(tl, . tm): b]] = aifi(tli - tm)t-, i,j= 1,...,m.

A wrB,, metabelyen bir Lie cebiri olup her {xq, ..., X, }— A, wrB,,, doniisiimii
bir F, - A,wrB, homomorfizmine genisleyebilir. Shmel’kin’in gdmme
teoreminin bir 6zel durumu olarak, e(x;) =a; +b;, i =1,...,m, seklinde
tanimlanan e: F,, - A,wrB,, homomorfizmi bir monomorfizmdir. Eger

fij(ty, .., tm) € K[tq, ..., tym] olmak lizere

f = Z[xi,xj]fij(adxl, ey @dX)

ise 0 zaman

S(f) = Z(aitj - a]-tl-)fl-]-(tl, . tm)

dir. Simdi her birj = 1, ..., mi¢in Tj = {t

ey tm} tanimlayalim.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Basak ERGINKARA

Yardimci Teorem 2.19: f](T]) € K[T]] olmak lizere i < j ve 1 < j < migin

t.

lltlfl(T]) +-t tmfm(Tm)
olsun. O zaman j < k < m i¢in f,(T}) = 0 dir.
Ispat: j <k <m icin Py =ty fi,(Ty) + - + tyfin(Ty) seklinde tammlayalim.
Simdi t;|P; olsun. Varsayalim ki P; # 0 olsun. O zaman t;, P; € K [T]] nin bir

carpam olur ki buradan celiski elde ederiz. Bu ylizden P; = 0 oldugundan t;|Pj,4

olur. Benzer sekilde Pj,;, = 0 elde ederiz. Bu sekilde devam edersek

elde ederiz ve bu yiizden f](T]) =+ = fu(Ty,) = 0 olur.
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3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

3. ANA SONUCLAR

Bu bolimde ranki m olan F, serbest metabelyen Lie cebiri igin

C(Inn(E,)) = Inn(F,) oldugunu gosterecegiz.

3.1. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin i¢ Otomorfizmleri

Tamm 3.1.1: F,, nin modiilo F,, ne gore birim etkisine sahip otomorfizmlerine IA-
otomorfizm denir. Bu sekildeki otomorfizmlerin kiimesini 1A(F,;,) ile gosterelim,
yani

IA(E,) = {p € Aut(E,) : ¢(x) = x (mod E;)}
dir.

Tamm 3.1.2: Her bir v € E,, igin adv : F,, — F,, adjoint dontistimiinii
adv(u) = [u,v], u € E,

olarak tanimlayalim. F, = {0} oldugundan (adv)? =ad?v =0 olup adv

derivasyonu nilpotenttir.

adv ad®v
exp(adv) =1+ —+

T o +--=1+adv

lineer doniisiimii iyi tanimlidir ve F,, nin bir otomorfizmidir. Bu sekildeki tiim
otomorfizmlerin kiimesi Aut(F,,) nin bir normal altgrubudur ve bu grup F,;, nin i¢

otomorfizmler grubu olarak adlandirilir ve Inn(F,;,) ile gosterilir. Yani

Inn(E,) = {, =1+ adv = exp(adv) : v € E,}

13



3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

dir . Vu, v € Ey, igin

(adv + aduw)(x) = adv(x) + adu(x)
= [x,v] + [x,u]

=[x, v+u]

ad(v + u)(x)

ad(u + v)(x)

Ayrica
((adv) (adu))(x) = adv(adu(x))
=adv([x,u]) = [Lx,ﬁ], v] =0

) \,V.J’
EFTIn E€Fp

olur. Dolayisiyla (adv)(adu) = 0 doniisiimii elde edilir. O zaman Vu, v € F, i¢in

Y, = exp(adv)exp(adu) = (1 + adv)(1 + adw)
=1+ (adv) + (adu) + (adv)(adu)
=1+ (adv + u)
= exp(adv + u)
= Yyiu = Yurv = Yuy

olup Inn(F,,) grubu degismeli bir gruptur.

3.2. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin Merkezi Otomorfizmleri

Tamm 3.2.1: F,, nin i¢ otomorfizmler grubu Inn(F,;,) i¢indeki her bir otomorfizm
ile degismeli olan otomorfizmlerin olusturdugu gruba F, nin merkezi
otomorfizmleri grubu denir ve C(Inn(F,;,)) ile gosterilir. Yani

14



3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

C(Inn(E,)) = {p € Aut(Fy,) : py, = Pyp, Vv € Fp}

dir. Inn(F,,,) grubu degismeli bir grup oldugundan Inn(F,,) € C(Inn(F,)) oldugu

agiktir. Bundan sonraki amacimiz C(Inn(Fy,)) S Inn(F,) oldugunu gostermektir.

Teorem 3.2.2: Her u € F,, i¢cin ¢ € C(Inn(Fm)) olmak tizere ¢ (u) = u dur.
ispat: v € Fj, ve u € Ey, igin 1, € Inn(F,,) alahm. ¢ € C(Inn(F,)) merkezi

otomorfizmini asagidaki sekilde tanimlayalim:
o) =) +u; , b)) = XL cijx
¢ merkezi bir otomorfizm olup v, i¢ otomorfizmi ile degismelidir. Dolayisiyla

oW =Yy, (W)
=Py — [w,v])
=) — [p@), ()]
=) — [p@w), p(w)] + [pw),v]
olup
[p(w) —v, )] =0
[p(v) — v,@] =0

7 >
WEFy, lineer

dir. w = @(v) — v € E,, olup

ew) =a.fi + -+ anfm € G € ApnwrBp,

15



3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

olacak sekilde tek tirlii belirli f, ..., fin € K[ty, ..., t;m] polinomlar1 mevcuttur.

Buradan, e([w, o(w) |) = 0 kullanilarak

e(wo@]) =aifig+ -+ amfmg=0, g= Ik cyt)
ve Cp ay,..,0ay, tarafindan serbestge iiretilen sag K|[t4, ..., t;;,] modiil olup
fg="=fmg=0

elde edilir. ¢ bir otomorfizm olup ¢(x,) = XL, ¢;;x; sifir olamaz. Buradan g # 0

dir. K[t4, ..., t;, ] bir tamlik bolgesi olup

bulunur. Dolayisiyla
ew)=a1fi++anfm=0
ve € homomorfizmi bir monomorfizm oldugundan

w=0=¢pWw)—v

elde edilir. Sonug olarak her v € Ey, i¢in ¢(v) = v dir.

Teorem 3.2.3: C(Inn(F,)) € IA(F,) dir.

Ispat: i = 1,..,m igin u; € E}, olmak iizere
m
Q. X;i Zcikxk + Uu;
k=1

16



3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

sekildeki bir ¢ € C(Inn(F,,)) otomorfizmini alalim. ¢ bir merkezi otomorfizm

oldugundan Teorem 3.2.2 den dolay1

(p([xZ!xl]) = [xZ!xl] Ve (P([xz:xl:xj]) = [.X'z,xl,.x]'] :j =1..,m

olur. Her birj = 1, ..., m igin

<P([x2: X1, xj]) = [fﬂ([xz: x1]), <P(xj)]

[xz,xl, x]] = [xz, X1, lexl + -+ C]‘mxm + u]]

[xz,xl,x]-](l — c]-]-) = Z[xz,xl,xk] Cik

k*j

olur. F,, nin A,,wrB,, wreath ¢carpimi i¢cine gémiildiigiinii kullanarak

(azt; — a1t2)tj(1 - Cji) — (azt;—ayty) Z tkCjk =0
k#j

esitligini elde ederiz. a; ve a, liretegleri serbest liretecler oldugundan
t2(6(1 = ¢jj) = Ziwjtic i) = 0 ve ta(t5(1 = ¢j5) = Zpewj ti ) = 0

olup

t](l — C]']') —2 tk Cjk =0

k#j

17



3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

elde edilir. Buradan her k # j igin ¢j; = 1 ve ¢j, = 0 elde ederiz.

Teorem 3.2.4: C(Inn(Fz)) = Inn(F,).
ispat: ¢ € C(Inn(F,)) olmak iizere ve Teorem 3.2.3 den dolay1 ¢ € IA(E,,) olup;
Durum 1: dega = degfS = 0 olacak sekilde polinomlar olsun. Yani , § € K igin
@:1x1 = x1 + afxy, xq]
xy = Xz + Blxg, x1]

seklinde verilsin.

(p([xZ!xl]) = [xZ + ﬂ[xZ!xl]!xl i a[xZ!xl]]
[xZ!xl] = [xZ!xl] + a[xZ! [xZ!xl]] i ﬂ[xll [xZ!xl]]
a[xZ! [xZ!xl]] - ﬂ[xll [xZ!xl]] =0

Bllx2, x1], x1] — allxz, %4],x,] = 0
elde edilir. [[x5, x1],x1] ve [[x2,%1],x,] F, nin baz elemanlart oldugundan

a = B = 0 elde edilir. Béylece ¢ = 1 doniistimii bulunur.

Durum 2: degfl = 0 ve degf = 1 olacak sekilde polinomlar olsun ve

@:x1 = X1+ [x2,x1]f

xy = Xz + Blxg, x1]
seklinde verilsin. Benzer hesaplamalarla

(p([xZ!xl]) = [xZ + ﬂ['xZ!xl]!xl + [xZ!xl]f]
[xZ!xl] = [xZ!xl] + [.X'z, [xZ!xl]f] - ﬂ[xll [xZ!xl]]

[x2, x1](Bx1 — x,f) =0
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3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

elde edilir. Bu esitligi wreath ¢arpim igerisinde degerlendirirsek,

(azt: — art)(Bts — tof (t1,85)) = 0
ve buradan f = f = 0 elde edilir, yani ¢ = 1 dir. Bu hesaplamada degf =1
oldugu goz Oniinde tutulmustur. Yine benzer sekilde dega =0 ve degg =1

olacak sekilde polinomlar ve

@:x1 = x1 +afxy, xq]

Xy = Xz + [x2, %119
Seklindeki merkezi otomorfizmler de birim doniisiim belirler.

Durum 3: degf,degg =1 olmak iizere f = f(t1,t2), g = g(t1,t) € K[t1,t5]

veE

@:x; = x1 + [x2, x1]f (adxy, adx,)

Xy = Xy + [x4,%1]9 (adxy, adx,)

formunda bir merkezi otomorfizm olsun. ¢ merkezi otomorfizm oldugundan

(p([XZ!xl]) = [x2!x1] ve

(p([XZ!xl]) = [x2 + [x2!x1]g!x1 + [xZ!xl]f]

[x2, %1] = [x2, %1] + [x2, %] (adx, f — adx; g)

olur. F, nin A,wrB, wreath ¢arpimi i¢ine gomiildiigiinii kullanarak
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3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

(azti—a t)(tf —t19) =0

olup
tof =tg

esitligini elde ederiz. Buradan, dyle bir p(ty,t,) € K[ty,t,] vardir ki f(ty,t,) =
t1p(tq, ty) ve g(ty, t,) = t,p(ty, t,) bigiminde yazilabilir. Bu yiizden

¢ =Yy,  u=—[xx]p(adx;, adx,;)

bulunur.

Teorem 3.2.5: Bir ¢ € C(Inn(F,)) otomorfizmi 2 < j < m i¢in fp(ll)(tz, e tm) €

K[T;] ve £,2 (g, ., tm) € K[T,] olmak iizere

m
Q:x1 > X1+ Z[Xp.x1]fp(1l) (adx,, ..., adx;,)
p=2

Xj = x; + Zp>q>1[xp,xq]fp(;) (adxg, .., adxp), 2<j<m
olsun. O zaman ¢ = 1 birim doniistimdiir.

Ispat . E,, nin ranki m > 2 iizerinden tiimevarim yapalim. m = 2 ve ¢

Q:x1 2 x+ [xz;x1]f2(11) (adxy)

Xy = X3

formunda olsun. Teorem 3.2.4 yi uygularsak
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¢ =Yy,  u=—[xx]p(adx;, adx;)

yle ki f0(t)) = typ(t1,t2) ve 0=tp(ts,t;) olup plty,t) =0 ve
(D (adx,) = 0 elde edilir ve bdylece ¢ = 1 bulunur.
Simdi m>2 ve @, 2<j<m igin £t .., tm) €K[T,] ve

p(;.)(tq, o tm) € K[Ty] olmak lizere

m
Q:x1 > X+ Z[xp,xl]fp(ll) (adx,, ..., adx,,)
p=2
xj = x; + Zp>q>1[xp,xq]fp(;) (adxq, ...,adxm) ,25j<m

formunda bir merkezi otomorfizm olsun. I; ile F, nin x; tarafindan tretilen
idealini gosterelim. Fm/ﬂl =1 =K<X .., Xn> oldugunu biliyoruz

(Bahturin, 1987). Ayrica ¢(ll;) € I; oldugundan
nm Fm Al v —
R N o(%) = 0(x) + 1y

olacak sekilde otomorfizm belirler. Bu otomorfizm F,_; in bir merkezi
otomorfizmidir: v € Fy, ve ¥ = v + [; € F,,_; olsun. Teorem 3.2.2 den ¢(v) = v

olup

P5(%7) = 3(% + [%,7]) = 0(x7) + [0 (%), pW)] + 1
P5(%7) = 3(%; + [%,7]) = 0(x;) + [0 (%), v] + 1y
=o(%) +[9(%), 7] = vs0(%)
elde edilir. Bu otomorfizm agagidaki formdadir.
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§:%; > % + Dpsgoa|Fp XD (ad%y, ..., adFy), 2<j<m

Timevarim  hipotezinden her j=2,...m ve p>q>1ligin
fp(é)(tq, ...,tm) =0 d. fp(ll)(tz, o, tm) € K[T,] olmak iizere ¢ merkezi

otomorfizmini tekrar yazalim:

m
Q:x1 > X+ Z[xp,xl]fp(ll) (adx,, ..., adx,,)
p=2

x]-—>x]-,j=2,...,m.

¢ merkezi otomorfizm oldugundan her j = 2, ..., m i¢in (p([x]-,xl]) = [x]-,xl] dir.

Teorem 3.2.4 {in ispatindaki gibi benzer adimlar kullanarak kolayca ¢ = 1 buluruz.

Teorem 3.2.6: C(Inn(Fm)) = Inn(E,).
Ispat: C(Inn(Fm)) C Inn(F,,) oldugunu gostermek yeterlidir. C(Inn(Fz)) =
Inn(F,) oldugunu Teorem 3.2.4 ten biliyoruz. Simdi her 1<j<m igin

hz(ij;z) (tq, s tm) EK [Tq] olmak iizere m > 2 ve ¢ merkezi otomorfizmi asagidaki

formda olsun:
9% > X + Dpsgltp Xg RS (adxg, ..., adxy), 1 <j <m.

h$D(t, ..., ty) i asagidaki gibi ifade edelim:

hz(jll)(tll LR tm) = tlgz(jll)(tlv ey tm) + fp(ll)(tz, ey tm), p = 2, e, m
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veE

m
Y, = exp(adu), u= Z[xp,xl] gz(,ll) (adxy, ..., adx,,)
p=2

tanimlayalim. O zaman ¢ = 1, ¢ bileskesi
Yup(x1) = o(xq) + [9(xq), u]

=x; + Z[xp' xl] x191(911) (1)) 2 [xp'xq]h(l)

p>q

+ [x1 + Z[xp,xl] xlgz(jll) (1))

b3 b2 Z[xp.xllg@]

p>q

m

1

- x1 + E[XP, xl] xlgél)
p=2

m
+ E[xp,xl] S 2 [xp,xq]hz(,z) — Z[xp,xl]xlgéll)
p=2

p>q

=x; + Z[xp,xl]fp(l) + Z [xp,xq]h(l)
p=2

p>q

olup

m
¢:1x, > x; + Z[xp,xl]fp(ll) (adxy, ..., adx,,)
p=2

+ 2 [xp,xq]hz(,z) (adxy, ..., adxp,)

p>q>1
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Xj = x; + Z[xp,xq]qu) (adxy, ..., adxp),2 < j<m
p>q

formundadir. ¢ merkezi otomorfizm oldugundan ¢ ([x,, x;]) = [x5, x;] dir. E,, nin

ApwrB,, wreath carpimi igine gomiilmesiyle elde edilen esitliklerle her k =
2,. mvem>p>q>1191nf()EK[T2] (1)EK[T]Veher m=>t>s>

1 i¢in fts2 EK [Tq] olmak tlizere

t(tm-1fyoimony + =+ tofry + tifio))

=t (tm1fiomy o F tofog i)

B
€Y ® _d @)
( m=1fmim-1) * 2 tkf(m—l)k) =4 (‘ fn@m-1) + 2 tifm- 1)k>
k=1
m m
2 ( D f D+ tfP + m) =t (‘ Z tfs +tfsy + m)

k=4

t, ( > 6fL +uf, m) =t (— > wfP +uf, m)

k=3 k=3

denklem sistemini elde ederiz. 11k esitligi diisiinelim. Aciktir ki

ty It (1 €))

m-—1 m(m—l) + + tzf

Yardimct Teorem 2.19 dan

(€] _ (1) _
fm(m 1) — f =0
24



3. ANA SONUCLAR Basak ERGINKARA

elde ederiz. Denklemde yerine konulursa

tzf(l) =t 1f(2()rn " 4t t f(z) +t1f(2)

olur. O halde

t
1|t2fn(1 —tm- 1f(2()m - —tzf()EK[ T,]
dir. tpf1 W _ tm-1f, (2()m =Tl finz @)~ oldugundan fn(lzl) =0 dir. Benzer

sekilde diger esitlikler de kullanilarak herm — 1 = p > q > 1 i¢in
D =0vefP =0

sonucuna varilir.
Sonu¢ olarak j=3,..,m igin [x]-,xl] komiitatorlerine ¢ merkezi

otomorfizminin etkisi kullanilarak
f(3) f(m) =0

elde ederiz. Simdi ¢ merkezi otomorfizmi Teorem 3.2.5 teki sartlar1 saglar. Bu

ylizden p =1 ve

m

¢ = exp(ad(—u)), u= Z[xp,xl]gz(,ll) (adxy, ...,adx,,)
p=2
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elde edilir.
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