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݉ cismi üzerinde rankı ܭ ௠ karakteristiği sıfır olan birܨ ≥ 2 olan serbest 
metabelyen Lie cebiri olsun. ܨ௠ nin sırasıyla otomorfizmleri grubunu ve iç 
otomorfizmleri normal altgrubunu Aut(ܨ௠) ve Inn(ܨ௠) ile gösterelim. Inn(ܨ௠) 
içindeki her bir otomorfizm ile değişmeli olan bir φ otomorfizmine merkezi 
otomorfizm denir. Bu şekildeki otomorfizmler bir grup oluşturur ve bu grup 
Inn(ܨ௠) nin Aut(ܨ௠) içindeki merkezleyenidir. Merkezi otomorfizmler grubunu 
C(Inn(ܨ௠)) ile gösterelim. Inn(ܨ௠) grubu değişmeli bir grup olup C൫Inn(ܨ௠)൯ 
tarafından içerilir.  

Bu çalışmada C൫Inn(ܨ௠)൯ grubunun Inn(ܨ௠) grubuna eşit olduğu 
elemanter olarak gösterilmiştir.  
 
Anahtar Kelimeler: 
 

Serbest Metabelyen Lie Cebiri, Merkezi Otomorfizm, İç 
Otomorfizm. 

 
 
 
 
 
 
 



 

II 
 

ABSTRACT 
 

MSc THESIS 
 

AUTOMORPHISM GROUP OF FREE LIE ALGEBRAS  
 

Başak ERGİNKARA 
 

ÇUKUROVA UNIVERSITY 
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES 

DEPARTMENT OF MATHEMATICS 
 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Şehmus FINDIK 
Year: 2019, Pages: 38 

                               Jury         : Assoc. Prof. Dr. Şehmus FINDIK 
                                               : Assoc. Prof. Dr. Nazar Şahin ÖĞÜŞLÜ 
                                               : Assoc. Prof. Dr. Tuncay TUNÇ 
 

Let ܨ௠ be the free metabelian Lie algebra of rank ݉ ≥ 2 over a field ܭ of 
characteristic 0. Let Aut(ܨ௠) and Inn(ܨ௠) indicate the group of automorphisms of 
 ௠, respectively. An automorphism φܨ ௠ and the group of inner automorphisms ofܨ
is said to be a central automorphism if it commutes with each automorphism in 
Inn(ܨ௠). Such automorphisms form a group which is the centralizer of Inn(ܨ௠) in 
Aut(ܨ௠). Let C(Inn(ܨ௠)) stand for the group of central automorphisms. Inn(ܨ௠) 
is an abelian group, hence it is contained by C൫Inn(ܨ௠)൯. 

In this study, we show by elementary techniques that the group 
C൫Inn(ܨ௠)൯ is equal to the group Inn(ܨ௠). 
 
Keywords:  Free metabelian Lie algebra, Central automorphism, Inner 

automorphism. 
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GENİŞLETİLMİŞ ÖZET 
 

 Bu tez üç bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde bu çalışmada genel olarak 

hangi aşamalardan gidileceğinden bahsedildi. 

Çalışmanın ikinci bölümünde ise, ana sonuçların yer aldığı üçüncü 

bölümde kullanılacak olan bazı kavramlar tanıtıldı. Vektör uzayları, alt vektör 

uzayları, baz ve boyut kavramları, lineer dönüşümler, cebirler ve serbest cebirler, 

Lie cebirleri, bunların alt cebirleri ve idealleri, Lie cebiri homomorfizmleri ve 

izomorfizmleri, serbest Lie cebiri ve metabelyen Lie cebiri  tanımlandı ve bazı 

teoremlerin ispatlarına yer verildi.  

Sonlu ranklı serbest metabelyen Lie cebiri ܨ௠ nin elemanter dönüşümleri, 

	Aut(ܨ௠) otomorfizm grubu, IA-otomorfizmleri IA(ܨ௠), Inn(ܨ௠) iç otomorfizmler 

grubu ve	C(Inn(ܨ௠)) iç otomorfizmler grubunun merkezi otomorfizmler grubu 

tanımlanıp bu gruplarla ilgili bazı özellikler verildi. 

,௠, sırasıyla bazları {ܽଵܤ ௠ veܣ	 … , ܽ௠} ve {ܾଵ,… , ܾ௠} olan ݉-boyutlu 

abelyen Lie cebirleri olmak üzere ܣ௠ ve ܤ௠ nin abelyen wreath çarpımı ܣ௠ܤݎݓ௠ 	 

tanımlandı. ܣ௠ܤݎݓ௠ metabelyen Lie cebiri olduğundan, her {ݔଵ, … , {௠ݔ →

௠ܤݎݓ௠ܣ 	dönüşümü bir ܨ௠ →  ௠ homomorfizmine bir tek şekildeܤݎݓ௠ܣ

genişletilebilir. Tezde sıkça başvurulan teoremlerden biri olan Shmel’kin 

teoreminin bir özel durumu olarak, ߝ(ݔ௜) = ܽ௜ + ܾ௜ , ݅ = 1,… ,݉,	 şeklinde 

tanımlanan dönüşümün homomorfik genişlemesi olan ߝ: ௠ܨ →  ௠ܤݎݓ௠ܣ

homomorfizmi bir monomorfizmdir. Her ݂ ∈ ௠ᇱܨ  komutatör ideal elemanının bu 

dönüşüm altındaki görüntüsü; ௜݂௝(ݐଵ , … , (௠ݐ ∈ ,ଵݐ]ܭ … ,  ௠] veݐ

݂ =෍ൣݔ௜ , ௝൧ݔ ௜݂௝(ܽ݀ݔଵ, … ,  (௠ݔ݀ܽ

olmak üzere 

(݂)ߝ =෍൫ܽ௜ݐ௝ − ௝ܽݐ௜൯ ௜݂௝(ݐଵ , … ,  (௠ݐ

biçimindedir. 



 

IV 
 

Serbest metabelyen ܨ௠ Lie cebiri için ܥ൫Inn(ܨ௠)൯ = Inn(ܨ௠) olduğu 

Shmelkin’in (1973) teoreminin özel bir halidir. Bu tezde onun ispatta kullandığı 

tekniklerden bağımsız olarak bu eşitliği daha farklı ve elemanter tekniklerle 

ispatlamayı hedeflemekteyiz.  

Son bölümde C൫Inn(ܨ௠)൯ ⊆ IA(ܨ௠) ve her 	ݒ ∈ ௠ᇱܨ  için ߮(ݒ) =  ,ݒ

߮ ∈ C൫Inn(ܨ௠)൯, olduğu gösterilmiş ve bundan faydalanılarak  ܥ൫Inn(ܨ௠)൯ =

Inn(ܨ௠) olduğu ispatlanmıştır.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

V 
 

TEŞEKKÜR 
 

Bu çalışmanın her aşamasında bilgi ve tecrübesiyle beni aydınlatan 

danışmanım Doç. Dr. Şehmus FINDIK’a sonsuz saygılarımı sunar, büyük bir 

teşekkürü borç bilirim. Tez sunumu sırasında önerileri ve sorularıyla gelişimime 

katkıda bulunan değerli jüri üyeleri Doç. Dr. Nazar Şahin ÖĞÜŞLÜ ve Doç. Dr. 

Tuncay TUNÇ’a teşekkürlerimi sunarım.  

Eğitim hayatım boyunca her an yanımda olan ve her konuda bana destek 

veren annem Özenç ERGİNKARA ve babam Adnan ERGİNKARA’ya sonsuz 

sevgi, saygı ve teşekkürlerimi sunarım. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

VI 
 

İÇİNDEKİLER 

ÖZ...........................................................................................................................   I 

ABSTRACT...........................................................................................................  II 

GENİŞLETİLMİŞ ÖZET....................................................................................... III 

TEŞEKKÜR...........................................................................................................  V 

İÇİNDEKİLER...................................................................................................... VI 

1. GİRİŞ..................................................................................................................   1 

2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER...................................................................   3 

3. ANA SONUÇLAR............................................................................................. 13 

 3.1. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin İç Otomorfizmleri......................... 13 

 3.2. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin Merkezi Otomorfizmleri............... 14 

KAYNAKLAR....................................................................................................... 27 

ÖZGEÇMİŞ............................................................................................................ 29 





1. GİRİŞ                                                                                     Başak ERGİNKARA 

1 
 

1. GİRİŞ 

 
Sonlu üretilmiş serbest cebirlerin otomorfizm gruplarının belirlenmesi 

problemi, modern cebirde önemli bir problemdir. Değişmeli olmayan ve birleşmeli 

olmayan cebirlere verilebilecek önemli bir örnek olarak Lie cebirlerini ele 

aldığımızda serbest Lie cebirlerinin otomorfizmleri, Lie cebirleri ile ilgili birçok 

çalışmada önemli bir kriter olarak önümüze çıkar. Serbest Lie cebirlerinin 

otomorfizm grubunun tame olduğu gösterilmiştir. Bunun yanında metabelyen Lie 

cebirleri sınıfındaki serbest cebirlerin otomorfizm grubu, endomorfizm yarıgrubu, 

test elemanları üzerinde birçok çalışma mevcuttur (Bryant ve Drensky, 1993; 

Drensky, 1993; Roman’kov, 2008; Fındık, 2011; Drensky ve Fındık, 2012; Öztekin 

ve Ekici, 2017). 

,ଵݔ cismi üzerinde ܭ ௠ karakteristiği sıfır olan birܨ … ,  ௠ tarafındanݔ

üretilmiş ve rankı ݉ ≥ 2 olan serbest metabelyen Lie cebiri olsun. ζଶ ile Lie 

cebirlerinin metabelyen (2. dereceden çözülebilir) sınıfını gösterelim.  Bu durumda 

 .௠,   ζଶ Lie cebirleri sınıfında rankı m olan serbest cebirdirܨ

൯(ܩ)abelyen bir grup olmak üzere C൫Inn ܩ = Aut(ܩ) olduğu, ܩ nin iç 

otomorfizmlerinin tanımının bir sonucudur.  

Grubun abelyen olmadığı durumlar için Miller (1913) yaptığı çalışmada 

otomorfizmler grubu abelyen olacak şekilde non-abelyen bir ܩ grubu inşa etmiş ve 

dolayısıyla ܥ൫Inn(ܩ)൯ = Aut(ܩ) elde etmiştir. Bu konudaki bir diğer çalışma 

Curran ve McChaugan (2001) tarafından yapılmış ve ܩ abelyen olmayan bir ݌-

grup olmak üzere ܥ൫Inn(ܩ)൯ = Inn(ܩ) olması için gerek ve yeter koşul 

verilmiştir. 

Benzer problem serbest cebirler için aşikar sonuçlar vermeyip, ܣ bir cebir 

olmak üzere C൫Inn(ܣ)൯ = Inn(ܣ) ve C൫Inn(ܣ)൯ = Aut(ܣ) gibi ekstrem 

durumların serbest metabelyen cebirleri için çalışılması doğaldır.   
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൯(௠ܨ)௠ serbest metabelyen Lie cebiri için C൫Innܨ = Inn(ܨ௠) olduğu 

Shmelkin’in (1973) makalesinin bir sonucudur. Bu tezde onun ispatta kullandığı 

tekniklerden bağımsız olarak bu eşitliği daha farklı ve elemanter bir yolla 

ispatlamayı hedeflemekteyiz.  
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 
Bu çalışmada aksi belirtilmedikçe tüm cebirlerin bir ܭ cismi üzerinde 

olduğu varsayılacaktır. ܸ, ܭ cismi üzerinde bir vektör uzayı olmak üzere ܸ nin 

boyutunu dimܸ ya da dim௄ܸ ile göstereceğiz. 

 

Tanım 2.1: ܸ ve ܹ, ܭ cismi üzerinde iki vektör uzayı olsun. ܶ: ܸ → ܹ 

fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa ܶ ye bir lineer dönüşüm ya da vektör 

uzayı homomorfizmi denir. 

(i) ݒଵ, ଶݒ ∈ ܸ için ܶ(ݒଵ + (ଶݒ = (ଵݒ)ܶ +  (ଶݒ)ܶ

(ii) ݒ ∈ ܸ ve her ܿ ∈ (ݒܿ)ܶ için ܭ =  (ݒ)ܶܿ

 

Tanım 2.2: ܸ ve ܹ, ܭ cismi üzerinde iki vektör uzayı olmak üzere ܶ: ܸ → ܹ	 bir 

lineer dönüşüm olsun. 

 

1. kerܶ = (ݒ)ܶ	|	ݒ} = 0} kümesine ܶ lineer dönüşümünün çekirdeği denir. 

kerܶ kümesi ܸ nin alt vektör uzayıdır. 

2. imܶ = (ݒ)ܶ} ∈ ݒ	|	ܹ ∈ ܸ} kümesine ܶ lineer dönüşümünün görüntüsü 

denir. imܶ kümesi ܹ nun alt vektör uzayıdır. 

Teorem 2.3: ܸ ve ܹ, ܭ cismi üzerinde iki vektör uzayı olmak üzere ܶ:ܸ → ܹ	 

lineer dönüşüm olsun. kerܶ = {0} olması için gerek ve yeter koşul ܶ lineer 

dönüşümünün birebir olmasıdır. 

 

Tanım 2.4: ܸ ve ܹ, ܭ cismi üzerinde iki vektör uzayı olmak üzere ܶ: ܸ → ܹ	 

lineer dönüşümü birebir ve örten ise ܶ ye bir izomorfizm, ܸ ve ܹ uzaylarına da 

izomorf  uzaylar denir ve ܸ ≅ ܹ ile gösterilir. Eğer  ܶ:ܸ → ܸ lineer dönüşümü 

birebir ve örtense ܶ ye bir otomorfizm denir.  
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 Bir ܶ: ܸ → ܹ	 izomorfizminin tersi olan ܶିଵ:ܹ → ܸ lineer dönüşümü de 

bir izomorfizmdir. Ayrıca ଵܶ: ܸ → ܹ ve ଶܶ: ܷ → ܸ iki izomorfizm olmak üzere 

ଵܶ ∘ ଶܶ: ܷ → ܹ bileşkesi de bir izomorfizmdir. 

 

Tanım 2.5: ܸ, ܭ cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. ܸ üzerinde aşağıdaki 

koşullar sağlanacak şekilde bir “×” işleminin tanımlandığını kabul edelim. 

 

1. Her ݑ, ݒ ∈ ܸ için ݑ × ݒ ∈ ܸ dir. (Yani ×:ܸ × ܸ → ܸ bir ikili işlemdir.) 

2. Her ݑ, ,ݒ ݓ ∈ ܸ için 

 

ݑ) + (ݒ × ݓ = ݑ) × (ݓ + ݒ) ×  (ݓ

ݑ × ݒ) + (ݓ = ݑ) × (ݒ + ݑ)  (ݓ×

dir. 

3. Her ݑ, ,ݒ ݓ ∈ ܸ için (ݑ × (ݒ × ݓ = ݑ × ݒ) ×  .dir (ݓ

4. Her ݑ, ݒ ∈ ܸ ve ܿ ∈ ܿ için ܭ ∙ ݑ) × (ݒ = (ܿ ∙ (ݑ × ݒ = ݑ × (ܿ ∙  .dir (ݒ

Bu durumda ܸ vektör uzayına “×” işlemi ile birlikte bir cebir denir. Eğer ܸ 

cebirinin birim elemanı varsa ܸ ye birimli cebir denir. Eğer ܸ cebirinde “×” 

işlemine göre değişme özelliği varsa ܸ ye değişmeli cebir denir. 

 

Tanım 2.6: ܸ, ܭ cismi üzerinde bir cebir ve ܵ kümesi de ܸ nin boştan farklı bir alt 

kümesi olsun. Eğer ܵ kümesi ܸ deki işlemlerle bir cebir oluyorsa yani ܸ üzerindeki 

işlemler olan toplama, çarpma ve skalerle çarpma altında kapalı oluyorsa ܵ ye ܸ 

nin bir alt cebiri denir. 
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Tanım 2.7: ܷ ve ܸ, bir ܭ cismi üzerinde iki cebir olsun. Her  ߙ ∈  ve her ܭ

,ݑ ݒ ∈ ܷ için  ߮:ܷ → ܸ dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlıyorsa ߮ ye bir cebir 

homomorfizmi denir. 

 

i. ߮(ߙ ∙ (ݑ = ߙ ∙  (ݑ)߮

ii. ߮(ݑ + (ݒ = (ݑ)߮ +  (ݒ)߮

iii. ߮(ݑ × (ݒ = (ݑ)߮ ×  (ݒ)߮

Eğer ߮ homomorfizmi birebir ise monomorfizm, örten ise epimorfizm, 

birebir ve örtense izomorfizm olarak adlandırılır. Eğer ܷ = ܸ ise ߮ homomorfizmi 

endomorfizm, ߮ izomorfizmi otomorfizm olarak adlandırılır. Ayrıca her  ߮:ܷ → ܸ 

izomorfizminin tersi ߮ିଵ: ܸ → ܷ de bir izomorfizmdir. 

 

Tanım 2.8: ܺ boştan farklı bir küme, ܨ bir birleşmeli cebir ve ड़: ܺ →  bir gömme ܨ

dönüşümü olsun. Her ܣ cebiri ve her ߮: ܺ → ߮ dönüşümü için ܣ = ߰ ∘ ड़ olacak 

şekilde bir tek ߰: ܨ →  ye ܺ kümesi tarafından ܨ cebir homomorfizmi varsa ܣ

üretilen serbest birleşmeli cebir denir. Yani aşağıdaki diyagram değişmelidir. 

߮ 

 ܺ  ܣ
                                    
 
 
 
                                             ड़     																			∃! 	߰ 
 
                                           
  
 
           ܨ                                              
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Tanım 2.9: ܭ ,ܮ cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. ܮ üzerinde her ݔ, ݕ ∈  için ܮ

,ݔ) ,ݔ] ikilisine (ݕ  elemanını karşılık getiren ve aşağıdaki koşulları sağlayan bir [ݕ

[	]: ܮ × ܮ →  .cismi üzerinde bir Lie cebiri denir ܭ ye ܮ işlemi tanımlı ise ܮ

ݔ Her (1ܮ  ∈  için ܮ

,ݔ] [ݔ = 0 

,ݔ Her (2ܮ  ,ݕ ݖ ∈ ,ܽ ve ܮ ܾ ∈  için ܭ

ݔܽ] + ,ݕܾ [ݖ = ,ݔ]ܽ [ݖ + ,ݕ]ܾ  [ݖ

,ݔ] ݕܽ + [ݖܾ = ,ݔ]ܽ [ݕ + ,ݔ]ܾ  [ݖ

,ݔ Her (3ܮ  ,ݕ ݖ ∈  için ܮ

,ݔൣ                     ,ݕ] ൧[ݖ + ,ݕൣ ,ݖ] ൧[ݔ + ,ݖൣ ,ݔ] ൧[ݕ = 0          (Jacobi özdeşliği) 

 [. , . ] çarpımına komütatör çarpım veya braket çarpımı veya Lie çarpımı 

denir. Lie cebirleri Jacobi özdeşliğinden dolayı asosyatif değildir. 

 koşulundan (1ܮ

ݔ] + ,ݕ ݔ + [ݕ = 0 

,ݔ] [ݔ + ,ݔ] [ݕ + ,ݕ] [ݔ + ,ݕ] [ݕ = 0 

,ݔ] [ݕ + ,ݕ] [ݔ = 0 

,ݔ]                                                     [ݕ = ,ݕ]−  ′(1ܮ                                                 [ݔ

elde edilir. Fakat genelde 1ܮ)′ koşulu 1ܮ) koşulunu gerektirmez: 

,ݔ] [ݕ = ,ݕ]−  [ݔ

olsun ve özel olarak ݔ =  .alalım ݕ

,ݔ] [ݔ = ,ݔ]−  [ݔ

,ݔ]2 [ݔ = 0 

olur. Eğer ܿℎܽܭݎ = 2 ise [ݔ, [ݔ ≠ 0 dır. 

 O halde L1) koşulu bir Lie cebirinin antikomütatif olduğunu gösterir.Lie 

cebirlerinin antikomütatif olmalarından dolayı her ݔ, ݕ ∈ ,ݔ] için ܮ [ݕ = 0 ise ܮ 

abelyendir. 
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Tanım 2.10: ܸ,ܭ cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. ܸ → ܸ ye olan tüm lineer 

dönüşümlerin kümesi bileşke işlemiyle bir vektör uzayıdır. Bu vektör uzayı 

üzerinde [ݔ, [ݕ = ݔ ∘ ݕ − ݕ ∘  şeklinde tanımlanan çarpım ile bir Lie cebiridir. Bu ݔ

Lie cebiri ݈݃(ܸ) ile gösterilir. Bu cebire genel lineer Lie cebiri denir. 

 

Tanım 2.11: ܮ Lie cebirinin merkezi  

(ܮ)ܼ = ݔ} ∈ :ܮ ℎ݁ݎ	ݕ ∈ ,ݔ]	ç݅݊݅	ܮ [ݕ = 0} 

şeklinde tanımlıdır. 

  

Tanım 2.12: ܮ bir Lie cebiri ve ܮ ,ܣ nin bir alt uzayı olsun. Eğer ܮ,ܣ deki Lie 

çarpımı altında kapalı ise ܣ ya ܮ nin bir Lie alt cebiri denir ve ܣ ≤  .ile gösterilir ܮ

 

Tanım 2.13: ܮ bir Lie cebiri ve ܮ ,ܫ nin bir alt cebiri olsun. Eğer her ݔ ∈ ݕ ve ܫ ∈  ܮ

için [ݔ, [ݕ ∈ ܫ nin bir ideali denir ve ܮ ya ܫ ise ܫ ⊴  .ile gösterilir ܮ

 

Tanım 2.14: ܮଵ ve ܮଶ , ܭ cismi üzerinde iki Lie cebiri ve ߮:ܮଵ →  ଶ  bir dönüşümܮ

olsun. Eğer  

i) ߮ lineer ise yani her ݔ, ݕ ∈ ,ܽ ve ܮ ܾ ∈   için ܭ

ݔܽ)߮ + (ݕܾ = (ݔ)߮ܽ +  (ݕ)ܾ߮

ii) Her ݔ, ݕ ∈  için ܮ

,ݔ]߮ [ݕ = ,(ݔ)߮]  [(ݕ)߮

ise ߮ dönüşümüne bir Lie cebiri homomorfizmi denir. 

 Bir ߮ homomorfizminin çekirdeğini ߮ݎ݁ܭ ve görüntüsünü ߮݉ܫ ile 

göstereceğiz. Eğer ߮ birebir ve örten bir Lie cebiri homomorfizmi ise ߮ bir 

izomorfizmdir. Bu durumda ܮଵ ile ܮଶ izomorf cebirlerdir ve ܮଵ ≅  ଶ şeklindeܮ

gösterilir. ܮ bir Lie cebiri ve ߮:ܮ →  dönüşümü bir izomorfizm ise ߮ ye bir ܮ

otomorfizm denir. 
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Örnek 2.15: Her ݔ, ݕ ∈ (ݕ)ݔiçin   ad ܮ = ,ݕ]  ݔdönüşümünü tanımlayalım. ad [ݔ

dönüşümü ܮ nin bir derivasyonudur: 

 

adݕ])ݔ, ([ݖ = ,ݕ]ൣ ,[ݖ  ൧ݔ

= ,ݖ]ൣ− ,[ݔ ൧ݕ − ,ݔ]ൣ ,[ݕ  ൧ݖ

= ,ݕൣ ,ݖ] ൧[ݔ + ,ݕ]ൣ ,[ݔ  ൧ݖ

= [y, ad(ݖ)ݔ] + [ad(ݕ)ݔ,  [ݖ

 

Tanım 2.16: ܭ ,ܮ cismi üzerinde bir Lie cebiri ve ܺ, ܮ nin boştan farklı bir 

altkümesi olsun. ܮ nin ܺ tarafından üretildiğini varsayalım. ܭ ,ܩ cismi üzerinde bir 

Lie cebiri ve ݅: ܺ → ܺ:߮ bir gömme dönüşümü olmak üzere her ܮ →  fonksiyonu ܩ

߰: ܮ →  ye ܺ tarafından ܮ homomorfizmine bir tek şekilde genişletilebiliyorsa ܩ

serbestçe üretilen Lie cebiri denir ve ߮ = ߰ ∘ ड़ olacak şekilde bir tek Lie cebiri 

homomorfizmi vardır öyle ki  

                                           ߮ 

 ܩ                  	               ܺ              

 

                       

                       ݅																											∃! 	߰	 

 

                      

 ܮ						                     

diyagramı değişmelidir. Burada |ܺ| yani ܺ in kardinalitesine ܮ serbest Lie 

cebirinin rankı denir. 
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Tanım 2.17: ܮ௠ = …,ଵݕ〉ܭ ,  cismi ܭ ௠〉, ݉- üreteçli karakteristiği sıfır olan birݕ

üzerindeki serbest Lie cebiri olsun.	ܮ௠ᇱ  ile ܮ௠ nin ܽ, ܾ ∈ ,ܽ] ௠ olmak üzereܮ ܾ] 

biçimindeki elemanlar tarafından üretilen idealini gösterelim. Bu ideale ܮ௠ nin 

komütatör ideali veya türetilmiş ideali denir. 

௠ᇱᇱܮ  ile ܮ௠ nin ܿ, ݀ ∈ ௠ᇱܮ  olmak üzere [ܿ, ݀] biçimindeki elemanlar 

tarafından üretilen idealini gösterelim. Bu durumda; 

௠ܨ = ௠ܮ
௠ᇱᇱܮ
ൗ  

Lie cebirinden bahsedebiliriz. ܨ௠ içerisinde  

,ݔ]ൣ ,[ݕ ,ݖ] ൧[ݐ = 0 

özdeşliği sağlanır. ܨ௠ serbest metabelyen Lie cebiri olup rankı ݉ dir. Üreteçleri  

ଵݔ = ଵݕ + ௠ᇱᇱܮ  

ଶݔ = ଶݕ + ௠ᇱᇱܮ  

⋮ 

௠ݔ = ௠ݕ + ௠ᇱᇱܮ  

biçimindedir. 

 ௠ serbest metabelyen Lie cebirinin komutatör çarpımı için çarpımı solܨ 

normlu olarak kullanalım: 

 

,ଵݑ] … , ௡ିଵݑ , [௡ݑ = ,ଵݑ]] … , ,[௡ିଵݑ ݊               ,	[௡ݑ = 3,4, … 

 

Gözlem: ݓ ∈ ௠ᇱܨ  olsun. Jacobi özdeşliğinden 

 

,ݓ] ,ݔ [ݕ + ,ݕ] ,ݓ [ݔ + ,ݔ] ,ݕ [ݓ = 0 

 

olur. [ݔ, ตݕ
∈ி೘ᇲ

, [⏟ݓ
∈ி೘ᇲ

 = 0   olup 

,ݓ] ,ݔ [ݕ = ,ݓ,ݕ]− [ݔ = ,ݓ] ,ݕ  [ݔ
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elde edilir. Böylece 3} ,ߪ, … , ݇}	nın rastgele bir permutasyonu olmak üzere  

 

௜భݔ] , ௜మݔ , ,௜഑(೔య)ݔ … , [௜഑(೔ೖ)ݔ = ௜భݔ	] , ௜మݔ , …,௜యݔ ,    [௜ೖݔ

 

dir (Bahturin, 1987).	ܨ௠ᇱ 	aşağıdaki şartları sağlayan tüm monomiallerden oluşan bir 

baza sahiptir: 

௜భݔ	] , ௜మݔ , …,௜యݔ , ௜ೖ]  ,  1ݔ ≤ ௝݅ ≤ ݉  ,  ݅ଵ > ݅ଶ ≤ ݅ଷ ≤ ⋯ ≤ ݅௞  . 

Örneğin ݉ = 2 için ܨଶ = ,ଵݔ〉ܭ  ଶ〉 serbest metabelyen Lie cebirinin bazıݔ

 

,ଶݔ] ,[ଵݔ ,ଶݔ] ଵݔ , ,[ଵݔ ,ଶݔ] ,ଵݔ ,[ଶݔ ,ଶݔ] ,ଵݔ ,ଵݔ ,[ଵݔ ,ଶݔ] ,ଵݔ ,ଵݔ ,[ଶݔ ,ଶݔ] ,ଵݔ ,ଶݔ ,[ଶݔ … 

 

şeklindedir. Genel olarak ݊- uzunluklu bir baz elemanı: 

,ଶݔ] ,ଵݔ ,ଵݔ … , ଵᇣᇧᇤᇧᇥݔ
௥	௧௔௡௘

, ,ଶݔ … , [ଶᇣᇧᇤᇧᇥݔ
௡ି௥ିଶ	௧௔௡௘

 

şeklindedir.  

 

Teorem 2.18 (Shmel’kin, 1973): ܸ, ܭ cismi üzerindeki Lie cebirlerinin 

multihomojen bir sınıfı olsun. ܮ, ܸ sınıfında üreteç kümesi {ݔ௜: ݅ ∈  olan bir {ܫ

serbest Lie cebiri ve ܮ ,ܯ nin bir ideali olsun. ݃̅ ile ݃ ∈ ܮ nin ܮ ൗܯ  bölüm 

cebirindeki denklik sınıfını gösterelim. O zaman ܣ = :௜ݔ})ܮ ݅ ∈ ,{ܫ ܸ) için ܽ௜ ∈  ܣ

olmak üzere  ݅ ∈ :ߝ için ܫ ௜ݔ → పഥݔ + ܽ௜ dönüşümü  

 
ܮ
ൗ(ܯ)ܸ → 	ݎݓ	ܣ ܮ ൗܯ   

 

monomorfizmine genişletilebilir. 
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Şimdi yukarıdaki teoremi serbest metabelyen Lie cebirleri için 

yorumlayalım: ݐ]ܭଵ, … , ,ଵݐ cismi üzerinde ܭ ௠] ile birݐ … , ௠ݐ  tarafından serbestçe 

üretilmiş (değişmeli) polinom cebirini ve ܣ௠ ve ܤ௠ ile bazları sırasıyla 

{ܽଵ, … , ܽ௠} ve {ܾଵ, … , ܾ௠} olan ݉-boyutlu abelyen Lie cebirlerini gösterelim. ܥ௠ , 

ܽଵ, … , ܽ௠ tarafından üretilmiş serbest sağ ݐ]ܭଵ, … ,  ௠] modül olsun. Trivialݐ

çarpımla bir Lie cebiri inşa edelim. Abelyen wreath çarpım ܣ௠ܤݎݓ௠ ௠ܥ ,	  ௠ܤ⋌

yarı direkt toplamına eşittir. ܣ௠ܤݎݓ௠ nin elemanları ௜݂ ler ݐ]ܭଵ, … ,  ௠] deݐ

polinomlar ve ߚ௜ ∈ ∑  olmak üzere ܭ ܽ௜௠
௜ୀଵ ௜݂(ݐଵ , … , (௠ݐ + ∑ ௜ܾ௜௠ߚ

௜ୀଵ  formundadır. 

௠ܣ ௠ܤ	ݎݓ	 	 çarpımı aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 

 

௠ܥ] , [௠ܥ = ௠ܤ] , [௠ܤ = 0, 

ൣܽ௜ ௜݂(ݐଵ,… , ,(௠ݐ ௝ܾ൧ = ܽ௜ ௜݂(ݐଵ, … , ௝ݐ(௠ݐ ,					݅, ݆ = 1,… ,݉. 

 

௠ܤݎݓ௠ܣ 	metabelyen bir Lie cebiri olup her  {ݔଵ , … , ௠ܤݎݓ௠ܣ→{௠ݔ 	dönüşümü 

bir  ܨ௠ →  ௠ homomorfizmine genişleyebilir. Shmel’kin’in gömmeܤݎݓ௠ܣ

teoreminin bir özel durumu olarak, ߝ(ݔ௜) = ܽ௜ + ܾ௜ , ݅ = 1,… ,݉,	şeklinde 

tanımlanan ߝ: ௠ܨ →  ௠ homomorfizmi bir monomorfizmdir. Eğerܤݎݓ௠ܣ

௜݂௝(ݐଵ , … , (௠ݐ ∈ ,ଵݐ]ܭ … ,  ௠] olmak üzereݐ

 

݂ =෍ൣݔ௜ , ௝൧ݔ ௜݂௝(ܽ݀ݔଵ, … ,  (௠ݔ݀ܽ

 

ise o zaman  

 

(݂)ߝ =෍൫ܽ௜ݐ௝ − ௝ܽݐ௜൯ ௜݂௝(ݐଵ , … ,  (௠ݐ

 

dir. Şimdi her bir ݆ = 1,… ,݉ için ௝ܶ = ൛ݐ௝ , … ,  .௠ൟ tanımlayalımݐ



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER                                    Başak ERGİNKARA 

12 
 

 

Yardımcı Teorem 2.19: ௝݂൫ ௝ܶ൯ ∈ ൣܭ ௝ܶ൧ olmak üzere ݅ < ݆ ve 1 < ݆ ≤ ݉ için  

 

௝ݐ|௜ݐ ௝݂൫ ௝ܶ൯ + ⋯+ ௠ݐ ௠݂( ௠ܶ)
 

 

olsun. O zaman  ݆ ≤ ݇ ≤ ݉ için ௞݂( ௞ܶ) = 0 dir. 

 

İspat: ݆ ≤ ݇ ≤ ݉ için 	 ௞ܲ = ௞ݐ ௞݂( ௞ܶ) +⋯+ ௠ݐ ௠݂( ௠ܶ) şeklinde tanımlayalım. 

Şimdi ݐ௜| ௝ܲ olsun. Varsayalım ki ௝ܲ ≠ 0 olsun. O zaman ݐ௜, ௝ܲ ∈ ൣܭ ௝ܶ൧ nin bir 

çarpanı olur ki buradan çelişki elde ederiz. Bu yüzden ௝ܲ = 0 olduğundan ݐ௜| ௝ܲାଵ 

olur. Benzer şekilde ௝ܲାଵ = 0 elde ederiz. Bu şekilde devam edersek 

 

௝ܲ = ⋯ = ௠ܲ = 0 

 

elde ederiz ve bu yüzden ௝݂൫ ௝ܶ൯ = ⋯ = ௠݂( ௠ܶ) = 0 olur.      
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3. ANA SONUÇLAR 

Bu bölümde rankı ݉ olan ܨ௠ serbest metabelyen Lie cebiri için 

C൫Inn(ܨ௠)൯ = Inn(ܨ௠) olduğunu göstereceğiz. 

 

3.1. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin İç Otomorfizmleri 

 
Tanım 3.1.1: ܨ௠ nin modülo ܨ௠ᇱ  ne göre birim etkisine sahip otomorfizmlerine IA-

otomorfizm denir. Bu şekildeki otomorfizmlerin kümesini IA(ܨ௠) ile gösterelim, 

yani  

IA(ܨ௠) = {߮ ∈ Aut(ܨ௠) ∶ (ݔ)߮	 = ௠ᇱܨ	mod)	ݔ )} 

dir.  

 

Tanım 3.1.2: Her bir 	ݒ ∈ ௠ᇱܨ  için adݒ ∶ 	 ௠ܨ →   ௠ adjoint dönüşümünüܨ

 

ad(ݑ)ݒ = ,ݑ] ݑ  ,[ݒ ∈  ௠ܨ

 

olarak tanımlayalım. ܨ௠ᇱᇱ = {0} olduğundan (adݒ)ଶ = adଶݒ = 0 olup adݒ 

derivasyonu nilpotenttir.  

 

exp(adݒ) = 1 +
adݒ
1!

+
adଶݒ
2!

+⋯ = 1 + adݒ 

 

lineer dönüşümü iyi tanımlıdır ve ܨ௠ nin bir otomorfizmidir. Bu şekildeki tüm 

otomorfizmlerin kümesi Aut(ܨ௠) nin bir normal altgrubudur ve bu grup ܨ௠ nin iç 

otomorfizmler grubu olarak adlandırılır ve Inn(ܨ௠) ile gösterilir. Yani 

 

Inn(ܨ௠) = {߰௩ = 1 + adݒ = exp(adݒ) ∶ ݒ	 ∈ ௠ᇱܨ } 
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dir . ∀ݑ, ݒ ∈ ௠ᇱܨ  için 

 

(adݒ + adݑ)(x) = ad(ݔ)ݒ + ad(ݔ)ݑ 

= ,ݔ] [ݒ + ,ݔ]  [ݑ

= ,ݔ] ݒ +  [ݑ

= ad(ݒ +  (ݔ)(ݑ

= ad(ݑ +  (ݔ)(ݒ

Ayrıca  

൫(adݒ)(adݑ)൯(ݔ) = adݒ൫ad(ݔ)ݑ൯ 

= adݔ])ݒ, ([ݑ = ,ݔ]] ᇣᇤᇥ[ݑ
∈ி೘ᇲ

, [⏟ݒ
∈ி೘ᇲ

= 0 

 

olur. Dolayısıyla (adݒ)(adݑ) = 0 dönüşümü elde edilir. O zaman ∀ݑ, ݒ ∈ ௠ᇱܨ  için  

 

߰௩߰௨ = exp(adݒ)exp(adݑ) = (1 + ad1)(ݒ + adݑ) 

= 1 + (adݒ) + (adݑ) + (adݒ)(adݑ) 

= 1 + (adݒ +  (ݑ

= exp(adݒ +  (ݑ

= ߰௩ା௨ = ߰௨ା௩ = ߰௨߰௩ 

 

olup Inn(ܨ௠) grubu değişmeli bir gruptur. 

 

3.2. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin Merkezi Otomorfizmleri 

 
Tanım 3.2.1:  ܨ௠ nin iç otomorfizmler grubu Inn(ܨ௠) içindeki her bir otomorfizm 

ile değişmeli olan otomorfizmlerin oluşturduğu gruba ܨ௠ nin merkezi 

otomorfizmleri grubu denir ve C(Inn(ܨ௠)) ile gösterilir. Yani  
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C൫Inn(ܨ௠)൯ = ߩ} ∈ Aut(ܨ௠) ∶ ௩߰ߩ	 = ߰௩ߩ	, ݒ∀ ∈ ௠ᇱܨ } 

 

dir. Inn(ܨ௠) grubu değişmeli bir grup olduğundan Inn(ܨ௠) ⊆ C൫Inn(ܨ௠)൯ olduğu 

açıktır. Bundan sonraki amacımız C൫Inn(ܨ௠)൯ ⊆ Inn(ܨ௠) olduğunu göstermektir. 

 

Teorem 3.2.2: Her 	ݑ ∈ ௠ᇱܨ 	için ߮ ∈ C൫Inn(ܨ௠)൯ olmak üzere ߮(ݑ) =   .dur ݑ

İspat: ݒ ∈ ௠ᇱܨ  ve ݑ ∈ ௠ için ߰௩ܨ ∈ Inn(ܨ௠) alalım. ߮ ∈ C൫Inn(ܨ௠)൯ merkezi 

otomorfizmini aşağıdaki şekilde tanımlayalım: 

 

(௜ݔ)߮ = തതതതതതത(పݔ)߮ + തതതതതതത(పݔ)߮    ,   ௜ݑ = ∑ ܿ௜௝ݔ௝௠
௝ୀଵ 	

 

߮ merkezi bir otomorfizm olup ߰௩ iç otomorfizmi ile değişmelidir. Dolayısıyla 

 

(ݑ)߮ = ߰௩߮߰ି௩(ݑ) 

= ߰௩߮(ݑ − ,ݑ]  ([ݒ

= ߰௩(߮(ݑ) − ,(ݑ)߮]  ([(ݒ)߮

= (ݑ)߮ − ,(ݑ)߮] [(ݒ)߮ + ,(ݑ)߮]  [ݒ

olup 

(ݒ)߮] − ,ݒ [(ݑ)߮ = 0 

(ݒ)߮] − ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥݒ
௪∈ி೘ᇲ

, തതതതതതതถ(ݑ)߮
୪୧୬ୣୣ୰

] = 0 

dir. ݓ = (ݒ)߮ − ݒ ∈ ௠ᇱܨ  olup 

 

(ݓ)ߝ = ܽଵ ଵ݂ +⋯+ ܽ௠ ௠݂ ∈ ௠ܥ ⊆  ௠ܤݎݓ௠ܣ
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olacak şekilde tek türlü belirli ଵ݂, … , ௠݂ ∈ ଵݐ]ܭ , … ,  .௠] polinomları mevcutturݐ

Buradan, ߝ൫ൣݓ, ൧൯	തതതതതതത(ݑ)߮ = 0 kullanılarak 

 

,ݓ൫ൣߝ ൧൯	തതതതതതത(ݑ)߮ = ܽଵ ଵ݂݃ + ⋯+ ܽ௠ ௠݂݃ = 0  ,   ݃ = ൫∑ ܿ௜௝ݐ௝௠
௝ୀଵ ൯ 

 

ve   ܥ௠    ܽଵ,… , ܽ௠ tarafından serbestçe üretilen sağ ݐ]ܭଵ , … ,  ௠] modül olupݐ

 

ଵ݂݃ = ⋯ = ௠݂݃ = 0 

 

elde edilir. ߮ bir otomorfizm olup ߮(ݔప)തതതതതതത = ∑ ܿ௜௝ݔ௝௠
௝ୀଵ  sıfır olamaz. Buradan ݃ ≠ 0 

dır. ݐ]ܭଵ , … ,   ௠] bir tamlık bölgesi olupݐ

 

ଵ݂ = ⋯ = ௠݂ = 0 

 

bulunur. Dolayısıyla 

 

(ݓ)ߝ = ܽଵ ଵ݂ +⋯+ ܽ௠ ௠݂ = 0 

 

 ve ߝ homomorfizmi bir monomorfizm olduğundan  

 

ݓ = 0 = (ݒ)߮ −  ݒ

elde edilir. Sonuç olarak her  ݒ ∈ ௠ᇱܨ  için ߮(ݒ) =  .dir ݒ

 

Teorem 3.2.3: C(Inn(ܨ௠)) ⊆ IA(ܨ௠) dir. 

İspat: 	݅ = 1,… ,݉ için ݑ௜ ∈ ௠ᇱܨ 	olmak üzere  

௜ݔ	:߮ → ෍ܿ௜௞

௠

௞ୀଵ

௞ݔ  ௜ݑ	+
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şekildeki bir ߮ ∈ C(Inn(ܨ௠)) otomorfizmini alalım. ߮ bir merkezi otomorfizm 

olduğundan Teorem 3.2.2 den dolayı 

 

,ଶݔ])߮ ([ଵݔ = ,ଶݔ] ,ଶݔଵ]     ve     ߮൫ൣݔ ,ଵݔ ௝൧൯ݔ = ,ଶݔൣ ,ଵݔ ݆ ,      ௝൧ݔ = 1,… ,݉ 

 

olur. Her bir ݆ = 1,… ,݉ için 

 

߮൫ൣݔଶ, ,ଵݔ ௝൧൯ݔ = ,ଶݔ])߮ൣ ,([ଵݔ ߮൫ݔ௝൯൧ 

,ଶݔൣ ,ଵݔ ௝൧ݔ = ,ଶݔൣ ,ଵݔ ௝ܿଵݔଵ +⋯+ ௝ܿ௠ݔ௠ +  ௝൧ݑ

,ଶݔൣ ,ଵݔ ௝൧൫1ݔ − ௝ܿ௝൯ =෍[ݔଶ , ,ଵݔ [௞ݔ
	

௞ஷ௝
௝ܿ௞  

 

olur. ܨ௠ nin ܣ௠ܤݎݓ௠ wreath çarpımı içine gömüldüğünü kullanarak 

 

(ܽଶݐଵ − ܽଵݐଶ)ݐ௝൫1 − ௝ܿ௝൯ − (ܽଶݐଵ−ܽଵݐଶ)෍ ௞ݐ

	

௞ஷ௝
௝ܿ௞ = 0 

 

eşitliğini elde ederiz. ܽଵ ve ܽଶ üreteçleri serbest üreteçler olduğundan 

 

௝൫1ݐଶ൫ݐ − ௝ܿ௝൯ − ∑ 	௞ݐ
௞ஷ௝ ௝ܿ௞൯ = 0  ve  ݐଵ൫ݐ௝൫1 − ௝ܿ௝൯ − ∑ 	௞ݐ

௞ஷ௝ ௝ܿ௞൯ = 0   

 

olup  

 

௝൫1ݐ − ௝ܿ௝൯ −෍ݐ௞

	

௞ஷ௝
௝ܿ௞ = 0 
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elde edilir. Buradan her ݇ ≠ ݆ için ௝ܿ௝ = 1 ve ௝ܿ௞ = 0 elde ederiz. 

 

Teorem 3.2.4: C൫Inn(ܨଶ)൯ = Inn(ܨଶ). 

İspat: ߮ ∈ C൫Inn(ܨ௠)൯ olmak üzere ve Teorem 3.2.3 den dolayı	߮ ∈ IA(ܨ௠) olup; 

Durum 1: degߙ = degߚ = 0 olacak şekilde polinomlar olsun. Yani ߙ, ߚ ∈  için ܭ

߮: ଵݔ → ଵݔ + ,ଶݔ]ߙ  [ଵݔ

ଶݔ     → ଶݔ + ,ଶݔ]ߚ  [ଵݔ

şeklinde verilsin. 

 

ଶݔ])߮ , ([ଵݔ = ଶݔൣ + ,ଶݔ]ߚ ,[ଵݔ ଵݔ + ,ଶݔ]ߙ  ଵ]൧ݔ

ଶݔ] , [ଵݔ = ଶݔ] , [ଵݔ + ,ଶݔൣߙ ,ଶݔ] ଵ]൧ݔ − ଵݔൣߚ , ,ଶݔ]  ଵ]൧ݔ

,ଶݔൣߙ ,ଶݔ] ଵ]൧ݔ − ଵݔൣߚ , ,ଶݔ] ଵ]൧ݔ = 0 

,ଶݔ]]ߚ ,[ଵݔ [ଵݔ − ,ଶݔ]]ߙ ,[ଵݔ [ଶݔ = 0 

elde edilir.	[[ݔଶ, ,[ଵݔ ,ଶݔ]] ଵ] veݔ ,[ଵݔ  ଶ nin baz elemanları olduğundanܨ [ଶݔ

ߙ = ߚ = 0 elde edilir. Böylece ߮ = 1 dönüşümü bulunur. 

 

Durum 2:  degߚ = 0 ve deg݂ ≥ 1 olacak şekilde polinomlar olsun ve 

  

߮: ଵݔ → ଵݔ + ,ଶݔ]  ݂[ଵݔ

ଶݔ     → ଶݔ + ,ଶݔ]ߚ  [ଵݔ

 

şeklinde verilsin. Benzer hesaplamalarla 

 

,ଶݔ])߮ ([ଵݔ = ଶݔ] + ,ଶݔ]ߚ ,[ଵݔ ଵݔ + ,ଶݔ]  [݂[ଵݔ

,ଶݔ] [ଵݔ = ,ଶݔ] [ଵݔ + ,ଶݔ] ,ଶݔ] [݂[ଵݔ − ,ଵݔൣߚ ,ଶݔ]  ଵ]൧ݔ

,ଶݔ] ଵݔߚ)[ଵݔ − (ଶ݂ݔ = 0 
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elde edilir. Bu eşitliği wreath çarpım içerisinde değerlendirirsek,  

 

(ܽଶݐଵ − ܽଵݐଶ)൫ݐߚଵ − ,ଵݐ)ଶ݂ݐ ଶ)൯ݐ = 0 

 

ve buradan ݂ = ߚ = 0 elde edilir, yani ߮ = 1 dir. Bu hesaplamada deg݂ ≥ 1 

olduğu göz önünde tutulmuştur. Yine benzer şekilde degߙ = 0 ve deg݃ ≥ 1 

olacak şekilde polinomlar ve 

  

߮: ଵݔ → ଵݔ + ,ଶݔ]ߙ  [ଵݔ

ଶݔ     → ଶݔ + ,ଶݔ]  ݃[ଵݔ

 

Şeklindeki merkezi otomorfizmler de birim dönüşüm belirler. 

 

Durum 3: deg݂ , deg݃ ≥ 1  olmak üzere ݂ = ,ଵݐ)݂ ݃	,(ଶݐ = ,ଵݐ)݃ (ଶݐ ∈ ଵݐ]ܭ ,  [ଶݐ

ve 

 

߮: ଵݔ → ଵݔ + ,ଶݔ] [ଵݔ 	݂(adݔଵ, adݔଶ) 

ଶݔ     → ଶݔ + ,ଶݔ] [ଵݔ 	݃(adݔଵ, adݔଶ) 

 

formunda bir merkezi otomorfizm olsun. ߮ merkezi otomorfizm olduğundan 

,ଶݔ])߮ ([ଵݔ = ,ଶݔ]   ଵ] veݔ

 

,ଶݔ])߮ ([ଵݔ = ଶݔ] + ,ଶݔ] ,݃[ଵݔ ଵݔ + ,ଶݔ] [ଵݔ 	݂] 

,ଶݔ]	 [ଵݔ = ,ଶݔ] [ଵݔ + ,ଶݔ] ଶ݂ݔଵ](adݔ − adݔଵ݃) 

 

olur. ܨଶ nin ܣଶܤݎݓଶ wreath çarpımı içine gömüldüğünü kullanarak 
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(ܽଶݐଵ−ܽଵݐଶ)(ݐଶ݂ − (ଵ݃ݐ = 0 

 

olup  

ଶ݂ݐ =  ଵ݃ݐ

 

eşitliğini elde ederiz. Buradan, öyle bir ݐ)݌ଵ, (ଶݐ ∈ ଵݐ]ܭ , ,ଵݐ)݂ ଶ] vardır kiݐ (ଶݐ =

,ଵݐ)݌ଵݐ ,ଵݐ)݃ ଶ) veݐ (ଶݐ = ,ଵݐ)݌ଶݐ   ଶ) biçiminde yazılabilir. Bu yüzdenݐ

 

߮ = ߰௨, ݑ = ,ଶݔ]− ,ଵݔad)	݌[ଵݔ adݔଶ) 

 

bulunur.  

Teorem 3.2.5: Bir ߮ ∈ C൫Inn(ܨ௠)൯ otomorfizmi 2 ≤ ݆ ≤ ݉ için ௣݂ଵ
(ଵ)(ݐଶ, … , (௠ݐ ∈

]ܭ ଶܶ] ve ௣݂௤
(௝)(ݐ௤ , … , (௠ݐ ∈ ]ܭ ௤ܶ]	 olmak üzere 

߮: ଵݔ → ଵݔ +෍ൣݔ௣, ଵ൧ݔ ௣݂ଵ
(ଵ)(adݔଶ, … , adݔ௠)

௠

௣ୀଶ

 

௝ݔ                                   → ௝ݔ +∑ ,௣ݔൣ ௤൧ݔ ௣݂௤
(௝)

	
൫adݔ௤ ,… , adݔ௠൯	

௣வ௤வଵ  ,  2 ≤ ݆ ≤ ݉ 

 

olsun. O zaman ߮ = 1 birim dönüşümdür. 

 

İspat . ܨ௠ nin rankı ݉ ≥ 2 üzerinden tümevarım yapalım. ݉ = 2 ve ߮ 

 

                               ߮: ଵݔ → ଵݔ + ,ଶݔ] [ଵݔ ଶ݂ଵ
(ଵ)(adݔଶ) 

ଶݔ →  ଶݔ

 

formunda olsun. Teorem 3.2.4 yi uygularsak  
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߮ = ߰௨, ݑ = ,ଶݔ]− ,ଵݔad)	݌[ଵݔ adݔଶ) 

 

öyle ki ଶ݂ଵ
(ଵ)(tଶ) = ଵݐ)݌ଵݐ , ଶ) ve 0ݐ = ଵݐ)݌ଶݐ , ଵݐ)݌ ଶ) olupݐ , (ଶݐ = 0 ve 

ଶ݂ଵ
(ଵ)(adݔଶ) = 0 elde edilir ve böylece ߮ = 1 bulunur. 

Şimdi ݉ > 2 ve ߮, 2 ≤ ݆ ≤ ݉ için ௣݂ଵ
(ଵ)(ݐଶ, … , (௠ݐ ∈ ]ܭ ଶܶ] ve 

௣݂௤
(௝)(ݐ௤ , … , (௠ݐ ∈ ]ܭ ௤ܶ]	 olmak üzere 

 

߮: ଵݔ → ଵݔ +෍ൣݔ௣, ଵ൧ݔ ௣݂ଵ
(ଵ)(adݔଶ, … , adݔ௠)

௠

௣ୀଶ

 

௝ݔ                                   → ௝ݔ +∑ ,௣ݔൣ ௤൧ݔ ௣݂௤
(௝)

	
൫adݔ௤ ,… , adݔ௠൯	

௣வ௤வଵ  ,  2 ≤ ݆ ≤ ݉ 

 

formunda bir merkezi otomorfizm olsun. ॴଵ ile ܨ௠ nin ݔଵ tarafından üretilen 

idealini gösterelim. ܨ௠
ॴଵൗ ≅ ௠ିଵܨ = ܭ < …,ଶݔ̅ , ௠ݔ̅ >  olduğunu biliyoruz 

(Bahturin, 1987). Ayrıca ߮(ॴଵ) ⊆ ॴଵolduğundan  

 

ത߮: ௠ܨ ॴଵൗ → ௠ܨ
ॴଵൗ    ,   ത߮൫̅ݔ௝൯ = ߮൫ݔ௝൯ + ॴଵ 

 

olacak şekilde otomorfizm belirler. Bu otomorfizm ܨ௠ିଵ in bir merkezi 

otomorfizmidir:  ݒ ∈ ௠ᇱܨ  ve ̅ݒ = ݒ + ॴଵ ∈ ௠ିଵܨ
ᇱ  olsun. Teorem 3.2.2 den ߮(ݒ) =  ݒ

olup 

 

ത߮߰௩ത൫̅ݔ௝൯ = ത߮൫̅ݔ௝ + ,௝ݔ̅ൣ ൧൯ݒ̅ = ߮൫ݔ௝൯ + ൣ߮൫ݔ௝൯, ൧(ݒ)߮ + ॴଵ 

ത߮߰௩ത൫̅ݔ௝൯ = ത߮൫̅ݔ௝ + ,௝ݔ̅ൣ ൧൯ݒ̅ = ߮൫ݔ௝൯ + ൣ߮൫ݔ௝൯, ൧ݒ + ॴଵ 

= ത߮൫̅ݔ௝൯ + ൣ ത߮൫̅ݔ௝൯, ൧ݒ̅ = ߰௩ത ത߮൫̅ݔ௝൯ 

elde edilir. Bu otomorfizm aşağıdaki formdadır.  
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                            ത߮: ௝ݔ̅ → ௝ݔ̅ +∑ ,௣ݔ̅ൣ ௤൧ݔ̅ ௣݂௤
(௝)

	
൫ad̅ݔ௤ ,… , ad̅ݔ௠൯	

௣வ௤வଵ ,    2 ≤ ݆ ≤ ݉ 

  

Tümevarım hipotezinden her ݆ = 2,… ,݉ ve ݌ > ݍ > 1	için  

௣݂௤
(௝)൫ݐ௤ , … , ௠൯ݐ = 0 dır. ௣݂ଵ

(ଵ)(ݐଶ, … , (௠ݐ ∈ ]ܭ ଶܶ] olmak üzere ߮ merkezi 

otomorfizmini tekrar yazalım: 

 

߮: ଵݔ → ଵݔ +෍ൣݔ௣, ଵ൧ݔ ௣݂ଵ
(ଵ)(adݔଶ, … , adݔ௠)

௠

௣ୀଶ

 

௝ݔ    → ݆  , ௝ݔ = 2,… ,݉ . 

 

߮ merkezi otomorfizm olduğundan her ݆ = 2,… ,݉ için  ߮൫ൣݔ௝ , ଵ൧൯ݔ = ,௝ݔൣ  .ଵ൧ dirݔ

Teorem 3.2.4 ün ispatındaki gibi benzer adımlar kullanarak kolayca ߮ = 1 buluruz. 

 

Teorem 3.2.6: C൫Inn(ܨ௠)൯ = Inn(ܨ௠). 

İspat: C൫Inn(ܨ௠)൯ ⊆ Inn(ܨ௠) olduğunu göstermek yeterlidir. C൫Inn(ܨଶ)൯ =

Inn(ܨଶ) olduğunu Teorem 3.2.4 ten biliyoruz. Şimdi her 1 ≤ ݆ ≤ ݉ için 

ℎ௣௤
(௝)൫ݐ௤ ,… , ௠൯ݐ ∈ ൣܭ ௤ܶ൧ olmak üzere  ݉ > 2 ve ߮ merkezi otomorfizmi aşağıdaki 

formda olsun: 

 

߮: ௝ݔ → ௝ݔ +∑ ,௣ݔൣ ௤൧ℎ௣௤ݔ
(௝)

	
൫adݔ௤ ,… , adݔ௠൯	

௣வ௤  ,  1 ≤ ݆ ≤ ݉. 

 

ℎ௣ଵ
(ଵ)(ݐଵ, … ,  :௠) i aşağıdaki gibi ifade edelimݐ

 

ℎ௣ଵ
(ଵ)(ݐଵ, … , (௠ݐ = ଵ݃௣ଵݐ

(ଵ)(ݐଵ, … , (௠ݐ + ௣݂ଵ
(ଵ)(ݐଶ, … , ,(௠ݐ ݌ = 2,… ,݉ 
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ve 

߰௨ = exp(adݑ), ݑ = ෍ൣݔ௣, ଵ൧݃௣ଵݔ
(ଵ)(adݔଵ,… , adݔ௠)

௠

௣ୀଶ

 

 

tanımlayalım. O zaman ߶ = ߰௨߮ bileşkesi  

߰௨߮(ݔଵ) = (ଵݔ)߮ + ,(ଵݔ)߮]  [ݑ

= ଵݔ +෍ൣݔ௣, ଵ൧ݔ ቀݔଵ݃௣ଵ
(ଵ) + ௣݂ଵ

(ଵ)ቁ
௠

௣ୀଶ

+෍ൣݔ௣, ௤൧ℎ௣௤ݔ
(ଵ)

	

	

௣வ௤

+ ቎ݔଵ +෍ൣݔ௣ , ଵ൧ݔ ቀݔଵ݃௣ଵ
(ଵ) + ௣݂ଵ

(ଵ)ቁ
௠

௣ୀଶ

+෍ൣݔ௣, ௤൧ℎ௣௤ݔ
(ଵ)

	

	

௣வ௤

,෍ൣݔ௣, ଵ൧݃௣ଵݔ
(ଵ)

௠

௣ୀଶ
൩ 

= ଵݔ +෍ൣݔ௣, ଵ݃௣ଵݔ	ଵ൧ݔ
(ଵ)

௠

௣ୀଶ

+෍ൣݔ௣, ଵ൧ݔ ௣݂ଵ
(ଵ) +෍ൣݔ௣, ௤൧ℎ௣௤ݔ

(ଵ)
	

	

௣வ௤

−
௠

௣ୀଶ

෍ൣݔ௣, ଵ݃௣ଵݔଵ൧ݔ
(ଵ)

௠

௣ୀଶ

 

= ଵݔ +෍ൣݔ௣, ଵ൧ݔ ௣݂ଵ
(ଵ) +෍ൣݔ௣, ௤൧ℎ௣௤ݔ

(ଵ)
	

	

௣வ௤

௠

௣ୀଶ

 

olup  

߶: ଵݔ → ଵݔ +෍ൣݔ௣, ଵ൧ݔ ௣݂ଵ
(ଵ)(adݔଶ, … , adݔ௠)

௠

௣ୀଶ

+ ෍ ,௣ݔൣ ௤൧ℎ௣௤ݔ
(ଵ)

	
൫adݔ௤ ,… , adݔ௠൯

	

௣வ௤வଵ
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௝ݔ → ௝ݔ +෍ൣݔ௣, ௤൧ݔ ௣݂௤
(௝)

	
൫adݔ௤ ,… , adݔ௠൯

	

௣வ௤

, 2 ≤ ݆ ≤ ݉ 

 

formundadır. ߶ merkezi otomorfizm olduğundan ߶([ݔଶ, ([ଵݔ = ,ଶݔ]  ௠ ninܨ .ଵ] dirݔ

݇ ௠ wreath çarpımı içine gömülmesiyle elde edilen eşitliklerle herܤݎݓ௠ܣ =

2,… ,݉ ve ݉ ≥ ݌ > ݍ > 1 için ௞݂ଵ
(ଵ) ∈ ]ܭ ଶܶ] , ௣݂௤

(ଵ) ∈ ൣܭ ௤ܶ൧ ve her  ݉ ≥ ݐ > ݏ >

1 için  ௧݂௦
(ଶ) ∈ ൣܭ ௤ܶ൧ olmak üzere 

 

௠ିଵݐ)ଶݐ ௠݂(௠ିଵ)
(ଵ) +⋯+ ଶݐ ௠݂ଶ

(ଵ) + ଵݐ ௠݂ଵ
(ଵ))

= ௠ିଵݐ)ଵݐ ௠݂(௠ିଵ)
(ଶ) +⋯+ ଶݐ ௠݂ଶ

(ଶ) + ଵݐ ௠݂ଵ
(ଶ)) 

ଶݐ ൭−ݐ௠ିଵ ௠݂(௠ିଵ)
(ଵ) + ෍ ௞ݐ (݂௠ିଵ)௞

(ଵ)
௠ିଶ

௞ୀଵ

൱ = ଵݐ ൭−ݐ௠ ௠݂(௠ିଵ)
(ଶ) + ෍ ௞ݐ (݂௠ିଵ)௞

(ଶ)
௠ିଶ

௞ୀଵ

൱ 

⋮ 

ଶݐ ൭−෍ݐ௞ ௞݂ଷ
(ଵ)

௠

௞ୀସ

+ ଶݐ ଷ݂ଶ
(ଵ) + ଵݐ ଷ݂ଵ

(ଵ)൱ = ଵݐ ൭−෍ ௞ݐ ௞݂ଷ
(ଶ)

௠

௞ୀସ

+ ଶݐ ଷ݂ଶ
(ଶ) + ଵݐ ଷ݂ଵ

(ଶ)൱ 

ଶݐ ൭−෍ݐ௞ ௞݂ଷ
(ଵ)

௠

௞ୀଷ

+ ଵݐ ଶ݂ଵ
(ଵ)൱ = ଵݐ ൭−෍ ௞ݐ ௞݂ଶ

(ଶ)
௠

௞ୀଷ

+ ଵݐ ଶ݂ଵ
(ଶ)൱ 

 

denklem sistemini elde ederiz. İlk eşitliği düşünelim. Açıktır ki 

 

௠ିଵݐ|ଵݐ ௠݂(௠ିଵ)
(ଵ) +⋯+ ଶݐ ௠݂ଶ

(ଵ) 

 

Yardımcı Teorem 2.19 dan  

 

௠݂(௠ିଵ)
(ଵ) = ⋯ = ௠݂ଶ

(ଵ) = 0 
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elde ederiz. Denklemde yerine konulursa 

 

ଶݐ ௠݂ଵ
(ଵ) = ௠ିଵݐ ௠݂(௠ିଵ)

(ଶ) +⋯+ ଶݐ ௠݂ଶ
(ଶ) + ଵݐ ௠݂ଵ

(ଶ) 

 

olur. O halde 

 

ଶݐ|ଵݐ ௠݂ଵ
(ଵ) − ௠ିଵݐ ௠݂(௠ିଵ)

(ଶ) −⋯− ଶݐ ௠݂ଶ
(ଶ) ∈ ]ܭ ଶܶ]

 

 

dir. ݐଶ ௠݂ଵ
(ଵ) − ௠ିଵݐ ௠݂(௠ିଵ)

(ଶ) −⋯− ଶݐ ௠݂ଶ
(ଶ) = 0 olduğundan ௠݂ଵ

(ଶ) = 0 dır. Benzer 

şekilde diğer eşitlikler de kullanılarak her ݉− 1 ≥ ݌ > ݍ > 1 için  

 

௣݂௤
(ଵ) = 0 ve ௣݂ଵ

(ଶ) = 0 

 

sonucuna varılır. 

 Sonuç olarak ݆ = 3,… , ݉ için ൣݔ௝,  ଵ൧ komütatörlerine ߶ merkeziݔ

otomorfizminin etkisi kullanılarak 

 

௣݂ଵ
(ଷ) = ⋯ = ௣݂ଵ

(௠) = 0 

 

elde ederiz. Şimdi ߶ merkezi otomorfizmi Teorem 3.2.5 teki şartları sağlar. Bu 

yüzden ߶ = 1  ve  

 

߮ = exp(ad(−ݑ)) ݑ			, = ෍ൣݔ௣, ଵ൧݃௣ଵݔ
(ଵ)(adݔଵ,… , adݔ௠)

௠

௣ୀଶ
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elde edilir.                                                                               
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