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OZET

Kesir tarevli diferensiyel denklemler matematikde, fizikte, biyolojide, sinyal
islemede, kontrol teoride, sistem tanimlamasinda ve bir¢ok lineer olmayan olaylarin
matematiksel modellenmesinde kullanilir. Bunun yanisira besin takviyesi, iklimlendirme,
finans ve ekonomi gibi sosyal bilimlerde de kullanilmaktadir. Uygulamali matematik ve
bircok fizik problemlerinde karsimiza ¢ikan lineer olmayan kesir tlrevli diferensiyel
denklemlerin tam ¢6ziimlerinin elde edilmesi son zamanlarda biiyiik 6nem kazanmuistir.
Lineer olmayan kesir tiirevli diferensiyel denklemlerin dogrudan c¢oziilmesi miimkiin
olmadigi igin, bir takim metotlar gelistirilmistir. Bu baglamda tanh, sinlis-kosinis, Ustel
fonksiyon, ilk integral, Kudyrashov, basit denklem, (G’/G)-agilim ve yardimci denklem

vb. yontemler bu tiir denklemlere uygulanmistir.

Bu tezin ilk asamasinda, kesir turevli diferensiyel denklemlerin ortaya ¢ikisi,
gliniimiize kadar kullanilan kesir trevli diferensiyel denklemlerin tanimlari ve kesir turevli
diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinde ortaya ¢ikan temel kavramlar ele alinmistir. Ikinci
asamada ise son yillarda en ¢ok kullanilan kesir tiirevli diferensiyel denklemlerden olan
lokal kesir tlrevli diferensiyel denklemler ve es formlu kesir tirevli diferensiyel
denklemler incelenmistir. Ardindan lineer olmayan diferensiyel denklemlerin, diferensiyel
denklem sistemlerinin, ve Kkesir tirevli diferensiyel denklemlerin ¢ozllebilmesi igin
kesirsel dontisiimden daha etkili ve yeni bir metot olan, lokal ve es formlu kesir tiirevlerin
tanim Ozelliklerinin kullanildigi, hareketli dalga doniisiimler yolu ile adi diferensiyel
denkleme dontisturtilmeleri verilmistir. Adi kesir tirevli diferensiyel denkleme indirgenen
kesir turevli diferensiyel denklemlerin ¢ozimlerinin bulunabilmesi igin dengelenme
sayisini bulma ve ¢ok kullanilan tam ¢6zum yontemlerinden bazilar1 basitten baslayarak
belirli bir sirada verilmistir. Son olarak, lokal ve es formlu kesir tlrevli diferensiyel
denklem tanmimlar1 ve ozellikleri kullanilarak, kesir tlrevli diferensiyel denklemlerden
bazilarinin tam ¢oziimleri yeni yontem ve metotlara gore elde edilip, sonuglar

tartisilmastir.

Anahtar kelimeler: Lokal kesirli tiirev, es formlu kesirli tiirev, hareketli dalga dontisiimi,

dengelenme sayisi, tam ¢6zim yontemleri.
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SUMMARY

Fractional differential equations are used in mathematics, physics, biology, signal
processing, control theory, system identification and mathematical modeling of many
nonlinear events. It is also used in social sciences such as nutritional supplements, air
conditioning, finance and economics. It has recently gained great importance to obtain
exact solutions of nonlinear fractional equations which are faced in applied mathematics
and many physics problems. Since it is not possible to directly solve nonlinear fractional
differential equations, a number of methods have been developed and the methods which
are tanh, sine-cosine, exponential function, first integral, Kudyrashov, simple equation,

(G’IG) -expantion and auxiliary equation and so on. , have been applied to such equations.

In the first stage of this thesis, how to discover fractional differential equations, the
definitions of fractional differential equations used to until today and the basic concepts in
the solution of fractional differential equations are given. In the second stage, local
fractional differential equations and conformable fractional differential equations which are
the most commonly used fractional differential equation definition in recent years are
examined. Then, in order to solve non-linear differential equations, and fractional-order
differential equations, they should be transformed into fractional ordinary differential
equations by means of new travelling wave transformations using local and conformable
fractional definition properties, which is more effective method than fractional transform
method. Later how to find balance number of an fractional ordinary diferential equation
and the most commonly used solution methods for ordinary diferential equations are
determined in a specific order. Finally, the exact solutions of some of the fractional
differential equations are obtained according to new methods by using the definitions and
properties of local and conformable fractional differential equations and the conclusion are

discussed.

Keywords: Local fractional derivative, conformable fractional derivative, travelling wave

transformation, balance number, exact solution methods.
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1. GIRIS VE AMAC

Doga bilimleri ve miihendislikte 6nemli bir yere sahip olan ve fiziksel olaylarin bir
modellenmesi olarak elde edilen lineer olmayan kesir turevli diferensiyel denklemlerin tam
¢oziimlerinin bulunmasi 1900°li yillarin sonlarindan, gilinlimiize kadar uygulamali
matematigin temel konularindan biri olmustur. Lineer olmayan Kesir turevli diferensiyel
denklemlerin tam c¢oziimlerinin elde edilmesi her zaman miimkiin olamamaktadir. Bu
zorluktan dolayr oncelikli olarak bu tip denklemlerin hangi yontem ile ¢oziilebilecegi
tizerinde ¢alisilmistir. Bununla birlikte lineer olmayan kesir turevli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerini bulmak icin bircok yontem gelistirilmistir. Son yillarda bu
yontemler daha da gelistirilerek uygulama alanlari arttirilmistir. Lineer olmayan Kesir
threvli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri temelde yari-analitik ve tam ¢ozlimler olarak

siniflandirilabilir.

Kesir tirevli diferensiyel denklemler matematikte, fizikte, biyolojide, sinyal
islemede, kontrol teoride, sistem tanmimlamasinda ve bir¢cok lineer olmayan olaylarin
matematiksel modellenmesinde kullanilir (Oldman ve Spanier, 1974; Miller ve Ross, 1993;
Podlubny, 1999 ;Kilbas vd., 2006). Bunun yanisira besin takviyesi, iklimlendirme, finans
ve ekonomi gibi sosyal bilimlerde de kullanilmaktadir. Uygulamali matematik ve bir¢ok
fizik problemlerinde karsimiza ¢ikan lineer olmayan kesir tlirevli diferensiyel denklemlerin
tam cozlimlerinin elde edilmesi son zamanlarda biiyliik 6nem kazanmistir. Bu baglamda
(G’/G)-agilim (Zheng, 2012; Gepreel ve Omran, 2012), ilk integral (Lu, 2012), alt denklem
(Zhang, 2011; Guo vd., 2012), deneme (Bulut vd., 2013), Kudyrashov (Ege ve Misirl,
2014) ve ustel fonksiyon (Zhang, 2010; Guner vd., 2015) yontemleri bu tir denklemlere

uygulanmistir.

Lineer olmayan kesir tlrevli diferensiyel denklemler ile ilgili caligmalar son ¢eyrek
asirda biiylik onem kazanmistir. Bu baglamda Caputo anlaminda kesirli tirev (Caputo,
1967), Grinwald-Letnikov anlaminda kesirli tirev (Samko vd., 1993), Riemann-Liouville
anlaminda kesirli tirev (Samko vd., 1993) ve Jumarie’nin modifiye Riemann-Liouville
anlaminda tiirevidir (Jumarie,2006; Jumarie 2009). Bu tirevlerin 6zellikleri ile ilgili birgok

calisma yapilmistir. Son yillarda yeni kesirsel tiirev gesitleri elde edilmistir. Khalil vd.
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tarafindan tanimlanan es formlu (conformable) kesirli tiirev icin bir¢ok 6zellik ve teorem

gelistirilmistir (Khalil vd., 2014; Abdeljewad, 2015). Benzer sekilde Yang vd. tarafindan
tanimlanan lokal kesirli tiirev kavrami gelistirilmistir (Yang vd., 2016; Yang vd., 2017).

Bu tezde, lineer olmayan kesir turevli diferensiyel denklemler smifindan kismi
diferensiyel denklemler, kismi diferensiyel denklem sistemleri, olusum denklemleri,
diferensiyel fark denklemleri, kesir turevli diferensiyel denklemler, vb. denklemlerin
¢ozlimlerinin bulunmasi amaglanmaktadir. Bu ¢oziimler periyodik, hiperbolik, hareketli,
soliter ve soliton ¢dzlimleri icermektedir. Tam ¢dzlimler icin uygulanan farkl yontemlerle,
bulunan ¢oziimlerin benzerlikleri ve bu yontemlerden bazilarinin birbirine denk olduklar

gosterilecektir.

Calismamizda kullanilan yodntemler, glncel bir konu olan ve pek cok alanda
karsimiza ¢ikan kesirsel analizde farkli matematiksel yontemlerin dogmasma ve bu
yontemlerin etkilerinin ve kullanabilirliginin kiyaslanmasinda onemli bir 6lgiit
olusturacaktir. Ayrica tezde uygulanan yontem ve ¢iktilar dogrultusunda kesirsel fark

denklemlerinin ¢6ziime kavusmasina iliskin yol gosterici bir arastirma ¢alismasi olacaktir.

Son zamanlarda uygulamali matematik alanlarinda bilgisayar destekli sembolik
hesaplamalar olduk¢ca 6nem kazanmaya baslamistir. Yaygin olarak kullanilan sembolik
hesaplama paket programlari; Maple, Mathematica, Matlab, Reduce, vb.dir. Bu paket
programlarla, elle hesaplanmasi uzun siiren islemlerin daha kisa siirede ve daha hassas
yapilmasi saglanmaktadir. Bu baglamda sembolik hesaplamalarin kullanim alanlari
oldukgca genisletilmistir. Bu tezde intagrallenebilen lineer olmayan diferensiyel
denklemlerin ¢ozlimlerini bulmakta kullanilan yontemler i¢in Maple komutlar1 yardimiyla
alt programlar yazilacaktir. Yazilan bu programlarla ele alinan denklemlerin ¢6ziilebilirligi

kontrol edilecektir.

20. ylizyilin baslarinda lineer olmayan kesir tirevli denklemler i¢in bazi ¢éziim
yontemleri gelistirilmisti. Bu yontemlerin kullanimindaki zorluk ve uzunluk nedeniyle yeni
yontemler gelistirilmesine ihtiyag duyulmustur. Son yillarda ise daha kullanigh ve pratik
coziimler veren yontemler gelistirilmistir. Burada uygulamali matematik alanindaki lineer

olmayan kismi tiirevli denklemler (2-boyutlu, 3-boyutlu, 4-boyutlu,...), denklem sistemleri
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ve Kkesir turevli diferensiyel denklemler i¢in ¢oziimler bulunacaktir. Ayrica yapilan islemler

bilgisayar ortaminda yapilacagindan buna yonelik paket programlar gelistirilecektir. Bu
¢oziim yontemleri ve uygulamalarini igeren bilimsel aragtirmalar yaparak, SCI(The
Science Citation Index) kapsaminda uluslararasi yaym yapilmasi amaglanmaktadir. Tez

kapsaminda belirlenen hedefler ana bagliklar halinde asagida verilmistir;

e Kesirli analizin ortaya ¢ikisi ve gilinlimiize kadar kullanilan kesirli tiirev tanim ve
yontemleri hakkinda kisa bir bilgi vermek.

o Kesirli tiirevlerin ¢oziimlerinde karsilagilan ifade ve fonksiyonlarin tanimlarini
vermek.

e Lineer olmayan kismi kesir tlrevli diferensiyel denklemlerin ¢6zim icin, lokal ve
es formlu Kesir tlrevli diferensiyel denklem tanimlarin1 kullanarak, adi diferensiyel
denkleme doniistiirmek ve tam ¢0ztim yontemlerini bu denklemlere uygulamak.

e Lineer olmayan kesir tirevli kismi diferensiyel denklemler i¢in yeni ¢oziim
yontemlerini kullanmak,

e Farkli tiirdeki denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasinda uygun yontemler
belirleyecek paket programlar1 yazabilmek,

e Elde edilen ¢6ziim yontemleri ve uygulamalarini iceren bir kaynak olusturmak,

e Tezden elde edilen kesir turevli diferensiyel denklem ¢oziimlerinin uluslararasi
makale, uluslararasi veya ulusal bildiri sunularak bu alanlarda ¢alismak isteyen

akademisyenlere, ¢calismalarimizin ulagsmasini saglamak



2. LITERATUR ARASTIRMASI

2.1. Giris

Kesirli analiz kavrami ilk olarak 1695 yilinda G.W. Leibnitz tarafindan

d™f(x)
dxn

L’Hospital’a sordugu “Tamsay1 mertebeli tiirevi, tamsay1 mertebeli olmayan tiirevler

icin genellestirilebilir mi?” sorusuyla baslamistir. L’Hospital bu soruya “n = % oldugu

zaman ne olacak™ sorusuyla karsilik vermistir. G.W. Leibnitz bu soruya sonrasinda ¢ok

onemli sonuglar ortaya g¢ikaran “%” cevabii verir.(Podlubny, 1999; Miller ve Ross,

1993). Leibnitz’in kesirli tiirevler {izerine ortaya attig1 bu soru, 300 yildan daha fazla bir
zamandir lizerinde ¢alisilan bir konu olmustur. Leibnitz’in yanisira 17. Yiizyildan itibaren
Euler, Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Abel, Lacroix, Griinwald ve

Letnikov gibi iinlii matematik¢iler de bu konu iizerine c¢alismislardir (Loverro, 2004,

Guiner, 2014).

1730 yilinda L. Euler Gamma fonksiyonunu tanimladi. 1819 yilinda S.F. Lacroix m
pozitif tamsayr olmak iizere, y = x™ ifadesini Gamma fonksiyonunu kullanarak n.
mertebeden tlrevini

d*f(x) d"x™ = m! _ (m+1)

m—n

dxn dxn _(m—n)!x _F(m—n+1)x

m-n (2.1)

olarak buldu.

Bir fonksiyonun kesirli tiirevini hesaplamak zordur. Bunun i¢in ¢ok farkli kesirli
tirev tanimlar1 vardir. Bu tanimlarin zaman i¢inde eksikliklerini gidermek ve daha kisa
yollardan sonuca ulasmak igin yeni tanimlara ihtiya¢ duyulmustur. y = f(x) = e™
fonksiyonu tamsayr mertebeli tiirev alma metodunu kullanarak kesirli tiirevi soyle

bulunabilir;

y = f(x) = e™* fonksiyonunun n. mertebeden tirevi



dl‘l emx
(gx“ ) = m"e™ (2.2)
olarak bulunur. Bu tirevde n = % yazilarak
dl mx
2(e 1
( - ) = mze™* (2.3)

dxz

elde edilir. Simdi bir kez daha % mertebeden tiirev alindiginda,

dz(mze™) 1 1 d(e™)
————= = mzmze™ = me™* = = (2.4)
dxz X

1. mertebeden tiireve ulasilir. Aymi sekilde y = f(x) = sinx fonksiyonunun nzg.

mertebeden tirevi,

1

1 T . 1. .
ds(sinx) ds (e —e™™ ize™ — (—i)se™
1 = _l ( 2 = 2 4 (25)
dxs dxs
olur ve tekrardan n = 2 mertebeden tiirevi alinirsa,

dZ 1 ix : ix ix ix d

3 [ize”™ — (—i)se” e +ie” sinx

= (=) = = COSX = ( ), (2.6)
dxs 2 2 dx

1. mertebeden tiirev elde edilir.

Yukaridaki orneklerde goriildiigii tizere bir fonksiyonun kesirli tiirevi degisik
yontemlerle bulunabilir. Kesirli tirevleri bulmak normal tiirev bulmaya goére daha zordur,
buyuzden bircok kesirli tiirev tanimi gelistirilmistir. Bunlardan zaman iginde en c¢ok
kullanilanlar; Kolwankar-Gangal turevi (Kolwankar ve Gangal, 1996) Chen’s fraktal tiirevi
(Sun ve Chen, 2009; Chen ve Sun, 2009), Cresson’s tiirevi (Cresson, 2003; Cresson, 2005),
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Grunwald-Letnikov kesirli tiirevi (Samko vd., 1993), Caputo kesirli tlrevi (Caputo, 1967),

Riemann-Liouville kesirli tirevi (Samko vd., 1993), Modifiye Riemann-Liouville kesirli
threvi (Jumarie, 2006; Jumarie,2009), Lokal kesirli tirev (Yang vd., 2016; Yang vd., 2017)
ve Es Formlu kesirli tlrevdir (Khalil vd., 2014; Abdeljewad, 2015). Bu tanimlardan

bazilarin1 asagida verecegiz.

2.2. L. Euler Kesirli Turevi

1730 yilinda L. Euler Gamma fonksiyonunu tanimladi. 1819 yilinda S.F. Lacroix m

pozitif tamsay1 olmak tizere, y = f(x) = x™ ifadesini Gamma fonksiyonunu ve

d"x™
=(m(m-1)..(m—-—n+ x™™", (2.7)

xn
formlund kullanarak n. mertebeden tiirevini,

m—n

d'f(x) d"x™  m! _ I(m+1)
dxd ~ dx® _(m—n)!x _I‘(m—n+1)x

m-n (2.8)

olarak buldu.

Bu denklemde m = 1ven = %alarak y = x fonksiyonunun % . mertebeden tlrevi,

1 1
dz dz r2) » 2vx
—fx) =—x = (3) X2 = —\/_, (2.9)
dxz dxz I (5) Vr

olarak bulunur (Guner, 2014).

2.3. Grunwald-Letnikov Kesirli Tlrrev

f; [a,b] c R araliginda integrallenebilen bir fonksiyon ve a > 0 olmak Uzere a.

mertebeden Grinwald-Letnikov kesirli tirev,



CLDER(E) = lim h- Z( D ) £t = kh), nh=t—a, (2.10)

seklinde tanimlanir.

Bu tirev, m; m < a < m + 1 olacak sekilde bir tamsayi, f(t) strekli bir fonksiyon,
£ ®, (k=123,..,m+ 1) tirevleri de [a,t] kapali aralifinda siirekli olsun. Bu

durumda f(t) fonksiyonunun a. mertebeden Grinwald-Letnikov kesirli tirevi,

ey - Y @) m-gme1
WO = ) et Ty T a+1)f(t) D@, (211)

seklinde tanimlanir (Podlubny 1.,1999).

2.4. Riemann-Liouville Kesirli TUrev

f; [a,t] € R araliginda siirekli ve integrallenebilen zaman degiskenli bir fonksiyon
olsun. n; n—1 < o < n olacak sekilde pozitif bir tamsayr olmak iizere, t > o igin o.

Mertebeden Riemann-Liouville kesirli tlirevi,

f(¢)

D = F(n— a) dt“] m

dg, (2.12)

seklinde tanimlanir (Podlubny 1.,1999).

2.5. Caputo Kesirli Turev

n, n — 1 < a < nolacak sekilde pozitif bir tamsayi, a herhangi bir pozitif tamsay1
ve f fonksiyonu da n defa slrekli diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda f fonksiyonunun

a. mertebeden Caputo kesirli tlirevi,



weres S A €3
DE(D) = I'(n—a) fa (t—ga-n+l

dg, (2.14)
seklinde tanimlanir (Podlubny 1.,1999).

2.6. Kesir Turevli Diferensiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi

2.6.1. Kesir turevli adi diferensiyel denklemler

Bir bagimli degiskenin bir bagimsiz degiskene gore kesirli tiirevlerini igeren

denklemlere kesir ttrevli adi diferensiyel denklemler denir (Podlubny 1.,1999).

Ornek 2.1:

e Diy(x) — 5Dey(x) + y(x) = 0,
e Diy(x) — D3y(x) — 4y(x) = 0,

7 5
e Dsy(x) + 5Dsy(x) — 8y*(x) = 0,

denklemleri birer kesir tlrevli adi diferensiyel denklemdir.

2.6.2. Kesir tiirevli kismi diferensiyel denklemler

Bir bagimli degiskenin birden fazla bagimsiz degiskene gore kesirli tiirevlerini

iceren denklemlere Kkesir tiirevli kismi diferensiyel denklemler denir (Podlubny 1.,1999).

Ornek 2.2:

1 5
e Dly(x,t) —5Dfy(x,t) + 7y(x,t) = 0,
3

et 02
e Diy(x,t) — ﬁy(x, t) —4y(x,t) =0,



3

92 a2
* 55y -85yt +3y(xt) =0,

otz

denklemleri birer kesir tiirevli kismi diferensiyel denklemdir.

2.6.3. Kesir turevli lineer diferensiyel denklemler
x bagimsiz degisken ve y bagimli degisken olmak tizere,
an (DY () + ap_y (OD-1y(X) + -+ + 2, (YD Y(x) + 2o (IDUy(x) = F(x), (2.16)
seklinde yazilabilen denklemlere kesir tirevli lineer diferensiyel denklem denir. Bu
denklemin lineer olmasi i¢in; bagimli degisken olan y ve onun biitiin kesirli tiirevlerinin
derecesi 1 olmali ve a(x) katsayilar1 yalnizca x bagimsiz degiskenine bagli olmalidir

(Kucik, 2014).

Ornek 2.3:

1 5
o xDzy(x) — 5Dzy(x) + x’y(x) =0,
5
o D3y(x) —x°D’y(x) — 4xy(x) =0,

7 5
e xDsy(x) + 5xDey(x) — 8x*y?(x) = 0,

denklemleri birer kesir ttrevli lineer diferensiyel denklemdir.

2.6.4. Lineer olmayan kesir turevli diferensiyel denklemler
Kesir tiirevli lineer diferensiyel denklem tanimina uymayan kesir tiirevli
diferensiyel denklemlere lineer olmayan kesir tirevli diferensiyel denklemler denir

(Kicuk, 2014).

Ornek 2.4:
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ud + ud — vu?ud + 30Uy, +uby =0, x>0, t>0,0<a<1 (Lineer

olmayan uzay-zaman mBBM(modified Bejamin Bona Mahoney) denklemi),
UE + Uggyxx T 30Uy + 30Uy, + 180uu, =0, 0<a<1 (Lineer
olmayan zaman kesir tirevli CDGSK(Caudrey-Dodd-Gibbon-Sawada-Kotera)

denklemi),

20 2 04
9 u (“ﬂ) - a—“(ﬁ) + Za—u(uz)X =0, 0<a<1 (Lineer olmayan (2+1)

ot2a \ u 0x2 \ u ot

zaman kesir trevli Zoomeron denklemi),

denklemleri birer lineer olmayan kesir tirevli diferensiyel denklemlerdir.

2.6.5 Lineer olmayan kesir turevli diferensiyel-fark denklemler

Lineer olmayan hem Kesir turevli diferensiyel denklem hem de fark denklemi

bulunduran denklemlere lineer olmayan kesir tirevli diferensiyel-fark denklemi denir.

Ornek 2.5:

DYu, = (1 + au, + Bu)(Ups; —Up_q), 0 <y <1 (Lineer olmayan zaman
kesir turevli diferensiyel-fark denklemi),

Dzun = (1 + aun)(un - un—l):

DYu, = up(1 + auy)(Upyy —up + Qupp; —ou,_4), 0<y<1 (Lineer

olmayan zaman kesir turevli diferensiyel-fark denklem sistemi) (Guner, 2014).

2.7. Kesir Turevli Adi Diferensiyel Denklemin Mertebesi

Bir

kesir turevli adi diferensiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin

mertebesine o kesir turevli adi diferensiyel denklemin mertebesi denir (Kuguk, 2014).

Ornek 2.6:
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1 5
e D2y(x) — 5D2y(x) + y(x) = 0 denklemi g mertebeden lineer adi diferensiyel

denklemdir,

5
e D3y(x) — D3y(x) — 4y(x) = 0 denklemi 3. mertebeden lineer adi diferensiyel

denklemdir,
7 5
e Dsy(x) + 5Dsy(x) — 8y?(x) = 0 denklemi % mertebeden lineer adi diferensiyel

denklemdir.

2.8. Kesir Turevli Adi Diferensiyel Denklemin Derecesi

Bir kesir turevli adi diferensiyel denklemdeki en yiksek mertebeden tirevin
kuvvetine o kesir tlrevli adi diferensiyel denklemin derecesi denir (Guner, 2014).

Ornek 2.7:

1 5
e Dzy(x) — 5D2y(x) + y(x) = 0 denklemi g mertebeden ve 1.dereceden lineer
adi diferensiyel denklemdir,

5
e D3y(x) — (D3y(x))2 — 4y(x) = 0 denklemi 3. mertebeden ve 2. dereceden

lineer adi diferensiyel denklemdir,

5
7 5
. (DEy(x)> + 5Dsy(x) — 8y?(x) = 0 denklemi g mertebeden ve 5. dereceden

lineer adi diferensiyel denklemdir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1. Gamma Fonksiyonu

r¢):c—-{.,—-3,—-2,—1,0} - C ve Re(z) > 0 olmak lizere,

I'(z) = j e~ 'tz 1dt,
0

12

3.1)

seklinde tanimlanir. Gamma fonksiyon asagidaki 6zelliklere sahiptir (Podlubny I.,1999;

Kareem, 2017).

['(z+1) =zl'(2),
'(z+1)=1z!, z€N,

.y n! n”
= G+ D+ D~ @

I'z)r(l—=z) = 0<z<1.

i
sin(mz)’
3.2. Beta Fonksiyonu

B: CxC — C olmak lzere,

1

B(xy) = f U1 —¥ldt,  (Re(x) > 0, Re(y) > 0),

0

seklinde tanimlanir. Beta fonksiyonunun diger bir ifadesi,

T[

B(x,y) = fz cos?*~19sin®Y~10d0,
0

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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seklindedir. Beta fonksiyon asagidaki ozelliklere sahiptir (Podlubny 1.,1999; Kareem,

2017).

_TOT(y)
B = Tty
B(x,y) = B(y,x) (3.5)

3.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

Eq(z) = kZ(; m. (3.6)

seklinde tamimlanir. |z] <1 ve 0zel a degerleri icin bir parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu

- A 1
Eo(Z)=;m=1_Z

El(Z) = z m =€
k=0
d 2k
E,(z%) = Z —F(Zi D = cosh(z)
k=0

2, 42k
EZ(—ZZ) = kzzom = COSh(Z) (37)

olarak bulunur (Podlubny 1.,1999; Kareem, 2017).

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

0 Zk
EO‘:B(Z) = ;m, (O( > O,B > 0), (38)



seklinde tanimlanir. Ozel degerler i¢in bazi Eq g fonksiyonlari su sekilde bulunur;

Ba@ = ) s
k=0

ez —1

E = =
12(2) Z T(k+ 2) Z
k=0

- 7K et2—z—-1
E13(2) = Z r(k+3) 22
k=0

Bu ifadeler genellestirilirse;

1 , 7K
El,l’l(z) = Zn_1 e” — K ]
k=0

olur ve

i 42k
Ep1(z%) = Z—F(Zk - cosh(z),
k=0

S sinh(z)
E 2) = = ,
22(2) Zk_o r(2k+2) z

elde edilir. Ayrica § = 1 igin,

Eq1(2) = ;m = Eq(2),

14

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu elde edilir (Podlubny 1.,1999; Kareem, 2017).



15
4, YONTEM

Bu bélimde tezde kullanilan yontemler hakkinda bilgi verilecektir. Bu yontemler
lokal kesirli tiirev ve es formlu Kesirli tirev 6zellikleri kullanilarak olusturuldugu igin,

oncelikle lokal kesirli tiirev ve es formlu kesirli tiirev tanim ve 6zellikleri verilecektir.
4.1. Lokal Kesirli TUrev

4.1.1. Lokal kesir turevli diferensiyel fonksiyonun siirekliligi

Tanim 4.1 : f(x), X, civarindaki bir aralikta tanimli bir fonksiyon olsun. Her pozitif € ve

bazi pozitif k sabitleri, bazi pozitif § degerlerine karsilik gelir, soyleki;

If(x) — f(xg)| <ke*, O0<a<1
|x — xo] <6, §>0veg d ER (4.1)

ozelliklerini saglayan f(x) fonksiyonuna lokal kesir mertebeden sirekli denir ve
lim f(x) = f(xq) (4.2)
X—Xp

seklinde gosterilir. Lokal kesir tlrevli f(x) fonksiyonunun (a,b) araligindaki stirekliligi, o

bir fraktal boyut ve 0 < a < 1 olmak uzere,

f(x) € C,(a,b) (4.3)
seklinde gosterilir (Sohail vd., 2017; Tariq vd., 2017).
Tammm 4.2 : Bir f(x):R - R,x - f(x) fonksiyonu 0 < a < 1 olmak Uzere a mertebeli

Hoélder fonksiyonunu saglarsa a mertebeli diferensiyellenemez olarak adlandirilir ve

X,y € X i¢in (Sohail vd., 2017; Tariq vd., 2017),
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Ifx) — f(] < Clx —y|* (4.4)

dir.

Tannm 4.3 : Bir f(x):R - R,x - f(x) fonksiyonu 0 < a <1 olmak (zere o kesir

mertebeli siireklidir denir veya kisaca a-lokal kesir surekli denir,

Not : Bir f(x) fonksiyonu,

f(x) — f(x0) = O((x = %0)%), (4.5)

seklinde yaziliyorsa x, € [a,b] ve 0 < a < 1 olmak (zere, C,[a, b] uzayindadir denir
(Sohail vd., 2017; Tariq vd., 2017).

4.1.2 Lokal kesir tiirevli tiirevin tanimi

f(x) € Cy[a,b] ve 0 < a < 1 olmak lizere. 0 < |x — Xo| < 8 icin

d*f(x) - lim A*(f(x) — f(xo))

D®f(x,) = T fim — e

(4.6)

X=Xq

limiti var ve sonlu ise Df(x) ifadesi f(x) fonksiyonunun x = x, noktasinda o mertebeli

lokal kesirli tiirevi olarak adlandirilir. Burada

A%(f(x) — f(x0)) = T'(1+ ) (f(x) — f(x0)). (4.7)
Eger f(x) fonksiyonu [x, b) araliginda taniml ve

d*f(x) L AM(E) = f(x0))
dx® imxg- B xl—lg‘ (x—x0)* (*8)
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limiti var ise (4.8) ifadesine f(x) fonksiyonunun x = x, noktasinda a mertebeli soldan

lokal kesirli tirevi denir ve burada,

A%(£(x) — £(xo)) = T(1 + WA(F(x) — f(xp)). (4.9)

dir. Eger f(x) fonksiyonu (a, x]araliginda taniml ve

d*f(x) _ A%(f(x) — (%))
= lim

dx® | . xoxet (X —X)“
X—Xo

) (4.10)

limiti var ise (4.10) ifadesine f(x) fonksiyonunun x = x, noktasinda a mertebeli sagdan

lokal kesirli tiirevi denir ve burada,

A*(f(x) — f(x0)) = T(1 + a)(f(x) — f(xo)). (4.11)
d*f(x) d*f(x)
_— 4.12
dx* x=xot " dx* X=Xq~ ( )
—40 =40
tlrevleri var ve
d*“f(x) d*f(x)
e | T e (4.13)
X=Xy X=X0_
esit ise
d*f(x) d*f(x) d*f(x)
dx* | dx© - dx@ (4.14)
X=Xg X=X0+ x=x0"

olur (Yang vd., 2016).

D, (a,b) lokal kesirli tlirev kiimesi ve f(x), g(x) € D,(a,b) olmak lzere, lokal kesirli tiirev
kurallar1 asagidaki sekilde olur (Yang vd., 2016);
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i, D@If(x) + g(x)] = DDf(x) + DOf(x),

i. D[] = [Df(0)]gx) + f)[DWg(x)],

(@ [f®] _ [P@r)]g0-(0[D@g)]
D [g(x) e ,g(x) # 0. (4.15)

y(x) = (fog)(x), f @ (g(x)) ve g (x) tiirevleri var olmak iizere, lokal kesirli zincir kurali,

de «
%(aX) =f9(g) (g(l) (X)) (4.16)
ve
de a
d}:(((j() = £ (g(x) (g(a) (X)) (4.17)

seklinde olur (Sohail vd., 2017; Tariq vd., 2017).

4.1.3 Baz1 fonksiyonlarin lokal kesirli ttrevleri

Bu kisimda kesirli analizde sik karsilagilan bazi fonksiyonlarin lokal kesirli

threvleri, gizelge seklinde verilmistir (Cizelge 4.1).

Bu tiirevleri bulmak icin,

(na) B I'1+ na) (4.18)
ia/ T(A+i)(1+ (nh—1Da)’ '
olmak lzere yeni bir seri agilimi,
no o noy . .
(f+ g)na — Z (ia) f(n—l)agla — Z (io() flotg(n—l)(l’ (419)
i=0 i=0

seklinde olur. Bu durumda {i¢ seri agilim1 asagidaki gibi olur:



n=0ise(f+g)"* =1,
n=1ise (f+g)"* =f*+g%
f=gise (f+g)* = (20)* = (2g)%,

Cizelge 4.1. Baz1 fonksiyonlarin es formlu Kesirli tirevleri

Fonksiyon Lokal Turevi

1. ceR 0
2 <ka <1

T(1 + ka) r(1+ (k- o)
3. Eq (x%) Eq(x9),
4. Eq(cx%) cEq(cx®)
5. Eq(—x%) —Eq(=x%)
6. Eq(x%%) (2X)“Eq (x*%)
7. E (cx2%) (2x)*CE o (cx?%)
8. Eq(—x%%) —(2)*Eq(—x*%)
9. sing (x%) cosq(x%)
10. sing (cx%) ccosy (cx%)
11. CoSy (x%) —csing (x%)
12. cosq(cx%) —csing (cx%)
13. sinhg (x%) coshy (x%)
14. sinhg (cx%) ccoshy (cx%)
15. coshy (x%) —sinhy (x%)
16. coshgy (cx%) —csinh, (cx%)

i

oy I'l+ o)
()_FH+DH1+G—H

olmak lizere, na = o bir reel say1 ise kesirli seri agilima,

co

o0}

(f—l— g)o — Z (T) fc—igc — z ((1)-) fkgc_i'

i=0

i=0

19

(4.20)

(4.21)

(4.22)



(4.19) yardimiyla asagidaki fark elde edilir,

20

A%(f(x) — f(x0)) = T(1 + )A*(x0) = (1 + ) (f(x) — f(x0)),  (4.23)
burada
A%f(x,) = Z( D! ( f(x “ip), p=x-—x, (4.24)
(4.23) kullanarak asagidaki tiirevleri 6rnek olarak verebiliriz,
d* x“ 1 1+ o)[x+Ax)* —x“
S ——— | 1 ( IC ) ] = 1. (4.25)
dxT(1+a) 2x-0l(1+ a) (Ax)“
de  xke« L '+ a) [(X + Ax)k* — xk“]
dx®T(1 + ka) ax-0 |T(1 + ka) (Ax)“
K F(1+ka) (k1) e — xk
— lim rd+o [X “ r(1+)r(1+(k-1)a) “(A0% + X a]
ax-0 | T'(1 + ko) (Ax)«
I'(1+ka) (k-1)
— lim rd+o [F(1+a)l"(1+(k—1)a)x a(AX)a]
Ax-0 | I'(1 + ka) (Ax)“
X0 4.26
T+ (k-1Da) (4.26)
Bu durumda (4.26) denkleminden,
d« c
. oy —
axe () = Z ) Z r(1+ ko)’ (4:27)

bulunur.
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had Xkot had Xkoc
1+z—=z—, (4.28)
] I'(1+ ka) i I'(1+ ka)
olacagindan,
d(x
@Ea(xo‘) = E,(x%), (4.29)

olur (Yang vd., 2016).

4.1.4 Lokal kesirli tiirev teoremleri

Teorem 4.1 (Rolle teoremi) : f(x) € C,[a,b], f(x) € D,(a,b) ve f(a) = f(b) olmak
Uzere, Oyle bir x, € (a,b) ve a € (0,1] vardir ki (Yang vd., 2016).,

f(®(x,) = 0. (4.30)

Ispat 4.1 : (Yang vd., 2016),

a) [a,b] araliginda f(x) = 0 ise Vx, € (a,b) icin f(¥)(x,) = 0 olur.

b) [a,b] araliginda f(x) # 0 olsun.
f(x) fonksiyonu C,[a,b] de tanimli oldugundan lokal sireklidir ve f(x) fonkiyonun bu
aralikta K ve M gibi sirasiyla bir minimum ve maksimum degerleri vardir. f(x) # 0
oldugundan K ve M degerlerinin en az bir tanesi sifirdan farklidir. M # 0 ve f(x,) = M

olsun. Bu durumda,
f(XO + AX) S f(Xo). (431)
Ax > 0 kabul edersek,

A*[f(xq + Ax) — f(x()]
e <0, (4.32)

ve
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A*[f(xq + Ax) — f(x()] <0 (4.33)

A, (Ax)“

Ayni sekilde Ax < 0 icin de gosterilir.

f(x) € D,(a, b) gbzoniine alinir ve (4.19) uygulanirsa f*(x,) = 0 olur. M=0 ve K # 0 aym

yol ile bulunur ve
f(®(x,) = 0. (4.34)

Teorem 4.2 : f(x) € Cy[a,b], f(x) € D,(a,b) olsun.Oyle bir x, € (a,b) ve a € (0,1]

vardir ki,

(b —a)®

f(b) — f(a) = £ (x,) i+

(4.35)

olur (Yang vd., 2016).

Ispat 4.2 : a € (0,1] olmak iizere diferensiyellenemeyen bir fonksiyon tanimlayalim

(Yang vd., 2016),

T(x) =T(1+ a) {[f(x) —f(a)] — [f(b) — f(a)] g : 32} (4.36)
T(a) = 0 ve T(b) = 0 olur. Budurumda x, € (a,b) i¢in asagidaki 6zellik vardir,
T(x) = I(1 + a) {[f(x) — f(a)] — [f(b) — f(a)] g _ Z;Q} (4.37)

Teorem 4.3 : f(x) € Cy[a,b], f(x) € Dy(a,b) oldugunu kabul edelim. limf(x) = 0 ve

X—Xq

= L olmak

(@
lim g(x) = 0, L bir reel say1 yada —oo, co lardan herhangi biri olsun. lim 00

X—Xq X—Xq g(“) (%)

uzere (Yang vd., 2016),



23
fx)

im — = L. (4.38)
x-%o g(%)

Ispat 4.3 : f(x) € Cy[a,b], f(x) € D,(a,b) olsun. f(x,) = 0 ve g(x,) = 0 olacak sekilde
bir x, € (a,b) olsun (Yang vd., 2016).
z € (X, X) olacak sekilde

f(x) _ 0 —f(x) _ {92

= = : (4.39)
gx) g —gkx) g@W(@)
X = X¢ yaklastiginda,
f(x f(x) — f(x £ (x
lim 109y J0O 7 100) o FR0G) (4.40)
xoxg 8(X)  xoxg 8(X) —8(X0)  x~x¢ g0 (%)
olur. Ayn sekilde x — x; yaklastiginda,
f f(x) — f f(®)
10 ) L 9) aan)
x5 g(X)  x-x0 g(X) — g(Xo)  x-%5 g(9(xo)
Bdylece sonuca ulagsmis oluruz.
Yukaridaki islem metodunu kullanarak su drnekleri verebiliriz:
(4.39) kullanilarak, x — 0 giderken,
(04
E,(x%) -1~ AT (4.42)
olur soyle ki,
B0) =1 _ el
X - [od
lim—% 2 = = iy & (4.43)
x—0 X X—>0d_[ X
r(1+a) dx® IT(1+a)
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sing (x%) = [sing(x)]
— | — 1i oy —
lim—— = }(1_% T T [ " = }(1_% cos,(x%) = 1. (4.44)
r(1+a) dx® Lr(1+a)

Ayni sekilde, x — 0 giderken,

XZa
1 — ay ~ _, 4‘4‘5
e AT (4.45)
soyle ki,
1= cos ) sl
. — COSy (X e dx*Ir(1+20)]
!(l_l’)%xz—a = X_)Od_a[# = 1. (446)
ri+2a) dx® [T (1+20)

4.1.5 Lokal kesirli integral tanimi

f(x) € C4(a,b) ve 0 < a < 1 olmak Uizere, lokal kesirli integral,

N

I'l+a) Moizo: HOOE0" (4.47)

1
I'l+a)

()= [ 100 =

seklinde tamimlanir. Burada Ax =X;,; —x;,i=0,..,N—1,X, =avexy =b dir ve

asagidaki iki Ozelligi saglar (Yang vd.,2019);

T+ fa (D)) (dx)* = f(x) — f(a) (4.48)

ve

1 X
D [mj; f(X)(dX) I = f(X) (449)
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4.2 Es Formlu Kesirli Tiirev

4.2.1 Es formlu Kkesirli tlrev tanumi

Tanim 4.2.1.: f:[0,00) > R, Vt >0, «a € (0,1) icin

1-ay _
Ta(f)=limf(t+£t )~ (® (4.50)

-0 tS

es formlu kesirli tiirev olarak adlandirlir ve T, (f) es formlu kesirli tirevi £ (t) seklinde

de gosterilir (Cenesiz ve Kurt, 2015; Chen ve Jiang 2018).

Tanim 4.22. : a € (nn+1), f fonksiyonu t>0 noktasinda n -mertebeden

diferensiyellenebilir ve [a], a dan biiyiik veya esit en kii¢iik tamsay1 olmak tizere,

f(Jal-1) (t + st([d]—a)) — fUad=-1)(p)

T (H(t) = lim (4.51)
-0 €
f nin a mertebeden es formlu kesirli tlrevi denir (Cenesiz ve Kurt, 2015; Chen ve Jiang

2018).

a € (0,1) ve f, g fonksiyonlar1 t > 0 noktasinda a-mertebeden es formlu kesirli
tiirevlenebilir olmak tizere asagidaki 6zellikler saglanir (Cenesiz ve Kurt, 2015; Chen ve
Jiang 2018) ,

1. ffonksiyonu diferensiyellenebilir olmak tizere T, (f)(t) = tl‘“j—i(t).

Her a,b € Rigin, T,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g).
Her p € Rigin, T, (tP) = ptP~*.
Her f(t) = A € R sabit fonksiyonu igin, T,(A) = 0.

Toc(fg) = fToc(g) + gTot(f)-

T, @ _ gTamg—zf'ra(g)

a & N

o

(4.52)
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Bu o6zelliklerin dogrulugunu su sekilde gosterebiliriz (Zhao ve Luo, 2017; Al-Tarawneh,

2017):
1.(4.2.1.) taniminda h = £t1~% alinirsa € = ht*~1 olur.

f(t + et~ — f(t)
&
f(t+ h) — ()
“ho0  htel
_ i f(t + h) — f(t)
h—-0 h
= t17%f'(1).

T, (f) = lim
e-0

(af + bg) (t + et1=*) — (af + bg)(t)
£

2. Ty(af+bg) = ling
£

af(t + et1=*) + bg(t + et1~%) — af(t) — bg(t)

= lim
-0 &
o (fe+etm ) —f()) (gt +et’™*) —g(t)
=lima + limb
£-0 € £-0 €
= aTy () + bT,(g).
(t+ et~ )P —tP
P) = I
3. T,(tP) 181_1)13 -
tP + (D) (et ) + - + (p) eP(t1*)P —tP
= lim P
-0 €
ptp—ltl—a + "'+ sp—l(tl—a)p
=lime
-0 €
— ptp—ltl—a
= ptP™%,
f(e+et?™*) —f(t) A—2A
4, Ta(}\)=lirré ( ) ()z = 0.
o d

€ €

f(t + et~ gt + et?™%) — f()g(t)
€

5. T,(fg) = lim
£-0

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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- f(t+ et Mgt + et + f(D)g(t + et?~%) — f()g(t + et1*) — f(H)g(t)

-0 €
f(t + et=%) — f(t t+ et —g(t
= lim ( )~ &€ )g(t + et?™*) + f(t) lim & . )~ &
o d E—

g(t+et'™*) — g(t)

= Ta(f(t))lirr(}g(t + et + f(t)lirrg
&£ ot d

&
= () T, (g8(1)) + (O T (£(V)). (4.57)
c flt+et’™) (1)
s glttetlTa) o g(t)
6 T (é) = lim £
1t + et ) f(t) f(t) f(t)
~ eoe <g(t e gt et | glit et g(t)>

o (f(t+ et — f(v) _ 1 1
= lim < eg(t + et1—9) +f(O)lim (sg(t + stl‘“)) B sg(t))

o gt + et’™*) — g(t)
£50

-0 e (DB(L+ )

e-0 g(t + et1~®) B

3 1 (gt +et'™ ) —g(D) 1

= Tu(®) a(® f(Olim < € ) Lim (g(t)g(t n stl‘“)>
CTlf) 1

=20 f() T (8(1) 20

_ 8®OT.(D) — f(OT.(g(®)

= 0 (4.58)

olarak bulunur.

4.2.2 Baz1 fonksiyonlarin es formlu kesirli tirevleri
Cizelge 4.2 de en ¢ok karsilasabilecegimiz bazi fonksiyonlarin es formlu kesirli
tiirevleri verilmistir. Bu fonksiyonlardan bazilarini dogrulugunu su sekilde gosterebiliriz

(Al-Tarawneh, 2016):

ec(t+et’™®) _ 4t

cty — 15
1. T, (e )—lsl_r)lg .



1-a
cet -1

= e%im
e—0 €
_ 1-a —
. 1 aecst _ t1 (04
= e“lim T
£-0 et~

1-a
cet -1

= t1 % im ————,
£50 Etl_a

h = et!=* olmak iizere L’Hospital kuralmi uygulanirsa,
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eh —1
— t+l—-acty;
=tetim—y
ch
= ct1=%elim —
h-0 1
= ct!™%ec (Kareem, 2017). (4.59)
Cizelge 4.2 Bazi fonksiyonlarin es formlu kesirli tlrevleri
Fonksiyon Es Formlu Tiirev
1. ect ct?=%et ceR
2. sin(at) at'™%cos(at),a € R
3. cos(at) —at!%sin(at),a € R
4, tan(at) at'~%sec?(at),a € R
5. cot(at) —at!™%csc?(at),a € R
6. sec(at) at'~%sec(at)tan(at),a € R
csc(at) —at!™%csc(at)cot(at),a € R
8. lta 1
a
9. /1 1
sin (— to‘) cos (—t“)
a a
1 1
10. cos (— t“) —sin (— t“)
a o
la 1la
11. ot out
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sina(t + et'~%) — sin(at)
€

2. Ta(sin(at)) = lsl_r)r(}

sin(at) cos(agt'™*) + cos(at) sin(ast’™*) — sin(at)
m
£-0 €

cos(aet! ™) —1  cos(at) sin(ast!™%)
+ lim

= lim sin(at)
£-0

-0 €
1-a : 1-a
e __cos(agt™™ ) —1 ~ cos(at) sin(agt*™%)
=t *sin(at) lsl_r)r(} ia + t' "% cos(at) £1_r)rg ria
h = et'=* olmak iizere L’Hospital kuralini1 uygulanirsa,
cos(ah) — 1 sin(ah
= t1=%sin(at) lim cos(@ah) — 1 + t17% cos(at) lim (ah)
h-0 h-0 h
Lo . —asin(ah)
=t "“sin(at) %llrr(l) ——— 4+t "“cos(at)a
= at!~%*cos(at). (4.60)
3. 2 esitligine benzer sekilde gosterilebilir.
sin(at)
4. T,(t ) =T, | ———=
«(tan(an) =T (cos(at))
_ cos(at) T,(sin(at)) — sin(at) T,(cos(at))
B cos?(at)
_ cos(at) (at’~*cos(at)) — sin(at) (—at*~“sin(at))
B cos2(at)
__at'"“cos?(at) + at'"“sin?(at)
B cos?(at)
= at’™%(1 + tan?(at))
= at!™“sec?(at). (4.61)

5. 4 esitligine benzer sekilde gosterilir.

6. Ty(sec(at)) =T, (L)

cos(at)
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~ (-1 (Ta(cos(at)))
B cos2(at)

(=D (—at'~%sin(at))
B cos?(at)

. Sinat) 1
cos(at) cos(at)

= at!~*tan(at) sec(at). (4.62)

— 1-

7. 6 esitligine benzer sekilde gosterilir.

1 1-aya _ liax
= (t+ eti ™)« — =t

1
8. Ta (& ta) = lim

£-0 €

_L, (t+ et )% —t*
o e—0 €
1 t* 4+ (Cll)t(x—lstl—a 4ot (Oﬁl)sa—lta—l + (g)sa(tl—a)a —
o e—0 &
L e((9)+ @ s ()

o e-0 €

=1. (4.63)

elde edilir . Diger es formlu kesirli tiirevler de benzer sekilde dogruluklari gosterilebilir.

4.2.3. Es formlu Kkesirli tirev teoremleri

Teorem 4.4 ( Zincir Kurah): 0 < o < 1 olmak Uzere f,g : (a,0) — R, a-mertebeden
tirevlenebilen fonksiyonlar ve h(t) = f(g(t)) olsun (Abdeljawad, 2014; Zhao ve Luo,
2017),

(Teh)(®) = (TeH(g(®)- (Teg) (©). 5O (4.64)

Burada h(t) a-mertebeden tiirevlenebilir ve her tigin t # a ve g(t) # 0 dir.
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Ispat 4.4: Tamimda, u = t + £(t — «)1~% alinirsa ve g fonksiyonunun siirekliligini

kullanarak (Abdeljawad, 2014; Zhao ve Luo, 2017),

fg(w) — f(g(®) f-a

(Th)(® = lim == —

. fg(w) — f(g(v) i B 800
wt (g —g(®) vt u—t
_ flg(w) - f(g®)
= 1m
gw-g® (g(u) —g(v)
= (TeH(8(®). (Te) (V. g(O*? (4.65)

gD % Teg(D). g(O* !

Teorem 4.5 (Rolle Teoremi): a > 0 ve f: [a,b] = R fonksiyonu verilsin (Katugampola,
2014),

I.  ffonksiyonu [a, b] araliginda es formlu kesirli streklidir,
ii.  ffonksiyonu a € (0,1) araliginda a- mertebeden es formlu kesirli tirevlenebilir,
iii.  f(a) = f(b)

ozelliklerini sagliyorsa, f®(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir.
Ispat 4.5 : f fonksiyonu [a, b] araliginda es formlu kesirli siirekli ve f(a) = f(b) oldugu
igin bir c € (a,b) lokal maksimum noktasi vardir. Genelligi bozmayacak sekilde ¢ nin

lokal minimum noktast oldugunu kabul edelim. Boylece,

f(c+ec’™*) —f(c) _ lim f(c + ect™®) — f(c)

@) = |
f'%(c) Slir(§1+ Jlim . (4.66)
fakat birinci limit negatif ve ikinci limit de pozitif olmayacagindan,
fO) =0 (4.67)

bulunur (Katugampola, 2014).


https://www.researchgate.net/profile/Udita_Katugampola
https://www.researchgate.net/profile/Udita_Katugampola
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Teorem 4.6 ( Ortalama Deger Teoremi) : a > Ovef: [a b] - R asagidaki 6zellikleri

saglayan bir fonksiyon olmak tizere (Katugampola, 2014),
i. f, [a b]araliginda es formlu kesirli stirekli.

ii. o€ (0,1)olmak Uzere f, a-mertebeden es formlu kesirli tlrevlenebilen fonksiyon.

f(b) — f(a
po - 1) ~ @), (4.68)
-t ba ——-1
(04 o
olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir (Katugampola, 2014).
Ispat 4.6 : (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarindan gegen kesenin denklemi,
f(lby—f(@ (1 1
y—f(a)—m(aX —aa ) (469)
o o
olur ve
f(lby—f(@ (1 , 1
T Te_ i (ax 52 )+ f(a) (4.70)
o (04
seklinde yazilabilir ve agsagidaKki
flb)y—f(a)1 , 1
g(X) = f(X) - m(ax - aa > + f(a) , (471)
(04 (04

fonksiyonunu alalim. g(a) = g(b) = 0, g; [a, b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda es
formlu kesirli tiirevlenebilir oldugundan, Roll teoremine gore g(o‘)(c) = 0 olacak sekilde

c € (a,b) vardir. Fakat

g*(x) = f*(x) — w (4.72)
FLL


https://www.researchgate.net/profile/Udita_Katugampola
https://www.researchgate.net/profile/Udita_Katugampola

oldugundan

f(b) — f(a)
g(x(c) = f(x(c) |1 1 =0
Pl
olur ve buradan,
f(b) — f(a)
04 _—
RO P
o [0 4

olarak bulunur (Katugampola, 2014).
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(4.73)

(4.74)

Simdi es formlu kesirli tiirev tanimini kullanarak bazi denklem ¢6ziim 6rnekleri verelim;

Ornek 4.1 y(0) = 0 baslangi¢ degeri ile verilen

y(%) +y=x3+ 3x§

es formlu Kesirli tirev problemini gézoniine alalim, homojen denklem

1

olur ve homojen denklemin ¢ézimleri

Yh = erVx
olmak uzere,

r r
Eer‘/§+er‘/§=0 = er‘&(z-l—l):O >r=-2

bulunur ve

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)


https://www.researchgate.net/profile/Udita_Katugampola
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yp, = e 2V (4.79)

elde edilir. Ozel ¢6ziim
yp =X° (4.80)
olur. Baslangi¢ degeri kullanilirsa A=0 bulunur ve
y(X) = yntyp = eV + % (4.81)
genel ¢c6zimi elde edilir (Kareem, 2017).
Ornek 4.2 Asagida verilen
) 4 vy = xe (4.82)

es formlu kesirli tirev denkleminin ¢éztiimiinii bulmak i¢in esitligin her iki tarafini e* ile

carparsak,
1 1 23
e¥yz + eX/xy =x = (e¥y)z=x > Xy = 3¢ +C (4.83)
buradan,
2 s
y(x) = §x2e‘X + Ce™™ (4.84)

¢ozlimii garpma kurali kullanilarak kolayca elde edilir (Kareem, 2017).

Ornek 4.3. Asagida verilen

Y& = (y-2%)°+1,  yi=2v% y(0)=1 (485)



es formlu kesirli tiirev denkleminin ¢6zimunu bulmak icin dncelikle,

Vi = 2&'

denklemin bir ¢oziimii oldugu goriiliir ve

y =v+2VX,

degisken degisikligi yaparak,

Ve

V(%)+1=(V+2\/§—2\/§)2+1

denklemi elde edilir. Bu denklem

ve

v = x"2v?

Bernoulli denklemine doniisiir. Simdi Bernoulli denklemini ¢6zmek i¢in

doniigiimii yaparak,

35

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)
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elde edilir. Denklemi, —v~2 ile garparsak,

—v7 2y = —x"2v%v?,
_1
u = —x 2,
d ! d
u=——dx,
Vx
u=-2vx+c¢,
1
—-=-2Vx+g¢
\
! (4.94)
V=s——, :
—2Vx+c
bulunur ve (4.87) yerine yazilarak,
! 2Vx (4.95)
=———2Vx :
Y —2Vx+c

y(0) = 1 baslangi¢ kosulu kullanilarak c=1 bulunarak,

- X (4.96)
TR 1 2 '
genel ¢c6zum elde edilir (Al-Tarawneh, 2016).
4.2.4 Es formlu kesirli integral tanim
0<a<1lve0<a<b,olmak uzere,
b b
J f(x)dex = J f(x)x* tdx (4.97)
a a

integrali var ve sonlu ise f: [a,b] » R fonksiyonuna [a, b] araliginda a-kesirli es formlu

integrali denir ve asagidaki 6zelligi saglar,
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12(F)(0) = [%(t<1) = f ;g)idx. (4.98)

a

Bu integral normal Riemann integralidir ve a € (0.1] dir (Usta ve Sarikaya, 2017).

4.3. Kesir Turevli Diferensiyel Denklemlerin Doniisiim Yontemleri

4.3.1. Giris

Bu kisimda Once lineer olmayan kesir turevli diferensiyel denklemlerin adi
diferensiyel denkleme donistiiriilmesi gosterilecektir. Sonra adi diferensiyel denkleme
indirgenen diferensiyel denklemin dengelenme sayisinin bulunmasi anlatilacaktir. Daha
sonra adi diferensiyel denkleme doniistiiriilen bu diferensiyel denklemlerin tam ¢6zUmunu
bulmak i¢in kullanilan tam ¢6ziim yontemlerinden literatiirde en ¢ok kullanilan tam ¢6ziim

yoéntemleri verilecektir.

Matematikte birgok c¢oziilemeyen veya ¢oziimii zor olan problemler doniisiimlerle
daha kolay ¢0ziilebilen problemlere indirgenebilmektedir. Bu dontisiimler Laplace
doniisiimii, Fourier doniisiimii, Bicklund déniisiimii, Integral doniisiimii, hareketli dalga
doniistimii, kesirsel karmasik doniisim vb. doniisiimlerdir. Tezin bu kisminda Kesirsel
karmasik doniisiim, lokal ve es formlu lineer olmayan kesir tirevli diferensiyel denklemler

icin kullanilan yeni bir hareketli dalga doniisiimi gOsterilecektir.

4.3.2. Kesirsel karmasik doniisiim

Kesirsel karmagik doniisiim, Li ve He tarafindan ilk olarak 2010 yilinda 6nerilmistir
(Li ve He, 2010). Bu yontem ile bir¢ok kesir turevli diferensiyel denklem adi diferensiyel
denkleme doniistiriilmistir. Boylece ileri analizin tim metotlart kesirsel analize

uygulanabilir hale gelmistir.

Kesirsel karmasik doniisiim ; k, cq,cy,C3, ..., €, sonra belirlenecek olan sifirdan

farkli bilinmeyen sabitler ve 0 < o4, 0y, 03, ..., Ay < 1, 0lmak lzere,
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kt* c X2 C, X3 CpX o+t
£ = + =1 22 .42 (4.99)
Fl+o;) TA+a) TAA+a3) F'(1+ay41)
seklinde tanimlanir. a; = o, = a3 = ... = 41 = 1 oldugunda doniistim
§=Kt+ c1xq + Xy + -+ Xy (4.100)

standart hareketli dalga doniisiimiine doniigiir. Sonug olarak, kesirsel karmasik doniistim

hareketli dalga doniisiimiiniin dogal agilimidir(Guner, 2014).
Ornek 4.4.

0%u aPu d3Pu aYu oM
Tl + 2u +3 +4 +5 =0 (4.101)

kesir tirevli diferensiyel denkleminde p, g, k ve | ler bilinmeyen sabitler ve 0 < a <

1,0<B<10<y<1ve0 <A1, olmak iizere kesirsel karmagik doniisiim

tO(
P L
1+ )

B
x=_PX
r(1+pB)

kvY
y=_ Y
r1+vy)

77 (4.102)
T4+ '

olarak alinir. Kesirli tiirevlerin 6zellikleri kullanilarak (4.102) denklemi

d%“u du
gt~ 9T
dPu Jdu
axP ~ Pox
dYu du

3y~ Koy
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F'u_ ou (4.103)
dzh 9Z '
seklinde klasik tiireve doniisiir. Boylece (4.101) denklemi
AL P LA SN SN L (4.104)
QT T “PUGx TP 5xa T oy Tz T '

adi diferensiyel denklemine doniisiir. Bu yontem farkli tam yontemler ile 6rnegin {istel

fonksiyon yontemiyle ¢ozilebilir (Gliner, 2014).
Orneka4 5. iki boyutlu zaman kesir tiirevli homojen 1s1 iletimi denklemi,

9%T
WzC(TXX+Tyy),t>O,0<x<a,0<y<b,0<a£ 1 (4.105)

seklinde verilir. Denklem iki boyutlu ve zaman kesir tirevli oldugu igin kesirsel karmasik

doniistim

o

qt

- k 4106
T1to [ PXTHY (4.106)

3
seklinde secilir. (4.106) denklemi (4.105) denkleminde yerine yazilarak
C(p* + k)T —qTz = 0 (4.107)

denklemine doniisiir. (4.107) denklemi ¢oziildiigiinde, c; ve c, integral sabiti olmak izere

T(§) = ¢y + cyexp (ﬁikz)) (4.108)

veya
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X k 2t
b a%y 4 ) (4.109)

P2 +K) T Cp2+KD) T Cp KT + 0

T(x,y,t) =¢c; + ¢, exp(

¢c6zUma elde edilir. Su ozellikle belirtilmelidir ki, kesirli analizde baslangi¢ sinir kosullar
ve hangi yolla elde edildikleri hayati 6neme sahiptir. Eger bunlarda uygunluk yoksa
alakasiz bir problem ortaya ¢ikabilir ya da ¢6ziim bulunamayabilir. a, b, ¢, d sabitler olmak

tizere yukaridaki denklem i¢in baslangic sarti

T(x,y,0) = a + bexp(cx + dy) (4.110)
dir.
1 2
T(x,y,0) = exp (§X + §y) (4.111)

seklinde baslangi¢ sart1 igin (4.109) denkleminden

(4.112)

X k
qp gqKy +)

Ty, 0) =1 + ¢y exp (C(p2 ) T+ KD

elde edilir. (4.111) ve (4.112) denklemleric; =0,c, =1,p=1,k=2veq = ? olarak

alindiginda

X 2y 5Ct” )

T(X,y,t) = exp (gﬁ‘gﬁ'm (4113)

¢6zumu elde edilir (Guner, 2014).
He ve calisma arkadaglar1 2012 yilinda (He, vd., 2012) yazdiklar1 makalede kesirli
tirevlerde zincir kuralinin farkli oldugunu ifade etmis ve bu durumu su Ornekle

aciklamiglardir. § > 0 olmak Uzere,

U@ =t?
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s(x) = xP (4.114)

olsun Bu durumda modifiye Riemann-Liouville Kesirli turevine gore;

x?B=oT (2B + 1)

D%u(s(x)) = D¢u(xP) = DIx2P = T —at D (4.115)
bulunur. Benzer sekilde
u'(s(x)) = 2xP
(s(x))D)‘}s(x) = 2xP };B(;E(s:ll)) = XIZ‘Z;“—FEXB++11)) (4.116)
elde edilir ki bu da
* g_zago(;ia (4.117)

oldugu anlamina gelir. Yani bu tutarsizlik, kesirli hesaplamanin degisme 06zelliginin

(asagidaki 6zellik) olmadigini gosterir.
D«*B % DD % DBDY, (4.118)

Buradan hareketle , He ve c¢alisma arkadaslar1 kesirsel karmasik doniisiimii su

sekilde modifiye etmislerdir.

0<a<1,0<B<1,0<y<1lve0<A<1 olmak uUzere Kkesir tirevli

diferensiyel denklemlerin genel hali

F(u®, u®,u®, u®, ul, u @0, 20,y (4.119)

x Yy MYz Yt IXFyFZI"')I
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. e et . a* oy
seklinde gosterilir. Yine uga) = D{'u = T;l Jumarie’nin kesirli turevini gostermek ve u

stirekli (fakat tiirevlenebilir olmasi gerekmeyen) fonksiyon olmak {izere, modifiye

Riemann-Liouville tirevi

1 d (Y[u€xy,z) —u(0,xy,z)]
Dfu(t =— 4.12
D) = T ) e (4120)
seklinde tanimlanir. Modifiye kesirsel karmasik dontisiim
tO(
po_ 9t
1+ )
B
wo PP
r(1+p)
kvY
g kv
r(1+vy)
g2 (4.121)
T+ '

seklinde yazilsin. Bu doniisiim, silirekli uzay-zamami bir fraktal uzay-zamana
dontistirmektedir. He (He, 2008) oOnceki c¢alismasinda, kesir turevli diferensiyel
denklemlerin en iyi siireksiz ortamda tanimlanabilir oldugunu ve kesir mertebenin kesir

boyutla ayn1 anlama geldigini gdstermistir.

Sekil 4.1 de fraktal yapiya sahip bir diizlem diisiiniilsiin. Iki nokta arasindaki en
kisa uzaklik bir dogru degildir ve dsg; A ve B noktalar1 arasindaki (sekilde kesikli kirmizi
egri) gercek uzakligi, ds; (sekilde siyah dogru) iki nokta arasindaki mesafeyi, o kesir

boyutu ve k sayis1 da sabiti gostermek lizere

dsg = kds® (4.122)

yazilabilir ( He vd., 2010). Yatay yonde dsg (kirmizi egri) nin yansimasi Cantor benzeri
kiimeleri verir. Yatay dogrultuda, o, Cantor benzeri kiimelerin kesin boyutu ve k, sabit

olmak Uizere bu durum



ALAB = Kk, dx%x

seklinde uzunluk olarak ifade edilir. (4.122) denkleminin anlami1

sg = ks®
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(4.123)

(4.124)

demektir. Bu fikir (4.121) deki kesirsel karmasik doniisiime yol agar (Guner, 2014).

Sekil 4.1. Siireksiz uzayda iki nokta arasindaki uzaklik

Aslinda zincir kurali burada fraktal uzay: degistirir. Ornegin, Sekil 4.1 deki AB fraktal

egrisini, yatay dogrultudaki Cantor benzeri kiimelere doniistirmektedir. Sekil 4.1 den

veya

AL AB = cosOdsg

AAB =

dx
ds

dSE

(4.125)

(4.126)
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dir. Burada 6, AB dogrusal ¢izgisinin egim acisidir. (4.122) ve (4.123) denklemlerinin

iliskilerinden;
o dX o
kK, dx%x = k_ds ds

. _k )
veyao’ =~ olmak lzere
X

yazilir. Kesirli hesaplamalar i¢in zincir kurali

0% 0ud“s

ot~ ° Bs o=

olarak verilir. og, 0,0y, 07 fraktal indeksler olmak iizere,

kullanilarak,

o

s=t
X=xP
Y=yY
7 =7

d0%u  Jdud“s du
e~ dsotx . 5 9s
9Pu  ouadPfx du
axP _ 9XoxP XX
d'u 0dud'yY du
ayr ooy Yoy
0*u  duoz du
oz 9z0zr ‘oz

(4.127)

(4.128)

(4.129)

asagidaki doniistimler

(4.130)
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elde edilir. Boylece, kesir tirevli diferensiyel denklemler kolay bir sekilde adi diferensiyel

denkleme doniistiiriilir. Bu hesaplama herkesin yapabilecegi zor olmayan islemlerdir

(Glner,2014).

o, Yi belirlemek icin 6zel olarak s = t* ve u = s™ olarak alinirsa

0%u _ T(1+ma) e du _ {ma—o (4.131)
at* ~ T['(1+ ma— q) ~%%s " |
olur. Bu durumda o,
I'(1+ ma)

" ml(1+ ma— ) (4.132)

olarak belirlenir. Diger fraktal indeksleri de benzer sekilde bulunabilir (Giiner,2014).

Goriildigi tizere kesir turevli diferensiyel denklemleri kesirsel karmasik doniisiim
kullanarak adi diferensiyel denkleme cevirmek oldukca kolay bir yaklasim metodudur.
Boylece matematiksel anlizin tiim analitik metotlar1 kolayca kesirli analize uygulanabilir.

Kesirsel karmagik doniisiimii su sekilde genelleyebiliriz (Guner,2014);

X = (Xq,Xz,X3, ..., Xy, ) bagimsiz degisken, u bagimli degisken ve 0 <a <1
olmak ftizere ; F, u nun kismi kesirli tiirevlerinden olusan bir polinom olmak {izere zaman

kesir turevli diferensiyel denklemlerin genel gésterimi
2 —
F(u, Dfu, Uy, Uy, Uy, vy Uy, DESU, Uy ¢ Uy Uy oo ) =0 (4.133)

seklindedir. € kompleks bir degisken, I; (i = 1,2,3, ..., m) ve k sifirdan farkli keyfi sabitler

olmak Uzere,

0.4

UE®) = u(xqy,X2, X3, oo, X ), E = 11x7 + Lhxy + oo+ 1pxy + km

(4.134)
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kesirsel karmasik doniisim yardimiyla (4.133) denklemi U” = 3—2, U’ = (ZZTIZJ, ... 0lmak

Uzere,

P(UCH,U(E),U"(Y,..)=0 (4.135)
adi diferensiyel denklemine dontistiiriiliir.
Benzer sekilde x = (X4, X, X3, ..., X, ) bagimsiz degisken, u bagimli degisken ve

0 < B <1 olmak iizere ; F, u nun kismi kesirli tiirevlerinden olusan bir polinom olmak

Uzere uzay kesir tirevli diferensiyel denklemlerin genel gdsterimi
F(u u, D® wuy ,u,u u, , D3Py, u u u ) =0 (4.136)
) B Mxg Y Mg MXor Mg e Mx Mg Y UK X VXX MXgXgr et ) T .

seklindedir. € kompleks bir degisken, I; (i = 1,2,3, ..., m) ve k sifirdan farkli keyfi sabitler

olmak lzere
Xy
(E) = U(Xl,XZ,X3, ...,Xm,t),E = kr‘(l—-l-B) +11X1 + 12X2 + ...+ lme (4137)

kesirsel karmasik doniisim yardimiyla (4.136) denklemi (4.135) adi diferensiyel

denklemine dontistiirtiliir.

Son olarak her iki denklemi de iceren; x = (x4, X3, X3, ..., X1, ) bagimsiz degisken,
u bagiml degisken ve 0 < oy, 0ty A3, ..., 041 < 1 0lmak Gzere ; F, u nun kismi kesirli
tiirevlerinden olugan bir polinom olmak iizere uzay-zaman Kesir turevli diferensiyel

denklemlerin genel gosterimi

F(u, D¢*u, Di?u, Difu, ..., Dy™*u, Dy D¢ *u, Dy *Dyu, ... ) = 0 (4.138)
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seklindedir. € kompleks bir degisken, k; (i = 1,2,3, ..., m) ve c sifirdan farkli keyfi sabitler

olmak Uzere

t% a2 o3 Um+1

X
—Cc—— 4k L k 2 w1tk 4.139
Cr(1+o(1)Jr 1r(1+oc2)Jr 2F(1+oc3.)+ * (+139)

m
; T+ dmey)’

kesirsel karmagik doniisim yardimiyla (4.138) denklemi (4.135) adi diferensiyel
denklemine donitistirtliir. Eger imkan varsa (4.135) denkleminin terim terim bir veya daha
fazla integrali alinabilir. Boyle bir doniisiim sadece kesir tirevli diferensiyel denklemlerin
““dalga’’ ¢ozumleri icin gegerlidir. Ancak her kesirli diferensiyel denklemler icin ‘“‘dalga’

¢6zUmU yoktur. Bundan dolay1 uygulamalart sinirlidir (Giiner, 2014).

4.3.3. Lokal kesirli diferensiyel denklemlerin hareketli dalga doniisiimii

Kesirsel karmasik doniisiimde zincir kuralinin uygulanmasinda meydana gelen
fraktal indekslerin bulunmasi gibi bitakim zorluklardan dolay1 Yang ve arkadaslar1 daha
kesin sonuglar veren yeni bir hareketli dalga doniisiimiinii gelistirdiler (Yang vd., 2017).
Bu doniisim metoduyla daha sade ve etkili bir sekilde Lokal kesir tirevli diferensiyel
deklemler lokal kesir tlrevli adi diferensiyel denklemlere doniistiiriilmiis ve daha saglikli

sonuglar elde edilmistir. Yotemin agiklamasi agsagida verilmistir:

Lineer olmayan lokal kesir tlrevli asagidaki denklemi gézoniine alalim;

Fa( 0*u, 0%u, 0%u, 0%y 0%%uy 0%%uy 0%%uy >= 0. (4.140)

u
Y ootr T 9x, % 0%, T Oxyy®” 9t2% T 9x, 2% 9x,2%

Burada F, = Fy(X1,X5,X3, ..., Xm, t) lineer olmayan lokal Kkesirli operatérdir. I (i =

1,2,3, ..., m) ve k* sifirdan farkli sabitler olmak {izere,
§ = 19xy + I§x5 + -+ + 15 x5 + kKt (4.141)

hareketli dalga doniistimii alinir, burada



hn} EO( = 11X1 + 12X2 + -+ lme + kt
a—

olur. (4.141) ve (4.142) denklemleri yardimiyla

Fo (X1, X2, X3, +v0) Xm, t) = Fo(§)

elde edilir. Lokal kesirli tiirevlerde ki zincir kuralim1 kullanarak,

0%, 0%uqy (62)“ e 0%

ot gEx \ 't oEx
0%, 0%uqy (6_)“ 0%y
ox,*  0gr \x,/ ' o
0%, _ 0% (%)a s 0%
9%, " 08 \x; 2 0g*

0%u,  0%ugy (ﬁ)“ _ 0%

0% % 08 \xp mHEa

elde edilir. (4.144) denklemleri kullanilarak (4.143) denklemi,

d%ug(§) dCug()) d*“uy(®) ) _,

Fa (ua(z)' dza 4 dEZo( 4 dESOL
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(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

lokal kesir tiirevli adi diferensiyel denkleme dontistiirtiliir. Burada ki tlirevler o fraktal mertebeli §

ye gore tlrevlerdir.

Ornek 4.6. Iki boyutlu uzay fraktal lokal kesir tiirevli denklemi asagidaki sekilde alalim;

o o o 2a 2a
0%uy 0%y  0%ugq  0°%uy | 0"%uy

e T oxx T aye | axzw | gyra

Hareketli dalga doniistimii,

Ea — aaXO( + bO(yO( + CO(t0(

(4.146)

(4.147)
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seklinde alinirsa,

lirr} & =ax+by+ct (4.148)
o—
olur ve

0“uq 0%y

ate ¢ gg

0%uy  0%uq

oxe 2 gEa

0“uq . 0%y

dy - oEa

aZaua ra aZaua

aXZa = a aEZa

aZ(xu(x 2k az(xu(x
e e (4.149)

elde edilir. (4.149) denklemleri (4.146) denkleminde yazilirsa

3¢ “+b%) 9%, (a2 +Db*) g
oy (a®+b7) 9 ue + ( ) o, (4.150)
aga Ca aEa C(X azza

lokal kesir tiirevli & ye gore adi diferensiyel denkleme doniisiir. Tam ¢6zim yontemleri

kullanilarak bu denklemin ¢oziimleri bulunabilir.

Ornek 4.7. Ug boyutlu uzay fraktal lokal kesir tiirevli denklemi asagidaki sekilde alalim;

0%u, 0%u, 0%%u, 9%%u,
W+ua 9% + u, dy2a + 5720 = 0. (4.151)

Hareketli dalga doniistimii

&% = a%%* + b%y* + c%z* + k*t* (4.153)
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olacak sekilde alalim, burada

lirq & =ax+ by +cz + kt (4.154)
o—

olur ve

ot* oE*’
0%ug _ 0%u,
ox* g’
az(xua _ aZaua
ay2(x aEZa
aSaua a3aua
= (4.155)
(4.155) denklemleri (4.151) denkleminde yazilirsa
%, a* 9%, b** 9", 39, o (4.156)

—a Trale e T oW T 2e V@ 3
aEa kO(u aE Kk u aEZO( k 6230(

lokal kesir tiirevli & ye gore adi diferensiyel denkleme doniisiir. Tam ¢6zim yontemleri

kullanilarak bu denklemin ¢oziimleri bulunabilir.

Ornek 4.8. Lokal kesir tirevli iki boyutlu uzay-fraktal denklemini k ve | sabitler olmak

lizere asagidaki sekilde g6z oniine alalim,

=0. (4.157)

%, . 0“ <a°‘ua> 9°%u,
S tRkog| o | T lue——
ot 0X

Hareketli dalga doniistimii

e (4.158)
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olacak sekilde alalim, burada

lirq £ =ax+by+ct (4.159)
o—
olur ve
0%uq 0%
ote g’
o (a“ua) _ qope U
ox% aya aEZa ’
aZa aZon
;j‘ = b2« Zli"‘ (4.160)
y 08

(4.160) denklemleri (4.157) denkleminde yazilirsa

(4.161)

0%u, Tk a“ba> 9°%u, N b_zo‘u 9°%u, _
aE(X ca aEZa ka a azZa

lokal kesir tlrevli € ye gore adi diferensiyel denkleme doniisiir. Tam ¢6ziim yontemleri

kullanilarak bu denklemin ¢oziimleri bulunabilir.

4.3.4. Es formlu kesirli diferensiyel denklemlerin hareketli dalga doniisiimii

Es formlu tiirev tanimi kesirli analizde birgok problemi klasik analizdeki gibi kolay
anlasilir ve ¢oOziiliir hale getirmistir. Bunlardan biri de Lineer olmayan kesir tlrevli
diferensiyel denklemlerin adi diferensiyel denkleme doniistiirtilmesidir. Lineer olmayan
kesir turevli diferensiyel denklemlerin adi diferensiyel denkleme doniistiiriilmesi kolay bir
is degilken, Khalil ve arkadaslarimin gelistirdigi es formlu tiirev tanimi yardimiyla kesir
tirevli diferensiyel denklemler ¢ok etkili bir sekilde adi diferensiyel denkleme

doniistiiriilmeye baslanmistir. Bu yeni yontemin agiklamasi su sekildedir:
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X = (Xq,Xg,X3, ..., Xy, 1) bagimsiz degisken, u bagimli degisken ve 0 <a <1

olmak tizere ; F, u nun kismi kesirli tiirevlerinden olusan bir polinom olmak (izere zaman
kesir turevli diferensiyel denklemlerin genel gésterimi,

o 2a —
F(u, Df'u, Uy, Uy, Uy, oy Uy, DECU, Uy ¢ Uy s Unaxas ) =0 (4.162)

seklindedir. § kompleks bir degisken, I; (i = 1,2,3, ..., m) ve k sifirdan farkli keyfi sabitler

olmak Uzere
ta
UE®) = u(xqy,X2,X3, o0, Xy 1), €= 1% + Lxy + o+ 1pxy + ka, (4.163)
. v e e PR du ’ d?u
hareketli dalga dontisimi yardimiyla (4.162) denklemi U” = © U” = @ olmak
Uzere,
P(UCE),U(E),U"(Y),..)=0 (4.164)

adi diferensiyel denklemine doniistiirtiliir.

Benzer sekilde x = (x4, X3, X3, ..., Xm, £) bagimsiz degisken, u bagiml degisken ve
0 < B <1 olmak tizere ; F, u nun kismi kesirli tiirevlerinden olusan bir polinom olmak

Uzere uzay kesir turevli diferensiyel denklemlerin genel gosterimi
F(u u, D? wu,uy,u u, D3y u u u ) =0 (4.165)
» Uty Uy W Ux o Uy Uxgo oo Uy Vg W Uxgx90 YUxoxpr Yxgxgs o .

seklindedir. € kompleks bir degisken, I; (i = 1,2,3, ..., m) ve k sifirdan farkli keyfi sabitler

olmak Uizere

Xy

U®) = u(xq,X2,X3, o, Xy £), £ =K B

+ixy + Lxy + o+ X, (4.166)

hareketli dalga doniisiim yardimiyla (4.165) denklemi,
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P(U(E),U'(E),U"(%),...)=0 (4.167)

adi diferensiyel denklemine doniistiirtiliir.
Son olarak her iki denklemi de iceren; x = (X4, X5, X3, ..., Xm, t) bagimsiz degisken,
u bagiml degisken ve 0 < a4, ay, Az, ..., 41 < 1 0lmak Uzere ; F, u nun kismi kesirli

tirevlerinden olugan bir polinom olmak iizere uzay-zaman Kesir turevli diferensiyel

denklemlerin genel gosterimi
F(u, Dy*u, Dg2u, Dy u, ..., Dy™ u, D{* D u, Dy * D32y, .. ) = 0 (4.168)

seklindedir. € kompleks bir degisken, k; (i = 1,2,3, ..., m) ve c sifirdan farkli keyfi sabitler

olmak Uzere
o az Xa3 Am+1
U(®) = u(Xy, Xz, Xz, oo, Xy 1), dE = c— + kg — 4+ ky 2=+ ...+ Kk —= (4.169)
oy 126} O3 Om+1

hareketli dalga doniisiim yardimiyla (4.168) denklemi
P(UCE),U(E),U"(Y),..)=0 (4.170)
adi diferensiyel denklemine doniistiirtliir.

Goriildiigh tizere lineer olmayan kesir tirevli diferensiyel denklemler bu yeni
teknikle ¢ok kolay bir sekilde adi diferensiyel denklemlere doniistiiriilebilir ve tam ¢6ziim
yontemlerinden uygun olan bir metot ile lineer olmayan kesir tirevli denklemlerin
¢ozlmleri bulunur. Simdi bu yeni yontemi orneklerle agiklayalim:

Ornek 4.9. Uzay zaman- kesir tuirevli Klein-Gordon denklemini (Hosseini vd., 2017)

0%%u(x,t) _ 9%%u(x,t)
atZa aXZa

+puxt) +vui(x,t) =0,t>0,0<a<1 (4.171)
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alalim.

t(x
u(x,t) = f(e), E=X— lg (4.172)
dontistimii yapilarak (4.171) denklemi
P+ 0"+ puf+vf2=0 (4.173)

€ a gore adi diferensiyel denkleme doniisiir. Bu denklemin ¢ozimleri tam ¢6zim

yontemlerinden biriyle bulunabilir.

Ornek 4.10. Uzay-zaman kesir tiirevli EW(Equal Width Wave) denklemini (Kaplan
vd.,2017)

D&u(x, t) + aD%u?(x,t) — cD3%u(x,t) = 0 (4.174)
g6zonline alalim,
x* ¢
u(x,t) = u(®), &= k; — lg (4.175)

doniligiimii yapilarak, § ye gore bir defa integrali alinirsa, (4.174) denklemi

—lu + aku? + clk?u” =0 (4.176)

¢ ye gore adi diferensiyel denkleme doniisiir. Bu denklemin ¢oéziimleri tam ¢6ziim

yontemlerinden biriyle bulunabilir.

Ornek 4.11. (3+1) boyutlu kesir tirevli mKDVZK(modified Korteweg-De Vries-
Zakharov-Kuznetsov) (Cenesiz vd.,2017)
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LWL v + Ou =0 (4.177)
are T M ax T Toxay? T oxazz '
denklemini alalim.
o
ux,t) =UE), &=mx+ny+rz+ P (4.178)
yeni es formlu doniisiim kullanilarak (4.177) denklemi
pUE + mAUZUE + m3U§§§ + manEEE + mrzUEEE =0 (4.179)

¢ ye gore adi diferensiyel denkleme doniisiir. (4.179) denklemi bir defa &€ ye gore

integrallenir ve integral sabiti sifir alinirsa, asagidaki adi diferensiyel denklem elde edilir.

U3
pU + m)\? + (m3 + mn? + mr?)u” = 0. (4.180)

4.4. Dengelenme Sayisi

Dengelenme sayisi, toplam seklinde verilen tam ¢6ziim fonksiyonunun {ist sinirini
temsil etmektedir. Lineer olmayan herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yliksek
mertebeden lineer olan terim ile en yuksek dereceden lineer olmayan terim arasinda elde

edilen sabit bir sayidir. Herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yiiksek mertebeden
. . d9u .. . . dru)® . -
lineer terim T ve en yiksek dereceden lineer olmayan terim uP (d_zr) ile verilsin. Burada

u = 1" doniisiimii yapilirsa, p, q, r, s pozitif tamsayilar ve n dengelenme terimi olmak
iizere dengelenme bagintis1 n+q = np+s(n+r) olarak yazilir ve bu denklemin ¢éziimiinden n

pozitif dengelenme sayisi bulunur (Giiner, 2014).
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4.5. Tam C6zUm Ydntemleri

4.5.1. Tanh yontemi

Tanh  yontemi  ilk olarak  Malfliet  (Malfliet, 1992) tarafindan
tanimlanmistir. Wazwaz tarafindan son tanimi asagidaki sekilde yapilmistir.(Wazwaz,
2004):
Lineer olmayan bir diferensiyel denklem doniisiim yontemleri kullanilarak

P(U(E),U'(8),U"(%),...)=0 (4.181)

adi diferensiyel denklemine indirgenir. Y" = % olmak uzere,

Y =1-Y? (4.182)
Ricatti denkleminin ¢oztimleri
Y = tanh(§) ve Y = coth(%) (4.183)
dir. Bu ¢6zlimler kullanilarak
0 d
— = —Y2H)—
0% a-y )dY
02 d d?
- = — Y2 [ =2y — —Y2)—
5T (1-Y )( 2Y S+ (1-Y )dY2>
° 2 2 d 2 dz 2 °
@—(1—Y) (6Y —Z)E—6Y(1—Y)W+(1—Y)E (4.184)

tirevleri bulunur. Ayrica (4.182) Ricatti denkleminin ¢ézlmleri Senthilvelan tarafindan
(Senthilvelan, 2001),
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Y =tan(¥) ve Y = — cot(¥) (4.185)

seklinde alinarak,

9 =(1+Y? d
FIa dy

0?2 d 2
2 2
gz = (L+Y )<2Y—d +A+Y) 2)

3

o’ _ (1+Y?) | (6Y?+2) d +6Y(1+Y? d” +(1+Y?) d (4.186)
B dy dy? dy3 '

FIE

tirevlerinin kullanilabilecegini  gostermistir. (4.181) adi diferensiyel denkleminin

cozimlerini

UE® = ) akE (4.187)

k=0

seklinde aragtiralim. Burada n dengeleme sayisi olan pozitif bir tamsay1 ve ay lar sonradan

bulunacak olan katsayilardir.

Bu ¢6zim (4.184) ve (4.186) denklemlerinde yerine yazilarak Y nin kuvvetlerine

gore bir denklem sistemi elde edilir ve bu denklem sistemindeki bilinmeyen katsayilar

bulunur. Bulunan bu katsayilar denklemlerde yerine yazilarak lineer olmayan diferensiyel

denkleminin tam ¢6ziimleri bulunmus olur.

4.5.2. Genellestirilmis tanh yontemi

Bu ybontem tanh yonteminin gelistirilmesiyle ilk olarak Wazwaz tarafindan

tammmlanmistir (Wazwaz, 2007; Wazwaz 2007). Lineer olmayan bir diferensiyel denklem
d

doniistim yontemleri kullanilarak (4.181) adi diferensiyel denklemi elde edilir. Y = Fr

olmak Uizere,
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Y =1-Y? (4.188)
Ricatti denkleminin ¢oztmleri
Y = tanh(¥) ve Y = coth(¥) (4.189)
olur. Bu ¢oziimler kullanilarak
9yl
0% dY

2

=(1-Y? ZYd 1-Y2 &
ﬁ—(— )<— H-I_(_ ) )

dy?
3

2 2 d 2 d? 2 d’
@:(1—Y)<(6Y — Dy YA -YHm+ -y —) (4.190)

dy3

tiirevleri elde edilir ve n dengelenme sayis1 bulunur ve

UE® = a0+ ) (aY*® +a Y *®) (4.191)
k=0

seklinde ¢oOziimler arastirilir. Bu ¢6zum (4.181) denkleminde yerine yazilarak Y nin
kuvvetlerine gore bir denklem sistemi elde edilir ve bu denklem sistemindeki bilinmeyen
katsayilar bulunur. Bulunan bu katsayilar denklemlerde yerine yazilarak lineer olmayan

diferensiyel denkleminin tam ¢oziimleri bulunmus olur.

4.5.3. Sinus-kosinus yontemi
Bu yontem ilk olarak Wazwaz tarafindan bulunmustur (Wazwaz, 2004; Wazwaz,

2004). Lineer olmayan bir diferensiyel denklem, (4.181) seklinde adi diferensiyel

denkleme doniistiiriildiikten sonra,

U(%) = AsinP(pg) (4.192)
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veya

U(%) = AcosP(ue) (4.193)

seklinde ¢oztimler aranir. (4.192) ve (4.193) denklemlerinin tirevleri,

U(®) = AsinP (uE)
U"(§) = A"sin"P(ug)
(U™)'(®) = nuBA"cos(pg)sinF~ (ug)
(U™ (%) = —n?p?B2A"sinB (uE) + np?A"B(np — 1)sin"P~2(pE) (4.194)

ve

U(®) = AcosP (u5)
U™(§) = A"cos"P(ug)
(U™)'(®) = —nppA”sin(ug)cos"P~* (ug)
(UM (®) = —n?u?p*AcosP(pg) + np?A"B(np — Dcos™2(ug)  (4.195)

olarak bulunur. (4.194) ve (4.195) tirevleri (4.181) adi denkleminde yazilarak; (4.195)
tirevleri kullanilirsa kosinusli terimler, (4.194) tiirevleri kullanilirsa siniislii terimler
dengelenir. Sonra elde edilen cebirsel denklemler ¢ozulerek A, B, degerleri bulunur.
Bulunan bu degerler yerlerine yazilarak lineer olmayan diferensiyel denkleminin tam

¢6zumleri bulunmus olur.

4.5.4. Ustel fonksiyon yontemi

Ustel fonksiyon yontemi ilk defa He ve Wu tarafindan (He and Wu, 2006)
tanimlanmistir. ilk olarak lineer olmayan bir diferensiyel denklem (4.181) seklinde adi
diferensiyel denkleme doniistiiriiliir. Ustel fonksiyon yonteminde c, d, p ve q pozitif

tamsayilar ve a,, by, daha sonra belirlenecek katsayilar olmak iizere;

Zg=—c allenE

2?n=—p bm ené (4.196)

U =
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seklinde ¢oziim aranir. Lineer olmayan en yiikksek dereceden terim ile en yiiksek

mertebeden lineer terimin dengelenmesinden c=p ve d=q elde edilir. ¢, d, p ve g nun
durumlarma gére tam ¢dziimler elde edilebilir. Ornegin, kolaylik olsun diye p=c=1 ve

q=d=1 alinirsa ¢6zlim,

a_je +ay+aed

4.197
b_;e ¥+ by + b€l ( )

ue) =

seklinde bulunur. Burada u(x4, X, ..., Xm, t) = U(§) ifadesi indirgenmis denklemde yerine
yazilarak, e (n = ---,—2,—1,0,1,2,...) nin kuvvetlerine gore diizenlenirse, cebirsel bir
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden a,,, ve b, degerleri bulunarak lineer

olmayan kesir tirevli denklemin tam ¢6ztmleri bulunur (Zang, 2007; Ebaid, 2007).

4.5.5. Birinci integral yontemi

Bu yontem ilk olarak Feng (Feng, 2002) tarafindan tanimlanmistir. Bu tam ¢oziim

metodu dort adimda uygulanir:

Adimm 1: Lineer olmayan bir diferensiyel denklem (4.181) gibi bir adi diferensiyel

denkleme doniistiirtiliir.

Adim 2: (4.181) denkleminin ¢ozumleri

u(xq, Xz, o, Xm, t) = f(&) (4.198)

formunda yazilabilir.

Adim 3: Yeni bagimsiz degiskenlerle

of (%)

X® =0, YO =" (4199)

olmak Uizere
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)4

7t =Y(?),

oY

- F(X(®),Y(®) (4.200)

denklem sistemi elde edilir.

Adim 4: Adi diferensiyel denklemlerin teorisine gore; (4.200) denklem sisteminin integrali
bulunabiliyorsa, genel ¢6zim direk olarak bulunabilir. (4.181) denklemini birinci
mertebeden integrallenebilir adi diferensiyel denkleme indirgemek icin Bolim (Division)
teoremi uygulanirsa, (4.200) denkleminin birinci integrali elde edilebilir. Indirgenen bu
denklem ¢oziildiigiinde lineer olmayan diferensiyel denkleminin tam ¢6zumi elde
edilir.(Tascan ve Bekir, 2009; Taghizadeh vd., 2012)

Bolim (Bolum) Teoremi: P(x,y) ve Q(x,y); C(x,y) kompleks uzaymnda iki polinom
olmak (zere ve P(x,y), C(X,y) uzayinda indirgenemez bir polinom olmak iizere, eger

P(x,y) polinomunun tiim sifirlar1 ayn1 zamanda Q(x,y ) polinomunun da sifirlar1 ise

C(x,y) kompleks uzayinda

Qxy) =P(xy)G(xy) (4.201)

olacak sekilde bir G(x,y) polinomu vardir (Aslan, 2011; Zhang vd., 2013).

4.5.6. (G'/G) acihm yontemi

Bu yontem ilk olarak Wang tarafindan tanimlanmistir (Wang vd., 2008) ve dort

adimda uygulanir:

Adimm 1: Lineer olmayan bir diferensiyel denklem (4.181) adi diferensiyel denkleme

doniistiiriiliir.

Adim 2: G(%);

G7(§) +AG’(§) + pG(§) =0 (4.202)
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ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemi saglayan fonksiyon olsun. Bu denklemin

A2 —4p <0 (periyodik c¢oztmler), A2 —4u > 0 (soliton c¢ozimler) ve A2 —4p=0

(rasyonel ¢oziimler) olmak iizere ii¢ farkli genel ¢6ziimii vardir. Bu ¢oziimler asagida sdyle

gosterilmistir:
( A AZ—4p A2—ap
ez e 7 4+ Ce z 8, A2 —4p >0,
A
G(®) = { e725(C, + C,9), A% — 4y = (4.203)

A A2-ap A2-ap

ezt Ce 7 B4 Ce 2 1%, A2 —4p <.

\

(G'/G) agilim metoduna goére ¢cozumler,

U@ = zn: ag (E)k (4.204)

k=0

seklindedir. Burada a, = (k = 0,1, 2, ..., n), A, i sonradan belirlenecek olan katsayilar ve n
en yiksek mertebeden lineer terim ile en yiksek dereceden lineer olmayan terimlerin

dengelenmesi ile elde edilen pozitif bir sayidir.

Adim 3: (4.204) ¢ozumi (4.181) diferensiyel denkleminde (4.202) lineer denklemi
kullanilarak yerine yazildiginda, (%) nin artan kuvvetlerine gore diizenlenirse, cebirsel bir

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi c¢ozllerek ay, = (k =10,1,2,...,n),A, uve

doniistim denklemindeki katsayilar bulunur.

Adim 4: Bulunan bu degerler (4.202) lineer denkleminin ¢6ziimleri gdz Oniinde
bulundurularak (4.204) denkleminde yerine yazildiginda lineer olmayan diferensiyel
denklemin tam ¢oztumleri periyodik, soliton ve rasyonel ¢ozumler olarak bulunur (Elghareb
vd., 2013; Zang vd. 2008; Bekir, 2008).
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4.5.7. Yardimc1 denklem yontemi

Lineer olmayan bir diferensiyel denklem doéniisiim metotlar1 kullanilarak (4.181)
adi diferensiyel denklemine donistiiriiliir. Tanh-fonksiyon metoduna gore (4.181) adi

diferensiyel denkleminin ¢6zlimleri

n

UE® = ) a'® (4.205)

i=0

seklindedir. burada a;(i=0,1,2,3,...,n) ler katsayilardir. n sayis1 (4.181) adi
diferensiyel denklemindeki en yiksek mertebeden tlrevli terim ile en yuksek dereceden
lineer olmayan terimden elde edilen dengelenme sayisidir ve z(%) ise asagidaki gibi bir

yardimci denklemin ¢OzUmuddir.

dz

2
(E) = az2() + bz3 (§) + cz* () (4.206)

a, b, ¢ ler reel say1 olmak tizere (4.206) denkleminin ¢oziimleri bulunur:

Denklem (4.205) ve denklem (4.206), denklem (4.181) de yerine yazilirak z() ye
gore cebirsel bir denklem bulunur. Bulunan bu cebirsel denklemin katsayilar1 sifira
esitlenerek a, b, ¢, a (i=1,2,3,....,n) ve doniisim denklemindeki katsayilara bagli bir
denklem sistemi olusturulur. Denklem sisteminin ¢dziimiinden elde edilen katsayilar yerine

yazilarak lineer olmayan diferensiyel denklemin tam ¢6ziimleri elde edilir (Akbulut ve

Kaplan 20018; Sirendaoreji ve Jiong, 2003).

4.5.8. Genisletilmis basit denklem yontemi

Lineer olmayan bir diferensiyel denklem doniisiim metotlart kullanilarak (4.181)

adi diferensiyel denklemine doniistiirtliir. 9(%) bilinmeyen bir fonksiyon olmak Uzere,
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& el
UE) = Z l 5E +0. (4.207)

seklindedir. Burada a,(n=0,1,2,3,...,m) ler Kkatsayilardir. n sayis1 (4.181) adi
diferensiyel denklemindeki en yiksek mertebeden tlrevli terim ile en yiksek dereceden
lineer olmayan terimden elde edilen dengelenme sayisidir. (4.207) denklemi (4.181)

©
9(8)

cebirsel denklemin katsayilar1 sifira esitlenerek a, (n=0,1,2,3,...,m) ve doniisim

denkleminde yerine yazﬂlrak[ ] ye gore cebirsel bir denklem bulunur. Bulunan bu

denklemindeki katsayilara bagli bir denklem sistemi olusturulur. Denklem sisteminin
coziimiinden elde edilen katsayilar yerine yazilarak lineer olmayan diferensiyel denklemin
tam ¢ozlmleri elde edilir. Burada 9(&) onceden belirlenmis bir denklem veya denklemin
coziimlerinden biri degildir. Modifiye basit denklem metodunun bir yardimci denklemi
olduguna dikkat edilmelidir. Bu yuzden basit denklem metodu daha fazla yeni ¢ézim elde

edilmesini saglar (Kaplan vd.,.2017).

4.5.9. Genellestirilmis Kudryashov yontemi

Lineer olmayan bir diferensiyel denklem doniisiim metotlar: kullanilarak asagidaki

adi diferensiyel denklemine doniistiirtiliir.

G(f(e),f'(e),f"(e),...) =0. (4.208)
Tanh-fonksiyon metoduna gore (4.208) adi diferensiyel denkleminin ¢ozimleri

N

f(e) = Z a,Q"(¢e) (4.209)

n=0

seklindedir. Burada a, (n=0,1,2,3,...,N), (ay # 0) ler sonradan hesaplanacak olan
katsayilardir. N sayis1 (4.208) adi diferensiyel denklemindeki en yiksek mertebeden tirevli
terim ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terimden elde edilen dengelenme sayisidir ve

Q(¢) ise asagidaki
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(4.210)

Q) = 1+ da®’

fonksiyondur ve
Q'(e) = Q(e)(Q(e) — Dlna (4.211)

birinci derece diferensiyel denklemini saglar. (4.209) ac¢ilimi ve gerekli turevleri (4.208)

denkleminde yazililarak Q(€) a bagh

P(Q(e)) =0, (4.212)

polinomu elde edilir. Bu polinomdaki Q(e¢) nun herbir kuvvetinin katsayilar1 sifira
esitlenerek bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢ozulerek gerekli olan
katsayilar bulunur ve yerlerine yazilirak lineer olmayan denklemin tam ¢6ztimleri bulunur.

N=1 i¢in f(€) nun birkag tiirevi asagidaki gibi bulunur (Hosseini vd., 2017):
f(e) = a;Q(e)(Q(e) — Dina
f”(e) = a;Q(e)(Q(e) — 1)?(Ina)? + a;Q*(e) (Q(e) — 1) (Ina)?

f(e) = a;Q(e)(Q(e) — 1)*(Ina)? + 4a,Q*(e)(Q(e) — 1)?*(Ina)?
+a,Q3(e)(Q(e) — 1)(Ina)3. (4.213)

4.5.10. (G'/G, 1/G) agilim yontemi

Lineer olmayan bir diferensiyel denklem doniisiim yontemleri kullanilarak (4.181)

adi diferensiyel denklemi elde edilir.
G”(§) + AG(§) = u (4.214)

ve

(4.215)
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beraber diisiiniildiiglinde,

¢ =—-p?+pP—A Y = -0y, (4.216)

denklemi elde edilir. A; ve A, sabit sayilar olmak iizere (4.214) ikinci mertebeden lineer

diferensiyel denkleminin ii¢ farkli genel ¢oziimii vardir:

A< 0icin
G(E) = A, sinh(VEAE) + A, cosh(VERE) + ; (4.217)
olmak Gzere,
2 :AZG_—+MZ(¢2_1”¢+)‘)' o =A% —AZ. (4.218)
A > 0igin
G(¥) = A, sin(VAE) + A, cos(VAE) + ; (4.219)
olmak Uzere,
P2 = ﬁ(qﬂ —1up +2), o=A%+A% (4.220)
A=0igin
G(E) = gzz LA+ A, (4.221)

olmak Uizere,
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P? = m(‘bz —2py). (4.222)

(4.181) adi diferensiyel denkleminin ¢éztmleri,

N

N
u(@) = Z ad! + Z bip =1y, (4.223)
i=1

i=0

olacak sekilde arastirilir. G = G(%), (4.214) ikinci derece lineer adi denklemin ¢6zumuddir,
a;, bj(i=1,..,N), A, u sabit sayilar ve pozitif tamsayr N, (4.181) adi diferensiyel
denkleminin dengelenme sayisidir. (4.216), (4.218), (4.220), (4.222) denklemleri
kullanilarak, (4.223) denklemi (4.181) denkleminde yerine yazilir. Y nin kuvvetleri 1 den
biiyiikk olmayacak sakilde ¢ ve yr ye gore bir cebirsel denklem bulunur ve bu denklemin
katsayilar1 sifira esitlenerek bir denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin
cozllmesiyle a;, b;, A, W, Aq, A, katsayilart bulunur ve (4.223) denkleminde yazilarak;
A < 0 igin hiperbolik, A > 0 igin trigonometrik ve A = 0 i¢in rasyonel ¢ozumler elde edilir
(Ling-Xiao vd.,2010; Demiray vd.,2014).

4.5.11. Exp(—¢) yontemi

Lineer olmayan bir diferensiyel denklem doniisiim metotlar1 kullanilarak (4.181)
adi diferensiyel denklemine doniistiiriiliir. (4.181) denklemindeki en ylksek mertebeden
tirevli terim ile en yiuksek dereceden lineer olmayan terimden elde edilen dengelenme

sayist N bulunur ve

N

U® =) an (exp(-0(®))" (4.224)

n=0

seklinde ¢oztimler aranir. Burada a,(n =0,1,2,3,...,N),ay # 0 sonradan belirlenecek

katsayilar ve ¢ (%) asagidaki denklemi saglar:

$’'(®) = exp(—d(¥)) + pexpd(®) + A (4.225)
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(4.225) denkleminin farkli ¢oziimleri C integral sabiti olmak Uzere asagidaki sekilde olur:

Durumd1 (Hiperbolik fonksiyon ¢oziimler): A2 — 4p > 0 ve u # 0 olmak Uzere,

— /A2 — 4putanh (—”2‘4” (5 + C)> - 7\\

¢,(8) =1n n / (4.226)
Durum?2 (Trigonometrik fonksiyon ¢oziimler): A2 — 4u < 0 ve p # 0 olmak Uzere,
JAZ — 4ptan (A2 — 4p2(E+C) ) — A
$2(8) =1In ( ) : (4.227)

2u

Durum3 (Hiperbolik fonksiyon ¢éziimler): A2 — 4p > 0, p = 0 ve A # 0 olmak Uzere,

A
$3(®) = ~In (cosh(?\(E +0) +sinh(A(E+C)) — 1)' (4.228)

Durum4 (Rasyonel fonksiyon ¢oziimler): A2 — 4p = 0, p # 0 ve A # 0 olmak lzere,

2(A C 2
$4(8) =1In (‘ ( gé_ _|_)CJ)F )> (4.229)
Durum5 : A2 —4u =0, u = 0veA = 0 olmak Uzere,
ds (&) = In(E + C). (4.230)

(4.224) denklemini (4.181) denkleminde yazarak (—¢(¢)"),(n=10,1,2,3,..,N) nin
kuvvetlerine gore bir denklem elde edilir ve bu denklemin katsayilar1 sifira esitlenerek
bulunan sistemin ¢dziimiinden katsayilar bulunarak lineer olmayan diferensiyel denklemin

tam ¢6zumleri bulunur. (Kaplan ve Bekir, 2017)



69
4.5.12. Fonksiyonel degisken yontemi:

Lineer olmayan bir diferensiyel denklem doniisiim metotlar1 kullanilarak,
Q(Ug, Ugg, Ugge ... ) = O, (4.231)

adi diferensiyel denklemine dontstiiriliir. Asagidaki sekilde bir fonksiyonel degisken

alinur,

Ur = F(U), (4.232)

ve bilinmeyen U fonksiyonu doniisiimiinii yapmak i¢in *“ * = L 2 olmak iizere asagidaki

du
sekilde tiirevler alinarak,
Uge = = (F?)’
& — 2 ’
1 2\’ 2
Ugge = 5 (F)"VF
1 2N\’ 2 2N 02\
Uggee = 5 [(F5)F* + (F*)"(F*)’] (4.233)

(4.231) denkleminde yazilir. Boylece (4.231) denklemi sagidaki F fonksiyonu ve

tiirevlerine bagli asagidaki adi diferensiyel denkleme indirgenir
R(U,F,F,F",F") = 0. (4.234)
(4.234) denkleminin integralinin alinmasiyla F fonksiyonu bulunur. (4.232) denklemi

kullanilarak lineer olmayan diferensiyel denklemin tam ¢6ziimleri elde edilmis
olur.(Cenesiz vd., 2017)
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5. BULGULAR VE TARTISMA

5.1. Fraktal Boussinesq Denkleminin Hareketli Dalga Cozumleri

S1, Sy, S sabitler olmak tizere lokal kesir tanimli fraktal Boussinesq denklemi

0 (5.1

0% (0%, (x, 1) 0%, (%, t) 3%, (x, 1) 0%%u, (%, 1)
6X°‘< ote T s1ua(x 0 axe 52T gyaa MR e

seklindedir(Yang vd., 2017). Bu denklem integral sabiti sifir olmak {izere x’ e gore

integrali alinirsa,

0% (x, 1) 0% (x, 1) 3%, (x,t)  0%g(x, 1)
T + slua(x, t) T + s, 5531 Ee =0 (5.2)
denklemi elde edilir(Yang vd., 2017).
£ = x% — k%t~ (5.3)
hareketli dalga doniistimii yapilirsa,
lim&* =x — kt (5.4)
a-1
olur ve
0“ua(x8) _ o 0°ua(®)
ot« otx '
0%ug(x,t) _ 0%uu(8)
ox*  gEx '
0% ug(x,t) _ 9%%uq(¥)
ox2« = aEZa ’
a3a o (X t 630( o
U (58 _ 0%uu(®) 55)

aX3a 0230( ’
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esitlikleri (5.2) denkleminde yazilirsa s3; = s — k® olmak uzere,

dug(®) | A ua() | dua()

1 O((E) dza SZ dzga S3 dza (5'6)
denklemi bulunur. Lokal kesirli tiirevin zincir kurali kullanilarak,

0% (s U, (§)

6§“< UZ(Y) + s, dE;“ S3ua(E)> =0 (5.7)

denklemi elde edilir. Integral sabiti sifir olmak iizere (5.7) denkleminin £’ye gore lokal

kesirli integralinin alinmastyla

“ug (§)

S sy =0 (58)

—Ua(i) +s;

kesir turevli adi diferensiyel denklemi elde edilir (Yang vd., 2019). (5.8) kesir turevli adi
diferensiyel denklemini yardimci denklem yontemine gore c¢ozmek istedigimizde

dengelenme sayis1 2 bulunur.

2
(ZBY = a2 + b23(0) + ezt ® (59)
dg
yardimei1 denklem olmak Uizere
ua(z) =4dp + aﬂa(?) + azlé(z) (510)

seklinde ¢oziimler aranir. (5.9) denklemi ve (5.10) denkleminden gerekli tiirevler alinarak
(5.8) kesir turevli adi diferensiyel denkleminde yerine yazilip katsayilar sifira esitlenerek

asagidaki denklem sistemi elde edilir

0 1o _
zq(8) ¢ 55130 +s3ap = 0,

zL(8) :sjapga; +5s,a;a+sza; =0,
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3
z2(8) : sjagay + Esla% + Eszalb + 4s,aa + s3a, =0,

z3(8) : sjaja, + 2s,a;c+ 5s,a,b =0,

zg(§) : %slag + 6s,a,¢ = 0. (5.11)
denklem sisteminin ¢ézllmesiyle alt1 farkli tipte asagidaki katsayilar ve ¢oziimler bulunur.
Tip 1.

ag=0, a; =-3—, a, =0, a=-——, b=b, ¢=0

cozimleri (5.9) ve (5.10) denklemlerinde yerine yazilarak asagidaki iki farkli durumda

¢ozimler bulunur.
Durum 1.

sz = s —k*ve §% = x% — k“t* olmak Uzere; yardimci denklem,

4s5 exp (Z“ \/Tz—z)

O e (e D) -ven(z [ D)-1)
olarak bulunur ve
. 12bs; exp (Ea\/g) 513

S1 <2b exp (E“JTZ—Z) —b?exp (22“\/—72—2) - 1)

¢6zUma elde edilir.
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Durum 2.

s3 =s —k* ve & = x* — k*t“ olmak lizere; yardimci denklem,

455 exp (z“jTZf) (5.14)
S2 (Zb exp (Ea\/%) - P (22“\/%) B b2>

Za(E) =

olarak bulunur ve

12bs; exp (E“\/%)
S1 (Zb exp (E“E) — exp (22“\/%) - b2>

ug () = (5.15)

¢6zUma elde edilir.

Tip 2.

cozimleri (5.9) ve (5.10) denklemlerinde yerine yazilarak asagidaki iki farkli durumda

¢ozlmler bulunur.
Durum 1.
sz =s —k* ve & = x* — k*t“ olmak (izere; yardimci denklem,

4s5 exp (E“\/z:z)
S, (—1 + 2b exp (E“\/z:z) —Db?exp (22“\/3—2))

zq(§) = (5.16)
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olarak bulunur ve

12bs; exp (E“\/?)

ua(z) = _E +

(5.17)
SUg, (—1 + 2bexp (zaF) _bZexp (zzaF))
Sy Sy
¢6zUma elde edilir.
Durum 2.
sz = s —k*ve §% = x% — k“t* olmak Uzere; yardimci denklem,
4s5 exp (E“J?)
2
zq(8§) = — (5.18)

S, <2b exp (E“ z—z> — exp (25“\/%) —b2>

olarak bulunur ve

u,(§) = ——+ (5.19)

¢6zUma elde edilir.

Tip 3.

S3 514z
ap=0, a; =0, a,=a, a=—— b=0 c¢=-
12s,

coziumleri (5.9) ve (5.10) denklemlerinde yerine yazilarak asagidaki iki farkli durumda

¢ozlmler bulunur.



Durum 1.

s3 =s —k* ve & = x* — k*t“ olmak lizere; yardimci denklem,

12s5 exp (% & ’—2—3)
2

Za(z) = .
S1S3a, exp (E“ ’—é) — 12s3
olarak bulunur ve
144a,s% exp E“ /—5—3
ue(§) =

S153?312 exp Ea /

¢6zUma elde edilir.
Durum 2.

sz = s —k*ve §% = x% — k“t* olmak Ulzere; yardimci denklem,

12s5 exp (% & /— Z—3>
2

Za(E) = S
—S4S3a, + 1252 exp (E“ /—5—3)
2
olarak bulunur ve
144a,s5 exp (E"‘ /— 2—3)
2
Ue(§) =

¢6zUma elde edilir.

2
(—5153a2 + 12s3 exp (E“ /—2—3))
2

75

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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Tip 4.

s,a? Lo S8 813 B s2a2
=23 = =

- 1255 S,  6s, €= 144s,s,

aO = 0, a1 = al, az

cozlmleri (5.9) ve (5.10) denklemlerinde yerine yazilarak asagidaki iki farkli durumda

¢ozlmler bulunur.
Durum 1.

sz = s —k*ve §% = x% — k“t* olmak Uzere; yardimci denklem,

12s3 exp (E“ f—s—g)
S2
3s,+s;1a4 exp (E“ /—2—3)
2

Za(E) = (5.24)

olarak bulunur ve

36a;s3 exp (E“ - S—3>

S2

ug(§) = — 7 (5.25)

(352 +sia; exp (Ea\/%»

¢6zUma elde edilir.
Durum 2.
s3 =s —k* ve & = x* — k*t“ olmak lizere; yardimc1 denklem,

12s,

3s, exp (EO‘ ’—2—3) +s;a;
2

zo(§) = (5.26)

olarak bulunur ve
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36a,S3 exp (E“ /— 5—3)
S2
2

ue(§) = = (5.27)
(352 exp (E"‘ f— Z—3> +sla1)
2
¢ozimu elde edilir.
Tip 5.
53 S3 S1a;
30—_25: a3 =0, a=a a:4_sz' b =0, C=—1252

cozlmleri (5.9) ve (5.10) denklemlerinde yerine yazilarak asagidaki iki farkli durumda

cozlmler bulunur.
Durum 1.
sz = s —k*ve §% = x% — k“t* olmak Uzere; yardimci denklem,

1
12s; exp (5 & /Z—i)
S1S3a, €Xp (EO‘ /Z—3> + 12s3
2

zq(§) = (5.28)

olarak bulunur ve

253 (48sls§s3a2 exp (E“\/Z:Z) — s?s%a’ exp (22“\/5—2) — 14455‘)

_ (5.29)

S (5153a2 exp (E“\/?) + 125%)
2

ua(E) =

¢6zUma elde edilir.
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Durum 2.

s3 =s —k* ve & = x* — k*t“ olmak lizere; yardimci denklem,

12s, szexp (% & S—3>

S2

S1S3dp + 125% exp (Ea\/g)
2

Za(E) = (5.30)

olarak bulunur ve

25, (4-851558332 exp (g\/%) _ S%s%a% —144s§eXp (2&1\/?))
5 2

_ (5.31)

Sq (sls3a2 + 12s5 exp (E“\/ZE»
2

ug(8) =

¢6zUma elde edilir.
Tip 6.

. 255 o ma a = s,a3 _s3 S;a, s?a3
- - 1 — 91 2 — = -
0 S, ’ 125,

a= = ——

s, 6s, ’ €= 144s;s,

cozimleri (5.9) ve (5.10) denklemlerinde yerine yazilarak asagidaki iki farkli durumda

cozlmler bulunur.
Durum 1.
s3 =s —k* ve & = x* — k*t“ olmak lizere; yardimc1 denklem,

12s5 exp (EO‘ /S—3>
S2
3s,+5s1a4 exp (E"‘ /2—3)
2

zq(§) = (5.32)



olarak bulunur ve

253 (125152 aexp (E“\/zg) —s?afexp (22“\/23) — 9s§>
2 2

ug () =

S1 (352+sla1 exp (EO‘ ’—2—2))

¢6zUma elde edilir.

Durum 2.

sz = s —k*ve §* = x% — k“t* olmak Uzere; yardimci denklem,

Za(E) =

olarak bulunur ve

2S5 (125152 a;exp (E“

2

12s,

3s, exp (E“\/?) +s1a4
2

\/ZE> —s?aZ —9s2exp (22“\/22»
2 2

ug(8) =

S1 (352 exp (E“ /—z—z) + slal)

¢6zUma elde edilir.

5.2. Uzay-Zaman Kesir Turevli mBBM Denklemi

v sabit olmak tizere lokal kesir tanimlt mBBM Denklemi,

o o 04
0%, 0%y , 0%ug

—vu
ot ax« “ gx«

seklindedir(Javeed vd., 2018).

3a
d0°%uy

aX3a

=0 0<ac<l,

2

x>0,

t>0,
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(5.33)

(5.35)

(5.36)

(5.37)
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& = k% 4+ 1%t¢ (5.38)
hareketli dalga doniistimii alinirsa,
lirri E =kx+1t (5.39)
oa—
olur ve
0%uy  0%Uq
at* ogx’
0%uy 0%y
ox*  —  gEe’
a3otu a3ocu
axwa = k3¢ ?3““' (5.40)
esitlikleri (5.37) denkleminde yazilirsa ,
d%u d%u d%u d3%u
la?;+ka?;—kaVu2?;+k3a?3aa= 0 (550)
denklemi bulunur. Lokal kesirli tiirevin zincir kurali kullanilarak,
d 1 d?%u
& <(k°‘ +19u, — §k“vug + k3« ?J‘) =0 (5.51)

denklemi elde edilir. Integral sabiti sifir olmak iizere (5.51) denkleminin £’ye gore lokal

kesirli integralinin alinmasiyla

d2a
i (5.52)

1
K™ + 1%, — §k°‘vu§ + k3@ de

kesir turevli adi diferensiyel denklemi elde edilir. (5.52) kesir tlrevli adi diferensiyel

denklemini yardimci denklem yontemine gore ¢ozmek istersek dengelenme sayisi 1

bulunur.
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2
) = azi(® + bz® + c2i® (5:53)

(dzgz(i)

yardimci denklem olmak {izere

uq(§) = ap +2a;z4(%) (5.54)

seklinde ¢oziimler aranir. (5.53) denklemi ve (5.54) denkleminden gerekli tiirevler alinarak
(5.52) kesir turevli adi diferensiyel denkleminde yerine yazilip katsayilar sifira esitlenerek

asagidaki denklem sistemi elde edilir

1
z9(®) : (kK +1%a, — §vk°‘a3 =0,
zL(®) : (k* +1%a; — vk*ada, + ak3%a; = 0,

3
z2(®) Ebk3°‘al — vk%agaZ = 0,

3 : 2ck3¢ —lk“:o 5.55
zg(§) : 2ck’*a; 3 VKT : (5.55)

denklem sisteminin ¢ozllmesiyle iki farkl: tipte asagidaki katsayilar ve ¢oztimler bulunur:
Tip 1.

k* + 1% b= o va?
- =0, cC = —

ap =0, a; = ay, a= o

cozlmleri (5.53) ve (5.54) denklemlerinde yerine yazilarak asagidaki iki farkli durumda

¢ozlmler bulunur.

Durum 1.

(o8 [04
§Y =k™*** + 1%t ve n = /— kk:; olmak tizere; yardimci denklem,
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12(k* + 1*)exp(E*
" = (4 19exp(E*y) (556)
2(k® + 1%)va? + 3k5%exp(2E% )
olarak bulunur ve
12(k* + 19)k?%*a, exp (E*
u () = — ( 2) 1€Xp(§° 1) (5.57)
2(k® + 1%)vaZ + 3k5%exp(2E%)
tam ¢6zumu elde edilir.
Durum 2.
B = KAx% 4 1M vep = [— ki:;a olmak tizere; yardimet denklem,
12(k* + 1*)k?%exp(8“
2a(®) = ek I DB (5.58)
2(k* + 1%)vafexp(28*w) + 3k°
olarak bulunur ve
12(k* + 19)k?%*a, exp (E*
u (6) = ( 2) 18Xp(&°H) (5.59)
2(k* + 1%)vaTexp(28*u) + 3k°
tam ¢6zumu elde edilir.
Tip 2.
4 3(k® + 1%) B C2(k*+19) N 2a;y/3(k*+1%)  vaj
DEE T ke T AT T e P T R T e ke 6k

cozlmleri (5.53) ve (5.54) denklemlerinde yerine yazilarak asagidaki iki farkli durumda

¢ozlmler bulunur.



Durum 1.

£ = kX% + 1% vep =

Zo (%)

olarak bulunur ve

Uy (E) =

tam ¢6zumu elde edilir.

Durum 2.

% = k%% +19t* vep =

Zy (E) =

olarak bulunur ve

Uy (E) =

tam ¢6zumu elde edilir.

KO 419
k3(x

olmak Uzere; yardimci denklem,

24(k® +1%)

ko <3k2°‘exp(\/§E°‘p) —4v /%Zm a1)

3 <\/ D 3uexp(VEETP) + 4(KE + 1“)a1>

K41
K3«

k« <3k2°‘exp(\/§io‘p) —4v /% a1>

olmak tizere; yardimci denklem,

24(K* + 1%)exp(V2E%p)

3 ( P e 4 40k + 1°‘)a1exp(\/§§°‘p)>

k< <3k2°‘ — 4v /%alexp(\/ﬁ“pﬁ

k« <3k2°‘ — 4v

3(k*+1%)

vk&

aleXp(\/?E“p)>
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(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)
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5.3. (2+1) Zaman Kesir Turevli Zomeron Denklemi

Boomeronlar ve trapponlarla baglantili (Calogero ve Degasperis, 1982 ) (2+1)

zaman Kkesir turevli Zomeron denklemi,

aZoc Uy 62 Uy o
_[_Y __[_Y]+2_[u2]xzo, 0<ac<l, (5.63)

seklindedir (Aksoy vd., 2016; Abulut ve Kaplan, 2018). h, k, 1 sifirdan farkli sabitler olmak

Uzere,

(04

u(x,y,t) =u(®), E=1Ix+hy— k% (5.64)

doniisiimii yapilirsa

(9 e () 2y _
hk?1 Ph = 2kl(u?)” = 0 (5.65)

u

adi diferensiyel denklemi elde edilir. ¢ intagral sabiti olmak tzere & ye gore iki kez

integralini alirsak,
kh(k? —12)u” —2klu® —u =0 (5.66)

denklemi elde edilir ve (5.66) adi diferensiyel denklemindeki en yiksek mertebeden tlrevli

terim ile en yuksek dereceden lineer olmayan terimden dengelenme sayisi 1 bulunur.

5.3.1. Yardimci1 denklem yontemine gore ¢oztmler

Yardimci denklem metoduna gore ¢ozimleri bulmak icin z(%),

(dZ(E)

2
T ) — az2(5) + b3 (E) + 24 (®) (5.67)
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yardimc1 denkleminin ¢éziimleri olmak {izere,

u(®) =ap +a,z(§) (5.68)

seklinde ¢oziimler aranir. (5.67) denklemi ve (5.68) denkleminden gerekli tiirevler alinarak

(5.66) adi diferensiyel denkleminde yerine yazilip katsayilar sifira esitlenirek asagidaki
denklem sistemi elde edilir.

z°(): —2kla} —Ta, =0
z1(§¥): alhk?a? — al®ha; — 6kla%a; —{a; = 0
3 3
z2(%): Eblhkzal — Ebl3ha1 — 6klaga? = 0
z3(¥): 2clhk?a; — 2cl®ha; — 2kla3 =0 (5.69)

denklem sisteminin ¢ozllmesiyle iki farkli tipte asagidaki katsayilar ve ¢dziimler bulunur:

Tip 1.

_ v —Ck _ 1
ao—iﬁ, al—i- _S_Zk(kz_l)hb’

2 k? —12)hlb?
: N o111

T Thkz 12’ 87

katsayilar1 (5.67) ve (5.68) denklemlerinde yerine yazilarak iki farkli durumda ¢6ziimler
asagidaki sekilde bulunur:

Durum 1.

_ L _ | 2T .. .
§=Ix+hy—k —Vew = =D olmak (izere; yardimei denklem,

8lexp(§w)
Ih(k? — 12)(2bexp(Ew) — 1)

z,(§) = (5.70)
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olur ve

v=ok V2(k?* = 1*)tbexp (5w)

= 5.71
u® =5 J=Tk(k? — 12)I(2bexp(Ew) — 1) (5.71)
tam ¢6zumu elde edilir.
Durum 2.
§=Ix+hy— k% vew = |[— 1h(k22<—12) olmak tizere; yardimei denklem,
_ 8lexp(§w)
22(}) = lh(k? — 12) (2bexp(¥w) — exp(2Ew)) (5.72)
olur ve
— 2 _ 12
() = -k V2(k? —12)bexp(Ew) (5.73)

V2k " J—k(k? — 12)1(2bexp (Ew) — exp(2Ew))
tam ¢6zumu elde edilir.
Tip 2.

¢ kai

a0=0, dq = 4y, a=—m, b=0, sz

katsayilar1 (5.67) ve (5.68) denklemlerinde yerine yazilarak iki farkli durumda ¢oziimler
asagidaki sekilde bulunur:

Durum 1.

§=Ix+hy— k% vey = ’m olmak tizere; yardimeir denklem,
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4(k* — 1?)Chexp(8y)

= 5.75
73(8) 47ka? exp(2%y) — Ih2k* + 213h2k2 — 15h2 (5.75)
olur ve
4(k? — 1*)hia ex
0, (E) = : ( )hda,; exp(8y) (5.76)
4Cka] exp(28&y) — Ih2k* + 213h2k? — 15h2
tam ¢6zumu elde edilir.
Durum 2.
§=Ix+hy— k% vey = lh(kg—lz) olmak (izere; yardimer denklem,
4(k? —1*)Chex
) — (2 — )hexp(&y) -
IhZk*exp(2&y) — 213h2k? exp(2&y) + 15hZexp(2&y) — 4Tka
1
olur ve
4(k? —1*)hia ex
o) = (K? = 1*)hga exp(Ey) .
lh2k*exp(2&y) — 213h?k? exp(28&y) + 15h?exp(2&y) — 4Ckas
tam ¢6zumu elde edilir.
5.3.2. Genellestirilmis Kudryashov yontemine gore ¢ézimler
z(§) = ve z'(§) = z(§)(z(§) — 1)lna (5.79)

1 + da

olmak (zere, dengelenme sayist 1 oldugundan (5.68) seklindeki ¢oziimleri, (5.79) ile

birlikte, (5.66) denkleminde yerine yazilarak,
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2°(5): —2kla3 —Za, = 0

z1(§): 1hk?(Ina)?a; — hI3(Ina)?a, — 6kla3a; — la; = 0
z2(€): 3h13(Ina)?a, — 3hlk?(Ina)?a; + —6klagaZ = 0
z3(¥): 2lhk?(Ina)?a; — 2hI3(Ina)?a,; — 2kla3 = 0 (5.80)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin Maple paket programi ile

cOziilmesiyle, asagidaki durumlar elde edilir.

Durum 1.

=2tk 20 . 20
' J—2t (k2 —12)(Ina)2

katsayilarinin yerine yazilmasiyla d sabit bir say1 olmak iizere,

us(x,y,t) =

o2t % ! - (5.81)

4
2kl \ —2Qkl 1+ dakx_l(kZ—li)(lna)Zy_k?

¢6zUma elde edilir.

Durum 2.

J—2TKkl 2C . 2C
/=2’ 12 —12)(Ina)>

katsayilarinin yerine yazilmasiyla d sabit bir say1 olmak iizere,

oz % ! (5.81)

N e I

u6(Xf Yy, t) = -

¢6zUma elde edilir.
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(a): (b):

Sekil 5.1.7=—-0.2,1=05, k=1, a=2,d=1y=1, a=0.7 aindiginda us(x,y, t)

¢Oziimiiniin li¢ boyutlu ve yogunluk grafigi.

(a): (b):

Sekil 5.2. (=-0.2, 1=05 k=1, a=2 d=-1, y=1, o=1 alindiginda
us (x,y, t) ¢oziimiiniin {i¢ boyutlu ve yogunluk grafigi.

5.3.3. Exp(—d¢) ybntemine gore ¢ozimler

Dengelenme sayisi 1 oldugundan,

u(®) = ap + a; exp(— (%)) (5.82)
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seklinde ¢ozlimler aranir. (5.82) deklemi, (5.66) denkleminde yerine yazilarak,

z°(¥): hl{uk?a; — 2klad — Ta, — hul®a; = 0

21(8):  1hk%A2a, — hI®A%a, — 2hyl® + 2hluk? — 6Kla2a, — {a, = 0

22(8): 3hlk?Aa, — 3h13Aa; — 6klaga2 = 0

z3(¥): 2lhk%a; — 2hl3a; — 2kla = 0 (5.83)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin Maple paket programi ile

¢oziilmesiyle, asagidaki durumlar elde edilir.

Durum 1.

_ o R 20
Y o ey K U Ry 1) B (R D [RCRap Ty

katsayilar1 yerlerine yazilarak,
i. A2—4p>0vep=0igin

u,(x,y,t) = — A _ 2p/—2TKI(AZ—4)
7Y NETToerm)

/}\2—4—u

kl(}\2_4u)<«/}\2—4ptanh< 5 (lx 1(k2—12§E12—4u)y_k%+C)>+)\>

(5.84)
ii. 22—4pn>0, p=0veA =0 icin
A V—2TKIAZ
ug(x,y,t) = — + p « :
8 \ —2TKIA2 klk(cosh(k(lx—my—k%+c)>+sinh<k(lx—my—k’%+C>>—1)
(5.85)

iii. 22—4u<O0wvep=+0icin
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(a): (b)

Sekil 53.(=-1, A=-5,1=2, k=1, p=1, C=1, y=1, a=0.7 alindiginda
u;(x,y,t) ¢6ziimiiniin ii¢ boyutlu ve yogunluk grafigi.

(a): (b):

Sekil 54. (=—-1,A=-5,1=2, k=1, pn=-0.01, C=1y=1, a=1 alindiginda
u;(%,y,t) ¢oziiminiin ii¢ boyutlu ve yogunluk grafigi.
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Us(x,y,t) = — ¢A . 2uy —2¢kl(4pu—22)
B J—20kl(4pn—22) / - 2 . \
KL(A2—4p)| 4u—A22 tan\ > (lx l(kz—lz)flz—4-/,L)y_k7+c)/+/1
(5.86)
Durum 2.
Y A o _\/—Zikl(/lz — 4y) _ 20
RN T K —4p) [k = 1) (2 — &)

i. A2—4u>0vepu=+0icn

{A 2u/—23kl(A2—4p)
Uqolx,y,t) = +
10( y ) (—szl(lz_‘l'ﬂ) /12_‘“‘ , @ \
kl(A2—4p) 12_4utanh\ 5 (lx l(kz_lz)az_4u)y—k7+c)/+l

(5.87)
ii. 22—-4u>0, pu=0vel =0 igin
¢ J—2klA?
u(x,y,t) = — " a :
11 J-22kirz kll(cosh(l(lx—my—k%+C)>+sinh<l(lx—my—k%+c)>—1>
(5.88)

iii. 22—4u<O0wvep=+0icin

u (x t) _ ¢ n 20+ 2Ckl(4pu—A2)
12\X, Y, /2<kl(4ﬂ—/12) W "
kl(A2-4ap)| /4pu—22 tan 5 (lx l(k2—122)E12—4u)y_k%+C) +A

(5.89)

5.4. Uzay-Zaman Kesir Turevli mBBM Denklemi

Uzay-zaman kesir tirevli mBBM denklemini (Ege; Misirl1,2014),
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4 4+ D%u — vu?D%u + D3%u = 0, (5.90)

seklinde ele alarak (G’/G) a¢ilim yontemi ve (G’/G,1/G) agilim yontemi ile tam

coziimlerini arayalim. k ve c sifirdan farkli sabitler olmak {izere,

(a): (b):

Sekil 55.(=0.2, A=-1,1=05, k=1, p=09, C=08, y=1, a=1alndiginda
Uy, (X, y,t) ¢6ziimiiniin ii¢ boyutlu ve yogunluk grafigi.

(04 t(X

u(x ) = UE),  E= k% — o= (5.91)

es formlu dalga doniisiimiiyle (5.90) denklemi & integral sabiti olmak (zere,

U3
(c+k)U - vk? +K3U"+8 =0 (5.92)

adi diferensiyel denklemine doniisiir.
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5.4.1. (G’/G) acilhim yontemine gore ¢oziimler

Homojen dengelenme kuralina gore (5.92) denkleminin dengelenme sayis1 1

bulunur ve (5.92) denkleminin ¢éztmleri,

G"(®) +AG'(®) + uG() =0 (5.93)
olmak Uzere,
Gl
UE®) =ay+a, <E>,a1 #0 (5.94)

seklinde aranir. (5.93) denklemini (5.92) denkleminde yazip, (G’/G) ye gore olusan
denklemin katsayilar1 sifira esitlenerek denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin

Maple paket programi yardimiyla ¢éziilmesiyle asagidaki agilim elde edilir:

UE) = 22 4k 9<€> (5.95)
§ AT A '

Bu acilimdan mBBM denkleminin i¢ durumda ¢ézimleri,

- X (k322 — 2k)t®

, 5.96
o 20 ( )

olmak Uzere soyle olusur:

i. A%2—4p>0icin

U=t Kk ’67\2 — 24u Clsinh%wlk2 —4u€+ Czcosh%w/kz — 4ug (597)
12(6) =I5 I — ) )
2 v Clcosh?/k2 —4u€+ Czsmhzw/)\2 — 4ug

ii. A>—4p<o0icin
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® k [24p — 6)2 —Clsin%\/4u—)\22+ Czcos§\/4u—7\25 (5.98)
u =*3 : .98
i 2 v Clcos%,/4u—7\22+ Czsin%\/ém—)\z‘é

iii. A%2—4p=0icin

6 C,
= + — . .
Use(8) = £k ﬂ 1 (5.99)

5.4.2. (G’/G,1/G) acilim yontemine gore coziimler

Homojen dengelenme kuralina gore (5.92) denkleminin dengelenme sayis1 1

bulunur ve (5.92) denkleminin ¢éztmleri,

u) =ap+a;p+by (5.100)
seklinde olur.
G"(®) +AG(E) = u (5.101)
ve
G’ 1
b= ek Y= C (5.102)
beraber diisiiniildiiglinde,
¢ == +up -1 Y =-dy, (5.103)

denklemi elde edilir. A; ve A, sabit sayilar olmak iizere (5.101) ikinci mertebeden lineer

diferensiyel denkleminin ii¢ farkli genel ¢oziimii vardir:

A < 0 icin hiperbolik ¢oziim,
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G(®) = Ay sinh(V=2E) + A, cosh(V=2) +, (5.104)

olmak Uzere,

P2 = m(qﬁ —1pp +21), o=A%-A%. (5.105)

A > 0 igin trigonometrik ¢ozlim,
G(®) = A, sin(VAE) + A, cos(VAE) + ; (5.106)

olmak Uzere,

W2 = m(qﬂ —1pP +2), o =A% +A% (5.107)

A = 0 icin rasyonel ¢6zim,

GE) = ;zz FAE+A,, (5.108)
olmak uzere,
P2 = A2 2uh, (p* = 2u). (5.109)

(5.103), (5.105), (5.107), (5.109) denklemleri beraber diisiiniilerek, (5.100) denklemi (5.92)
denkleminde yazilir. ay, a;, by, k ¢, 0, u, §, ve A katsayilarina bagli bir denklem
sistemi bulunur. Denklem sisteminin Maple paket programi yardimiyla ¢oziilmesiyle

hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel ¢oztimler:

x® k(2 + k2)t*
f=k————— ", o=A}—A} (5.110)



olmak uzere,

o= |2 k(A cosh(EVA)V—A + A,sinh(EVA)vV—21)
u(®) = 2v Alsinh(E\/—_7\) + Azcosh(E\/—_)\) +£

3A20+3u2
J: "
2VA

+ A;sinh(8V=2) + A cosh(EV-1) + %

ve
x* k(2 + k2t sy
E—kF_T, G—A1+A2
olmak Uzere,
® 3 k(A;cosh(§V—2)V—2 + A,sinh(§V—2)V-2)
u(g) = [=—
2v. A;sinh(8V=2) + A,cosh(8V-1) + %
3A20+3u2
n B 2VA k
A;sinh(EV=2) + A cosh((V-2) + %
ve
x“ t«
E=k——k—,
a (0.6
olmak uzere,

—3A%+6UA,
u(®) = F k(g + Aq) +\/;k

2v 1E? = .

seklinde bulunur.
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(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)
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5.5. Zaman Kesir Tturevli Lineer Olmayan Modifiye Kawahara Denklemi

Zaman Kkesir tirevli lineer olmayan modifiye Kawahara denklemi (Atangana,2014),

D&u + u?uy + puygy + QUyggy = 0 (5.116)

seklindedir. (5.100) denkleminde, k ve c sifirdan farkli sabitler ve &, integral sabiti olmak

Uzere,

t(l

u(x, t) = U(%), §=kx— CE (5.117)
es formlu dalga doniisiimii yapilarak ,
U3
—cU+k?+pk2U’+qk3U”+Eo =0 (5.118)

adi diferensiyel denklemi elde edilir.

5.5.1. (G’/G) acihim yontemine gore ¢co6ziimler

Homojen dengelenme kuralina gore (5.118) denkleminin dengelenme sayist 1

bulunur ve (5.118) denkleminin ¢éztumleri,
G"(®) +AG'(§) + uG(§) =0 (5.119)

olmak Uzere,

UE) =ay+a; <%’>,a1 #0 (5.120)
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seklinde olur. (5.120) denklemini (5.118) denkleminde yazip, (G’/G) ye gore olusan

denklemin katsayilar1 sifira esitlenerek denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin

Maple paket programi yardimiyla ¢ozlilmesiyle asagidaki a¢ilim elde edilir:

v = + 23y e <E> (5.121)
V=64 G

Bu agilimdan kesir tiirevli lineer olmayan Kawahara denkleminin {i¢c durumda ¢oziimleri,

1262k — kp? — 3¢2k3A2)te
IRl L 6pqa QA (5.122)

olmak iizere sdyle olusur:

i. A%2—4p>0icin

1 1
p k\/24uq 6qA2 [ Cicosh VA? — 4p& + Cysinh = SVA? — 4ug
\/—6q 2 Cysinh 2 /A7 = 4pE + Cycosh > /A2 — 4p5 |

(5.123)

U1,2 @) ==

ii. 22-4p<0igcin

1 1
p ky6qA2 — 24pq [ —Cisin+/4p — A2E + Cycos-+/4p — A%E
Us4(8) =% + _

J—6q 2 Clcos%\/4u—7\22+Czsin%\/4u—)\25

(5.124)
iii. 2A%—4p=0igcin

P, Ky6al _ (5.125)
\/—6 Ci +C, (kx+kp =)

Use(x,t) =
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5.5.2. (G’/G,1/G) agcilim yontemine gore ¢coziimler

Dengelenme sayis1 1 oldugundan, (5.92) denkleminin ¢oziimleri,
u(f) = Qg + ald) + blqj (5126)

seklindedir. (5.103), (5.105), (5.107), (5.109) denklemleri beraber diisiiniilerek, (5.126)
denklemi (5.118) denkleminde yazilir. ay, a;, by, k, ¢, 0, u, & ve A katsayilarina bagl
bir denklem sistemi bulunur. Denklem sisteminin Maple paket programi yardimiyla

cozllmesiyle hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel ¢dzimler:

k(3a3p? + 3A%0a% + bZA2)t™

§=kx 3(A%20 + p?)«a '

o=A2 A2 (5.127)

olmak Uzere,
) |- 552 b (Ascosh (5V=T)V=T + A,sinh (/1) V%)
u(®) =a, + Alsinh(E\/—_A) + A2COSh(E\/—_7x) +§
+ & : (5.128)
A;sinh(8V=2) + A,cosh(EV-2) + %
ve
k(3a3p? — 3A%0a3 + b2A%)t“
(M i
® = a0 + /— ﬁbl(Alcos(Eﬁ)ﬁ + A,sin(8VA)VA)
u(® = ap A;sin(§V2) + Azcos(§VA) + =
e (5.130)

" Alsin(Eﬁ) + Azcos(E\/X) + %

ve
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(5.131)

olmak uzere,

/AZ 214, bl(lJ-E-l'Al) b1
u® = |- . (5.132)

+A1§ + A, “E B 1A E+A,

formundadir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada; birinci bolimde, kesir tirevli diferensiyel denklemelerin kullanim
alanlar1 ve tezde ele alinan kesir tlrevli diferensiyel denklem tanimlarindan bahsedilerek,
tezde amaclanan hedefler verilmistir. Ikinci béliimde, kisaca kesirli analizin tarihsel
gelisimi ve lokal ve es formlu kesir tiirev tanimlarindan 6nce kullanilan tanimlar verilerek,
kesir turevli diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerine ulagsmanin kolay olmadigini gdsteren
ornekler verilmis ve ayrica kesir tirevli diferensiyel denklem tanimi ve gesitlerinden
bahsedilmistir. Uciincii bolimde, kesirli analizde sikga kullanilan ve Kesir tirevli

denklemlerin ¢oziimlerinde karsilasilan ¢esitli tanim ve 6zellikler verilmistir.

Dordiincu b6limde, son zamanlarda yaygin kullanimi olan lokal ve es formlu
kesirli tirev tanmim ve 0zellikleri verilmistir. Kesir turevli diferensiyel denklemlerle yapilan
onceki calismalarin ¢ogunda kesirsel dontisiim kullanilmistir, bu tez ¢aligmasinda kesirsel
doniisiimden daha kullanisli ve uygulamasi daha kolay olan lokal fraktal dalga doniisiimii
ve es formlu dalga doniisimii verilerek orneklerle lineer olmayan denklemlerin, adi
diferensiyel denkleme doniistiiriilmesi gosterilmistir. Ayrica bu bolimde tam ¢6ziim
yontemleri en basitten baslanarak, literatiirde en ¢ok kullanilan tam ¢6ziim yontemleri
verilmistir. Bu yontemlerden; yardimci denklem yontemi, (G’/G)-agihim yontemi, (G’/G,
1/G)-agilim yontemi, genellestirilmis Kudryashov yontemi ve exp(—¢) yontemi bu tezde

kullanilmugtr.

Besinci bolimde; Fraktal Boussinesq denklemi lokal fraktal doniisiimii yapilarak,
yardimer denklem yontemiyle yeni tam ¢oziimlere ulasilmistir. Uzay-zaman kesir turevli
mBBM denklemi hem lokal fraktal doniisiimii kullanilarak Kesir tirevli adi diferensiyel
denkleme indirgenip yardimci denklem yontemiyle yeni ¢oziimler elde edilmis, hem de es
formlu dalga doniisiimilyle adi diferensiyel denkleme dondstiiriiliip (G’/G)-agilhim yontemi
ve (G’/G, 1/G)-agilim yontemleri ile yeni tam ¢oziimler elde edilmistir. (2+1) zaman kesir
tirevli Zomeron denklemi ise es formlu dalga doniisiimii yardimiyla adi diferensiyel
denkleme doniistiiriildiikten sonra, yardimci denklem yontemi, genellestirilmis Kudryashov
ve exp(—a¢) yontemleri kullanilarak yeni tam ¢oziimler elde edilmistir. Son olarak zaman

kesir tirevli lineer olmayan modifiye Kawahara denkleminin, es formlu dalga doniistimii
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kullanilarak, (G’/G)-agilim yontemi ve (G’/G, 1/G)-agihim yontemleri yardimiyla yeni tam

¢Ozlimleri elde edilmistir.

Kesir tlrevli diferensiyel denklemlerin tam ¢oziim yontemleri bu tez ¢alismasinda
verilenlerle siirli degildir. Baska yontemlerle de bu denklemlerin tam ¢ozimleri
incelenebilir. Bulunan ¢ézlmler arasindaki farklar belirlenip sonuglar tartisilabilir. Ayrica
lokal kesirli turev, lokal kesirli integral, es formlu kesirli tiirev ve es formlu kesirli integral
tizerine daha genis bir ¢alisma yapilarak bu tezde verilen teoremlerin disinda normal
analizdeki diger teorem ve doniisiimler incelenip yeni ¢aligmalar yapilabilir. Bu baglamda,
kesirli analiz ile ilgili ¢alisma yapacak akademisyenlere bu tez ¢alismasi yol gosterici bir

kaynak olacaktir.

Yeni kesirli tiirev tanimlarinin (Lokal ve es formlu) daha onceki tanimlara gore
daha kullanigh ve etkili oldugu ve asagida diger tanimlara gore iistlinliiklerini ve farklarini

maddeler halinde soyle verebiliriz [Kareem,2017; Abdeljawad, 2014]:

e Riemann-Livouille tiirevinde sabitin tiirevi sifir degildir.

e Riemann-Livouille ve Caputo tiirevleri tamsayr mertebeli tiirevlerde olan
carpma, bolme, zincir kurali gibi temel bazi kurallar1 saglamaz.

e Es formlu tiirevlerde ¢arpma, bdlme, zincir kurali gibi kurallar tamsay:
mertebeli tirevlerdeki gibi bulunur.

e Bazi fonksiyonlarin normal analizde belli bir noktada Taylor seri ac¢ilimlar1 yok
iken esformlu kesir teorisinde vardir.

e Orneklerde de goriildiigii iizere es formlu kesir tiirev sonuca ulasmada daha
kolay ve etkilidir. Bu yeni tamim ile normal tiirev gibi sonuca
ulasilabilmektedir. Riemann-Liouville veya Caputo tanimi ile ayni sonuca

ulasmak i¢in Laplace doniistimii veya kesir kuvvet seri agilimi kullanilmalidir.
e Yeni tanima gore T, (sinit“) = cos%t“ olur ama klasik tanima gore bu

sonuca ulagsmak kolay degildir.

Bu tezde ele alinan lineer olmayan kesir turevli diferensiyel denklemlerin tam

cozumleri, denklemlerin bilinen ¢O6zumlerinden farklidir. Ayrica tezde ele alinan
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denklemlerle ilgili tam ¢oziimlerden elde edilen galismalar ile bir adet uluslararasi tam

metin bildiri diretilmis ve c¢esitli uluslararasi dergilerde yayimlanmak iizere makale

formatinda gonderilmistir. Yayimlanan bir bildiri ve iki makale asagida verilmistir.
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