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OZET

Bir kiime iizerinde bir topoloji bu kiimenin ac¢ik alt kiimeleri tarafindan olusturulur.
Elde edilen bu acgik kiimeler kullanilarak bir topolojik uzayda yari-acik kiime
kavrami gelistirilmistir. Bir agik kiime ile bu ac¢ik kiimenin kapanis1 arasinda kalan
biitiin kiimelere yari-a¢ik kiime ad1 verilir. Genel topolojide 1yi1 bilinen, a¢ik kiimeler
veya kapali kiimelerle ifade edilen biitiin 6zellikler yari-acik kiimeler veya yari-
kapali kiimeler kullanilarak genellestirilebilir. Boylece yeni ozellikler elde edilmis
olur. Bu yeni elde edilen 6zelliklerin topolojik 6zellik olup olmadigi yaklasik elli
yildir arastirilmaktadir. Bu tezde de bazi ayirma aksiyomlarinin yari-agik kiime
kavrami kullanilarak genellestirilmeleri ve bu genellestirmelerin bazi 6zellikleri
derlenmistir. Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, yari-acik kiime kavraminin ne zaman ve nasil tanimlandig1 ve yari-
acik kiime kavramu ile ilgili ¢alismalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, genel topoloji teorisinde bilinen ve tezin diger boliimlerinde
kullanilacak temel kavram ve Ozellikler hatirlatilmistir.

Uciincii boliimde, yar1-agik kiime, yari-kapali kiime, yari-ig, yari-kapanis, yari-
stireklilik, kararsizlik ve yari-topolojik 6zellik kavramlari hatirlatilip yine bunlarla
ilgili baz1 6nemli sonuglar verilmistir.

Dérdiincii boliimde, yari-agik ve yari-kapali kiime kavramlar1 kullanilarak literatiirde
verilen genellestirilmis ayirma aksiyomlar1 hatirlatilmis ve cesitli  6zellikleri
incelenmistir.

Besinci boliimde, tezde elde edilen sonuclar tartisilip yapilabilecek yeni ¢alismalar
icin bazi Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-agik kiime, Yar1 topolojik uzay, Yari siireklilik, Yari
ayirma aksiyomlar.

Nisan 2019; 35 sayfa
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ABSTRACT

A topology on a set is created by the open subsets of this set. Using these open sets,
the concept of semi-open set in a topological space has been developed. All sets
between an open set and the closure of this open set are called semi-open sets. All
well-known properties in the general topology which are expressed by using open
sets or closed sets can be generalized using semi-open sets or semi-closed sets. Thus,
new features are obtained. The topological characteristics of these newly acquired
properties have been investigated for about fifty years. In this thesis, generalization
of some separation axioms using semi-open set concept and some features of these
generalizations are compiled. This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the origin of the concept of semi-open set, how it is defined and
studies about the concept of semi-open set are mentioned.

In the second chapter, the basic concepts and features that are known in general
topology theory which are used in other parts of the thesis are reminded.

In the third chapter, the concepts of semi-open set, semi-closed set, semi-inner, semi-
closure, semi-continuity, irresoluteness, and semi-topological properties were
reminded and some important results were given.

In the fourth chapter, generalized separation axioms given in the literature by using
the concepts of semi-open and semi-closed sets were reminded and various features
were examined.

In the fifth chapter, some suggestions are given for new studies which can be
discussed and the results obtained in the thesis.

Keywords: Semi-open set, Semi topological space, Semi continuity, Semi separation
axioms.

April, 2019; 35 pages



SEKILLER DiZiNi

Sekil 3.1. Siirekli, sabit ve n = 1,2,3 i¢in so-n-siirekli fonksiyonlar arasindaki
iliskiler diyagrami.........ccccveiiiiiiiiiieie



SIMGELER VE KISALTMALAR

P.0.(X,7T) (X, 7) Topolojik Uzayndaki On-Acik Kiimeler
Ps Dogal Boliim Fonksiyonu
R Reel Sayilar Kiimesi
S0-1-siirekli Birinci Yari-Agik Siireklilik
S0-2-siirekli Ikinci Yar1-Agik Siireklilik
so-3-siirekli Ucgiincii Yar1-Agik Siireklilik
S.0.(X,7) (X, t) Topolojik Uzayndaki Yari-A¢ik Kiimeler
sTo Yar1 To-Uzay1
ST, Yar1 T1-Uzayi
ST, Yar1 T-Uzay1
ST3 Yar1 Tz-Uzay1
STa Yar1 Ts-Uzayr
(X,7) Topolojik Uzay
X/~ Boliim Kiimesi
(X5, Q(Xy)) (X, t) Topolojik Uzaymnin To-lagtirmasi
[X,5.0.(X,7)] (X, 1) ile Aym Yari-Agiklara Sahip Uzaylar Sinifi
(X ,F (‘t)) [X,S.0.(X,7)] Smifinin Maksimal Elemani
A° Bir A Kiimesinin I¢i
A Bir A Kiimesinin Kapanis1
oA Bir A Kiimesinin Yari-Ici
A Bir A Kiimesinin Yari-Kapanisi
T Topoloji
T4 A Alt Kiimesi Uzerindeki Alt Uzay Topolojisi
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1. GIRIS
R reel sayilar tizerindeki standart topoloji
t={UCR|VxeU,FceR,(x—¢x+¢e) CU} (1.2)

olmak tlizere a < b olacak sekildeki a,b € R reel sayilar1 i¢cin (a,b] ve [a,b)
araliklar1 yari-acik aralik olarak adlandirilir. Levine bu motivasyonla genel olarak
yart-agik kiimeleri (semi-open sets) herhangi bir topolojik uzay igin bir agik kiime ile
bu acik kiimenin kapanisi arasinda kalan kiimeler olarak tanimlamis ve bildigimiz
topoloji  teorisindeki  siireklilik kavramini  yari-agik  kiimeler yardimiyla
genellestirerek yari-siireklilik (semi-continuity) kavramini gelistirmistir [1]. Levine
tarafindan verilen yari-siireklilik tanimmda bir fonksiyonun yari-siirekli olmasi i¢in
deger kiimesindeki her acik kiimenin ters goriintiisiiniin tanim kiimesinde yari-a¢ik
kiime olmasi gerektigin soylemistir. Daha sonra 1971 yilinda Crossley ve Hildebrand
tarafindan yari-kapali kiime (semi-closed set) ve yari-kapanis (Semi-closure)
kavramlari elde edilmistir [2,3]. Crossley ve Hildebrand, Levine’den farkli olarak bir
fonksiyon i¢in deger kiimesindeki her yari-agik kiimenin ters goriintiisiiniin tanim
kiimesinde bir yari-acik kiime olmasi durumunda bu fonksiyonu kararsiz (irresolute)
fonksiyon olarak adlandirmislardir. Kararsiz fonksiyonlarin siirekli fonksiyonlarla bir
iliskisi olmamakla birlikte her kararsiz fonksiyon bir yari-siirekli fonksiyondur. Yani
kararsiz fonksiyonlar yari-siirekli fonksiyonlarm bir 6zel halidir. Yari-a¢ik kiimeler
kullanilarak ti¢ farkl siireklilik kavrami tanimlanabilir. Bunlar Scheers tarafindan so-
1-siireklilik, so-2-siireklilik ve so-3-siireklilik olarak adlandirilmistir [4]. so-1-siirekli
fonksiyonlar Levine tarafindan tanimlanan yari-siirekli fonksiyonlar, so-2-siirekli
fonksiyonlar Crossley ve Hildebrand tarafindan tanimlanan kararsiz fonksiyonlar ve
son olarak so-3-siirekli fonksiyonlar ise deger kiimesindeki her yari-agik kiimenin
ters goriintiisiiniin tanim kiimesinde yari-agik oldugu fonksiyonlardir. Agikca
goriiliiyor ki her so-3-siirekli fonksiyon hem siirekli hem de so-2-siireklidir. Ayrica

her sabit fonksiyon so-3-siireklidir [4].

Crossley ve Hildebrand yari-i¢ ve yari-kapanis operatorlerini tanimlayarak kiimelerin
yart-i¢gi ve yari-kapanist hakkinda bildigimiz topoloji teorisindekine benzer bazi

ozellikleri elde etmislerdir [2]. Ayrica bu operatdrler ve kararsiz fonksiyonlar ile



ilgili de bildigimiz topoloji teorisindekine benzer bazi Ozelliklerin saglandigini
gostermiglerdir. Ayrica yari-homeomorfizm (semi-homeomorfizm) kavramini
tanimlayip yari-homeomorfizm altinda korunan &zellikleri yari-topolojik 6zellikler
(semi-topological properties) olarak adlandirmislardir. Bilinen topoloji teorisindeki
birgok Ozelligin, ornegin Ty, T;, regiiler, normal, T3,T,, kompakt, Lindelof ve
metriklenebilir olma 6zellikleri gibi, yari-topolojik &zellik olmadigini, fakat 6rnegin
T,, ayrilabilir ve irtibathh olma ozelliklerinin birer yari-topolojik 6zellik oldugunu
gostermislerdir [5]. Buradan anlasilacagi tizere her yari-topolojik 6zellik bir topolojik
ozellik degildir. Fakat her yari-topolojik 6zellik bir topolojik 6zelliktir. Yine ayni
makalede Crossley ve Hildebrand bir kiime iizerindeki tanimlanabilen biitiin
topolojilerin sinifinin ayn1 yari-agik kiimelere sahip olanlar1 ayirarak bir parcalanis
elde etmislerdir. Bu pargalanis sayesinde yari-karsilik (semi-correspondant) olma
olarak adlandirilan bir denklik bagmntisi elde ederek bu denklik bagintisina gore her
denklik smnifinin kapsama bagmtisima gore bir maksimum elemani oldugunu
gostermiglerdir. Yani bir kiime {izerinde verilen bir topolojik uzayla ayni yari-agik
kiimelere sahip olan topolojiler arasinda bunlarin bir en incesinin var oldugunu
kanitlamiglardir. Yari-topolojik 6zelliklerin incelenmesinde bu maksimal elemanin
cok kullanisli oldugunu gérmiisler ve ispatlarinda bu elemana ¢okga yer vermiglerdir
[5]. Nayar ve Arya hangi topolojik 6zelliklerin bir yari-topolojik 6zellik oldugunu
kontrol etmek igin bu maksimum elemanin kullanildig1 bir kriter gelistirmislerdir [6].
Daha sonra Crossley higbir yerde yogun olmayan kiimeleri kullanarak bu maksimum
elemanin bir karakterizasyonunu elde etmis ve bu karakterizasyonun ispatlar1 daha

da kolaylastirdigin1 gormdistiir [7].

Bir taraftan, yapilan bu ¢alismalardan sonra daha onceden bilinen ¢esitli topolojik
ozelliklerin yari-topolojik 0Ozellik olup olmadiklar1 farkli yazarlar tarafindan
incelenmigtir. Diger taraftan ise bilinen baz1 topolojik 6zelliklerin tanimlarinda yari-
acik kiimeler kullanarak yeni 6zellikler elde edilmis ve bu 6zelliklerin hem topolojik
ozellik olup olmadiklar1 hem de yari-topolojik 6zellik olup olmadiklar1 yine farklh
yazarlar tarafindan incelenmistir. Ornegin, iyi bilinen ayrrma aksiyomlarindan olan
Ty, Ty, T,, regiilerlik, normallik ve kompaktlik aksiyomlarinin tanimlarindaki agik
kiime kavrami yerine yar1 agik kiime kavrami kullanilarak yari-T,, yari-T;, yari-T,
[8], s-regiiler [9], s-normal [10] ve yari-kompaktlik [11] kavramlar1 tanimlanmis ve

bu yeni kavramlarin eski kavramlardan daha zayif oldugunu gdsterilmistir. Daha

2



sonra, Dorsett kapali kiimeler yerine yari-kapali kiimeleri kullanarak 1982 yilinda s-
regiilerlikten daha kuvvetli bir kavram olan yari-regiilerlik (semi-regular) [12] ve
1985 yilinda ise s-normallikten daha kuvvetli bir kavram olan yari-normallik (semi-

normal) [13] kavramlarmi tanimlamustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1 Topolojik Uzaylar

Bu kisimda topolojik uzaylarla ilgili iyi bilinen kavramlar hatirlatilip bu kavramlarla

ilgili yine iyi bilinen baz1 6zellikler verilmistir.

Tamm 2.1.1 X bostan farkli bir kiime ve T da X in alt kiimelerinin bir smifi olsun.

Eger

[T1] X, 0 €T,
[T2] UVerikkenUNV €Er,

[T3] I bir indis kiimesi olmak tizere her i € [ i¢in U; € T iken U;; U; € T

sartlar1 saglaniyor ise 7 sinifina X iizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.

Teorem 2.1.1 Bir (X, 1) topolojik uzaymnda bir U € X alt kiimesi i¢in U € T dir

ancak ve ancak her x € U igin x € G, € U olacak sekilde bir G, € T vardur.

Tamm 2.1.2 Bir (X,7) topolojik uzayinda 7 smnifinin elemanlarina agik kiimeler

denir.

Ornek 2.1.1 X bostan farkl bir kiime olsun. 7 = P(X) kuvvet kiimesi X iizerinde bir

topolojidir. Bu topolojiye X tizerindeki diskre topoloji denir.

Ornek 2.1.2. X bostan farkll bir kiime olsun. 7 = {X, @} kiimesi X {iizerinde bir

topolojidir. Bu topolojiye X {izerindeki indiskre topoloji denir.

Ornek 2.1.3 R reel sayilar kiimesindeki acik araliklar ve bunlarin keyfi
birlesimlerinden olusan 7 = {U S R|Vx € U,3c € R, (x — &, x + &) € U} smfi R
reel sayilar kiimesi iizerinde bir topolojidir. Bu sekilde elde edilen R {iizerindeki

topolojiye R nin aligilmis veya standart topolojisi denir.

Benzer sekilde, R reel sayilar kiimesindeki smirli, alttan agik ve flistten kapali
araliklar ve bunlarin keyfi birlesimlerinden olusan 72 smnufi ile sinirly, alttan kapah ve

tistten acik araliklar ve bunlarin keyfi birlesimlerinden olusan 7; smifi R reel sayilar

4



kiimesi iizerinde birer topolojidir. Bu topolojiler siras1 ile R reel sayilar kiimesinin

iist limit ve alt limit topolojileri olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.4 X bostan farkli bir kiime olmak iizere T = {G S X|G° sonlu} U {0}
smift X {lizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X in tiimleyeni sonlu (veya sonlu
tiimleyenler) topolojisi denir. Benzer olarak 7 = {G S X|G¢ sayilabilir} U {@} smifi
da X iizerinde bir topoloji olup X in tiimleyeni sayilabilir (veya sayilabilir

tiimleyenler) topolojisi olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.3 X bir kiime olmak iizere t; ve 7, smiflar1 X {izerinde birer topoloji
olsun. Eger 7, C 1, ise 7, topolojisi 7, den daha kaba veya t, topolojisi t; den daha

ince denir.

Bostan farkl bir X kiimesi tizerindeki en ince topoloji T = P(X) diskre topoloji ve en

kaba topoloji ise T = {X, @} indiskre topolojisidir.

Tamm 2.1.4. (X,7) bir topolojik uzay, AS X ve a € A olsun. Eger a € G, € A
olacak sekilde bir G, € 7 agik kiimesi varsa a elemanina A nin bir i¢ noktasi denir. A

nin tiim i¢ noktalarinin kiimesine A nin i¢i denir ve A° ile gosterilir.

Teorem 2.1.2 Bir (X, 7) topolojik uzayinda bir A € X alt kiimesinin i¢i A kiimesinin

kapsadig1 agik kiimelerin birlesimi yani

A% = U v (2.1)

Uet
UcCA

dir.

Teorem 2.1.3 (X, ) bir topolojik uzay ve A,B € X olsun. Eger A € B ise A° € B°
dir.

Teorem 2.1.4 (X, 7) bir topolojik uzay ve A < X ise asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) A° c Adrr.
(2) A° agiktir.
(3) A aciktir ancak ve ancak A° = A dur.



(4) A°, A nin kapsadig1 en genis agik kiimedir.
(5) (A°)° = Adu.

Tammm 2.1.5 Bir (X, t) topolojik uzayinda bir A € X alt kiimesi verilsin. Eger A€
acik ise A ya kapali bir kiime denir.

Tamm 2.1.6 (X,7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesini kapsayan en

kii¢iik kapali kiimeye A nin kapanis1 denir ve Aile gosterilir.

Teorem 2.1.5 (X, t) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesini kapsayan kapali

kiimelerin siifit K, olmak iizere

A= ﬂ K 2.2)

dir.

Teorem 2.1.6 (X, 7) bir topolojik uzay ve 4, B € X olsun. Eger A € B ise A € B dr.

Teorem 2.1.7 (X,7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur.

(1) AcAdu.
(2) A kapalidrr.
(3) A kapalidir ancak ve ancak A = 4 dur.

4) (A) = Adu.

Teorem 2.1.8 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bu durumda x € A dir ancak

ve ancak x in her U agik komsulugu i¢in AN U # @ dur.

Tamm 2.1.7 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Eger A = X ise A ya X de bir

yogun kiime denir.

Teorem 2.1.9 Bir (X, 7) topolojik uzayinda bir A € X alt kiimesi yogundur ancak ve

ancak X deki bostan farkli her U acik kiimesi icin A N U + @ dir.



Tamm 2.1.8 (X,7) bir topolojik uzay ve A< X olsun. Bu taktirde 7, =
{A N U|U € t} smifi A tizerinde bir topoloji olup bu topoloji A tizerindeki alt topoloji

ve (4,1,) ikilisi alt uzay olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.10 (X, t) bir topolojik uzay ve U € t olsun. Herhangi bir A € U alt

kiimesi U da agiktir ancak ve ancak X de agiktir.

Teorem 2.1.11 (X, 1) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bir F € A alt kiimesi A da

kapalidir ancak ve ancak K kiimesi X de kapali bir kiime olmak tlizere F = K N A dur.

Teorem 2.1.12 (X, ) bir topolojik uzay ve K € X kapali bir kiime olsun. Herhangi
bir F € K alt kiimesi K da kapalidir ancak ve ancak X de kapalidir.

Tamm 2.1.9 (X, 7) bir topolojik uzay ve 8 da X in agik alt kiimelerinin bir smifi
olsun. Eger 7 daki her bir U agik kiimesi f nin bir alt sinifi tizerinden birlesim olarak

yazilabiliyorsa, yani f sinifinin bir §* alt smifi i¢in

v=|Js (23)

BER*
ise B siifina T topolojisi igin bir baz denir.

Ornek 2.1.5 8 = {(a,b) |la,b € Rve a < b} siifi R nin ahsilmis topolojisi i¢in bir
bazdir. Clinkii U, R nin alisilmis topolojisinde acik bir kiime ise her bir x € U i¢in

(x — &,x + &) € U olacak sekilde bir € € R* pozitif reel sayis1 vardir.

Ornek 2.1.6 Benzer sekilde B, = {[a,b) |a,b € Rve a < b} smifit R nin alt limit
topolojisi icin ve Bt = {(a,b]:a,b € Rve a < b} smifi R nin iist limit topolojisi

i¢in bir bazdir.

Teorem 2.1.13 X bostan farkli bir kiime ve 8 da X in bazi alt kiimelerinin bir sinifi
olsun. Bu durumda S smifi baz olacak sekilde X iizerinde bir tek topoloji vardir

ancak ve ancak asagidaki sartlar saglanir:

[B1] X = Upep B Ve



[B2] Eger B;,B, € B ise By N B, kiimesi  daki kiimelerin bir birlesimi olarak
yazilabilir, yani her bir x € B; N B, i¢in x € B, € B; N B, olacak sekilde bir
B, € B vardur.

Tammm 2.1.10 (X, 7) bir topolojik uzay, (a,), X de bir dizi ve a € X olsun. Eger
a € U, olacak sekildeki her U, € t i¢cin n > n, iken a, € U, olacak sekilde bir
ny € N dogal sayisi varsa (a,) dizisi a € X noktasina yakmsaktir denir ve bu

(a,) — a seklinde gosterilir.

2.2 Siirekli Fonksiyonlar

Tamm 2.2.1 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak iizere bir f:(X,7) -» (Y,0)
fonksiyonu ve bir x € X noktasi verilsin. Eger f(x) m her bir V a¢ik komsulugu i¢in
f(U) €V olacak sekilde x, in bir U agik komsulugu varsa f fonksiyonu x, € X
noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f

fonksiyonuna bir siirekli fonksiyon denir.

Teorem 2.2.1 (X,1) ve (Y, 0) topolojik uzaylar olmak iizere bir f:(X,7) - (Y,0)
fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak Y deki her agik kiimenin ters goriintiisii X de

agiktir.

Teorem 2.2.2 f:(X,t) - (Y, 0) topolojik uzaylar arasinda bir fonksiyon ve f S o
smift da o topolojisi i¢in bir baz olsun. Bu durumda f siireklidir ancak ve ancak her

bir B € B igin f~1(B) € 7 dur.

Teorem 2.2.3 (X,1) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere bir f:(X,7) - (Y,0)
fonksiyonu stireklidir ancak ve ancak Y deki her kapali kiimenin ters goriintiisii X de

kapalidir.
Teorem 2.2.4 f: (X, t) — (Y, o) siirekli bir fonksiyon ve A € X ise

fa: (A,70) = (Y, 0), fa(a) = f(a) (2.4)
ile tanimlanan f, kisitlanmis fonksiyonu da siireklidir.

Teorem 2.2.5 Bir f: (X,7) - (Y, 0) fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak her B € Y
igin f~1(B°) < (f1(B))’ du.



Teorem 2.2.6 Bir f: (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak her A € X

icin f(4) € (f(4)) dur.
Teorem 2.2.7 Bir f: (X,7) - (Y, 0) fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak her B € Y
icin f=1(B) € f~*(B) du.

Tamm 2.2.2 (X,7) ve (Y,o0) topolojik uzaylar olmak iizere bir f:(X,7) - (Y,0)

fonksiyonu ve bir a € X noktasi verilsin. Eger a noktasma yakinsayan her (a,)

Her noktada dizisel siirekli olan bir fonksiyona dizisel siireklidir denir.
Teorem 2.2.8 Siirekli bir fonksiyon dizisel siireklidir.

Tanmm 2.2.3 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak iizere bir f:(X,7) -» (Y,0)
fonksiyonu verilsin. Eger X deki her U agik kiimesi i¢in f(U) gorintii kiimesi Y de
acik ise f ye bir ac¢ik fonksiyon denir.

Benzer tanim kapalilik i¢cin de asagidaki sekilde yapilabilir.

Tamm 2.2.4 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak iizere bir f:(X,t) = (Y,0)
fonksiyonu verilsin. Eger X deki her K kapali kiimesi i¢in f(K) goriintii kiimesi Y de
kapali ise f ye bir kapali fonksiyon denir.

Teorem 2.2.9 (X,7) ve (Y, o) topolojik uzaylar ve f:(X,7) —» (Y,0) bire-bir ve

orten bir fonksiyon olmak iizere f acgiktir ancak ve ancak kapalidir.

Teorem 2.2.10 (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere bir f: (X,7) - (Y, 0)
fonksiyonu agiktir ancak ve ancak her A € X igin f(A°) € (f(A))O dir.

Sonu¢ 2.2.1 f: (X,t) — (Y, 0) bire-bir ve 6rten bir fonksiyon olmak {izere f siirekli
ve agiktir ancak ve ancak her A € X igin f(A4°) = (f(A))O dir.

Teorem 2.2.11 Bir f:(X,t) » (Y,0) fonksiyonu kapalidir ancak ve ancak her

A < X icin (f(4)) < f(A) du.



Sonu¢ 2.2.2 Bir f:(X,7) - (Y,0) fonksiyonu siirekli ve kapalidir ancak ve ancak

her 4 € X igin (f(4)) = f(A) dur.

Tanmm 2.2.5 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak tizere bir f:(X,7) - (Y,0)
fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu bire-bir, orten, siirekli ve f fonksiyonunun
tersi f~1:(Y,0) - (X,7) de siirekli ise f fonksiyonuna bir homeomorfizm denir.
Eger (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar1 arasinda bir homeomorfizm varsa

homeomorf uzaylar denir.

Teorem 2.2.12 Topolojik uzaylarin homeomorf olma bagmtis1 bir denklik

bagntisidir.
Tanim 2.2.6 Homeomorfizm altinda korunan bir 6zellige topolojik 6zellik denir.
2.3 Carpim ve Boéliim Uzaylan

Tamm 2.3.1 (X, 7,), (X3, 73), ..., (X, T,) topolojik uzaylar ve X = []i-; X; olsun.
B ={IT-,U; |U; € 75,1 < i <n} smfim baz kabul eden X tizerindeki topolojiye

sonlu ¢arpim topolojisi denir.

Teorem 2.3.1 (X,1), (Y,0) ve (Z, p) birer topolojik uzay olmak tizere f:Z — X ve

g:Z =Y fonksiyonlar1 siireklidir ancak ve ancak

(f,9):Z > XxY,(f,9)(@ = (f(2),9(2) (2.5)
fonksiyonu siireklidir.

Teorem 2.3.2 (X, 1), (X',7'), (Y,0) ve (Y',0") birer topolojik uzay olmak flizere

f:X - X' ve g:Y - Y’ fonksiyonlari siireklidir ancak ve ancak

(L, 9: X XY > X xY,(f,9)xy) = (f(x),9(»)) (2.6)

fonksiyonu siireklidir.

Teorem 2.3.2 (Xy,11), (X5, 75), ..., Xy, ) topolojik uzaylar ve X =][%,X;
tizerindeki topoloji ¢arpim topolojisi olsun. Her bir 1 <i < n i¢in 4; € X; olmak

uzere
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Q) (T, X)° = [TL,(4)°
@) (T, X)) = [T.(4)

dir.

Tamim 2.3.3 {(X;, ;) |i € I} topolojik uzaylarin keyfi bir smifi ve X = [];¢; X; olmak
lizere m;: X = X; izdlisim fonksiyonlarina gore X iizerindeki baslangi¢ topolojisine

keyfi carpim topolojisi denir.

A = {r71(U)|U; € 1;} smifi X kiimesi {izerindeki keyfi carpim topolojisi igin bir alt
bazdir.

Tamm 2.3.4 (X, 7) bir topolojik uzay, Y bostan farkli bir kiime ve f: X — Y 6rten bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonuna gore Y lizerindeki bitis topolojisi o olmak iizere
(Y,0) topolojik uzaymna bir bolim uzayr ve f:(X,7) - (Y,0) fonksiyonuna da

boliim fonksiyonu denir.
Burada dikkat edelimki o = {V € Y|f~*(V) € t} dr.

Teorem 2.3.3 Orten olan siirekli bir f:X —» Y fonksiyonu agik ise bir bdliim

fonksiyonudur.

Teorem 2.3.4 Orten olan siirekli bir f: X — Y fonksiyonu kapali ise bir bdliim

fonksiyonudur.
2.4 Ayirma Aksiyomlari

Bu boliimde bazi ayirma aksiyomlarinin tanimlari ve bunlarin cgesitli 6zellikleri

hatirlatilmistir.

Tanim 2.4.1 Bir (X,7) topolojik uzayinda farkh x,y € X noktalar1 igin x ve y
noktalarindan birini igerip digerini icermeyen bir U € X agik kiimesi varsa bu (X, 7)

topolojik uzayina bir Ty-uzay1 denir.

Teorem 2.4.1 Bir (X, 1) topolojik uzayi bir Ty-uzayidir ancak ve ancak her farkl

x,y € X eleman cifti i¢in {7} * m dir.
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Tamm 2.4.2 Bir (X, 7) topolojik uzayinda farkli x,y € X noktalariicinx € U,y € U
ve y €V, x ¢ V olacak sekilde U,V € X ag¢ik kiimeleri varsa bu (X, t) topolojik

uzaymna bir T;-uzayi denir.

Teorem 2.4.2 Bir (X, 1) topolojik uzay1 bir T;-uzayidir ancak ve ancak her x € X

elemant i¢in {x} tek nokta kiimesi kapalidir.

Tamm 2.4.3 Bir (X, ) topolojik uzayinda farkh x, y € X noktalar1 iginx € U,y € V
ve UNV =@ olacak sekilde U,V € X agik kiimeleri varsa bu (X,7) topolojik

uzayina bir T,-uzay1 veya bir Hausdorff uzay1 denir.

Tamm 2.4.5 Bir (X, 1) topolojik uzayindaki her K € X kapali alt kiimesi ve x € K
olacak sekildeki her x € X elemani i¢cin x € U, K € V ve U NV = @ olacak sekilde

U,V < X agik kiimeleri varsa bu (X, 7) topolojik uzayma bir regiiler uzay denir.

Tanmm 2.4.6 Bir (X, 1) topolojik uzay1 hem regiiler uzay ve hem de T;-uzayi ise bu

(X, 7) topolojik uzayma bir T5-uzayi denir.

Tamm 2.4.7 Bir (X, 7) topolojik uzayindaki her ayrik H,K € X kapal alt kiimeleri
icin HCS U, K<V ve UNV = @ olacak sekilde U,V € X agik kiimeleri varsa bu

(X, 7) topolojik uzayma bir normal uzay denir.

Tanmm 2.4.8 Bir (X, 1) topolojik uzayr hem normal uzay ve hem de T;-uzayi ise bu

(X, 7) topolojik uzayma bir T,-uzay1 denir.
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3. YARI TOPOLOJIK KAVRAMLAR

Bu bolimde oncelikle topolojik uzaylarda yari-acik kiime, yari-kapali kiime, yari-
stireklilik, yari-homeomorfizm gibi kavramlar ve bu kavramlarla ilgili baz1 6zellikler
verilmistir. Daha sonra yari-topolojik 6zellik kavrami hatirlatilip bazi yari-topolojik
ozelliklerden bahsedilmistir. Son olarak hangi topolojik &zelliklerin yari-topolojik
ozellik olabilecekleri ile ilgili Nayar ve Arya tarafindan elde edilmis bir kriter
verilmistir [6].

3.1 Yan-Ac¢ik Kiimeler

R reel sayilar iizerindeki standart topoloji T olmak iizere a < b olacak sekildeki
a,b € R reel sayilar1 i¢in (a,b] ve [a,b) araliklar1 yari-agik aralik olarak
adlandirilir. Levine bu motivasyonla genel olarak yari-a¢ik kiimeleri herhangi bir

topolojik uzay i¢in asagidaki sekilde tanimlamustir [1].

Tanmm 3.1.1 (X,7) bir topolojik uzay ve 4 € X olsun. Eger U € A € U olacak
sekilde bir U € T varsa A € X alt kiimesine bir yari-agik denir [1].

Teorem 3.1.1 Bir (X, 1) topolojik uzaymnda bir A € X alt kiimesi yari-agiktir ancak

ve ancak A € (A°) dir [1].

Bir (X,7) topolojik uzaymndaki biitiin yari-a¢ik kiimelerin sinifi S.0.(X,7) ile

gosterilecektir.

Teorem 3.1.2 Bir (X, 1) topolojik uzayinda bir A € X alt kiimesi yari-agiktir ancak
ve ancak her x € A i¢in x € B, € A olacak sekilde bir B, € X yari-agik kiimesi
vardir [14].

Tamm 3.1.2 (X, t) bir topolojik uzay olmak lizere A € X ve x € A olsun. Eger
X € B, € A olacak sekilde bir B, € X yari-agik kiimesi varsa bu x elemanma A
kiimesinin bir yari-i¢ noktasi, A kiimesinin tiim yari-i¢ noktalarinin kiimesine A nin

yari-i¢i denir ve ,A ile gosterilir.

Teorem 3.1.3 (X, 7) bir topolojik uzay A < X olsun. Bu durumda A kiimesinin yar1-

ici A kiimesinin icerdigi yari-a¢ik kiimelerin birlesimidir.
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Ispat : x € ,A olsun. Yani x € B, € A olacak sekilde bir B, S X yari-agik kiimesi

vardir. Buradan

k= U B (3.1)

BCA
BES.0.(X,T)

dersek x € K dir. O halde A € K bulunur. Tersine olarak x € K ise x € B, € A

olacak sekilde bir B € S.0.(X,t) vardir. Buradan x € ,A dir. Boylece K € A

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
Sonu¢ 3.1.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. ,A kiimesi yari-agiktir.

Teorem 3.1.4 (X, 1) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesi yari-a¢iktir ancak

ve ancak A = ,A dir [2].

Teorem 3.1.5 (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere A € X yari-agik bir kiime ve

Uert ise AN U < X alt kiimesi de yari-agik bir kiimedir [1].

Teorem 3.1.6 (X, 1) bir topolojik uzay ve {A4;|i € I} simufi X deki yari-agiklarin bir
koleksiyonu olsun. Bu durumda U;¢; A; birlesimi de X de bir yari-agiktir [1].

Sonug¢ 3.1.2 (X, 1) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bu durumda ,A € A dur.

Sonug¢ 3.1.3 (X, ) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesi yar1-agiktir ancak ve

ancak A € ,A dr.

Teorem 3.1.7 (X, ) bir topolojik uzay ve A € X yari-agik olsun. Eger AS B C A
olacak sekildeki her B € X alt kiimesi de yari-agiktir [1].

Not Dikkat edelim ki, yari-agik kiime tanimmdan agik¢a goriildiigii gibi her agik
kiime ayni zamanda bir yari-agik kiimedir. Fakat bu ifadenin tersi genelde dogru

degildir.
Sonug 3.1.4 (X, 7) bir topolojik uzay olmak tizere

(1) T€S8.0.(X, 1) dir ve
(2 A€S.0.(X,T)ve ASBC Aise B€S.0.(X,7) dir [1].
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Teorem 3.1.8 (X, 7) bir topolojik uzay ve g = {B;|i € I} smifi ise

(1) TS Bve

(2 AeBveAcCBCAiseBER

sartlarin1 saglayan X in alt kiimelerinin bir koleksiyonu olsun. Bu durumda
S.0.(X,7) € B dir. Yani X in alt kiimelerinden olusan ve (i)-(ii) 6zellikleri saglayan

en kiiglik sinif X in yari-agik kiimelerinin sinifidir [1].

Teorem 3.1.9 (X,7) bir topolojik uzay ve A <Y € X olsun. Bu durumda A €
S.0.(X,t)ise A€ S.0.(Y,ty) dir [1].

Not Yukarida verilen teoremin tersi genelde dogru degildir. Yani alt uzayda yari-agik

olan bir kiime iist uzayda yari-a¢ik olmayabilir.

Teorem 3.1.10 (X, 7) bir topolojik uzay ve U € X agik bir kiime olsun. Bu durumda
bir S € U alt kiimesi (U, ty) alt uzayinda yari-agiktir ancak ve ancak ANU =S
olacak sekilde bir A € S.0. (X, t) vardir [16].

Asagida verilen teorem genel topolojide iyi bilinen bir sonugtur.

Teorem 3.1.11 (X, 1) bir topolojik uzay ve U € T olsun. Bu durumda U — U kiimesi

X igerisinde hig¢bir yerde yogun degildir.

Teorem 3.1.12 (X,7) bir topolojik uzay ve A € S.0.(X,7) olsun. Bu durumda
UUB = A ve UNB = @ olacak sekilde bir U € t Ve hi¢bir yerde yogun olmayan
bir B € X vardir [1].

Bu teoremin tersi genelde dogru olmayabilir. Ornegin R iizerindeki standart
topolojiye gore U = (0,1) agik ve B = {2} higbir yerde yogun olmayan bir kiime

olmasma ragmen A = U U B kiimesi bu uzayda bir yari-agik degildir.

Teorem 3.1.13 (X, t) bir topolojik uzay, p #U€t,B< X, BB#+@ve A=UUB
irtibath ise A € S.0. (X, t) dir [1].

Teorem 3.1.14 f:(X,7) -» (X*,t*) siirekli ve agik bir fonksiyon olmak iizere
A€S.0.(X,1)ise f(A) € S.0.(X*,7t*) dir [1].
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(X, t) bir topolojik uzay ve B = {B;|i € I} smifi X in alt kiimelerinin bir koleksiyonu

olmak iizere her i € I i¢in B;° kiimelerinin smifi 59 ile gosterilecektir.
Teorem 3.1.15 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere (S.0. (X, T))O = 7 dir [1].

Teorem 3.1.16 (X, ;) ve (X,, T,) birer topolojik uzay ve X = X; X X, olmak {izere
T ise X flizerindeki ¢arpim topolojisi olsun. Bu durumda S.0.(X;, 1) X
S$.0.(X,,1,) €8.0.(X,7) dir [1].

Teorem 3.1.17 Her i € I igin (X;,7;) birer topolojik uzay ve X = [];¢; X; olmak
tizere X iizerindeki topoloji ¢arpim topolojisi olsun. Bu durumda sonlu sayida i € I
icin A; # X; olacak sekildeki @ # A; € X; i¢in [[;c; A; € S.0.(X,7) dir ancak ve
ancak her i € I i¢in A; € S.0.(X;, t;) dir [15].

3.2 Yan-Kapah Kiimeler

Genel topolojidekine benzer olarak yari-kapali kiimeler Crossley [3] tarafindan

asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tammm 3.2.1 Bir (X,7) topolojik uzayinda bir B € X alt kiimesinin tiimleyeni

(B¢ = X — B) yarr-agik ise bu B kiimesine yari-kapali kiime denir [3].

Teorem 3.2.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve B € X bir yari-kapali olsun. Bu durumda
K° € B € K olacak sekilde bir K € X kapali kiimesi vardir.

ispat: B € X yari-kapali ise B° = X — B C X yar1 agiktir. O halde US X —B € U
olacak sekilde bir U € 7 vardir. Buradan X — U € B € X — U bulunur. X — U kapali
bir kilme ve (X —U)° = X — U oldugundan K = X — U dersek K° € B € K elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2 (X,7) bir topolojik uzay ve {B;|i € I} smifi X deki yari-kapali
kiimelerin bir koleksiyonu olsun. Bu durumda ;¢ B; kesisimi de X de bir yari-
kapali kiimedir [5].

Teorem 3.2.3 (X, t) bir topolojik uzay olmak {izere bir B € X alt kiimesi higbir

yerde yogun degil ise B, X de bir yari-kapali kiimedir [5].
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Teorem 3.2.4 Bir (X,7) topolojik uzayinda bir B € X alt kiimesi yari-kapalidir

ancak ve ancak (4)° € A dir [5].

Tamm 3.2.2 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere B € X ve x € X olsun. Eger
x € A olacak sekildeki her A € S.0. (X, t) yarr-agik kiimesi icin A N B # @ ise bu x
elemanmna A kiimesinin bir yari-kapanis noktasi, B kiimesinin tiim yari-kapanis

noktalarinin kiimesine B nin yari-kapanisi denir ve B ile gosteilir.

Teorem 3.2.5 (X, 7) bir topolojik uzay ve B € X olsun. Bu durumda B kiimesinin

yari-kapanis1 B kiimesini igeren yari-kapali kiimelerin kesisimidir.

Ispat : x € B olsun. Bu durumda x € A olacak sekildeki her 4 € S.0. (X, 1) i¢in
AN B = @ dir. Buradan

" ﬂ K (3.2)

BCK
K€€S.0.(X,7)

dersek x € M dir. Aksi halde x € M€ olsaydi M€ € S.0.(X,t) oldugundan A N
M¢ # @ olmasi gerekirdi. Fakat A € M oldugundan bu bir ¢eligkidir. Boylece B € M
oldugu elde edilir. Tersine olarak x € M olsun. O halde B € K olacak sekildeki her
K € X yari-kapali kiimesi i¢in x € K dir. Buradan x € B dir. Aksi halde x ¢ B
olsayd1 x € B, olacak sekildeki bir B, € S.0. (X, ) yari-agik kiimesi i¢in B, N B =
@ olurdu. Fakat bu durumda x ¢ BS ve B € B olurdu ki bu ise x € M olmasi ile

celisir. Boylece M € B oldugu elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.6 (X, 7) bir topolojik uzay ve {B;|i € I} smifi X deki yari-kapalilarm bir
koleksiyonu olsun. Bu durumda N;¢; B; kesisimi de X de bir yari-kapalidir [5].

Sonu¢ 3.2.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve B € X olsun. Bu durumda B kiimesi yari-
kapalidir.

Teorem 3.2.7 (X,7) bir topolojik uzay ve B € X olsun. B kiimesi yari-kapalidir

ancak ve ancak B = B dir [5].

Sonug¢ 3.2.2 (X, ) bir topolojik uzay ve B € X olsun. Bu durumda B < B dir.
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Sonug 3.2.3 (X, 7) bir topolojik uzay ve B € X olsun. B kiimesi yari-kapalidir ancak

ve ancak B € B drr.

Teorem 3.2.8 (X, 7) bir topolojik uzay ve B € X olsun. Bu durumda B kiimesinin

yart-kapanist B = B U (E)O dir [5].

Teorem 3.29 (X,7) bir topolojik uzay ve A< X olsun. Bu durumda

X—(A-4)=Xdr[2]

Teorem 3.2.10 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bu durumda (4)° € (4)
dir [3].

3.3 Yan-Siureklilik

Topolojik uzaylarda yari-agiklar kullanilarak elde edilen ii¢ farkli genellestirilmis
stireklilik ¢esidi vardir. Bu alt boliimde bu ii¢ siireklilik ¢esidinden ve bunlarin gesitli

Ozelliklerinden bahsedilecektir.

Tamm 3.3.1 (X, 1) ve (Y, o) birer topolojik uzay, f: X — Y bir fonksiyon ve x € X

olsun. Bu durumda,

(1) eger f(x) €V olacak sekildeki her V € ¢ igcin x € A ve f(A) €V olacak
sekilde bir A €S.0.(X,7) varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda so-1-
sureklidir,

(2) eger f(x) € B olacak sekildeki her B € S.0.(Y,0) i¢cin x € A ve f(A) € B
olacak sekilde bir A € S.0. (X, ) varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda so-2-
siireklidir,

(3) eger f(x) € B olacak sekildeki her B € S.0.(Y,0) icin x € U ve f(U) € B

olacak sekilde bir U € t varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda so-3-siireklidir
denir [4].

Tamm 3.3.2 (X, 7) ve (Y, o) birer topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu n= 1,23 icin her x € X noktasinda so-n-siirekli ise f

fonksiyonu so-n-siireklidir denir [4].
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Asagidaki onerme Erciyes vd. [14] tarafindan verilmistir.

Teorem 3.3.1 (X,7) ve (Y, o) birer topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.

Bu durumda,

(1) egerherV € g icin f~1(V) € S.0.(X, 1) ise f fonksiyonu so-1-siireklidir,
(2) eger her B€S.0.(Y,0) icin f~1(B) € S.0.(X,t) ise f fonksiyonu so-2-
siireklidir,

(3) egerher B € 5.0.(Y,0) igin f~1(B) € tise f fonksiyonu so-3-siireklidir [14].

Levine [1] so-1-siirekli fonksiyonlari yari-siirekli (semi-continuous) fonksiyonlar
olarak, Crossley ve Hildebrand [5] ise so-2-siirekli fonksiyonlar1 kararsiz (irresolute)

fonksiyonlar olarak adlandirmistir.

Acikca goriilityor ki her so-3-siirekli fonksiyon hem siirekli hem de so-2-siirekli, her
stirekli fonksiyon so-1-siirekli ve her so-2-siirekli fonksiyon ise so-1-siireklidir.
Ayrica her sabit fonksiyonda so-3 siireklidir. Bunlar1 bir diyagramla asagidaki

sekilde gosterebiliriz.

so-2-stirekli

TN

sabit == so-3-siirekli so-1-siirekli

~

stirekli

Sekil 3.1.  Siirekli, sabit ve n = 1,2,3 i¢in so-n-siirekli fonksiyonlar arasindaki

iligkiler diyagrami

Sekil 3.1 de gosterilen iligkilerin tersleri genelde dogru degildir. Ornegin bir so-1-
stirekli fonksiyonun siirekli veya so-2-siirekli olmas1 gerekmez. Ayrica siirekli bir

fonksiyonun veya so-2-siirekli bir fonksiyonun so-3-siirekli olmasi gerekmez.

Teorem 3.3.2 (X;,11), (X,,1,), (Y1,0,) ve (Y,,0,) birer topolojik uzay, X = X; X
X,, Y=Y, xY,vei=1.2 icin f;: X; = Y; birer fonksiyon olmak iizere 7 ise X
lizerindeki garpim topolojisi olsun. Bu durumda S.0.(X;,7;) X S.0.(X,,7,) S
S.0.(X, ) dir [1].
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Teorem 3.3.3 (X, 1), (X;,7,) Ve (X,,7,) birer topolojik uzay ve h: X - X; X X, bir
s0-1-siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda f; = mh: X - X; ve f, = m,h: X - X,

fonksiyonlar1 da so-1-siireklidir [1].

Not Genelde so-1-siirekli fonksiyonlarin bileskesi yine so-1-siirekli degildir. Fakat
s0-2siirekli ve so-3-siirekli fonksiyonlar bilegkesi sirasiyla yine so-2-siirekli ve so-

3-stireklidir.
Teorem 3.3.4 f: (X, t) — (Y, o) siirekli ve agik bir fonksiyon ise so-2-siireklidir [5].

Burada dikkat edelim ki siirekli ve so-2-siirekli bir fonksiyonun agik olmasi

gerekmez.

Teorem 3.3.5 Bir f:(X,7) - (Y,0) fonksiyonu so-2-siireklidir ancak ve ancak her

A € X alt kiimesi icin f(4) € f(4) dir [5].

Teorem 3.3.6 Bir f:(X,7) - (Y,0) fonksiyonu so-2-siireklidir ancak ve ancak her

B C Y alt kiimesi i¢in f~*(B) € f~*(B) dir [5].

Tamm 3.3.3 (X, 7) ve (Y, o) birer topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger her A € S.0.(X,1) igin f(A) €S5.0.(Y,0) ise f fonksiyonuna on-yari-agik
fonksiyon denir [5].

Teorem 3.3.7 Bir f:(X,7) — (Y,0) fonksiyonu siirekli ve agik ise so-2-siirekli ve

on-yart-agiktir [5].

Tanim 3.3.4 (X,t) ve (Y,o0) birer topolojik uzay olsun. Eger birebir, orten, so-2-
siirekli ve On-yari-agik bir f:(X,7) —» (Y,0) fonksiyonu varsa (X,7) ve (Y,o0)
topolojik uzaylarma yari-homeomorf topolojik uzaylar, bu sekilde bir f

fonksiyonuna ise bir yari-homeomorfizm denir [5].

Teorem 3.3.8 Bir f:(X,7) » (Y,0) fonksiyonu bir homeomorfizm ise yari-

homeomorfizmdir [5].

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir.
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Teorem 3.3.9 Bir f: (X,7) - (Y, 0) fonksiyonu yari-homeomrfizm ise her B € Y alt
kiimesi i¢in f~1(B) = f~(B) dir [5].

Sonu¢ 3.3.1 Bir f:(X,t) » (Y,0) fonksiyonu yari-homeomrfizm ise her A € X alt
kiimesi i¢in £ (4) = f(4) dir [5].

Sonu¢ 3.3.2 Bir f: (X,t) » (Y,0) fonksiyonu yari-homeomrfizm ise her A € X alt

kiimesi i¢in O(f(A)) = f( ,A) dir [5].

Sonu¢ 3.3.3 Bir f:(X,t) » (Y,0) fonksiyonu yari-homeomrfizm ise her B € Y alt

kiimesi igin f~( ,B) = O(f‘l(B)) dir [5].

Teorem 3.3.10 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. _(A) = @ ancak ve ancak

A kiimesi X iginde higbir yerde yogun degildir [5].

Teorem 3.3.11 f:(X,7) - (Y,0) fonksiyonu bir yari-homeomrfizm ve A € X alt
kiimesi X i¢inde hicbir yerde yogun olmayan bir kiime olsun. Bu durumda f(4) € Y

alt kiimesi de Y iginde higbir yerde yogun olmayan bir kiimedir [5].

Teorem 3.3.12 Topolojik uzaylar iizerinde tanimlanan yari-homeomorf olma
bagntis1 bir denklik bagntisidir [5].

Tammm 3.3.5 Yari-homeomorfizmler altinda korunan bir 6zellige yari-topolojik

ozellik denir [5].
Teorem 3.3.13 Her yari-topolojik 6zellik bir topolojik 6zelliktir [5].

Yukaridaki teoremin tersi genelde dogru degildir. Crossley ve Hildebrand bilinen
baz1 topolojik 6zelliklerin (T, Ty, regiiler, normal, T3, T,, kompaktlik, Lindelof ve
metriklenebilir olma 6zellikleri gibi) yari-topolojik 6zellik olmadigini, fakat 6rnegin
T,, ayrilabilir ve irtibath olma 6zelliklerinin birer yari-topolojik 6zellik oldugunu

gostermiglerdir [5].

X bir kiime olmak iizere X iizerinde tanimlanan biitiin topolojik uzaylarin smnifini

T(X) ile gosterelim.
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Tamm 3.3.6 (X,7) ve (X, T*) topolojik uzaylar1 T(X) in birer elemani olsun. Eger
$.0.(X,t) =S.0.(X,7") ise (X,7) topolojik uzayma (X,7*) topolojik uzaymin
yari-karsiligi denir [5].

Teorem 3.3.14 T(X) smufi iizerinde yari-karsilik olma bagintisi bir denklik
bagintisidir [5].

Bu denklik bagintisina gore (X, ) topolojik uzayi ile ayni yari-agik kiimelere sahip X
tizerinde tanimli topolojik uzaylarin smifi, yani (X,7) topolojik uzaymin denklik
siifi, [X,S.0.(X,7)] ile gosterilecektir. [X,S.0.(X,7)] smfi i¢inde kapsama
bagintisina gore her zaman bir maksimal eleman vardir fakat her zaman bir minimal
eleman olmak zorunda degildir. [X, S. 0. (X, )] sinifinin bu maksimal elemani, yani
(X,7) ile aym yari-agik kiimelere sahip en ince topolojik uzay, (X,F(r)) ile
gosterilecektir. T(X) sinifi lizerinde tanimlanan yari-kargilik olma bagmtisina gore

[X,S.0.(X,1)] denklik smniflarina yari-topolojik siniflar denir [5].

Teorem 3.3.15 Bir f:(X,7) = (Y,0) fonksiyonu so-1-siirekli ve (X,7,) €
[X,S5.0.(X,7)] ise f:(X,7,) = (Y, o) fonksiyonu da so-1-siireklidir [5].

Teorem 3.3.16 Bir f:(X,7) » (Y,0) fonksiyonu so-2-siirekli ve (X,7,) €
[X,S.0.(X,7)] ise f: (X,t,) = (Y, o) fonksiyonu da so-2-siireklidir [5].

Teorem 3.3.17 (X, ) bir topolojik uzay olsun. Eger (X, T) bir T,-uzay1 ve (X,1,) €
[X,S.0.(X,7)] ise (X, 1,) topolojik uzay1 da bir T,-uzayidir [5].

Teorem 3.3.18 Bir f:(X,t) » (Y,0) fonksiyonu bir yari-homeomorfizm ise

f:(X,F(©)) - (Y, F(o)) fonksiyonu homeomorfizmdir [5].
Yukarida verilen iki teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.3.19 T,-uzay1 olma 6zelligi bir yari-topolojik 6zelliktir [5].

Teorem 3.3.20 (X,7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Eger A kiimesi (X, 1)
uzaymda yogun ise (X JF (‘L’)) uzayinda da yogundur [5].
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Teorem 3.3.21 Bir f:(X,7) - (Y,0) fonksiyonu bir yari-homeomorfizm ve bir
A € X alt kiimesi (X, 7) uzaymda yogun ise f(A) €Y alt kiimeside (Y, o) uzayinda
yogundur [5].

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verilebilir.

Teorem 3.3.22 Ayrilabilir uzay1 olma 6zelligi bir yari-topolojik 6zelliktir [5].

Teorem 3.3.23 (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger (X,F (7)) uzay: irtibatsiz ise
(X, 7) uzayi da irtibatsizdir [5].

Teorem 3.3.24 Bir f:(X,7) -» (Y,0) fonksiyonu bir yari-homeomorfizm ve bir
U € X alt kiimesi (X, 7) uzayinda agik ve irtibath ise f(U) € Y alt kiimeside (Y, o)
uzayinda irtibathdir [5].

Teorem 3.3.25 irtibathi uzay olma 6zelligi bir yari-topolojik dzelliktir [5].

Nayar ve Arya, 1992 yilinda hangi topolojik 6zelliklerin bir yari-topolojik 6zellik

oldugunu kontrol etmek igin asagida verilen kriteri gelistirmislerdir [6].

Teorem 3.3.26 Bir P topolojik 6zelligi bir yari-topolojik 6zelliktir ancak ve ancak
bir (X,t) topolojik uzay: i¢in “(X,7) uzay1 P Ozelligine sahiptir ancak ve ancak

(X ,F (‘L')) uzay1 P 6zelligine sahiptir” 6nermesi dogrudur [6].
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4. YARI AYIRMA AKSIYOMLARI

Bu boliimde bazi ayirma aksiyomlarindan daha zayif 6zellikler olan yari-aywrma
aksiyomlar1 hatirlatilip bunlarin kalitsal ve yari-topolojik &zellik olup olmadig,
carpim ve bolim uzaylarinda bu Ozelliklerin korunup korunmadigi gibi gesitli

Ozellikleri incelenecektir.
4.1 sTy-Uzaylan

Tamm 4.1.1 Bir (X,t) topolojik uzayinda farkli x,y € X noktalar1 i¢in x ve y
noktalarindan birini igerip digerini icermeyen bir A € X yari-agik kiimesi varsa bu

(X, ) topolojik uzayina bir sTy-uzay1 denir [8].

Teorem 4.1.1 Bir (X, t) topolojik uzay1 bir sTy-uzayidir ancak ve ancak her farkh

x,y € X eleman cifti i¢in {x} # {y} dir [4].

sTp-uzayr tanimindan agik¢a goriildiigii gibi her agik kiime bir yari-agik kiime

oldugundan her Ty-uzay1 bir sT,-uzayidir. Bu ifadenin tersi genelde dogru degildir.
Teorem 4.1.2 Bir sTy-uzaymin her agik alt kiimesi de bir sT,-uzayidir [4].

Bu teorem sT,-uzay1 olma 6zelliginin acgik alt kiimeler {lizerinde kalitsal bir 6zellik
oldugunu gostermektedir. sT,-uzayr olma 06zelligi acik olmayan alt kiimelerde

genellikle kalitsal degildir.

Teorem 4.1.3 Topolojik uzaylarin sT,-uzayi olma 6zelligi topolojik 6zelliktir.

Ispat : (X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay, f:(X,7) — (Y,0) homoemofizm olsun.
Kabul edelim ki (X,7) sT,-uzay1 ve a,b €Y fakli iki nokta olsun. f Orten
oldugundan f (x)=a ve f (y)=b olacak sekilde farkli x,y € X vardiwr. f birebir
oldugundan, a # b dir. X, sTy-uzay1 oldugundan x ve y noktalarindan birini igerip
digerini igermeyen A C X yari-acik kiimesi vardir. Kabul edelim ki x € A fakat
y & A olsun. Dolayisiyla f (x) = a € f (A) ve f (y)=b & f (A) olur.

Simdi ise f (A) kiimesinin Y de yari-acik oldugunu gosterelim. A kiimesi X de yari-

acik oldugundan U € A C U olacak sekilde U € X acik kiimesi vardur. Boylece,
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f(U) € f(A) € f(U) yazabiliriz. f siirekli oldugundan f(U) € f(U) dir. f* siirekli
ve U kiimesi X de acik oldugundan f(U) kiimesi de Y de agik olur. Dolayisiyla, f(U)
acik olmak iizere f(U) € f(A) € f(U) dir. Boylece f (A) kiimesi a noktasini igeren

y noktasini igermeyen Y de bir yari-a¢ik ciimle olmus olur. Bu ise (Y, o) nin sT,-
uzay1 oldugunu, dolayisiyla sTy-uzay1 olma 6zelliginin topolojik bir 6zellik oldugu

ispatlanir.

Tamm 4.1.2 (X, 7) bir topolojik uzay ve X iizerinde x,y € X olmak lizere “x~y &

{x} = {y}” seklinde tanimli bir denklik bagmtist olsun. Bu durumda bu bagntiya
gore denklik smiflarinin kiimesi X = X/~ ve Q(X,) bu kiime iizerindeki bolim
topolojisi olmak tizere (X, Q(X,)) bolim uzay1 bir sTy-uzayidir ve bu uzaya (X, 1)

topolojik uzayinin sT,-lastirmasi denir [12].

Teorem 4.1.4 (X, 7) bir topolojik uzay ve (X, Q(X;)) bolim uzay (X, ) topolojik
uzaymin sTy-lastrmast olmak iizere ps:(X,7) - (X, Q(X;)) dogal fonksiyonu
siirekli, agik, kapali ve her A € S.0. (X, 7) i¢in p; *(ps(4)) = A dir [12].

Teorem 4.1.5 sT,-uzaylarmin ¢arpimi yine bir sT,-uzayidir [15].
4.2 sT,-Uzaylan

Tanmm 4.2.1 Bir (X, 7) topolojik uzayinda farkli x, y € X noktalar1i¢cin x € A,y ¢ A
ve y € B, x & B olacak sekilde A, B € X yari-agik kiimeleri varsa bu (X, ) topolojik

uzayina bir sT;-uzay1 denir [8].

Teorem 4.2.1 Bir (X, ) topolojik uzayi bir sT;-uzayidir ancak ve ancak her x € X

elemani i¢in {x} tek nokta kiimesi yari-kapalidir [4].

sTi-uzayr tanimindan agik¢a goriildiigi gibi her agik kiime bir yari-agik kiime
oldugundan her T;-uzay:1 bir sT;-uzayidir. Ayrica her sT;-uzay1 bir sTy-uzayidir.
Yani her sT;-uzay1 sTy-uzaymin sahip oldugu 6zelliklere sahiptir. Fakat bu ifadelerin

tersi genelde dogru degildir.

Teorem 4.2.2 Bir sT;-uzaymin her agik alt kiimesi de bir sT;-uzayidir [4].
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Bu teorem sT;-uzay1 olma 6zelliginin agik alt kiimeler {izerinde kalitsal bir 6zellik
oldugunu gostermektedir. sT;-uzay1 olma o6zelligi acik olmayan alt kiimelerde

genellikle kalitsal degildir.

Teorem 4.2.3 Topolojik uzaylarin sT;-uzay1 olma 6zelligi topolojik 6zelliktir.

Ispat. (X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay, f:(X,7) — (Y,0) homoemofizm olsun.
Kabul edelim ki (X,7) sT;-uzay1 ve a,b €Y fakl iki nokta olsun. f Orten
oldugundan f (x)=a ve f (y)=b olacak sekilde farkli x,y € X vardir, X, sT,-uzay1
oldugundan buradan x,y € X noktalar1 i¢in x € A, y € A ve y € B, x & B olacak
sekilde A, B € X yarr-agik kiimeleri vardir. f homeomorfizm oldugundan f (x) =
a€f(A),fy)=be&f(A)vef(y)=bef(B),f (x)=a¢ f(B)olacak seklide
f(A) ve f(B), Y de yari-agik kiimeleri vardir. Bu ise (Y, g) nin sT;-uzay1 oldugunu,

dolayisiyla sT;-uzay1 olma 6zelliginin topolojik bir 6zellik oldugu ispatlanir.
Teorem 4.2.4 sT;-uzaylarinin ¢arpimi yine bir sT;-uzayidir [15].
4.3 sT,-Uzaylan

Tanim 4.3.1 Bir (X, 7) topolojik uzayinda farkli x, y € X noktalar1 i¢in x € A, y € B
ve AN B = @ olacak sekilde A, B S X yari-a¢ik kiimeleri varsa bu (X, t) topolojik

uzaymna bir sT,-uzayi denir [8].
Teorem 4.3.1 Bir (X, 7) topolojik uzay1 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) (X, 7) bir sT,-uzaydur.
(2) Her farkli x,y € X eleman ¢ifti igin x € A ve y & A olacak sekilde bir A € X
yart-ac¢ik kiimesi vardir.

(3) Herx € X i¢in

=[] a4

XEA
A€S.0.(X,7T)

(4.1)

dir [4].
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sT,-uzay1 tanimindan agikca goriildigii gibi her agik kiime bir yari-agik kiime
oldugundan her T,-uzay1 bir sT,-uzayidir. Ayrica her sT,-uzay1 bir sT;-uzay1 ve
boylece ayni zamanda bir sTy-uzayidir. Fakat bu ifadelerin tersi genelde dogru

degildir.
Teorem 4.3.2 Bir sT,-uzaymin her agik alt kiimesi de bir sT,-uzayidir [17].

Bu teorem sT,-uzay1 olma 6zelliginin agik alt kiimeler {izerinde kalitsal bir 6zellik
oldugunu gostermektedir. sT,-uzayr olma 06zelligi acik olmayan alt kiimelerde

genellikle kalitsal degildir.

Teorem 4.3.3 Topolojik uzaylarin sT,-uzay1 olma 6zelligi topolojik 6zelliktir.

Ispat : (X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay, f:(X,7) — (Y,0) homoemofizm olsun.
Kabul edelim ki (X,7) sT,-uzay1 ve a,b €Y fakhh iki nokta olsun. f Orten
oldugundan f (x)=a ve f (y)=b olacak sekilde farkli x,y € X vardwr. f birebir
oldugundan, a # b dir ve x # y dir. (X,7) sT,-uzay1 oldugundan farkli x,y € X
noktalar1i¢in x € A, y € Bve AN B = @ olacak sekilde A, B € X yari-a¢ik kiimeleri
vardir. Buradan f (x) = a € f(A) ve f (y) = b € f(B) dir.

Simdi ise f (A) ve f (B) kiimelerinin Y de yari-a¢ik oldugunu gésterelim. A kiimesi X
de yart-acik oldugundan U € A € U olacak sekilde U € X acik kiimesi vardir.
Boylece, f(U) € f(A) € f(U) yazabiliriz. £~ siirekli oldugundan f(A) kiimesi Y
de aciktir. f siirekli oldugundan f(U) € f(U) dir. Boylece, f(U) € f(4) € f(U)
olur ki bu ise f(A) kiimesinin Y de yari-agik oldugunu gosterir. Ayn1 sekilde f(B)

nin 'Y yari-agik oldugunu gosterilebilir.

Son olarak, AN B =@ ve f birebir oldugundan ve f(A)N f(B) =f(ANB) =
f(@) = @ dir. Dolayisiyla f (A) ve f (B) kiimeleri ayriktir. Bu ise (Y, ¢) nin sT,-uzay1
oldugunu, dolayisiyla sT,-uzayr olma &zelliginin topolojik bir 6zellik oldugu

ispatlanir.
4.4 sT3-Uzaylan

Tamm 4.4.1 Bir (X, 1) topolojik uzayindaki her K € X kapali alt kiimesi ve x € K
olacak sekildeki her x € X elemani igin x € A, K € B ve AN B = @ olacak sekilde
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A, B € X yarr-agik kiimeleri varsa bu (X, 7) topolojik uzayina bir yari-regiiler uzay

denir [8].

Tamm 4.4.2 Bir (X, t) topolojik uzaymdaki her K € X yari-kapali alt kiimesi ve
x & K olacak sekildeki her x € X elemani i¢in x € A, K € B ve AN B = @ olacak
sekilde A, B € X yarr-agik kiimeleri varsa bu (X, ) topolojik uzayma bir s-regiiler

uzay denir [12].

Yukar1 tanimlardan agik¢a goriilebilecegi lizere her kapali kiime yari-kapali
oldugundan her s-regiiler uzay yari-regiilerdir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman

dogru degildir.
Teorem 4.4.1 Bir (X, ) topolojik uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir [12]:

() (X, 1) topolojik uzay1 s-regiilerdir.
(i)  (X,7) topolojik uzaymm her yari-homeomorfizm altindaki goriintiisii s-
regiilerdir.
(ili)  Her x € X ve x € A olacak sekildeki her A € S.0. (X, 1) yari-agik kiimesi
icin x € B € B C A olacak sekilde B € S. 0. (X, t) vardur.

(iv) (X, Q(X,)) s-regiilerdir.

Teorem 4.4.2 Bir (X,t) topolojik uzayr S-regiiler uzaydir ancak ve ancak

(X QX 5)) bir s-regiiler uzay ve bir sT,-uzayidir [12].

Teorem 4.4.3 Bir (X,t) topolojik uzay1 s-regiiler uzaydir ancak ve ancak her
A €S.0.(X,71) i¢in (4, t4) bir s-regiiler uzaydir [18].

1985 yilinda Dorsett yari-acik kiimelerinin yari-kapanisinin da yari-agik kiime
oldugunu gostermis ve bu gercegi asagidaki teoremin elde edilmesinde kullanmistir

[13].

Teorem 4.4.4 Bir (X, 1) topolojik uzay:1 s-regiiler uzaydir ancak ve ancak bostan
farkli her K € X yari-kapali alt kiimesi ve x € X\K elemani i¢in f(x) =0 ve
f(K) = {1} olacak sekilde yari-siirekli bir f: X — [0,1] fonksiyonu vardir [13].
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Teorem 4.4.5 Bir (X,t) topolojik uzay1 s-regiiler uzaydir ancak ve ancak her
A € P.0.(X,7) igin (4, T,) bir s-regiiler uzaydir [13].

Teorem 4.4.6 Topolojik uzaylarin yari-regiiler uzayr olma &zelligi topolojik

ozelliktir.

Ispat : (X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay, f:(X,7) = (Y,0) homoemofizm olsun.
Kabul edelim ki (X, 1) yari-regiiler uzay olsun. Ayrica a € Y ve K € X kapal bir alt
kiimesi i¢in agK olsun. f birebir oldugundan f~1(a) ¢ f~1(K) dir. Ayrica, f
siirekli oldugundan f~1(K), X de kapalidir. (X, 7) yari-regiiler oldugundan

f~Ya) € A, f7Y(K) € B ve AN B = @ olacak sekilde A, B € X yar1-acik kiimeleri
vardir. f 6rten oldugundan, f(f~1(a)) = a € f(A) ve f(f1(K)) = K € f(B) dir.

Simdi ise f (A) ve f (B) kiimelerinin Y de yari-agik oldugunu gosterelim. A kiimesi X
de yari-agik oldugundan U € A C U olacak sekilde U € X acik kiimesi vardir.
Baylece, f(U) € f(A) € f(U) yazabiliriz. £~ siirekli oldugundan f(4) kiimesi Y
de aciktir. f siirekli oldugundan f(U) € f(U) dir. Boylece, f(U) S f(4) € f(U)
olur ki bu ise f(A) kiimesinin Y de yari-a¢ik oldugunu gosterir. Ayni1 sekilde f(B)

nin Y yari-agik oldugunu gosterilebilir.

Son olarak ANB =@ ve f birebir oldugundan ve f(A)Nf(B)=f(ANB) =
f(@) = @ dir. Dolayisiyla f (A) ve f (B) kiimeleri ayriktir. Bu ise (Y, o) nin yari-
regiiler uzayr oldugunu, o halde yari-regiiler uzay olma 6zelliginin topolojik bir

ozellik oldugu ispatlanir.

Tanim 4.4.3 Bir (X, 1) topolojik uzay1 yari-regiiler uzay ve T,-uzayi ise bu (X, 1)

topolojik uzayma bir sT3-Uzay1 denir.
Teorem 4.4.7 Her sT3-uzay1 bir sT,-uzayidir.
4.5 sT4-Uzaylan

Tamm 4.5.1 Bir (X, ) topolojik uzayindaki her ayrik H, K € X kapali alt kiimeleri
icin HC A, K € B ve AN B = @ olacak sekilde A, B € X yari-acik kiimeleri varsa

bu (X, t) topolojik uzayna bir yari-normal uzay denir [8].

29



Tamm 4.5.2 Bir (X,7) topolojik uzayindaki her ayrik H,K € X yari-kapali alt
kiimeleri i¢gin H S A, KS B ve ANB =@ olacak sekilde A,B € X yari-agik

kiimeleri varsa bu (X, 7) topolojik uzayma bir s-normal uzay denir [18].

Yukar1 tanimlardan agik¢a goriilebilecegi tlizere her kapali kiime yari-kapali
oldugundan her s-normal uzay yari-normaldir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman

dogru degildir.
Teorem 4.5.1 Bir (X, 7) topolojik uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir [13]:

(1) (X, 1) topolojik uzay1 s-normaldir.

(2) (X,7) topolojik uzaymnin her yari-homeomorfizm altindaki goriintiisii  s-
normaldir.

(3) Her B < X yari-kapali alt kiimesi ve B € A olacak sekildeki her A € S.0. (X, 1)
yari-agik kiimesi igin B € V € V € A olacak sekilde bir V € S.0. (X, 7) vardur.

4) (X, Q(X,)) s-normaldir.

Teorem 4.5.2 Bir (X,7) topolojik uzayr s-normal uzaydir ancak ve ancak her
A € P.0.(X,71) i¢in (4, t4) bir s-normal uzaydir [18].

Teorem 4.5.3 Topolojik uzaylarin yari-normal uzayr olma 6zelligi topolojik

ozelliktir.

Ispat : (X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay, f:(X,7) - (Y,0) homoemofizm olsun.
Kabul edelim ki (X,7) yar-normal uzay olsun. Ayrica H,K € X kapali ayrik alt
kiimeler olsun. f siirekli oldugundan f~1(H), f~1(K) C Y kiimeleri X de kapaldir.
H ve K kiimeleri X de kapali ayrik alt kiimeler oldugundan H N K = @ ve buradan
fFTYHNK)=f"1(H) N f~Y(K) = @ olur. Dolasiyla f~*(H) ve f~1(K) kiimeleri
X de ayrik olur. (X, ) yari-normal uzay oldugundan, X de yari-agik ayrik 4,B € X
kiimeleri vardir, oyle ki f~1(H) €A ve f~1(K) € B dir. f 6rten oldugundan
H=f (" *(H) cf(A)veK=Ff (1K) < f(B) dir. f ve f~1 siirekliliginden
f (A) ve f (B) kiimelerinin Y de yari-agik oldugunu gosterilebilir. f in birebir
olmasindan da f(A) N f(B) = f(ANB) = f(®) = @ olacagindan, f (A) ve f (B)
kiimeleri ayriktir. O halde yari-normal uzay olma 6zelliginin topolojik bir 6zellik

oldugu ispatlanir.
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1985 yilinda s-regiiler uzaylar igin verilen teoreme benzer olarak s-normal uzaylar

icin asagidaki teoremi elde etmistir [13].

Teorem 4.5.4 Bir (X, 7) topolojik uzay1 s-normal uzaydir ancak ve ancak her ayrik
H,K € X yari-kapal alt kiimeleri igin f(H) = 0 ve f(K) = 1 olacak sekilde yari-
siirekli bir f: (X, 7) — [0,1] fonksiyonu vardir [13].

Teorem 4.5.5 Her i € I i¢in (X;, ;) birer topolojik uzay ve A; € X; olmak iizere
(ITic; A) < Tlies(4;) dur [15].

X tizerindeki topoloji ¢arpim topolojisi olsun. Bu durumda sonlu sayida i € I igin
A; # X; olacak sekildeki @ # A; € X; i¢in [[;c; 4; € S.0. (X, 7) dir ancak ve ancak
heri €l 1(;In Ai €S.0. (Xi,'l'i) dir [15]

Tamm 4.5.3 Bir (X, 1) topolojik uzay:1 yari-normal uzay ve T,-uzayi ise bu (X, )

topolojik uzayma bir sT,-Uzay1 denir.

Teorem 4.5.6 Her sT,-uzay1 bir sT;-uzayidir [16].
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda yari-agik kiimeler ve yari-kapali kiimeler kullanilarak elde
edilmis cesitli genellestirilmis aywrma aksiyomlarinm oncelikle topolojik o6zellik
oldugu ve bazi sartlar altinda kalitsallik 6zelligine de sahip oldugu gosterilmistir.
Ayrica bu ayirma aksiyomlarmi saglayan topolojik uzaylarin ¢arpim ve bdliim

uzaylariin da ayni aksiyomlar1 sagladig1 gosterilmistir.

Literatiirde yari-agik kiimeler kullanilarak elde edilen yeni topolojik kavramlar,
dizisel acik kiimeler, genellestirilmis dizisel agik kiimeler (G-agik kiimeler) ve
bunlarin yari-agik kiimelerle kombinasyonu sonucunda elde edilebilecek, 6rnegin
dizisel-yari-agik kiime, yari-dizisel-agik kiime, G-yari-agik veya yari- G-agik kiime,
kavramlar kullanilarak cesitli yeni ayirma aksiyomlar1 elde edilebilir ve bu elde

edilen yeni ayirma aksiyomlarinin ¢esitli 6zellikleri incelenebilir.
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