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ÖZET 

 

Bir küme üzerinde bir topoloji bu kümenin açık alt kümeleri tarafından oluşturulur. 

Elde edilen bu açık kümeler kullanılarak bir topolojik uzayda yarı-açık küme 

kavramı geliştirilmiştir. Bir açık küme ile bu açık kümenin kapanışı arasında kalan 

bütün kümelere yarı-açık küme adı verilir. Genel topolojide iyi bilinen, açık kümeler 

veya kapalı kümelerle ifade edilen bütün özellikler yarı-açık kümeler veya yarı-

kapalı kümeler kullanılarak genelleştirilebilir. Böylece yeni özellikler elde edilmiş 

olur. Bu yeni elde edilen özelliklerin topolojik özellik olup olmadığı yaklaşık elli 

yıldır araştırılmaktadır. Bu tezde de bazı ayırma aksiyomlarının yarı-açık küme 

kavramı kullanılarak genelleştirilmeleri ve bu genelleştirmelerin bazı özellikleri 

derlenmiştir. Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, yarı-açık küme kavramının ne zaman ve nasıl tanımlandığı ve yarı-

açık küme kavramı ile ilgili çalışmalardan bahsedilmiştir.  

İkinci bölümde, genel topoloji teorisinde bilinen ve tezin diğer bölümlerinde 

kullanılacak temel kavram ve özellikler hatırlatılmıştır. 

Üçüncü bölümde, yarı-açık küme, yarı-kapalı küme, yarı-iç, yarı-kapanış, yarı-

süreklilik, kararsızlık ve yarı-topolojik özellik kavramları hatırlatılıp yine bunlarla 

ilgili bazı önemli sonuçlar verilmiştir.  

Dördüncü bölümde, yarı-açık ve yarı-kapalı küme kavramları kullanılarak literatürde 

verilen genelleştirilmiş ayırma aksiyomları hatırlatılmış ve çeşitli özellikleri 

incelenmiştir. 

Beşinci bölümde, tezde elde edilen sonuçlar tartışılıp yapılabilecek yeni çalışmalar 

için bazı öneriler verilmiştir. 
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ayırma aksiyomları.   
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ABSTRACT 

 

A topology on a set is created by the open subsets of this set. Using these open sets, 

the concept of semi-open set in a topological space has been developed. All sets 

between an open set and the closure of this open set are called semi-open sets. All 

well-known properties in the general topology which are expressed by using open 

sets or closed sets can be generalized using semi-open sets or semi-closed sets. Thus, 

new features are obtained. The topological characteristics of these newly acquired 

properties have been investigated for about fifty years. In this thesis, generalization 

of some separation axioms using semi-open set concept and some features of these 

generalizations are compiled. This thesis consists of five chapters. 

In the first chapter, the origin of the concept of semi-open set, how it is defined and 

studies about the concept of semi-open set are mentioned. 

In the second chapter, the basic concepts and features that are known in general 

topology theory which are used in other parts of the thesis are reminded. 

In the third chapter, the concepts of semi-open set, semi-closed set, semi-inner, semi-

closure, semi-continuity, irresoluteness, and semi-topological properties were 

reminded and some important results were given. 

In the fourth chapter, generalized separation axioms given in the literature by using 

the concepts of semi-open and semi-closed sets were reminded and various features 

were examined. 

In the fifth chapter, some suggestions are given for new studies which can be 

discussed and the results obtained in the thesis. 
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1. GİRİŞ 

ℝ reel sayılar üzerindeki standart topoloji  

𝜏 = {𝑈 ⊆ ℝ | ∀𝑥 ∈ 𝑈, ∃𝜀 ∈ ℝ, (𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊆ 𝑈} (1.1) 

olmak üzere 𝑎 < 𝑏 olacak şekildeki 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ reel sayıları için (𝑎, 𝑏] ve [𝑎, 𝑏) 

aralıkları yarı-açık aralık olarak adlandırılır. Levine bu motivasyonla genel olarak 

yarı-açık kümeleri (semi-open sets) herhangi bir topolojik uzay için bir açık küme ile 

bu açık kümenin kapanışı arasında kalan kümeler olarak tanımlamış ve bildiğimiz 

topoloji teorisindeki süreklilik kavramını yarı-açık kümeler yardımıyla 

genelleştirerek yarı-süreklilik (semi-continuity) kavramını geliştirmiştir [1]. Levine 

tarafından verilen yarı-süreklilik tanımında bir fonksiyonun yarı-sürekli olması için 

değer kümesindeki her açık kümenin ters görüntüsünün tanım kümesinde yarı-açık 

küme olması gerektiğin söylemiştir. Daha sonra 1971 yılında Crossley ve Hildebrand 

tarafından yarı-kapalı küme (semi-closed set) ve yarı-kapanış (semi-closure) 

kavramları elde edilmiştir [2,3]. Crossley ve Hildebrand, Levine’den farklı olarak bir 

fonksiyon için değer kümesindeki her yarı-açık kümenin ters görüntüsünün tanım 

kümesinde bir yarı-açık küme olması durumunda bu fonksiyonu kararsız (irresolute) 

fonksiyon olarak adlandırmışlardır. Kararsız fonksiyonların sürekli fonksiyonlarla bir 

ilişkisi olmamakla birlikte her kararsız fonksiyon bir yarı-sürekli fonksiyondur. Yani 

kararsız fonksiyonlar yarı-sürekli fonksiyonların bir özel halidir. Yarı-açık kümeler 

kullanılarak üç farklı süreklilik kavramı tanımlanabilir. Bunlar Scheers tarafından so-

1-süreklilik, so-2-süreklilik ve so-3-süreklilik olarak adlandırılmıştır [4]. so-1-sürekli 

fonksiyonlar Levine tarafından tanımlanan yarı-sürekli fonksiyonlar, so-2-sürekli 

fonksiyonlar Crossley ve Hildebrand tarafından tanımlanan kararsız fonksiyonlar ve 

son olarak so-3-sürekli fonksiyonlar ise değer kümesindeki her yarı-açık kümenin 

ters görüntüsünün tanım kümesinde yarı-açık olduğu fonksiyonlardır. Açıkça 

görülüyor ki her so-3-sürekli fonksiyon hem sürekli hem de so-2-süreklidir. Ayrıca 

her sabit fonksiyon so-3-süreklidir [4].  

Crossley ve Hildebrand yarı-iç ve yarı-kapanış operatörlerini tanımlayarak kümelerin 

yarı-içi ve yarı-kapanışı hakkında bildiğimiz topoloji teorisindekine benzer bazı 

özellikleri elde etmişlerdir [2]. Ayrıca bu operatörler ve kararsız fonksiyonlar ile 
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ilgili de bildiğimiz topoloji teorisindekine benzer bazı özelliklerin sağlandığını 

göstermişlerdir. Ayrıca yarı-homeomorfizm (semi-homeomorfizm) kavramını 

tanımlayıp yarı-homeomorfizm altında korunan özellikleri yarı-topolojik özellikler 

(semi-topological properties) olarak adlandırmışlardır. Bilinen topoloji teorisindeki 

birçok özelliğin, örneğin 𝑇0, 𝑇1, regüler, normal, 𝑇3, 𝑇4, kompakt, Lindelöf ve 

metriklenebilir olma özellikleri gibi, yarı-topolojik özellik olmadığını, fakat örneğin 

𝑇2, ayrılabilir ve irtibatlı olma özelliklerinin birer yarı-topolojik özellik olduğunu 

göstermişlerdir [5]. Buradan anlaşılacağı üzere her yarı-topolojik özellik bir topolojik 

özellik değildir. Fakat her yarı-topolojik özellik bir topolojik özelliktir. Yine aynı 

makalede Crossley ve Hildebrand bir küme üzerindeki tanımlanabilen bütün 

topolojilerin sınıfının aynı yarı-açık kümelere sahip olanları ayırarak bir parçalanış 

elde etmişlerdir. Bu parçalanış sayesinde yarı-karşılık (semi-correspondant) olma 

olarak adlandırılan bir denklik bağıntısı elde ederek bu denklik bağıntısına göre her 

denklik sınıfının kapsama bağıntısına göre bir maksimum elemanı olduğunu 

göstermişlerdir. Yani bir küme üzerinde verilen bir topolojik uzayla aynı yarı-açık 

kümelere sahip olan topolojiler arasında bunların bir en incesinin var olduğunu 

kanıtlamışlardır. Yarı-topolojik özelliklerin incelenmesinde bu maksimal elemanın 

çok kullanışlı olduğunu görmüşler ve ispatlarında bu elemana çokça yer vermişlerdir 

[5]. Nayar ve Arya hangi topolojik özelliklerin bir yarı-topolojik özellik olduğunu 

kontrol etmek için bu maksimum elemanın kullanıldığı bir kriter geliştirmişlerdir [6]. 

Daha sonra Crossley hiçbir yerde yoğun olmayan kümeleri kullanarak bu maksimum 

elemanın bir karakterizasyonunu elde etmiş ve bu karakterizasyonun ispatları daha 

da kolaylaştırdığını görmüştür [7].  

Bir taraftan, yapılan bu çalışmalardan sonra daha önceden bilinen çeşitli topolojik 

özelliklerin yarı-topolojik özellik olup olmadıkları farklı yazarlar tarafından 

incelenmiştir. Diğer taraftan ise bilinen bazı topolojik özelliklerin tanımlarında yarı-

açık kümeler kullanarak yeni özellikler elde edilmiş ve bu özelliklerin hem topolojik 

özellik olup olmadıkları hem de yarı-topolojik özellik olup olmadıkları yine farklı 

yazarlar tarafından incelenmiştir. Örneğin, iyi bilinen ayırma aksiyomlarından olan 

𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, regülerlik, normallik ve kompaktlık aksiyomlarının tanımlarındaki açık 

küme kavramı yerine yarı açık küme kavramı kullanılarak yarı-𝑇0, yarı-𝑇1, yarı-𝑇2 

[8], s-regüler [9], s-normal [10] ve yarı-kompaktlık [11] kavramları tanımlanmış ve 

bu yeni kavramların eski kavramlardan daha zayıf olduğunu gösterilmiştir. Daha 
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sonra, Dorsett kapalı kümeler yerine yarı-kapalı kümeleri kullanarak 1982 yılında s-

regülerlikten daha kuvvetli bir kavram olan yarı-regülerlik (semi-regular) [12] ve 

1985 yılında ise s-normallikten daha kuvvetli bir kavram olan yarı-normallik (semi-

normal) [13] kavramlarını tanımlamıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

2.1 Topolojik Uzaylar 

Bu kısımda topolojik uzaylarla ilgili iyi bilinen kavramlar hatırlatılıp bu kavramlarla 

ilgili yine iyi bilinen bazı özellikler verilmiştir. 

Tanım 2.1.1 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝜏 da 𝑋 in alt kümelerinin bir sınıfı olsun. 

Eğer  

[T1] 𝑋, ∅ ∈ 𝜏, 

[T2] 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏 iken 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝜏, 

[T3] 𝐼 bir indis kümesi olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑈𝑖 ∈ 𝜏 iken ⋃ 𝑈𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝜏 

şartları sağlanıyor ise 𝜏 sınıfına 𝑋 üzerinde bir topoloji ve (𝑋, 𝜏) ikilisine de bir 

topolojik uzay denir. 

Teorem 2.1.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında bir 𝑈 ⊆ 𝑋 alt kümesi için 𝑈 ∈ 𝜏 dır 

ancak ve ancak her 𝑥 ∈ 𝑈 için 𝑥 ∈ 𝐺𝑥 ⊆ 𝑈 olacak şekilde bir 𝐺𝑥 ∈ 𝜏 vardır. 

Tanım 2.1.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝜏 sınıfının elemanlarına açık kümeler 

denir. 

Örnek 2.1.1 𝑋 boştan farklı bir küme olsun. 𝜏 = 𝑃(𝑋) kuvvet kümesi 𝑋 üzerinde bir 

topolojidir. Bu topolojiye 𝑋 üzerindeki diskre topoloji denir. 

Örnek 2.1.2. 𝑋 boştan farklı bir küme olsun. 𝜏 = {𝑋, ∅} kümesi 𝑋 üzerinde bir 

topolojidir. Bu topolojiye 𝑋 üzerindeki indiskre topoloji denir. 

Örnek 2.1.3 ℝ reel sayılar kümesindeki açık aralıklar ve bunların keyfi 

birleşimlerinden oluşan 𝜏 = {𝑈 ⊆ ℝ|∀𝑥 ∈ 𝑈, ∃𝜀 ∈ ℝ, (𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊆ 𝑈} sınıfı ℝ 

reel sayılar kümesi üzerinde bir topolojidir. Bu şekilde elde edilen ℝ üzerindeki 

topolojiye ℝ nin alışılmış veya standart topolojisi denir. 

Benzer şekilde, ℝ reel sayılar kümesindeki sınırlı, alttan açık ve üstten kapalı 

aralıklar ve bunların keyfi birleşimlerinden oluşan 𝜏𝐿 sınıfı ile sınırlı, alttan kapalı ve 

üstten açık aralıklar ve bunların keyfi birleşimlerinden oluşan 𝜏𝐿 sınıfı ℝ reel sayılar 
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kümesi üzerinde birer topolojidir. Bu topolojiler sırası ile ℝ reel sayılar kümesinin 

üst limit ve alt limit topolojileri olarak adlandırılır. 

Örnek 2.1.4 𝑋 boştan farklı bir küme olmak üzere 𝜏 = {𝐺 ⊆ 𝑋|𝐺𝑐  sonlu} ∪ {∅} 

sınıfı 𝑋 üzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye 𝑋 in tümleyeni sonlu (veya sonlu 

tümleyenler) topolojisi denir. Benzer olarak 𝜏 = {𝐺 ⊆ 𝑋|𝐺𝑐  sayılabilir} ∪ {∅} sınıfı 

da 𝑋 üzerinde bir topoloji olup 𝑋 in tümleyeni sayılabilir (veya sayılabilir 

tümleyenler) topolojisi olarak adlandırılır. 

Tanım 2.1.3 𝑋 bir küme olmak üzere 𝜏1 ve 𝜏2 sınıfları 𝑋 üzerinde birer topoloji 

olsun. Eğer 𝜏1 ⊆ 𝜏2 ise 𝜏1 topolojisi 𝜏2 den daha kaba veya 𝜏2 topolojisi 𝜏1 den daha 

ince denir. 

Boştan farklı bir 𝑋 kümesi üzerindeki en ince topoloji 𝜏 = 𝑃(𝑋) diskre topoloji ve en 

kaba topoloji ise 𝜏 = {𝑋, ∅} indiskre topolojisidir. 

Tanım 2.1.4. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay, 𝐴 ⊆ 𝑋 ve 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. Eğer 𝑎 ∈ 𝐺𝑎 ⊆ 𝐴 

olacak şekilde bir 𝐺𝑎 ∈ 𝜏 açık kümesi varsa 𝑎 elemanına 𝐴 nın bir iç noktası denir. 𝐴 

nın tüm iç noktalarının kümesine 𝐴 nın içi denir ve 𝐴𝑜 ile gösterilir. 

Teorem 2.1.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında bir 𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesinin içi 𝐴 kümesinin 

kapsadığı açık kümelerin birleşimi yani 

𝐴𝑜 = ⋃ 𝑈
𝑈∈𝜏
𝑈⊆𝐴

 
(2.1) 

dir. 

Teorem 2.1.3 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝐴 ⊆ 𝐵 ise 𝐴𝑜 ⊆ 𝐵𝑜 

dır. 

Teorem 2.1.4 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(1) 𝐴𝑜 ⊆ 𝐴 dır. 

(2) 𝐴𝑜 açıktır. 

(3) 𝐴 açıktır ancak ve ancak 𝐴𝑜 = 𝐴 dır. 
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(4) 𝐴𝑜, 𝐴 nın kapsadığı en geniş açık kümedir. 

(5) (𝐴𝑜)𝑜 = 𝐴 dır. 

Tanım 2.1.5 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında bir 𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesi verilsin. Eğer 𝐴𝑐 

açık ise 𝐴 ya kapalı bir küme denir. 

Tanım 2.1.6 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 kümesini kapsayan en 

küçük kapalı kümeye 𝐴 nın kapanışı denir ve 𝐴 ile gösterilir. 

Teorem 2.1.5 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 kümesini kapsayan kapalı 

kümelerin sınıfı 𝒦𝐴 olmak üzere 

𝐴 = ⋂ 𝐾

𝐾∈𝒦𝐴

 (2.2) 

dır.  

Teorem 2.1.6 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝐴 ⊆ 𝐵 ise 𝐴 ⊆ 𝐵 dır. 

Teorem 2.1.7 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler doğrudur. 

(1) 𝐴 ⊆ 𝐴 dır. 

(2) 𝐴 kapalıdır. 

(3) 𝐴 kapalıdır ancak ve ancak 𝐴 = 𝐴 dır. 

(4) (𝐴) = 𝐴 dır. 

Teorem 2.1.8 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝑥 ∈ 𝐴 dır ancak 

ve ancak 𝑥 in her 𝑈 açık komşuluğu için 𝐴 ∩ 𝑈 ≠ ∅ dır. 

Tanım 2.1.7 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝐴 = 𝑋 ise 𝐴 ya 𝑋 de bir 

yoğun küme denir. 

Teorem 2.1.9 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında bir 𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesi yoğundur ancak ve 

ancak 𝑋 deki boştan farklı her 𝑈 açık kümesi için 𝐴 ∩ 𝑈 ≠ ∅ dir. 
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Tanım 2.1.8 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bu taktirde 𝜏𝐴 =

{𝐴 ∩ 𝑈|𝑈 ∈ 𝜏} sınıfı 𝐴 üzerinde bir topoloji olup bu topoloji 𝐴 üzerindeki alt topoloji 

ve (𝐴, 𝜏𝐴) ikilisi alt uzay olarak adlandırılır. 

Teorem 2.1.10 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑈 ∈ 𝜏 olsun. Herhangi bir 𝐴 ⊆ 𝑈 alt 

kümesi 𝑈 da açıktır ancak ve ancak 𝑋 de açıktır. 

Teorem 2.1.11 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bir 𝐹 ⊆ 𝐴 alt kümesi 𝐴 da 

kapalıdır ancak ve ancak 𝐾 kümesi 𝑋 de kapalı bir küme olmak üzere 𝐹 = 𝐾 ∩ 𝐴 dır. 

Teorem 2.1.12 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı bir küme olsun. Herhangi 

bir 𝐹 ⊆ 𝐾 alt kümesi 𝐾 da kapalıdır ancak ve ancak 𝑋 de kapalıdır. 

Tanım 2.1.9 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛽 da 𝑋 in açık alt kümelerinin bir sınıfı 

olsun. Eğer 𝜏 daki her bir 𝑈 açık kümesi 𝛽 nın bir alt sınıfı üzerinden birleşim olarak 

yazılabiliyorsa, yani 𝛽 sınıfının bir 𝛽∗ alt sınıfı için 

𝑈 = ⋃ 𝐵

𝐵∈𝛽∗

 (2.3) 

ise 𝛽 sınıfına 𝜏 topolojisi için bir baz denir. 

Örnek 2.1.5 𝛽 = {(𝑎, 𝑏) |𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve 𝑎 < 𝑏} sınıfı ℝ nin alışılmış topolojisi için bir 

bazdır. Çünkü 𝑈, ℝ nin alışılmış topolojisinde açık bir küme ise her bir 𝑥 ∈ 𝑈 için 

(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊆ 𝑈 olacak şekilde bir 𝜀 ∈ ℝ+ pozitif reel sayısı vardır. 

Örnek 2.1.6 Benzer şekilde 𝛽𝐿 = {[𝑎, 𝑏) |𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve 𝑎 < 𝑏} sınıfı ℝ nin alt limit 

topolojisi için ve 𝛽𝐿 = {(𝑎, 𝑏]: 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve 𝑎 < 𝑏} sınıfı ℝ nin üst limit topolojisi 

için bir bazdır. 

Teorem 2.1.13 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝛽 da 𝑋 in bazı alt kümelerinin bir sınıfı 

olsun. Bu durumda 𝛽 sınıfı baz olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir tek topoloji vardır 

ancak ve ancak aşağıdaki şartlar sağlanır: 

[B1] 𝑋 = ⋃ 𝐵𝐵∈𝛽  ve 
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[B2] Eğer 𝐵1, 𝐵2 ∈ 𝛽 ise 𝐵1 ∩ 𝐵2 kümesi 𝛽 daki kümelerin bir birleşimi olarak 

yazılabilir, yani her bir 𝑥 ∈ 𝐵1 ∩ 𝐵2 için 𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝐵1 ∩ 𝐵2 olacak şekilde bir 

𝐵𝑥 ∈ 𝛽 vardır. 

Tanım 2.1.10 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay, (𝑎𝑛), 𝑋 de bir dizi ve 𝑎 ∈ 𝑋 olsun. Eğer 

𝑎 ∈ 𝑈𝑎 olacak şekildeki her 𝑈𝑎 ∈ 𝜏 için 𝑛 > 𝑛0 iken 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝑎  olacak şekilde bir 

𝑛0 ∈ ℕ doğal sayısı varsa (𝑎𝑛) dizisi 𝑎 ∈ 𝑋 noktasına yakınsaktır denir ve bu 

(𝑎𝑛) → 𝑎 şeklinde gösterilir. 

2.2 Sürekli Fonksiyonlar 

Tanım 2.2.1 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) 

fonksiyonu ve bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktası verilsin. Eğer 𝑓(𝑥) ın her bir 𝑉 açık komşuluğu için 

𝑓(𝑈) ⊆ 𝑉 olacak şekilde 𝑥0 ın bir 𝑈 açık komşuluğu varsa 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 ∈ 𝑋 

noktasında süreklidir denir. Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝑋 in her noktasında sürekli ise 𝑓 

fonksiyonuna bir sürekli fonksiyon denir. 

Teorem 2.2.1 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere bir  𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) 

fonksiyonu süreklidir ancak ve ancak 𝑌 deki her açık kümenin ters görüntüsü 𝑋 de 

açıktır. 

Teorem 2.2.2 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar arasında bir fonksiyon ve 𝛽 ⊆ 𝜎 

sınıfı da 𝜎 topolojisi için bir baz olsun. Bu durumda 𝑓 süreklidir ancak ve ancak her 

bir 𝐵 ∈ 𝛽 için 𝑓−1(𝐵) ∈ 𝜏 dır. 

Teorem 2.2.3 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere bir  𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) 

fonksiyonu süreklidir ancak ve ancak 𝑌 deki her kapalı kümenin ters görüntüsü 𝑋 de 

kapalıdır. 

Teorem 2.2.4 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) sürekli bir fonksiyon ve 𝐴 ⊆ 𝑋 ise 

𝑓𝐴: (𝐴, 𝜏𝐴) → (𝑌, 𝜎), 𝑓𝐴(𝑎) = 𝑓(𝑎) (2.4) 

ile tanımlanan 𝑓𝐴  kısıtlanmış fonksiyonu da süreklidir. 

Teorem 2.2.5 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu süreklidir ancak ve ancak her 𝐵 ⊆ 𝑌 

için 𝑓−1(𝐵𝑜) ⊆ (𝑓−1(𝐵))
𝑜
 dır. 
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Teorem 2.2.6 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu süreklidir ancak ve ancak her 𝐴 ⊆ 𝑋 

için 𝑓(𝐴) ⊆ (𝑓(𝐴)) dır. 

Teorem 2.2.7 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu süreklidir ancak ve ancak her 𝐵 ⊆ 𝑌 

için 𝑓−1(𝐵) ⊆ 𝑓−1(𝐵) dır. 

Tanım 2.2.2 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) 

fonksiyonu ve bir 𝑎 ∈ 𝑋 noktası verilsin. Eğer 𝑎 noktasına yakınsayan her (𝑎𝑛) 

dizisi için (𝑓(𝑎𝑛)) → 𝑓(𝑎) ise 𝑓 fonksiyonu 𝑎 noktasında dizisel süreklidir denir. 

Her noktada dizisel sürekli olan bir fonksiyona dizisel süreklidir denir. 

Teorem 2.2.8 Sürekli bir fonksiyon dizisel süreklidir. 

Tanım 2.2.3 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) 

fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑋 deki her 𝑈 açık kümesi için 𝑓(𝑈) görüntü kümesi 𝑌 de 

açık ise 𝑓 ye bir açık fonksiyon denir. 

Benzer tanım kapalılık için de aşağıdaki şekilde yapılabilir. 

Tanım 2.2.4 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) 

fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑋 deki her 𝐾 kapalı kümesi için 𝑓(𝐾) görüntü kümesi 𝑌 de 

kapalı ise 𝑓 ye bir kapalı fonksiyon denir. 

Teorem 2.2.9 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar ve 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) bire-bir ve 

örten bir fonksiyon olmak üzere 𝑓 açıktır ancak ve ancak kapalıdır. 

Teorem 2.2.10  (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) 

fonksiyonu açıktır ancak ve ancak her 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝑓(𝐴𝑜) ⊆ (𝑓(𝐴))
𝑜
 dır. 

Sonuç 2.2.1 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) bire-bir ve örten bir fonksiyon olmak üzere 𝑓 sürekli 

ve açıktır ancak ve ancak her 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝑓(𝐴𝑜) = (𝑓(𝐴))
𝑜
 dır. 

Teorem 2.2.11 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu kapalıdır ancak ve ancak her 

𝐴 ⊆ 𝑋 için (𝑓(𝐴)) ⊆ 𝑓(𝐴) dır. 
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Sonuç 2.2.2 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu sürekli ve kapalıdır ancak ve ancak 

her 𝐴 ⊆ 𝑋 için (𝑓(𝐴)) = 𝑓(𝐴) dır. 

Tanım 2.2.5 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) 

fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑓 fonksiyonu bire-bir, örten, sürekli ve 𝑓 fonksiyonunun 

tersi 𝑓−1: (𝑌, 𝜎) → (𝑋, 𝜏) de sürekli ise 𝑓 fonksiyonuna bir homeomorfizm denir. 

Eğer (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzayları arasında bir homeomorfizm varsa 

homeomorf uzaylar denir. 

Teorem 2.2.12 Topolojik uzayların homeomorf olma bağıntısı bir denklik 

bağıntısıdır. 

Tanım 2.2.6 Homeomorfizm altında korunan bir özelliğe topolojik özellik denir. 

2.3 Çarpım ve Bölüm Uzayları 

Tanım 2.3.1 (𝑋1, 𝜏1), (𝑋2, 𝜏2), … , (𝑋𝑛 , 𝜏𝑛) topolojik uzaylar ve 𝑋 = ∏ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1  olsun. 

𝛽 = {∏ 𝑈𝑖
𝑛
𝑖=1 |𝑈𝑖 ∈ 𝜏𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} sınıfını baz kabul eden 𝑋 üzerindeki topolojiye 

sonlu çarpım topolojisi denir. 

Teorem 2.3.1 (𝑋, 𝜏), (𝑌, 𝜎) ve (𝑍, 𝜌) birer topolojik uzay olmak üzere 𝑓: 𝑍 → 𝑋 ve 

𝑔: 𝑍 → 𝑌 fonksiyonları süreklidir ancak ve ancak  

(𝑓, 𝑔): 𝑍 → 𝑋 × 𝑌, (𝑓, 𝑔)(𝑧) = (𝑓(𝑧), 𝑔(𝑧)) (2.5) 

fonksiyonu süreklidir. 

Teorem 2.3.2 (𝑋, 𝜏), (𝑋′, 𝜏′), (𝑌, 𝜎) ve (𝑌′, 𝜎′) birer topolojik uzay olmak üzere 

𝑓: 𝑋 → 𝑋′ ve 𝑔: 𝑌 → 𝑌′ fonksiyonları süreklidir ancak ve ancak  

(𝑓, 𝑔): 𝑋 × 𝑌 → 𝑋′ × 𝑌′, (𝑓, 𝑔)(𝑥, 𝑦) = (𝑓(𝑥), 𝑔(𝑦)) (2.6) 

fonksiyonu süreklidir. 

Teorem 2.3.2 (𝑋1, 𝜏1), (𝑋2, 𝜏2), … , (𝑋𝑛 , 𝜏𝑛) topolojik uzaylar ve 𝑋 = ∏ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1  

üzerindeki topoloji çarpım topolojisi olsun. Her bir 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 𝐴𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 olmak 

üzere  
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(1) (∏ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 )𝑜 = ∏ (𝐴𝑖)

𝑜𝑛
𝑖=1  

(2) (∏ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = ∏ (𝐴𝑖)𝑛

𝑖=1  

dır. 

Tanım 2.3.3 {(𝑋𝑖 , 𝜏𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} topolojik uzayların keyfi bir sınıfı ve 𝑋 = ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼  olmak 

üzere 𝜋𝑖: 𝑋 → 𝑋𝑖 izdüşüm fonksiyonlarına göre 𝑋 üzerindeki başlangıç topolojisine 

keyfi çarpım topolojisi denir.  

𝒜 = {𝜋𝑖
−1(𝑈𝑖)|𝑈𝑖 ∈ 𝜏𝑖} sınıfı 𝑋 kümesi üzerindeki keyfi çarpım topolojisi için bir alt 

bazdır. 

Tanım 2.3.4 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay, 𝑌 boştan farklı bir küme ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌 örten bir 

fonksiyon olsun. 𝑓 fonksiyonuna göre 𝑌 üzerindeki bitiş topolojisi 𝜎 olmak üzere 

(𝑌, 𝜎) topolojik uzayına bir bölüm uzayı ve 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonuna da 

bölüm fonksiyonu denir. 

Burada dikkat edelim ki 𝜎 = {𝑉 ⊆ 𝑌|𝑓−1(𝑉) ∈ 𝜏} dır. 

Teorem 2.3.3 Örten olan sürekli bir 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyonu açık ise bir bölüm 

fonksiyonudur. 

Teorem 2.3.4 Örten olan sürekli bir 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyonu kapalı ise bir bölüm 

fonksiyonudur. 

2.4 Ayırma Aksiyomları 

Bu bölümde bazı ayırma aksiyomlarının tanımları ve bunların çeşitli özellikleri 

hatırlatılmıştır. 

Tanım 2.4.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑥 ve 𝑦 

noktalarından birini içerip diğerini içermeyen bir 𝑈 ⊆ 𝑋 açık kümesi varsa bu (𝑋, 𝜏) 

topolojik uzayına bir 𝑇0-uzayı denir. 

Teorem 2.4.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı bir 𝑇0-uzayıdır ancak ve ancak her farklı 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 eleman çifti için {𝑥} ≠ {𝑦} dır. 
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Tanım 2.4.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∉ 𝑈 

ve 𝑦 ∈ 𝑉, 𝑥 ∉ 𝑉 olacak şekilde 𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋 açık kümeleri varsa bu (𝑋, 𝜏) topolojik 

uzayına bir 𝑇1-uzayı denir. 

Teorem 2.4.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı bir 𝑇1-uzayıdır ancak ve ancak her 𝑥 ∈ 𝑋 

elemanı için {𝑥} tek nokta kümesi kapalıdır. 

Tanım 2.4.3 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 

ve 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋 açık kümeleri varsa bu (𝑋, 𝜏) topolojik 

uzayına bir 𝑇2-uzayı veya bir Hausdorff uzayı denir. 

Tanım 2.4.5 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki her 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı alt kümesi ve 𝑥 ∉ 𝐾 

olacak şekildeki her 𝑥 ∈ 𝑋 elemanı için 𝑥 ∈ 𝑈, 𝐾 ⊆ 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 

𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋 açık kümeleri varsa bu (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir regüler uzay denir. 

Tanım 2.4.6 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı hem regüler uzay ve hem de 𝑇1-uzayı ise bu 

(𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir 𝑇3-uzayı denir. 

Tanım 2.4.7 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki her ayrık 𝐻, 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı alt kümeleri 

için 𝐻 ⊆ 𝑈, 𝐾 ⊆ 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋 açık kümeleri varsa bu 

(𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir normal uzay denir. 

Tanım 2.4.8 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı hem normal uzay ve hem de 𝑇1-uzayı ise bu 

(𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir 𝑇4-uzayı denir. 
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3. YARI TOPOLOJİK KAVRAMLAR 

Bu bölümde öncelikle topolojik uzaylarda yarı-açık küme, yarı-kapalı küme, yarı-

süreklilik, yarı-homeomorfizm gibi kavramlar ve bu kavramlarla ilgili bazı özellikler 

verilmiştir. Daha sonra yarı-topolojik özellik kavramı hatırlatılıp bazı yarı-topolojik 

özelliklerden bahsedilmiştir. Son olarak hangi topolojik özelliklerin yarı-topolojik 

özellik olabilecekleri ile ilgili Nayar ve Arya tarafından elde edilmiş bir kriter 

verilmiştir [6]. 

3.1 Yarı-Açık Kümeler 

ℝ reel sayılar üzerindeki standart topoloji 𝜏 olmak üzere 𝑎 < 𝑏 olacak şekildeki 

𝑎, 𝑏 ∈ ℝ reel sayıları için (𝑎, 𝑏] ve [𝑎, 𝑏) aralıkları yarı-açık aralık olarak 

adlandırılır. Levine bu motivasyonla genel olarak yarı-açık kümeleri herhangi bir 

topolojik uzay için aşağıdaki şekilde tanımlamıştır [1]. 

Tanım 3.1.1 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈 olacak 

şekilde bir 𝑈 ∈ 𝜏 varsa 𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesine bir yarı-açık denir [1].  

Teorem 3.1.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında bir 𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesi yarı-açıktır ancak 

ve ancak 𝐴 ⊆ (𝐴𝑜) dır [1].  

Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki bütün yarı-açık kümelerin sınıfı 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) ile 

gösterilecektir. 

Teorem 3.1.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında bir 𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesi yarı-açıktır ancak 

ve ancak her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝐴 olacak şekilde bir 𝐵𝑥 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümesi 

vardır [14]. 

Tanım 3.1.2 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olmak üzere 𝐴 ⊆ 𝑋 ve 𝑥 ∈ 𝐴 olsun. Eğer 

𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝐴 olacak şekilde bir 𝐵𝑥 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümesi varsa bu 𝑥 elemanına 𝐴 

kümesinin bir yarı-iç noktası, 𝐴 kümesinin tüm yarı-iç noktalarının kümesine 𝐴 nın 

yarı-içi denir ve 𝐴𝑜  ile gösterilir. 

Teorem 3.1.3 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝐴 kümesinin yarı-

içi 𝐴 kümesinin içerdiği yarı-açık kümelerin birleşimidir.  



14 

 

İspat : 𝑥 ∈ 𝐴𝑜  olsun. Yani 𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝐴 olacak şekilde bir 𝐵𝑥 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümesi 

vardır. Buradan 

𝐾 = ⋃ 𝐵
𝐵⊆𝐴

𝐵∈𝑆.𝑂.(𝑋,𝜏)

 
(3.1) 

dersek 𝑥 ∈ 𝐾 dır. O halde 𝐴 ⊆ 𝐾 bulunur. Tersine olarak 𝑥 ∈ 𝐾 ise 𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝐴 

olacak şekilde bir 𝐵 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) vardır. Buradan 𝑥 ∈ 𝐴𝑜  dir. Böylece 𝐾 ⊆ 𝐴 

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 

Sonuç 3.1.1 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴𝑜  kümesi yarı-açıktır. 

Teorem 3.1.4 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 kümesi yarı-açıktır ancak 

ve ancak 𝐴 = 𝐴𝑜  dır [2]. 

Teorem 3.1.5 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olmak üzere 𝐴 ⊆ 𝑋 yarı-açık bir küme ve 

𝑈 ∈ 𝜏  ise 𝐴 ∩ 𝑈 ⊆ 𝑋 alt kümesi de yarı-açık bir kümedir [1]. 

Teorem 3.1.6 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve {𝐴𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} sınıfı 𝑋 deki yarı-açıkların bir 

koleksiyonu olsun. Bu durumda  ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  birleşimi de 𝑋 de bir yarı-açıktır [1]. 

Sonuç 3.1.2 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝐴 ⊆𝑜 𝐴 dır. 

Sonuç 3.1.3 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 kümesi yarı-açıktır ancak ve 

ancak 𝐴 ⊆ 𝐴𝑜  dır. 

Teorem 3.1.7 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 yarı-açık olsun. Eğer 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴 

olacak şekildeki her 𝐵 ⊆ 𝑋 alt kümesi de yarı-açıktır [1].  

Not Dikkat edelim ki, yarı-açık küme tanımından açıkça görüldüğü gibi her açık 

küme aynı zamanda bir yarı-açık kümedir. Fakat bu ifadenin tersi genelde doğru 

değildir. 

Sonuç 3.1.4 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olmak üzere 

(1) 𝜏 ⊆ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) dır ve 

(2) 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) ve 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴 ise 𝐵 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) dır [1].  
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Teorem 3.1.8 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛽 = {𝐵𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} sınıfı ise  

(1) 𝜏 ⊆ 𝛽 ve 

(2) 𝐴 ∈ 𝛽 ve 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴 ise 𝐵 ∈ 𝛽  

şartlarını sağlayan 𝑋 in alt kümelerinin bir koleksiyonu olsun. Bu durumda 

𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) ⊆ 𝛽 dır. Yani 𝑋 in alt kümelerinden oluşan ve (i)-(ii) özellikleri sağlayan 

en küçük sınıf 𝑋 in yarı-açık kümelerinin sınıfıdır [1].  

Teorem 3.1.9 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑌 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝐴 ∈

𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) ise 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑌, 𝜏𝑌) dir [1]. 

Not Yukarıda verilen teoremin tersi genelde doğru değildir. Yani alt uzayda yarı-açık 

olan bir küme üst uzayda yarı-açık olmayabilir. 

Teorem 3.1.10 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑈 ⊆ 𝑋 açık bir küme olsun. Bu durumda 

bir 𝑆 ⊆ 𝑈 alt kümesi (𝑈, 𝜏𝑈) alt uzayında yarı-açıktır ancak ve ancak 𝐴 ∩ 𝑈 = 𝑆 

olacak şekilde bir 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) vardır [16]. 

Aşağıda verilen teorem genel topolojide iyi bilinen bir sonuçtur. 

Teorem 3.1.11 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑈 ∈ 𝜏 olsun. Bu durumda 𝑈 − 𝑈 kümesi 

𝑋 içerisinde hiçbir yerde yoğun değildir. 

Teorem 3.1.12 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) olsun. Bu durumda 

𝑈 ∪ 𝐵 = 𝐴 ve 𝑈 ∩ 𝐵 = ∅ olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝜏 ve hiçbir yerde yoğun olmayan 

bir 𝐵 ⊆ 𝑋 vardır [1]. 

Bu teoremin tersi genelde doğru olmayabilir. Örneğin ℝ üzerindeki standart 

topolojiye göre 𝑈 = (0,1) açık ve 𝐵 = {2} hiçbir yerde yoğun olmayan bir küme 

olmasına rağmen 𝐴 = 𝑈 ∪ 𝐵 kümesi bu uzayda bir yarı-açık değildir. 

Teorem 3.1.13 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay, ∅ ≠ 𝑈 ∈ 𝜏, 𝐵 ⊆ 𝑋,  𝐵′ ≠ ∅ ve 𝐴 = 𝑈 ∪ 𝐵 

irtibatlı ise 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) dır [1]. 

Teorem 3.1.14 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑋∗, 𝜏∗) sürekli ve açık bir fonksiyon olmak üzere 

𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) ise 𝑓(𝐴) ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋∗ , 𝜏∗) dır [1]. 
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(𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛽 = {𝐵𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} sınıfı 𝑋 in alt kümelerinin bir koleksiyonu 

olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝐵𝑖
𝑜
 kümelerinin sınıfı 𝛽𝑜 ile gösterilecektir. 

Teorem 3.1.15 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olmak üzere (𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏))
𝑜

= 𝜏 dır [1]. 

Teorem 3.1.16 (𝑋1, 𝜏1) ve (𝑋2, 𝜏2) birer topolojik uzay ve 𝑋 = 𝑋1 × 𝑋2 olmak üzere 

𝜏 ise 𝑋 üzerindeki çarpım topolojisi olsun. Bu durumda 𝑆. 𝑂. (𝑋1, 𝜏1) ×

𝑆. 𝑂. (𝑋2, 𝜏2) ⊆ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) dir [1]. 

Teorem 3.1.17 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋𝑖, 𝜏𝑖) birer topolojik uzay ve 𝑋 = ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼  olmak 

üzere 𝑋 üzerindeki topoloji çarpım topolojisi olsun. Bu durumda sonlu sayıda 𝑖 ∈ 𝐼 

için 𝐴𝑖 ≠ 𝑋𝑖 olacak şekildeki ∅ ≠ 𝐴𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 için ∏ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) dır ancak ve 

ancak her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝐴𝑖 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋𝑖 , 𝜏𝑖) dır [15]. 

3.2 Yarı-Kapalı Kümeler 

Genel topolojidekine benzer olarak yarı-kapalı kümeler Crossley [3] tarafından 

aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 

Tanım 3.2.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında bir 𝐵 ⊆ 𝑋 alt kümesinin tümleyeni 

(𝐵𝑐 = 𝑋 − 𝐵) yarı-açık ise bu 𝐵 kümesine yarı-kapalı küme denir [3]. 

Teorem 3.2.1 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐵 ⊆ 𝑋 bir yarı-kapalı olsun. Bu durumda 

𝐾𝑜 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐾 olacak şekilde bir 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı kümesi vardır. 

İspat: 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-kapalı ise 𝐵𝑐 = 𝑋 − 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı açıktır. O halde 𝑈 ⊆ 𝑋 − 𝐵 ⊆ 𝑈 

olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝜏 vardır. Buradan 𝑋 − 𝑈 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑋 − 𝑈 bulunur. 𝑋 − 𝑈 kapalı 

bir küme ve (𝑋 − 𝑈)𝑜 = 𝑋 − 𝑈 olduğundan 𝐾 = 𝑋 − 𝑈 dersek 𝐾𝑜 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐾 elde 

edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2.2 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve {𝐵𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} sınıfı 𝑋 deki yarı-kapalı 

kümelerin bir koleksiyonu olsun. Bu durumda  ⋂ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼  kesişimi de 𝑋 de bir yarı-

kapalı kümedir [5]. 

Teorem 3.2.3 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olmak üzere bir 𝐵 ⊆ 𝑋 alt kümesi hiçbir 

yerde yoğun değil ise 𝐵, 𝑋 de bir yarı-kapalı kümedir [5]. 
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Teorem 3.2.4 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında bir 𝐵 ⊆ 𝑋 alt kümesi yarı-kapalıdır 

ancak ve ancak (𝐴)
𝑜

⊆ 𝐴 dır [5]. 

Tanım 3.2.2 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olmak üzere 𝐵 ⊆ 𝑋 ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. Eğer 

𝑥 ∈ 𝐴 olacak şekildeki her 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) yarı-açık kümesi için 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ ise bu 𝑥 

elemanına 𝐴 kümesinin bir yarı-kapanış noktası, 𝐵 kümesinin tüm yarı-kapanış 

noktalarının kümesine 𝐵 nin yarı-kapanışı denir ve 𝐵 ile gösteilir. 

Teorem 3.2.5 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝐵 kümesinin 

yarı-kapanışı 𝐵 kümesini içeren yarı-kapalı kümelerin kesişimidir.  

İspat : 𝑥 ∈ 𝐵 olsun. Bu durumda 𝑥 ∈ 𝐴 olacak şekildeki her 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) için 

𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ dir. Buradan 

𝑀 = ⋂ 𝐾
𝐵⊆𝐾

𝐾𝑐∈𝑆.𝑂.(𝑋,𝜏)

 
(3.2) 

dersek 𝑥 ∈ 𝑀 dir. Aksi halde 𝑥 ∈ 𝑀𝑐 olsaydı 𝑀𝑐 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) olduğundan 𝐴 ∩

𝑀𝑐 ≠ ∅ olması gerekirdi. Fakat 𝐴 ⊆ 𝑀 olduğundan bu bir çelişkidir. Böylece 𝐵 ⊆ 𝑀 

olduğu elde edilir. Tersine olarak 𝑥 ∈ 𝑀 olsun. O halde 𝐵 ⊆ 𝐾 olacak şekildeki her 

𝐾 ⊆ 𝑋 yarı-kapalı kümesi için 𝑥 ∈ 𝐾 dır. Buradan 𝑥 ∈ 𝐵 dir. Aksi halde 𝑥 ∉ 𝐵 

olsaydı 𝑥 ∈ 𝐵𝑥 olacak şekildeki bir 𝐵𝑥 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) yarı-açık kümesi için 𝐵𝑥 ∩ 𝐵 =

∅ olurdu. Fakat bu durumda 𝑥 ∉ 𝐵𝑥
𝑐 ve 𝐵 ⊆ 𝐵𝑥

𝑐  olurdu ki bu ise 𝑥 ∈ 𝑀 olması ile 

çelişir. Böylece 𝑀 ⊆ 𝐵 olduğu elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 3.2.6 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve {𝐵𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} sınıfı 𝑋 deki yarı-kapalıların bir 

koleksiyonu olsun. Bu durumda  ⋂ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼  kesişimi de 𝑋 de bir yarı-kapalıdır [5]. 

Sonuç 3.2.1 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝐵 kümesi yarı-

kapalıdır. 

Teorem 3.2.7 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐵 kümesi yarı-kapalıdır 

ancak ve ancak 𝐵 = 𝐵 dır [5]. 

Sonuç 3.2.2 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝐵 ⊆ 𝐵 dir. 
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Sonuç 3.2.3 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐵 kümesi yarı-kapalıdır ancak 

ve ancak 𝐵 ⊆ 𝐵 dır. 

Teorem 3.2.8 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝐵 kümesinin 

yarı-kapanışı 𝐵 = 𝐵 ∪ (𝐵)
𝑜
 dir [5]. 

Teorem 3.2.9 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda  

𝑋 − (𝐴 − 𝐴) = 𝑋 dır [2]. 

Teorem 3.2.10 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda  (𝐴)
𝑜

⊆ (𝐴)
0

 

dır [3]. 

3.3 Yarı-Süreklilik 

Topolojik uzaylarda yarı-açıklar kullanılarak elde edilen üç farklı genelleştirilmiş 

süreklilik çeşidi vardır. Bu alt bölümde bu üç süreklilik çeşidinden ve bunların çeşitli 

özelliklerinden bahsedilecektir. 

Tanım 3.3.1 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) birer topolojik uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir fonksiyon ve 𝑥 ∈ 𝑋 

olsun. Bu durumda, 

(1) eğer 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 olacak şekildeki her 𝑉 ∈ 𝜎 için 𝑥 ∈ 𝐴 ve 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑉 olacak 

şekilde bir 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) varsa 𝑓 fonksiyonuna 𝑥 ∈ 𝑋 noktasında so-1-

süreklidir, 

(2) eğer 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 olacak şekildeki her 𝐵 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑌, 𝜎) için 𝑥 ∈ 𝐴 ve 𝑓(𝐴) ⊆ 𝐵 

olacak şekilde bir 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) varsa 𝑓 fonksiyonuna 𝑥 ∈ 𝑋 noktasında so-2-

süreklidir, 

(3) eğer 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 olacak şekildeki her 𝐵 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑌, 𝜎) için 𝑥 ∈ 𝑈 ve 𝑓(𝑈) ⊆ 𝐵 

olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝜏 varsa 𝑓 fonksiyonuna 𝑥 ∈ 𝑋 noktasında so-3-süreklidir 

denir [4]. 

Tanım 3.3.2 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) birer topolojik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝑛 = 1,2,3 için her 𝑥 ∈ 𝑋 noktasında so-𝑛-sürekli ise 𝑓 

fonksiyonu so-𝑛-süreklidir denir [4]. 
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Aşağıdaki önerme Erciyes vd. [14] tarafından verilmiştir. 

Teorem 3.3.1 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) birer topolojik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir fonksiyon olsun. 

Bu durumda, 

(1) eğer her 𝑉 ∈ 𝜎 için 𝑓−1(𝑉) ⊆ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) ise 𝑓 fonksiyonu so-1-süreklidir, 

(2) eğer her 𝐵 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑌, 𝜎) için 𝑓−1(𝐵) ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) ise 𝑓 fonksiyonu so-2-

süreklidir, 

(3) eğer her 𝐵 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑌, 𝜎) için 𝑓−1(𝐵) ∈ 𝜏 ise 𝑓 fonksiyonu so-3-süreklidir [14]. 

Levine [1] so-1-sürekli fonksiyonları yarı-sürekli (semi-continuous) fonksiyonlar 

olarak, Crossley ve Hildebrand [5] ise so-2-sürekli fonksiyonları kararsız (irresolute) 

fonksiyonlar olarak adlandırmıştır. 

Açıkça görülüyor ki her so-3-sürekli fonksiyon hem sürekli hem de so-2-sürekli, her 

sürekli fonksiyon so-1-sürekli ve her so-2-sürekli fonksiyon ise so-1-süreklidir. 

Ayrıca her sabit fonksiyonda so-3 süreklidir. Bunları bir diyagramla aşağıdaki 

şekilde gösterebiliriz. 

 

Şekil 3.1. Sürekli, sabit ve 𝑛 = 1,2,3 için so-𝑛-sürekli fonksiyonlar arasındaki 

ilişkiler diyagramı 

Şekil 3.1 de gösterilen ilişkilerin tersleri genelde doğru değildir. Örneğin bir so-1-

sürekli fonksiyonun sürekli veya so-2-sürekli olması gerekmez. Ayrıca sürekli bir 

fonksiyonun veya so-2-sürekli bir fonksiyonun so-3-sürekli olması gerekmez. 

Teorem 3.3.2 (𝑋1, 𝜏1), (𝑋2, 𝜏2), (𝑌1, 𝜎1) ve (𝑌2, 𝜎2) birer topolojik uzay, 𝑋 = 𝑋1 ×

𝑋2,  𝑌 = 𝑌1 × 𝑌2 ve 𝑖 = 1,2 için 𝑓𝑖: 𝑋𝑖 → 𝑌𝑖 birer fonksiyon olmak üzere 𝜏 ise 𝑋 

üzerindeki çarpım topolojisi olsun. Bu durumda 𝑆. 𝑂. (𝑋1, 𝜏1) × 𝑆. 𝑂. (𝑋2, 𝜏2) ⊆

𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) dir [1]. 
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Teorem 3.3.3 (𝑋, 𝜏), (𝑋1, 𝜏1) ve (𝑋2, 𝜏2) birer topolojik uzay ve ℎ: 𝑋 → 𝑋1 × 𝑋2 bir 

so-1-sürekli fonksiyon olsun. Bu durumda 𝑓1 = 𝜋1ℎ: 𝑋 → 𝑋1 ve 𝑓2 = 𝜋2ℎ: 𝑋 → 𝑋2 

fonksiyonları da so-1-süreklidir [1]. 

Not Genelde so-1-sürekli fonksiyonların bileşkesi yine so-1-sürekli değildir. Fakat 

so-2sürekli ve so-3-sürekli fonksiyonların bileşkesi sırasıyla yine so-2-sürekli ve so-

3-süreklidir. 

Teorem 3.3.4 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) sürekli ve açık bir fonksiyon ise so-2-süreklidir [5]. 

Burada dikkat edelim ki sürekli ve so-2-sürekli bir fonksiyonun açık olması 

gerekmez. 

Teorem 3.3.5 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu so-2-süreklidir ancak ve ancak her 

𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesi için 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝐴) dır [5]. 

Teorem 3.3.6 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu so-2-süreklidir ancak ve ancak her 

𝐵 ⊆ 𝑌 alt kümesi için 𝑓−1(𝐵) ⊆ 𝑓−1(𝐵) dır [5]. 

Tanım 3.3.3 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) birer topolojik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir fonksiyon olsun. 

Eğer her 𝐴 ⊆ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) için 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑆. 𝑂. (𝑌, 𝜎) ise 𝑓 fonksiyonuna ön-yarı-açık 

fonksiyon denir [5]. 

Teorem 3.3.7 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu sürekli ve açık ise so-2-sürekli ve 

ön-yarı-açıktır [5]. 

Tanım 3.3.4 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) birer topolojik uzay olsun. Eğer birebir, örten, so-2-

sürekli ve ön-yarı-açık bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu varsa (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) 

topolojik uzaylarına yarı-homeomorf topolojik uzaylar, bu şekilde bir 𝑓 

fonksiyonuna ise bir yarı-homeomorfizm denir [5]. 

Teorem 3.3.8 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu bir homeomorfizm ise yarı-

homeomorfizmdir [5]. 

Bu teoremin tersi genelde doğru değildir. 
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Teorem 3.3.9 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu yarı-homeomrfizm ise her 𝐵 ⊆ 𝑌 alt 

kümesi için 𝑓−1(𝐵) = 𝑓−1(𝐵) dır [5]. 

Sonuç 3.3.1 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu yarı-homeomrfizm ise her 𝐴 ⊆ 𝑋 alt 

kümesi için 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐴) dır [5]. 

Sonuç 3.3.2 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu yarı-homeomrfizm ise her 𝐴 ⊆ 𝑋 alt 

kümesi için (𝑓(𝐴))
𝑜

= 𝑓( 𝐴𝑜 ) dır [5]. 

Sonuç 3.3.3 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu yarı-homeomrfizm ise her 𝐵 ⊆ 𝑌 alt 

kümesi için 𝑓−1( 𝐵𝑜 ) = (𝑓−1(𝐵))
𝑜

 dır [5]. 

Teorem 3.3.10 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. (𝐴)
𝑜

= ∅ ancak ve ancak 

𝐴 kümesi 𝑋 içinde hiçbir yerde yoğun değildir [5]. 

Teorem 3.3.11 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu bir yarı-homeomrfizm ve 𝐴 ⊆ 𝑋 alt 

kümesi 𝑋 içinde hiçbir yerde yoğun olmayan bir küme olsun. Bu durumda 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑌 

alt kümesi de 𝑌 içinde hiçbir yerde yoğun olmayan bir kümedir [5]. 

Teorem 3.3.12 Topolojik uzaylar üzerinde tanımlanan yarı-homeomorf olma 

bağıntısı bir denklik bağıntısıdır [5]. 

Tanım 3.3.5 Yarı-homeomorfizmler altında korunan bir özelliğe yarı-topolojik 

özellik denir [5]. 

Teorem 3.3.13 Her yarı-topolojik özellik bir topolojik özelliktir [5]. 

Yukarıdaki teoremin tersi genelde doğru değildir. Crossley ve Hildebrand bilinen 

bazı topolojik özelliklerin (𝑇0, 𝑇1, regüler, normal, 𝑇3, 𝑇4, kompaktlık, Lindelöf ve 

metriklenebilir olma özellikleri gibi) yarı-topolojik özellik olmadığını, fakat örneğin 

𝑇2, ayrılabilir ve irtibatlı olma özelliklerinin birer yarı-topolojik özellik olduğunu 

göstermişlerdir [5]. 

𝑋 bir küme olmak üzere 𝑋 üzerinde tanımlanan bütün topolojik uzayların sınıfını 

𝑇(𝑋) ile gösterelim. 
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Tanım 3.3.6  (𝑋, 𝜏) ve (𝑋, 𝜏∗) topolojik uzayları 𝑇(𝑋) in birer elemanı olsun. Eğer 

𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) = 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏∗) ise (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına (𝑋, 𝜏∗) topolojik uzayının 

yarı-karşılığı denir [5]. 

Teorem 3.3.14 𝑇(𝑋) sınıfı üzerinde yarı-karşılık olma bağıntısı bir denklik 

bağıntısıdır [5]. 

Bu denklik bağıntısına göre (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı ile aynı yarı-açık kümelere sahip 𝑋 

üzerinde tanımlı topolojik uzayların sınıfı, yani (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının denklik 

sınıfı, [𝑋, 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏)] ile gösterilecektir. [𝑋, 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏)] sınıfı içinde kapsama 

bağıntısına göre her zaman bir maksimal eleman vardır fakat her zaman bir minimal 

eleman olmak zorunda değildir. [𝑋, 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏)] sınıfının bu maksimal elemanı, yani 

(𝑋, 𝜏) ile aynı yarı-açık kümelere sahip en ince topolojik uzay, (𝑋, 𝐹(𝜏)) ile 

gösterilecektir. 𝑇(𝑋) sınıfı üzerinde tanımlanan yarı-karşılık olma bağıntısına göre 

[𝑋, 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏)] denklik sınıflarına yarı-topolojik sınıflar denir [5]. 

Teorem 3.3.15 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu so-1-sürekli ve (𝑋, 𝜏1) ∈

[𝑋, 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏)] ise 𝑓: (𝑋, 𝜏1) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu da so-1-süreklidir [5]. 

Teorem 3.3.16 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu so-2-sürekli ve (𝑋, 𝜏1) ∈

[𝑋, 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏)] ise 𝑓: (𝑋, 𝜏1) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu da so-2-süreklidir [5]. 

Teorem 3.3.17 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. Eğer (𝑋, 𝜏) bir 𝑇2-uzayı ve (𝑋, 𝜏1) ∈

[𝑋, 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏)] ise (𝑋, 𝜏1) topolojik uzayı da bir 𝑇2-uzayıdır [5]. 

Teorem 3.3.18 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu bir yarı-homeomorfizm ise 

𝑓: (𝑋, 𝐹(𝜏)) → (𝑌, 𝐹(𝜎)) fonksiyonu homeomorfizmdir [5]. 

Yukarıda verilen iki teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.3.19 𝑇2-uzayı olma özelliği bir yarı-topolojik özelliktir [5]. 

Teorem 3.3.20 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝐴 kümesi (𝑋, 𝜏) 

uzayında yoğun ise (𝑋, 𝐹(𝜏)) uzayında da yoğundur [5]. 
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Teorem 3.3.21 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu bir yarı-homeomorfizm ve bir 

𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesi (𝑋, 𝜏) uzayında yoğun ise 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑌 alt kümeside (𝑌, 𝜎) uzayında 

yoğundur [5]. 

Bu teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki teoremi verilebilir. 

Teorem 3.3.22 Ayrılabilir uzayı olma özelliği bir yarı-topolojik özelliktir [5]. 

Teorem 3.3.23 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. Eğer (𝑋, 𝐹(𝜏)) uzayı irtibatsız ise 

(𝑋, 𝜏) uzayı da irtibatsızdır [5]. 

Teorem 3.3.24 Bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu bir yarı-homeomorfizm ve bir 

𝑈 ⊆ 𝑋 alt kümesi (𝑋, 𝜏) uzayında açık ve irtibatlı ise 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑌 alt kümeside (𝑌, 𝜎) 

uzayında irtibatlıdır [5]. 

Teorem 3.3.25 İrtibatlı uzay olma özelliği bir yarı-topolojik özelliktir [5]. 

Nayar ve Arya, 1992 yılında hangi topolojik özelliklerin bir yarı-topolojik özellik 

olduğunu kontrol etmek için aşağıda verilen kriteri geliştirmişlerdir [6]. 

Teorem 3.3.26 Bir 𝑃 topolojik özelliği bir yarı-topolojik özelliktir ancak ve ancak 

bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı için “(𝑋, 𝜏) uzayı 𝑃 özelliğine sahiptir ancak ve ancak 

(𝑋, 𝐹(𝜏)) uzayı 𝑃 özelliğine sahiptir” önermesi doğrudur [6]. 
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4. YARI AYIRMA AKSİYOMLARI 

Bu bölümde bazı ayırma aksiyomlarından daha zayıf özellikler olan yarı-ayırma 

aksiyomları hatırlatılıp bunların kalıtsal ve yarı-topolojik özellik olup olmadığı, 

çarpım ve bölüm uzaylarında bu özelliklerin korunup korunmadığı gibi çeşitli 

özellikleri incelenecektir. 

4.1 𝒔𝑻𝟎-Uzayları 

Tanım 4.1.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑥 ve 𝑦 

noktalarından birini içerip diğerini içermeyen bir 𝐴 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümesi varsa bu 

(𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir 𝑠𝑇0-uzayı denir [8]. 

Teorem 4.1.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı bir 𝑠𝑇0-uzayıdır ancak ve ancak her farklı 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 eleman çifti için {𝑥} ≠ {𝑦} dır [4]. 

𝑠𝑇0-uzayı tanımından açıkça görüldüğü gibi her açık küme bir yarı-açık küme 

olduğundan her 𝑇0-uzayı bir 𝑠𝑇0-uzayıdır. Bu ifadenin tersi genelde doğru değildir. 

Teorem 4.1.2 Bir 𝑠𝑇0-uzayının her açık alt kümesi de bir 𝑠𝑇0-uzayıdır [4]. 

Bu teorem 𝑠𝑇0-uzayı olma özelliğinin açık alt kümeler üzerinde kalıtsal bir özellik 

olduğunu göstermektedir. 𝑠𝑇0-uzayı olma özelliği açık olmayan alt kümelerde 

genellikle kalıtsal değildir. 

Teorem 4.1.3 Topolojik uzayların 𝑠𝑇0-uzayı olma özelliği topolojik özelliktir. 

İspat : (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) iki topolojik uzay, 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) homoemofizm olsun. 

Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) 𝑠𝑇0-uzayı ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑌 faklı iki nokta olsun. f örten 

olduğundan f (x)=a ve f (y)=b olacak şekilde farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 vardır. f birebir 

olduğundan, 𝑎 ≠ 𝑏 dir. X, 𝑠𝑇0-uzayı olduğundan 𝑥 ve 𝑦 noktalarından birini içerip 

diğerini içermeyen 𝐴 ⊂ 𝑋 yarı-açık kümesi vardır. Kabul edelim ki 𝑥 ∈ 𝐴 fakat 

𝑦 ∉ 𝐴 olsun. Dolayısıyla 𝑓 (𝑥) = 𝑎 ∈ f (A) ve f (y)=𝑏 ∉ f (A) olur. 

Şimdi ise f (A) kümesinin Y de yarı-açık olduğunu gösterelim. A kümesi X de yarı-

açık olduğundan 𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈 olacak şekilde 𝑈 ⊆ 𝑋 açık kümesi vardır. Böylece, 
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𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝑈) yazabiliriz.  f sürekli olduğundan 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝑈) dir. f
—1

 sürekli 

ve 𝑈 kümesi X de açık olduğundan 𝑓(𝑈) kümesi de Y de açık olur. Dolayısıyla, 𝑓(𝑈) 

açık olmak üzere 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝑈) dir. Böylece f (A) kümesi 𝑎 noktasını içeren 

y noktasını içermeyen Y de bir yarı-açık cümle olmuş olur. Bu ise (𝑌, 𝜎) nın 𝑠𝑇0-

uzayı olduğunu, dolayısıyla 𝑠𝑇0-uzayı olma özelliğinin topolojik bir özellik olduğu 

ispatlanır. 

Tanım 4.1.2 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑋 üzerinde 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olmak üzere “𝑥~𝑦 ⇔

{𝑥} = {𝑦}” şeklinde tanımlı bir denklik bağıntısı olsun. Bu durumda bu bağıntıya 

göre denklik sınıflarının kümesi 𝑋𝑠 = 𝑋/~ ve 𝑄(𝑋𝑠) bu küme üzerindeki bölüm 

topolojisi olmak üzere (𝑋𝑠, 𝑄(𝑋𝑠)) bölüm uzayı bir 𝑠𝑇0-uzayıdır ve bu uzaya (𝑋, 𝜏) 

topolojik uzayının 𝑠𝑇0-laştırması denir [12].  

Teorem 4.1.4 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve (𝑋𝑠, 𝑄(𝑋𝑠)) bölüm uzayı (𝑋, 𝜏) topolojik 

uzayının 𝑠𝑇0-laştırması olmak üzere 𝑝𝑠: (𝑋, 𝜏) → (𝑋𝑠, 𝑄(𝑋𝑠)) doğal fonksiyonu 

sürekli, açık, kapalı ve her 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) için 𝑝𝑠
−1(𝑝𝑠(𝐴)) = 𝐴 dır [12]. 

Teorem 4.1.5 𝑠𝑇0-uzaylarının çarpımı yine bir 𝑠𝑇0-uzayıdır [15]. 

4.2 𝒔𝑻𝟏-Uzayları 

Tanım 4.2.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∉ 𝐴 

ve 𝑦 ∈ 𝐵, 𝑥 ∉ 𝐵 olacak şekilde 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümeleri varsa bu (𝑋, 𝜏) topolojik 

uzayına bir 𝑠𝑇1-uzayı denir [8]. 

Teorem 4.2.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı bir 𝑠𝑇1-uzayıdır ancak ve ancak her 𝑥 ∈ 𝑋 

elemanı için {𝑥} tek nokta kümesi yarı-kapalıdır [4]. 

𝑠𝑇1-uzayı tanımından açıkça görüldüğü gibi her açık küme bir yarı-açık küme 

olduğundan her 𝑇1-uzayı bir 𝑠𝑇1-uzayıdır. Ayrıca her 𝑠𝑇1-uzayı bir 𝑠𝑇0-uzayıdır. 

Yani her 𝑠𝑇1-uzayı 𝑠𝑇0-uzayının sahip olduğu özelliklere sahiptir. Fakat bu ifadelerin 

tersi genelde doğru değildir. 

Teorem 4.2.2 Bir 𝑠𝑇1-uzayının her açık alt kümesi de bir 𝑠𝑇1-uzayıdır [4]. 
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Bu teorem 𝑠𝑇1-uzayı olma özelliğinin açık alt kümeler üzerinde kalıtsal bir özellik 

olduğunu göstermektedir. 𝑠𝑇1-uzayı olma özelliği açık olmayan alt kümelerde 

genellikle kalıtsal değildir. 

Teorem 4.2.3 Topolojik uzayların 𝑠𝑇1-uzayı olma özelliği topolojik özelliktir. 

İspat. (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) iki topolojik uzay, 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) homoemofizm olsun. 

Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) 𝑠𝑇1-uzayı ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑌 faklı iki nokta olsun. f örten 

olduğundan f (x)=a ve f (y)=b olacak şekilde farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 vardır, X, 𝑠𝑇1-uzayı 

olduğundan buradan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∉ 𝐴 ve 𝑦 ∈ 𝐵, 𝑥 ∉ 𝐵 olacak 

şekilde 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümeleri vardır. f homeomorfizm olduğundan 𝑓 (𝑥) =

𝑎 ∈ 𝑓(𝐴), 𝑓 (𝑦) = 𝑏 ∉ 𝑓(𝐴) ve 𝑓 (𝑦) = 𝑏 ∈ 𝑓(𝐵), 𝑓 (𝑥) = 𝑎 ∉ 𝑓(𝐵) olacak şeklide 

𝑓(𝐴) ve 𝑓(𝐵), Y de yarı-açık kümeleri vardır. Bu ise (𝑌, 𝜎) nın 𝑠𝑇1-uzayı olduğunu, 

dolayısıyla 𝑠𝑇1-uzayı olma özelliğinin topolojik bir özellik olduğu ispatlanır.  

Teorem 4.2.4 𝑠𝑇1-uzaylarının çarpımı yine bir 𝑠𝑇1-uzayıdır [15]. 

4.3 𝒔𝑻𝟐-Uzayları 

Tanım 4.3.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 

ve 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ olacak şekilde 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümeleri varsa bu (𝑋, 𝜏) topolojik 

uzayına bir 𝑠𝑇2-uzayı denir [8]. 

Teorem 4.3.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir: 

(1) (𝑋, 𝜏) bir 𝑠𝑇2-uzayıdır. 

(2) Her farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 eleman çifti için 𝑥 ∈ 𝐴 ve 𝑦 ∉ 𝐴 olacak şekilde bir 𝐴 ⊆ 𝑋 

yarı-açık kümesi vardır. 

(3) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için  

{𝑥} = ⋂ 𝐴
𝑥∈𝐴

𝐴∈𝑆.𝑂.(𝑋,𝜏)

 
(4.1) 

dır [4]. 
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𝑠𝑇2-uzayı tanımından açıkça görüldüğü gibi her açık küme bir yarı-açık küme 

olduğundan her 𝑇2-uzayı bir 𝑠𝑇2-uzayıdır. Ayrıca her 𝑠𝑇2-uzayı bir 𝑠𝑇1-uzayı ve 

böylece aynı zamanda bir 𝑠𝑇0-uzayıdır. Fakat bu ifadelerin tersi genelde doğru 

değildir. 

Teorem 4.3.2 Bir 𝑠𝑇2-uzayının her açık alt kümesi de bir 𝑠𝑇2-uzayıdır [17]. 

Bu teorem 𝑠𝑇2-uzayı olma özelliğinin açık alt kümeler üzerinde kalıtsal bir özellik 

olduğunu göstermektedir. 𝑠𝑇2-uzayı olma özelliği açık olmayan alt kümelerde 

genellikle kalıtsal değildir. 

Teorem 4.3.3 Topolojik uzayların 𝑠𝑇2-uzayı olma özelliği topolojik özelliktir. 

İspat : (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) iki topolojik uzay, 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) homoemofizm olsun. 

Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) 𝑠𝑇2-uzayı ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑌 faklı iki nokta olsun. f örten 

olduğundan f (x)=a ve f (y)=b olacak şekilde farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 vardır. f birebir 

olduğundan, 𝑎 ≠ 𝑏 dir ve 𝑥 ≠ 𝑦 dir. (𝑋, 𝜏) 𝑠𝑇2-uzayı olduğundan farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

noktaları için 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 ve 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ olacak şekilde 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümeleri 

vardır. Buradan 𝑓 (𝑥) = 𝑎 ∈ 𝑓(𝐴) ve 𝑓 (𝑦) = 𝑏 ∈ 𝑓(𝐵) dir. 

Şimdi ise f (A) ve f (B) kümelerinin Y de yarı-açık olduğunu gösterelim. A kümesi X 

de yarı-açık olduğundan 𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈 olacak şekilde 𝑈 ⊆ 𝑋 açık kümesi vardır. 

Böylece, 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝑈) yazabiliriz. 𝑓−1 sürekli olduğundan 𝑓(𝐴) kümesi Y 

de açıktır. f sürekli olduğundan 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝑈) dir. Böylece, 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝑈) 

olur ki bu ise 𝑓(𝐴) kümesinin Y de yarı-açık olduğunu gösterir. Aynı şekilde 𝑓(𝐵) 

nin Y yarı-açık olduğunu gösterilebilir. 

Son olarak, 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ ve f birebir olduğundan ve 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵) = 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) =

𝑓(∅) = ∅ dir. Dolayısıyla f (A) ve f (B) kümeleri ayrıktır. Bu ise (𝑌, 𝜎) nın 𝑠𝑇2-uzayı 

olduğunu, dolayısıyla 𝑠𝑇2-uzayı olma özelliğinin topolojik bir özellik olduğu 

ispatlanır. 

4.4 𝒔𝑻𝟑-Uzayları 

Tanım 4.4.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki her 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı alt kümesi ve 𝑥 ∉ 𝐾 

olacak şekildeki her 𝑥 ∈ 𝑋 elemanı için 𝑥 ∈ 𝐴, 𝐾 ⊆ 𝐵 ve 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ olacak şekilde 



28 

 

𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümeleri varsa bu (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir yarı-regüler uzay 

denir [8]. 

Tanım 4.4.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki her 𝐾 ⊆ 𝑋 yarı-kapalı alt kümesi ve 

𝑥 ∉ 𝐾 olacak şekildeki her 𝑥 ∈ 𝑋 elemanı için 𝑥 ∈ 𝐴, 𝐾 ⊆ 𝐵 ve 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ olacak 

şekilde 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümeleri varsa bu (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir s-regüler 

uzay denir [12]. 

Yukarı tanımlardan açıkça görülebileceği üzere her kapalı küme yarı-kapalı 

olduğundan her s-regüler uzay yarı-regülerdir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman 

doğru değildir. 

Teorem 4.4.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir [12]: 

(i) (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı s-regülerdir. 

(ii) (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının her yarı-homeomorfizm altındaki görüntüsü s-

regülerdir. 

(iii) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ∈ 𝐴 olacak şekildeki her 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) yarı-açık kümesi 

için 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴 olacak şekilde 𝐵 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) vardır. 

(iv) (𝑋𝑠, 𝑄(𝑋𝑠)) s-regülerdir. 

Teorem 4.4.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı s-regüler uzaydır ancak ve ancak 

(𝑋𝑠, 𝑄(𝑋𝑠)) bir s-regüler uzay ve bir 𝑠𝑇2-uzayıdır [12]. 

Teorem 4.4.3 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı s-regüler uzaydır ancak ve ancak her 

𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) için (𝐴, 𝜏𝐴) bir s-regüler uzaydır [18]. 

1985 yılında Dorsett yarı-açık kümelerinin yarı-kapanışının da yarı-açık küme 

olduğunu göstermiş ve bu gerçeği aşağıdaki teoremin elde edilmesinde kullanmıştır 

[13]. 

Teorem 4.4.4 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı s-regüler uzaydır ancak ve ancak boştan 

farklı her 𝐾 ⊆ 𝑋 yarı-kapalı alt kümesi ve 𝑥 ∈ 𝑋\𝐾 elemanı için 𝑓(𝑥) = 0 ve 

𝑓(𝐾) = {1} olacak şekilde yarı-sürekli bir 𝑓: 𝑋 → [0,1] fonksiyonu vardır [13]. 
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Teorem 4.4.5 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı s-regüler uzaydır ancak ve ancak her 

𝐴 ∈ 𝑃. 𝑂. (𝑋, 𝜏) için (𝐴, 𝜏𝐴) bir s-regüler uzaydır [13]. 

Teorem 4.4.6 Topolojik uzayların yarı-regüler uzayı olma özelliği topolojik 

özelliktir. 

İspat : (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) iki topolojik uzay, 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) homoemofizm olsun. 

Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) yarı-regüler uzay olsun. Ayrıca 𝑎 ∈ 𝑌 ve 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı bir alt 

kümesi için a∉K olsun. 𝑓 birebir olduğundan 𝑓−1(𝑎) ∉ 𝑓−1(𝐾) dir. Ayrıca, 𝑓 

sürekli olduğundan 𝑓−1(𝐾), X de kapalıdır. (𝑋, 𝜏) yarı-regüler olduğundan   

𝑓−1(𝑎) ∈ 𝐴, 𝑓−1(𝐾) ⊆ 𝐵 ve 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ olacak şekilde 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümeleri 

vardır. 𝑓 örten olduğundan, 𝑓(𝑓−1(𝑎)) = 𝑎 ∈ 𝑓(𝐴) ve  𝑓(𝑓−1(𝐾)) = 𝐾 ⊆ 𝑓(𝐵) dir.  

Şimdi ise f (A) ve f (B) kümelerinin Y de yarı-açık olduğunu gösterelim. A kümesi X 

de yarı-açık olduğundan 𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈 olacak şekilde 𝑈 ⊆ 𝑋 açık kümesi vardır. 

Böylece, 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝑈) yazabiliriz. 𝑓−1 sürekli olduğundan 𝑓(𝐴) kümesi Y 

de açıktır. f sürekli olduğundan 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝑈) dir. Böylece, 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝑈) 

olur ki bu ise 𝑓(𝐴) kümesinin Y de yarı-açık olduğunu gösterir. Aynı şekilde 𝑓(𝐵) 

nin Y yarı-açık olduğunu gösterilebilir. 

Son olarak 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ ve f birebir olduğundan ve 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵) = 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) =

𝑓(∅) = ∅ dir. Dolayısıyla f (A) ve f (B) kümeleri ayrıktır. Bu ise (𝑌, 𝜎) nın yarı-

regüler uzayı olduğunu, o halde yarı-regüler uzay olma özelliğinin topolojik bir 

özellik olduğu ispatlanır. 

Tanım 4.4.3 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı yarı-regüler uzay ve 𝑇1-uzayı ise bu (𝑋, 𝜏) 

topolojik uzayına bir 𝑠𝑇3-uzayı denir. 

Teorem 4.4.7 Her 𝑠𝑇3-uzayı bir 𝑠𝑇2-uzayıdır. 

4.5 𝒔𝑻𝟒-Uzayları 

Tanım 4.5.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki her ayrık 𝐻, 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı alt kümeleri 

için 𝐻 ⊆ 𝐴, 𝐾 ⊆ 𝐵 ve 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ olacak şekilde 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık kümeleri varsa 

bu (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir yarı-normal uzay denir [8]. 
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Tanım 4.5.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki her ayrık 𝐻, 𝐾 ⊆ 𝑋 yarı-kapalı alt 

kümeleri için 𝐻 ⊆ 𝐴, 𝐾 ⊆ 𝐵 ve 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ olacak şekilde 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-açık 

kümeleri varsa bu (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına bir s-normal uzay denir [18]. 

Yukarı tanımlardan açıkça görülebileceği üzere her kapalı küme yarı-kapalı 

olduğundan her s-normal uzay yarı-normaldir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman 

doğru değildir. 

Teorem 4.5.1 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir [13]: 

(1) (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı s-normaldir. 

(2) (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının her yarı-homeomorfizm altındaki görüntüsü s-

normaldir. 

(3) Her 𝐵 ⊆ 𝑋 yarı-kapalı alt kümesi ve 𝐵 ⊆ 𝐴 olacak şekildeki her 𝐴 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) 

yarı-açık kümesi için 𝐵 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝐴 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) vardır. 

(4) (𝑋𝑠, 𝑄(𝑋𝑠)) s-normaldir. 

Teorem 4.5.2 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı s-normal uzaydır ancak ve ancak her 

𝐴 ∈ 𝑃. 𝑂. (𝑋, 𝜏) için (𝐴, 𝜏𝐴) bir s-normal uzaydır [18]. 

Teorem 4.5.3 Topolojik uzayların yarı-normal uzayı olma özelliği topolojik 

özelliktir. 

İspat : (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) iki topolojik uzay, 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) homoemofizm olsun. 

Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) yarı-normal uzay olsun. Ayrıca 𝐻, 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı ayrık alt 

kümeler olsun. f sürekli olduğundan 𝑓−1(𝐻), 𝑓−1(𝐾) ⊆ 𝑌 kümeleri X de kapalıdır. 

H ve K kümeleri X de kapalı ayrık alt kümeler olduğundan 𝐻 ∩ 𝐾 = ∅ ve buradan 

𝑓−1(𝐻 ∩ 𝐾) = 𝑓−1(𝐻) ∩ 𝑓−1(𝐾) = ∅ olur. Dolasıyla 𝑓−1(𝐻) ve 𝑓−1(𝐾) kümeleri 

X de ayrık olur. (𝑋, 𝜏) yarı-normal uzay olduğundan, X de yarı-açık ayrık 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 

kümeleri vardır, öyle ki 𝑓−1(𝐻) ⊆ 𝐴 ve 𝑓−1(𝐾) ⊆ 𝐵 dir. f örten olduğundan 

𝐻 = 𝑓 (𝑓−1(𝐻))  ⊆ 𝑓(𝐴) ve 𝐾 = 𝑓 (𝑓−1(𝐾))  ⊆ 𝑓(𝐵) dir. 𝑓 ve 𝑓−1 sürekliliğinden 

f (A) ve f (B) kümelerinin Y de yarı-açık olduğunu gösterilebilir. 𝑓 in birebir 

olmasından da 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵) = 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑓(∅) = ∅ olacağından, f (A) ve f (B) 

kümeleri ayrıktır. O halde yarı-normal uzay olma özelliğinin topolojik bir özellik 

olduğu ispatlanır. 
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1985 yılında s-regüler uzaylar için verilen teoreme benzer olarak s-normal uzaylar 

için aşağıdaki teoremi elde etmiştir [13]. 

Teorem 4.5.4 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı s-normal uzaydır ancak ve ancak her ayrık 

𝐻, 𝐾 ⊆ 𝑋 yarı-kapalı alt kümeleri için 𝑓(𝐻) = 0 ve 𝑓(𝐾) = 1 olacak şekilde yarı-

sürekli bir 𝑓: (𝑋, 𝜏) → [0,1] fonksiyonu vardır [13]. 

Teorem 4.5.5 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋𝑖, 𝜏𝑖) birer topolojik uzay ve 𝐴𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 olmak üzere 

(∏ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ) ⊆ ∏ (𝐴𝑖)𝑖∈𝐼  dır [15]. 

𝑋 üzerindeki topoloji çarpım topolojisi olsun. Bu durumda sonlu sayıda 𝑖 ∈ 𝐼 için 

𝐴𝑖 ≠ 𝑋𝑖 olacak şekildeki ∅ ≠ 𝐴𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 için ∏ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋, 𝜏) dır ancak ve ancak 

her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝐴𝑖 ∈ 𝑆. 𝑂. (𝑋𝑖 , 𝜏𝑖) dır [15]. 

Tanım 4.5.3 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı yarı-normal uzay ve 𝑇1-uzayı ise bu (𝑋, 𝜏) 

topolojik uzayına bir 𝑠𝑇4-uzayı denir.  

Teorem 4.5.6 Her 𝑠𝑇4-uzayı bir 𝑠𝑇3-uzayıdır [16]. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında yarı-açık kümeler ve yarı-kapalı kümeler kullanılarak elde 

edilmiş çeşitli genelleştirilmiş ayırma aksiyomlarının öncelikle topolojik özellik 

olduğu ve bazı şartlar altında kalıtsallık özelliğine de sahip olduğu gösterilmiştir. 

Ayrıca bu ayırma aksiyomlarını sağlayan topolojik uzayların çarpım ve bölüm 

uzaylarının da aynı aksiyomları sağladığı gösterilmiştir. 

Literatürde yarı-açık kümeler kullanılarak elde edilen yeni topolojik kavramlar, 

dizisel açık kümeler, genelleştirilmiş dizisel açık kümeler (𝐺-açık kümeler) ve 

bunların yarı-açık kümelerle kombinasyonu sonucunda elde edilebilecek, örneğin 

dizisel-yarı-açık küme, yarı-dizisel-açık küme, 𝐺-yarı-açık veya yarı- 𝐺-açık küme, 

kavramlar kullanılarak çeşitli yeni ayırma aksiyomları elde edilebilir ve bu elde 

edilen yeni ayırma aksiyomlarının çeşitli özellikleri incelenebilir. 
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