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OZET

Bu Doktora tezi dokuz boliimden olusmaktadir. Bu tez caligmasinda, dogrusal
olmayan Schrdédinger (NLS) denkleminin sayisal ¢oziimleri, zaman ayristirmasi ig¢in Crank
Nicolson yontemine ve konum ayristirmas: ic¢in kuadratik, kiibik, kuartik ve kuintik
trigonometrik B-spline fonksiyonlarima dayanan Galerkin sonlu elemanlar ydntemi

kullanilarak elde edilmistir.

Birinci boliimde, tez hakkinda genel bilgi verilmistir. Tezin kapsami ve amaci da
agiklanmustir. Ikinci béliimde, NLS denkleminin sayisal ¢dziimii ve trigonometrik B-spline

fonksiyonlarina yonelik bazi eski ¢caligmalar incelenmistir.

Uciincii boliimde, NLS denkleminin sayisal ¢dziimii icin kullanilacak bazi temel
terimler, Crank Nicolson ve Galerkin yontemleri anlatilmistir. Daha sonra trigonometrik B-
spline fonksiyonlarinin genel 6zellikleri verilmistir. Sonrasinda baglangi¢ ve sinir kosullari
ile birlikte NLS denklemi verilerek soliton dalgasinin hareketi ve iki soliton dalgasinin

carpigsmasi test problemleri tanitilmustir.

Dordiincii boliimde NLS denklemi, i¢ lineerlestirme ve Rubin-Graves lineerlestirmesi
olmak ftizere iki farkli lineerlestirme teknigiyle kuadratik trigonometrik B-spline Galerkin
yontemi kullanilarak sayisal olarak ¢dziilmiistiir. Besinci, altinc1 ve yedinci boliimlerde ise
sirastyla kiibik, kuartik ve kuintik fonksiyonlar kullanilmistir. Her boliimde test problemleri

kullanilarak 6nerilen yontemlerin dogrulugu incelenmistir.

Son iki boliimde, sunulan yontemler ile elde edilen sonuglar tartigilmistir. Ek olarak,

gelecekteki caligmalar i¢in bazi 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler : Soliton dalgalari, Sonlu elemanlar, Galerkin yontemi, NLS denklemi,

Trigonometrik B-Spline
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SUMMARY

This Ph.D. thesis consists of nine chapters. In this thesis, numerical solutions of
Nonlinear Schrodinger (NLS) equation are obtained using Galerkin finite element method,
based on Crank Nicolson method for time discretization and quadratic, cubic, quartic and

quintic trigonometric B-spline functions for the space discretization.

In the first chapter, general information of the thesis is given. The scope and purpose
of the thesis are also explained. In the second chapter, some earlies studies for numerical

solution of the NLS equation and trigonometric B-spline functions are investigated.

In the third chapter, some basis terms and Crank Nicolson and Galerkin methods
which will be used for of numerical solution of the NLS equation are mentioned. Then
general properties of the trigonometric B-spline functions are given. Afterwards NLS
equation together with initial and boundary conditions is investigated and test problems

including propogation of soliton and interaction of two solitons are given.

In the fourth chapter NLS equation is solved numerically by using quadratic
trigonometric B-spline Galerkin method for two different linearisation techniques which are
inner iteration and Rubin Graves iteration. Same methods implemented in fifth, sixth and
seventh chapters by using cubic, quartic, and quintic functions respectively. In each chapter,

the accuracy of the present method is investigated by using the test problems.

In the last two chapters, the results of the presented methods are given and discussed.

Additionally, some suggestions are given for future studies.

Keywords : Soliton waves, Finite elements, Galerkin method, NLS equation,

Trigonometric B-Spline
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1. GIRIS VE AMAC

Dogada gerceklesen olaylarin tamamina yakimi fizik kanunlari kullanilarak
matematik diliyle ifade edilmeye calisilir. Bu olaylar genellikle adi diferensiyel
denklemler, kismi diferensiyel denklemler veya bunlarin denklem sistemleri ile ifade
edilebilir. Elde edilen bu diferensiyel denklemlerin veya denklem sistemlerinin karigik
geometriye sahip oldugu, baglangic-sinir sartlarindan dolayr analitik coziimlerinin
bulunmasinin miimkiin olmadigr veya oldukca karmasik oldugu durumlarda, tam
¢ozlimii veren analitik yontemler yerine yaklagik coziimii veren sayisal yontemler
tercih edilmektedir. Geligen teknoloji ile yiiksek hizda ve kapasitede iglem yapan
bilgisayarlarin kullaniminin artmasi bircok sayisal yontemin geligmesine 11k tutmustur.
Bu sayisal yontemler arasinda yaygin olarak kullanilan iki yontem sonlu farklar ve
sonlu elemanlar yontemleridir. Sonlu farklar yonteminde diferensiyel denklemin tanim
araligl sonlu sayida boliinme noktalarina ayrilir. Bu boliinme noktalarindaki tiirev
degerleri yerine sonlu fark yaklagimlar1 yazilir. Sonlu elemanlar yénteminde ise tanim
bolgesi alt tanim bolgelerine boliinmekte ve denklemin yaklagik ¢oziimii her bir alt tanim
bolgesinde basit fonksiyonlarin lineer birlesimi olarak aranmaktadir. Bu yontemde basit
fonksiyonlar yerine B-spline olarak adlandirilan parcali polinom yaklagiminin yapilmasi
oldukca yaygindir.  Sonlu elemanlar yontemi 1950’lerde havacilik endiistrisinde
geligtirilmigtir. Bu alandaki oncii biiyiik kuruluglar Amerika Birlegsik Devletlerinde
Boeing, Bell Aerospace ve Ingiltere de Rolls Royce olmustur (Fish ve Belytschko,
2007). Sonlu elemanlar yontemindeki ¢nemli fikirler (Turner vd., 1956) calismasinda
yayinlanmiglardir. Bununla birlikte Turner ve arkadaglar: ¢aligmalarinda eleman matris
birlegtirmesi ile eleman formiilasyonunu insa etmisler fakat sonlu elemanlar terimini
kullanmamuglardir (Fish ve Belytschko, 2007). Teknolojik ivmelenmenin hizlanmasiyla
geligimini siirdiiren bu yontem giintimiizde makine, havacilik, ingaat ve otomotiv
mithendislik uygulamalari, termal ve akis hesaplari, elektromanyetik hesaplamalar ve

medikal uygulamalar gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir.

Agirlikli rezidiiler yontemi kullanilarak sonlu elemanlar yénteminin integral formlar:
elde edilmektedir. Bu formlarin bazilar1 Galerkin, Petrov Galerkin, Subdomain

ve Kolokasyon yontemleridir. Bu caligmada, sonlu elemanlar yontemlerinden birisi



olan Galerkin yontemi kullanilacaktir. Galerkin yontemi islem maliyeti yiiksek ve
uygulamasi nispeten zor bir yontem olmasina karsin genellikle daha iyi sonuglar
vermektedir. Bu calismada trigonometrik B-spline fonksiyonlar taban fonksiyonlar
olarak secildiginde Galerkin yonteminin lineer olmayan Schrodinger denkleminin

yaklagik coziimleri {izerinde bir iyilesme saglayip saglamadigr arastirilacaktir.

Adi ve kismi diferensiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimlerinde spline fonksiyonlar ve
B-spline fonksiyonlar sik¢a kullanilirlar. Spline fonksiyonlarin yaklagik yontemlerde
veya interpolasyon teorisindeki ©nemi, bilgisayarlardaki gelismeler ile daha da
hizlanmigtir.  Belirli derece ve diizgiinliige sahip her spline fonksiyon, aymi derece
ve diizgiinliikteki B-spline fonksiyonlarin bir lineer birlegimi ile gosterilebilir (De
Boor, 1978). Bu nedenle B-spline fonksiyonlar, spline fonksiyonlar igin birer taban
olustururlar. Diferensiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasi konusunda
B-spline fonksiyonlar uzun zamandir kullanilirken trigonometrik B-spline fonksiyon
tabanl sayisal yontemler son zamanlarda kullanilmaya baglamigtir. Kuadratik ve kiibik
trigonometrik B-spline fonksiyonlarin kullanimi daha yaygin olmasina ragmen daha
yiiksek derecelerden trigonometrik B-spline fonksiyonlar kullanilarak yapilan calismalar

literatiirde nadiren bulunmaktadar.

Kompleks lineer olmayan olusum denklemlerinin analitik coziimlerini elde etmek
icin gecerli bir metot olmadigindan, yaklagik ¢oziim teknikleri bu tip denklemlerin
¢oziimlerini bulmak i¢in son zamanlarda yogun olarak kullanilmaktadir. Kompleks
lineer olmayan olusum denklemlerinden en popiiler olanlarindan biri derin sulardaki
su dalgasimi ve optik fiberlerdeki elektronik dalgalar1 modellemekte kullanilan
mithendislik, fizik ve matematikte ¢ok ©nemli bir yeri olan lineer olmayan kiibik
Schrodinger denklemidir. Bu ¢alismada kiibik Schrodinger denkleminin sayisal ¢oziimii
trigonometrik B-spline Galerkin metodu ile aragtirilacaktir. B-spline fonksiyonlarin
kullanildigi sonlu elemanlar metotlar:1 bu zamana kadar adi diferensiyel denklem, kismi
diferensiyel denklem, adi diferensiyel denklem sistemleri, kismi diferensiyel denklem
sistemleri ve kompleks lineer olmayan olusum denklemlerini ¢6zmek i¢in 6nerilmistir.
Lineer olmayan kiibik Schrodinger denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in B-spline sonlu
elemanlar metotlarinin kullanildig1 sadece bir kag calisma mevcuttur. Fakat kompleks

lineer olmayan olusum denklemlerin sayisal ¢oziimleri igin trigonometrik B-spline



fonksiyonlarin kullanildigr ¢aligmalar B-spline fonksiyonlarin kullanildigi ¢aligmalar
kadar cok degildir. Ogzellikle zaman parcalanmasi icin Crank Nicolson metodu
ile birlikte konum pargalanmasi igin trigonometrik B-spline Galerkin metodunun
kullanildigi metotlar bu zamana kadar kompleks lineer olmayan olugum denklemlerinin
say1isal ¢oziimleri i¢in kullanmilmamistir. Bu calismada lineer olmayan Schrodinger
denkleminin yaklagik ¢oziimii aranirken oncelikle zaman ayristirmasi igin dogrulugu
iki olan Crank Nicolson yontemi ile birlikte iki lineerlestirme kullanilacaktir. Konum
parcalanmasi icin ise indirgeme bagintisi yardimiyla elde edilen kuadratik, kiibik,
kuartik ve kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin taban fonksiyon alindigi
Galerkin yontemi uygulanacaktir (Walz, 1997; Keskin, 2016). Dolayisiyla her bir
trigonometrik B-spline fonksiyon igin iki farkli lineerlestirme olmak tizere lineer olmayan
Schrodinger denkleminin yaklasik ¢oziimii i¢in sekiz farkl yontem onerilecektir. Boylece
zaman parcalanmasi sabit olmak iizere konum parcalanmasi i¢in kullanmilan farkl

dereceden spline fonksiyonlarin sonuglar iizerinde etkisi arastirilacaktir.

Onerilen yontemlerin dogrulugunun kontrolii icin oncelikle analitik ¢oztimii
bilinen soliton dalga yayilimi ilk test problemi olarak alinacak ve lineer olmayan
Schrodinger denkleminin korunum sabitlerinin yaklagik ¢oziimleri ile maksimum hatalar
hesaplanarak onerilen sekiz yontem kiyaslanacaktir. Ikinci test probleminde analitik
¢oziimii bilinmeyen, sadece baslangic kosulu bilinen iki soliton dalgasinin carpismasi
problemi {izerinde c¢alisilacak ve korunum sabitlerinin yaklagik degerleri onerilen her
bir metot icin hesaplanacaktir. Elde edilen sonugclar ¢izelgeler ve sekiller yardimiyla

incelenecek ve metotlarin birbirlerine kars: tistiinliikleri tartisilacaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Bu boliimde, oncelikle trigonometrik B-spline fonksiyonlar ve sayisal ¢oziimiinii
aragtirilan lineer olmayan Schrodinger (NLS) denklemi ile ilgili literatiirdeki bazi

calismalar irdelenecektir.

Trigonometrik spline fonksiyonlar ilk olarak Schoenberg (1946) tarafindan parcah
trigonometrik polinom interpolasyonu i¢in tanitilmigtir. Lyche ve Winther (1979),
trigonometrik B-spline fonksiyonlarini tanimlamak icin trigonometrik boliinmiis farklar
kullanmig ve trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 elde etmek icin bir indirgeme bagintisi
onermiglerdir. Walz (1997), trigonometrik B-spline fonksiyonlarm baz ¢zelliklerini
ayrintili olarak inceleyerek kompleks integral formlarim elde etmigtir. (Nikolis, 2004)
calismasinda birinci mertebeden adi diferensiyel denklem iceren bir baslangic deger
probleminin sayisal ¢oziimii kuadratik trigonometrik spline kullanilarak aragtirilmistar.
Nikolis ve Seimenis (2005), lineer olmayan bir dinamik sistemin sayisal ¢oziimiinii
kiibik trigonometrik spline fonksiyon kullanarak elde etmislerdir. Hamid vd. (2010),
kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanarak ikinci mertebeden lineer sinir
deger problemini sayisal olarak ¢ozmiiglerdir. Abbas vd. (2014 a) calismalarinda
zaman pargalamasi igin Crank Nicolson yontemini ve konum parcalanmasi igin
kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar: kullanarak kolokasyon metoduyla difiizyon
probleminin sayisal ¢oziimiinii aragtirmiglardir. Tek boyutlu homojen olmayan dalga
denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kiibik trigonometrik B-spline kolokasyon metodu Abbas
ve arkadaglar1 tarafindan onerilmistir (Abbas vd., 2014 b). Ay vd. (2015), Burgers
denkleminin yaklagik ¢oziimiinii kuadratik trigonometrik B-spline subdomain Galerkin
yontemiyle aragtirmiglardir. Bu caligmada zaman pargalanmasi i¢in Crank Nicolson
yontemi kullanilmigtir. Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in bir diger calismada
Dag ve arkadaglar (2017) zaman pargalanmasi yaparken Crank Nicolson metodunu ve
konum parcalanmasi yaparken ise kiibik trigonometrik B-spline kolokasyon metodunu
kullanmiglardir. RLW denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kiibik trigonometrik B-spline
fonksiyonlar (Irk ve Keskin, 2016), kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar
(Irk ve Keskin, 2017) ve kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlar (Irk vd., 2019)

kullanilmisgtir. Irk ve arkadaglari bu ii¢ ¢aligmada Galerkin sonlu elemanlar yontemini



kullanmislardir.

Optik darbelerin yayihimi, sudaki ve plazmadaki dalgalar, akigkanlar dinamigi ve
lazer darbelerinde kendiliginden odaklanma gibi bircok fiziksel olay1 temsil ettiginden
NLS denklemi bir ¢ok bilimsel galigmaya konu olmustur. Bu denklemin analitik
¢oziimleri (Karpman ve Krushkal, 1969; Scott vd., 1973; Zakharov ve Shabat, 1972)
referanslarinda verilmigtir. Daha genel baslangic kosullari i¢in NLS denkleminin
analitik c¢oziimleri bilinmediginden bu zamana kadar NLS denkleminin yaklagik
¢oziimlerinin elde edilmesi i¢in bir¢ok ¢aligma yapilmigtir. Gardner ve arkadaglar1 NLS
denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kiibik B-spline sonlu elemanlar yontemini kullanilmigtir
(Gardner vd. 1993 a; 1993 b). Robinson ve Fairweather (1994) ve Robinson
(1997) NLS denkleminin sayisal ¢oziimleri igin ortogonal spline kolokasyon metodunu
kullanmuglardir.  Twizell vd. (1997) sonlu farklar yontemi ile NLS denkleminin
yaklagik ¢oziimiinii aragtirmiglardir. 1999 yilinda Dag, kuadratik B-spline Galerkin
metodunu kullanarak NLS denkleminin sayisal ¢oziimiinii aragtirmugtir (Dag, 1999).
Zaman parcalanmasi i¢in dordiincii mertebeden Runge Kutta metodu ve konum
parcalanmasi i¢in kosiniis diferensiyel quadrature metodunun kullanildigi yontemi
oneren Korkmaz ve Dag, NLS denklemini tamamiyla pargalamig ve elde edilen
denklem sistemini ¢ozerek NLS denkleminin sayisal ¢oziimii bulmugtur (Korkmaz ve
Dag, 2008). De la Hoz ve Vadillo (2008), iistel zaman farkli doérdiincii mertebeden
Runge Kutta metodunu kullanarak NLS denkleminin sayisal ¢oziimiinii aragtirmiglardir.
Korkmaz ve Dag 2009 yilinda konum parcalanmasi icin polinom fonksiyonlarin
kullanildig: diferensiyel quadrature metodunu ve zaman parcalanmasi igin ise dordiincii
mertebeden Runge Kutta metodunu kullanarak NLS denkleminin sayisal ¢oziimiinii
aragtirmiglardir (Korkmaz ve Dag, 2009). Dereli vd. (2009), radyal taban fonksiyonlarin
kullanildigr kolokasyon tabanli agsiz metot ile NLS denkleminin sayisal ¢oziimii igin
alternatif bir yontem sunmuglardir. Hosseini vd. (2009), NLS denkleminin sayisal
¢oziimii icin sonlu farklar yontemini kullanmiglardir. Polinom olmayan kiibik spline
fonksiyonlar1 kullanarak NLS denkleminin sayisal ¢oziimiinii El-Danaf ve arkadaslari
aragtirmigtir (El-Danaf vd., 2012) aragtirmigtir. Saka 2012 yihinda yaptigi ¢alismada
NLS denkleminin sayisal ¢oziimii icin kuintik B-spline kolokasyon yontemini konum

ayrigtirmast ve Crank Nicolson yontemini ise zaman parcalanmasi igin Onermigtir



(Saka, 2012). Aksoy vd. (Aksoy vd, 2012; 2013), zaman parcalanmasi i¢in Taylor
seri acilimini ve konum pargalanmasi igin ise sirasiyla kuintik ile kiibik B-spline
kolokasyon metodunu ¢nermisler ve ulagtiklari denklem sistemini Gauss eliminasyon
metoduyla cozerek NLS denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmislerdir. Mokhtari
vd. (2013), Dirac-delta fonksiyonlarmin Fourier serilerinden tiiretilen delta sekilli
taban fonksiyonlarimi kullanarak NLS denkleminin sayisal ¢oziimii {izerine galigmalar
yapmuglardir. Sepehrian ve Radpoor (2014), aymi denklemin ¢oziimiinii kiibik spline
fonksiyonlar ile birlikte kompakt sonlu farklar metodunu kullanarak ¢ozmiislerdir.
Septik spline fonksiyonlarin kullanildig kolokasyon metoduyla NLS denkleminin sayisal
¢oziimiinii Lin (2015) aragtirmugtir. Kaplan ve Dereli (2017), NLS denkleminin sayisal
¢oziimii icin hareketli en kiigiik kareler yontemine dayanan agsiz metot kullanarak bir
algoritma geligtirmiglerdir. Baghan vd. (2018), NLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in

modifiye kuintik B-spline diferensiyel quadrature metodunu onermiglerdir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismada kullanilacak olan bazi temel kavramlardan bahsedilecektir.
Ilk olarak denklemin zaman parcalanmasinda kullamlacak olan Crank Nicolson sonlu
fark metodu kisaca agiklanacaktir. Daha sonra yontemin konum ayrigtirmasi igin
kullanilacak olan trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin tanimlar1 ve genel 6zellikleri
verilecektir. Sonrasinda NLS denkleminin sayisal ¢oziimiinii arastirirken kullanilacak
olan Galerkin yontemi aciklanacaktir. Ardindan sayisal ¢oziimii arasgtirilan NLS
denklemi baslangic, sinir sartlar1 ve test problemleri ile birlikte tanitilacak ve soliton

teorisi hakkinda kisa bilgi verilecektir.

3.1. Crank Nicolson Yontemi

Crank ve Nicolson (1947) tarafindan onerilen Crank Nicolson yontemi, kapali ve
ikinci mertebeden dogruluga sahip bir sonlu farklar yontemidir. Crank Nicolson metodu
kismi diferensiyel denklemin zaman parcalanmasi yapilirken kullanilir. Crank Nicolson
metodu, kismi diferensiyel denklemin sayisal ¢oziimii arastirilirken zamana gore tiirev
icin ileri sonlu fark yaklagimi, geri kalan tiim tiirevler i¢in ise gimdiki zaman ve bir
sonraki zamana ait degerlerinin ortalamalarinin kullanilmasina dayalidir. Bu durumda

Crank Nicolson metodunda At zaman adimi olmak iizere

unJrl — "
ut ~ At )
unJrl +un
= 3.1
u iy (31)
()" + (ug)"
Uy = 9 )

esitlikleri kullanilir. Burada ", bilinmeyen u fonksiyonunun ¢ = ¢, anindaki degerini

gostermektedir.



3.2. Trigonometrik B-Spline Fonksiyonlar

Sifirinci dereceden B-spline fonksiyonu

0(z) I o <2<z (3.2)
0 diger durumlar

olmak tizere

. (x—ﬂﬁz) . (Ii+k+1 —96>
sin 5 sin — 5
TF(x) = TF(2) + T x), k

i+1
. Litk+1 — Li+1
“in <¥>

=1,2,... (3.3)

2

bagmtist ile trigonometrik B-spline fonksiyonlar elde edilebilir (Walz, 1997). Eger [a, 0]

¢oziim araliginin bir diizgiin parcalanmasi h alt aralik uzunlugu olmak {izere
a=x9<r1<...<xy=0b x;=2,1+h, 1=0,1,.... N—1

ise indirgeme formiilii

. (x_xz) . (ﬂfz’+k+1 —SC>
sin 5 sin — 5
TH(x) = TF ) + T 2), k=1,2,... (3.4)

sin [ — sin | —
2 2

seklinde bulunur.
3.2.1. Lineer trigonometrik B-spline

(3.4) indirgeme bagmtisinda sifirnci  dereceden B-spline fonksiyonunun

kullanilmasiyla T} (z) lineer trigonometrik B-spline taban fonksiyonlari

T— Tm

g(xm) = sin( 5 >,m:0,...7N
. (h
0 = 51n<§),

g<$m—1) s Tm—1 S T < Tm,

olmak tizere

1
Té(ﬂ?) - 5 _g(l'erl) s T LT < Tyt (35)
0 diger durumlar

seklinde tanimlanir.



Problemin analitik ¢oziimii i¢in U(z, t) genel yaklagim lineer trigonometrik B-spline

fonksiyonlar kullanilarak

N

u(a,t) m Uz, t) = T} (x)di(1) (3.6)

=0
seklinde tammlanabilir. Burada T}(z) fonksiyonlari lineer trigonometrik B-spline
taban fonksiyonlarimi gosterir. Esitlikteki §; katsayilar1 zamana bagl degiskenlerdir.
T!(x) lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlart [x,, 1,Z,41] aralgmm diginda
sifirdir ve [z, 1, Tp1] araligindaki ardigik iki elemani ortmektedir. [z, ;1] sonlu
elemanlarinin her biri T} () ve T}, () olacak sekilde iki lineer trigonometrik B-spline
fonksiyonu tarafindan ortiildiigiinden bu eleman tizerindeki yaklagim

m—+1

u(x,t) ~ Uz, t) = Z TH(2)6; = T (2)8m + T2 1 (2) 0 (3.7)

olacaktir. z,, noktasindaki u(z,,,t) i¢in yaklagim ise (3.5) lineer trigonometrik B-spline

esitliklerinin (3.7) esitliginde kullanilmasiyla

U@mt) = Un=Tr(@m)0m + Toi1(Tm)Omi1

= 5 (— Sin (%) 6m -+ sin (T) 5m+1)

seklinde ifade edilir. Sadelestirme yapilirsa boliinme noktalarindaki yaklagimlar igin
Un = 0m (3.8)
esitligi bulunur.

[, Tima1] sonlu elemant
f =T — Tm

doniigiimii kullanilarak [0, h] araligina doniigtiiriildiigiinde lineer trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlar

seklinde elde edilir.
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3.2.2. Kuadratik trigonometrik B-spline

(3.4) indirgeme bagmtisinda lineer trigonometrik B-spline fonksiyonunun
kullamlmasiyla 772 (x) kuadratik trigonometrik B-spline taban fonksiyonlar:

T — Ty

g(xy) = sin< 5 >,m:O,...,N

o = s (2) ot

ve

Yo = —9(@m-1)9(Tmi1) = 9(Tmy2)9(Tm)

Y3 = 92(xm+2)

olmak tizere
'71 s Tm—1 S Tz < Tm

T ST < Ty
| H (3.11)

V3 3Tyl ST < Ty

S

0 diger durumlar

esitligi ile elde edilir.

Kuadratik trigonometrik B-spline taban fonksiyonlar1 kullanilarak problemin

analitik ¢oztimii icin genel yaklagim

(e, t) m Uz, t) = > T2 (x)di(t) (3.12)

i=——1
olacak sekilde tamimlanabilir. Burada ¢; katsayilar1 zamana bagli degiskenler olmak
tizere T?(z) fonksiyonlar1 kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarimi gosterir.
T2 (r) kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlari [x,, 1, Z,,2] araligimin diginda
sifirdir ve [z,,_1, Tmie] arah@indaki ardigik ii¢ elemam ortmektedir. Bu nedenle
[Zm, Tm1) sonlu elemanlarimim her biri 772, (z), T2 (x) ve Ty, (z) olacak sekilde iig

kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyon tarafindan értiillmektedir. Dolayisiyla (3.12)

yaklagimi

m—+1
u(z,t) =~ U(x,t) = Z THx)6; = T2 _1(2)0m-1 + T2 (2)0m + T (¥)0mr1 (3.13)

i=m—1
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seklinde olacaktir. (3.11) kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarmm (3.12)

yaklagiminda kullanmilmasiyla z,, noktasindaki w(z,,,t) ve z’e gore birinci tiirevi igin

yaklagimlar
m—+1
Um,t) = Un= Y Txm)di
i=m—1
dU(@m t) _ o _ ’"Z AT} () ¢
dx mn = dx ’

seklinde yazilarak diizenlemeler yapildiginda boliinme noktalarindaki yaklagimlar

olmak tizere

Um = a15m71+a1(5m, (314)
U, = —bibm1+bidm (3.15)

esitlikleriyle bulunur.

[, Tima1] sonlu elemant
f =T — T,

doniigiimii kullanilarak [0, h] araligina doniistiiriiliirse kuadratik trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlar

sin? (B)
3.6 = T2 (3.16)
e sin <¥) sin (%)@-}-Sin <2h2_€)sin (g) .
Tra(6) = ﬁ (3.18)

olarak elde edilir.
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3.2.3. Kiibik trigonometrik B-spline

(3.4) indirgeme bagmtisimda kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonu

kullanildiginda T3 () kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlari

9(xm) = sin< ),m:O,...,N

= (2) sy (2)

T— Tm

ve

7= gg(iﬂm—z)

T2 = G (Tm-2)9(Tm) = 9(Tm-2)9(Tmi1)9(Tm-1) = 9(Zmi2)g* (Tm1)
T = 9(@m-2)g’(@mi1) + 9(Tni2)g(Tm1)9(Tmi1) + 97 (Tmi2)g(Tm)
Y4 = —93(1’m+2)

olmak tizere
’71 s Tm—2 S r < Tm—1
72 sy Tm—1 S T < Tm

TSL([E) =5 Y3 3 Tm S T < Tm41 (319)

Vi 3 Tmtl ST < T2

0 diger durumlar

formunda bulunur.

Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar kullanilarak problemin analitik ¢oziimii

icin genel yaklagim
N+1

u(e,t) Uz, t) = > TH)di(t) (3.20)

1=—1

seklinde ifade edilebilir. Burada ¢; katsayilar1 zamana bagl degiskenler olmak iizere
T3(z) fonksiyonlar1 kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarm gosterir. T3 ()
kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlari [z, o, ;0] arahgimm diginda sifir olup
(T2, Tmio| araligindaki ardigik dort elemam ortmektedir.  Dolayisiyla |2, Z11]

sonlu elemanlarimn her biri 73 _,(z), T2 (z), Ta 4 (z) ve T3 ,(x) olarak dort kiibik

trigonometrik B-spline fonksiyonu tarafindan ortiileceginden (3.20) yaklagimi

m—+2

u(z,t) =~ U(x,t) = Z T3(x)6; (3.21)

t=m—1
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olacaktir. Elde edilen bu yaklagim i¢in (3.19) kiibik trigonometrik B-spline esitliklerinin
kullanmilmasiyla z,, noktasindaki u(z,,, ) ile birinci ve ikinci tiirevleri i¢in yaklagimlar

m—+2

U@mt) = Un= Y T(wm)d;
i=m—1
AU (2, 1) T2 AT (2)
Sy Y —im) s
T AR P
2 m—+2 23
d*U(xpp, t) U = d*T; (xm)&
dz? S~ dx?

seklinde yazilir. Bu durumda T2, (z,), To(@m), T 1(2m) ve T3 o(x,,) degerleri
(3.19) pargali fonksiyonuyla verilen kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonundan

hesaplanirsa boltinme noktalarindaki U,,, U,, ve U, yaklasimlar

ay = sin® h csc(h) csc 3h . Gy = #7
2 2 (14 2cos(h))

h
3 csc (37)
b= ——~

= 3 ,

e ()

4 <sin(h) sin (%)) ’ # T @t cos(h)

C1 =

olmak tizere

Um = a1(5m,1 + (Zgém —+ a15m+1 (322)
U = —bibpmi + bi0ms (3.23)
U;:L = clém_l + Cg5m + 015m+1 (324)

esitlikleri ile bulunur.

[T, Tmy1] sonlu eleman
=z —uu,

doniigiimii ile [0,h] arahgina doniistiiriiliirse kiibik trigonometrik B-spline sekil

in® h=¢
(&) = 8(92) (3.25)

fonksiyonlari
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50 - (52w ()
+ sin (5 _22h) sin (%) sin (%) (3.26)
()

e = 4o () (59
(B

() ()]

) = w (3.28)

+ sin

3
Tm+2

olarak elde edilir.

3.2.4. Kuartik trigonometrik B-spline

(3.4) indirgeme bagmtisinda kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonu
kullamldiginda T} (z) kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlar:

g(xm) = Sin(x;xm), m=20,...,N

§ = sin (g) sin(h) sin (%) sin (2h)

Y1 = 94($m72)

ve

Y2 = 0 (@n-2)9(@n) = ¢ (Tm-2)9(Tm+1)9(Tm-1)
~9(@n-2)9(Tm+2)9* (@m-1) = 9(Tm+3)9* (Tm1)

Vs = G @Tm2)9"(@mi1) + 9(Tm2)9(Tmi2)g(Tm1)g(Tmi1)
+9(Tm—2)g (Tm12)9(Tm) + 9(Tm13)9” (Tm-1)g(Tmi1)
+9(Tm+3)9(Tm-1)9(Tm+2)9(xm) + 6 (Tm+3) g (Tm)

Yo = =9 (@n-2)g’(@mi2) = 9(Tm13)g(Tm1)g* (Tmi2)

-9 (Im+3)g( m)9(Tmi2) —g?’(xm+3)g(xm+1)

Vs = 94(5Um+3)
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olmak tizere

Y1 3 Tm—2 T < Tpyy—1
Y2 s Tm-1 S T < Ty
Y3 sTm S T < T4

4 (3.29)
Vi 3 Tmt1 ST < Ty

S

Vs s Tmy2 ST < T3

0 diger durumlar

formunda elde edilir.

Problemin analitik ¢oziimii i¢in yaklagim kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

kullanilarak
N+1

u(e,t) R U(z,t) = > THw)di(t) (3.30)

i=—2
seklinde tammlanir. T2 (z) kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlari [z, 2, T3]
araligmin diginda sifirdir ve ayrica [z,,_2, T;y3] arahgindaki ardigik beg elemam
ortmektedir. Dolayisiyla her bir [x,,, Z,,+1] sonlu elemam T2 ,(z), T2 (z), T2(z),
T 1 (z) ve Tiy 5 (z) olarak bes kuartik trigonometrik B-spline tarafindan ortiildiigtinden

(3.30) yaklagim

m—+2

u(a,t) m Uz, t) = Y T(x)d; (3.31)

t=m—2
olacaktir. (3.31) yaklagiminda (3.29) kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin

kullamlmasiyla z,, noktasmdaki wu(z,,,t) ile birinci, ikinci, {iglincii tiirevi igin

yaklagimlar
m+2
Umt) = Un= Y THam)d
i=m—2
AU (21, t) T2 AT,
= U = ! 0;
z R
PUant) g 5 L)y
dx? m_iszz dz? ’
ng(xmat) -y Wf d3Tz4(xm>5
dx3 o de3 '
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olacaktir. Boylece boliinme noktalarindaki yaklagimlar

Aoy =

)
5 2$n3(
i

ve

1 = )

s (2) )

dy = 7 )

() (3)
o))

2
=
VR
Nl )
~~—
o
O
[0)]
/‘l\

olmak tizere

Un = a10m_2+ 20,1+ 020, + 010,41, (3.32)
U = bi6 s+ babm 1 — babm — bidmes, (3.33)
U' = ¢10m-2—C10m_1— C10m + C10m1i1, (3.34)

(3.35)

Upn = didm—z+dodm-1 — dabm — di0py1,
esitlikleri ile bulunur.

[, Tma1] sonlu elemant
f =T — Tm

uygulanarak [0,h] arahgma doniigtiiriiliirse kuartik trigonometrik B-spline gekil

fonksiyonlar:
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mn 5 h
© = i_ﬁgz_z (3.36)

TS \(¢) = g[sin(f +3h) sin’ (hQa)
+Sin(2 _5) (£+2h). (¥)
o ( > >“n<h;§> (3.37)
+sm3( >
)

Th(&) = % lsin2 (522h> sin
3 )ﬁn<éiﬁ>$n(§—h)
2 2 _2

(
<§ 3h E+h E—h

+sin< 5 )sin2 (T) sm< 5 > (3.38)
( - . +h . (&

+ sin

+

N}

>
N——

. 0,
=
—
"
|
[N}
>

Tﬁzﬂ(f) = %lsin?’ (f—iz—h) sin h;

+ sin” S h> sin 2h 5) sin (é)
2 2 9
: f+h> . (3h—§> . 2<§)
+$H( o sin” | 5 (3.39)
2 2 5
+ sin (4h2_ é) sin® (g)}
§
sin* (-)
Thn€) = — 2 )

olarak bulunur.
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3.2.5. Kuintik trigonometrik B-spline

(3.4) indirgeme bagmtisinda kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonunun

kullanilmasiyla 77 (x) kuintik trigonometrik B-spline taban fonksiyonlar:

g(xm) = Sin(x;xm), m=20,...,N

T R

ve

No= 9 (@mos)
T2 = 9 (@n-3)g(@m-1) = ¢ (Tm-3)9(xm)g(Tm—2)
~0*(@m-3)9(@mn+1)9° (Tm-2) = 9(Tm-3)9(Tm+2)g° (Tm—2)
—9(Tmy3)g" (Tm—2)
Vs = 9 (@m-3)9"(@m) + ¢ (Tm-3)9(Tmi1)9(Tm—2)g(Tm)
0% (2m-3) 0 (Tmi1)9(Tm—1) + 9(Tm—3)9(Tmi2) g (Tm—2)g(m)
+9(Tm-3)9(Tm+2)9(@m-2)9(Tm1)9(@m-1) + 9(Tm-3)9° (Tm+2)9* (Tm—1)
+9(Tm13)9° (Xm-2)9(2m) + 9(Tm13) 9 (Tm—2)9(Tm11)9(Lm-1)
+9(Tm+3)9(Tm—2)9(Tm12)9* (Tm-1) + 6 (Tmi3)9° (Tn-1)
)

Y4 = —g2(xm_3)g3(xm+1) — 9(Tm-3)9(Tmy2)9(Tm—2 92(Im+1)

~9(2m-3)9°(Tm+2)9(Tm) = 9(Tm+3)9” (Tm-2) 9 (Tmi1)

—9(Tm+3)9(Tm—2)9(Tm+2)9(Tm-1)9(Tm1)

~9(Tm13)9(Tm—2)9* (Tm+2)9(Tm) = 9°(Tm+3) 9> (Tm-1)9(Tmr1)
9 (2n13)9(Tm-1)9(Tm12)9(2m) = §°(Tm+3)9* (21m)

Vs = 9(Tm-3)g" (@mi2) + 9(Tmi3)9(Tm-2)9° (Tmi2)

9(@m-1)g" (Tmi2) + 6° (Tm13)9(Tm)g(Tmi2)

($m+3

9(Tmy1)

/\
8
3
+
w
~— ~— ~—
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olmak iizere
71 sy Tm—3 S T < Lm—2

Vo sTme2 ST < Ty

V3 s Tm—1 ST < Ty

To(x) =219 7y 2&m <& < Ty (3.41)
V5 5 Tmil ST < Ty

Yo 1 Tmi2 ST < Tpyg3

0 diger durumlar

seklindedir.

Kuintik trigonometrik B-spline taban fonksiyonlar1 kullanilarak problemin analitik
¢oziimii icin genel yaklagim

N+2

u(a,t) m Uz, t) = > TP(x)di(t) (3.42)

i=—2
olacak sekilde ifade edilebilir. Burada ¢; katsayilar1 zamana bagh degiskenler olmak
tizere T; () fonksiyonlar1 kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarim gosterir. 772 ()
kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 [x,, 3, 3] araliginin diginda sifirdir ve
ayrica [T, 3, T,es] araligindaki ardigik alti elemani értmektedir. Dolayisiyla her bir
[Zm, Tpga] sonlu elemam T2, (x), T2 (x), T2 (x), T 1 (z), T} o (z) ve T? , 4(x), olarak
alt1 kuintik trigonometrik B-spline tarafindan ortiileceginden (3.42) yaklagimi

m+3

u(a,t) R Uz, t) = Y TP (x)d; (3.43)

t=m—2
olacaktir.  Elde edilen bu yaklagim igin, (3.41) kuintik trigonometrik B-spline
fonksiyonlarinin kullanilmasiyla x,, noktasindaki u(x,,,t) fonksiyonu ile birinci, ikinci,

tiglincii ve dordiincii tiirevleri i¢in yaklagimlar

m+3
U@mt) = Un= Y T’(xm)di
i=m—2
dU(zm,t) R AT ()
PUnt) g 5~ ) s
dr? - m_i:m—Q dz? !
EUnt) g G~ AT s
dx3 m dx3 !
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d4U(33m> ) 11 sy d4Tz5(xm)
g U= 2 g b

i=m—2

olarak yazilir ve hesaplamalar yapilarak diizenlenirse boliinme noktalarindaki

yaklagimlar

h
-5 i
sin (2)
0

a; = 5
h h h
. i 2 (VY
) 2sin <2>COS <2) (16COS (2) 3>,
2 0
h h h
4 () N ind [
) 2(1+48cos <2> 16 cos <2)>sm <2>
3 9 9
5 sin® (ﬁ> CoS (ﬁ)
p 2 2
1 29 )
h h h
v 2 (1 2 (V)
. _5sm (2) CoS (2) <8cos (2) 3)
2 — 9 )
h h
3 2 (V)
) 5 sin <2> (5008 <2) 1)
1 46 )}
h h h h
N 1 . 2 [ 4 (1t
) Hsin (2>cos (2)( 15 cos (2>+3+16cos (2)>
2

20 ’

L)) e () )
by (g)(Q) (25COS (4 >_13)
L () )(8cos (2) e (5) )

@) () v)us)
<

. (h h h 5 (R
_58111 (5) cos< ) (176(:08 5) — 137 cos* (2) — 6 cos (§> + 15)

Y

5 (92 cos® (g) — 117 cos? (g) + 62 cos? (g) — 13) (—1 + 4 cos? (g))
(AT
86 sin (§>

)

€2

€3 =



olmak iizere

ifadeleri ile bulunur.

1012 + 20,1 + a30,, + @201 + G410, 10
D182 + bodrs 1 — badmis — bimsa

C10m—2 + C20m_1 + €30, + C20mi1 + C10mi2
d10m—2 + d20m—1 — d2dmi1 — d10m42

€10m—2 + €20m—1 + €30, + €20m11 + €10,42

[, Tmy1] sonlu elemanm

¢=z—1x,

21

doniigiimii yapilarak [0, h] araligina doniistiiriiliirse kuintik trigonometrik B-spline sekil

fonksiyonlari

Tos(8)

T (§)

1 in® —h_f
9° 2

1. (&E+4h\ . ,(E—h
5|iSln( 5 )sm (T)

N—

+ sin <§ _22h) sin (—5 —;?)h) sin® (%)

(3.49)



5
Tm+1

&) =

&) =

22

1 [sin2 (—5 i 3h) sin® (u)
0 2 2
§ .

+ sin

2
+ sin (§+3h sin® <2h_§) sin (é
2 2 2
+ sin (3h2_ 5) sin? <€ J;Qh) sin %) (3.51)
+sin 3h—¢ sin {+2h sin 2h = ¢ sin w sin u
2 2 2 2 2
+ sin 3h—¢ sin 24 sin® ﬂ sin §
2 2 2 2
2 (€~ 9
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5 - - -4 +h . h_
To. (&) = e[sm S >sm — )

o) 2
§+h) . (3h—§> 2 (g) (3.53)
§

Thal6) = 7oin’ (g) (3.54)

olarak elde edilir.

Trigonometrik B-spline fonksiyonlarimin c¢ikartilmas: ile ilgili ayrintih bilgiler

(Keskin, 2016) caligmasinda ve verdigi referanslarda bulunabilir.

3.3. Galerkin Yontemi

Bir diferensiyel denklemin tam c¢oziimii ile yaklagik ¢oziimii arasindaki farkin
agirlik fonksiyonu ile carpilip toplamlarinin minimum yapilmasina agirhikli rezidii
yaklasimi, bu yaklagima dayanan yontemlere ise agirlikhi rezidiiler yontemi denir.
Yontemi ifade etmek igin € tanim bolgesinde L bir diferensiyel operator ve f(x) bilinen
bir fonksiyon olmak {izere

Lu(x) = f(z) (3.55)

diferensiyel denklemi tammlansin ve aranan ¢oziim u(x) olsun. (3.55) diferensiyel
denkleminin sayisal ¢oziimii igin agirlikh rezidii yontemi kullamldiginda u(z) aranan

¢oziim fonksiyonu yerine
u(z) = U(x) = Zajgzﬁj(x) (3.56)

olacak sekilde bir U(z) yaklagim serisi kullanilir. Burada ¢;(z) diferensiyel denklemin
() tamim bolgesinde tanmimh taban fonksiyonlar ve a; bilinmeyen katsayilardir. Sonlu
elemanlar yonteminde, ¢; (x) fonksiyonlar1 problemin tiim simir gartlarim saglayacak

sekilde segilirler ancak genelde diferensiyel denklemi saglamazlar. (3.56) yaklagim
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(3.55) diferensiyel denkleminde kullanilip diizenlenirse,
LU(z) — f(xz) = R(x) (3.57)

olarak tamimlanan ve R(z) ile ifade edilen rezidii fonksiyonu elde edilir. Agirhikh
rezidii yonteminde W; agirlik fonksiyonu ile R(z) rezidii ifadesinin ¢arpimlarinin, ()

tanim bolgesi iizerinde integralinin sifir olmasi istenir. O halde

/VVZ(JU)R(:U)da: =0,i=1,...,N (3.58)

olacak sekilde N bilinmeyen N denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu
denklem sistemi ¢oziiliip a; bilinmeyenleri bulunarak, (3.56) yaklagim serisinde yerine
yazilirsa U(x) yaklagik ¢oziimiine ulagilmig olur. Agirhikh rezidiiler yonteminde, agirhik
fonksiyonunun se¢imine gore yontem farkli isimler alir. Bunlardan bazilari Galerkin,

Subdomain, Petrov-Galerkin, Kolokasyon ve En Kiiciik Kareler yontemleridir.

Diferensiyel denklemlerin sayisal c¢oziimlerinde kullamlan ve agirlikli rezidiiler
yontemlerinden biri olan Galerkin yontemi iglem maliyeti yiiksek bir yontem olmasina
ragmen, diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde diger sonlu elemanlar yontemlerine gore

genelde daha iyi sonuglar vermektedir. Galerkin yonteminde

/W(m)R(x)dx =0,i=1,...,N
0

esitligindeki W; agirhik fonksiyonu, ¢, taban fonksiyonlar1 olarak segilir. [a,b] konum

araligi olmak tizere
N
u(z) = U(x) =Y a;0,(x)
j=1

¢Ozumi

denkleminde yerine yazilip denklemin her iki tarafi ¢; (z) ile carpilarak integrali alinirsa

/gzﬁi (ZL (a;0; (x)) — f@:)) de=0, i=1,...,N (3.59)

elde edilir.
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olmak iizere (3.59) esitligi acik olarak

b b b
a1/¢1R1dﬂf+a2/¢1R2dl’+...+GN/¢1RNCZ$ = O,

b b b
a1/¢2R1dx+a2/¢2R2dx+...+aN/¢2RNdx = 0,

b b b
a1/¢NR1dac—|—a2/¢NR2dx+...—i—aN/(bNRNdx =0

formunda yazilabilir. Elde edilen sistem N tane denklem ve ay, as, . . ., a, olmak iizere N
tane bilinmeyenden olusan bir sistemdir. Bu sistem c¢oziilerek ay, as, . . ., a, bilinmeyen

katsayilar1 bulunabilir. Boylece yaklagik ¢oziim,
N
u(z) = U(x) =Y a;0;(x)
j=1
esitligi kullanilarak bulunabilir.

3.4. Lineer Olmayan Schréodinger Denklemi

q reel parametre, i = \/—1, x ve t alt indisleri sirasiyla konum ve zamana goére

kismi tiirevler ve u karmasik bir fonksiyon olmak tizere, NLS denklemi
U + Uge + ¢ \u|2 u=0 (3.60)
formunda ifade edilir. NLS denklemi

u(a,t) = wu(bt)=0,1t>0 (3.61)
ug (a,t) = uy(bt)=0,1t>0 (3.62)

siir gartlarina ve f(z) sonradan belirlenmek iizere
u(z,0) = f(z), z €la,b] (3.63)

baglangic sartina sahiptir.
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3.5. Test Problemleri

Onerilen yontemlerin dogrulugunun kontrolii icin soliton dalga hareketi ve iki
soliton dalgasinin carpigmasi test problemleri incelenecektir. Solitonlar agagidaki iki

temel 6zelligi saglayan lineer olmayan dalgalar olarak tanimlanabilir (Wadati, 2001):
1. Sekil, iz gibi ozellikleri degismeksizin yayilan yerlegik (lokalize) dalgalardir.

2. Kargilikl carpismaya karsi kararhdirlar ve kendi 6zelliklerini carpigma sonrasinda

koruyabilirler.

Ik o6zellik, solitary dalga sartidir ve ilk kez Iskocyali miihendis olan John Scott
Russel (1808-1882) tarafindan tammlanmigtir (Russel, 1844). Ikinci sart ise parcacik
ozelligine sahip bir dalga anlamina gelmektedir. Solitary dalgalari, soliton dalgalarina
benzeyen yani carpisma sonrasi Ozelliklerini korumaya calisan dalgalar olarakta
tanimlanmaktadir. Bu sebeple solitonumsu dalgalar olarak da adlandirilabilirler.
Biiyiik genlikli bir soliton dalgasinin hareket hizi, kiigiik genlikli bir soliton dalgasina
gore daha fazladir. Ayrintih bilgi (Irk, 2007) calismasinda ve verdigi referanslarda

bulunabilir.

Soliton dalga hareketi test probleminde analitik ¢oziim mevcut oldugundan

caligmada oOnerilen sayisal yontemlerin dogrulugu

Loo = [lful = [Ullloo = jmax [lu;| = Ul (3.64)

hata normu ile

vo log (Loo)hi / (Loo)hwrl (3.65)
- log |h; /i1 7 |

log (LOO)AtZ / (LOO)Ati+1
10g ‘Atl/AtrL+1‘

YO = (3.66)

yakinsaklik oranlar1 hesaplanarak incelenecektir. Ilk yakinsaklik oraninda zaman artim
uzunlugu olan At sabit tutularak konuma gore parcalanma igin 6nerilen yontemin
yakinsama orani hesaplanirken, ikinci yakinsama oraninda konum artim uzunlugu olan
h sabit tutularak zamana gore parcalanma i¢in onerilen yontemin yakinsama oran

hesaplanir.
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NLS denklemi icin korunum sabitleri

e}

C, = /|u|2dx, (3.67)

b 1
Cy = /|ux|2—§q|u|4dx, (3.68)

formundadir. Korunum sabitlerinin programin caligma siiresi boyunca sabit kalmalari

beklenmektedir. Korunum sabitleri her iki test problemi i¢in de istenilen zamanlarda

hN—l ) )
hN_l ) 9 1 4 1 4
Gy~ 5 > (0P +|Wa)u| = 50U = SalUial* ), (3.70)
1=0

olarak yamuklar kural kullanilarak yaklagik hesaplanacaktir.

3.5.1. Soliton dalgasinin hareketi

NLS denkleminin sayisal c¢oziimiiniin kontroliinde kullanilacak olan soliton

dalgasinin hareketi test problemi i¢in analitik ¢o6ziim

(1) = oz\/g exp (z (gg; (s a2)t)) sechla(w— SO (3.71)

formundadir. (3.71) esitliginde ¢ = 0 alindiginda

u(w,0) = a\/g exp (z (§x>) sech [az] (3.72)

baglangic sart1 elde edilir.

Kompleks degerli olan (3.71) fonksiyonun modiilii aindiginda elde edilen
2
lu(z,t)] = a\/gsech [a(x — St)] (3.73)

¢Ozumii, a\/? genlikli ve v = S hiziyla ilerleyen bir soliton dalgasina karsilik
gelmektedir. ?3.71) esitligi ile tepe noktasi o = 0 noktasina karsilik gelecek sekilde
yerlestirilmig bir soliton dalgasinin zaman i¢inde S > 0 secimi yapildiginda v hiziyla
soldan saga dogru hareketi modellenir. NLS denklemi icin soliton dalga hareketi test
probleminde sinir gartlart * — 400 iken w,u,, u,, — 0 seklindedir. Sayisal yontemi
uygulayabilmek i¢in [a,b] konum arahigi simir sartlarim saglayacak sekilde miimkiin

oldugu kadar genis secilecektir.
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3.5.2. Iki soliton dalgasinin carpismasi

t = 0 baglangic aninda, tepe noktalar: sirasiyla z; ve Z noktalarina karsilik gelecek
2 2

sekilde [a, b] konum arahiginda yerlestirilen a; \/j ve (i \/j genliklerine sahip iki soliton
q q

dalgasinin ¢arpigsmasi test probleminde

u(z,0) — al\/g exp < (52 (z x1)>> sech [ (z — 71) (3.74)
+a \/jexp ( (% R >) sech s (5 — 3)

baglangi¢ sart1 kullamlacaktir. (3.74) esitliginin modiilii alinarak S; > 0, Sy < 0 ve
Ty > 7 secimleri yapildiginda tepe noktalar1 ¥; ve Zp noktalarima karsilik gelecek
sekilde yerlestirilen iki soliton dalgasinin birbirlerine dogru zit yondeki hareketleri
modellenmektedir. Burada soldaki dalganin tepe noktasi #; noktasina karsilik gelmekte
olup dalga S; hiziyla soldan saga dogru hareket etmektedir. Konum araliginin sag
tarafina, tepe noktasi T noktasina karsilik gelecek sekilde yerlestirilen ikinci dalga ise
Sy hiziyla sagdan sola dogru harelet etmektedir. Soliton dalgalar1 zit yonde hareket
ettiklerinden bir miiddet sonra bir carpisma gerceklesecektir. Carpisma bir siire sonra
sonlanacak ve dalgalar birbirlerinden uzaklasarak zit yonlerde hareketlerine devam

edecektir.



29

4. NLS DENKLEMININ SAYISAL COZUMU ICIN

S

r

KUADRATIK TRIGONOMETRIK B-SPLINE
GALERKIN METODU

Bu boliimde NLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in zaman parcalanmasi yapilirken
Crank Nicolson yontemi, konuma gére parcalanma yapilirken kuadratik trigonometrik

B-spline Galerkin metodu kullanilmigtir.

4.1. Crank Nicolson Yontemi

ity + Ugy 4+ q |ul>u =0 (3.60)

NLS denkleminin U(z,t) yaklagik ¢oztimii r(z,t) ve s(x,t) reel degerli birer fonksiyon
olmak tizere

Uz, t) =r(z,t) +is(z,t)
seklinde ifade edilsin. Bu ifadeler (3.60) denkleminde yerine yazilirsa
i(re +48) + Tow + 1820 + q(r* + %) (r +is) = 0 (4.1)
denklemi bulunur. (4.1) denklemi sanal ve reel kisimlara ayrilirsa

T+ S0 +q(r* +5%)s = 0 (4.2)
St —Tee —q(r* +5Hr = 0 (4.3)

elde edilir. (4.2) ve (4.3) denklemlerine Crank Nicolson metodu uygulanirsa

S ()T A () (P42 ) T (% 4 s )"

At 2 1 2 = 0 (44)
prtl O Ly r2 4+ ) 8)" T (2 + 52) 5)"
L L N (P T P S

denklemlerine ulagilir. (4.4) ve (4.5) denklemleri diizenlenirse NLS denkleminin zaman

parcalanmasi yapilmig hali olan

At At At

= S =g () )T = S ) e (7)) (40
A A n A A n
ntl 4 Tt(sm)nﬂ 4 th ((” + %) s) T Tt(sm)” — q?t ((r*+5%)s)" (47)

denklemleri elde edilir.
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4.2. Ig Iterasyonlu Lineerlestirme (Metot 1)

W (x) agirhik fonksiyonu olmak tizere (4.6) ve (4.7) denklemlerine Galerkin metodu

uygulanirsa
b A R
/W(l’) [8n+1 - 775(7011)”4—1 - Qg ((7“2 + 82) T)n+1] dl‘
o A A (4.8)
t t .
- /W(l”) {S" + 5 ()" + a7 (2 + %)) ] de,
ve

/ 2 2 w9
= /b W (z) lT” 3 %(sm)” - q% ((r* +5?) S)"] d

a

/W(x) {r”*l + g(sm)’”rl + qg ((r? + s?) s)"“} dx

denklemlerine ulagihir. Kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin kendisi ve
birinci tiirevleri boliinme noktalarinda siirekli olup kuadratik trigonometrik B-spline
fonksiyonlarin ikinci tiirevleri bolinme noktalarinda siirekli degildir. (4.8) ve (4.9)
denklemlerinde ikinci mertebeden tiirevler bulundugundan kismi integrasyon ile
denklemlerdeki ikinci mertebeden tiirevlerin mertebesi bir diisiiriilerek siireklilik garanti

altina aliabilir. Bu durumda
b b
/ W (&) (ra) ™ d = W(z) ()] / W (@) ()™ da
/ W (2) (rae)" do = W(z) (ra)"] — / Wal2) (ra)" da
a a b

/ W () (5,0)" " doe = W(x) (5,)"]) = / W, (2) (s.)" dz

/ W (2) (s00)" d = W(z) (5)"[" / Wa(e) (s,)" d

a

elde edilir. (3.62) sir sartlarindan

b

a

W(z) (r)" ) = W) (r)"[2 = W) ()L = W(2) (s2)"]2 = 0
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olacagindan
b b

JW@ e = = (W) () (4.10)

b
/ We) (ra) de = — / Wa(e) ()" de (4.11)

b b

JW@ sy tar = = (W) () da (4.12)

/b W(z) (s00)" dv = — /b Wa() (s0)" da (4.13)

esitlikleri elde edilir. (4.10-4.13) esitlikleri (4.8) ve (4.9) denklemlerinde kullanilirsa
b
At n At
[ (s =G @2+ ) + G di
@ (4.14)

- / W) (5 + a5 (07 D)) = GWaa) ) de

ve

denklemlerine ulagilir.

m=0,1,..., N —1 olmak iizere [z,,, T,,,1] arahg iizerinde kuadratik trigonometrik

B-spline taban fonksiyonlarimin kullanildig:

m+1
Uz, t) =r(x,t) +is(z,t) = Y THx)d;
i=m—1
yaklagimi igin
d=oc+1ip
alinirsa
m+1
ro= Y T, (4.16)
j=m—1
m—+1

s = Z Tj?pj (4.17)

j=m—1



32

elde edilir. (4.14) ve (4.15) denklemlerindeki W (z) agirlik fonksiyonu yerine kuadratik
trigonometrik B-spline gekil fonksiyonlari, » ve s bilinmeyenleri yerine ise (4.16) ve

(4.17) esitlikleri kullanildiginda

m+1 Tm+1 Tm+1
n At el n+1
Z /Tﬂ}dx PJH‘F? /TZT]dx gt
j=m—1 Tm Tm
At m+1  m+l Tm 1
q Z Z /T [TkpkHTp”H—l—TkUZHTzU?H] T;dx U;L+1
k=m—1Il=m—1 T
m4+1 Tm+1 Tm+1 (4']‘8)
At
/TiTjdm p}“—T /T{T;dac o
j=m—1 Tm Tm
m+1 m4+1 Tm+1
LIS S | [ nimter + BopTion Tds | o
k=m—1Il=m—1 T
ve
m+1 Tm+1 At Tm+1
S [ o) - B[ iagae)
q m+1  m+l Tm1
1Y S| [ nlmar T+ Doyt oy T | g
k=m—1Il=m—1 T
m+1 Tm+1 Tm+1 (4'19)
At
— Z /TiTjdx O';'L—i-? /T{T;dx 0}

th m+1  m+1 Tt
SIS S| [ nimeten + Tt Te | o

k=m—1Il=m—1 T

bulunur. Bu ve bundan sonraki boliimlerde karigiklik olmamas: igin trigonometrik
B-spline fonksiyonun derecesini gosteren sayilar kullanilmayacaktir. Bu yaklagim
[T, Tmy1] araligy iizerinde olup m = 0,1,..., N — 1 degerleri igin her bir araliktaki
yaklagimlar birlegtirildiginde (4.14) ve (4.15) egitlikleri bulunacaktir. (4.18) ve (4.19)
yaklagimlarinda hesaplanmasi gereken integrallerin alt boliinme araliklarindan bagimsiz

olarak hesaplanabilmesi icin
f =T —Tm

dontigiimii yapihrsa [z, T,41] araligl [0, h] araligima doniigiir. Bu durumda (4.18) ve

(4.19) yaklasimlar
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h
n At n
pj-‘rl + 7 /ffl/ffj/dg 0.j+1

0

n+1

h
/ﬂ [Tkpz+lﬂp?+l + Tk02+1ﬂ0?+1] ng§ o’
0 (4.20)

n

T; [Tepp T + Tyop Tiof) Ty | o

»Q
e
~
3
s
(=)
3
s
o\;‘

ve
h A h

n t 7
[ | o =S| [Tmac) oy
0 0

Ap ML mil i
+ q /ﬂ [TkakLJrlTvlp;l+l 4+ TkO.Z+1Tle.}”L+1:| T']dg p;LJrl
0 , (4.21)
At
)U?%? /Eﬂ% o
0

0

h

- T; [TrppTip} + TroypTio7 ] T;d€ | pf
1\0

k=m—11l=m—

olarak yazlabilir.  (4.20) ve (4.21) ifadelerindeki integrallerin hesaplanmas: igin

(3.16-3.18) esitliklerinde verilen

sin? (%)

Tna(§) = —7

sin <ﬁ) sin (B) + sin (M) sin (é)
2 2 2 2

Tna(§) = —

kuadratik trigonometrik sekil fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt

araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani i, j : m — 1, m, m + 1 olmak tizere
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h
A, = [TTas
0
h
B = [T
0
h mi1 met (4.22)
Co= [T 3 S [T Tt™ + o Toop ] Ty
0 k=m—11l=m—1
h m+1 m—+1
D, = / T, Teop Ty + TeoP Tiop] Tydg
0 k=m—1Il=m—1
olarak almirsa, (4.20) ve (4.21) yaklagimlar:
06 = (O-mflv Om, 0m+1)T
. T
05 = (Pt Pons Prs1)
olmak tizere
At At
A€ (pe)n-l—l 7Be (O_e)n-l—l r che (O_e)n-i-l (423)
e e\n At e e\n Atq e e\n
— | A°(p°)" — 5B ()" + —=D(0%)" |,
2 2
ve
n At n At n
Ae<o_e) +1_736(p6) +1+che<pe) +1 (424)
e e\n At e e\n Atq e e\n
- (e B - S )

olarak eleman matrisleriyle yazilabilir. (4.23) ve (4.24) yaklasimlarinda bulunan eleman

matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 i¢in birbirlerine

eklenmesi sonucunda

T
o = (0-1,00,.--,0N-1,0N)
T
p = (p—lap()?"'7pN—17pN)
olmak tizere
At At At At
Apn+1 + 7Bo_n-}—l _ cha_n-f—l — Apn _ 7Bo.n + TqDO'”, (425)
At At At At
Ao_n+1 o 7Banrl + chvanrl = Ao" + 7Bp” _ Tqun (426)

elde edilir. (4.25) ve (4.26) denklemlerinden olugan denklem sistemi 2N + 4 denklem

ve 2N + 4 bilinmeyenden olugan ve her bir satirinda en fazla 10 eleman sifirdan farkh
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olan bir sistemdir. Sinir gartlarini sisteme adapte etmek icin sistemdeki ilk iki ve son
iki denklem silinip konum araliginin u¢ noktalarindaki

Ua,t) = r(a,t)+is(a,t) =0,

U, t) = r(bt)+is(b,t)=0
sinir sartlar: kullanmilarak o_1,p_; ve oy, py yok edilirse denklem sistemi 2N denklem

ve 2N bilinmeyenden olusan denklem sistemine indirgenmis olur. Smir sartlar

kullanilirken

0 ) 1 0 )

sin? (E)
h 2 in(h
stin(—),al—— b &()
2
olmak {iizere araligin bas kisminda
r(a,t) = ao_1+ a109 =0,
s(a,t) = ap_y +aip, =0,
esitlikleri ve u¢ kisminda ise
r(b,t) = ajon_1+ ajon =0,
s(b,t) = aipy_y+aipy =0,

esitlikleri kullanilacaktir. NLS denkleminin kuadratik trigonometrik B-spline Galerkin
metodu ile sayisal ¢oziimii aragtirilirken elde edilen sinir sartlari uygulanmis denklem

sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in 6ncelikle

0 0 0 .0 0 0 0 0
(024,021,00, Pos s ON_1, PN—15 O N> PN)

olarak 2N + 4 bilinmeyenden olusan baslangic bilinmeyenler vektoriiniin bulunmasi

gerekir. Bunun i¢in NLS denkleminin baglangic sarti olan
U(z;,0) =r(z;,0) + is(z;,0) = f(z;), j=0,1,2,...,N

ve

Us(a,t) = r.(a,0) +is.(a,0) = f'(a)

sinir sartlar: kullanilabilir. Dolayisiyla
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olmak iizere

r(z;,0) = a102_1+a102 = Re(f(z;)),7=0,1,2,...,N
s(x;,0) = alpg_1+a1pg =Im(f(z;)),j=0,1,2,...,N
r:(a,0) = —bio’, + b0y = Re(f'(a)),
s0(a,0) = —b1p’; + bipy = Im(f'(a)),

denklem sistemi coziiliirse

0 0 0o 0 0 0 0 0
(0717 P-1-090,P0> s ON-1PN-1)O N> pN)

bilinmeyen vektorii bulunur.

Son olarak NLS denkleminin kuadratik trigonometrik B-spline Galerkin metodu
ile say1sal ¢oziimii aragtiriirken denklem sistemine sinir sartlar: uygulanarak baglangig
bilinmeyenler vektorii hesaplanmigti. Bundan sonra iteratif olarak denklem sisteminin
¢ozillebilmesi adina denklem sistemi lineer olmadigi icin ©oncelikle her adimda ig
iterasyon ile lineerlestirme yapilmasi gerekir. Lineerlestirme icin agagidaki adimlar takip
edilmigtir.

Adim 1: ' matrisinde lineerligi bozan

o™t ve pt1 bilinmeyenleri yerine ¢”, ve p, al.

Adim 2: ¢ ve ptt degerlerini bul.

n+1
m

Adim 3: Hata=max {|o”™ — o |, |pFt — p |} hesapla.
m
Adim 4: Hata> 107! ise sadece lineerligi bozan terimleri giincelle ve Adim 2’ye git.

Adim 5: Bir sonraki zaman adimina geg.

Denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunan

n+l n+l _n+l nitl n+1 n+1 n+l n+l
(J—l 7p—1 00 pO 7"'70N717pN7170N 7pN )
bilinmeyenler vektorii kullanilarak istenilen zamanlardaki = = x,, noktasindaki

bilinmeyen fonksiyon

n+1l __ n+1 n+1 . n+1 n+1
Um = 10,1 + a10y, +1 (alpmfl + alpmfl)

olarak bulunur.
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4.3. Rubin Graves Lineerlestirmesi (Metot 2)

Bu kisimda NLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kuadratik trigonometrik B-spline
Galerkin yontemi ile birlikte Crank Nicolson zaman parcalanmasinin yani sira ig
iterasyon yerine Rubin Graves lineerlestirmesi onerilmistir. Bir 6nceki alt boliimde

elde edilen

= S ) = 5 (R ) ) =5 S ) e () 1) (46)
ve
rrH %(sm)"+1 + Q% (% + %) 8)" ="~ %W)n - q% (%)) @)

denklemlerinde lineerligi bozan

(r3)n+17 (82)n+1rn+1, (r2)n+lsn+1’ (83)n+1

terimleri yerine Rubin ve Graves (1978) tarafindan onerilen lineerlegtirmeden yola
¢ikilarak bulunan ve dogrulugu 2 olan
(Ts)nH ~ 3ttt oy

n+1
(82) T,nJrl 2rn8nsn+l 4 SnsnrnJrl — QgMgNypl

Q

Q

n+1
(7“2) Sn—|—1 2SnTnTn+1 + ann8n+1 — Oy gn

n+1
(53) ~ 3s"ss"tl — 25"g"g"

esitlikleri kullanilir ve ifade diizenlenirse
At At

SnJrl _ (rxx)n+1 —q ((37“”7"” + Snsn> 7nn+1 + 2Tn8n8n+1)
3 2 (4.27)
t At :
= 5" 4 5 (7)™ — =y (rr™ 4 s"s™) r
v At At
7m+1 + (Smx)nJrl + q ((38”5” + rnrn> Sn+1 + 28n,rnrn+1)
R 2 (4.28)
t At :
=" — > (S22)™ + I (rr™ 4 s"s™) s™

denklemleri bulunur. W(x) aguhk fonksiyonu olmak iizere (4.27) ve (4.28) ifadeleri

agirlik fonksiyonu ile carpilir ve konum aralig1 iizerinde integrali alinirsa

b
At At
/W(ZII) |:5n+1 _ 7(TII>H+1 _ qT ((3’]“”7"” + Snsn) ,rn+1 + 27”n8n8n+1> dx
o (4.29)

— /W(:C) ls” + g(7“:,335)” — qTAt (r"r™ + s"s™) r™| dx



ve
n+1 n+1 qA n,.n n+1 n,.n,n+1
W(x —I——(m) +— 5 ((3s™s™ 4 rr™) s" L 4 25" ) | dx
At
/W lr — —(sm)” + qT (r"r™ + s"s™) s”] dx

esitliklerine ulasilir. Bir 6nceki alt boliimde elde edilen

b b

JW@ ey e = = [Wate) () o

esitlikleri (4.29) ve (4.30) denklemlerinde kullanilirsa

b

A
/ lW(x) (s”“ — th ((3rmrm 4 sms™) rntl 4 27“”3”5”“))

a

+ %Wz(x)(rx)”“] dx

(o (- ) — St )

a

ve

b

a

At +1
— 7Wm(x)(sm) ] dx

= /b (W(a:) (r” + qTAt (r"r™ + s™s™) s”) + %Wz(x)(sx)”) dx

a

denklemleri bulunur.

38

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Bir onceki alt boliimde elde edilen

_ 2
r = g Tjo;
j=m—1
m+1
_ 2
s = E, T5p,
j=m-—1

esitlikleri ile birlikte W (x) agirlik fonksiyonu igin kuadratik trigonometrik B-spline
sekil fonksiyonlar1 kullamildiginda, (4.31) ve (4.32) denklemleri i¢in [@,, Zy41] araligs
tizerindeki yaklagimlar

Tm+1 Tm+1

m+1 At
n+1 n+1
j_E 1 /Tﬂ}dx P; —}—7 /T{T}dw ol
=m= Tm T
m+1  m+1 Tmt1

- Z > / T; [3Two} Tio} + ThpiTip}) Tydz | ot

k=m—11l=m-—1

Tm

€T,
m1 m1 m+1
th

Yy [ TenaTaT) iz g (433)

Tm+1 Tm+1
m—+1
T Tidx | p? — g T!T!dx | o7
R WA it i
J=m—1 Tm Tm
Tm+1

SIS S | [ nitoiTior + Tt Te | o

k=m—11l=m-—1 T

ve

m+1 Tm+1 At ITm+1
/TlTdeE 0.;}—1—1_7 /TZ/T]/dI p;z-kl
j:mil Im Im
q m+1  m+l1 Lt
7 > Y / T; [Tyop Tiop + 3Thpp Tupy) Tyd | pi
k=m—1l=m—1 T
q m+1  m+l1 Lt
IS Y | [ menana T | o (434
k=m—1Il=m—1 .
m+1 Tm41 At Tm+1
- /TiTjd.T 0?4—? /T{Tjdm 0}
q m+1  m+1 Emtl
SIS S| [ nimtior + Tiopton Ts | g

k=m—1Il=m—1

Tm

olarak elde edilir. Yaklagimlar [x,,,x,,.1] araligi iizerinde olup m = 0,1,.., N — 1

degerleri i¢in her bir araliktaki yaklagimlar birlegtirildiginde (4.31) ve (4.32) esitliklerine
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donecektir. Bir onceki alt bolimde Metot 1 icin yapildig1 gibi
E=x—a,

dontigiimii  yapilirsa [, ©,41] araligl [0,h] arahgma doniigerek yaklagimlardaki
integraller alt boliinme araliklarindan bagimsiz olarak hesaplanabilecektir. Bu durumda

(4.33) ve (4.34) yaklagimlar

m—+1 h h

S>3 [rma | o 5| [mimac | oy
j=m-—1 0 0
h
At m—+1 m +1
— q_ /ﬂ [3TxopTio} + T Lip}) T;dE U;.LH
k:m—l l=m—1 0
h
At m+1 m +1
SIS Y | [renamm ) g (4.35)
k m—1Il=m—1 0
m—+1 h
-y / TiTdg | o - 2L T'T'd& o
j=m—1 0
At m—|—1 m+1
_ qT / [TyopTiof + TiprTip}) TidE ol
k=m—1Il=m—1 0
ve
ot h h
Z /ﬂfzﬂjdé- O_n+1 =v /T:L,T}/dg p;L+1
j=m—1 0 0
th m+1 m—+1
DY / T, [Tyl T + 3Topl Tigf) Tyde | gt

k=m—1Il=m—1 0
h

+—?-§: > /ﬂZﬂﬁﬂmiﬂg(ﬁ“ (4.36)

k:mllmlo

_2;

j=m—1

h
/ﬁz@ 04_— TT@ o
0

th m41 m+1
/Tz [TkprTipp + Troy Tio7] Thd§ P

k:mllmlo

olarak yazilabilir.  (4.35) ve (4.36) ifadelerindeki integrallerin hesaplanmasi igin
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(3.16-3.18) esitliklerinde verilen

o e () e ()= 5)

9 7
sin? (g)
Tnia(§) = ——F——

kuadratik trigonometrik sekil fonksiyonlar:1 kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt
araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani ¢, 5 : m — 1, m, m + 1 olmak {izere

h
Afj = \//-rlcr‘;dé.a

Biej - /ﬂj}dga
0
T |
co o= [T Y Y BLopTio} + TuppTipp) Tyde,
0 k=m—1Il=m—1
h m+1  m+1
Dy o= [T > Y [2ThorTip)] Tyde,
0 k=m—1l=m—1
h il met
EG = [T) Y [LoiTop + TepiTip}] Tyde,

Fo o= /T Z Z [TyopTio) + 3Thpp T} TidE

k=m—11l=m-—1

olarak almirsa (4.35) ve (4.36) ifadeleri

T
o - (O-m—la Um70m+1)

P - (pm—lﬂpm7pm+1)T

olmak tizere

At AN AN
Ae (pe)n+1 +=2pe (Ge)nﬂ _ _qu (Ue)n+1 _ —qD@ <0e)n+1

2 , (4.37)



42

ve
n At n At n At n
A (o)™ = B (o) S F (o) 4+ D ()
oAt _ Alg . (4.38)
- (e ey FE )
olarak eleman matrisleriyle yazlabilir.  (4.37) ve (4.38) yaklagimlarmm m =
0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
T
o = (0-—1a0-07"'70-N—170-N>
T
p = (P—lapm e 710N—17pN)
olmak tizere
At At At At At
Ap"tt + —Bo"t! — ot - Sl pgntt — Ap" — —DBo" — S pgn (4.39)
2 2 2 2 2
ve
At At At At At
AO_nJrl - 7Bpn+1 4 Tqun+1 € Tqun+1 — Ao™ + 7Bpn + Tqupn (440)

elde edilir. (4.39) ve (4.40) denklemlerinden olugan denklem sistemi 2N + 4 denklem
ve 2N + 4 bilinmeyenden olugan ve her bir satirinda en fazla 10 elemani sifirdan farkh
olan bir sistemdir. Metot 1’in anlatildig1 boliimde oldugu gibi sistemdeki ilk iki ve son

iki denklem silinip bolgenin u¢ noktalarindaki

Ula,t) = 0,

Ub,t) = 0
sinir sartlar: kullamlarak o1, p_; ve oy, py yok edilirse, denklem sistemi 2/NV denklem
2N bilinmeyenden olusan matris sistemine indirgenmis olur. Metot 1’de oldugu gibi

denklem sisteminin ¢oziilebilmesi gereken

0 0 0 0 0 0 0 0
(0-717 P-1:005P05 - ON-1)PN-1O N pN)

baglangic bilinmeyenler vektoriiniin benzer gsekilde bulunabilir.

Metot 1’de oldugu gibi denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunan

n+l n+l n+1l n+1 n+1 n—+1 n+1l n+1l
(o1, "1, 00" Py o ON_1LHPN-1ON PN )

bilinmeyenler vektorii kullamilarak istenilen zamanlardaki ve x = z,, noktasindaki

bilinmeyen fonksiyon

n+1l __ n+1 n+1 . n+1 n—+1
Um = 10,4 + a10, +1 (alpmfl + alpmfl)

olarak bulunur.
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4.4. Soliton Dalgasinin Hareketi Test Problemi

Soliton dalgasinin hareketi test probleminde ¢ = 2, S = 4, a = 1 secimleri
yapilarak —30 < x < 30 konum aralig1 tizerinde programlar ¢ = 1 zamanina kadar
caligtirllacaktir. Bu durumda soliton dalgasinin hareketi test problemi igin analitik

¢oziim (3.71) esitliginden
. 15
u(z,t) = exp (z (2x - Zt)> sech [(xz — 4t)]
olacaktir. ¢ = 0 alindiginda basglangi¢ sart ise
u(z,0) = exp (i (2x)) sech(z)

olacaktir. NLS denkleminin korunum sabitlerinin analitik degerleri baslangic sarti

kullanilarak Maple paket programi yardimi ile
C) = 7 |u|2 dv = 2,
Cy = 7 ug > — g |u|* do = % ~ 7.333333333
olarak bulunur. Sekil 4.1’de t = 0 ve t = 1 zamanlarinda h = 0.1 ve At = 0.01 secimleri

yapilarak —30 < z < 30 araliginda Metot 1 i¢in bilinmeyen U fonksiyonunun reel kismi

¢gizilmigtir.

-10 -5 0 5 10

Sekil 4.1 : h =0.1 ve At =0.01 i¢in ¢t = 0 ve t = 1 zamanindaki U,
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Sekil 4.2’de t = 0 ve t = 1 zamanlarinda h = 0.1 ve At = 0.01 secimleri yapilarak
—30 < z < 30 arahginda Metot 1 igin bilinmeyen U fonksiyonunun sanal kismi

¢izilmigtir.

0.5¢

-0.57

-10 -5 0 5 10

Sekil 4.2 : h =0.1 ve At = 0.01 igin t = 0 ve t = 1 zamanindaki U,

Sekil 4.3’"de t = 0 ve t = 1 zamanlarinda h = 0.1 ve At = 0.01 secimleri yapilarak
—30 < x < 30 araliginda Metot 1 i¢in bilinmeyen U fonksiyonunun modiilii ¢izilmigtir.
Sekil 4.3 ayn1 zamanda bir soliton dalgasina karsilik gelmektedir. Sekilden de goriildiigii
gibi dalganin hiz1 S = 4 oldugundan soliton dalgas1 ¢ = 0 dan ¢ = 1’e 4 birim yol

almigtir.

0.81

0.61

0.4r

0.2}

0
-10 15

Sekil 4.3 : h =0.1 ve At = 0.01 igin ¢t = 0 ve t = 1 zamamndaki |U|

Metot 2 ve sonraki boliimlerde oOnerilecek diger metotlar igin bilinmeyen U
fonksiyonunun reel, sanal ve modiiliiniin sekli gorsel olarak bir farklilik olusmadigindan

tekrar ¢izilmeyecektir.
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Ik olarak —30 < 2 < 30 tanim araliginda sabit A = 0.005 ve farkli At degerleri igin
programlar caligtirilmig ve elde edilen L., hata normu, korunum sabitleri ve yakinsaklik
oranlar1 Cizelge 4.1’de verilmistir. Cizelge 4.1 incelendiginde zaman artim uzunlugu
azaldik¢a hatalarin her iki metot i¢in de azaldigi, korunum sabitlerinin analitik degere

yaklastig1 ve yakinsaklik oraninin ise Crank Nicolson zaman pargalanmasimin dogrulugu

olan 2 civarinda oldugu goriilebilir.

Cizelge 4.1 : h = 0.005 ve farkli zaman artimlar i¢in

hata normlari, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar:

Metot 1
At Ch Cy Lo Y.O
0.1 1.9958141853 | 7.2816352215 | 1.12x107! | -
0.05 | 1.9997574728 | 7.3309224119 | 2.72x1072 | 2.04
0.02 | 1.9999939800 | 7.3334398113 | 4.22x1073 | 2.03
0.01 | 1.9999996255 | 7.3334974744 | 1.05x1073 | 2.01
0.005 | 1.9999999766 | 7.3335009208 | 2.62x10~* | 2.00
0.002 | 1.9999999994 | 7.3335011160 | 4.20x1075 | 2.00
0.001 | 2.0000000000 | 7.3335011167 | 1.05x1075 | 2.00
Tam | 2 7.3333333333 | 0
Metot 2

At Ch Cy Lo Y.O
0.1 2.0559950916 | 7.6977809720 | 1.65x107! | -
0.05 | 2.0063580970 | 7.3655344969 | 3.60x1072 | 2.19
0.02 | 2.0003960347 | 7.3353395466 | 5.72x 1073 | 2.01
0.01 | 2.0000491443 | 7.3337231380 | 1.43x1073 | 2.00
0.005 | 2.0000061214 | 7.3335284007 | 3.59x10~* | 2.00
0.002 | 2.0000003909 | 7.3335028467 | 5.76x10° | 2.00
0.001 | 2.0000000488 | 7.3335013318 | 1.44x107° | 2.00
Tam | 2 7.3333333333 | 0

Sekil 4.4’de h = 0.005 ve At = 0.001 igin ¢ = 1 zamanindaki mutlak hatalar

¢izilmigtir. Sekil incelendiginde hatalarin her iki metot icin de orta kisimlarda geldigi
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goriilmektedir. Bu sebeple sinir sartlarindan kaynakh bir hata olugsmadig soylenebilir.

P | | |5 %107
09t
1 L
0.6
0.5t
03+
0 s : 0 s ‘
5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
a) Metot 1 b) Metot 2

Sekil 4.4 : h = 0.005 ve At = 0.001 igin ¢ = 1 zamanindaki mutlak hatalar

Programlar —30 < x < 30 tamim araliginda sabit At = 0.00001 ve farkli h
degerleri icin ¢aligtirilmis ve Lo, hata normu, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlari
(izelge 4.2°de verilmigtir. Cizelge 4.2 incelendiginde konum artim uzunlugu azaldikca
hatalarin her iki metot icin de azaldigi goriilebilir. Korunum sabitlerinin A = 1
icin iyi sonuglar vermedigi ancak konum artim uzunlugu azaldik¢a daha iyi sonuclar
verdigi goriilebilir. Yaklagik olarak hesaplanan integrallerde konum artim A = 1 olarak
alindiginda sadece 60 alt aralik {izerinden hesaplama yapildigindan korunum sabitleri
iyi sonuclar vermemektedir. Konum artimi olan h degeri kiigiildiikge yaklagik integral
hesabindaki hata da kiiciilmektedir. Her iki metot i¢in bulunan yakinsama oranlari

incelendiginde oranlarin 4 civarinda oldugu goriilmektedir.

Sekil 4.5’de At = 0.00001 ve h = 0.05 icin ¢ = 1 zamanmindaki mutlak
hatalar cizilmistir. Sekilden, hatalarin her iki metot icin de orta kisimlarda geldigi

goriildiigiinden sinir sartlarindan kaynakli bir hata olugmamaktadir.



Cizelge 4.2 : At = 0.00001 ve farkli konum artimlar1 igin

hata normlari, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar:

Metot 1
h Ch Cy Ly Y.O
1 2.1855865077 | 364.2792712398 | 5.93x107! | -
0.5 | 2.0018291487 | 9.8531298554 4.90x1072 | 3.60
0.2 | 2.0000005284 | 7.6130591367 8.96x107* | 4.37
0.1 | 2.0000000018 | 7.4011361116 5.19x107° | 4.11
0.05 | 2.0000000000 | 7.3501541167 3.19x107% | 4.03
Tam | 2 7.3333333333 0
Metot 2

h Ch Cs oy Y.O
1 2.1699778547 | 363.4024841472 | 5.93x 107! | -
0.5 | 2.0018291485 | 9.8531298347 4.90x1072 | 3.60
0.2 | 2.0000005284 | 7.6130591366 8.96x107* | 4.37
0.1 2.0000000018 | 7.4011361116 5.19x107° | 4.11
0.05 | 2.0000000000 | 7.3501541167 3.19x107% | 4.03
Tam | 2 7.3333333333 0

4 x10° 4 X107

3t 3t

27 2r

1y 1y

0—5 5 10 15 0—5 I(T\ 5 10

a) Metot 1 b) Metot 2

Sekil 4.5 : At = 0.00001 ve h = 0.05 igin ¢t = 1 zamanindaki mutlak hatalar

15

47
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4.5. Iki Soliton Dalgasimin Carpismasi Test Problemi

Iki soliton dalgasinin carpismasi test probleminde
q = 2,@1 = Qg = 1751 :4,5%1 == —10752 == —4,532 =10

parametreleri secilerek —30 < z < 30 konum araligi tizerinde programlar ¢ = 5
zamanina kadar caligtirilacaktir. Bu durumda iki soliton dalgasinin carpismasi test

problemi i¢in baglangi¢ sart:
u(x,0) = exp (2i (x + 10)) sech (x + 10) + exp (—2¢ (x — 10)) sech (x — 10)

olacaktir. u(x,0) fonksiyonun modiilii genlik degerleri 1 ve tepe noktalar x = —10 ile
x = 10 noktalarina karsilik gelen iki soliton dalgasinin zit yonlerde birbirlerine dogru
hareketini modellemektedir. Iki soliton dalgasinin carpismas test probleminde korunum
sabitlerinin analitik degerleri baslangi¢ sartinin kullanilmasiyla Maple paket programi

yardimiyla

olarak bulunur.

t=0,t=1,t=2,t=3,t=4,t =>5 zamanlarinda h = 0.1 ve At = 0.01
secimleri yapilarak —30 < x < 30 araliginda Metot 1 i¢in bilinmeyen U fonksiyonunun
modiiliiniin grafigi Sekil 4.6’da ¢izilmistir. Sekil 4.6 incelendiginde ¢ = 0 aninda tepe
noktalar1 x = —10 ve x = 10 noktasina karsilik gelen 1 genlikli iki soliton dalgasinin
hareketi goriilmektedir. Soliton dalgalar zamanla birbirlerine dogru hareket etmekte
ve sonrasinda bir carpigma gerceklesmektedir. Carpigsma sonrasinda ise soliton dalgalar
hareketlerine zit yonde ve gekillerinde bir bozulma olmadan devam etmektedirler. Metot
2 ve sonraki boliimlerde diger metotlar kullanildiginda goérsel olarak herhangi bir fark
olusmadigindan bu boliimde Metot 1 icin elde edilen iki soliton dalgasinin ¢carpigsmasinin

sekli tekrar cizilmeyecektir.
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i | | 17
0.8 0.8
0.6 0.6¢
0.4} 0.4}
0.2 0.2}
0 : * : 0 ‘ ‘
-20 0 20 -20 0 20
a)t=0 b)t=1
It | | 1t
0.8 0.8
0.67 0.67
0.41 04r
0.2¢ 0.2¢
0 —20 0 2‘0 0 —20 0 2‘0
c)t=2 d)t=3
Iy | | | Iy | |
0.8F 0.8+
0.67 0.67
0.4 0.4}
0.2¢ 0.2¢
0 —éO 0 2‘0 0 —2‘0 6 2‘0
e)t=4 f)t=5

Sekil 4.6 : h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in soliton dalgasinin ¢arpigmasi

Cizelge 4.3’te h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in baz zamanlardaki korunum sabitlerinin
yaklagik degerleri Metot 1 ve Metot 2 i¢in verilmigtir. Korunum sabitlerinin zaman

icerisinde sabit kalmas1 gerekmektedir. Her iki metot icin korunum sabitlerinin sayisal
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degerlerinin iki soliton dalgasimin hareketi, ¢arpismasi ve sonrasinda birbirlerinden
ayrilarak haraketlerine devam ettikleri siire boyunca hemen hemen sabit kaldiklar
soylenebilir. Bununla birlikte sayisal sonucglarin ' i¢in tam sonuca yakin ve Cs igin

yakin olmadig1 goriilebilir.

Cizelge 4.3 : h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in baz1 zamanlardaki

korunum sabitleri

Metot 1 Metot 2

Ch

Cy

Ch

Co

4.0000000001

14.8022792924

4.0000000001

14.8022792924

3.9999992258

14.8023997916

4.0000981926

14.8028488168

4.0000060158

14.8034459285

4.0001882603

14.8040797868

4.0000020017

14.8027373274

4.0003047203

14.8040482585

3.9999990563

14.8024182809

4.0004060021

14.8042974844

U=~ | W | N~ ] O

3.9999994111

14.8023658179

4.0005035158

14.8046980732

Tam

4

14.6666666667

4

14.6666666667

Cizelge 4.4'te ise aym1 At = 0.01 degeri ile bu kez h = 0.01 konum artimi igin
baz1 zamanlardaki korunum sabitlerinin yaklagik degerleri Metot 1 ve Metot 2 igin
verilmistir. h daha kiiciik secildiginden daha fazla alt aralik iizerinden hesaplama
yapilacaktir. Daha kii¢iik konum artimi segildiginde korunum sabitlerinin yaklagik

degerlerinin analitik degerlere daha cok yaklastigi Cizelge 4.3 ile Cizelge 4.47iin

karsilagtirmasindan goriilebilmektedir.

Cizelgelerden de goriilebilecegi gibi zaman artim uzunlugu ayni iken konum
artimiin daha kiiciik secildigi durumda, korunum sabitlerinin yaklagik degerleri

analitik degerlere daha fazla yaklagmaktadir.



(Cizelge 4.4 : h = 0.01 ve At = 0.01 i¢in baz1 zamanlardaki

korunum sabitleri

Metot 1

Metot 2

Ch

Cy

Ch

Co

4.0000000001

14.6680090250

4.0000000001

14.6680090250

3.9999992515

14.6680027335

4.0000982884

14.6684540631

4.0000065049

14.6680817548

4.0001888508

14.6687523590

4.0000021478

14.6680358767

4.0003049949

14.6693675803

3.9999990804

14.6679971819

4.0004061299

14.6698692122

U=~ W | N~ ] O

3.9999994314

14.6679992477

4.0005036052

14.6702942054

Tam

4

14.6666666667

4

14.6666666667

ol
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5. NLS DENKLEMININ SAYISAL COZUMU ICIN
KUBIK TRIGONOMETRIK B-SPLINE
GALERKIN METODU

Bu boliimde, NLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in zaman pargalanmasi yapilirken
Crank Nicolson yontemi, konuma gore parcalanma yapilirken ise bir énceki boliimden

farkli olarak kiibik trigonometrik B-spline Galerkin metodu kullanilmigtir.

5.1. I¢ Iterasyonlu Lineerlestirme (Metot 3)

Bir 6nceki boliimde NLS denkleminin zaman pargalanmasi icin Crank Nicolson
yontemi uygulanmis, elde edilen denklem agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak konum aralig

tizerinde intagrali ahnmig ve boylece

@) |51 = Gt a5 () da

a (4.8)

= /W(m) [S" + %(mz)” + CI% ((r? + s?) T)n} dx,

ve

/W |: n+1 4+ = At (Sa:x)nJrl _}_qg ((T2 +82) S>n+1:| dx

2
(4.9)
At At n
— /W(m) lr” - T(SM)” — 0 ((r? + s?) s) ] dz
denklemleri elde edilmisti.
m = 0,1,..., N — 1 olmak iizere [x,,,x;,+1] araligl iizerinde kiibik trigonometrik

B-spline taban fonksiyonlarinin kullanildig

m—+2
Uz, t) =r(z,t) +is(x,t) Z T3 (x

i=m—1
yaklagimi igin

d=oc+1ip
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almirsa

m+2

A= Z Tfaj (51)

j=m—1
m—+2

s = Z T;p; (5.2)

j=m—1
elde edilir. Boliimiin baginda verilen (4.8) ve (4.9) denklemlerindeki W (z) agirhik
fonksiyonu yerine kiibik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari,  ve s bilinmeyenleri

yerine ise (5.1) ve (5.2) esitlikleri kullamldiginda [z, 2,,+1] araligy iizerindeki

yaklagimlar
m+2 Lmt1 Al Tmot1
/Tﬂ}dm p;”rl - /TiT;dx U;LH
j=m—1
j gA m+2 xmm+2 Fmtl o
7 Z Z /T [Tkpk+1Tlpn+1"‘TkUZJrlTlU?+1} Tjdx O_?+1
e & (o (5.3)
_ Z /TZTJCZI p;?—l—? /TiTJ{,dx o’
j=m—1
J m+2 xT:n+2 Fmt1 o

Y S | [ nitat + optior Ts | oy

k=m—1Il=m—1

ve
m+2 Tm+1 At Tm+1
ORI T LR W T
q m+2  m+2 Tm 1
T Z Z / T [TkpkﬂTp"H —l—TkOZHTla?H] T;da p?ﬂ
k=m—1Il=m—1 T
m+2 Tm+1 At Tm+1 (5'4)
-y /Tde o - /TiT;'dx oy
j=m—1 Tm Tm
m+2  m+2 L1
-5 Z Z Ti [Thpi Thp} + Troi Tiop| Tydz | p

Tm

olarak elde edilir. (5.3) ve (5.4) yaklagimlarinda hesaplanmasi gereken integrallerin alt

boliinme araliklarindan bagimsiz olarak hesaplanabilmesi igin

=1 — oy
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dontigiimii yapilirsa [z, Ty41] araligr [0, k] arahgima déniigiir. Bu durumda (5.3) ve

(5.4) yaklagimlar

m+2 h At h
S S| [rma o - 5| [raiac ) o
J=m—1 0 0

E [Tkpk+1j-vlpn+1 + Tk ( n+1) E ( n+1)} T]dﬁ O.nJrl

J

h (5.5)
n At " n
5 / TT)d¢ | o

0

[T BTt + yTiop) Ty | o

-1\
ve

h

h
At 1!
( e | o+ 5 ([T | o
1 0

0

Tz Tkpk+1Tlpn+1 + TkUZJrlTlan+1] Tjd€ p;LJrl

h
2\
h (5.6)
(/T,T]df)a e Tij’dg "
12 h
/

Tz TkPlepz "‘TkUleUl]Tdf p?

olarak elde edilir. (5.5) ve (5.6) ifadelerindeki integrallerin hesaplanmasi igin (3.25-3.28)
esitliklerinde verilen 7,1 (&) , Ton (€) , Trng1 (§) ve Thnio (€) kiibik trigonometrik B-spline
sekil fonksiyonlar1 kullanilacaktir.  Bu durumda her bir alt araliktaki eleman

matrislerinin her bir elemani ¢, : m — 1,m,m + 1, m + 2 olmak {izere

Aze] - Ej}dgu

(5.7)
m+2  m-+2
Co= T > D [T Tipi*" + Troi ™ Tio™'] Tyde
k=m—1Il=m—1
h m+2  m+2
Dy, = /Tz Z [TepiTip) + TropTiop] Thd€
0 k=m—1Il=m—1
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olarak almirsa, (5.5) ve (5.6) yaklagimlar

e T
g - (Um—la Omy Om+1, Um+2>

e

T
p = (pm—17pm7pm—|—17 pm+2)

olmak tizere
n At ., o JANZ/ I
A (o) = B (o) = e (o) (5.8)
At At
— (Ae <pe)n+ 5 B¢ (Ue)n+ 2qDe (O_e)n> ,

ve

At At
A (o)™ + 2 BE ()" + =0t (o) (5.9)

_ (A6<O'e)n—%Be<pe)n—%l)e<pe)n)

olarak eleman matrisleriyle yazilabilir. (5.8) ve (5.9) yaklagimlarinda bulunan eleman
matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 i¢in birbirlerine eklenmesi sonucunda
T
g = (O-—Iaa-()?"'7O-N—170-N70-N+1)
T
p= (po1sPos---PN-1, PN, PN41)

olmak tizere

At At At At
Aanrl - 7Bo_n+1 _ Tqcfo_nJrl — Apn + 7Bo_n + TqDO-"7 (510)
Aot + 7Bpn-f—l + chpn-f—l = Aog" — 7Bpn _ Tqu" (511)

elde edilir. (5.10) ve (5.11) denklemlerinden olugan denklem sistemi 2N + 6 denklem
ve 2NN + 6 bilinmeyenden olusan ve her bir satirinda en fazla 14 elemani sifirdan farkl
olan bir sistemdir. Sinir gartlarimi sisteme adapte etmek icin sistemdeki ilk iki ve son

iki denklem silinip bolgenin u¢ noktalarindaki

Ula,t) = r(a,t)+is(a,t) =0,
U(b,t) = r(bt)+is(bt)=0
siur sartlart kullanlarak o1, p_; ve on41, pyyq YOk edilirse denklem sistemi 2NV + 2

denklem ve 2N + 2 bilinmeyenden olusan bir denklem sistemine indirgenmis olur. Siir

sartlart uygulandiktan sonra denklem sisteminin coziilebilmesi 6ncelikle

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(0717107170071007"'70-N717pN717UN7PN70N+1=ION+1)
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olarak 2N + 6 bilinmeyenden olusan baglangi¢ bilinmeyenler vektorii bulunmalidir.

Bunun i¢in NLS denkleminin baglangig sarti olan
U(z;,0) =r(z;,0) + is(x;,0) = f(z;), j=0,1,2,....N
ve

Us(a,t) = ry(a,0)+is,(a,0)= f'(a),
Usr(b,t) = 14(b,0) +1is.(b,0) = f'(b)

sinir sartlar1 kullanilabilir. Baglangic vektorii bulunurken
T('IJV 0)? 5<Ij7 0)7 Tx<a7 0)7 533(0!» 0)7 Tm(b7 0)7 Szc(b, 0)

bilinmeyenleri yerine kiibik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilacaktir. Baglangic
vektorii bulunduktan sonra (5.10) ve (5.11) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin

onerilen lineerlegtirme ise Metot 1’de yapilan lineerlestirme ile aynidir.

Denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunan

n+l n+1 _n+1l n+tl n+1 n+1 n+1 n4+l _n+l n+1
(021 P2 06 Py O PNC1 TN 5 PN 5 O NGt PN
bilinmeyenler vektorii kullanilarak istenilen zamanlardaki z = =z, noktasindaki

bilinmeyen U"™! fonksiyonu, boliinme noktalarindaki kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyonu kullanilarak bulunur.

5.2. Rubin Graves Lineerlestirmesi (Metot 4)

Bir onceki boliimde NLS denkleminin zaman parcalanmasi i¢in Crank Nicolson
yontemi uygulanmis ve lineerlestirme i¢in Rubin Graves tarafindan ¢nerilen yaklagim
kullanilmig, elde edilen denklem agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak konum aralig tizerinde

integrali alinmig ve boylece

b
At At
/W(ZL') |:5n+1 _ 7(7,,xx>n+1 _ qT ((3,rn7nn + Snsn) ,rn+1 + 27"n8n8n+1> dx

o (4.31)



ve

At At
/W { " _( x:c)n+1 + = d

/W‘ - S + 25

o7

((3s™s™ + rrm) s 4 23”7””7“”“)] dx
(4.32)
(r"r™ + s"s™) s”] dx

esitliklerine ulagilmigti. Bir 6nceki alt boliimde elde edilen

esitlikleri ile birlikte W (z) agirhk

m—+2

3
> Tio
j=m-—1
m+2

Z Tfpj

j=m—1

fonksiyonu yerine kiibik trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlar: kullamldiginda, (4.29) ve (4.30) denklemleri igin [z, T, 41] arahig

tizerindeki yaklagimlar

m42 Tm+1 At Tm+1
[ T | g -5\ [ maya | o
i Tm Tm
q m+2  m-+2 Tmt1

DD

kmllmlx

m
m+2  m-+2 Tmt1

DD

k=m—11l=m-—1

‘ L)

m-+2 Tmt1 s
-3 8| [ e
j=m—1 T

m+2  m+2 Tm1

Y Y

k=m—11l=m-—1

Tm

T, (2Tyo} Tipy) Tyde

T; [ThorTioy + TuppTupp ] T3d | o

T, [3Ti0}Tiof + TeppTipf) Tyd€ | o

J

n+1

@ (5.12)

Tm+41

At
p | [ r) o

Tm

J
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ve

Tm

Tm+1 Tm+1
nf { / T,T;d¢ a’f‘+1+§ / T,T"d¢ | prtt
et vJ J 2 L} J

oAt T2 o [
+ 5 > /Ti [ThoTio} + 3TyppTypp] Tydg | o7+
k=m—1Il=m—1 T
th m+2  m-+2 Tmtl
D3 / T, [2T407 Tipp) Tydé | o) (5.13)
k=m—1Il=m—1 T
m-2 Tm+1 Tm+1
At
2 7;Ln+2 xm+1 m

m+
qAt o o )
T Z Z /Ti[Tkkalpl + Trop Tio7| Tydé | p!

Tm

olarak elde edilir. (5.12) ve (5.13) yaklagimlarindaki hesaplanmas: gereken integrallerin

alt bolilnme araliklarindan bagimsiz olarak hesaplanabilmesi icin
ESNE — T

doniigiimii yapilirsa [2,,, Z,, 1] araligi [0, h] araligina doniigiir. Bu durumda

m+2 h h

> o\ frmae) i -5 TT;’dé“
j=m—1 0

gAt T2 T2 h
-7 >y / T, [3Twop Tio} + ThpiTipp) Thde | o't

=m—11l=m—1 0
- Z > | [ BTy T Tyds | o (5.14)
1l=m—1

T; [Tyop o + TipiTipp| Tyd€ | o

h
[
) oo | [Ty | o
h
=/
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ve
h

h
At
[ | o+ 5| [Ty ) o
0

0

T; [TvopTiop + 3Thpy " Tipp T Tydg | pf ™

+
K
w||>
&

Il 3
?Mt,

D\m

k=m-—11 1
gAt TH2 2 h
+ >y / T; [2T3,00Tipp) Tydé | o (5.15)
k=m—11l=m— 0

m+2 h
-y {(/mdf T TT”d€ 0
m+2

h
At
+1 Z /T [Tupp T} + ThopTio?] Tyd€ | o
0

ifadeleri elde edilir. (5.14) ve (5.15) ifadelerindeki integrallerin hesaplanmasi i¢in
Metot 3’te oldugu gibi T5,,—1 (§), Tim (&), Ting1 (&) ve Thio (€) kiibik trigonometrik
B-spline sekil fonksiyonlar: kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman

matrislerinin her bir elemani 7,5 :m —1,m,m+1,m+ 2 ve
h

A, = [T

0
h
B, = [T
0

ko 2 met2
C; = [T 3 Y BhoiTior + Tl Tl T,
0 k=m—1l=m—1
h 2 me2
D; = / Ty [2Txoy Tipp'] T;d,
0 k=m—1Il=m—1

h et
By = [TY Y BeiTiop + BT T
JT2

h
o= [n Y
k=m

> [TwoyTiop + 3ThppTipp] Tyds
0 =m
olarak alimirsa, (5.14) ve (5.15) yaklagimlar

(Um—la Om>s Om+1, Um+2>T

Q
I

T
p = (pm—17pm7pm—|—17 pm+2)
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olmak iizere

A A A
Ae <pe)n+1 _ _tBe (O.e)n‘H _ %Ce (O.e)n+1 _ %De (O.e)n+1
n At . on Atq . on (516)
—(Ae(f)e) +5 B (0°) -k (09) >,
e At At At
e e\n e e\n 4q e e\n q e e\
A(U)HJF?B ()" + =7 F (P)HJFTD ()" 5,17
n At Atq ., n 5.
—(Ae(ae) =5 B ()" + =B () )
seklinde eleman matrisleriyle yazilabilir. (5.16) ve (5.17) yaklagimlarinda bulunan
eleman matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi
sonucunda
T
o = (0.1,00,---,0N-1,0N,ON+1)

T
p = (P1:P0s- s PN-1,PN: PN41)

olmak tizere

A A A A A
Apt - —tBJ”+1 _ thJnJrl _ ﬂpg”“ = Ap" + —th” — ﬂEa” (5.18)
2 2 2 2 2
ve
A A A A A
Aot 4+ 7thn+l + ;qun+1 + %Dp““ — Ag™ — 7th” + %Ep” (5.19)

elde edilir. (5.18) ve (5.19) denklemlerinden olugan denklem sistemi Metot 3’te oldugu
gibi 2N + 6 denklem ve 2N + 6 bilinmeyenden olusan ve her bir satirinda en fazla 14
elemani sifirdan farkli olan bir sistemdir. Sinir gsartlarininin sisteme adapte edilmesi ve

denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin ilk olarak bulunmasi gereken

0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0
(0-717 P-1,00,P05+ON-1PN-1ONs PN> 0-N+17 10N+1)

baslangic bilinmeyenler vektoriintin bulunmasi icin yapilacak iglemler Metot 3’te

yapilanlar ile aynidir. Denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunan

n+1 n+l n+l n+l1 n+1 n—+1 n+l n+1l n+1 n+1
(0" P06 Py O PNC1 TN 5 PN O Nt PN
bilinmeyenler vektorii kullanilarak istenilen zamanlardaki z = z,, noktasindaki

bilinmeyen U™ fonksiyonu béliinme noktalarindaki kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyonu kullanilarak Metot 3’te oldugu gibi bulunur.
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5.3. Soliton Dalgasinin Hareketi Test Problemi

Dordiincii boliimde oldugu gibi soliton dalgasinin hareketi test probleminde ¢ = 2,
S =4, a = 1 secimleri yapilarak —30 < x < 30 konum araligi iizerinde programlar

t = 1 zamanina kadar ¢aligtirilacaktir.

Oncelikle programlar —30 < z < 30 tammm araliginda sabit h = 0.005 ve farkli At
degerleri i¢in galigtirilmig ve Metot 3 ile Metot 4 icin L, hata normu, korunum sabitleri

ve yakinsaklik oranlar1 Cizelge 5.1’de verilmistir.

(izelge 5.1 : h = 0.005 ve farkli zaman artimlar: icin

hata normlari, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar:

Metot 3
At Ch Cy Lo Y.O
0.1 1.9958141859 | 7.2814507464 | 1.12x1071 | -
0.05 | 1.9997574728 | 7.3307503990 | 2.72x1072 | 2.04
0.02 | 1.9999939804 | 7.3332713633 | 4.22x1073 | 2.04
0.01 | 1.9999996255 | 7.3333295250 | 1.05x1073 | 2.01
0.005 | 1.9999999766 | 7.3333330957 | 2.62x10~* | 2.00
0.002 | 1.9999999994 | 7.3333333257 | 4.20x107° | 2.00
0.001 | 2.0000000000 | 7.3333333314 | 1.05x107° | 2.00
Tam | 2 7.3333333333 | O
Metot 4

At Ch Cy Lo Y.O
0.1 2.0559950917 | 7.6975721358 | 1.65x107* | -
0.05 | 2.0063580970 | 7.3653612747 | 3.60x1072 | 2.19
0.02 | 2.0003960347 | 7.3351710636 | 5.72x1073 | 2.01
0.01 | 2.0000491443 | 7.3335551900 | 1.43x1073 | 2.00
0.005 | 2.0000061214 | 7.3333605772 | 3.59x10~* | 2.00
0.002 | 2.0000003909 | 7.3333350567 | 5.76x107° | 2.00
0.001 | 2.0000000488 | 7.3333335466 | 1.44x107° | 2.00
Tam | 2 7.3333333333 | O
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(Jizelge 5.1 incelendiginde zaman artim uzunlugu azaldikca hatalarin da her iki metot
icin de azaldigi, korunum sabitlerinin analitik degere yaklastigi goriilmektedir. Metot
3 ile Metot 4 kiyaslanacak olursa, Metot 3 kullanildiginda bulunan hata normunun
daha diisiik oldugu ve korunum sabitlerinin tam degere daha yakin oldugu ayrica her
iki metot icin bulunan yakinsaklik oraninin Crank Nicolson zaman pargalanmasinin

dogrulugu olan 2 civarinda oldugu goriilebilir.

Sekil 5.1’de h = 0.005 ve At = 0.001 i¢in ¢ = 1 zamanindaki mutlak hatalar
¢izilmigtir. Sekilden, hatalarin her iki metot i¢in de orta kisimlarda geldigi ve boylece

sinir sartlarindan kaynakl bir hata olugsmadig soylenebilir.

5 5
15 x10 1.5 x 10
1 1
0.5¢ 0.5¢
0 ' 0 A '
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
a) Metot 3 b) Metot 4

Sekil 5.1 : A = 0.005 ve At = 0.001 i¢in t = 1 zamanindaki mutlak hatalar

Ikinci olarak programlar —30 < z < 30 tamm araliginda sabit At = 0.00001 ve farkli
h degerleri icin ¢aligtirilmig ve L., hata normu, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar:
Cizelge 5.2’de verilmistir. Cizelge 5.2 incelendiginde konum artim uzunlugu azaldikca
hatalarin her iki metot igin de azaldig1 goriilebilir. Korunum sabitlerinin A = 1 igin
iyi sonuglar vermedigi ancak konum artim uzunlugu azaldikca daha iyi sonuglar verdigi
goriilebilir. Her iki metodun sonugclar1 karsilagtirildiginda sonuglarin hemen hemen ayni

oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 5.2 : At = 0.00001 ve farkli konum artimlar: igin

hata normlari, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar:

Metot 3
h 4 Cy Lo Y.O
1 1.9671825244 | 4.5073620321 | 1.94x107! | -
0.5 | 1.9999203654 | 7.1234626172 | 4.95x1073 | 5.29
0.2 | 2.0000000072 | 7.3290418800 | 7.16x107° | 4.62
0.1 | 2.0000000000 | 7.3330751004 | 4.33x107% | 4.05
0.05 | 2.0000000000 | 7.3333173459 | 2.69x10~" | 4.01
Tam | 2 7.3333333333 | O

Metot 4
h Gy (@) Lo Y.O
1 1.9671825244 | 4.5073620320 | 1.94x1071 | -
0.5 | 1.9999203654 | 7.1234626171 | 4.94x1073 | 5.29
0.2 | 2.0000000072 | 7.3290418801 | 7.16x107° | 4.62
0.1 | 2.0000000000 | 7.3330751004 | 4.33x1075 | 4.05
0.05 | 2.0000000000 | 7.3333173458 | 2.69x10~" | 4.01
Tam | 2 7.3333333333 | 0

Sekil 5.2’de At = 0.00001 ve h = 0.05 i¢in t = 1 zamanindaki mutlak hatalar

¢izilmistir. Sekilden en yiiksek hatalanin her iki metot icin de z = 5 civarinda geldigi

goriilmektedir.
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-7 7
3 x10 3 =10
2 2
1 1
0 ' ' 0 ‘ ‘
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
a) Metot 3 b) Metot 4

Sekil 5.2 : At = 0.00001 ve h = 0.05 i¢in ¢t = 1 zamanindaki mutlak hatalar

5.4. Iki Soliton Dalgasimin Carpismasi Test Problemi

4. boliimde oldugu gibi iki soliton dalgasinin carpigsmasi test probleminde
q = 2,0[1 = Qg = 1,51 = 4,i‘1 = —10,52 = —4,%2 =10

parametreleri segilerek —30 < z < 30 konum araligi tizerinde programlar ¢ = 5

zamaninda kadar calistirilacaktir.

Cizelge 5.3’te h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in baz zamanlardaki korunum sabitlerinin
yaklagsik degerleri Metot 3 ve Metot 4 icin verilmistir. Iki soliton dalgasinin hareketi
test probleminde korunum sabitlerinin sayisal degerleri; soliton dalgalarinin hareketi,
carpigmast ve birbirlerinden ayrildig1 siire boyunca sabit kalmasi gerekmektedir.
Korunum sabitlerinin yaklagik degerleri incelendiginde Metot 3’tin Metot 4’e gore daha

iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.



Cizelge 5.3 : h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in baz1 zamanlardaki

korunum sabitleri

Metot 3

Metot 4

Ch

Co

Ch

Cy

4.0000000001

14.6661502037

4.0000000001

14.6661502037

3.9999992721

14.6661413988

4.0000983095

14.6665927346

4.0000066591

14.6662068642

4.0001889965

14.6668780440

4.0000022103

14.6661721353

4.0003050464

14.6675041259

3.9999991061

14.6661354876

4.0004061493

14.6680073404

U~ W IiN |~ ] O

3.9999994469

14.6661385046

4.0005036186

14.6684328093

Tam

4

14.6666666667

4

14.6666666667
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(izelge 5.4’te ise zaman artim uzunlugu At = 0.01 olarak aymi segilirken bu kez

h = 0.01 konum artimi i¢in baz1 zamanlardaki korunum sabitlerinin yaklagik degerleri

Metot 3 ve Metot 4 i¢in verilmigtir.

Konum artim uzunlugu kiigiiltiildiigiinde de

Metot 3 kullanildiginda elde edilen korunum sabitlerinin yaklagik degerlerinin Metot

4 kullanildiginda elde edilen yaklagik degerlere gore daha diigiik oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5.4 : h = 0.01 ve At = 0.01 i¢in baz1 zamanlardaki

korunum sabitleri

Metot 3

Metot 4

Ch

Cy

Ch

Cy

4.0000000001

14.6666666143

4.0000000001

14.6666666143

3.9999992515

14.6666589972

4.0000982884

14.6671103380

4.0000065050

14.6667283214

4.0001888508

14.6673992746

4.0000021478

14.6666889970

4.0003049949

14.6680208868

3.9999990804

14.6666531816

4.0004061300

14.6685251192

L |-~ W IN |~ ] O

3.9999994314

14.6666558174

4.0005036052

14.6689503817

Tam

4

14.6666666667

4

14.6666666667
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6. NLS DENKLEMININ SAYISAL COZUMU ICIN
KUARTIK TRIGONOMETRIK B-SPLINE
GALERKIN METODU

Bu boliimde, NLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in zaman pargalanmasi yapilirken
Crank Nicolson yontemi, konuma gore pargalanma yapilirken ise onceki boliimlerden

farkli olarak kuartik trigonometrik B-spline Galerkin metodu kullanilmigtir.

6.1. Ig iterasyonlu Lineerlestirme (Metot 5)

Bir 6nceki boliimde NLS denkleminin zaman pargalanmasi icin Crank Nicolson
yontemi uygulanmis, elde edilen denklem agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak konum aralig

tizerinde intagrali ahnmig ve boylece

@) |51 = Gt a5 () da

a (4.8)

= /W(m) [S" + %(mz)” + CI% ((r? + s?) T)n} dx,

ve

/W |: n+1 4+ = At (Sa:x)nJrl _}_qg ((T2 +82) S>n+1:| dx

2
(4.9)
At At n
— /W(m) lr” — T(SM)” — 0 ((r? + s?) s) ] dx
denklemleri elde edilmisti.
m =0,1,..., N — 1 olmak iizere [z,,, T;,+1] aralig1 iizerinde kuartik trigonometrik

B-spline taban fonksiyonlarinin kullanildig

m—+2
Uz, t) =r(z,t) +is(x,t) Z THz

1=m—2
yaklagimi igin

d=oc+1ip
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almirsa

m+2

A= Z T;laj (61)

j=m—2
m—+2

s = Z Tfpj (6.2)

j=m—2
elde edilir. Boliimiin baginda da verilen (4.8) ve (4.9) denklemlerindeki W (zx) agirhik
fonksiyonu yerine kiibik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari,  ve s bilinmeyenleri

yerine ise (6.1) ve (6.2) egitlikleri kullamldiginda

m+2 Tm+1 At Tm+1
"
/T,Tjdx p;-”“l — 5 /ET] dx 0;-““1

Tm+1
_ I Z Z / T, [TkPZHTlp?H +TkUZ+1TlU?+1} Tidx | o7

k=m—2l=m—2

m+2 Tm+1 o A Tm+1 (6'3)
t /! n
— / TiTydx | pf + - / TT; dx | o}
j=m—2 A A
m+2  m+2 1

qAt A o )
5 Z Z /Ti[TkPlePl + TyoTio} ] Tdx | o

k=m—2Il=m—2

Tm
ve
m-+2 Tmil Tmi1
/TiTjd:c U;LJFI—F% /T@'T;dx py
Jj=m—2 T T

Tm+1
m+2  m+42
qAt

+ T Z Z / T, [Tkprkz+1Tlp;1+1 4+ TkUZHTlU?H] Tjdx p;;ﬂ

m-+2 Tm+1 o A Tm+1 (64)
t /!
-3 e o S [ mzan ) g
j=m=2 Tm Tm
th m+2  m-+2 Tmt1
-5 > 2 | [ BLeiTif + TiopTiop) Tyde | g
k=m—21l=m—2 T

ifadeleri elde edilir. (6.3) ve (6.4) yaklagimlarinda hesaplanmasi gereken integrallerin

alt boliinme araliklarindan bagimsiz olarak hesaplanabilmesi igin
E=r—op

doniigiimii yapilirsa, [z, T,.1] araligl [0, h] araligina doéniigiir. Bu durumda (6.3) ve
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(6.4) yaklagimlar:
. h h

n At /! n
/Tz‘Tjdf Pt 3 /TzT] d¢ | o7t
2

j=m— 0 0

T‘z [Tkpk+1j-vlpn+1 + Tk02+1ﬂ0n+1} /I‘jdf O.n+1

m—+2 h At h (65)
- /TJ}dg o+ 5 /TTd§ o"
J=m=2 0 0
gAr T2 h
+ >y /T [Tupp T + ThopTio}] Tyd€ | o
k=m—-21=m—-2 \
ve
h h
= n+1 At n+1
> T,T;d¢ | ot + T.T;d¢ | p}
j=m=2 0 0
At m+2 m+2 h
QT Z Z /TZ [Tkpk;HTanH I TkJZHTlUnH] T.de p;LH
k=m—21l=m—2
miz ([0 O\ {0 (6.6)
-y /mdg T /Tﬂydé o
j=m=—2 0 0
gAr T2 T h
SIS Y | [ nmatior + Topmon T | o
k=m—-21=m-2 \,
olarak elde edilir.  (6.5) ve (6.6) ifadelerindeki integrallerin hesaplanmasi igin

(3.25-3.28) esitliklerinde verilen T,,,—2 (£), Trm-1(&), T (&), Timi1 (&) ve Ttz (§),
kuartik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt
araliktaki eleman matrislerinin her bir elemam ¢,5 : m — 2, m — 1, m,m + 1,m + 2

olmak tizere

(6.7)
T, > Y [T Do + Teo T o] Thdg

h
D = / Ty [0 Ty + Tyot TioT) T;dé
0 =m
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olarak almirsa, (6.5) ve (6.6) yaklagimlar

e T
(0m727 Om—1,0m; Om+1, 0m+2)

g =
e T
P = (pm—27pmfl7pm’pm+17pm+2)
olmak {izere
e e\n At e e\n Atq e e\n
A7 (= S (o) - S (o) (638)
At At
_(Ae(pe)n+TBe(Oe)n_i_TqDe(O_e)”’)
ve
n Qb ..o Atq o o
A (o)™ + S B° ()" =0 (o) (6.9)
e e\n At e e\n Atq e e\n
- (@ - FE O -

olarak eleman matrisleriyle yazilabilir. (6.8) ve (6.9) yaklagimlarinda bulunan eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N — 1 i¢in birbirlerine eklenmesi sonucunda

T
oF = (0—270—17 e 70'N—170'N70'N+1)
P = (/0—27 P15+ PN-1)PN> pN-‘rl)
olmak tizere
At At At At
Apn—H — —RBe"t! _ _qCUn—H — Apn + —Bo" + _qDO-n (610)
2 2 2 2
ve
At At At At
Ao+ =B 4+ TqCp”“ = Ao" — —-Bp" - Tqu” (6.11)

elde edilir. (6.10) ve (6.11) denklemlerinden olugan denklem sistemi 2N + 8 denklem
ve 2N + 8 bilinmeyenden olugan ve her bir satirinda en fazla 18 eleman sifirdan farkh
olan bir sistemdir. Sinir gsartlarim sisteme adapte etmek icin sistemdeki ilk iki ve son

iki denklem silinip bolgenin u¢ noktalarindaki

Ul(a,t)
U(b,t)

sinir gartlar1 kullanilarak o_5, p_, ve

r(a,t) +is(a,t) =0,

r(b,t) +is(b,t) = 0

ON+1, Py4+1 Yok edilirse denklem sistemi 2N + 4

denklem ve 2N + 4 bilinmeyenden olusan denklem sistemine indirgenmis olur. Simir
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sartlar1 uygulanirken ve denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin ilk olarak bulunmasi
gereken

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
<0-727 P20 _1,P_1,-sO0N_1,PN-1:ON+ PN> UN+17 pN+1>

baglangic bilinmeyenler vektorii aranirken Metot 1’de kuadratik trigonometrik B-spline
fonksiyonlari, Metot 3’te kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar kullanilirken
Metot 5te farkli olarak kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlar kullanilacaktir.

Lineerlegtirme ise Metot 1 ve Metot 3’te yapilan lineerlestirme ile aynmdir.

Denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunan

n+l n+l _n+l ntl n+1 n+1 n+l n+l _n+l n+1
(0 Py o P e ON L PN TN 5 PN O 1 PN )
bilinmeyenler vektorii kullanilarak istenilen zamanlardaki ve x = x,, noktasindaki

bilinmeyen U™ fonksiyonu, boliinme noktalarindaki kuartik trigonometrik B-spline

fonksiyonu kullanilarak bulunur.

6.2. Rubin Graves Lineerlestirmesi (Metot 6)

Kuadratik Trigonometrik B-spline boliimiinde NLS denkleminin = zaman
parcalanmasi icin Crank Nicolson yontemi uygulanmig ve lineerlestirme i¢in Rubin
Graves tarafindan onerilen yaklagim kullanilmig, elde edilen denklem agirlik fonksiyonu
ile carpilarak konum araligi {izerinde intagrali alinmig ve boylece

b

/W(:c) [Snﬂ _ %(Txx)n—&-l _ QTN (37 + s7s™) 7+ 4 2psnsn ) | dos
o (4.31)
= [ [+ S - B v sy 7] o
ve
b
/W(:r) {TTLH + %(Sm)nﬂ + %At ((38™s™ + rpr™) gL 4 2gnynpnt ) | dy
“ (4.32)
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esitliklerine ulagilmigti.
m—+2
ro= ), Tio
j=m—2
m+2
_ 4
s = > Ty
j=m—2
esitlikleri ile birlikte W (z) agirhk fonksiyonu igin kuartik trigonometrik B-spline
sekil fonksiyonlar1 kullamildiginda, (4.29) ve (4.30) denklemleri i¢in [@,, Zy41] araligy

tizerindeki yaklagimlar

m+2 ITm+1 ITm+1

At
Z /TZT]CZZL’ p;z—i—l o 7 / TZT]”dZE O.;H—l

Tm Im
Tm+1

SIS Y | [ menoitior + Tt Tids | o3

J

Tm
Tm+1

RN / T, 2Ty} Tipp) Tyda | i) (6.12)

Tm

m+2 Tm+1 At Tm+1
IR TR S i b
J=m=2 T Tm

gAt TR 2 Tmt1
Ty > D / T; [TroiTio} + Trpi Tip}] Tidx | of

k=m—2Il=m—2

Tm
ve
Tm+1 Tm+1
m+-2 1 At 1
TiT;dx U;H_ —i-? T} dx ng'
j=m—2
Tm Im

m+2  m+2 TmA1

At
qT > > / T, [Thoy Tioy + 3ThpiTipy) Tyda | pi*
qAt

k=m—2Il=m—2

Tm

m+2  m+2 TmA1
—1—7 Z Z /Ti[QTkJZTlp}"‘]Tjdx O'?—H (6.13)
k=m—2Il=m—2 T
m+2 Tm+1 Tm+1
At
-3 | |- S [ raya) o
m+2  m+2 TmA1

—qA T T n n n
T Z Z /Ti[TkPlePz + TyopTio7| Tydz | pf
k=m—2l=m—2 o

olarak elde edilir. (6.12) ve (6.13) yaklagimlarindaki hesaplanmasi gereken integrallerin

alt boltinme araliklarindan bagimsiz olarak hesaplanabilmesi i¢in

=z —ux,
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dontigiimii yapilirsa, [z, Z,,+1] araligr [0, ] arahgima déniigiir. Bu durumda

m—+2 h At h

> S| [nma | o - 5| [riayae | o

J=m=2 0 0

th m+2 m+42

-5 S| | T BTwopTiof + ThppTip}) Tyds | o™
k=m—2Il=m—2
m+2 m+2

3 qTAt nt1 (6.14)
k 2l=m—2

0

h
At
( e | o+ 5| [1iavae | o
0
2

n

T; [TyopTiop + Trpp Tipp | T3d€ | o

h
0/

h
[ eTemn T | g
0
) h

h

0/

ve
h

h
m—+2 " At n
Al TiTjdf) o+ g | [y | o
= 0 0
AL m+2  m+2 h
DD / T, [Ty Tio + 3Tl Tigf) Tyde | it
k=m—2l=m-—2 0
h
At m m-+2
+ qT ( / T; [2Two} Tp}) Tyde | o (6.15)
l=m 0
m—+2 h
- /Tﬂ}df o — =" Tij’df Py}
j=m—2 0
h
gAt ¢ 2
+t Ti [Tepi Tip) + TroiTio7) Td€ | pf
k:m72l:mf 0

ifadeleri elde edilir. (6.14) ve (6.15) ifadelerindeki integrallerin hesaplanmasi i¢in Metot

5’te oldugu gibi Ty, 2 (€) , Trne1 (&), T (&), Trnt1 (€) ve Thnpa (€) kuartik trigonometrik

B-spline sekil fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman
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matrislerinin her bir elemani 2,7 : m —2,m —1,m,m+1,m+ 2 ve
h
A, = [T

0
h
B, = [T
0

h m+2  m+2
C; = [T 3 Y Bl + Tl Tl T,
0 k=m—2I1l=m—2
h 2 me2
D; = / Ty [2Txoy Tipp'] T)d,
0 k=m—21l=m—2
h m+2  m+2
E; = / T, Y Y [MoyTio} + Tepp Tip)] Ty,
0 k=m—2Il=m—2
h m+2  m+2
}7;; — /’TZ Z Z [TkO'ZCTZO'?‘f‘ngpZﬂp?]]}dg
k=m—21l=m—2

—~ ©

olarak almirsa, (6.14) ve (6.15) yaklagimlar:

e T
g — (O-m727 Om—1y0m, Om+1, 0m+2)
e T
05 = (P2 Pt Pons Prat1s Pms2)
olmak tizere
i At

A (p°) B (0¢)t — Bl e (geyrit _ B pe eyt

2
. At N n (6.16)
- (A S e - S )
* At At At
AT G T Sy et
n At Atq ., n :
- (e - B ) S )
olarak eleman matrisleriyle yazilabilir. (6.16) ve (6.17) yaklagimlarinda bulunan eleman
matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda
T
o = (0-—270-—1a'"7UN—17UN7UN+1)

T
P = (10—27p—17"‘7pN—17pN7pN+1)

olmak tizere

At At At At At

A n+l
p 2 2 2 2 2
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ve

At At At At At
Aan+l+73pn+1+Tqun+1+Tqun+l:Ao—n_TBpn_*—Tq

Ep"  (6.19)
elde edilir. (6.18) ve (6.19) denklemlerinden olusan denklem sistemi Metot 5’te oldugu
gibi 2N + 8 denklem ve 2N + 8 bilinmeyenden olugan ve her bir satirinda en fazla 18

elemamn sifirdan farkli olan bir sistemdir. Sinir sartlarininin sisteme adapte edilmesi ve

denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in ilk olarak bulunmasi gereken

0 0 0 0 0 0 0 0 _0 0
<0—27p—2>a—1ap—17"'7UN—lﬂlON—bUN?pN?0N+1apN+1)

baslangic bilinmeyenler vektoriintin bulunmasi icin yapilacak iglemler Metot 5’te

yapilanlar ile aynmidir. Denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunan

n+l1 n+l n+l n+l1 n+1 n—+1 n+l n+l n+1 n+1
(0, 0 0 P s ON L PN TN PN TN 1 PN 1)
bilinmeyenler vektorii kullanilarak istenilen zamanlardaki z = z,, noktasindaki

bilinmeyen U™*! fonksiyonu béliinme noktalarindaki kuartik trigonometrik B-spline

fonksiyonu kullanilarak Metot 5te oldugu gibi bulunur.

6.3. Soliton Dalgasinin Hareketi Test Problemi

Dordiincii ve beginci boliimlerde oldugu gibi soliton dalgasinin hareketi test
probleminde ¢ = 2, S = 4, a = 1 secimleri yapilarak —30 < x < 30 konum aralig
tizerinde programlar ¢ = 1 zamanina kadar cahstirilacaktir. ilk olarak —30 < x < 30
tanim arahiginda sabit A = 0.005 ve farkli At degerleri igin programlar caligtirilmis ve
L, hata normu, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar1 Cizelge 6.1'de verilmistir.
(izelge 6.1 incelendiginde zaman artim uzunlugu azaldikca hatalarin her iki metot
icin de azaldigi, ancak Metot 5'te Metot 6’ya oranla korunum sabitlerinin yaklagik
degerlerinin analitik degere daha ¢ok yaklagtig ve yakinsaklik oraninin her iki metot i¢in

Crank Nicolson zaman parcalanmasinin dogrulugu olan 2 civarinda oldugu goriilebilir.



(izelge 6.1 : h = 0.005 ve farkli zaman artimlar: icin

hata normlari, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar:

Metot 5
At Ch Cy Lo Y.O
0.1 1.9958141853 | 7.2814507488 | 1.12x 10 -
0.05 | 1.9997574728 | 7.3307504010 | 2.72x1072 | 2.04
0.02 | 1.9999939804 | 7.3332713650 | 4.22x1073 | 2.03
0.01 | 1.9999996255 | 7.3333295269 | 1.05x1073 | 2.01
0.005 | 1.9999999766 | 7.3333330975 | 2.62x10~* | 2.00
0.002 | 1.9999999994 | 7.3333333275 | 4.19x107° | 2.00
0.001 | 2.0000000000 | 7.3333333332 | 1.05x107° | 2.00
Tam | 2 7.3333333333 | 0
Metot 6

At Ch Cy Lo Y.O
0.1 2.0559950917 | 7.6975721391 | 1.65x10~! | -
0.05 | 2.0063580970 | 7.3653612767 | 3.60x102 | 2.19
0.02 | 2.0003960347 | 7.3351710654 | 5.72x 1073 | 2.01
0.01 | 2.0000491443 | 7.3335551919 | 1.43x1073 | 1.99
0.005 | 2.0000061214 | 7.3333605790 | 3.59x10~* | 2.00
0.002 | 2.0000003909 | 7.3333350585 | 5.76x107° | 2.00
0.001 | 2.0000000488 | 7.3333335484 | 1.44x107° | 2.00
Tam | 2 7.3333333333 | 0
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Sekil 6.1’de h = 0.005 ve At = 0.001 i¢in ¢t = 1 zamanindaki mutlak hatalarin her

iki metot i¢in konum araliginin orta noktasi olan z = 5 civarlarinda en yiiksek hataya

sahip oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla sinir sartlarinin uygulanmasindan kaynakl bir

hata artisi olmadig1 soylenebilir.
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-5 -5
15 x10 ‘ , ‘ 15 =10
1 1
0.5} 0.5¢1
0 ' 0 ‘ ‘
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
a) Metot 5 b) Metot 6

Sekil 6.1 : A = 0.005 ve At = 0.001 i¢in ¢t = 1 zamanindaki mutlak hatalar

Ikinci olarak programlar —30 < z < 30 tanim araliginda sabit At = 0.00001 ve farkh
h degerleri icin ¢aligtirilmis ve L., hata normu, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlari
Cizelge 6.2°de verilmigtir. Cizelge 6.2 incelendiginde konum artim uzunlugu azaldikca
hatalarin her iki metot i¢in de azaldigi goriilebilir. A = 1 konum artim uzunlugu i¢in her
iki metotta da korunum sabitlerinin yaklagik degerlerinin tam ¢oziim degerine oldukca
uzak oldugu goriilmektedir. Konum artim uzunlugu kiiciilditkge hata normlariin
kiiciildiigii ve korunum sabitlerinin yaklagik sonuclarinin tam sonuca yaklastigi her iki
metot icin de goriilebilir. Konum artimi olan h degeri kiigiildiikce yaklagik integral
hesabindaki hata da kiigiilmektedir. Korunum sabitleri her iki metotta farkli adim
artimlarinda birbirlerine olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir. Ancak hata normlar:
kiyaslandiginda Metot 5’in daha iyi sonuglar verdigi ve her iki metot icin bulunan
yakinsama oranlari incelendiginde oranlarin 6 ve {iistiinde oldugu, diger bir ifadeyle

yakinsama oraninin oldukca yiiksek oldugu goriilmektedir.



Cizelge 6.2 : At = 0.00001 ve farkli konum artimlar1 igin

7

hata normlari, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar:

Metot 5
h 4 Cy Lo Y.O
1 3.1570615060 | 72.1575903962 | 3.80x10~! | -
0.5 | 2.0001728648 | 7.4940916692 | 5.07x107% | 6.23
0.2 | 2.0000000001 | 7.3340517927 | 5.06x107% | 7.54
0.1 | 2.0000000000 | 7.3333729982 | 6.71x107% | 6.24
0.05 | 2.0000000000 | 7.3333357360 | 6.52x107 | 6.68
Tam | 2 7.3333333333 | 0

Metot 6
h Cy Cy ey Y.O
1 3.0035440287 | 63.8916446943 | 3.62x107! | -
0.5 | 2.0001728661 | 7.4940917426 | 5.07x10~2 | 6.16
0.2 | 2.0000000002 | 7.3340517927 | 5.06x10~* | 7.54
0.1 | 2.0000000000 | 7.3333729981 | 6.66x107® | 6.25
0.05 | 2.0000000000 | 7.3333357360 | 1.03x107° | 6.01
Tam | 2 7.3333333333 | 0

At = 0.00001 ve h = 0.05 i¢in ¢t = 1 zamanindaki mutlak hatalar ¢izilmistir. Sekil

6.2’de incelendiginde hatanin her iki metot icin de orta kisimlarda geldigi goriilmektedir.

><10'10

1.5

-10

1l

0 10

a) Metot 5

0
20 -

0.5¢1

%107
r\/\/\/\/\
10 0 10 20
b) Metot 6

Sekil 6.2 : At = 0.00001 ve h = 0.05 igin ¢t = 1 zamanindaki mutlak hatalar



6.4. Iki Soliton Dalgasimin Carpismas: Test Problemi

4. ve 5. boliimde oldugu gibi iki soliton dalgasinin carpigsmasi test probleminde

q:2,a1:a2:1,51:4,£1 :—10752:—4,572:10
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parametreleri secilerek —30 < z < 30 konum araligi tizerinde programlar ¢ = 5

zamanina kadar calhigtirilacaktir.

Cizelge 6.3’te h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in baz1 zamanlardaki korunum sabitlerinin

yaklagik degerleri Metot 5 ve Metot 6 icin verilmistir. Onerilen her iki metot icin de

korunum sabitlerinin ¢alisma zamani boyunca hemen hemen ayni kaldig1 ve Metot 5

kullanildiginda elde edilen korunum sabitlerinin yaklagik degerlerinin tam sonuclara

daha yakin oldugu goriilmektedir.

Cizelge 6.3 : h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in baz1 zamanlardaki

korunum sabitleri

Metot 5 Metot 6

t o Cy 4 Coy

0 4.0000000001 | 14.6667459951 | 4.0000000001 | 14.6667459951
1 3.9999992512 | 14.6667386844 | 4.0000982879 | 14.6671900487
2 4.0000065037 | 14.6668088351 | 4.0001888495 | 14.6674797447
3 4.0000021477 | 14.6667684369 | 4.0003049948 | 14.6681002991
4 3.9999990801 | 14.6667328914 | 4.0004061295 | 14.6686048519
5 3.9999994311 | 14.6667354303 | 4.0005036047 | 14.6690300622
Tam | 4 14.6666666667 | 4 14.6666666667

(izelge 6.4’te zaman artim uzunlugu ayni alinarak konum artim uzunlugu h =

0.01 olarak sec¢ilmis ve korunum sabitlerinin yaklagik degerleri Metot 5 ve Metot 6 igin

verilmistir. Daha kiiciik secilen h ile daha fazla alt aralik tizerinden hesaplama yapilmis

ve yine Metot 5’in daha iyi sonuclar verdigi gozlenmistir.



(izelge 6.4 : h = 0.01 ve At = 0.01 i¢in baz1 zamanlardaki

korunum sabitleri

Metot 5

Metot 6

Ch

Cy

Ch

Co

4.0000000001

14.6666666730

4.0000000001

14.6666666730

3.9999992515

14.6666590560

4.0000982884

14.6671103969

4.0000065050

14.6667283808

4.0001888508

14.6673993339

4.0000021478

14.6666890557

4.0003049949

14.6680209456

3.9999990804

14.6666532404

4.0004061299

14.6685251781

U=~ W | N~ ] O

3.9999994314

14.6666558762

4.0005036052

14.6689504406

Tam

4

14.6666666667

4

14.6666666667

79
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7. NLS DENKLEMININ SAYISAL COZUMU ICIN
KUINTIK TRIGONOMETRIK B-SPLINE
GALERKIN METODU

Bu boliimde, NLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in zaman pargalanmasi yapilirken
Crank Nicolson yontemi, konuma gore parcalanma yapilirken kuintik trigonometrik

B-spline Galerkin metodu kullanilmigtir.

7.1. I¢ Iterasyonlu Lineerlestirme (Metot 7)

NLS denkleminin zaman parcalanmasi i¢in Crank Nicolson yontemi uygulanmisg,
elde edilen denklem agirlik fonksiyonu ile carpilarak konum aralig: iizerinde intagrali
alinmis ve boylece

b

@) |51 = Gt a5 () da

L, (4.8)

= /W(m) [S" + %(mz)” + CI% ((r? + s?) T)n} dx,

ve

/W |: n+1 4+ = A (Sa:x)nJrl _}_qg ((T2 +82) S>n+1:| dlL’

2
(4.9)
At At n
— /W(m) lr” - T(SM)” — 0 ((r? + s?) s) ] dz
denklemleri elde edilmisti.
m =0,1,..., N — 1 olmak iizere [z,, T 1] araligl iizerinde kuintik trigonometrik

B-spline taban fonksiyonlarinin kullanildig

m+3
Ulx,t) =r(z,t) +is(x,t) Z TP (x

1=m—2
yaklagimi igin

d=oc+1ip
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almirsa

m+2

A= Z 1350]' (71)

j=m—1
m—+2

s = Z T;p; (7.2)

j=m—1
elde edilir. Boliimiin baginda da verilen (4.8) ve (4.9) denklemlerindeki W(x)
agirlik fonksiyonu yerine kuintik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari, r ve s

bilinmeyenleri yerine ise (7.1) ve (7.2) esitlikleri kullamldiginda

m—+3 Tm+1 At Tm+1
/!
T;T;dx p;-”“l - — T;T; dx 0;-““1
. 2
j=m—2 o, Tod

Tm+1
_ I Z Z / T, [TkPZHTlp?H +TkUZ+1TlU?+1} Tidx | o7

k=m—2l=m—2

m+3 Tm+1 o At Tm+1 (7'3)
_ /TiTjdm p?—i—T /Tiﬂ'dx oy
j=m—2 A A
Tm+1

Ty Z Z /E[TkPZﬂP?JrTmZﬂa?]I}dm on

ve
Tm+1 Tm+1
S T,T:d w1y A T,T: d 1
Z iljax | o; —1-7 il dx ) p;
j:m_2 Tm Im

+ T Z Z / T, [Tkprkz+1Tlp;1+1 4+ TkUZHTlU?H] Tjdx p;;ﬂ

m-+3 Tm+1 o At Tm+1 (74)
_ Z / T,T;da 0}”1 4 5 / TiTJ{,dx p;z+1
j=m=2 Tm Tm
Tm+1

ifadeleri elde edilir. (7.3) ve (7.4) yaklagimlarinda hesaplanmasi gereken integrallerin

alt boliinme araliklarindan bagimsiz olarak hesaplanabilmesi igin
E=r—op

doniigiimii yapilirsa [x,,, Z,,41] araligi [0, h] araligina doniigiir. Bu durumda (7.3) ve
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(7.4) yaklagimlar:

m+3 h

> TTdf) i — TTJf’dg ot

j=m—2 0

J

th m+3 m+3 h
_7 Z / T, [Tepy ™ Tipp ™ + Thoy M oy ] Tydé | ot

m+3 h \ h (75)
- > /ﬂTjdg pj+7 /TTd,g o
j=m=2 0 0
m+3 m+3 h
qAt hs
D / T, [T Tyl + TyolTio) Tode | o
k=m—2Il=m—2 0
ve
h h
. n+1 At " n+1
> TTide | o3+ — | [ BT dE | ]
j=m=2 0 0

\ (7.6)
At .
/T,Tjdg o} =5 /TiTjdé o

h
/ T, [Tupy V' Tipp ™ + o' Top ] Tydé | oyt
0
) 0

k=m—2Il=m—2

At m+3 m h
REAYD /ﬂﬂﬁﬂ%+ﬂﬁﬂﬂTﬁ o
0

olarak elde edilir. (7.5) ve (7.6) ifadelerindeki integrallerin hesaplanmasi igin (3.49-3.54)
esitliklerinde verilen 75,2 (§) , Trn—1 (&), T (&), Tons1 (&), Tinra (&) ve Thyas (€) kuintik
trigonometrik B-spline egitlikleri kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki

eleman matrislerinin her bir elemanm 7,7 : m —2,m —1,m,m + 1, m + 2, m + 3 icin

0
h
B = [T
0
h i3 mes (7.7)
ij _ /Ti Z Z [TkpkHsznH + Tko_z+1Tan+1} T;d¢
k=m—2l=m-—2

0
h m+3 m—+3
Dy, = / TS S TeoTipp + Thop Tioy) Tyde
O =m
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olarak almirsa, (7.5) ve (7.6) yaklagimlar

e T
o = (Om727O—mflao_mvam+laam+27o_m+3)
e T
P = (pmf2>pmflapm’pm+1>pm+27pm+3)
olmak {izere
e e\n At e e\n Atq e e\n
Ay = Bl (o - Bl ey (78)
N At .
- (A G e ).
ve
e e\n At e (AL At(] e c\n
A (o) 4 L (et 1 Bl e gy (79)

olarak eleman matrisleriyle yazilabilir. (7.8) ve (7.9) yaklagimlarinda bulunan eleman

matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda

T
oF = (0—270—17 e 70'N7UN+170'N+2)

T
p = (/0—27 P_1y- 3 PNs PN+1> pN+2)

olmak tizere

At At At At
Apn—H . _Ba_n—H i _qCUn—H — Apn + — Bo" + _qDO-n (710)
2 2 2 2
ve
At At At At
Ao™t + 7BP"+1 + chﬂn+1 = Ao" — —Bp" - Tqun (7.11)

elde edilir. (7.10) ve (7.11) denklemlerinden olugan denklem sistemi 2N + 10 denklem
ve 2N + 10 bilinmeyenden olusan ve her bir satirinda en fazla 22 elemani sifirdan farkh
olan bir sistemdir. Sinir gsartlarim sisteme adapte etmek icin sistemdeki ilk iki ve son

iki denklem silinip bolgenin u¢ noktalarindaki

Ula,t) = r(a,t)+is(a,t) =0,
U,t) = r(b,t)+is(b,t)=0

siur sartlart kullanilarak o_, p_5 ve on42, pyoo yOK edilirse denklem sistemi 2V + 6

denklem ve 2N + 6 bilinmeyenden olusan denklem sistemine indirgenmis olur. Simir
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sartlart uygulanmig (7.10) ve (7.11) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in ilk olarak

bulunmasi gereken

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(0727p7270717p717'”7UvaN7UN+17pN+170N+27pN+2)

baslangi¢ bilinmeyenler vektorii aranirken Metot 7’de farkl olarak kuintik trigonometrik
B-spline fonksiyonlar kullanilacaktir. Lineerlegtirme de ise Metot 1, Metot 3, Metot 5’de

yapilan lineerlegtirme aynen uygulanacaktir.

Denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunan

n+l n+l _n+l n+tl n+l1 n+l _n+l n+1 n+1 n+1
(00 Py ot Pt e O PN O N1y PN 1 TN 2s PN 2)
bilinmeyenler vektorii kullanilarak istenilen zamanlardaki z = =z, noktasindaki

bilinmeyen U™™! fonksiyonu, boliinme noktalarmdaki kuintik trigonometrik B-spline

fonksiyonu kullanilarak bulunur.

7.2. Rubin Graves Lineerlestirmesi (Metot 8)

NLS denkleminin zaman parcalanmasi i¢in Crank Nicolson yontemi uygulandiktan
sonra lineerlegtirme i¢in Rubin Graves tarafindan onerilen yaklagim kullanilmig, elde

edilen denklem agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak konum aralig1 iizerinde integrali alinmig

ve boylece
b
/W(x) [SHH — %(ﬂm)nﬂ — qTAt ((3rmr™ + ss™) rntl 4 2pngngntl) | do
‘o (4.31)
= /W(m) [Sn + %(Tm)” - qTAt (r"r™ 4 s"s™)r" | dx
ve
b
/W(x) {rnﬂ + %(5961)%1 + %At ((3s"s™ + rrm) sn Ll 4 23”7"”7‘”*1)1 dx
o (4.32)

— /W(x) [7’” - %(sm)” + qTAt (r"r™ + s"s™) s™| dx
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esitliklerine ulagilmigti. Bir 6nceki alt boliimde elde edilen

m—+3

r = Z T;)O'j

j=m—2
m+3

5 = Z T7p,

j=m—2
esitlikleri ile birlikte W (z) agihik fonksiyonu igin kuintik trigonometrik B-spline
sekil fonksiyonlar: kullamldiginda, (4.29) ve (4.30) denklemleri igin [z, T, 41] arahig

tizerindeki yaklagimlar

m+3 Tm+1 At Tm+1
[ T | g - | [ mayag | oy
J=m=9 Tm Tm
A m+3  m+3 Tl
T >y / T; [3Two} Tio} + ThpiTip) Thde | o't
k=m—21l=m—2 T
q m+3  m+3 Tl
SIS Y | [ nename s | g (7.12)
k=m—21l=m—2 B
m—+3 Tm+1 Tm+1
-y / T.T;d¢ n+§ / TTVds | on
A P T it j
j=m=2 Tm Tm
m+3  m+3 Tm 1

SIS S| [ nimortior + Tt T | o

k=m—2l=m—2 T

ve
m+3 Tm+1 At ITm+1
m+3 mm+3 L1 "
q_

> 3 | [ nimoitior + stigmn T | oy

2 k=m—2Il=m-—2 T
q At m+3  m+3 Tmt1
Sy / T, [2Tho} Tigf) Tyde | o+ (7.13)
k=m—2Il=m-—2 T
m+3 Tm+1 Tm-+1
- [ ) op -5 [ mayac | o
Jj=m=2 Tm Tm

m+3  m+3 TmA1

q Ve n n n n
7 Z Z /Ti[TkPlePl + TyopTio7] Tyd€ | o]
k=m—2Il=m—2

Tm

olacak gekilde elde edilir. (7.12) ve (7.13) yaklasimlarinda hesaplanmasi gereken

integrallerin alt boliinme araliklarindan bagimsiz olarak hesaplanabilmesi icin daha
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onceki boliimlerde oldugu gibi

E=z—uu,

doniigiimii yapilirsa [2,,, Z,, 1] araligi [0, h] araligina doniigiir. Bu durumda

h h

m+3 At
S S| [rma | o -5 | [y | o
=m—2

j=m-— 0 0
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ifadeleri elde edilir. (7.14) ve (7.15) ifadelerindeki integrallerin hesaplanmasi i¢in Metot

7de oldugu gibi Thuos (€), T (), T (&) Tst (€), Ttz (€) ve Touys (€) kuintik

trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt

araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani i,5 : m — 2,m — 1,m,m + 1,m + 2,



87

ve m + 3 i¢in

h
A = / TiT;dg,
0
h
B, = [T
0
h i3 me3
C; = [T 3 Y BT + T Tl T,
0 k=m—21l=m—2
h m43  mes
D = /T S > RTiop Tl Ty,
0 k=m—2I1l=m—2
h m43  mes
E = /TZ Z Z [TxorTio] + TrpyTip)] T;dS,
0 k=m—2I1l=m—2
h m+3  m+3
F;; — /’TZ [TkO'ZCEO'?‘f‘ngpZﬂp?]]}dg

0
olarak almirsa, (7.14) ve (7.15) yaklagimlar

e T
o - (Um—Qu Om—1y0m; Om+1 Om+2, 0m+3)

e

T
P = (pm—Qv Pm—15 Pm> pm+17 pm—|—27 pm+3)

olmak iizere

A A A
n+l _tB@ (O_e)n—f—l . ﬂce (O_e)n—l—l _ ﬂDe (O’e)n+1

2

A (p°) 5 7.15)
At Atq <Je)n> .

v At At At
Ae (O.e)n-‘rl + —Be <pe)n+1 + Tqu (Ioe)n—l—l + TqDe (pe)n+1 (7 17)
n At Atg ., n .
—(Ae(ae) =5 B ()" + =B () )

olarak eleman matrisleriyle yazilabilir. (7.16) ve (7.17) yaklasimlarinda bulunan eleman

matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda

T
o = (0—270—1u e 70'N7UN+170'N+2)

T
p = (/0—27 P_1y- 3 PNs PN+1> pN+2)

olmak iizere
At At At At At
Bo_n+1 B qCO_n+1 . _qDan-‘rl _ Apn + — Bo" — _qE’O_n7 (718)

A n+l
p 2 2 2 2 2
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ve

At At At At At
Aan+l+73pn+1+Tqun+1+Tqun+l:Ao—n_TBpn_*—Tq

Ep"  (7.19)
elde edilir. (7.18) ve (7.19) denklemlerinden olusan denklem sistemi Metot 7’de oldugu
gibi 2N + 10 denklem ve 2N + 10 bilinmeyenden olusan ve her bir satirinda en fazla 22

elemamn sifirdan farkli olan bir sistemdir. Siir sartlarininin sisteme adapte edilmesi ve

denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in ilk olarak bulunmasi gereken

0 0 0 0 0 0 _0 0 0 0
(0—27p—2>a—1ap—17"'7UNﬂpN7ON+17pN+170N+2apN+2)

baslangic bilinmeyenler vektoriiniin bulunmasi icin yapilacak islemler Metot 7’de

yapilanlar ile aynmidir. Denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunan

n+1 n+l n+l n+l1 n+l n+1 n+1 n—+1 n+1 n+1
(025, o, 0 P, s o Py aUN+17pN+170N+27pN+2>
bilinmeyenler vektorii kullanilarak istenilen zamanlardaki z = z,, noktasindaki

bilinmeyen U™ fonksiyonu béliinme noktalarmdaki kuintik trigonometrik B-spline

fonksiyonu kullanilarak Metot 7’de oldugu gibi bulunur.

7.3. Soliton Dalgasinin Hareketi Test Problemi

Onceki boliimlerde oldugu gibi soliton dalgasinin hareketi test probleminde ¢ = 2,
S =4, a = 1 segimleri yapilarak —30 < x < 30 konum araligi iizerinde programlar
t = 1 zamanina kadar calistirlacaktir. Onceki boliimlerde de oldugu gibi ilk olarak
—30 < x < 30 tamim araliginda sabit h = 0.005 ve farkli At degerleri i¢in programlar
caligtirilmis ve Lo, hata normu, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar1 Cizelge 7.1°de
verilmistir. Cizelge 7.1 incelendiginde zaman artim uzunlugu azaldikca hatalarin her
iki metot i¢in de azaldigl, korunum sabitlerinin birbirlerine yakin oldugu ve Metot 7’nin
daha iyi sonuclar verdigi soylenebilir. Ayrica her iki metot i¢in de yakinsaklik oraninin

Crank Nicolson zaman parcalanmasinin dogrulugu olan 2 civarinda oldugu goriilebilir.



Cizelge 7.1 : h = 0.005 ve farkli zaman artimlar: icin

hata normlari, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar:

Metot 7
At Ch Cy Lo Y.O
0.1 1.9958141853 | 7.2814507484 | 1.12x107! | -
0.05 | 1.9997574728 | 7.3307504007 | 2.72x1072 | 2.04
0.02 | 1.9999939804 | 7.3332713649 | 4.22x1073 | 2.03
0.01 | 1.9999996255 | 7.3333295266 | 1.05x1073 | 2.01
0.005 | 1.9999999766 | 7.3333330973 | 2.62x10~* | 2.00
0.002 | 1.9999999994 | 7.3333333273 | 4.19x107° | 2.00
0.001 | 2.0000000000 | 7.3333333329 | 1.05x107° | 2.00
Tam | 2 7.3333333333 | 0
Metot 8

At Ch Cy Lo Y.O
0.1 2.0559950917 | 7.6975721385 | 1.65x107! | -
0.05 | 2.0063580970 | 7.3653612764 | 3.60x102 | 2.19
0.02 | 2.0003960347 | 7.3351710652 | 5.72x1073 | 2.01
0.01 | 2.0000491443 | 7.3335551916 | 1.43x1073 | 1.99
0.005 | 2.0000061214 | 7.3333605787 | 3.59x10~* | 2.00
0.002 | 2.0000003909 | 7.3333350583 | 5.76x107° | 2.00
0.001 | 2.0000000488 | 7.3333335482 | 1.44x107° | 2.00
Tam | 2 7.3333333333 | 0
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Sekil 7.1’de h = 0.005 ve At = 0.001 i¢in ¢ = 1 zamanindaki mutlak hatalar

¢izilmigtir. Daha 6nceki boliimlerde oldugu gibi her iki metot i¢in de maksimum hatalar

konum araliginin orta kisimlarinda gelmektedir.
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5

5

a) Metot 7

10

15
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b) Metot 8

Sekil 7.1 : A = 0.005 ve At = 0.001 i¢in ¢t = 1 zamanindaki mutlak hatalar

Programlar —30 < x < 30 tamim araliginda sabit At = 0.00001 ve farkli h

degerleri icin tekrar calistirilmig ve Cizelge 7.2’de L., hata normu, korunum sabitleri

ve yakinsaklik oranlar1 verilmistir.

Cizelge 7.2 : At = 0.00001 ve farkli konum artimlar i¢in

hata normlar1, korunum sabitleri ve yakinsaklik oranlar

Metot 7
h Cy (@ Lo Y.O
1 1.9872139810 | 6.5604633697 | 1.54x107! | -
0.5 | 2.0000060068 | 7.3184408395 | 8.98x10~* | 7.42
0.2 | 2.0000000000 | 7.3333084969 | 1.27x1075 | 7.16
0.1 | 2.0000000000 | 7.3333329918 | 1.30x107® | 6.61
0.05 | 2.0000000000 | 7.3333333281 | 1.17x1079 | 3.47
Tam | 2 7.3333333333 | O

Metot 8
h Cy Cy Lo Y.O
1 1.9872141081 | 6.5604603508 | 1.54x107! | -
0.5 | 2.0000060068 | 7.3184408395 | 8.98x10~* | 7.42
0.2 | 2.0000000000 | 7.3333084969 | 1.27x107% | 7.16
0.1 | 2.0000000000 | 7.3333329918 | 1.30x107® | 6.61
0.05 | 2.0000000000 | 7.3333333281 | 1.58x107° | 3.04
Tam | 2 7.3333333333 | O




91

(Cizelge 7.2 incelendiginde konum artim uzunlugu h kiigiildiikce yaklagik integral
hesabindaki hatanin ve L., mutlak hatalarinin kiiciildiigii goriilmektedir. Her iki metot
icin bulunan yakinsama orani incelendiginde oranin her iki metot i¢in 6nce 7 civarinda
oldugu ardindan diistiigii goriilebilir.  Bu durum kuintik trigonometrik B-spline
fonksiyonlar kullanildiginda hesaplanan integrallerin sayisinin yiiksek olmasi, yuvarlama
hatalar1 gibi sebeplerden dolay1 artik daha kiiciik konum artimlar: kullanildiginda daha

iyi sonuclar elde edilemeyecegi anlamina gelmektedir.

Sekil 7.2’de At = 0.00001 ve h = 0.05 i¢in t = 1 zamanindaki mutlak hatalar
¢izilmistir. Sekil incelendiginde mutlak hatalarin her iki metot i¢in ¢nceki boliimlerde

oldugu gibi konum araliginin orta kisimlarinda geldigi goriilmektedir.

-9 -9
15 x10 : , ‘ ) x10
L.5¢
1,
1 L
0.5}
0.5
0 : 0 :
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
a) Metot 7 b) Metot 8

Sekil 7.2 : At = 0.00001 ve h = 0.05 igin ¢t = 1 zamanindaki mutlak hatalar

7.4. 1ki Soliton Dalgasimin Carpigmas: Test Problemi

Onceki boliimlerde oldugu gibi iki soliton dalgasinm carpismasi test probleminde
q = 2,@1 = Qg = 1751 :4,5%1 = —10752 = —4,532 =10

parametreleri segilerek —30 < x < 30 konum araligi iizerinde programlar yine
t = b5 zamanma kadar caligtirllacaktir. Bu durumda genlik degerleri 1 ve tepe
noktalar1 z = —10 ile x = 10 noktalarma karsilik gelen iki soliton dalgasinin hareketi
modellenmektedir. Cizelge 7.3’te h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in bazi zamanlardaki korunum
sabitlerinin yaklagik degerleri Metot 7 ve Metot 8 icin verilmistir. Korunum sabitlerinin

yaklagik degerlerinin zaman igerisinde hemen hemen sabit kaldigi goriilebilir. Ayrica
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Metot 7 kullanildiginda elde edilen sonuclarin Metot 8 kullanildiginda elde edilen

sonuclara gore daha iyi oldugu goriilmektedir.

Cizelge 7.3 : h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in baz1 zamanlardaki

korunum sabitleri

Metot 7

Metot 8

Ch

Cy

Ch

Cy

4.0000000001

14.6666659822

4.0000000001

14.6666659822

3.9999992516

14.6666583603

4.0000982884

14.6671097007

4.0000065051

14.6667276671

4.0001888510

14.6673986208

4.0000021477

14.6666883766

4.0003049949

14.6680203166

3.9999990805

14.6666525447

4.0004061292

14.6685248278

CU | &= | W | N

3.9999994314

14.6666551815

4.0005036083

14.6689516660

Tam

4

14.6666666667

4

14.6666666667

Cizelge 7.4’te ise aym1 At = 0.01 degeri ile bu kez A = 0.01 konum artimi igin

baz1 zamanlardaki korunum sabitlerinin yaklagik degerleri Metot 7 ve Metot 8 icin

verilmistir. Cizelge 7.3 ve Cizelge 7.4’te elde edilen sonuclar kargilagtirildiginda Metot 7

kullanildiginda sonuclarin degismedigi Metot 8 kullanmldiginda ise sonuglarin kotiilestigi

goriilmektedir.

(izelge 7.4 : h = 0.01 ve At = 0.01 igin baz1 zamanlardaki

korunum sabitleri

Metot 7

Metot &

Ch

Cy

Ch

Co

4.0000000001

14.6666666653

4.0000000001

14.6666666653

3.9999992515

14.6666590483

4.0000982884

14.6671103893

4.0000065050

14.6667283729

4.0001888508

14.6673993482

4.0000021478

14.6666890480

4.0003049953

14.6680269836

3.9999990804

14.6666532327

4.0004061906

14.6700953198

U =~ W | N |~ | O

3.9999994314

14.6666558685

4.0005154030

14.9120031099

Tam

4

14.6666666667

4

14.6666666667
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8. BULGULAR VE TARTISMA

Bu c¢aligmada lineer olmayan Schrodinger (NLS) denkleminin sayisal ¢oziimii,
zaman parcalanmasi i¢in Crank Nicolson yontemi ve konum pargalanmasi igin ise
kuadratik, kiibik, kuartik ve kuintik trigonometrik B-spline Galerkin yontemleri
kullanilarak elde edilmistir. Yontemler uygulandiginda elde edilen denklem sistemlerini
¢ozebilmek igin i¢ iterasyon lineerlestirmesi ile Rubin ve Graves tarafindan onerilen
lineerlestirme kullanilmistir. Boylece iki farkl lineerlestirme ve dort farkh trigonometrik
B-spline fonksiyon kullanilarak toplamda sekiz metot, NLS denkleminin sayisal ¢oziimii

icin Onerilmistir.

Metotlarin dogrulugunun kontrolii i¢in soliton dalgasinin hareketi ve iki soliton
dalgasiin carpismas: test problemleri kullamilmistir. Onerilen yontemlerde zaman
parcalanmasi i¢in Crank Nicolson yontemi kullanildigi igin yontemleri birbirinden
aywran farklilik konum parcalanmasi i¢in kullanilan trigonometrik B-spline fonksiyonlar
olmaktadir. Kuadratik, kiibik, kuartik ve kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar
kullanildiginda elde edilen denklem sistemleri sirasiyla 10, 14, 18 ve 22°li bant
matrisler olarak gelmektedir. Bu sebeple elde edilen denklem sistemleri ¢oziiliirken
maliyeti en diisiik olan yontem kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin
kullanildigi yontemler iken maliyeti en yiiksek olan yontemler kuintik trigonometrik
B-spline fonksiyonlarimin kullanildigi yontemlerdir. Lineerlegtirme yoniinden maliyetler
incelendiginde ise Rubin ve Graves lineerlestirmesinin oldukca avantajli oldugu
goriilmektedir. Zaman yoniinden i¢ iterasyonun kullanildigi yontemler Rubin ve Graves

lineerlestirmesinin kullanildig1 yontemlere gore yaklagik 3 kat daha uzun siirmektedir.

Soliton dalgasinin hareketi test probleminde 6éncelikle konum artim uzunlugu sabit
tutulup zaman artim uzunlugu kiigiiltiilerek sonuclar bulunmustur. h = 0.005 ve
At = 0.001 igin elde edilen tiim sonuglar Cizelge 8.1’de tekrar verilmigtir. Korunum
sabitlerinin yaklagik degerleri ve hata norm degerleri incelendiginde en iyi sonucu Metot
5’in yani kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonunun kullanildigi ve i¢ iterasyonla

lineerlestirmenin yapildigi metodun verdigi goriilmektedir.



(izelge 8.1: h = 0.005 ve At = 0.001 igin

korunum sabitleri ve hata normlar:

Metotlar | Cy Cy Lo

Metot 1 | 2.0000000000 | 7.3335011167 | 1.05x107°
Metot 2 | 2.0000000488 | 7.3335013318 | 1.44x107°
Metot 3 | 2.0000000000 | 7.3333333314 | 1.05x107°
Metot 4 | 2.0000000488 | 7.3333335466 | 1.44x107°
Metot 5 | 2.0000000000 | 7.3333333332 | 1.05x107°
Metot 6 | 2.0000000488 | 7.3333335484 | 1.44x107°
Metot 7 | 2.0000000000 | 7.3333333329 | 1.05x107°
Metot 8 | 2.0000000488 | 7.3333335482 | 1.44x107°
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Soliton dalgasinin hareketi test probleminde zaman artim uzunlugu sabit tutulup
konum artim uzunlugu kiigiiltiilerek sonuclar bulunmugtur. » = 0.05 ve At = 0.00001
icin elde edilen tiim sonuglar Cizelge 8.2’de tekrar verilmigtir. Korunum sabitlerinin
yaklagik degerlerinin tam sonuca yakin oldugu sonuclar Metot 7 ve Metot 8’in
kullanildig1 yontemlerden yani kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonun kullanildig:
yontemlerde elde edilmigtir. Hata norm degerleri incelendiginde ise en iyi sonucu Metot

5’in verdigi goriilmektedir.

Cizelge 8.2: h = 0.05 ve At = 0.00001 icin

korunum sabitleri ve hata normlar

Metotlar | C Cy Lo

Metot 1 | 2.0000000000 | 7.3501541167 | 3.19x 1076
Metot 2 | 2.0000000000 | 7.3501541167 | 3.19x 1076
Metot 3 | 2.0000000000 | 7.3333173459 | 2.69x10~7
Metot 4 | 2.0000000000 | 7.3333173458 | 2.69x10~7
Metot 5 | 2.0000000000 | 7.3333357360 | 6.52x 101
Metot 6 | 2.0000000000 | 7.3333357360 | 1.03x10~°
Metot 7 | 2.0000000000 | 7.3333333281 | 1.17x107°
Metot 8 | 2.0000000000 | 7.3333333281 | 1.58x10~°
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Iki soliton dalgasinin carpismasi test probleminde zaman artim uzunlugu At = 0.01
olarak sabit alinmig ve konum artim uzunlugu i = 0.1 ile A = 0.01 alinarak program ¢t =
5 zamanina kadar caligtirilmigtir. Bu test problemi ic¢in analitik ¢oziim olmadigindan
korunum sabitlerinin ¢arpigsmasi sonrasinda sabit kalip kalmadiklarina bakilabilir. Diger
bir ifade ile ¢ = 5 aninda korunum sabitlerinin yaklagik degerlerine gére bir yorum

yapilabilir. Cizelge 8.3 incelendiginde en iyi sonucu ¢ = 5 aninda Metot 5 ile Metot

7’nin verdigi goriilebilir.

Cizelge 8.3 : At = 0.01 i¢in t = 5 zamanindaki korunum sabitleri

h=0.1

h =0.01

Ch

Cy

Ch

Cy

Metot 1

3.9999994111

14.8023658179

3.9999994314

14.6679992477

Metot 2

4.0005035158

14.8046980732

4.0005036052

14.6702942054

Metot 3

3.9999994469

14.6661385046

3.9999994314

14.6666558174

Metot 4

4.0005036186

14.6684328093

4.0005036052

14.6689503817

Metot 5

3.9999994311

14.6667354303

3.9999994314

14.6666558762

Metot 6

4.0005036047

14.6690300622

4.0005036052

14.6689504406

Metot 7

3.9999994314

14.6666551815

3.9999994314

14.6666558685

Metot 8

4.0005036083

14.6689516660

4.0005154030

14.9120031099

Tam

4

14.6666666667

4

14.6666666667
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9. SONUC VE ONERILER

NLS denkleminin sayisal ¢oziimiiniin aragtirildigi bu ¢aligmada soliton dalgasinin
hareketi test probleminde elde edilen sonuclar incelendiginde, zaman artim uzunlugu cok
kiiciik secilerek zaman parcalanmasindan kaynaklanan hatanin minimuma indirildigi
ve hesaplamalarda kullanilan spline fonksiyonun derecesi arttiginda hatalarin azaldig
goriilmektedir (Cizelge 4.2, Cizelge 5.2, Cizelge 6.2., Cizelge 7.2 ). Dolayisiyla yiiksek
dereceden spline fonksiyonlar kullanildiginda islem maliyeti artarken daha iyi sonuclar

elde edilmektedir.

Ikinci test problemi olan iki soliton dalgasmin carpismasi test probleminde
ise genellikle tiim yontemler iyi sonu¢ vermistir. Ikinci test probleminde
korunum sabitlerinin yaklagik degerleri hesaplanirken yamuklar kurali ile yaklagik
hesaplama yapilmigtir. Bu sebeple konum araligi aralik ne kadar cok parcaya
boliiniirse veya diger bir ifade ile konum artim uzunlugu ne kadar kiiciik
tutulursa sonuclarm o kadar iyi gelmesi beklenmektedir. Ozellikle carpisma sonras
soliton dalgalarinin ozelliklerini korumalar1 gerektiginden carpigsma sonrasi korunum

sabitlerinin degerlerinin degismeden kalmig olmasi istenilen bir durumdur.

Sonug olarak, sayisal c¢oziimii aragtirilan NLS denklemi igin yiiksek dereceden
trigonometik B-spline fonksiyonlarin kullanildigi ve i¢ iterasyon isleminin yapildig:
Galerkin yonteminde iglem maliyeti artarken daha iyi sonuglar elde edilmektedir.
Daha iyi sonuclarin elde edilebilmesi i¢in zaman parcalanmasi yapilirken kullanilan ve
dogrulugu iki olan Crank Nicolson metodu yerine dogrulugu daha yiiksek metotlar da
kullanilabilir. Ayrica onerilen yontemler benzer kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin

sayisal ¢oziimleri icin de kullanilabilir.
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