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OZET

Sombor indeksi (SO), yakin zamanda tanitilan heyecan verici bir topolojik indekstir.
Hizla dikkat ¢eken bu indeks, matematiksel 6zellikleri ve kimyasal uygulamalariyla
bir¢ok calismanin odagini olusturmustur. Kimyasal graf teorisinde 6zellikle popiiler olan
Sombor indeksi, yeni kesfedilmis ve hala aktif bir arastirma alanidir. Sombor indeksi
kavrami, Sombor Matrisi' nin tanimlanmasiyla lineer cebire genisletilmis ve bu matrisin
ozellikle enerjisi tizerinde yogun bir sekilde ¢alisilmistir. Sombor Matrisi, grafin nokta
derecelerine dayali olarak olusturulan bir matristir ve bu matrisin enerjisi, 6zdegerlerinin
mutlak degerlerinin toplami olarak tanimlanir. Bu yeni topolojik indeks, spektrumun ve
cesitli spektrum tabanli 6zelliklerin kesfiyle birlikte, kimyasal graf teorisinde dnemli bir
ilerleme saglamistir. Bu tez calismasinda Sombor indeksin literatiire ilk katilmasiyla
birlikte giiniimiize kadar yapilan c¢alismalar derlenmistir. Calisma 5 boliimden
olusmaktadir. 2. Boliimde, temel tanim ve kavramlar verilmistir. 3. Boliimde, Sombor
indeksi ve varyantlari ile ilgili mevcut sinirlar ve ug sonuglar incelenmistir. 4.boliimde
ise; ortalama sombor indeksi, genellestirilmis sombor indeksi, sombor koindeksi gibi

sombor tipi indeksler tanitilmis, bu indekslerle ilgili literatiirdeki sinirlar derlenmistir.
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ABSTRACT

The Sombor Index (SO) is a recently introduced, intriguing topological index that has
quickly garnered significant attention. Its mathematical properties and chemical
applications have become the subject of numerous studies. Particularly in the field of
chemical graph theory, the Sombor index is not only popular but also an actively
researched area. The concept of the Sombor index has been extended to linear algebra
through the definition of the Sombor matrix, which has led to intensive exploration,
especially in the context of energy of matrix. The Sombor matrix is naturally associated
with a graph based on the degrees of its vertices. The energy of this matrix is defined as
the sum of the absolute values of its eigenvalues. This novel topological index has
significantly advanced research in chemical graph theory, paving the way for the
exploration of spectra and various spectrum-based features. In this thesis, the studies
conducted until today with the first inclusion of the Sombor index in the literature have
been compiled. The study consists of 5 sections. In the 2nd section, basic definitions and
concepts are given. In the 3rd section, the current bounds and extreme results related to
the Sombor index and its variants are examined. In the 4th section; Sombor type indexes
such as average sombor index, generalized sombor index, sombor coindex are introduced

and the bounds in the literature related to these indexes are compiled.
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1. BOLUM
GIRIS

Graf teorisi ¢ok farkli alanlarin calisma odag olmustur. Isletmeden, endiistri
miihendisligine, sosyolojiden, bilgisayar bilimlerine kadar ¢ok genis alanlarda kullanimi
olan bu teori, aslinda en sade haliyle bir ger¢ek hayat probleminin grafile modellenmesini
amaclamaktadir. Bu modelleme ile karmasik halde bulunan problem durumlari
sistematize edilip gorsellestirilerek daha basit ve anlasilir hale gelmektedir. Model
olusturulduktan sonra graf teorisinde bulunan yontemler kullanilarak problem

coziilebilmekte ve ardindan da tekrar gergek hayata uygulanabilmektedir.

Kimyasal graf teorisinde, genellikle molekiiler graflarin (topolojik indeksler veya
molekiiler tanimlayicilar olarak da bilinir) gesitli graf-teori degismezleri gdz Oniinde
bulundurulur ve bunlara karsilik gelen molekiillerin cesitli 6zellikleriyle ne kadar giicli
bir sekilde iligkili olduklar1 incelenir. Bu tiir ilk topolojik indeks 1947'de H. Wiener
tarafindan tanitilmistir. Sonrasinda ¢ok sayida graf degismezi olmustur (ve hala olmaya
devam etmektedir). Zagreb indeksleri en ¢ok ¢aligilan degismezler arasindadir ve bir
grafin tlim kenarlar {izerindeki bitisik noktalarin derecelerine bagl katkilarin toplami
olarak tanimlanirlar. G grafinin Zagreb indeksleri, yani ilk Zagreb indeksi M;(G) ve
ikinci Zagreb endeksi M, (G) olarak tanimlanmigtir. Bu tiir graf degismezlerin en eskileri
1970’lerde ortaya atilmis ve simdiye kadar sayilar1 birkag diizineyi agmistir. Bu tiiriin en
yeni degismezleri arasinda unutulmus indeks ve sombor indeksi bulunmaktadir. Sombor
indeksi SO, kimyada uygulamalar bulan geometrik diislincelerin bir sonucu olarak elde
edilen, yakin zamanda ortaya ¢ikan bir nokta derecesi tabanli (VDB) topolojik indeksler
sinifina ait graf degismezidir. Sombor indeksi kavrami, Sombor matrisini tanimlayarak
lineer cebire genisletilmis ve bu durum da spektrumunun ve ¢esitli spektrum tabanl
ozelliklerinin arastirilmasina yol agmustir. Ozellikle, Sombor matrisinin enerjisi ¢ok
incelenmistir. Sombor indeksi ile ilgili ilk makale 2021°de yayinlanmistir [1]. Bu graf
degismezi Oklid metriklerini kullanmaya dayandigindan, kisa zamanda birkag

meslektaginin dikkatini ¢ekmis ve sonrasinda, Sombor indeksi hakkinda ¢ok sayida



makale yaymlanmistir [2-6]. Yillar gectikge daha fazlasinin yayinlanacagi

distiniilmektedir.

Bu tez galismasinda 3.boliimde; Sombor indeksi ve varyantlari ile ilgili mevcut sinirlar
ve ug sonuclar incelenmistir. Spektral graf teorisi, matris teorisi ve lineer cebir yardimryla
graflarin matrislerini analiz etmede 6nemli bir role sahiptir. Ozdegerler, bir grafin hemen
hemen tim ana degismezleriyle yakindan iliskilidir, bir u¢ 6zelligi digerine baglar,
graflarin temel anlayisinda merkezi bir rol oynarlar. Sombor spektral yarigap: i¢in
liteartitiirde verilen bazi sinirlar derlenmistir. Spektral yarigap i¢in Nordhaus-Gaddum tipi
sonuglar da verilmistir. Graflarin Sombor karakteristik polinomlar: ve enerjilerine vurgu

yapilarak bu konuda birkag¢ ek sonug verilmistir.

4.bolimde ise; ortalama sombor indeksi, genellestirilmis sombor indeksi, sombor
koindeksi gibi sombor tipi indeksler tanitilmis, bu indekslerle ilgili literatiirdeki sinirlar
derlenmistir. Sombor koindeksin ¢esitli 6zellikleri ve onemli graf parametreleri agisindan
siirlart verilmistir. Degistirilmis Sombor indeksi ve sinirlart verilmistir. Ayn1 zamanda

Degistirilmis Sombor spektral yarigap1 i¢in sinirlar verilmistir.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu tezde kullanilan temel kavramlar igin [7-11] referans numarali kaynaklardan

yararlanilmistir.

Tanm2.1. V = {vl, vzl...,vn} noktalar kiimesi ve E = {ey, e, ...,e,} kenarlar
kiimesinden olusan G = (V, E') kiimesine graf (graph) denir. Burada E kiimesindeki her
bir kenar V kiimesindeki noktalarin bir sirali ikilisidir. Bir grafi ¢izebilmek igin her
seyden once V(G) ile gosterilen ve ¢izilecek G grafinin noktalarindan olusan bir nokta
kiimesi ve V(G) ’ den segilen noktalarin birlestirilmesiyle olusan kenarlar1 iceren E (G)

kenar kiimesi bilinmelidir.

Tamim 2.2. V(G)’nin eleman sayis1 mertebe (order), E(G)’ nin eleman sayisi ise boyut

(size) olarak adlandirilir.

Tanim 2.3. Aralarinda en az bir kenar bulunan noktalara komsu (adjacent) noktalar, ortak
bir ucu bulunan kenarlara ise komsu kenarlar denir. Ornegin u, v € V(G) i¢in uv € E(G)
ise u ile v noktalar1 komsu noktalardir. Eger uv€E(G) ise u ile v’ye komsu olmayan

(non-adjacent) noktalar denir.

Bir e€E(G) alindiginda, bu e kenari, u € V(G) noktasi ile birlesiyorsa e kenar1 u noktasi

ile bitisiktir (incident) denir.

Bir v noktasini ug kabul eden kenarlarin sayisina o noktanin derecesi denir. deg(v) veya

d, ile gosterilir.
Baslangig ve bitis noktalart ayni olan bir kenara dongii (loop) ad1 verilir.

v € V(G) olmak iizere; N = {x€ V| xv € E(G)} kiimesine ise v noktasinin agik komsulugu

denir.



Tanim 2.4. Baslangi¢c ve i¢ koseleri farkli olan kapali geziye dongii (cycle) denir. k
uzunlugundaki bir dongiiye k -dongii denir. Bir k -dongilisii k nin tek ya da ¢ift olusuna

gore tek dongii veya c¢ift dongii olarak adlandirilir. Bir 3-dongiiye iicgen de denir.

Tamm 2.5. ¢ = (V, E) grafi, n noktali bir graf olmak tizere derece dizisindeki en biiyiik
elemana maksimum derece, en kii¢iik elemana minimum derece denir ve sirasiyla 4(G)

ve 6(G) ile gosterilir.

Tanmm 2.6. Herhangi iki noktasi arasinda birden fazla kenara sahip olmayan ve dongii

icermeyen graflara basit (simple) graf denir.

Tanmm 2.7. k uzunlugunda bir yiirtime (walk) uv, vy, yz, ..., tn seklinde siralanan kenar
sayist k olan bir graftir. Bu yiirlime uvyz --- tn ile gosterilir. Buna u ve n arasinda bir
yiirlime denir. Baslangi¢ ve bitis noktasi haricindeki kalan tiim kdseleri ve kenarlar1 farkl

olan kapali yiiriiyiis ise devir olarak adlandirilir.

Tanmm 2.8. Basit bir ¢ grafinin icerdigi en kisa uzunluklu devrin uzunluguna grafin

cevresi (girth) denir. Eger graf higbir devir icermiyorsa ¢evresi sonsuzdur denir.

Tamm 2.9. Bir G grafinda her u,v€V(G) icin uvéE(G) olacak sekildeki uv kenarlarinin

olusturdugu grafa tiimleyen (complement) graf denir ve G ile gosterilir.

Tammm 2.10. Bir grafin tim nokta dereceleri ayni1 dereceye sahipse bu grafa diizenli
(regiiler) graf denir. Eger tiim nokta dereceleri r ise bu durumda grafa r— diizenli (regiiler)

graf denir.

Tamim 2.11. n noktaya sahip bir G grafinda, eger Vu,veV(G) i¢in uv¢E(G) ise bu grafa

bos (empty) graf denir. Bos graf yalnizca noktalardan olusur ve E,, ile gosterilir.

Tamm 2.12.Bir grafta noktalar ve kenarlarin tek bir dongiiden olustugu grafa dongii
(cycle) graf denir. n noktali1 dongii graf C,, ile gosterilir. C,, graflar, 2 dereceli regiiler
graflardir.

Tamim 2.13. n noktaya sahip, aga¢ Ozelligini tasiyan ayrica yalnizca bir noktasinin
derecesi n — 1, diger noktalarinin dereceleri 1 olan graflara yildiz (star) graf denir. S,, ile

gosterilir.



Tanim 2.14. Her noktanin bir kenar ile diger tiim noktalara baglanmasiyla olusan grafa

tam graf (complete graph) denir. n noktali tam graf K,, ile gosterilir. K,, grafi nn-1)

kenar1 olan (n — 1) — diizenli graftir.

Tamim 2.15. Bir G grafi, graftan alinan her bir kenarin bir noktas1 M’ye ait, diger noktasi
N’ ye ait olacak sekilde M ve N seklinde iki alt nokta kiimesine ayrilabiliyorsa bu grafa
iki pargal (bipartite) graf denir. s(M) = m ve s(N) = n ise bu graf K, ,, ile gosterilir.

Tanim 2.16. Herhangi iki noktasi1 arasinda en az bir yol bulunabilen bir grafa baglantili
graf (connected graph) denir. Baglantili olmayan bir grafa ise baglantisiz graf

(disconnected graph) denir.

Tamm 2.17. Baglantili olan ve dongii icermeyen graflara agag (tree) graf denir. T, ile

gosterilir.

Tamim 2.18.[12] T'(a, b, c) maksimum derecesi 3 olan v; noktayasahipvea >b > ¢ >

2i¢in T(a,b,c)—v; = P, U P, U P, olacak bi¢cimde bir agag, olarak ifade edilir.

Tamim 2.19. Bir G = (V, E) grafinda, D € V(G) olmak tizere; V(G) — D ’deki her kose,
D’ nin bir noktasina komsu ise; D kiimesine, G grafinin bir baskin kiimesi (dominating
set) denir. Baskinlik sayis1 (domination number); G grafinin baskin kiimeleri arasinda en

az kenara sahip olan kiimenin kenar sayisidir ve y(G) ile gosterilir.

Tanmim 2.20. S € V(G), bir G grafinin noktalar kiimesinin herhangi bir alt kiimesi olsun.
S kiimesindeki noktalar ikiserli alindiginda; bu noktalar, ¢ grafinda bir ayrita sahip
degilse bu kiimeye bagimsiz kiime denir. Bir G grafi birden fazla bagimsiz kiimeye sahip
olabilir. Bu kiimeler i¢cinde en ¢cok elemana sahip olan kiimenin eleman sayisina G grafinin

bagimsizlik sayisi (indepence number) denir ve a(G) ile gosterilir.

Tamim 2.21. G, n noktali ve m kenarli baglantili bir graf olsun. m = n — 1 olan grafa,
agac graf denir. Ayrica; m =n—1+k (k > 1) ise grafin, k-dongii ( k-cyclic) oldugu
sOylenir. k = 1 i¢in graf tek dongiilii (unicyclic), k = 2 i¢in ¢ift dongiilii (bicyclic)
graftir.



Tamim 2.22. Bir ¢ grafinin uygun renklendirilebilmesi i¢in gerekli olan en az renk

sayisina G grafinin kromatik sayisi denir ve X (G) ile gosterilir.



3. BOLUM
SOMBOR iNDEKS VE SINIRLARI

3.1.Sombor Matrisi ve Spektral Ozellikleri

Tammm 3.1.1.[13] G, n noktal1 ve m kenarli bir graf olsun. G grafinin Sombor matrisi,

S (G):(sl- j)nxn olarak tanimlanir. Burada:

_ {\/dﬁ + dz, uv € E(G);
Sij =

0, diger durumlarda;
dir.

Tamim 3.1.2.[13] Bir G grafinin Sombor indeksi

S0(G) = Z JA@? + d()?

uveE(G)
olarak tanimlanir.

Sombor indeksi ve varyantlari, genel forma sahip olan nokta derecesi tabanli (VDB)

topolojik indeksler sinifina aittir. (bakiniz Tablo 3.1)

TI(G) = ZuveE(G) F(dw dv) (1)

Tablo 3.1. Baz1 nokta derece bazli indeksler

Fonksiyon f(d,d,) Denklem (1) suna karsilik gelir. Sembol
/duz +d,* Sombor indeks [18] SO
d,+d, Birinci Zagreb indeksi [32, 59] M,
d,d, Ikinci Zagreb indeksi [52] M,
1 . :
Tia Randic indeksi [60] R
d,d, Karsilikli Randic indeksi [61] RR




(d, d,)* Genel Randic Indeksi[62] R,(G)
d,* + d,* Unutulmus topolojik indeks [32] F
2dy dy - . .

a. +d, Ters toplam indeg indeksi [63] ISI
2/(d,+dy) Harmonik indeks [51] H
2 /d,d,/(d,+d,)  Geometrik-aritmetik indeks [64] GA
(zd”(;“;”) Aritmetik-geometrik indeks [65] AG
d—iz + di,,z Ters derece indeksi [51] ID

|d, — d,| Albertson indeksi [66] Alb
(d,/dy) + (d,/dy) Simetrik boliinme derece indeksi [67] SDD
Jﬁ Toplam Baglant: indeksi [68] x(G)
(d, +d,)* Genel Toplam Baglant1 Indeksi [69] %, (G)

Teorem 3.1.3. [13] G n noktali, Sombor matrisi S(G):(Sij)nxn ve 6zdegerleri o; = 0, =

03 -+ = 0, olan herhangi bir graf olmak iizere;

0, <+2(n—1)F(G)

esitsizligi saglanir.

Lemma 3.1.4. [13,14] Sombor matrisinin 6zdegerleri verilsin. Bu durumda;
. Y. of =2F(G)
ii. 100 =334 [Tuverwy v di + d5

dir.

Lemma 3.1.5. [14] Sombor matrisinin spektrumundaki en biiyiik 6zdeger o; olsun. Bu

durumda;




So(G
0-122#

esitsizligi vardir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G grafinin diizenli bir graf
olmasidr.

Teorem 3.1.6. [13] G, nokta kiimesi V(G) ve kenar kiimesi E (G) olan bir graf ve Sombor
matrisi S(G) olsun. Pgig)= co0™ + c106™ 1 + ;6™ % + -+ + ¢, polinomu S(G)' nin

karakteristik polinomu olmak tizere;
i. c, = —F(G),
. c3 = Yalluvery v di + di
dir.
3.2.Graflarin Sombor Karekteristik Polinomlar1 ve Enerjileri

Tammm 3.2.1. [13] n noktali bir G grafinin Sombor enerjisi, 6zdegerleri oy, 05, ..., 0,

olmak tlizere;

ES(G) = ) loi
i=1

bigimindedir.
Teorem 3.2.2. [15] Her n > 5 igin, B, yol grafinin Sombor karakteristik polinomu;
@s0 (P A):szn—Z_ 101453125454

dir.

Burada her k > 3 igin, A=AA,_1—8Ak_5 ile A;=k ve A,=A>—8 dir.

Ayrica P,, P; ve P,'iin karakteristik polinomlar1 sirastyla; A>—2, A3—10X ve A*—18A2+25
dir.

Teorem 3.2.3. [15] Her n = 3 igin, C,, dongii grafinin Sombor karakteristik polinomu;
950(Co, V=M1 =164 — 2(VB)"

dir.



Burada her k > 3 icin, Ag=AA,_;—8Ax_, ile A=\ ve A,=\?-8 dir.
Teorem 3.2.4.[15] n = 2 igin,

(i) S = K1 -1 Yildiz grafinin Sombor karakteristik polinomu;
@50(Sn, ) = A72(22 = (n— D(n® — 2n + 2))

dir.

Sy' nin Sombor enerjisi

Engy(S,) =2 (n—1)(n%—2n+2)

dir.

(ii) K, tam grafinin Sombor karakteristik polinomu;

P50 (Kn, 1) = O~(n=1*V2)(A+(n—-1) ¥2)~

dir.

K,' in Sombor enerjisi Eng,(K,) = 2(n—1)%/2

dir.

Lemma 3.2.5.[15] G = G, U G, U G3 U ---U G, olsun. Bu durumda;
() @s0(G) =TIiz1 ¢s0(Gy)

(i) Engo(G)=XiL1 Engo (Gy).

3.3. Sombor Spektral Yaricapi icin Nordhaus-Gaddum Tipi Sonuglar

Teorem 3.3.1. [16] Burada o;+0; 'de bazt smirlar sunulmustur. G,
n noktali m kenarli bir graf ve maksimum derecesi A, minimum derecesi o)
olsun. G grafinin Sombor matrisi S(G)’nin, 6zdegerleri o, = 0, = -+ = g,, olmak iizere;
Sombor matrisinin spektrumundaki en biiyiik 6zdeger a; olsun. G grafinin sombor matrisi

S(G)’nin en biiyiik 6zdegeri ise a7 olsun. Bu durumda;
2 n
Doy +77 2~ [Vams(6) + [(E) —m|[n—1-46)VZ]

dir.
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(2) G duzenli bir graf olmak tizere;
o, + 01 = xT(S(G) + S(6))x = V24% +V2(n — 1 — 4)?
dir.

Teorem 3.3.2.[16] G,n mertebesinde m kenarli baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

0y + 07 < V24(6)2n —8(n—1) + (6 — 1)4

+\/§(n—1—6)\/2(;)—2771—(6+1)(n—1)+6(A+1)

dir.
3.4. Sombor Indeks ve Diger Simirlar
3.4.1 Graflarin Temel Parametrelerine Bagh Sinirlar

Burada, cesitli yapisal parametreler agisindan graflarin Sombor indeksinin sinirlari

verilmistir.

Lemma 3.4.1.1. [17] Herhangi bir G grafi i¢in;

(i) S0(G) > SO(G — e) dir. Burada e= v;v;, G’deki herhangi bir kenardur,

(i) S0(G +e) > SO(G) dir. Burada e=v;v;, v; ve v; noktalar1 G’de komsu
olmayan noktalardir.

Ik olarak, n, A ve & parametrelerine bagl olarak elde edilen SO(G) igin bazi1 smirlar:

verelim.

Teorem 3.4.1.2. [17] G’ nin n noktali bir graf oldugunu varsayalim. Eger G'nin A

maksimum derecesi ve § minimum derecesi varsa;

néd? < 50(6) < nA?
V2 T W2

Esitlik (sol ve sag) saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.
Sonug¢ 3.4.1.3. [18] G, n mertebeli bir graf olsun. Bu durumda;

n(n —1)>?

S0(6) < N

11



dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G=K,, olmaldir.

Ucgen igermeyen G grafi icin, n,m, 4 ve § 'ye dayali olarak SO(G) iizerinde bir {ist sinir

asagidaki teoeremde ifade edilmistir.

Teorem 3.4.1.4 [17] G, m kenarl1 ve minimum derecesi &, maksimum derecesi 4 olan n

mertebeli tiggen igermeyen bir graf olsun.

m\/62+(n—6)2 eger A+ §<n ise
m\/A2+(n—A)2 eger A+6=n ise

S0(G) S{

dir.

Teorem 3.4.1.5 [17] G, n noktal1 iki parcal1 bir graf olsun. Boylece;

‘ 3

,nciftise
T cif

(
4'
S0(G) <
L —DVnZ+1 ), |
,n tek ise,

42

N

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G =K [2] H olmalidir.
2l'l2

Teorem 3.4.1.6. [19] G baglantili bir graf, |V(G)| =n = 2 ve |[E(G)| = m olsun. Bu

durumda;

SO(G) < m[2m(42 + 62 + A5) — nAS(4 + §)]
dir.

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G nin diizenli veya yar1 diizenli iki pargalt

graf olmasidir.

Teorem 3.4.1.7.[19, 20] G, n noktali, m kenarl bir graf ve § > 1 olsun. Bu durumda;

S0(6) > E<4m2 . 52)> , 2v2m?
2 n 2 n

12



dir.
Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G’ nin diizenli bir graf olmasidir.

Teorem 3.4.1.8. [21, 19] G, n noktal1 bir graf olsun. Bu durumda;

_ 2
gn(n —1)2 < 50(6) + S0(6) < %

dir.
Sol esitlik n tek sayisi igin, ancak ve ancak G grafinin, nT_l — diizenli olmas1 durumunda;
sag esitlik ancak ve ancak G = K,, veya G = K,, olmasi durumunda gecerlidir.

Teorem 3.4.1.9. [19] G, n noktal1 bir graf olsun. Bu durumda;

2m?[n(n — 1) — 2m)?
2

S0(G)S0(G) =
dir.
Esitlik ancak ve ancak G’ nin diizenli bir graf olmasi durumunda gegerlidir.

Teorem 3.4.1.10. [22] G, n noktal1 bir graf olsun. Bu durumda;

|du_dv|

S0(G) + S0(G) = 7

u,veV(G)
dir.
3.4.2.Diger Topolojik indekslere Bagh Sinirlar
Burada, Sombor indeks ile diger indeksler arasindaki iligkiler verilmistir.

Teorem 3.4.2.1. [17] G, bagimsizlik sayis1 a olan n mertebeli baglantili bir graf olsun.

Bu durumda;

50(6) <V2(",F) (-1 +atn - )= D2 + (n - a)?
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = CS(n,a) olmalidir.
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Teorem 3.4.2.2. [17] G, m kenarl1 ve minimum derecesi & olan bir graf olsun. Bu

durumda;

S0(6) < My(G) — (2 —+V2)om

dir.

Ayrica, esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G nin diizenli bir graf olmasidir.
Teorem 3.4.2.3. [17] G, n noktal1 bir graf olsun.

. n(n-—1)>2
S0(G)+S0(G) £ ——
V2
dir.
Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul G = K,, veya G = K,, olmasidur.

Teorem 3.4.2.4. [17] G, n noktali ve m kenarl1 bir graf olsun. Bu durumda;

(N/Z(AZ T +4+ 5) SO(G) = /4% + 62M,(G) +V2(4 + 8)6m
esitsizligi saglanir. Ayrica, esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G' nin diizenli
bir graf olmasidir.

Teorem 3.4.2.5. [17] G,n noktali bir graf olsun. Maksimum derecesi 4 ve minimum

derecesi 6 > 0 olsun. Bu durumda;

2M,(G) + nAs?
V2(4 + 6)

S0(G) =

esitsizligi vardir. Ayrica, esitli§in saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G’ nin diizenli bir

graf olmasidir.

Teorem 3.4.2.6. [17] G, n noktal1 bir graf olsun. Bu durumda;
S0(6)? < (5+32)mM,(G)
dir.

Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G iki parcali yar1 diizenli bir graf veya G

diizenli bir graf olmaldir.
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Teorem 3.4.2.7. [18] G, n noktali baglantil1 bir graf olsun. Bu durumda;
SO(P,) <50(G) < SO(K,)

dir.

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G = B, veya G = K,, olmasidir.

Teorem 3.4.2.8. [23,19,24] G , n noktal1 bir graf olsun. Bu durumda;

ng((;) < 50(6) < M, (G)
dir.

u ve v 'nin herhangi bir komsu nokta ¢ifti i¢in sol esitlik, ancak ve ancak d,, = d,, ise ve

sag esitlik, ancak ve ancak G = K,, ise gecerlidir.

Teorem 3.4.2.9. [24] G, maksimum derecesi 4 ve minimum derecesi § olan bir graf olsun.

Bu durumda;

2 62
S0(G) < WMl(G)
dir.

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G diizenli veya 2-diizenli olmalidir.

Teorem 3.4.2.10. [19] G, n = 2 noktali bir graf olsun. Bu durumda;

V2
S0(G) < - [M;(G) + m(4 — 6)]
G' deki herhangi bir bitisik u, v nokta ¢ifti i¢in, esitlik saglanir ancak ve ancak d, = d,,
olmalidir.

Teorem 3.4.2.11. [19] G, n = 2 noktali ve m kenarli baglantili bir graf olsun. Bu

durumda;

S0(G) < m[(4 + )M, (G) — 2mAs]

dir.
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Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G’nin diizenli veya yar1 diizenli iki pargali
graf olmasidir.

Teorem 3.4.2.13. [24] G, m kenarl1 ve maksimum derece 4, minimum derece § olan bir

graf olsun. Bu durumda;

\/ F(G) + %m(m — DI (6™ < SO(G) < \/ (m — 1)F(G) + mIl; (G)?/™

esitsizligi vardir.
Burada I1;"(G)=1Tyyeg(6)(dy + dy,) dir.
Teorem 3.4.2.14. [23] G, n noktal1 bir graf olsun. Bu durumda;

S0(6) = 2 M,(6)

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = K,, olmalidir.

Teorem 3.4.2.15. [24] G, m kenarl bir graf ve a > 0 olsun. Bu durumda;
SO(6)2® > 29m2%+1 M, (G)®

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 3.4.2.16. [24] G, m kenarli ve maksimum derecesi 4, minimum derecesi § olan

bir graf olsun.

(I)0o<ac< % ise, bu durumdea;
SO(G) = 29m2e1),(G)”

dir.

0<a< % ise, bu durumda esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G’ nin

diizenli olmasidir.
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a= % ise, esitlik saglanir. Ancak ve ancak G' nin her bagli bileseni diizenli olmalidir.
(II) a = ise, bu durumda;

A?% + 62
Ab

SO(G) = m?e1 ( ) M,(G)*

dir.
Esitlige ancak ve ancak G'nin diizenli veya 2-diizenli bir graf olmas1 durumunda ulasilir.

Teorem 3.4.2.17. [23] G bir graf, |V(G)| = n, |E(G)| =m olan olsun. Bu durumda;

V2m?
R(G)

S0(G) =

dir.
Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul G grafinin diizenli bir graf olmasidir.

Teorem 3.4.2.18. [23] G, tiggen igermeyen n noktali bir graf olsun. Bu durumda;
2V2
S0(G) = TMZ(G)
dir.
Esitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul G = Kn_, olmasidir.
2

Teorem 3.4.2.19. [23] G, ii¢gen igermeyen n noktali, m kenarli bir graf olsun. Bu

durumda;

S0(G) < Jm[mn? — 2M,(G)]
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.4.2.20. [26] G, izole kenarlar1 olmayan n noktali, m kenarl bir graf, olsun. Bu

durumda;
S0(6) = %(2\/5 —/5)(3M,(G) — 4m + 2v5V2m)

dir.
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Teorem 3.4.2.21. [20] G bir graf olsun. Bu durumda;
SO(G)= y/2RR(G) ,

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 3.4.2.22. [25] G baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

50(G) < VM (G)[My(G) — 21SI(G)]
dir.
Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G’ nin diizenli bir graf olmasidir.

Teorem 3.4.2.23. [25] G baglantili, n > 2 noktali ve m kenarli bir graf olsun. Bu

durumda;

S0G) < \/Ml(G) (Ml(G) — 2ISI(G) + % (n = 1)2H(G) — m(n - 1))

dir.
Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G’ nin kenar-diizenli bir graf olmasidir.

Teorem 3.4.2.24.[25] G baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

S0(G) < \/% [F(G) + 2M,(G)][2AG(G) — GA(G)]
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 3.4.2.25. [19] G baglantili, n = 2 noktali ve m kenarli bir graf olsun. Bu

durumda;

S0(G) < y/m[2m(42 + §2) — ID(G)(46)?]
dir.

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul, G’ nin diizenli bir graf veya yar1 diizenli

iki pargali bir graf olmasidir.
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Teorem 3.4.2.26. [25] G baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

S0(G) < VID(G)F(G)M,(G)?
dir.
Esitlik ancak ve ancak G’ nin kenar-diizenli bir graf olmasi durumunda gegerlidir.

Teorem 3.4.2.27.[19] G, n = 2 noktali ve m kenarl1 bir graf olsun. Bu durumda;

g [Alb(G) + V2RR(G)] < SO(G) < Alb(G) + V2RR(G)
dir.

Esitsizlikleri saglanir. Sol taraftaki esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G = K,
olmasidir. Sag taraftaki esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul u ve v komsu iki

nokta ¢ifti i¢in d,, = d,, olmasidir.

Teorem 3.4.2.28. [25] G baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

S0(G) = \/Ml(G)Z ;Alb((;)z

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G kenar-diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 3.4.2.29. [16] G, n = 2 noktal1 bir graf olsun. Bu durumda;

S0(G) < g [Alb(G) + M, (G)]
dir.

Esitlik ancak ve ancak G’ de, u ve v' nin herhangi bir komsu nokta ¢ifti i¢in d,, = d,,

olmasi durumunda gegerlidir.

Teorem 3.4.2.30. [27] G, n noktali m kenarli baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

—\/51\22(6) <S0(G) < —\/EM;(G)
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dir.

Teorem 3.4.2.31. [23, 24, 20, 27] G, n noktali m kenarli baglantili bir graf olsun. Bu

durumda;

F(G) 2vA8
max{"2, 22 [mF(6)} < S0(6) < mF(®)
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 3.4.2.32. [17] G bir graf, |E(G)| = m, maksimum derece 4, minimum derece §

olsun. Bu durumda;

F G 246

dir.

Esitlik saglanir ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 3.4.2.33. [27] G, n noktali m kenarli baglantili bir graf olsun.
V2562R(G) < SO(G) < V24%R(G)

dir.

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G’ nin diizenli bir graf olmasidir.

Teorem 3.4.2.34.[19] G, n = 2 noktal1 baglantil1 bir graf olsun. Bu durumda;

S0(G) < +/M,(G)SDD(G)

dir.

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir u, v komsu nokta gifti i¢in
d—z + ? ifadesinin sabit olmasidir.

Teorem 3.4.2.35. [27] G, n noktali ve m kenarli baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

2 5[sDD(6)] < S0(6) < ZA[SDD(6)]

dir.
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3.5. Ekstrem ve bazi ozel yapih graflarin Sombor Indeksleri
3.5.1. Yol ve Dongii Graf

Tamm 3.5.1.1. [28] iki nokta-ayrik graf G ve H igin, G ve H ' nin birlesimi G + H ile

gosterilir;

V(G+H)=V(G)UV(H) nokta kiimesi ve E(G+ H) = E(G)U E(H)Ufuv:u €
V(G),v € V(H)} kenar kiimesidir. (Bkz. Sekil 3.1)

Sekil 3.1: Kz +P2

Tamm 3.5.1.2 [29] G, n noktali baglantili bir graf olsun ve H (baglantili olmak zorunda
degil) en az iki noktali bir graf olsun, G ve H’nin ¢arpimi, H’nin n kopyasini alarak ve
G’nin i. noktasini her kopyada H’ nin noktalarina baglayarak olusturulan bir graf olarak
tanimlanir ve G OH ile gosterilir. (Bkz. Sekil 3.2)

Sekil 3.2:K 0P,
Teorem3.5.1.3. [30] B, + B, grafinin Sombor indeksi;

SO(P,+ B,) =
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2m+ 12+ (m+2)?> + (n—3)y2(m + 2)2
+2(n+ 12+ (n+2)2 + (m — 3)y/2(n + 2)2

4 F D2 FmED) +2m—2)Jn 22+ (mt 1)

+(n—2)(m—2)yJ(n + 2)% + (m + 2)2

\ +2(n —2)\/(n+ 12 + (m + 2)%; n,m > 2
dir.

Teorem 3.5.1.4. [30] n,m = 3 olacak sekilde iki pozitif tam say1 olsun. Bu durumda;

SO(Cy +Cm) = 2\V2(nm +n+m) + nm +/(n + 2)2 + (m + 2)2
esitligi saglanir.
Teorem3.5.1.5.[30] B, ve K,,, yol ve tam graflar olmak {izere

2(m+ 1)V2 ; egern = 2 ise,

SO(P,+K,) = e

T(n,m) ;egern > 2 ise

Burada T(n,m) = [2(m+ 1)+ (n = 3)(m+2) + (n+m — 1) () V2 +

2
m

2my(m+ 12+ (m+m—1)2+mn—2)/(m+2)2+ (n+m-—1)2
dir.

Teorem 3.5.1.6. [30] C,ve K,,, ,dongii ve tam graflar olmak {izere;
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SO(C, + Kp) =\V2n(m+2) +V2(m+n—-1) (T;l) +mny/(m+2)2 + (m+n—1)2
esitligi saglanir.

Lemma 3.5.1.7 [31] G bir graf olsun ve e = uv kenar1 N;(u) N N;(v) = @ ile G’ nin
bir kenar1 olsun. G grafinda, 6nce e kenarim silerek ve u’ yu v ile dzdeslestirerek ve
ardindan ortak tepe noktasina bir sarkit tepe noktast w ekleyerek elde edilen graf
G' olsun. (bkz. Sekil 3.3)

de(u) = 2vedg(v) = 2ise, SO(G) < SO(G")
dir.

w

Ouo

G G

Sekil 3.3. G ve G' graflari.
3.5.2. Agaclar ve Baz1 Ozel Tiirleri

Burada, agaclarin Sombor indeksinin u¢ degerleri gesitli yapisal parametreler agisindan

derlenmistir. T;,,, n noktali agaclar kiimesi olarak ifade edilir.

Teorem 3.5.2.1. [18] T € T,, olsun. Bu durumda;

SO(B,) <S0(T) <S0(S,)

esitsizligi vardir. Esitlik saglanir ancak ve ancak T = P, veya T = S,, olmaldir.
Teorem 3.5.22[12] T €T, ve T % B, (n = 7) .Bu durumda

SO(T) = 2V2(n —7) + 3V13 + 3V5

dir.
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Esitlik saglanir, ancak ve ancak T = T(a, b,c) dir.Buradaa+b+c=n—1vea=>b >

c = 2 dir.

Tamm 3.5.2.3. [12] DS, ,(p = q = 1), K, , ve K;, yildizlarmin merkezi noktalarinin

birlestirilmesiyle (yeni bir kenarla) elde edilen ¢ift yildiz olur.

Teorem 3.5.24.[12] T€T, (n=4)veT % K,;,_, olsun. Bu durumda;
SO(T) <V5+VnZ—4n+8+ (n—3)Vn? —4n+5

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak T = DS,,_3 ; olmahdur.

Tamm 3.5.2.5. [12] T, ,, n noktali ve k sarkik noktasi olan agaglar kiimesi olsun.
Yo k€Ty . stiplirge grafi, Si'min sarkik kenarlarindan birini n — k uzunlugunda bir yolla

degistirerek elde edilen agactir.

——eo— n—k

Sekil 3.4. T, , grafi

Teorem 3.5.2.6.[32, 23] T € T, (2 < k < n — 2) olsun. Bu durumda;

SOT) < (k—DV1+k2+Va4+k2+2V2(n—k —2)++5
dir.
Esitlik saglanir ancak ve ancak T = Y,, , olmalidir.

Tamim 3.5.2.7. [32, 23] Noktas1 n ve eslesme sayisi 8 olan agaglar kiimesi T,, z olsun.

Tf , Sp—p+1 yildizindan S,,_p,,'de f — 1 sarkik kenar1 alt boliimlere ayirarak elde edilen

agactir.
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n—pg+1

Sekil 3.5.T7% grafi

Teorem 3.5.2.8.[33,34] TE X, 5 (2 <p < BJ) olsun. Bu durumda;

SO(T) < (n— 28 + Y1+ (= B2+ (B — 1) [V5 + 4+ (n— p)?] -

dir. Esitlik saglanir, ancak ve ancak T = Tnﬁ olmalidir.

Tanmm 3.5.2.9. [33,34] G = (V4,V,) iki pargali bir graf, |V;| = p ve |V,| = q olsun. Bu

durumda;

G’ nin bir (p, g)-bolimii oldugunu séyleriz. B, ., p+q noktalari ve bir (p, ) boliimii olan

b.q

agagclar kiimesi olsun. DS, . , ilgili ¢ift yildiz graflaridir.

P.q >
r ° .
.u\ S .

4 * N e
Pqe » « o 4
A Yo
o e

r ,
X L K“ ‘.
L] )

Sekil 3.6. DS, ; ¢ift yildiz grafi
Teorem 3.5.2.10. [33] T € Vp41,4+1 Olsun. Bu durumda;
SO(T) <\p? + 2 + (= DYT+p2 + (¢ - DY1+¢?
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak T = DS, , olmalidir.
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Tamm 3.5.2.11. [33] 7;¢ agaclar kiimesinin, n mertebesi ve d ¢ap1 olsun. Cift siipiirge
grafi H,(s, t), s ve t kalem girintilerinin noktalarini sirasiyla v; ve v,;'ye baglayarak P, =

V1V, ...v; yolundan elde edilir, buradan =1+s+¢t, [ > 2,s >t > 1dir.

Teorem 3.5.2.12. [35] H,(s,t) i¢inburadan=2+s+t, s>t >1ve

s0(in—310) 5000142 > > 50 (s ([ 2] [252)

dir.

Teorem 3.5.2.13. [33] H;(s,t) igin,buradan=1+s+t,[>2, s>t =>1ve

n—11 n—1
SO(H(n—1-11)) >S0(H(n—1-22)) > > S0 <H1 ([ > ] l > J))
dir.
Tnd’i ,i1 €{1,2,...,d — 1} i¢in v; noktasina n — d — 1 sarkik nokta eklenerek

P = vyv; --- v, yolundan elde edilen n—nokta agaglar kiimesi olsun. Kolaylik saglamak
icin, %' = 7,4 olsun. Chen ve ark. [33] ve Li ve ark. [35], ;¢ (d > 4) arasindaki en

biiylik iki Sombor indeksini es zamanli olarak elde ettiler.

Teorem 3.5.2.14. [33,35] TE T;¢ (d = 4) olsun. Bu durumda;

SOM <m—d)J1+m—-d+ 12+ 4+ (n—d+1)2+2V2(d—-3)+V5
dir.
Esitlik saglanir ancak ve ancak T = T¢ ve burada T¢ = T%! = T%%"! olmalidur.

Tz TZ ise, bu durumda;

SO <2(V5+(@=-4V2Z+ 4+ (n—d—1)2)+(n—d- 11+ n—d—1)?
dir.
Esitlik saglamr, ancak ve ancak Te{ T%':i = 2,3, ..., d — 2} olmalidur.

Tﬁ’” , P = vyv; ---v,; yolundan elde edilen n—nokta agaglarinin kiimesi olsun.
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L,j€{12,..,d—1} icin n—d— 2 (veya 1) sarkik noktalar1, v; noktas1 (veya v;)
ekleyerek, HZ = {Tfl’i'j :1,j=1,2,..,d — 1} olsun.

TeTd \{T%:i=1,2,..,d— 1}dir. Li ve ark. [35] Sombor indeksine gore ;2 'deki
agaclar1 daha fazla siralamiglardir.

Teorem 3.5.2.15. [35] T € T;, \ {S,, H,(1,n — 3), H,(2,n — 4), T} (n = 3) olsun. Bu

durumda;
SO(T) < SO(TyH) < SO(Hy(2,n—4)) < SO(H,(1,n —3)) < SO(S,)
dir.

Tammm 3.5.2.16. [33] Bir agacin bir pargasi, terminal noktalar1 dallanan veya sarkik
noktalar olan bir yol alt agacidir.F ,,  ile tam olarak k segmentli n mertebesindeki agaglar

kiimesi belirtilir.

Teorem 3.5.2.17. [33] TEF,, ; olsun. Bu durumda;

SOT) < (k—DV1+k2+Va4+k2+2V2(n—k—=2) ++5
dir. Esitlik saglanir, ancak ve ancak T = Y, , dir. Burada Y, , siipiirge grafidur.

Teorem 3.5.2.18. [33] T€F, x olsun. Bu durumda;

(D) 3sk§2n3_5 ve k tek ise, 0 zaman;
3v2(k —3) + (V5 +V13)(k + 3

SO(T) = (k=3) (2 X )+x/§(2n—3k—5)

dir.

(1) 2”3_55 k <n—2vek tek ise, 0 zaman;
3vV2(k—3)++Vv10(B3k—2n -5

SO(T) = v2( ) \/2_( n )+(\/§+x/ﬁ)(n—k—1)

dir.

(I) 4 <k <10 ve k ¢ift ise, 0 zaman;
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V5(28 — k) + 5k + 213 — 20
2

SO(T) = +V2(2n -3k —6)
dir.

(IV) 12 <k < ? ve k ¢ift ise, 0 zaman,;

(V5 +V13)(k + 4) + 3vV2(k —
2

SO(T) = 12)+\/E(2n—3k—6)+20

dir.

(V) 2n3_6 <k <n-—2 vek ift ise, 0 zaman;

SO(T) > (\/§+\/ﬁ)(n—k—1)+?(3k—2n+6)+32£(k—12)+20

dir.

Tamm 3.5.2.19. [12] S, ,, bagimsizlik numaras1 a olan n mertebeden agaglarin smifi
olsun. n — a — 1 sarkik noktalarina bir sarkik kenar ekleyerek K, yildizindan elde

edilen agaglar olarak tanimlanir.

O—&—0—0—9—0O0—0—@ 2o oo o0 0 & 0 0 80
©Q o Qy
&) y: e oy
® y; © [ B
o c.Ly
(a) (b)

Sekil 3.7. T Graf ailesinden iki agag

Teorem 3.5.2.20. [12] TES,, 4 olsun. Bu durumda;

SO(T) < Qa—n + DJ1 + a? +(n—a—1)(\/4+a2+\/§)
dir.

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul T=S,, , olmasidir.
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3.5.3. Dongiisel Graflar

Burada, dongiisel graflarin Sombor indeksinin ug¢ degerleri cesitli yapisal parametreler

agisindan toplanmistir. Gy, ., n noktali k-dongiisi graflar1 kiimesi olsun.
Teorem 3.5.3.1. [36,37,26] G € G, ; olsun. Bu durumda;

SO(G) = S0(C,) = 2v/2n.

dir.

Teorem 3.5.3.2 [38] G € G, , olsun. Bu durumda;

SO0(G) = 2V2n — 5V2 + 4V13 = S0(G")

dir.

Burada G', yalnizca bir kenarin iki dongiiye ait oldugu veya yalnizca bir kenarin iki

dongiiyii birbirine bagladig1 herhangi bir baglantili iki dongiilu graftir.
Teorem 3.5.3.3 [38] G € G,,; olsun (n = 4) olsun. Bu durumda;
S0(G) < S0(U(n,n —3,0,0))

dir.

Burada U(n,n — 3,0,0), tiggenin bir noktasina n — 3 sarkik nokta eklenerek elde edilen

graftir.

Teorem 3.5.3.4 [38] G € G, , (n>6) olsun. Bu durumda;

SO0(G) <S50(B,o(n,n —4,0,0,0))

dir.

Burada B, (n,n — 4,0,0,0), K, — e’ nin 3. derecesinin bir noktasina n— 4 sarkik nokta
eklenerek elde edilen graftir.

Uy, 2, maksimum derecesi 4 olan n mertebesindeki tek dongiilii graflar kiimesi olsun. Uy, »
,n—A—1 yollar1 P,' yi C3 dongiisiiniin bir noktasina kadar, 24 — n — 1 sarkik nokta
eklenerek elde edilen tek dongiilii graf olsun ve Uy, en az 2 uzunlugundaki 4 — 2 yolunun

bir dongiiye eklenmesiyle elde edilen tek dongiilii graf olsun [39].
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Teorem 3.5.3.5.[39] G € U, o (n = 5)ve 3 <A < n — 2olsun. Bu durumda;

() 3<4< ["THJ ise, 0 zaman

SO(G) = AA%2 + 4+ 22(n— 24 +2) +V5(4 - 2)
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G=U, olmalidr.

(I1) [”T“J <A <n-—2 ise, 0zaman

SOG)=>(—A+1DJA2+4+QA—n—-DJA2 +1+V5(n—4—1)+2V2
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G=U,, , olmalidir.

Unp » n noktali ve B sayisiyla eslesen tek dongili graflar kiimesi olsun. Uf ,B—2

yollar1 P, 'yi C5 dongiisiiniin bir noktasina kadar, n — 2 + 1 sarkik noktalar eklenerek

elde edilen tek dongiisel graflar olsun.

Teorem 3.5.3.6. [34] G €Uy, 5 , (2 < B <[Z ]) olsun. Bu durumda;

SOM <=2+ DJ1+m—B+12+BJa+n—-B+1)2+V5(8—2)+2V2
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak Gsz olmalidir.

Teorem 3.5.3.7. [40] G, cevresi g olan n mertebeli tek dongiilii bir graf olsun. Bu

durumda;

SOG) < 2\/a+(n—g+2)2+(n—gV1+Mm—g+2)?+2v2(g—2)
dir.
Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G, G’ nin bir tepe noktasina n — g sarkik

kenarlar1 eklenerek elde edilen grafa izomorf ise gecerlidir.
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Uy 4 ,n Mertebeli ve d ¢apinda tek ddngiisel graflar kiimesi olsun. UZ € U, 4 grafi Sekil

2'de gosterilmistir. [36]

u; LF] iy Uy Uy Uyi;

n-d-2
Sekil 3.8. U (d = 4) grafi
3.5.4. Kaktiis Graf

Bir kaktiis, herhangi iki dongiiniin en fazla bir ortak tepe noktasina sahip oldugu bir
graftir. H(n,t) ve C(2p,t) ile sirasiyla; n noktali, t dongiilii kaktiislerin koleksiyonunu
ve 20 noktali, t dongiili miikemmel eslesmelere sahip kaktiislerin koleksiyonunu

belirtelim.

n—}?—f
H(n,1) H (2B,1)
Sekil 3.9. [41]’ nin H(n, t)ve H*(2p, t) kaktiisleri

Teorem 3.5.4.1.[41] G € H(n,t) (n = 5) olsun. Bu durumda;

SOG)<(m—2t—1)y(n—12+1+2t/(n—1)2 + 4+ 2V2t
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G= H(n, t) olmaldir.
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Teorem 3.5.4.2. [41] G € C (2B,t) (8> 2) olsun. Bu durumda;

SOG)<SB+t—DJB+)2+4+J(B+)2+1+V5(8—t—1)+2V2¢

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G= H*(2f,t) olmalidir.

Ck ve C(n,p) ile sirasiyla; k kesik kenarli n mertebesindeki kaktiislerin toplanmasini
ve n mertebesindeki p sarkik noktali kaktiislerin toplanmasini belirtelim. Ning ve ark.

[42] sirastyla CK ve C(n, p) arasinda maksimum Sombor indeksini belirlemislerdir. Once

Y; veY, olmak iizere iki siif graf verdiler. Y;, S,,_1'den Once sarkik noktalar1 arasina

n—-k-2

yeni kenarlarin ikisi komsu olmayacak sekilde yeni kenar ekleyerek ve ardindan

bir yeni kenari alt boliimlere ayirarak elde edilen graf olsun; Y, S, 'den sarkik noktalari

n—-k—1

arasina yeni kenar eklenerek, boylece yeni kenarlarin ikisi komsu olmayacak

sekilde elde edilen graf olsun. (bkz. Sekil 3.10)

Teorem 3.5.4.3. [42] CF igindeki graflar icin (0 < k < n — 3) olsun. Bu durumda;
(I) n — k ¢iftise, ¥; maksimum Sombor indeksine sahip benzersiz graftir,

(I1) n — k tek ise, Y, maksimum Sombor indeksine sahip benzersiz graftir,

burada Y; ve Y, Sekil 3.10' da gosterilmistir.

DS, ,'nun, g sarkik noktalarini bir sarkik tepe noktasina baglayarak bir S, yildizindan

elde edilen ¢ift yildiz grafi oldugunu hatirlayin.

Sekil 3.10. [42] Y; ve Y, graflan
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Teorem 3.5.4.4. [42] C(n, p) 'deki graflar igin, burada 0 < p <n —5ve n > 5 dir. Bu

durumda;

(I) p =n— 2ise, DS,_3 ymaksimum Sombor indeksine sahip benzersiz graftir;

(I) P < n — 3 ven — piftise, ¥; maksimum Sombor indeksine sahip benzersiz graftir,
() P < n — 3 ven — ptekise, Y, maksimum Sombor indeksine sahip benzersiz graftir,
burada Y; veY, Sekil 3.10” da gosterilmistir.

[39] da, asagidaki iki kosul gecerliyse, kimyasal bir kaktiis H’ nin giizel doymus oldugu

sOylenir:

(I) H 'nin miimkiin oldugu kadar ¢ok doymus ¢cokgeni vardir;

(I) H 'min her bir ¢cokgenindeki kesilmis noktalar art arda diizenlenir.
Gnx » n cokgenli k-¢okgen kaktiislerin kiimesi olsun.

Teorem 3.5.4.5. [43] GE G, , n >3, k >3 olsun. Bu durumda;

n-—2
S0(G) = 2v2nk 4+ 8(V5 —v2)(n — 1) + (6vV2 — 4V/5) (n -2+ [mj)
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G giizel doymus bir kimyasal kaktiis olmalidur.

[43]' da, y1ldiz benzeri bir kaktiis S, ; , tiim ¢okgenlerin ortak bir tepe noktasina sahip

olacak sekilde bir k-¢okgen kaktiis olarak tanimlanir.

Teorem 3.5.4.6. [43] G € G, , n >3, k >3 olsun. Bu durumda;

SO(G) < 2V2n(k — 2) + 4nyn? + 1
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = S,  olmalidir.
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3.5.5 Bazi1 Diger Baglantih graflar

Bu boéliimde, baglantili graflarin Sombor indeksinin sinirlari ¢esitli yapisal parametreler

agisindan toplanmastir.

Aashtab ve ark. [44] Sombor indeksinin ilging bir 6zelligini bulmuslardir. CG(n, m) ile

n noktali ve m kenarli bagli graflar kiimesi belirtilsin.

| I ,> ‘_{\ T > /‘
\/ / \\{ :// d
0 0s Qs Os

Sekil 3.11. [45]'in minimum Q;(1 <i <5) graflari

Teorem 3.5.5.1. [46] G € CG(n,m) ve her H € CG(n, m) igin,
SO(G) < SO(H)

dir. Bu durumda; 4(G) — 6(G) < 1 oldugunu varsayalim.

Yukaridaki sonucu kullanarak, mevcut yazarlardan tigti [41] ti¢ dongiilii (tricyclic) ve dort
dongiilii (tetracyclic) graflarin minimum Sombor indekslerini belirledi. 7'G,,, n noktali

dort dongiilii (tetracyclic) graflar kiimesi olsun.

Teorem 3.5.5.2. [45] G € TG,, (n>9) olsun. Bu durumda;

SO(G) = 2v2n + 2v/13 + 10V2

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = Q;, 1 < i < 5 olmalidir. (Bkz.Sekil 3.11)

Eger v; € V(G) seklinde bir nokta varsa ve G — v; bir agag ise, bu durumda G grafinin

bir yar1 aga¢ oldugu sdylenir. Q T'(n) ile n noktali yar1 agaglar kiimesini belirtilsin.

Teorem 3.5.5.3.[12] G €Q T'(n) olsun. Bu durumda;

V8n < S0(6) <V2(n—1) +2(n—2)Jn2—-2n+5
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esitsizlikleri saglanir. Sol esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G = C,, olmasidir,

sag esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G = K, ;,_, olmasidur.

v;€EV(G) olacak sekilde bir v; noktasi varsa ve G — v; tek dongiilii bir graf ise, bu
durumda G grafinin yar1 tek dongtlii bir graf oldugu sdylenir. QU(n) ile n noktali yari

tek dongiilii graflar kiimesi belirtilsin.

Teorem 3.5.5.4 [42] G € QU(n) olsun. Bu durumda;

S0(G) <2n—4)J(n—1D2+4+4/(n—1)2+9+ (n+2)V2
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = C;(n — 4,0,0) V K; olmalidir. Burada;

G = C3(n — 4,0,0), C3'ten, C5'lin bir noktasina n — 4 sarkik nokta eklenerek elde edilen

3-dongiilii graflardir.

Ning ve ark. [42] O(s, t, r) ve oo(p, [, @) olmak iizere iki graf sinifi tanimlamistir. O(s, t, 1)
ortak u¢ noktalart Ps,q , P;4q , P41 Olan agag yollariin bir birlesimi olsun. Burada s +
t+r+1l=n, s=t=>r =1 ve bunlardan en fazla biri 1’ dir. «o(p,,q), u € V(Cp)
noktasi ve v € V(Cq) noktas ile [ uzunlugunda bir vy, --- v; yolu baglanarak C, ve C,
seklinde iki dongiiden elde edilen graf olsun. Burada vy =u, v; =vvep+q+1=
n + 1 dir.

Teorem 3.55.5. [42] n > 4i¢cin G € QU(n) minimum Sombor indeksine sahip graf
olsun. Bu durumda; G = O(s, t,1) veya(p,1,q) ve

S0(G) = 2n—5)V2 + 4V13

dir.

CG, a, maksimum derecesi 4 olan n mertebeli baglantili graflarin kiimesi olsun.
Teorem 3.5.5.6. [40] T € CG, o ve A <3 olsun. Bu durumda;

(I) 24 <n—1ise, 0 zaman;

S0(G) z A(Vaz+4+ x/§) +2VZ(n =24 —1)
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dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G, maksimum derece tepe noktasinin tiim komsularinin
ikinci dereceye sahip oldugu, maksimum derecesi 4 olan n mertebeli yildiz benzeri bir

agaca izomorf olmalidir.

(I1) 24 > n — 1 ise, 0 zaman;

S0(6) = (n—l—A)(\/AZ +4+\/§)+(2A—n+1)\/42 1
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G, maksimum derece tepe noktasinin tam olarak 24 —
n + 1 sarkik komsuya sahip oldugu, maksimum derecesi 4 olan n dereceli y1ldiz benzeri

bir agaca izomorf olmalidir.

Teorem 3.5.5.7. [40] SO(G), gevresi g olan n mertebesindeki graflar sinifinda minimum
olsun. Eger G, C,,’ den farkliysa, o zaman G, tam olarak bir sarkik yola sahip olan ¢evresi

g olan tek dongiilii grafa izomorftur.

Kisa ugurtma grafi Ki, ,, klik K,,'nin bir tepe noktasina n — w sarkik noktalar eklenerek

elde edilen graftir.

Teorem 3.5.5.8. [47, 40] G, n mertebesinde k sarkik noktali baglantili bir graf olsun. Bu

durumda;

m—-k—-2)(n—k—1)>?
V2

S0(G) <

+hkJn =12 +1+(m—k-1J(n— D2+ (n—k —1)2

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = Ki,, ,_j olmalidir.

Teorem 3.5.5.9. [40] Eger SO(G), r kesme kenarli n mertebesindeki baglantili graflar

sinifinda maksimum ise, o zaman G = Ki,, ,_, olur.

W(n,w), w klik numarasi ile n mertebesinin bagli graflar kiimesi olsun.
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Uzun ugurtma grafi Kiy, bir klik K,, ve bir B,_,, yolundan, klikten bir tepe noktasi ile

yoldan bir u¢ nokta arasina bir kenar eklenerek elde edilen n mertebesinin bir grafidir.
[48].

Teorem 3.5.5.10. [48] G € W(n,w) olsun. Bu durumda;
SO0(G) = SO(Kiy)

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = Kij’ olmalidir.

X (n, k), kromatik sayis1 k olan n mertebesindeki baglh graflar kiimesi olsun. Turan grafi
T,,(k), boliim kiimelerinin boyutu en fazla 1 olan n mertebesinde tam bir k—pargali graftir.
[47].

Teorem 3.5.5.11. [47] G € X (n, k) olsun. Bu durumda;

sor 2 o= [ (o~ &)+ - B + 2R ()

+2 (M (=[]

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = T, (k) olmalidir.

Teorem 3.5.5.12. [21] G, n noktali ve a bagimsizlik sayisi ile baglantili bir graf olsun.

Bu durumda;

SO0G) < V2n—a2)(n—1)+an—a)yn—1)2%+ (n— a)?
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = CS(n, @) olmahdir. Burada CS(n, @) , n noktal ve

bagimsizlik sayisi @ olan tam boliinmiis graftir.
3.5.6 Kimyasal Graflar

Bir kimyasal graf, tim u € V(G) igin d,,(G) < 4 olan bir graftir. Bu boliimde, Sombor

kimyasal graf indeksinin u¢ degerleri toplanmistir. 7,,(CT,,) , n noktali agaclar (kimyasal
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agaclar) kiimesi olsun. 77, x(CT, ), n noktali ve k sarkik noktali agaglar (kimyasal
agagclar) kiimesi olsun.
Onerme 3.5.6.1. [39] Kimyasal graflarda, iki derece noktasi, ancak ve ancak ¢akisirlarsa,

yani; ancak ve ancak her ikisi de aymi derece koordinatlarina sahipse, esit derece

yaricaplarina sahiptir.

Teorem 3.5.6.2. [49,50,51] T € CT,,,n = 5 olsun. Bu durumda

2 (V17 + 29+ V17 - 242 n =2 (mod 3)
SO(T) <4 %(\/ﬁ+2\/§)n+%\/ﬁ—%2\/§+ 15 n = 1(mod 3)
(VI7 + 2V + 45 — 127 n =0 (mod 3)

dir.

Teorem 3.5.6.3. [49] G, n noktali bagli bir kimyasal graf olsun. Bu durumda;
2V2(n —3) 4+ 2V5 < SO(G) < 8V2n

dir.

Sol esitlik saglanir, ancak ve ancak G = P, olmalidir. Sag esitlik saglanir, ancak ve ancak

G baglantili ve 4-diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 3.5.6.4 [49] H,h altigenleri olan katakonsek bir altigen sistem olsun. Bu

durumda;
SO(E,) < SO(H) < S0(Ly)
dir.

Burada Lj, h altigenli dogrusal altigen zincir iken, E, grafi Ref. [49]'de karakterize
edilmistir. (Bkz. Sekil 6, [49])

Teorem 3.5.6.5 [49] H, h altigenleri olan altigen bir zincir olsun. Bu durumda;

SO(F) < SO(H) < S0(Ly)
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dir.
Burada F, fibonacene zinciridir.

®(n, k) kimyasal agaglar (bkz. Sekil 1/[53]) Sg yildizlarinin (S — 1) kopyalarindan elde

edilmistir ve bu yildizlar uzunluklari 0 olabilen yollarla birbirine baghdir.

Teorem 3.5.6.6. [53] T € CT,, (k = 5) olsun. Bu durumda;

SO(T) < 2vV2n + (V17 + 2V5 — 4V2)k + 62 — 8V5
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak T € ®(n, k) olmalidir. Burada k ¢ift say1 ve

n+3

6<k<|2

| dir.

Q(n, k)'deki kimyasal agaglar (bkz. Sekil 2/[53]), bir agaci indiikleyen maksimum
derecesi 3 olan, k — 2 noktal bir alt grafa sahiptir. Bu noktalarin tiimii 2 noktali veya 3

noktali bir noktaya komsudur.

Teorem 3.5.6.7 [53] T € CT,  (k > 5) olsun. Bu durumda;

SO(T) = 2v2n + (V13 + V5 — 3v2)k — 52
dir.

n+2

Esitlik saglanir, ancak ve ancak T€ Q(n, k) olmalidir. Burada 3 < k < l .

Jdir.

CT,,CU,,CB,,CTG, swrasiyla, kimyasal agacglar, kimyasal tek dongiilii graflar,
kimyasal cift dongiilii graflar ve n noktali kimyasal ii¢ dongiilii graflar kiimesi olsun.
Qn)={T € (33,2"%,1%)| my ,(T) = my3(T) = 5my3(T) = 0,m33(T) =2,m,,(T) =n—-13}
olsun. Burada (33,2"78,15), T agacinin derece dizisidir. Mevcut yazarlardan iicii [54]
ilk on dort minimum kimyasal agaci, ilk dort minimum kimyasal tek dongiilii grafi, ilk ¢
minimum kimyasal ¢ift dongiilii grafi ve ilk yedi minimum kimyasal ii¢c dongiilii grafi

belirlemislerdir.

Teorem3.5.6.8.[54]n > 13ise, T, € A1, T, € Ay, T3 € A3, T, €EA,, Ts € Ay, Tg €
A1, T; € Ayy, Tg € Ay, Ty € Ay, T1o € A7, Tyq € Ag, T3 € Ag, Ti3 € As, Ty4 € ()
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Bahsedilen graf smiflarmin  [54] de Tablo 1° de belirtildigi durumlarda
T € CT,\{T1,T,, ..., T14} olur. Bu durumda;

S0(T,) < SO(T,) < SO(T3) < SO(T,) < SO(Ts) < SO(Ty) < SO(T;) < SO(T) <
S0(Tg) < S0(Typ) < SO(Ty1) < SO(T;2) < SO(Ty3) < SO(Ty,) < SO(T)

dir.

Teorem 3.5.6.9. [54] Eger n>7, G; € a1,G, € a3,G3 € a,,G, € ag 18, burada
belirtilen graf siniflar1 [54]” deki Tablo 3’ te belirtilmistir ve G € CU,\ {G1, G5, G5, G4}

dir. Bu durumda;
S0(G,) < S0(G,) <S0(G3) <850(G,) <S0(6)
dir.

Teorem 3.5.6.10. [54] n > 6, G, € B, G, € B3,G3 € [y olsun. Burada belirtilen graf
smiflar1 [54]'deki Tablo 5'te belirtilmistir. G € CB,\ {G1, G, G5} ise, bu durumda;

S0(G,) < SO(G,) < SO(G3) < SO(G)
dir.

Teorem 3.5.6.11. [54] n>6, Gy €Yy G, € Y19, G3 € V11, G4 € V12, G5 € V13,
G¢€Y14, G7€Ygs Olsun. Burada belirtilen graf smiflar1 [47]'deki Tablo 7 ve 8'de
belirtilmistir. G € CTG,, \ {G4, G5, G3, G4, Gs, Gg, G5} ise, bu durumda;

SO(G,) < SO(G,) < SO(G3) < SO(G,) < SO(Gs) < SO(Gy) < SO(G,) < SO(G)

dir.
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4. BOLUM
GENEL SOMBOR INDEKS VE DiGER ANALOGLARI
4.1. Diger Analoglan

Tamm 4.1.1. [18] G, m kenarli ve n noktali sonlu, basit, baglantili bir graf olsun.
Sombor indeksinin diger analoglar1 olarak, indirgenmis Sombor indeksi ve ortalama

Sombor indeksi sirasiyla;

$01ea(@) = ) = D7+ (d, — D?

UveE(G)

ve a € R /{0}i¢in Ortalama Sombor indeksi;

1
(d{’f + d{f)ﬁ

mS0,(G) = .

UuveE(G)

seklinde ifade edilir.[55]

Tammm 4.1.2. [56] Herhangi bir a reel sayisi igin genel sombor indeksi

S0a(G) = ) (d5+dD)™”?

Uv€EE(G)
olarak tanimlanir. o = 1 i¢in normal Sombor indeksine sahipken, o = 2 i¢in unutulmus
indeksi elde ederiz. Boylece SO,(G) Sombor indeksini ve unutulmus indeksi

genellestirir.
4.2. Genel Sombor indeksi ve Ortalama Sombor Indeksi I¢in Smirlar
Teorem 4.2.1. [56] G, m = 1 kenarli bir graf olsun. Bu durumda;

(1) S0,(G) = m*~*2F(G)*/? isea < 0veyaa > 1
dir.

(ID) S0,(G) < m*~%/2F(G)*?ise 0 < a < 1

dir.

Esitlik her iki durumda da saglanir, ancak ve ancak G, 2-diizenli olmalidir.
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Sonuc 4.2.2 [56] G, n noktali ve m > 1 kenarl bir graf olsun. Bu durumda;
(1) SO,(G) = 8%?m +en~% jse o < 0 veya a >1

dir.

(1) S0,(G) = 8%?m™**n~* jse0 < a < 1

dir.

Esitlik her iki durumda da saglanir, ancak ve ancak G, diizenli olmalidir.
Teorem 4.2.3. [56] G, n = 2 noktali ve m kenarl bir graf olsun.

(D0 < a<1 ise, budurumda;

S0,(6) = F(G)?

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G=K, U K,,_, veya G = K,, olmalidr.

(Il) Eger a < 0 ise,

S0,(G) < 271**/2n(n - 1)

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G= K, olmalidur.

(IIT) Eger a >1ise,

50,(G) < 2%?m(n — 1)*

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G = K,, veya G = K,,olmalidir.
Teorem 4.2.4. [55] G, m kenarli ve a€ R olan bir graf olsun;
() a > 1ise

1-1/a

m 1/a
mS0,(6) < — 7 (MF(®))

dir.

() a<1lvea #0ise
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1-1/«a 1/a

m
mS0,(6) 2 —7

(M (®)
dir.
Ve baglantili bir G grafi i¢in her sinirdaki esitlik, ancak ve ancak G ‘ nin diizenli veya

2-diizenli olmasi ile elde edilir.

Teorem 4.2.5. [55] G, m kenarli, maksimum derece 4 ve minimum derece 6 olan bir

graf ve 0 < a < 1 olsun, bu durumda;

ml—l/a 1/
mSOa(G) < ZlTKa(M{H—l(G))
dir. Burada;
( a—a? a?
| (4 2 ANz LA
a(g) +(1—a)(§) ,eger0<aS§lse
ko = a’-a a?

(A)Z + (1 )(A)Z 5 1< <0i
0(6 a 5 ,eger2 a se

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Onerme 4.2.6. [55] G bir graf ve « € R \{0} olsun. Bu durumda;

(D) 0<a<2ise27%50(G) < mS0,(G) < 2~V250(G)

(ii) a > 2ise27/250(G) < mS0,(G) < 27Y%S0(G)

(iii) a < 0ise mS0,(G) < 27Y/250(G)

olur.

Onerme 4.2.7. [55] G, m kenarl bir graf, o 6zdeger ve ortalama sombor matrisi
d¥+d¥

1/a .
mSM,(G) = (T) , uv € E(G) ise
0 , diger durumlarda

dir. ve bu durumda;
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mS0,(G) = \/%tr(mSMa(G)z) — m2o?

ay qay 2/
dir. Burada; tr(mSM,(G)?) = E (du+dv)

2
uveE(G)
dir.
Teorem 4.2.8. [55] G herhangi bir graf olsun. Bu durumda;

1
mS0, < M;(G) — M2(G)

1

dir. Burada Mg , @ =1/ 2" de degisken ikinci Zagreb indeksi MY 'dir. Esitlik saglanir,

ancak ve ancak G' nin her bir baglantili bileseni diizenli graf olmalidir.
4.3. Genel Sombor Indeksi I¢in Nordhaus-Gaddum Tipi Sonuc
Teorem 4.3.1. [56] G, n = 2 noktali ve m kenarl: bir graf olsun.

(D) Eger a > 0 ise, bu durumda;

504,(G) + 50,(G) < 271+%/2n(n — 1)*+1

dir.

Burada esitlik saglanir, ancak ve ancak G=K,, veya G=K,, olmalidir.

Ayrica, @ > 1 ise, bu durumda;

n-(n-1)1+a
21+a

50,(G) + 5S0,(G)>
dir.
ve 0 < a < 1ise, 0zaman

n(x/z (n— 1)(30()/2
2Ba)/2

S50,(G) + 50,(G) >
dir.
(IT) Eger a < 0 ise, 0 zaman

271*e/2n(n — 1)**1<50,(G) + S0,(G)< 2%/?n(n — 1)
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dir.

Burada sol esitlik saglanir, ancak ve ancak G=K,, veya G= K,, olmalidur.

4.4. Genel Sombor Indeksinin Diger Genellestirilmis Indekslerle Karsilastirllmasi
Burada, genel Sombor indeksinin diger genellestirilmis indekslerle iliskileri verilmistir.

Teorem 4.4.1. [56] G, n noktali ve m kenarl bir graf olsun. Bu durumda;

a/2 a/2
o Ra(6) < 504(6) < —

Ry (G)
dir.
Burada esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli olmalidir.

Teorem 4.4.2. [56] G, n noktal: ve m kenarli bir graf olsun. Bu durumda;

X;(/Gz) < S0,(6) < ymA%xa(6)

dir.

Burada sol esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli olmalidir.

Sonug 4.4.3. [56]G, n noktali ve m kenarli bir graf olsun. Bu durumda;

< SO(G) < \/maM,(G)

M, (G)

dir.
Burada sol esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli olmalidir.

Tamim 4.4.4. [57] G’ nin Sombor koindeksi su sekilde tanimlanir:

0@ = Y A2+ dg(v)?
uvéE(G)

dir.

Aciklama 4.4.5. [57] G’ nin Sombor koindeksi bir de su sekilde tanimlanir:

0@ = ) VA + dg(w)?

uveE(G)
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dir.

G’ nin Sombor koindeksinde, tanimlayici toplamlarin E(G) iizerinden gegtigine, ancak
noktalarm derecelerinin G’ ye gore olduguna dikkat edin. Bu nedenle, G’ nin Sombor

indeksine esit degildir.
Ag¢iklama 4.4.6. [57] Bir G grafi i¢in,
l. S0(G — e) > S0(G) dir. Burada e, G' deki herhangi bir kenardur.
1. S0 (G + e) < S0 (G) dir. Burada e = uv kenar1 ve u, G' de v' ye komsu degildir.

Aciklama 4.4.7. [57] P, yolunun (n = 3), n noktali herhangi bir bagh graf i¢in Sombor
koindeks'in maksimum degerini verdigine, minimum degerin ise tam graf K, ile elde

edildigine dikkat edilmesi gerekir.
Burada, ilk énce SO (G) i¢in n, 4 ve § cinsinden iist ve alt sinirlar verilmistir.

Teorem 4.4.8. [57] G, n noktal1 ve m kenarli bir graf olsun. Bu durumda;

%(n—l—ms E(G)SA—Z(n—l—S)

dir.
Esitlik, G’nin diizenli bir graf olmas1 durumunda gegerlidir.

Sonug 4.4.9. [57] G, n noktal1 ve r-diizenli bir graf olsun. Bu durumda;

nr(n—-1-r)

S0(G) = 7%
dir.
Aciklama 4.4.10. [57] G, n noktal1 bir graf olsun. 4 < n — 1 olsun.

n(n-1)(n-1-46)

S0(G) < 7z

dir.

Bu durumda; Sombor koindeksi i¢cin m,5 veM;(G) cinsinden baska bir {ist sinir

verilmistir.
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Teorem 4.4.11. [57]G, m kenarli bir graf olsun. Bu durumda;
S0(G) < M, (G) — (2 —2)sm

dir.

Esitlik, G nin diizenli bir graf olmasi1 durumunda gegerlidir.

Sonuc 4.4.12. [57] G, n noktali ve m kenarli bir graf olsun. Bu durumda;

_ _ 1
SO(6) < 2m(n — 1) — M, (G) — (1 - ﬁ) [n(n —1) — 2m]5

dir.
Esitlik, G’ nin diizenli bir graf olmasi durumunda gecerlidir.

Bir G grafinin Sombor koindeksinin, G’ nin Sombor indeksi ile aym olmadig

belirtilmisti. Ancak, asagidaki gibi yakindan iliskilidirler.

Teorem 4.4.13. [57] G, n noktal: ve m kenarli bir graf olsun. Bu durumda;

n(n-1)4

@ S0(G) +S0(G) < 5

dir.

Esitlik, G’ nin diizenli bir graf olmasi durumunda gecerlidir.
(D) SO(G) +S0(G) <m(n—1+4—686)2

dir.

Esitlik, G’ nin diizenli bir graf olmasi durumunda gegerlidir.

Teorem 4.4.14. [57] G, m kenarl1 bir graf olsun. Bu durumda,;
— — = — n

50(G) +30(G) < 2M,(G) — (2 -v2)5 ()

dir.

Esitlik, G’ nin diizenli bir graf olmasi durumunda gegerlidir.

Tanmim 4.4.15. [58] G, kenar kiimesi E (G) olan basit bir graf olsun. Degistirilmis

Sombor matrisi ve Degistirilmis Sombor indeksi sirasiyla su sekilde tanimlanir:

47



(; uiuj € E(G)

(@), = i /diz + d],z',

0, diger durumlarda

ve

1
o= 2 TErE

UvEE(G)
dir.

Teorem 4.4.16. [58] G, maksimum derece 4, minimum derece 6 ve Randic indeksi R(G)

olan basit bir graf olsun. Bu durumda;

Esitlik varsa G diizenli bir graftir.

Sonug 4.4.17. [58] G, n noktal1 basit bir graf olsun. Bu durumda;

V2
mgo(G) < T n

dir.
Esitlik varsa G diizenli bir graftir.

Sonug 4.4.17 ile, degistirilmis Sombor indeksine gore maksimum tek dongiilii graflar

belirlenmistir.
Teorem 4.4.18. [58] G, m kenarli ve minimum derecesi § olan basit bir graf olsun.

Belirtmeolgiiti; f = olsun. Bu durumda;

UveE(G)

\/§5ﬁ < Mso(c) < \/m_ﬁ

a2 + dz
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dir.

Sol esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmahdir. Sag esitligin

saglanmasi da ancak ve ancak G’ nin yari diizenli bir graf olmasiyla miimkiindiir.

Teorem 4.4.19. [58] G, m kenarli, maksimum derece 4 ve minimum derece § olan basit

bir graf olsun. Bu durumda;

\V2m V2m
24 =Ms0@ =55
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Sonug 4.4.20. [58] G, n noktali, maksimum derece 4 ve minimum derece & olan basit bir

graf olsun. Bu durumda;

\V2né V2nA
g4 =Tso@ = g5

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 4.4.21. [58] G, maksimum derece 4, minimum derece 6 ve genel Randic indeksi

R_;(G)olan basit bir graf olsun. Bu durumda;

V26 V2A
TR—I(G) < Mgo) < TR—1(G)
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 4.4.22. [58] G,n noktali ve Harmonik indeksi H(G) olan bir graf olsun. Bu

durumda;

1 V2

dir.
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Sol esitlik saglanir, ancak ve ancak G=K,, olmalidir ve sag esitligin saglanmas1 da ancak

ve ancak G’ nin diizenli bir graf olmasiyla miimkiindiir.
Sonug¢ 4.4.23. [58] G, n noktali ve D(G) ¢apina sahip baglantili bir graf olsun.

V2 V2 V2

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G =K, olmalidir.
V2

() mso(g) = - nD (@)

dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G=K,, olmalidir.

Sonug 4.4.24. [58] G, n noktali ve m kenarli olan baglantili molekiiler bir graf olsun. Bu

durumda;

V2
Mgo(g) < E (m+ 2n)
dir.

Esitlik saglanir, ancak ve ancak G= C,, olmalidir.

Sonuc 4.4.25.[58] G, g(G) = k = 3 ifadesini saglayan g(G) cevresi ile baglantili bir n—

nokta grafi olsun. Bu durumda;

3V2 vz

(M msoy < —-n—- 8(6),
V2n?

(D) mgo gy < 180"

V2
(D) moe) < (5 + g(6) —k),

V2ng(G)

av) Mso(6) = ik

dir.
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(T) ve (IT) esitlikleri saglanir, ancak ve ancak G= C,, olmalidir. (IIT) ve (IV) esitliklerinin
saglanmasi da ancak ve ancak G ‘nin diizenli bir graf ve g(G) = k olmasiyla miimkiin

olur.
dir. Esitlik saglanir, ancak ve ancak G =K,, olmalidur.

Sonug 4.4.26. [58] G, n noktali, m kenarl1 ve Randic indeksi R(G) olan baglantil1 bir graf

olsun. Bu durumda;

V2
Mso(G) = > R(G)

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G, sz — diizenli graf olmalidir.

Sonug 4.4.27. [58] G, Randic indeksi R(G) ve ABC indeksi ABC(G) ile baglantili bir graf

olsun. Bu durumda;

V2
Mso@) < (ABC(G) + 2R(G))
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G =P, olmalidir.

Sonug¢ 4.4.28. [58] G baglantili bir graf olsun. G’ nin minimum derecesi en az

k > 2'dir. x(G), G’ nin toplam baglanti indeksi olsun.

D mgo) < \/;((G)

ABC(G)
(1) mso(e) < 5=

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G, k-diizenli graf olmalidir.

Sonug¢ 4.4.29. [58] G, minimum derece &, maksimum derece 4 ve geometrik -aritmetik

indeksi GA(G) olan basit bir graf olsun. Bu durumda;
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GA(G) V2GA(G)

T2a =@ =T35

dir.
Sol esitlik saglanir, ancak ve ancak G =K,, olmalidir ve sag esitligin saglanmas1 ancak ve

ancak G’ nin diizenli bir graf olmasiyla miimkiin olur.

Sonug¢ 4.4.30. [58] G, minimum derece §, maksimum derece A ve geometrik -aritmetik

indeksi GA(G) olan basit bir graf olsun. Bu durumda;

SGA(G)? V2GA(G)?(82% + 4%)?
S = Mso) =
2M,(G) 8524AM,(G)

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Sonug 4.4.31. [58] G, maksimum derece 4 ve ters derece ID(G) ile baglantili bir graf

olsun. Bu durumda;

V2
dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Sonug¢ 4.4.32. [58] G, m kenarli, minimum derece &, maksimum derece 4, ikinci Zagreb

indeksi M, (G) ve ters toplam indeg indeksi ISI(G) olan basit bir graf olsun. Bu durumda;

V2Zm(6 + A)ISI(G)
2V64M,(G)

Mso(G) =

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G diizenli bir graf olmalidir.

Sonu¢4.4.33. [58] G, minimum derece &, maksimum derece A ve ters toplam indeg

indeksi ISI1(G) olan basit bir graf olsun. Bu durumda;
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ISI(6) V2ISI(G)
2 SMso@ S5z

dir.

Sol esitlik saglanir, ancak ve ancak G =K,, olmalidir ve sag esitligin saglanmasi1 da ancak

ve ancak G ‘nin diizenli bir graf olmasiyla miimkiin olur.
Teorem 4.4.34. [58] G, n noktal1 basit bir graf olsun. Bu durumda;

= V2
Mso() + Mso(G) = -1

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G=K,, veya G=K,, olmalidir.
4.5. Degistirilmis Sombor Spektral Yaricap: icin Simirlar

Teorem 4.5.1. [58] G, n (n = 3) noktali, maksimum derece 4 ve minimum derece § olan

baglantili basit bir graf olsun. M; (G) ilk Zagreb indeksi olsun. Burada p4, G’ nin

Degistirilimis sombor matrisinin en biliyiik 6zdegeridir.

. x/§/11< <x/7/11
Q) Y S = o

1 [M,(G V24
(In z,/ zi)ﬁﬂlﬁﬁ

V2m \/Z(Zm—n+ 1)
—<u <
(1D An = 28

dir.
Esitlik saglanir, ancak ve ancak G, baglantili diizenli bir graf olmalidir.

Teorem 4.5.2. [58] G, n noktali basit bir graf olsun. Bu durumda;
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Lemma 4.5.3. [58] G, n noktal1 basit bir graf olsun.
G'nin degistirilmis Sombor matrisi S(G) ve 6zdegerleri py = u, = -+ > u,

biciminde siralansin. Bu durumda,;

M tr(S) = Ty p; = 0

(I er(s?) = Y7 u? = Z ﬁ

( L

+d2\ (af+dp)(dp+a3 )/
k~ik~j

d2+d2> 9

(D) tr(s®) = 37w} =

(IV) tr(s*) = E

dir.

MT

1 / 1
\2.7)

k~ile~j
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5. BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasmin 3.bolimi; 2021 yilinda literatiire ilk kazandirilmis olan Sombor
indeksler ve Sombor indekslerin alt ve tist sinirlari ile ilgili sonuglari igerir. Sinirlardaki
amag en iyi alt veya st sinir1 bulmaktir. Literatiirde yer alan diger indekslere paralel
olarak benzer sonuglar elde edildigi gortilmiistiir. Daha sonra Sombor indeksinin degisik
analoglar1 kullanilarak, literatiire yeni sonuclar kazandirilmistir. Yapilan calismalar
icerisinde Sombor indeksin ilk tanitildig: tarihten giiniimiize kadar, Sombor indeksin
siirlarmin elde edilen smirlarin mukayesesi bulunmamaktadir. Her ne kadar genel
graflar i¢in mevcut smirlarin Karsilastirilmasi yapilamasa da, 6zel graf tipleri igin
kiyaslamanin yapilabilmesi kuvvetle muhtemeldir. Dolayisiyla bu problem tezimizin
onerilerinden birisidir. Ozellikle bu tezimizin 4. béliimiindeki Sombor indeks
analoglarindan yaralanilarak pek ¢cok Sombor tipi indeks tanitilarak aralarindaki iliskiler
bulunabilir. Bundan sonraki arastirmalarda, arastirmacilar bu tezin Onerilerine

calisabilirler.

Tiim bunlarnt goz oniinde bulundurdugumuzda, Sombor indeksi ile ilgili aragtirmalarin
hala hizli bir gelisme icinde oldugunu goriiyoruz. Bu tez ¢aligmasi ile bu arastirmalarin

bir alaninda biriken verilerin sistematize edilmesine yardimci olmak amaglanmaktadir.
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