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OZET
RIEMANN ALTMANIFOLDLAR UZERINDE BAZI ESITSIZLIKLER

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calisma bes ana boliimden olusmaktadir. Tlk béliim giris kismina
ayrilmstir. ikinci boliimde tez konusu ile ilgili tarihsel gelismelere ve literatiirde simdiye kadar yapilmus
olan calismalara yer verilmistir. Uciincii boliimde ise yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma
konusuna kaynak saglayan bazi temel tanim ve kavramlardan bahsedilmistir. Dordiincii bolim iki alt
boliime ayrilmis olup burada sirastyla bir Riemann manifoldun altmanifoldu i¢in baz1 temel esitsizlikler
ve hemen hemen Hermitiyen manifoldlarin altmanifoldlari ile ilgili bir siniflandirma verilmistir. Son
boliim olan besinci bdliimde ise bu tez ¢aligmasi ile ilgili sonuglara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Riemann manifold, Riemann altmanifold, Ricci egriligi, Hermitiyen manifold

Damsman: Dog. Dr. Semsi Eken Merig, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dal1, Mersin.



ABSTRACT
SOME INEQUALITIES FOR RIEMANNIAN SUBMANIFOLDS

This study prepared as a master's thesis consists of five main sections. The first section is devoted to the
introduction. The second section includes historical developments related to the thesis topic and studies
conducted in the literature to date. The third section mentions some basic definitions and concepts that
provide resources for this study prepared as a master's thesis. The fourth section is divided into two
subsections, where some basic inequalities for a submanifold of a Riemannian manifold and a
classification about a submanifold of almost Hermitian manifold are given respectively. The last section,
the fifth section, includes the results related to this thesis study.

Keywords: Riemann manifold, Riemann submanifold, Ricci curvature, Hermitian manifold

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Semsi Eken Meri¢, Mersin University, Department of Mathematics, Mersin.
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1. GIRiS

Riemann invaryantlar, bir Riemann manifoldun igsel karakteristikleridir ve genellikle Riemann
manifoldunun davranisi hakkinda bize 6nemli bilgi verdiginden literatiirde dnemli bir yere sahiptir.
Riemann invaryantlar1 arasinda en ¢ok kullanilani ise egrilik invaryantlaridir. Egrilik invaryantlar
ozellikle teorik fizikte onemli bir rol oynar. Newton’un kanunlarina gore bir cismin biiyiikliigiinii sabit
bir hizla hareket ettirmek i¢in gereken kuvvetin biiytlikliigii, cismin hareket yoriingesinin egriliginin sabit
bir kat1 olmalidir. Aymi sekilde yer¢ekimine maruz kalan bir cismin hareketi, Einstein’a gére iginde
bulundugu uzay zamanin egriligi tarafindan belirlenir. Sabun kdpiigiiniin baloncuklarindan kirmizi kan
hiicrelerinin sekline kadar yiizeylerin belirledigi biitiin sekiller cesitli egrilikler ile ifade edilebilir. Bir
manifoldun ana igsel invaryantlar1 esasinda kesit egriligi, skalar egrilik ve Ricci egriligi gibi klasik
egrilik invaryantlaridir.

1995 yilinda B. Y. Chen, “Chen invaryant1” olarak adlandirdigi yeni bir egrilik invaryanti tanimlamistir
(Chen, 1995). Daha sonra ise B. Y. Chen, bu egrilikler invaryantlarinin yeni tiirlerinin iki dizesini
tanitmis ve incelemistir. Bu egrilik invaryantlari, Riemann, spektral ve simplektik geometrilerinde ve
bunlarin altmanifold teorilerini igeren birgok alanda oldukga 6nemli rol oynamaktadir (Chen, 2000).
Son dénemin en popiiler konularindan biri olan Chen esitsizlikleri, bir altmanifoldun igsel ve dissal
invaryantlar1 arasindaki iliskiyi elde etmede 6nemli yer tuttugundan altmanifold teorisi iizerine ¢alisan
kisiler icin oldukea ilgingtir. Literatiirde Chen esitsizlikleri {izerine bir¢ok c¢aligma bulunmaktadir.
Ornegin 1996 yilinda B.-Y. Chen yaptig1 calismasinda, kompleks uzay formunun bir altmanifoldunun
Ricci egriligini ve ortalama egriligini igeren bir esitsizlik kurduktan sonra devaminda yapilan
calismalarda bu S. Hong, K. Matsumoto ve M. M. Tripathi de B.- Y. Chen’in kurmus oldugu esitsizligin
daha genel bir formunu c¢alismiglardir. Sonu¢ olarak, tizerinde farkli geometrik yapilart igeren
manifoldlar ve bunlarin altmanifoldlar ile ilgili Chen esitsizlikleri ¢alisilmig olup bunlarla ilgili bir¢ok
karakterizasyonlar verilmistir (Chen, 1996; Hong, Matsumoto ve Tripathi, 2005).

Bu tez galismasinda bir Riemann manifoldun Riemann invaryantlari ¢alisilmistir. Burada M Riemann
manifoldunun Ricci egriligi ile M'nin M altmanifoldunun Ricci egriligi arasindaki iliskiyi veren bir
temel esitsizlik kurulmustur. Bu esitsizligin esitlik durumu da g6z 6niine alinarak bununla ilgili gerek
ve yeter sartlar verilmistir. Daha sonra bir Riemann manifoldun skalar egriligi ile bu manifoldun
altmanifoldunun skalar egriligi arasinda bir temel esitsizlik kurulmus olup bu esitsizligin de esitlik
durumunun saglanmasi durumunda gerek ve yeter sartlar belirlenmistir. Benzer sekilde bu esitsizlik bir
reel uzay formunun altmanifoldu i¢in de hesaplanmis olup bazi karakterizasyonlar verilmistir.

Bir diger alt boliimde ise bir M hemen hemen Hermitiyen manifoldun bir Riemann altmanifoldu ele
alinmustir. M iizerindeki hemen hemen kompleks yap1 géz oniine alinarak M altmanifoldunun invaryant,

anti-invaryant, CR-altmanifold, slant ve generic olmast ile ilgili bir siniflandirma verilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

C. L. Gauss (1777-1855) ylizeylerin geometrisi kavramini tanitarak yiizeyler teorisini kurmustur (Gauss,
1828). O zamandan beri yiizeyler konusu fiizerine matematik alaninda ciddi oranda caligmalar
yapilmigtir. Egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi matematigin bir¢ok dalinin yani sira
dinamikte, fizikte ve miihendislikte biiyiik etki yaratmigtir. Ornegin jeodeziklerin geometrisi dinamik,
kalkiiliis ve topolojide kullanilirken minimal yiizeylerin geometrisi de kompleks fonksiyonlar teorisi,
varyasyon hesabi ve topolojide olduk¢a 6nemlidir. Gauss’ tan dnce geometriciler, bir ylizeyi sonsuz
sayidaki egrilerin birlesimi olarak tanimlarken Gauss, her yiizeyi kendi basina ayri bir varlik olarak
gorityordu. Gauss’ un 3-boyutlu Oklid uzayindaki yiizeyler teorisinden etkilenen B. Riemann (1826-
1866), 1854 yilinda Riemann geometrisini ortaya koydu. Riemann geometrisi ise 6zel durumlarda hem
Oklid geometrisini hem de Oklid dis1 geometrileri igeriyordu. Bu anlamda Riemann geometrisi Oklid
geometrisinin bir genellestirilmisidir. Boylece Riemann geometrisi, 20.yy’da ¢alisan geometri ve fizik
iizerine ¢alisanlar iizerinde oldukca biiyiik etki yaratmistir.

Yiizeyler iizerinde igsel Riemann yapisi ile asli egrilikleri veya yiizey iizerine indirgenmis Riemann
metrigini kullanarak iki farkli yontemle yiizeylerin egrilikleri hesaplanabiliyordu (Chen, 2000).

Diger yandan manifold teorisi, modern diferansiyel geometrinin gelisiminde onemli bir rol oynayan
aktif bir arastirma alanidir. Altmanifoldlar teorisi, diferansiyel ve integral hesabinin bulunmasindan
itibaren calisilmaya baglanmistir. Fermat’in verilen bir egriye tegetin nasil ¢izilecegi problemiyle
teorinin baslangici baglamistir. Bu teoriye ilk 6nemli katki Euler tarafindan 1736 yilinda yapilmistir.
Euler, diizlem egrililerinin egriliklerini, yay uzunlugunu ve egrilik yarigapini tanitmasiyla baglamig ve
boylece altmanifoldlarin igsel diferansiyel geometrisi ¢alismaya baslamistir. Daha sonra 3-boyutlu
Oklid uzayinda yiizeylerin Gauss ve ortalama egriliklerini tanimlamustir. Yiizeyin Gauss egriligi,
igerisinde bulundugu uzaydan bagimsiz igsel bir invaryant iken ortalama egrilik, yiizeyin icerisinde
bulundugu uzaydan kaynaklanan ve ylizeyin direncine karsilik gelen ylizey gerilimi seklinde
tanimlanabilir. Bu sebeple ylizeyin ortalama egriligi digsal bir invaryanttir. Altmanifoldlar iizerine
Gauss, Lagrange, Meusnier, Weiestrass, Plateau gibi isimler katki saglamasina karsin ilk kapsamli
derleme Chen tarafindan bir kitapta toplanmistir. Bugiin de bu kitap temel kaynaklardan biridir (Sahin,
2012).

B.-Y. Chen ve M. Okumura 1973 yilinda M manifoldu c sabit egrilikli bir reel uzay formunun n —

boyutlu bir altmanifoldu olmasi durumunda herhangi bir p € M noktasinda
2t > (m=2)|lol?+ n—2)(n—1)c (2.1)

esitsizliginin saglandigin1 gostermislerdir. (2.1) esitsizliginde T ve o sirasiyla M manifoldunu skalar
egriligini ve ikinci temel formunu gostermektedir (Chen ve Okumura, 1973). 1996 yilinda ise B.-Y.

Chen, R™(c) bir reel uzay formunun n —boyutlu bir altmanifoldu olan M’ nin herhangi bir noktasinda
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1 1
T< En(n—1)||H||2+§n(n—1)c (2.2)

esitsizliginin saglandigini gostermistir. Burada 7 ve H, M manifoldunun sirasiyla skalar egriligini ve
ortalama egrilik vektoriinii gostermektedir. Ayrica Chen (2.2) esitsizliginin esitlik durumunun
saglanmasi icin gerek ve yeter sartin p € M noktasinin bir total umbilik nokta olmasi gerektigini
gostermistir. Literatiirde bu tip esitsizlikler, Chen-tipi esitsizlikler veya Chen esitsizlikleri olarak
adlandirilir (Chen, 2001).

Bir manifoldun temel igsel invaryantlari kesit egriligi, Ricci egriligi ve skalar egrilik olarak bilinirken
ortalama egrilik vektorii ise bir digsal invaryant seklinde ifade edilir. Chen esitsizlikleri ise bir
altmanifoldun icsel ve dissal invaryantlari arasinda iliski elde etmeyi sagladigindan altmanifold teorisi
calisan kisiler i¢in bu konu son dénemlerin en popiiler konularindan biridir. Bu nedenle literatiirde bu
konu iizerine bir¢ok ¢alismalar mevcuttur (Deng, 2009).

Kompleks yapilar ve kompleks yapilarla donatilmis manifoldlar klasik cebirsel geometrideki cebirsel
egrilerin ve cebirsel yiizeylerin incelenmesiyle ayri bir ¢alisma alani olarak ortaya ¢ikmustir. Bu
manifoldlarin iizerindeki Riemann metriginin indirgenmesiyle kompleks altmanifoldlar {izerine
caligmalar 1950'lerin basinda E. Calabi tarafindan baglamistir (Calabi ve Eckmann, 1953).

Kompleks bir manifoldun bir altmanifoldu, eger teget uzaylarinin her biri ambient manifoldunun hemen
hemen kompleks yap1 altinda invaryantsa, bir kompleks altmanifold olarak adlandirihir. Bir Kaehler
manifoldunun kompleks bir altmanifoldunun kendisi indirgenmis metrige gére bir Kaehler
manifoldudur. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile donatilmis manifold, altmanifoldunun tanjant
demetine gore bircok altmanifold sinifina sahiptir. Ornegin Kaehler altmanifold, total reel altmanifold,
CR-altmanifold ve slant altmanifold vb. verilebilir.

1978'de Chen, Kaehler manifoldun bir CR-altmanifoldunun D+ total reel altmanifoldunu her zaman

integrallenebilir oldugunu gostermistir. (Blair ve Chen, 1979).
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1.Riemann Manifoldlar ve Altmanifoldlar:

Tanmm 3.1.1. X kiimesi verilsin. 7, X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi olmak tizere asagidaki sartlar

saglanir. 7 'ye X tizerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine ise bir topolojik uzay denir.

(@ XeTvePert,
(b) T ailesinin keyfi birlesimi 7 kiimesine aittir,

(c) T ailesinin sonlu sayida kesisimi T kiimesine aittir.

Yukarida (a), (b), (c) maddeleri ile verilen X kiimesinin elemanlari topolojik uzayda bir nokta olarak

adlandirilir. 7 ailesinin her bir alt kiimesine (X, T) uzayin agiklar1 denir (Sahin, 2012).

Tamm 3.1.2. X bostan farkli kiimesi verilmek iizere X kiimesi iizerinde d: X x X - R ‘ye tanimli
bir fonksiyon verilsin. Bu durumda VX, X,,X; € X i¢in
i) X #Xicind(X,X,) >0,
i) d(x, %) =0 X% =X,,
i) d(%, %) =d(x,, %),

iv) d(x,%,) <d(x, %) +d(X;, X,)
sartlar1 saglanirsa yukaridaki gibi tanimli olan d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir. Burada
d metrigi, X kiimesi iizerinde bir tek topoloji iiretir. Bunun anlanu ise metrik uzay iizerinde her zaman

topolojinin tanimlanmasinin miimkiin oldugudur (Sahin, 2012).

Ornek 3.1.1. R reel sayilar kiimesi olmak iizere, IR" iizerinde

{X= (X, X000 %) 1 X €RY

olsun. Bu ifadede her bir X; reel sayisina X€R" noktasinm i.koordinat adi verilir. Herhangi bir

X,y € R" igin
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n

d(x,y)= Z(Xi -y,)?

i=1
fonksiyonu tanimlanirsa d fonksiyonu R" iizerinde bir metrik tammlar. Boylece R" bir metrik

uzaydir (Sahin, 2012).

Tanmm 3.1.3. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M {izerindeki diferansiyellenebilir vektor

alanlarinin kiimesi I'(TM) ile gosterilmek tizere
g: I(TM) x T'(TM) » C*(M,R)
ile taniml1 g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani V X,Y € I'(TM) igin

(@ gX,Y) = g(¥,X)
(b) g(X,X) =0 ve VX icing(X,X) =0 & X =0

sartlar1 saglanirsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir. Bu durumda

(M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir (Sahin, 2012).

Ornek 3.1.2. R™ Oklidyen uzay1 olmak iizere

n

<X,Y>= inyi

i=1

i¢ carpimi1 gdz Oniine alinirsa bu durumda kolayca goriiliir ki <, > bilineer, simetrik ve pozitif tanimlidir.

Boylelikle <, > bir Riemann metrik ve (R", <, >) ikilisi bir Riemann manifoldudur (Sahin, 2012).

Tanim 3.1.4. M bir manifold olmak iizere bu manifold iizerinde vektor alanlarmin kiimesi I'(T M) olsun.
VX,Y,Z € T(TM) ve f € C®(M, R)igin

V: I(TM) x [(TM) — I'(TM)

ile tamimli ve
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(1) VxavZ =VyZ + VyZ

(2) Vx(Y+2) = ViV + VxZ
3) VfXY = fVxY

(4) Vx(fY) = X[fIY + fVxY

sartlarini saglarsa V doniisiimiine afin veya lineer konneksiyon adi verilir. VyY vektor alanina Y vektor
alanmin X vektor alam1 boyunca kovaryant tiirevi ad1 verilir. Yukaridaki tanimdan goriildiigii iizere bir
afin konneksiyon, M iizerindeki bir vektor alanini yine bir vektor alanina tagiyan bir donistimdiir (Sahin,
2012).

Tamm 3.1.5. M bir manifold ve V manifold {izerinde bir lineer konneksiyon olsun. Bu durumda

T : T(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,Y) > T(X,Y) = VxY — VyX — [X,Y]

ve

R: T(TM) x T(TM) x T(TM) — T'(TM)
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVyxZ — Vix y|Z (3.1)

ile tanimli T ve R tensor alanlaria V lineer konneksiyonun sirasiyla torsiyon tensorii ve egrilik tensori
denir. Agiktir ki T, (2,1) —mertebeli tensor alani ve R, (3,1) —mertebeli tensor alanidir. T = 0 olmasi
durumunda V lineer konneksiyonu torsiyonsuzdur denir. R = 0 oldugu durumda M manifoldu flattir
(dtizlemsel) denir (Sahin, 2012).

Burada

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

ile gosterilir. R’nin iyi bilinen 6zellikleri asagidaki gibidir:

RX,Y,ZW)= —R(X,Y,W,Z),
RX,Y,ZW)= —R (Y, X,Z,W),
RX,Y)Z+RY,2)X+R(ZX)Y =0, (3.2)

R(X,Y,Z,W) = R (Z,W,X,Y).
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Ispat. Yukarida verilen (3.2) esitligi “/.Bianchi Ozdesligi” olarak adlandirilir. Burada V X,Y,Z €
['(TM) igin (3.1) esitligi kullanirsa

RX,Y)Z+R (Y, 2)X+R (Z,X)Y = VxVyZ — V,VxZ — VixyZ
+ VyVZX - V2VyX - V[Y,Z]X

+ V2VXY - Vszy - V[ij]Y

olur. Buradan

RX,Y)DZ+R Y, 2)X+R (Z,X)Y = Vy(VyZ — V,Y) + Vy(V,X — VyZ)
+V2(VXY - VyX) - V[X’y]Z - V[Y,Z]X - V[le]y

elde edilir. V torsiyonsuz oldugundan VyZ — V,Y = [Y, Z] dir. Boylece

RX,Y)Z+R Y, 2)X +R(ZX)Y = Vx|V, Z] + Vy[Z, X] + V,[X, Y]
—V[X'y]Z - V[Y,Z]X - V[le]y

dir. Burada konneksiyonun torsiyonsuz olmasi tekrar kullanilirsa
RX,VZ+RY,2)X+R(ZX)Y =[X[Y,Z]] + [Y[Z X]] + [Z[X, Y]]
elde edilir. Boylece Jacobi 6zdesliginden
RXY)Z+RY,Z)X+R(Z,X)Y =0
olur (Sahin, 2012).

Teorem 3.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde torsiyonsuz ve g metrigi ile uyumlu

(Vg = 0) bir tek V lineer konneksiyon vardir.

Ispat. (Teklik). T =0 ve Vg = 0 olacak sekilde bir V lineer konneksiyon var olsun. Bu durumda
VX, Y eT'(TM)igin T(X,Y) = 0 oldugundan

[X,Y] = VY — VX (3.3)
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dir. Diger taraftan Z € T'(TM) igin (Vxg)(Y,Z) = 0 oldugundan
Xq(Y,2) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (3.4)
olur. Diger taraftan (3.3) ve (3.4) denklemleri kullanilirsa
9(VxY,2) = X,(Y,2) — g(Y,VzX) + g([Z,X].Y)
olur. Bu islem devam ettirilirse

+ g(Y; [Z,X]) = g(X, [Y;Z]) - g(VXY’Z)

elde edilir. Buradan Koszul formiilii ad1 verilen

1
g(VxY,Z) = E{Xg(Y'Z) +Yg(Z,X) - ZgX, )+ g(Z [X, YD + g(¥,[Z X])

- 9(X,[v,Z])} (3.5)

denklemi bulunur. Bu ifadede M tizerinde (3.3) ve (3.4) sartlar1 saglanir. Her V konneksiyonu igin
saglandigindan ve g Riemann metrigi pozitif taniml oldugundan V tektir.

(Varlik). X ve Y vektor alanlar segilsin ve V konneksiyonu (3.5) ile tanimlansin. Bu durumda kolayca
gortlir ki V lineerdir. Yapilan islemlerle (3.3) ve (3.4) sartlarinin saglandigi da goriliir.

Teorem 3.1.1 de verilen konneksiyona Levi-Civita konneksiyon, Riemann konneksiyon veya metrik
konneksiyon ad1 verilir (Sahin, 2012).

Tamm 3.1.6. M, M manifoldunun altmanifoldu olsun. V ve V, sirasiyla M ve M manifoldlari iizerinde

tanimli konneksiyonlar olmak tizere, VX,Y € I'(TM) igin
ViV = VY +0(X,Y) (3.6)

seklindedir. (3.6)’daki VyY ve o(X,Y), sirastyla VY nin tanjant demeti ve normal demeti iizerindeki
bilesenlerdir. V Riemann konneksiyonu, V’den indirgenmis konneksiyon olarak adlandirilirken o, M

altmanifoldunun ikinci temel formu olarak adlandirilir. o ikinci temel formu simetriktir ve

c(X,Y) = o (¥,X) (3.7)



Ece Giiler ASLAN, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2024

saglanir.

Tamm 3.1.7. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M, M manifoldunun altmanifoldu olmak iizere
VX, Y €e(TM)veV Z € T(TM)*' icin

g(AzX,Y) = g(o(X,Y),2) (3.8)
dir.

Ispat. Y € I'(TM) ve Z € T(TM)* igin g(Y,Z) = 0 dir. Bu belirtilen ifadenin her iki tarafina V

kovaryant tiirevi uygulanirsa
9g(VxV,Z) + g(v,VxZ) =0
elde edilir. Burada
ViV = VY + o(X,Y) (3.9)

ve

VyZ = —A,X + ViZ, (Vx2)" = —A,X (3.10)
denklemleri kullanilirsa

9(VxY + o(X,Y),Z) + g(Y,—AzX + VxZ) =0
olur. Burada
TM =TM & TM*

ayrigimi kullanilarak (3.8) elde edilir.
o simetrik ve bilineer oldugu bilindiginden (3.8) ifadesi ile A, operatériiniin simetrik ve lineer oldugu

gorliir. (3.9) ve (3.10) denklemlerine sirasiyla Gauss ve Weingarten formiilii adi verilir.

Diger yandan M Riemann manifoldu i¢in, V X, Y, Z, W € I'(TM) igin

10
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RX,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W) + g(c(X,W),a(Y,Z))
—9(0(X,2),0(Y,W)) (3.11)

esitligi vardir. (3.11) esitligi Gauss denklemi olarak adlandirilir. Burada R ve R sirastyla M ve M
manifoldlarinin egrilik tensorlerini gostermektedir. M Riemann manifoldunun normal kisminin egrilik

tensorii RY, VX, Y, Z, W € T(TM) ve N € I'(TM)* olmak iizere
RY(X,Y) N = VgV§N — V§VgN — Vi N (3.12)

ile verilir. Eger R* = 0 ise bu durumda M manifoldunun V* normal konneksiyonu diizlemseldir, denir.

Diger yandan ¢’ nin kovaryant tlirevi
(V'o)(X,Y,Z) = Vxo(Y,Z) — 0 (VxY,Z) — o(Y,VxZ) (3.13)

ile tanimlanir. Eger V'o = 0 ise bu durumda ikinci temel form paraleldir, denir.
vV X,Y €T(TM) ve N,V € T(TM)* igin

R(X,Y,N,V) = RE(X,Y,N,V) — (AyAyX,Y) + (A, AyX,Y) (3.14)

vardir. Yukarida verilen (3.14) ifadesi Ricci-Kiihn denklemi olarak adlandirilir.
(M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™, M manifoldunun altmanifoldu olsun. T, M tanjant uzayinin

herhangi bir ortonormal bazi {e, ..., €, } i¢in, ortalama egrilik vektorii H (p)

n

1
HP) = ~ ) olee). (3.15)

i=1

ile verilir. Burada eger ¢ = 0 ise M altmanifoldu, M’da total jeodeziktir, denir. Eger H = 0 ise
minimaldir. V X, Y € I'(TM) igin

oX,Y)=9gX,Y)H

sart1 saglanirsa M altmanifoldu total umbiliktir, denir (Chen, 2000).
M m-boyutlu bir Riemann manifold, M M’nin n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. T, M tanjant uzayinin
bir ortonormal tabani {ey, ..., e, } olsun. e,, (T,M)* normal uzaymmn bir {€;41, ..., €, } ortonormal

tabanina ait olsun. Bu durumda

11
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g5 = (glever)er) ve gl = > (g(ewe).glewe;) (3.16)

ij=1
seklindedir.

Tanmm 3.1.8. (M, g) n —boyutlu Riemann manifoldu ve M manifoldunun bir p noktasindaki tanjant
uzay1 T, M olsun. T,M uzaymn 2 —boyutlu bir alt uzay: P olsun. x ve y, P diizlemini geren birim

vektorler olmak tizere

IR, y)y,x)
gx,x)g,y) — g(x,y)?

K(PP) = K(x,y) = (3.17)

ifadesine M manifoldunun P dizlemine gore kesit egriligi denir (Sahin, 2012).
M, n —boyutlu Riemann manifoldu olsun. p € M’deki ortogonal birim vektdrler olan e; ve e; tarafindan
gerilen diizlem kesitinin kesit egriligi Ky (e; A e;) ile gosterilir.

KM(ei 74N e]) = R(ei, ej, ej, el-) = R(ej, e;, e, e]) (318)

burada R, Riemann egrilik tensoriidiir. Genellikle kesit egriligi Ky (e; A ;) , K;; ile gosterilir.

Tanim 3.1.9. R™(c), m —boyutlu ve ¢ sabit kesit egrilikli Riemann manifoldu bir reel uzay formu

olarak adlandirihir. V X,Y,Z, W € R™(c) vektor alanlari i¢in Riemann egrilik tensori
RX,Y,Z,W) = c{{Y,Z) (X, W) —(X,Z) (Y, W)}

seklinde tanmimlanir. Buradan ¢ = 0 olmas1 durumunda manifold bir Oklid uzay, ¢ > 0 ise kiire, ¢ < 0

ise ¢ bir hiperbolik uzay olacaktir (Tripathi, 2002).

Tamm 3.1.10. M , n —boyutlu Riemann manifoldu olsun. T,,M” deki birim vektorler kiimesi Tle

olmak tizere

ToM={Xe T,M|gX,X) =1}

12
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yazilabilir. Burada {ey, ..., e,} , T, M i¢in herhangi bir ortonormal taban ise M manifoldunun S Ricci

tensoru

n
S(X,Y) = ZR (e, X,Y,¢) X,Y € T,M (3.19)
j=1
ile verilir. Burada
SX,Y) = S(Y,X), X,Y € T,M

saglanir. Diger yandan, M manifoldunun Ricci egriligi Ric (X),

Ric (X) = S(X,X), X € T,M

ile tanimlanir. Burada her bir i € {1, ..., n} igin

n n n
Ric(e;) = S(e;,e;) = Z R(ej, e;, e, ej) = Z R(el-, ey ei) = Z R(el-, ej, €j, ei)

j=1 j=1 J#i

n
= Z Ku(eiNe))
Jj#i
seklindedir. Ozel olarak eger X = e; alimrsa yukaridaki esitlik
n
Ric(X) = Z Ky (ei/e;) (3.20)
j=2

olur. Boylece her bir i € {1, ...,n} i¢in

Ric(e) = ) Ku(eihe;) = S(ese)

J#i

yazilabilir. Diger yandan, M manifoldu iizerindeki maksimum Ricci egrilik fonksiyonu Ric ile

gosterilirse

13
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Ric(p) = max{Ric(X)| X € T M}
seklinde verilebilir (Chen, 2000).

Tamm 3.1.11. (M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M noktasindaki tanjant uzay T,,M olsun. M

manifoldunun X dogrultusundaki Ricci egriligi Ric(X)

S(X, X)

Ric(X) = & X)

ile tanimlanir (Sahin,2012).

M, n —boyutlu bir Riemann manifoldu olmak tizere p € M noktasindaki skalar egrilik 7(p)

(p) = Z Ky (e:/\e;) (3.21)

1<i<jsn

ile de verilebilir. Burada {ey, ..., e}, T, M igin herhangi bir ortonormal tabandir ve K (ei/\ej) p € M’de
e; Ve e; tarafindan gerilen diizlem Kesitinin egriligidir. Ozel olarak 2 —boyutlu Riemann manifoldlart

icin skalar egrilik onun Gauss egriligine karsilik gelmektedir. Boylece

n n n n

1 1
ZZKM(ei/\ej) = EZ S(e;, e;) = EZ Ric(e;). (3.22)
i=1 =1 i=1 i=1

(p) =

N =

M bir Riemann manifoldu M’de M’nin bir altmanifoldu olsun. K;; ve K;; sirastyla altmanifoldu M ve
M manifoldlarmin e; ve e; tarafindan gerilen diizlem kesitinin kesit egriligini gostersin. Boylece, K;; ve

K; j’nin p € M noktasinda Span{ei, ej}’nin “icsel” ve “digsal” kesit egriligi olarak adlandirilir. (3.11)

gore
m
Kij = Kij + Z (ofiaf; — (0])?) (3.23)
r=n+1
elde edilir.

Yukarida verilen (3.23) esitliginden

(3.24)

-

2t(p) = 2%(T,M) + n? IH|I* - |lo]l?

14
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bulunur. Burada

#(T,M) = Z Ki;

1<i<jsn

seklinde olup t(p) ve f(TpM)’nin sirastyla p € M noktasindaki altmanifoldunun “igsel” ve “digsal”

skalar egriliklerini gdstermektedir.

Ayrica, bir altmanifoldun ikinci temel formun ve ortalama egriligin normunun karesi arasindaki iligki

m
1 1
ol = 5 w2 IHIZ + 5 ) (ofy = 0f, = = o5)?

r=n+1

+2 i zn:(a{j)z -2 i Z (aliaf = (0])?).

r=n+1j=2 r=n+12<i<js<n

ile verilir (Chen, 1999).

M’nin bir p € M noktasindaki ikinci temel formun cekirdegi:
Ny={X€eT,M|o(X,Y)=0, VY € T,M},

verilir (Chen, 2000).
Diger yandan p € M deki normallestirilmis skalar egrilik:

2
v (p) = n(r:—(f)l)

ile tammlanir. Burada (3.20) ve (3.21) esitliklerinden

Ric(e;) = T — Z KM(el-/\ej) =1 —% Z KM(ei/\ej)

2<i<jsn 2<i#js<n

seklindedir.

1
Ric(e;) = 7— Z Ku(eiNej) = -5 Z Ku(eiNe))

2<i<j<4 2<i#j<4

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

15



Ece Giiler ASLAN, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2024

seklindedir. Burada e; ve e; M altmanifoldunun ortonormal bazini gostermektedir.

3.2.Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Tanmm 3.2.1. M bir diferansiyallenebilir manifold olsun. J, M manifoldu tizerinde (1,1) —tipinde bir
tensor alan1 olmak {izere J, M nin her p noktasinda /2 = —I olacak sekilde T,,(M) tanjant uzaymin bir
endormorfizmi ise, M iizerinde hemen hemen kompleks bir yap1 olarak adlandirilir. Uzerinde bir J
hemen hemen kompleks yapist bulunan M manifolduna hemen hemen kompleks manifold adi verilir.
Her hemen hemen kompleks manifold ¢ift boyutludur.

M manifoldunun bir p noktasmin U komsulugunda kompleks lokal koordinat sistemi (z2, ... , z™) olsun.

j=1,..,n i¢inz/ = xJ + iyJ yazlabilir. T,(M) iizerindeki bir ] endormorfizmi

)i 1)
J axi)  ayi’ J ayi) axls 1T ot (3:30)

seklinde tanmimlanabilir. Boylelikle /] kompleks yapisinin yerel koordinat sisteminin se¢imine baglt

olmadigi goriilir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 3.2.2. M iizerindeki ] hemen hemen kompleks yapisinin (1,2) —tipli torsiyon tensor alani N ile

tanimlanir ve
NX,Y)=[X,JY]1=]JIX,JY] = JUX, Y] - [X,Y] (3.31)
seklindedir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 3.2.3. M, hemen hemen kompleks J yapisina sahip bir hemen hemen kompleks manifold olsun.
M tizerindeki her V X, Y € T'(TM) igin

9UX,JY) = g(X,Y)

ise g’ye M iizerinde bir Hermitiyen metrik denir.
Hermitiyen metrik ile donatilmis bir hemen hemen kompleks bir manifolduna hemen hemen Hermitiyen
manifold adi verilir. Ayrica Hermitiyen metrik ile donatilmis bir kompleks manifold, Hermitiyen
manifold olarak adlandirilir (Yano ve Kon,1984).

16
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Tanim 3.2.4. (M, ], g) bir hemen hemen Hermitiyen bir manifold olsun. M iizerindeki X ve Y vektor

alanlari igin M’nin temel 2 —formu olan ¢

¢X,Y) = g(X,JY)

ile tamimlanir. Burada
dUX,JY) = d(X,Y)
seklindedir (YYano ve Kon, 1984).
Teorem 3.2.1. (M,],g) bir hemen hemen kompleks bir manifold olsun. M tizerinde bir V lineer
konneksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V/ = 0 ve T = 0 sartlarinin saglanmasidir. Burada T,

V’nin torsiyon tensoriinii gostermektedir.

Ispat. M iizerinde V] = 0 ve T = 0 sartim saglayan bir V lineer konneksiyonu olsun. Bu durumda
VX, Y eI'(TM) igin

[X,Y] = ViV —VyX,  VyJY =]VyY

esitligi saglanir. Ayrica

NX,Y) =[X,JY] = J[X,JY] = JUX, Y] = [X,Y]
= JVjxY = JVyX — J2VgY + JV)y X — JV,xY + ]2V X —VyY +VyX =0 (3.32)

seklindedir. O halde (3.32) ifadesinden N(X,Y) = 0 bulunur. Boylece M bir kompleks manifolddur.
Tersine M bir kompleks manifold olsun. Bu durumda N = 0°dir. Oncelikle M kompleks manifoldu
tizerinde torsiyon tensor alan1 T = 0 sartin1 saglayan bir V lineer konneksiyonu verilsin. Bu durumda

seklinde tanimlansin. M iizerinde V X,Y € ['(TM) i¢in

(V' DY =V Y =V, Y

17
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= VyJY = JVyY — % [AX,Y) = JS(X,JY) +JAX,JY) + S(X,Y)]
1
= (Vx))Y =5 [(Ve))Y +](VxY)JY]

1
= S [(V)Y +)(TxV)Y]

seklindedir.

Diger bir taraftan

JOXDJY = JVxJ?Y = J2VxJY = —JVxY + (Vx))Y +]VxY = (Vx))Y

elde edilir. Boylece V'xJ = 0 olacaktir.

T' = 0 oldugunu gostermeden once T = 0 ifadesinin gosterilmesi gerekmektedir.

AUX,Y) + A(X,JY) = —[X, Y] + UX,JY] = JUX, Y] = J[X,]JY] = N(X,Y)
T'(X,Y) = V'Y -V, X —[X,Y]

=T(X,Y) + % [AUX,Y) + A(X,]Y)]

1
=— NX,Y
= N
esitliginden sonug olarak N = 0 ise T’ = 0 oldugu goriiliir. Boylece
1
VixY = VxY + 2 [AX,JY) = JS(X, V)]

ifadesinde V"’ niin istenen konneksiyon oldugu goriiliir. Boylece V', M ilizerinde V'J=0ve T' =0

sartin1 saglayan bir lineer konneksiyondur. Burada T”, V"’niin torsiyonudur (Yano ve Kon,1984).
Lemma 3.2.1. (M,], g) bir hemen hemen Hermitiyen manifold olsun. Bu durumda g metrigi ile
donatilmig Riemann konneksiyonunun V kovaryant tiirevi, ¢p temel 2 —formu ve J’nin N torsiyon alani
VX, Y,Z € T(TM) igin

29((Vx)Y,Z) — g(JX,N(Y,2)) = 3d¢(X,]Y,]Z) — 3dp(X,Y, Z)

esitligi vardir.
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Ispat. M iizerindeki V X, Y ve Z vektor alanlari igin

(VxDJY = =J(Vx])Y (3.33)
N(Y,Z) = (ViyZ = (Vi)Y +](V2DY = J(Vy))Z (3.35)

esitlikleri vardir.

Diger bir taraftan (3.33), (3.34) ve (3.35) denklemleri kullanilirsa

3dop(X,Y,2) =X(¢(V,2)+Y(@Z X)+Z(p(X,Y) — ¢([X,Y],2) — ¢([Y, Z],X)

=g, (VxZ) + g(Z, (Vy))X) + g(X, (VZ])Y) (3.36)

elde edilir. Buradan

3de(X,Y,2) — 3dp(X,]Y,JZ) = —29((Vx )Y, Z) + g(Z, (Vy))X)
+9(X, (VDY) —g(Z,(Vie))X) — 9(X, (V,2))]Y)

= —29((VxDY,Z2) — gV DNZ,JX) + g(JX, (V,2])]Y)
+9 ((v))2.1X) = g (V). JX)

==2g((Vx))Y,Z) + g(JX,N(Y, 2))
bulunur (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 3.2.2. (M,],g) hemen hemen kompleks bir manifold olsun. V, M {izerindeki bir Riemann

konneksiyonunu gostermek tizere asagidaki sartlar birbirine denktir:

(@ v/=0,
(b) V¢ =0,
(c) Hemen hemen kompleks yapi torsiyonsuzdur ve ¢ temel 2-formu kapalidir, yani N = 0 ve d¢p =

0’dur.

Ispat. M iizerindeki herhangi bir X, Y ve Z vektor alan igin

(VxP)(Y,Z) = g(Y, (Vx))Z)
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saglanir. Boylece V] = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart V¢p = 0 olmasidir. Boylece (a) kosulu (b)
kosuluna denktir. Diger yandan kabul edelim ki (b) kosulu saglansin. Béylece d¢p = 0 oldugundan N =
0 bulunur. Tersine kabul edelim ki (c) kosulu saglansin. Bu durumda Lemma 3.2.1°den, VJ =0 ve

buradan V¢ = 0 elde edilir. Dolayisiyla (b) kosulu da (¢) kosuluna denktir.

Tanmm 3.2.5. (M, ], g) bir hemen hemen Hermitiyen manifold olsun. Eger M iizerindeki ¢ temel
2 —formu kapali ise bu durumda g Kaehler metrigi olarak adlandirilir. Uzerinde Kaehler metrigi
bulunan bir hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Kaehler manifold denir. Benzer sekilde
tizerinde Kaehler metrigi bulunan bir kompleks manifolda da Kaehler manifoldu denir. Ayrica bir M

Hermitiyen manifoldunun Kaehler manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VJ/ = 0 saglanmasidir.

Tanim 3.2.6. (M, /, g) bir hemen hemen Hermitiyen manifold olsun. Eger M iizerindeki V X,Y vektor

alanlar i¢in
(VY + (VyDX =0 (3.37)
sart1 saglanirsa veya (3.37) esitligine denk olarak
(VxDX =0

ise bu durumda (M, ], g)’ ye nearly Kaehler manifold denir. Ayrica M tizerindeki herhangi bir X ve Y

vektor alanlart i¢in
(VxDY + (VixJ)JY =0
saglanirsa M’ye quasi-Kaehler manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

Onerme 3.2.1. (M, ], g) bir Kaehler manifoldu olsun. M iizerinde Riemann egrilik tensorii R ve Ricci

tensorii S ile gosterilmek tizere V X,Y € I'(TM) i¢in

(@) R(X,Y)] = JR(X,Y) ve R(JX,JY) = R(X,Y)
(b) SUX,JY) =S(X,Y) ve S(X,Y) = %iz(]R(X, )

saglanir.
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ispat.
(@) J hemen hemen kompleks yap1 paralel oldugundan birinci denklem agiktir. Bu durumda ikinci

denklemi gosterelim. M {izerindeki herhangi bir X,Y,Z ve W vektor alanlar i¢in

gRUX,JY)Z,W) = g(RW,2)]Y,]X) = gJR(W,Z)Y,]X)
=g(RW,2)Y,X) = g(R(X,Y)Z,W) (3-38)

seklindedir. Boylece R(JX,JY) = R(X,Y) elde edilir.

(b) M Kaehler manifoldu tizerindeki bir ortonormal baz {ey, ..., €5, } olsun. Bu durumda

SUXJY) = ) gR(eu XV, e) = ) g(RUes XY, Je)
= > gRGe XY Je) = Y gUR(en XY, Jep)

= Z g(R(e, X)Y, e) = S(X,Y) (3.39)

esitliginden (b)’nin ilk esitligi elde edilir.

Diger yandan, birinci Bianchi esitligi kullanilirsa

SHY) =) g(R(en )Y, e) = = ) gUR(en XY, e)

_ Z[gUR(X,]Y)ei, e) + gUR(e;, X)JY, e)]

4

= D [9URW.JV)es ) + URQY, JenX, Jep)]

4

_ Z[gUR(X,]Y)ei, e) + g(R(Y,e)X, e)]

i

=iz(JR(X,JY)) - S(X,Y) (3.40)
bulunur. Boylece (b)’nin ikinci esitligi de elde edilir (Yano ve Kon,1984).

Onerme 3.2.2. (M,],g) bir Kaehler manifoldu olsun. M iizerindeki Ricci tensorii S ile gosterilmek

uzere

(Vz)(X,Y) = (V) (Y, Z) + (Vy$) (X, Z)
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seklindedir.

Ispat. Onerme 3.2.1°deki (3.40) ve ikinci Bianchi esitligi goz 6niine alinirsa

1
(WzKY) =5 D [90TRX Ve €0)

i

1 1
_ EZ[g(/(vXR)(Z,mei, e) + EZ[QU(V]YR)(X, Dy

4

= (Vx$)(Y,2) + (V)yS)(UX, 2)
elde edilir (Yano ve Kon, 1984).

Onerme 3.2.3. (M, ], g) reel 2n —boyutlu bir Kaehler manifoldu olsun. n > 1 olmak iizere eger M sabit

egrilige sahipse, M manifoldu diizlemseldir.

Ispat. Eger M Kaehler manifoldu c sabit egrilikli ise bu durumda M iizerindeki herhangi bir X,Y ve Z

vektor alanlart i¢in
R(X,Y) =c[g(Y,2)X — g(X,Z)Y]
yazilabilir. Burada Onerme 3.2.1°deki (3.38)” den

RX, V)Y =c[g(Y, V)X — g(X,Y)Y]

=clgUY,V)]X — g(UX,Y)]Y]
= R(JX,]Y)Y

elde edilir. Boylece burada (2n — 1) cX = cX oldugu goriiliir. O halde 2(n — 1)c = Oolur. n>1
oldugundan ¢ = 0 bulunur (Yano ve Kon, 1984).

Onerme 3.2.3den agikga goriilebilir ki, Kaehler manifoldlari igin sabit egrilik kavrami gerekli degildir.
Bu sebeple Kaehler manifoldlar igin sabit holomorfik kesit egriligi kavrami tanimlanabilir.

V, ] hemen hemen kompleks yapisi ile birlikte 2n —boyutlu reel vektor uzayi olsun. Bu durumda
B:VXV XV XV ->R

dontisimi VX,Y,Z, W € I'(TM) igin asagidaki sartlar saglanir:
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(8) B(X,Y,Z,W)=—B(Y,X,Z,W) = —-B(X,Y,W,Z)
(b) B(X,Y,Z,W) = B(Z,W,X,Y)

(c) B(X,Y,Z,W)+B(X,Z,W,Y)+ B(X,W,Y,Z) =0
(d) BUX,JY,Z,W) = B(X,Y,]Z,JW) = B(X,Y,Z,W)
(YYano ve Kon, 1984).

(M, ], g) bir Kaehler manifold ve R, M Kaehler manifoldu iizerindeki Riemann egrilik tensorii olsun.

p € M olmak tizere T, (M) tanjant diizlemindeki her bir P diizlemi i¢in K (P) kesit egriligi

K(P) =R(X,Y,X,Y) = g(R(X,Y)Y,X)

ile tamimlanir. Burada eger P diizlemi [ altinda invaryant ise bu durumda K(P)’ ye holomorfik kesit

egriligi denir. Boylece K (P) holomorfik kesit egriligi, p € M deki birim vektor X olmak iizere

K(P) =R(X,JX,X,]X) = g(R(X,JX)]X,X)

seklinde verilir.
Eger her p € M noktalarindaki T, (M) tanjant diizlemindeki P diizlemlerinin hepsi J —invaryant ise bu

durumda M’ye sabit holomorfik kesit egrilikli uzay veya kompleks uzay formu denir (Yano ve Kon,
1984).

Teorem 3.2.3. (M, ], g) bir Kaehler manifoldu olsun. M manifoldunun sabit holomorfik kesit egriligine
sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul R, M lizerindeki Riemann egrilik tensor alanin1 géstermek tizere

VX,Y,Z € ['(TM) i¢in

RXY)Z=-[gX,2)Y —g(Y,2)X+g(X,2)]Y —g(Y,Z)]X + 2g(JX,Y)]Z ]

e

kosulunun saglanmasidir (Yano ve Kon, 1984).

Diger yandan, M (c) kompleks uzay formu bir M (c, @) hemen hemen Hermitiyen manifold sinifina aittir,
burada c sabit holomorfik kesit egriligini ve a ise M iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyonu
gostermektedir.

Bir M hemen hemen Hermitiyen manifoldu tizerindeki R Riemann egrilik tensor alani

R=fR +f,R,
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sartin1 saglarsa bu durumda M(f}, f,) genellestirilmis kompleks uzay formu olarak adlandirilir.

Burada f, ve f,, M iizerinde smooth fonksiyonlar ve VX,Y,Z e T'(TM) i¢in

R(X,Y)Z=g(Y,Z)X -g(X,2)Y
R,(X,Y)Z =g(X,JZ)IY —g(Y,IZ)IX +29(X, IY)IZ

seklindedir.

24



Ece Giiler ASLAN, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2024

4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1.Riemann Altmanifoldlar icin Baz1 Esitsizlikler

Chen, n —boyutlu bir Riemann manifoldu i¢in Ricci egriligi kavramini, k —Ricci egrilik kavramina
genigletmis (2 < k < n) ve k —Ricci egriligi ile sekil operatorii arasinda 6nemli bir iligki vermistir.
Ardindan reel uzaylarin altmanifoldlan i¢in k —Ricci egriligi ile ortalama egrilik vektdriiniin karesi

arasindaki iliskiyi vermistir (Chen, 1999; Shen, 1993; Yu, 1996; Wu, 1987).

Teorem 4.1.1. M bir Riemann manifoldu ve M de M’ nin n —boyutlu bir altmanifoldu olsun. T,M,p €
M noktasindaki tanjant uzayim gostermek tizere I, T, M nin bir k —diizlem kesiti ve X, I1;,’da bir birim
vektor olsun. Eger k = n ise Il,, = T,M olur. Benzer sekilde eger k = 2 ise, bu durumda I1,, T;,M’de
bir diizlem kesitidir. Burada e; = X olmak tizere T, ’nin ortonormal bir tabanim {ey, ..., e, } olarak

alalim. Bu durumda IT; 'min X”deki k —Ricei egriligi, Ricy, (X)
RiCHk(X) = KM(€1A€2) + KM(61A63) + ...+ KM(el/\ek) (41)

ile tanimlanir (Chen, 1999).
Boylece her bir i € {1, ..., k} igin,

k k
Ricp, (&) = z Ku(eiNej) = Z K;; (4.2)

JES! J#EL

seklindedir.
Diger yandan, bir n —Ricci egriligi Ricr, u(e;) , Ric(e;) ile gosterilen e; nin bilinen Ricci egriligidir.

Dolayisiyla i € {1, ...,n} icin {ey, ..., e}, T,M nin herhangi bir ortonormal tabanin1 gdstermek tizere

n
RichM(ei) = Ric(e;) = ZKU

J#i

ile yazilabilir. Diger yandan, I1;, k —diizlem Kesitinin skalar egriligi t(I1j)

T(Hk) = Z KM(el-/\ej) = z Kl] (43)

1<i<j<k 1<i<j<k
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ile verilir. Burada {ey, ..., e}, k —diizlemi I, kesitinin herhangi bir ortonormal tabamim gostermektedir.

Boylece

k k k
1 1
T(Hk) = E zzKM(ei/\ej) = Ez Rian(ei) (44)
i=1j#1 i=1

seklindedir.
Burada eger k = 2 alinirsa 7(I1y), Ij, diizleminin kesit egriligi K (I1;,)’ya esit olacaktir. Ayrica [T} nin

normallestirilmis skalar egriligi olan T, (ITy),

2t(Iy)

Tv(Te) = Kk—1)

(4.5)

ile tanimlanir. Buradan agiktir ki
y(p) = TN(TpM)
seklindedir. I1, bir diizlem kesiti ve {e;, e, }, I, i¢in herhangi bir ortonormal taban ise, bu durumda

Ricl'lz(el) = Ricl'lz(el) = 1(Ily) = ty(I13) = Ky,

saglanir.
Asagidaki teorem, M Riemann manifoldunun Ricci egriligi ile M manifoldunun bir M altmanifoldunun

Ricci egriligi arasindaki iligkiyi vermektedir:

Teorem 4.1.2. M m —boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de M’ ninn —boyutlu bir altmanifoldu
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

a) X € Tle olmak iizere

1 __
Ric (X) < 7 n? ||H|I? + Ric(r,m) x) (4.6)

esitsizligi vardir. Burada ETC(TPM) (X), M manifoldunun X € Tle deki n —Ricci egriligini ve H’de
ortalama egriligi gostermektedir.

b) BirX € Tle icin (4.6) esitsizliginin esitlik durumu saglanir ancak ve ancak
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o(X,Y) =0, X'e dik olan her Y € T,,M icin,
n
o (X, X) = ZH(), (“7)

saglanir.
C) VX € T,M igin (4.6) esitsizliginin esitlik durumu saglanir ancak ve ancak p bir total jeodezik
noktadir veya n = 2 ve p bir total umbilik noktadir.

Ispat: Eger (3.24) goz oniine alinirsa

21(p) = 2&(T,M) + n? ||H|I* = |lo]|? (4.8)

yazilabilir. Ayrica (3.25) esitligi yukarida verilen son esitlikte yerine yazilirsa

N[ =

m
1

20(p) = 28(T,M) + 72 IHIP = 5 w2 IHIP = 5 )" (ofy = ofp =+ = oFn)?

r=n+1

-2 i Zn:(a{j)z +2 i Z (aliaf — (0])?).

r=n+1 j=2 r=n+12<i<j<n

elde edilir. Diger yandan

1 1
n |2 = 3 n? 1HI? = 5 n? |HIP

oldugu aciktir. Bu son ifade g6z 6niine alinirsa ve (4.8) esitliginde yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

m
! 2 2 T ! r r T \2
502 IHI? = 20(0) = 28(T,M) + 5 Y (ofy = 0f, = = oF)
r=n+1
m n m
v2 ) D Oipt=2 ) D (G — )
r=n+1j=2 r=n+12<i<j<n

bulunur. Son ifadenin her iki tarafi 2’ye boliiniirse
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m
1 1
2 IHIE =) = €T, M) + 7 ) (ol = 0y == of)?
r=n+1
m n m
+ Dt Y Y (oka — @p)?) (49)
r=n+1j=2 r=n+12<i<jsn

elde edilir.
Ayrica (3.23)’den

i Z (oligf; — (a1)?) = z (K —Kij) (4.10)

r=n+12<i<js<n 2<i<jsn

yazilabilir. Bu durumda (4.9) esitligi (4.10) da kullanilirsa

m
1 1
7 W IHIZ =) = #(T,M) + 7 ) (0f = 0F = == of)?
r=n+1
m n
+ Z Z(“lrj)z— Z (Kij —Ki; )
r=n+1 j=2 2<i<jsn

bulunur. Buradan

1 1 m m n
FHIZ = 2 > h—oh— =0t = > > (]

r=n+1 r=n+1 j=2

2<i<jsn 2<5i<j<n

seklinde yazilabilir. Boylece son ifadeden

(p) — Z K;; = Ric(e;) ve f(TpM)— Z I?ii = ﬁchpM(el)

2<i<jsn 2<i<jsn

olur. Bu durumda son esitlikten

m n
1 __
Ric(ey) < 3 72 IHIP + Ricpu(e) = ) Y (o]’

r=n+1j=2
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m
> (o= oy == ofn)? (411)
r=n+1

N

elde edilir. Burada herhangi bir birim vektor e; = X € Ty M igin, (4.6) esitligi elde edilir.

Eger X = e alinirsa, (4.11) esitliginin esitlik durumu saglanir, ancak ve ancak
O, = =0, ve 01 =05, ++ah,, re{n+1,..,m} (4.12)

saglanmasidir ve bu da (4.5)’e esdegerdir.
Diger yandan V X € Tle i¢in (4.6) esitlik durumu saglansin. Bu durumda (4.12)’ye gore her bir r €
{fn+1,..,m}icin

0;j=0, i#]j (4.13)
20;, = oy + o), + - +on, i€{1..,n} (4.14)
elde edilir. Burada (4.14) ifadesinden 2a{; = 203, = - = 205, = 011 + 03, + -+ + g}, olur, boylece

(n—2)(o{; + 032+ +0o4p) =0

bulunur.

Burada o{; + 05, + -- + 05, = 0 veyan = 2 olmalidir.

Eger 011 + 05, + -+ + gy, = 0 ise (4.14)’e gore her i € {1, ..., n} igin a]; = 0 elde edilir. Bu (4.13) ile
birlikte her i,j € {1,...,n} ver € {n + 1, ..., m} igin g;; = 0 olur, yani p total jeodezik bir noktadir.

n = 2 ise, 0 zaman (4.14) ifadesinden 2a{; = 203, = (d{; + 03,) olur; ki bu da p’nin bir total umbilik
nokta oldugunu gosterir. Ters kismin ispati benzer sekildedir.

Yukarida verilen Teorem 4.1.2 g6z Oniine alinirsa asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc 4.1.2. M, m —boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de M ‘nin n —boyutlu bir altmanifoldu
olsun. Budurumda X € Tle icin asagidaki ifadelerden herhangi ikisi bir digerini gerektirir:

(@) (4.2.1) esitsizliginin esitlik durumu bir X vektor alani i¢in saglanir.

(b) H(p) = 0.
(c) X EN,.
(Hong, Matsumoto ve Tripathi, 2005).

M, m —boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de M ‘nin n —boyutlu bir altmanifoldu olsun. T, M teget

uzaymin ortonormal bazi {eq,...,e,} ve e,, (r =n+1,..,m) olmak lizere TpJ'M normal uzayinin
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ortonormal tabam olan {ey;q,...,ex}’e ait olsun. K;;ve K; j swrasiyla p € M noktasinda M
altmanifoldunun ve M ambiyent manifoldunun e; ve e; vektorleri tarafindan gerilen diizlem kesitinin

kesit egriliklerini gostersin. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.1.3. M, m —boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de M ‘nin n —boyutlu bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda
w(p) < Sn?lIH|I? + #(T,M) (4.15)

esitsizligi vardir. Yukarida verilen (4.15) esitsizliginin esitlik durumu saglanir gerek ve yeter kosul M
total jeodeziktir (Oprea, 2005; Deng, 2009).

Diger yandan asagidaki cebirsel lemma verilebilir:

Lemma4.1.1. (n > 1) olmak iizere ay, ..., a, reel sayilari i¢in

i=1 i=1

esitsizligi vardir. Yukarida verilen (4.16) esitsizliginin esitlik durumu saglanir gerek ve yeter kosul
a; = a, = -+ = a, saglanmasidir (Tripathi, 2003).

Yukarida verilen Lemma 4.1.1 g6z 6niine alinirsa (4.13) esitsizligi asagidaki gibi verilebilir:

Teorem 4.1.4. M, m —boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de M ‘nin n —boyutlu bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda Vp € M noktasinda

(n-1)

T(p)Sn > lHII? + #(T,M) (4.17)

esitsizligi vardir. Yukarida verilen (4.17) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter

sart p noktasi bir total umbilik noktadir.

ispat. p € M noktasindaki bir ortonormal baz {ey, ..., e,, €41, -, €m} Olsun dyle ki burada ey, ..., e,
vektorleri p € M noktasinda M ’ye teget , e, vektorii ortalama egrilik vektorii H(p)’ ye paralel ve

A sekil operatorii kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda sekil operatorleri heri,j = 1,...,nver =

en+1

n+2,..,migin
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A = diag (ofy", 05, o 1), (4.18)

en+1

n
A, = (af7), izA, = Z =0 (4.19)
i=1

i

seklindedir. Ayrica (3.19) ifadesi g6z Oniine alinirsa

20 (p) = 22 (T,M) + n2 IHIP = Y (aF*) = > > (o)’ (#20)
i=1

r=n+2i,j=1
elde edilir. Burada Onerme 4.1.1 kullanilirsa
n
n H|? < Z(ag;“ 2 (4.21)
i=1
bulunur. Diger yandan (4.20) ve (4.21) ifadelerinden
m n
nn—1) _ 1 2
7(p) < — WHI? + 7 (T,M) — > Z Z (of)) (4.22)
r=n+21i,j=1

yazilabilir. Dolayisiyla buradan (4.17) elde edilir.
Eger (4.17) esitsizliginin esitlik durumu saglanirsa Lemma 4.1.1 ve (4.22) esitsizliginden

off'= ot = =0af  ved, =0, r=n+2,..,m

oldugu goriliir. Bu ise p € M noktasinin total umbilik nokta oldugunu gosterir. Tersi de benzer sekilde
dogrudan goriilebilir (Suceava, 2000).

Yukarida verilen Teorem 4.1.4 géz Oniine alinarak asagidakiler verilebilir:

Teorem 4.1.5. M, m —boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de M ‘nin n —boyutlu bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda her p € M noktasinda
(@) < IHI? + Ty (T,M) (4.23)
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esitsizligi vardir. Burada 7y, M altmanifoldunun p noktasindaki normallestirilmis skalar egriligini ve
Ty (T,M) de M ambiyent manifoldunda T,M’nin normallestirilmis skalar egriligini gostermektedir.

Yukarida verilen (4.23) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter kosul p nin bir
total umbilik nokta olmasidir (Suceava, 2000).

Daha sonra kullanilmak {izere bir diger cebirsel lemma asagidaki gibidir:

Lemma4.1.2. Egern >k = 2ve aq,a,, ,a, , a birer reel say1 ise

(zn: al-)z =(n—k+1) <i a? + a> (4.24)

i=1 i=1

olmak tizere

2 Z aa; =a

1<i<j<k

esitsizligi vardir. Bu son esitsizligin esitlik durumu saglanir gerek ve yeter kosul
a,+a; +-+ay=0ax, = =a,
olmasidir.

Ispat. Cauchy-Schwartz esitsizligine gore,

2

(Z ai> <(n-k+ 1)((a1 +a,+ap)’tag +ot a,zl) (4.25)

i=1
yazilabilir. Burada (4.24) ve (4.25) ifadeleri gz oniine alinirsa
n
Zai2+a S (g +ay+-q)+ag +-+as (4.26)

i=1

bulunur. Bdylece (4.26) esitsizligi
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2 Z aa; =a
1<i<j<k

seklindedir. Yukarida verilen son esitsizligin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter kosul
ay+a, ++ag=ap4 = =ay

saglanmasidir.

4.2.Reel Uzay Formlarimin Altmanifoldlar i¢cin Bazi Esitsizlikler

R™(c), § Riemann metrigi ile donatilmis m —boyutlu bir reel uzay formu ve M de R™(c)‘nin
n —boyutlu bir altmanifoldu olsun. Burada hem R™(c)’ nin § metrigi hem de M {izerine indirgenmis
g metrigi (.,.) ile gosterilsin. Ayrica T,M teget uzaymin ortonormal tabam {e;,...,e,} Ve ey,
(r=n+1,...,m) olmak iizere TpJ'M normal uzayinin ortonormal tabani olan {e;, 1, ..., €y, } € ait olsun.
K;; ve K;; sirasiyla M altmanifoldunun ve R™(c) reel uzay formunun bir p noktasinda e; ve e;

tarafindan gerilen diizlem kesitinin kesit egriliklerini ve

airj = (a(ei, ej), e,) ve ||o]|? = Z (a(ei,ej),a(ei, ej))

ij=1
olmak tizere (4.1.3) ifadesinden
m
Kij = Kij + Z (ojiaf; = (6])%)
r=n+1

yazilabilir. Burada R™(c) nin bir reel uzay formu oldugu gz 6niine alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
2t(p) = n?lIHII? = llol> +n(n — 1) c (4.27)

bulunur. Burada 27(p), M altmanifoldunun skalar egriligini gostermektedir. Ayrica

. = 1 1
‘L'(TpM)— K(I1,) = En(n—l)c—c= E(n+1)(n—2)c
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elde edilir (Ozgiir ve Tripathi, 2008).
Siradaki teorem bir reel uzay formunun altmanifoldlart icin Ricci egriligi ile ortalama egriligi

arasindaki iligskiyi vermektedir:
Teorem 4.2.1. R™(c), § Riemann metrigi ile donatilmig m —boyutlu bir reel uzay formu ve M de

R™(c)‘nin n —boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu durumda
(8) X € TyM igin,

4
|H|I? > = {Ric(X) — (n— 1)c} (4.28)

saglanir.

(b) Eger H(p) = 0 ise, bu durumda X € Tle icin (4.28) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi
i¢in gerek ve yeter kosul X € JV;, olmasidir.
(c) Her X € T, M igin (4.28) esitsizliginin esitlik durumu saglanmasi igin gerek ve yeter kosul ya p bir

total jeodezik nokta ya da n = 2 ve p ’nin bir total umbilik nokta olmasidir (Chen, 1999).
Ispat. M, R™(c) reel uzay formunun n boyutlu bir altmanifoldu ise, o halde v X € Ty M igin,
Ricry(X) = (n = 1)c
yazilabilir. Burada yukaridaki son esitlik (4.6) ifadesinde kullanilirsa (4.28) esitsizligi elde edilir.
4.3. Hemen Hemen Hermitiyen Manifoldlarin Altmanifoldlar:

Tamim 4.3.1. ( M, ], §) bir hemen hemen Hermitiyen manifold, M de M’ nin bir Kaehler altmanifoldu

olsun. Bu durumda herhangi bir X € T, M igin
JX = PX + FX (4.29)

yazilabilir. Burada PX, JX vektor alaninin teget kismini gosterirken FX de JX vektor alaninin normal

kismini gostermektedir. Ayrica p € M noktasinda P’ nin normunun karesi

n
IPIZ = > (Pey €2,

ij=1
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ile tammlanir. Burada {ey, ey, ..., e, }, T, M tanjant uzayimn bir ortonormal bazim gostermektedir.
Hemen hemen Hermitiyen manifoldlarda onun hemen hemen kompleks yapis1 J, bir vektorii ona dik
olan bagka bir vektore dontistiiriir. Ambiyent manifoldun / hemen hemen kompleks yapinin etkisi altinda
olan bir altmanifoldun tanjant demetinin davranisina gére ambiyent manifoldun yani hemen hemen
Hermitiyen manifoldun holomorfik (invaryant) ve total reel (anti-invaryant) olmak {iizere iki alt sinifi
mevcuttur. Invaryant altmanifoldlarda, altmanifoldun teget uzay:1 / hemen hemen kompleks yapisinin
etkisi altinda invaryant kalirken, anti-invaryant altmanifoldlarda altmanifoldun teget uzay1 normal uzaya
dontisiir. Boylece eger F = 0 ise M invaryant, P = 0 ise M anti-invaryant altmanifoldtur.

1978 yilinda A. Bejancu, invaryant ve anti-invaryant kavramlarini genellestirerek CR-altmanifold
kavramini tanimladi. Boylece eger M altmanifoldunun TM tanjant demeti bir holomorfik (invaryant)

distribiisyonun ve total reel (anti-invaryant) distribiisyonun direkt toplami olarak ayristirilabiliyorsa yani
TM =D* @ D°

ise M’ye bir CR-altmanifold denir. Burada /(D) = D* ve J(D®) c (T,M)* seklindedir. Gergekten,
D! = ker (F) ve D° = ker (P) olarak almirsa bu durum saglanir. Dolayisiyla invaryant ve anti-
invaryant altmanifoldlar sirasiyla D® = {0} ve D' = {0} sartin1 saglayan bir CR-altmanifoldtur.

Diger yandan, eger hemen hemen Hermitiyen manifoldun bir M altmanifoldu
D=TMnJ(TM)

seklinde bir holomorfik distribiisyon icerirse bu durumda M generic altmanifold olarak adlandirilir.
Boylece generic altmanifold kavrami CR-altmanifold kavraminin da bir genellestirilmisidir.

1990 yilinda, hemen hemen Hermitiyen manifoldlarin invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlarinin bir
diger 6nemli genellestirilmisi olan slant altmanifoldlar B.-Y. Chen tarafindan tanimlanmistir. Burada
hemen hemen Hermitiyen manifoldun bir M altmanifoldu iizerinde 0 # X, € T,M sartin1 saglayan bir
vektor igin JX,, ile T,,M arasindaki 6(X,,)’ ye Wirtinger agis1 denir. Boylece Chen’in vermis oldugu
tamima gore eger Wirtinger acisi p € M ve X, € T, M segilisinden bagimsiz ise bu durumda M, bir slant
altmanifold olarak tanimlanir. Bu durumda invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar sirasiyla & = 0

ve O = g sartim1 saglayan bir slant altmanifoldlardir.

Bir hemen hemen Hermitiyen manifoldlarin slant altmanifoldlari, A € [0,1] reel sayisi igin

P2+ 221 =0
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sart1 ile karakterize edilir. Burada PX, VX € TM igin JX’ in teget kismimi ve [ ise birim doniislimii
gostermektedir.

Diger yandan, 1990 yilinda G. S. Ronsse P? siirh simetrik lineer operatérii kullanarak invaryant, anti-
invaryant, CR ve slant altmanifold kavramlarini birlestirmistir (Ronsse, 1990).

(M, ], §) bir hemen hemen Hermitiyen manifold, M de M’ nin bir altmanifoldu olsun. T, M tizerindeki

P? operatorii simetriktir, yani her V X,Y € T,M igin
(P2X,Y) = (X, P?Y)

saglanir. Boylece 6zdegerler reeldir ve kosegenlestirilebilir. Ayrica 6zdegerler —1 ve 0 ile sinirhidir. Her

birp € M igin
D} = ker (P? + 22(p)]),

alinabilir. Burada I birim dontisim ve A(p) de kapali [0,1] araligina ait reel sayidir 6yle ki sz nin
ozdegeri —A2%(p) dir. Ayrica sz simetrik ve kdsegenlestirilebilir oldugundan dyle g sayilari vardir ki
PZ’nin farkli 6zdegerleri —A%(p), —A5(p), ..., =A% (p) seklindedir ve T, M, birbirlerine ortogonal olan

P —invaryant 6zuzaylarin direkt toplami olarak yazilabilir, yani
—_pt A Aq
LM =D,"®D,”® ..& D,

saglanir. Eger A;(p) > 0,i € {1,2,..,q} ise, bu durumda D;} ! ¢ift boyutludur. Ayrica D; = ker (F,) ve
D;,) = ker (P,) seklindedir. Burada eger D; maksimal / —invaryant iken Dz? da T, M nin maksimal anti

J —invaryant altmanifoldudur.

Tamim 4.3.2. M, M hemen hemen Hermitiyen manifoldunun bir altmanifoldu olsun. M iizerinde (0,1)
acik araliginda tanimh k —tane A, ..., 1;, fonksiyonlar1 olmak iizere asagidaki sartlar saglanirsa M ye
M’ nin bir generic altmanifoldu denir.

(1) p € M noktasinda , P?’nin farkli 6zdegerleri —A2(p), ..., —A%(p) olmak iizere

Ak

A
T,M = D} ® D3 ®D,*® - D,

saglanir, burada D; = ker(Fp) , Dg = ker (Pp) ve
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D{}i = ker (P% + 1;%(p) Dy, te{l, ...k}

seklindedir.

(i) D3, Dg, D;} L, D;} ¥°nin boyutlari p € M noktasinin segilisinden bagimsizdir (Ronsse,1990).
Buna ilaveten, eger her bir A; sabitse bu durumda M’ye anti-CR altmanifold denir. Eger k = 0 ise, yani
(i) kosulu saglanirsa TyM = Dj; @ D{,’ seklinde yazilabilir ve boylece (i) sart1 (ii) sartin1 saglar (Tripathi,
1996).

Diger yandan, yukaridaki son tamimda (ii) sarti, M iizerinde birbirlerine dik olan P —invaryant

diferansiyellenebilir distriblisyonlar

D* = U D} AE{0L Ay, A}
PEM

tamimlanmasim miimkiin kilar, dyle ki T,M = D'@®D°@®D*® - ®D* seklindedir.

Dolayisiyla bir hemen hemen Hermitiyen manifoldun generic bir altmanifoldu i¢in asagidaki sekilde bir
siiflandirma verilebilir:

1. Eger k = 0 ise M bir CR-altmanifold (Bejancu, 1986),

2. Egerk = 0ve D° = {0} ise M bir holomorfik (invaryant) altmanifold (Yano ve Kon, 1984),

3. Eger k = 0 ve D! = {0} ise total reel (anti-invaryant) altmanifolddur (Yano ve Kon, 1976).

4.4. Chen-Ricci Esitsizligi

M(fi, f>) genellestirilmis kompleks uzay formu ve M de M(fy, f,) nin n —boyutlu bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda
}?TC(TPM)(X) = (n—-Df; +3LIPXII?, XeT;M (4.30)

seklindedir. Eger M, M hemen hemen Hermitiyen manifoldunun bir generic altmanifoldu ise bu

durumda X € TM igin
X=UX+UX+UMX+ -+ UMkX

yazilabilir. Burada U Lyo uhts,... Uk , TM’nin sirasiyla DY, DO DM, ... DA {izerindeki ortogonal

izdiisim operatorleridir. Ayrica
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PZX — _U1X — Alz(U)qX) — e — /’{kz(U/lkX) (431)

ifadesi

IPXIZ = (X, PX) = ~P2x,x) = > 2[ux| (4.32)

esitligini verir. Ozel olarak, eger M, bir 8-slant altmanifold ise, bu durumda D! = D° = {0} ,k =1

bulunur. Boylece her X € T, M birim vektorii i¢in
|PX||? = cos? 6 (4.33)
elde edilir.

Teorem 4.4.1. M, M’nin n —boyutlu bir altmanifoldu ve X € Tle olsun. Bu durumda asagidaki tablo
verilebilir:

(@)
Tablo 4.1.

M M Esitsizlikler
_ 1
(D | M(fr, f2) Ric(X) < ZnZIIHII2 +(n— 1Dfy + 3f1IPXII?

1
Ric(X) < anllHll2 +(n—-1f;

(2) | M(f.,f,) | generic 2

¥3, ) 2ui|

(3) | M(fy,f2) | O-slant Ric(X) < %nZIIHII2 +(n—1)fy + 3f,cos%8
N 1
@ | f) | e Ric(X) < 7n?llHII + (n - D
(5) | M(fy, f5) | invaryant Rie(X) < ZnlHIP + (n — Dfs + 3/,
1
©6) | M(ca) Ric(X) < Z{nZIIHll2 +(n—1D(c+3a)

+3(c — DIIPXII*}
Ric(X) < %{nzllHll2 + (n—1)(c+ 3a)}

(7) M(c,a) | generic 1
+ 3(c—a) Z /12||U)‘X||2

Ric(X) < %{nZIIHll2 +(n—1(c+3a)
+ 3(c — a)cos?0}

®) M(c, ) 6-slant
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Tablo 4.1. (devami)
M M Esitsizlikler

Ric(X) < %{nZIIHIIZ + (M —1)(c+3a)
+ 3(c — a)cos?0}

(9) | M(c,a) | 6-slant

~ t 1

(10) | #M(c,a) | N Ric(X) <7 (m2[HI + (n — 1)(c + 3a)}
_ ) 1

(11) | M(c,«) | invaryant Ric(X) < Z{TIZHHHZ +(Mm+2)c+3(n—2)a}
_ 1

(12) | M(4c) Ric(X) < Znz||H||2 + (n — 1c + 3c||PX]|?

1
Ric(X) < anllHll2 +(n—1)c

| _ .
(13) M(4c) generic +3c Z 22 ” U’1X||2

/16{1,/11, ...... Ak}
~ 1
(14) | M(4c) | O-slant Ric(X) < ZnZIIHIIZ + (n— 1)c + 3ccos?6
9 t 1
(15) | F(ac) | O Ric(X) < 7n?|IH|* + (n - e

(b) (Tablo4.1.)’den X € Tle icin esitsizliklerin esitlik durumu saglanir gerek ve yeter sart

{a X,Y)=0, timY € T,M i¢in X'e ortogonal
20 (X,X) =nH(p)

saglanmasidir. Eger H(p) =0 ise, bu durumda X € Tle, (Tablo 4.1.)’den bulunan tablodaki

esitsizliklerin esitlik durumunu saglar ancak ve ancak X € WV, dir.

(c) Tabloda verilen (1) — (14) esitsizliklerinin esitlik durumu her X € Tle icin saglanir ancak ve
ancak

p’ ye tamamen jeodezik bir noktadir ya da n = 2 ve p tamamen umbilik noktadir.

Ispat. (4.6) ifadesinde (4.30) denklemi kullanilirsa tabloda (1) esitsizligi bulunur. (1) esitsizliginde
(4.31) kullanilarak (2) esitsizligi bulunur. Daha sonra (1) esitsizliginde (4.32)’yi kullanarak (3)

esitsizligi elde edilir. (3) esitsizliginde 6 = gve 0 alinirsa sirasiyla (4) ve (5) esitsizlikleri elde edilir.
(1) — (5) esitsizliklerinde sirasiyla f; = (c+ 3a)/ aVvef2 = (c— a)/ 4 yerine konulursa (6) — (10)

esitsizlikleri elde edilir. Benzer sekilde (1) — (4) esitsizliklerinde sirasiyla f; = 4c = f, yerine
yazildiginda (11) — (14) esitsizlikleri elde edilir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bir Riemann manifoldun Ricci egriligi ile altmanifoldunun Ricci egriligi arasindaki iliskiyi veren bir
esitsizlik verilmistir. Ayrica bu esitsizligin esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter sartlar
belirlenmistir.

Benzer sekilde bir Riemann manifoldun skalar egriligi ile altmanifoldunun skalar egriligi ve ortalama
egriligi igeren bir esitsizlik verilmistir. Ayrica bu esitsizligin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek
ve yeter sartlar verilmistir.

Ozel olarak bir reel uzay formu ve iizerindeki Ricci egriligi ele alinmis olup bu uzay formunun
altmanifoldu {izerindeki Ricci egriligini i¢eren bir temel esitsizlik kurulmustur. Bu esitsizligin de esitlik
durumunun olmasi durumunda gerek ve yeter sartlar ortaya koyularak bazi karakterizasyonlar elde
edilmistir.

Ayrica bir hemen hemen Hermitiyen manifoldun bir Riemann altmanifoldu ele alinmis olup ambiyent
uzay iizerindeki hemen hemen kompleks yap1 goz Oniine alinarak bu altmanifoldun invaryant, anti-

invaryant, CR-altmanifold, slant ve generic olmasi ile ilgili bir siniflandirma verilmistir.
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