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OZET

Yiksek Lisans Tezi

DACITILMIS SAPMA ARGUMENTLI KANONIK OLMAYAN
IKINCI BASAMAKTAN NEUTRAL DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
SALINIMLILIGI

Kasit BAS

Tokat Gaziosmanpasa Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman : Prof. Dr. Ercan TUNC
Agustos 2024, 47 sayfa

Bu tezde, ilk 6nce fonksiyonel diferensiyel denklemlerin tanimi, siniflandirilmast ve
bunlara iliskin ornekler tizerinde durulmustur. Daha sonra, literatiirde ele aliman
dagitilmis sapma argtimentli neutral diferensiyel denklemlerin baz1 simiflarma yer
verilmistir. Literatiirdeki calismalardan hareketle dagitilmis sapma argumentli bir
neutral diferensiyel denklem sinifi ele alimip ¢oziimlerinin salinimhgina iliskin yeni
yeter sartlar verilmistir. Son olarak da elde edilen sonuglar1 agiklayan ornekler

verilmis ve literatiire katki saglamasi agisindan bazi onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Salinimhlik, Dagitilmis sapma argiimenti, Ikinci basamak,

Kanonik olmayan neutral diferensiyel denklemler.



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

OSCILLATION OF SECOND-ORDER NONCANONICAL
NEUTRAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH DISTRIBUTED DEVIATING ARGUMENTS

Kasit BAS

Tokat Gaziosmanpasa University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Ercan TUNC
August, 2024, 47 pages

In this thesis, we first focus on the definition, classification and examples of functional
differential equations. Then, some classes of neutral differential equations with
distributed deviating arguments discussed in the literature are included. Based on
the studies in the literature, a class of neutral differential equations with distributed
deviating arguments is considered and new sufficient conditions for the oscillation
of solutions of the equation considered are given. Finally, examples explaining the
results obtained are given and some suggestions are proposed to contribute to the

literature.

Keywords: Oscillation, Distributed deviating arguments, Second-order,

Noncanonical neutral differential equations.
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SIMGE VE KISALTMALAR
R: Reel Sayilar Kiimesi
R*: Pozitif Reel Sayilar Kiimesi
a: Alfa
[: Beta

y: Gama

m

: Epsilon
K: Kapa
u: Mi

m: Pi

o: Sigma

Y: Psi

¢: Fi



1. GIRIS

Diferensiyel denklemlerin genel bir tipi olan fonksiyonel diferensiyel denklemler,
bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevlerinin bagimsiz degiskeninin farklh
degerleriyle ortaya c¢iktigi denklemlerdir ve Rus literatiirinde sapma argiimentli

diferensiyel denklemler olarak da adlandirilmaktadir(Zafer, 1992).

Bu tipten denklemler ilk 6nce Bernoulli, Euler, Lagrange, Laplace, Poisson gibi

matematikgiler tarafindan 18. yiizyilda géz oniine alimmistir(Kolmanovskii ve Nosov,

1991).

Bu dénemde Johann Bernoulli'nin 1727 yilinda titresen kablolarla ilgili spesifik bir

yayilim problemini inceledigi calismasinda

y(t)=ylt—1)

fonksiyonel diferensiyel denklemini gozoniine almistir ve bu bilinen ilk fonksiyonel

diferensiyel denklemdir(Rasvan, 2006).

Fonksiyonel diferensiyel denklemler, 18 ve 19. yiizyilda nadiren kullanilmis olsa
da bu denklemler cesitli geometrik problemleri ihtiva etmekteydi. Bu durum 20.
ylzyiln baslarinda, 1930°lu yillar itibariyle radikal bir degisime ugramistir. Bu
yillarda farkli zaman gecikmeleri, var olan bir kag tane bilimsel ve teknik problemin
tanimlanmasina yani matematiksel modellenmesine ihtiya¢ duymustur. Bu tiirden
ilk problemler; Volterra tarafindan 1909’da goz oniine alinan ve bir malzemenin
zamanla degisen davramslarini  tanimlamak icin  kullamilan  viskoelastisite
probleminde ve 1928-1931 yillar1 arasinda galistig1 bir av tiiri ile onu avlayan bir avel
tird arasmdaki iliskiyi analiz etmek i¢in kullanilan avci-av modellerinde, Kostyzin’in
1934’teki matematiksel biyoloji problemleri ¢alismasinda, Minorsky nin 1942’deki
gemi stabilizasyon problemi calismasinda ele alimmistir (Kolmanovskii ve Nosov,

1991).

Belirli formdaki denklemler harig, genelde diferensiyel denklemlerin acik ¢oztimleri

elde edilememektedir. Bir ¢ok siirecin matematiksel modeli bir diferensiyel denklem



olarak ortaya c¢ikmaktadir. Bu nedenle diferensiyel denklemlerin ¢oztimlerinin
bilinmesi onemlidir. Yukarida da belirtildigi gibi her zaman acgik c¢oziimleri elde
etmek miimkiin olmadigi i¢in bu da arastirmacilar: diferensiyel denklemleri ¢ozmeden
¢oziimlerinin davranislarini arastirmaya yoneltmistir. Bu yaklasim, ele aliman
diferensiyel denklemin acik ¢oztimleriyle ugrasmak yerine denklemin katsayilar
ve/veya katsay1 fonksiyonlar1 aracihgiyla denklemin ¢oziimlerinin davranislar:
hakkinda bilgi edinmeyi saglamakta olup literatiirde nitel(kalitatif) teori olarak
bilinmektedir. Henri Poincare ve Alexandr M. Lyapunov diferensiyel denklemlerde
oldukca 6nemli olan bu teorinin gelismesine katk: saglayan onciiler kabul edilmektedir

(Mawhin, 1996).

Neutral fonksiyonel diferensiyel denklemler, kisaca neutral diferensiyel denklemler,
en yiiksek basamaktan (mertebeden) tiirevin hem sapma argtimentine bagh olarak,
hem de sapma argiimentine baglh olmadan ortaya ¢iktigi diferensiyel denklemlerdir

(Chuanxi ve Ladas, 1990; Wang, 1989; Zafer, 1992).

Birinci ve daha yiiksek basamaktan neutral diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
kalitatif ozellikleri son yillarda bircok yazar tarafindan incelenmistir. Neutral
diferansiyel denklemler hem teorik hem de pratik acidan ilgi ¢ekici olmustur. Bu
tirden denklemlerin kayipsiz iletim hatlar1 iceren aglarin incelenmesinde ortaya
giktigim gormekteyiz. Bu tiir aglar, anahtarlama devrelerini birbirine baglamak i¢in
kayipsiz iletim hatlarinin kullanildig: yiiksek hizli bilgisayarlarda ortaya ¢ikmaktadir
(Brayton ve Willoughby, 1967; Hale, 1977; Slemrod ve Infante, 1972; Snow, 1965;
Wang, 1989; Zafer, 1992). Bununla beraber, elastik bir ¢ubuga bagh titresen
kiitlelerin incelenmesinde, bazi varyasyonel problemlerde Euler denklemi olarak,
otomatik kontrol teorisinde, eylemsizligin énemli bir rol oynadigi noromekanik
sistemlerde bu tiirden denklemlere rastlamaktayiz (Brayton ve Willoughby, 1967;
Driver, 1984; Hale, 1977; Kubiaczyk ve Saker, 2002).

Literatiir arastirmalarindan da anlasildig tizere neutral diferensiyel denklemlerin
salimimhhg ile ilgili ilk calisma A. I. Zahariev ve D. D. Bainov makalesinde 1980
tarihinde rastlanmaktadir(Ayrica (Karakostas ve Staikos, 1984) makalesine

bakilabilir). Bu konuya daha sonra 1986 yilinda Ladas ve Sficas "Oscillation of
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neutral delay differential equations, Canad. Math. Bull. 29, 438-445" makalesiyle
katki sunmustur. Bu konuya olan ilgi (Bellman ve Cooke, 1963), (Snow, 1965),
(Brayton ve Willoughby, 1967), (Hale, 1977), (Driver, 1984, 1985), (Zhang, 1989),
(Wang, 2004), (Chuanxi ve Ladas, 1990), (Xu ve Meng, 2006), (Gui ve Xu, 2007),
(Saker ve ark., 2007), (Xu ve Weng, 2007), (Zhao ve Meng, 2008), (Thandapani
ve Piramanantham, 2010), (Dong, 2010), (Candan, 2011, 2015), (Li ve Thandapani,
2011), (Li ve ark., 2013), (Qi ve Yu, 2015), (Tung ve Graef, 2014), (Li ve Rogovchenko,
2015), (Agarwal ve ark., 2014, 2016), (Yang ve ark., 2016), (Tamilvanan ve ark.,
2017), (Tripathy ve Santra, 2021), (Sui ve Han, 2018), (Bohner ve ark., 2017,
2019, 2020), (Grace ve Graef, 2018), (Grace ve ark., 2018, 2021, 2014, 2017, 2022),
(Jadlovska, 2021), (Sethi ve Tripathy, 2021) ve daha bir ¢ok makale ile kitaplara

yansitilmistar.

Bu tezin konusu, diferensiyel denklemlerin kalitatif teorisinde aktif bir sekilde
calisilan ve fonksiyonel diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinim davranisi
konusunun alt bashklarindan biri olan dagitilmis sapma argtimentli kanonik olmayan

ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklem siniflarinin salinimlihigr iizerinedir.

Bu tez calismasi dort bolimden olusmaktadir.  Birinci bolimde fonksiyonel
diferensiyel denklemlerin kisa bir tarihsel stireci ve fonksiyonel diferensiyel

denklemlerin salimmmlihigina katkida bulunan bazi klasik ¢alismalara yer verilmistir.

Ikinci boliimde fonksiyonel diferensiyel denklem tanim verilmis ve bu tirden
denklemlerin siniflandirilmalar tizerinde durulmustur. Daha sonra salinim tanimi
verilerek bazi somut oOrneklerle salimm kavrami aciklanmaya calisilmistir.
Fonksiyonel diferensiyel denklemlerin c¢oziimlerinin salimimliligini ele alan bazi
calismalara atifta bulunulmus ve ozellikle de ele alacagimiz denklem smifina iliskin
literatiirde yapilan dagitilmis sapma argiimentli bazi calismalar {izerinde detayh

durulmustur.



Uciineii boliimde, t >ty > 0,0 < a < b < o0, 0 < 3 < 1 olacak sekilde 3 pozitif tek

tam sayilarin bir oram olmak iizere,

alt) @(®) + pO(r@)] + [ at. w6t mdu=0 (0.0

sapma argiimentli neutral diferensiyel denklem sinifinin ¢oziimlerinin salimmmliligina
iliskin baz1 teoremler verilmistir, bu denklemin ¢oziimlerinin salimimhilik davranisini

incelemek icin asagida belirtilen sartlarin saglandigr kabul edilmistir:

(1) a € C([to,o0),(0,00)) ve p(t) > ¢ > 1 olacak sekilde, p € C ([ty, 00), R);

(i) ¢ € C ([to,00) X [a,b],[0,00)) ve [t,,00) X [a,b], t, > to formundaki herhangi

bir aralik tizerinde ¢(t, u) # 0;
(iii) 7 € C ([ty,0),R) kesin artan bir fonksiyon, 7(t) < ¢, ve lim; o 7(t) = 00;

(iv) ¢ € C ([to, o0) X [a,b], R) olacak sekilde ¢’nin ikinci degiskenine gore artmayan

ve birinci degiskenine gére azalmayan, ve p € [a, b] i¢in, lim, o ¢(, 1) = oo.

Elde edilen orijinal sonuglar bazi 6rneklerle aciklanmistir.

Dordiincii boliimde, elde edilen sonuglarin n-inci mertebeden bir diferensiyel denklem
smifina genisletilebilecegine dikkat cekilmistir. Son olarak da, p(t) > ¢ > 1 durumu
icin elde edilen sonuclarmn p(t) # —1 olmak iizere p(t) < —1 durumu igin

arastirilmasimin ilging bir durum olacagi vurgulanmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Adi ve Fonksiyonel Diferensiyel Denklemlerin Tanimi

Adi diferensiyel denklemlerin bir ve ayni argiiment degeri i¢in bilinmeyen fonksiyon

ve onun bazi tiirevlerini ihtiva eden denklemler oldugu bilinmektedir. Ornegin;

' (t) — 2z(t) = 0, (2.1.2)

2" () + 2'(t) + Ta(t) = 0 (2.1.3)

denklemleri sirasiyla birinci ve ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemlere
orneklerdir.

Bir adi diferensiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve denklemdeki tiirevlerinin aymni
t anindaki degerlerini iceren bir denklem olmasima karsin; fonksiyonel diferensiyel
denklemler, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin bagimsiz degiskenin farkh
degerleriyle verildigi denklemlerdir. Bu anlamda fonksiyonel diferensiyel denklemler
adi diferensiyel denklemlerin bir genellestirmesidir. Literatiirde bu denklemler ayni
zamanda sapma (deviating) argiimentli diferensiyel denklemler olarak da

adlandimlmaktadir (Zafer, 1992). Ornegin;

o (t) = —x(t + 12) + ta(t + V1Tt) + t, (2.1.4)
2" (t) = 2'(t + 21)x(t) + te(t — 11) (2.1.5)

denklemleri sirasiyla birinci ve ikinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel

denklemlerdir.

2.2. Fonksiyonel Diferensiyel Denklemlerin Siiflandirilmasi

Uygulamalarda ortaya c¢ikan bir ¢ok fonksiyonel diferensiyel denklem tiirii
bulunmaktadir. Bu denklem tiirlerine goére sapma argiimenti fonksiyon veya

tiirevlerinde ortaya gikmaktadir. Dolayisiyla fonksiyonel diferensiyel denklemler



tizerinde yapilan calismalarin denklem tiirlerine gore farklilhik gostermesi fonksiyonel
diferensiyel ~ denklemlerin  dogru  sekilde simiflandirilmasinin  gerekliligini
gostermektedir.  Fonksiyonel diferensiyel denklemler degisken ve tiirevlerindeki

degisken sapmalarina gore farkh tiplerde isimlendirilir. Buna gore:

Bir gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem (delay functional differential equation),
bilinmeyen fonksiyonun en ytliksek mertebeden tiirevinin bagimsiz degiskenin
(argiiment) sadece bir degerine bagh oldugu ve en yiiksek mertebeden tiirevde
goriilen bu argiimentin, bilinmeyen fonksiyonun ve tiirevlerinin denklemde goriilen
tiim argiimentlerinden daha kiigiik olmadig: bir diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992).

Ornegin;

' (t) =2x(t — 1) + tz(t/3) + 1, (2.2.6)

2" (t) =2'(t —5) + ta(t — 1) (2.2.7)

denklemleri gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Bir ileri fonksiyonel diferensiyel denklem (advanced functional differential equation),
bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevinin bagimsiz degiskenin sadece
bir degerine baglh oldugu ve en yiiksek mertebeden tiirevde goriilen bu argiimentin,
bilinmeyen fonksiyonun ve tiirevlerinin denklemde goriilen tiim argiimentlerinden

daha bityiik olmadig: bir diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992). Ornegin,
o (t) = —a'(t +2) +to(t +Vt) +t (2.2.8)

denklemi ileri tipten fonksiyonel diferensiyel denklemdir.

Bir karma fonksiyonel diferensiyel denklem (mixed functional differential equation),
bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevinin bagimsiz degiskenin sadece
bir degerine bagl oldugu ve denklemde en yiiksek mertebeden tiirevde goriilen bu

argiimentten, daha kii¢iik ve daha biiyiik arglimentlerin bulundugu bir diferensiyel



denklemdir (Zafer, 1992). Ornegin;

o' (t) =2zx(t —3) — 2x(t + 2) + 1, (2.2.9)

2" (t) =2'(t + 1)a(t) + te(t — 1) (2.2.10)

denklemleri karma diferensiyel denklemdir.

Bir neutral fonksiyonel diferensiyel denklem (neutral functional differential equation),
bilinmeyen fonksiyonun denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevinin hem
sapma argimentine bagli hem de sapma arglimentine bagh olmadan goriildigi bir

diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992). Ornegin;

2" () + 2" (t+ 1)+ 3t (t— 1) +6t%x(t) =0 (2.2.11)

' (t) + 2’ (t/2) = x(t — 2) + cost (2.2.12)

t+1

denklemleri neutral diferensiyel denklemdir.

Bir diferensiyel denklemin ¢'nin bazi degerleri i¢in yukarida belirtilen denklem
tirlerinden birisine, ¢'nin farkli baz1 degerleri i¢in farkli bir tiire ait olmasi da

miimkiindiir (Zafer, 1992). Ornegin,
2 (t) = f(t,z(t), x(t + sint)) (2.2.13)

denklemi, sint < 0 sartinin saglandigi araliklarda gecikmeli, sint > 0 sartinin

saglandig araliklarda ileri tipten diferensiyel denklemdir.

2.3. Salinim(Oscillation) Tanimi

Kalitatif teorinin énemli bir konusu olan salimm (oscillation) teorisinin temeli Jacques
Charles Francois Sturm tarafindan yayimlanan, kendine eslenik ikinci mertebeden
diferensiyel denklemlerin ¢oztimlerinin sifirlariyla ilgili iyi bilinen sonuglara

dayanmaktadir. O zamandan beri farkh siniftaki lineer ve lineer olmayan diferensiyel



denklemlerin ¢oztimlerinin salmim davranisi farkh yontemlerle arastirilmis ve

arastirilmaya devam edilmektedir(Sturm, 1836).

Genel olarak, bir diferensiyel denklemin asikar olmayan bir ¢oziimi, keyfi sayida
yeterince biiytlik sifirlara sahipse (yani sifirlarinin kiimesi tistten sinirh degilse) bu
¢Oziime salimmmbhdir, aksi takdirde salinimsizdir denir (Erbe ve ark., 1995; Ladde ve

ark., 1987).
2.4. Sapma Argiimentinin Salinima Etkisi

Adi diferensiyel denklemlerin ¢oztimlerinin salinimlihig hakkinda yapilan ¢alismalarin
biiyiikk ¢ogunlugu ikinci ya da daha yiiksek basamaktan (mertebeden) diferensiyel
denklemleri kapsamaktadir.  Ciinkii birinci basamaktan lineer homojen adi
diferensiyel denklemlerin ¢oztimleri salinimli degildir. Ancak birinci basamaktan
fonksiyonel diferensiyel denklemler i¢in durum oldukga farkhidir. Zira bu denklemler

salimml ¢oziimlere sahip olabilir. Ornegin;
() +z(t)=0

birinci basamaktan adi diferensiyel denklemi salinimli ¢oztimlere sahip degildir.

Ancak

x’(t)+x<t—g> =0

ve
x'(t)—x(t—FE) =0
2
birinci basamaktan fonksiyonel diferensiyel denklemleri x;y = sint ve x5 = cost

salmimh ¢oziimlere sahiptir (Ladde ve ark., 1987). Diger yandan,

3
:v’(t)+77rzv(t+1):0



3mt
2

+ sin 3 salmiml ¢oziimiine ve A

ileri tipten diferensiyel denklemi z(t) = cos 5

bir sabit ve s+ 3Te® = 0 denkleminin bir kokii s olmak iizere z5(t) = Ae® salimmsiz

¢Oziimiine sahiptir.

Ikinci basamaktan lineer homojen diferensiyel denklemlerin biitiin ¢oziimlerinin ya

salmimli ya da salimimsiz oldugu Sturm Ayirma Teoreminden bilinmektedir. Ornegin,
2" (t)+z(t)=0

denkleminin biitiin ¢oziimleri salinimli,
2" (t) —x(t) =0 (2.4.14)

denkleminin biitiin ¢oziimleri sahmimsizdir. Ancak (2.4.14) denklemi salimmsiz

olmasina ragmen,
2 (t)—xz(t—m) =0

fonksiyonel diferensiyel denkleminin z; = sint ve xo = cost saliniml ¢oziimleri

vardir. Ayrica,
") +xz(r—1t)=0

denklemi hem x; = sin ¢ seklinde bir salimimli ¢6ziime hem de x5 = €' —e™* seklinde

bir salimmsiz ¢6ztime sahiptir(Ladde ve ark., 1987).
Bir diferensiyel denklemde neutral terimin varligi salinima neden olabilecegi gibi,
denklemin salimm ozelliklerini yok da edebilir. Ornegin,

€2t+2

(e*a'(t)) + (e2t +— ) x(t)=0

ikinci basamaktan diferensiyel denklemi ve

(th (:p(t) + 2%49;@ — 2)>/) + (6% + ?) z(t)=0

9
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ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemi salimimhidir. Ancak,

<e2t <:L'(t) + %x(t — 2))/> + (e” + 62;—+2) z(t) =0

denkleminin salimimli olmayan x(t) = e~ ¢dziimii vardir. Bu durum, neutral terimin

/

farklh se¢imlerinden kaynaklanmaktadir (Agarwal ve ark., 2014). Ayrica,

x'(t)—l—x(t—é) =0

diferensiyel denklemi salinimsiz ¢oziimlere sahip olmasima ragmen, p € (0, 1) reel bir

sabit olmak tizere olmak lzere

(@(t) + p(t—1)) + 2 (t 4 1) —0

e

denkleminin biitiin ¢oziimleri sahmimhdir (Erbe ve ark., 1995).

() = 2x(t)—y ()

y(t) = z(®)+y()

diferensiyel denklem sistemini goz Oniine alalim. Bu denkleme ait karakteristik
denklemin analizinden, her (z(t),y(t)) ¢dziimiiniin salimmh oldugu bilinmektedir.

Ancak

J() = 2x(t)—y<t—%ln4>
() = x(t—%lnél)—l—y(t)

gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem sistemi, salimmsiz z(t) = exp (%), y(t) =

exp (%t) ¢Ozlimiine sahiptir (Erbe ve ark., 1995).

Uciincii basamaktan diferensiyel denklemlerde ise ¢oziimlerin salmml ya da
salinimsiz oldugunun incelenmesi, birinci ve ikinci basamaktan denklemlerden daha

kompleks yapilara sahiptir. Ornegin en basit olarak, a,b ve ¢ reel sabitler olmak
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lizere, tigiincii basamaktan sabit katsayili lineer homojen
2" (t) +az” (t) + bx’ (t) + cx (t) =0 (2.4.15)

diferensiyel denklemini gbz Oniine alalim. (2.4.15) denklemine karsilik gelen
karakteristik denklem en az bir reel koke sahip olacagindan bu denklemin en az
bir 23 = e”3* geklinde salimimsiz bir ¢oziimii vardir. Yani ikinci basamaktan lineer
homojen diferensiyel denklemler i¢in gegerli olan ¢oziimlerin tamaminin salinimh ya
da tamaminin salinimsiz olmasi durumu ii¢iincii basamaktan denklemler icin gecerli
degildir. Ancak biitlin ¢oztimleri salinimhi olan ve hem salinimli hem de salinimsiz
¢oziimlere sahip olan iigiincii basamaktan fonksiyonel diferensiyel denklemler

meveuttur. Ornegin,
2"t +x(t—71)=0 (2.4.16)

denkleminin biitiin ¢oztimleri, 7 > % gerek ve yeter sart1 altinda salimimhdir (Ladas

ve ark., 1984). Ancak (2.4.16) denklemine karsilik gelen
2" () +x(t)=0

. qe . . _ . . e 1
adi diferensiyel denklemi z; = e~* seklinde bir salmmsiz ¢oziime, xo = €2 cos %gt ve

T3 = €2 sin */7575 seklinde salimimli ¢oziimlere sahiptir. Diger yandan,

" (t) + 22" (¢t) + = (t— g) =0

denklemi, x; = sint salimimli ¢6ziimiine ve A karakteristik denklemin sifirdan farkh

bir kokii olmak iizere x5 = e salimmsiz ¢oziimiine sahiptir (Pathi ve Pati, 2014).
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2.5. Dagitilmis Sapma Argiimentli Fonksiyonel Diferensiyel Denklemlerin

Baz1 Siniflar:

Bu boéliimde tez calismamiza ilham olan ve literatiirde oldukca atif alan dagitilmis
sapma argumentli kanonik ve kanonik olmayan neutral diferensiyel denklemlerinin

bazi siniflarim ifade edecegiz. « € Rt ve

o 1
I(t) = ds, t>1 2.5.1
( ) /t' al/o‘(s) S, — 40 ( 5 7)
olmak tlizere
I(ty) < o0 (2.5.18)

sart1 saglaniyor ise gozontine aliman diferensiyel denkleme kanonik olmayan formdadir;

I(ty) = oo (2.5.19)

sart1 saglaniyor ise gozoniine alinan diferensiyel denkleme kanonik formdadir denir.
Neutral diferensiyel denklemler, teorik acidan arastirmacilarin dikkatini cekmesinin
yani sira dogal bilimler ve teknolojide de uygulama alanlanina sahip olmasi nedeniyle
arastirmacilarin  ilgisini ¢ekmeye devam etmektedir. Neutral diferensiyel
denklemlerin dogal bilimler, fen ve miihendislikteki uygulama alanlarina ilgi duyan
arastirmacilar (Gyori ve Ladas, 1991) ve (Hale, 1977) kitaplarinda ve (Brayton ve
Willoughby, 1967) makalesinde ilging 6rnekler bulabilir.

Dagitilmis sapma argiimentsiz ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemlerin
degisik siiflar1 i¢in yeni salimim kriterlerini belirleme problemi bir ¢cok arastirmacinin
ilgisini ¢ekmis, bu konuya olan ilgilerini asagidaki makalelerde ve o makalelerde
ihtiva edilen referanslarda ilging sonuglariyla yansitmislardir.

(Agarwal ve ark., 2014, 2016), (Bohner ve ark., 2017, 2019, 2020), (Dong, 2010),
(Grace ve ark., 2018, 2021), (Grace ve Graef, 2018), (Jadlovska, 2021), (Li ve ark.,
2013), (Li ve Rogovchenko, 2015), (Prabaharan ve ark., 2019), (Saker ve ark., 2007),
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(Sethi ve Tripathy, 2021), (Sui ve Han, 2018), (Tamilvanan ve ark., 2017), (Tripathy
ve Santra, 2021), (Xu ve Meng, 2006).

Ancak, bu konuya iliskin literatiir incelendiginde dagitilmis sapma argtimentli ikinci
basamaktan neutral diferensiyel denklemlerin salinim davranisi hakkinda nispeten
daha az sonugla karsilasilmaktadir. Dagitilmis sapma argtimentli ikinci basamaktan
neutral diferensiyel denklemlerin degisik siniflar: i¢in baz ilging sonuglar asagidaki
calismalarda bulunmaktadir.

(Candan, 2011), (Candan, 2015), (Grace ve ark., 2014, 2017), (Grace ve ark., 2022),
(Gui ve Xu, 2007), (Li ve Thandapani, 2011), (Qi ve Yu, 2015), (Thandapani ve
Piramanantham, 2010), (Tung ve Graef, 2014), (Wang, 2004), (Xu ve Weng, 2007),
(Yang ve ark., 2016), (Zhao ve Meng, 2008).

Bu tezde elde edilen sonuclarin ayirt edici ozelliklerinin acik bir sekilde ortaya
konulmas1 amaciyla su ana kadar literatiirde ele alinan dagitilmis sapma argiimentli
ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemlerin degisik siniflarimin bir 6zetini
sunmanin ve bu tiirden denklemlerin salinim o6zellikleriyle ilgilenen okuyucularin
kolaylikla erisebilecegi bir literatiir olusturmanin faydal olacag: kanaatindeyiz.

Bu baglamda, P. Wang, 2004 yilinda Comput. Math. Appl. 47, 1935-1946 ’da
"Oscillation criteria for second-order neutral equations with distributed deviating

arguments' adiyla yayimladigi makalede,

b
[a(t) (x(t) + p(t)z(t —T))'}/+/ q(t, ) ((t, p))do(p) = 0 (2.5.20)

diferensiyel denklemini géz ontine almis ve buna iliskin salinim sonuglarini 7 sifirdan
biiyiik bir sabit ve 0 < p(t) < 1 olmak iizere (2.5.19) sart1 (yani kanonik formda)
altinda sunmustur (Wang, 2004).

E. Thandapani ve V. Pirimanantham 2010 yilinda yayimlanan Electron. J. Qual.
Theory. Differ. Equ. , No. 61, 1-15’ te "Oscillation criteria of second order neutral

delay dynamic equations with distributed deviating arguments" adli makalesinde,

a(®) () + ple)ott = )] + [ att.)f o)) du=0. (2521
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denkleminin tiim ¢oztimlerinin salimimliligin1 kanonik ve kanonik olmayan formda
incelemis, burada 7 sifirdan biiytik bir sabit, 0 < p(t) < 1, v # 0 i¢in uf(u) > 0 ve
f(—u) = —f(u) olacak sekilde f € C(R,R) fonksiyonunu tammlamistir (Thandapani
ve Piramanantham, 2010).

G. Gui ve Z. Xu, 2007 yilinda Electron. J. Differ. Equ. No. 10, 1-11 ’da yayimlanan
"Oscillation criteria for second-order neutral differential equations with distributed
deviating arguments" adli makalesinde; Z. Xu ve P. Weng, 2007 yilinda J. Comput.
Appl. Math. 202 'da yayimlanan "Oscillation of second order neutral equations with
distributed deviating argument" adli makalesinde; J. Zhao ve F. Meng, 2008 yilinda
Appl. Math. Comput. 206 ’da yayimlanan "Oscillation criteria for second-order

neutral equations with distributed deviating argument" adli makalesinde,

b
[t (e(t)) (2(t) + p(t)a(t — 7)) + / alt, 1) f (@(6(t, 1)) do(p) = 0, (2.5.22)

kanonik formdaki denkleminin 7 sifirdan biiyiikk bir sabit, 0 < p(t) < 1, 2 # 0
igin ¢(x) > 0 olacak sekilde v € C'(R,R),u # 0 i¢in uf(u) > 0 olacak sekilde
f € C(R,R) ve f fonksiyonu L > 0 oldugunda f(z)/xz > L ya da M > 0 oldugunda
f'(x) > M sartlar1 altindaki salimmlihgr ele almislardir(Gui ve Xu, 2007; Xu ve
Weng, 2007; Zhao ve Meng, 2008).

T. Li ve E. Thandapani, 2011 yilinda J. Nonlinear Sci. Appl. 4’de yayimlanan
"Oscillation of second-order quasi-linear neutral functional dynamic equations with

distributed deviating arguments" adli calismada,

[a(t) (& () + p(D)(r(1)))*] + / alt, a® (Gt w))dp =0, (25.23)

denkleminin o > 1 tek pozitif tam sayilarin bir orani oldugunda

> 1
———ds = 0, 2.5.24
| e (25.24)
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sartim sagladig1 ve ag bir sabit olacak sekilde 0 < p(t) < ag ve 7 € C*([tg, 00),R),
' > 109> 0, 7([te, 0)) = [7(to), 00), ve T[p(t, u)] = ¢[7(t), ] sartlarr altindaki tiim
¢Oziimlerinin salimmlilhk davranisini belirlemislerdir(Li ve Thandapani, 2011).

T. Candan, 2011 yihinda Comput. Math. Appl. 62 , 41184125 da "Oscillation of
second-order nonlinear neutral dynamic equations on time scales with distributed
deviating arguments' adli calismasinda; Q. Yang, Z. Xu ve P. Long, 2016 yilinda
Electron. J. Qual. Theory. Differ. Equ. 2016, No. 42, 1-13 ’da yayimlanan
"Oscillation of second order neutral dynamic equations with distributed delay" adl

calismasinda,

b
[a(t) ((2(t) + p()a(z()))"] + / F (ta((t, 1)) dpp = 0 (2.5.25)

denkleminin « tek pozitif tamsayilarin bir boliimi oldugunda

< 1
———ds = o0, 2.5.26
)V (25.26)

sartin1 sagladigt ve 0 < p(t) < 1, u # 0 i¢in uf(¢t,u) > 0 olacak sekilde f €
C([to, 00) x R, R) sartlar1 altindaki salinimhligini incelemislerdir. Burada Candan’
i galismasinda 8 tek tamsayilarin bir orami olacak sekilde |f(¢,u)] > q(t)|u”|
esitsizliginde ¢ € C([tp,00),R) fonksiyonu vardir. Yang ve ark. ¢alismasinda
|f(t,u)| > q(t, p)|u®| olacak sekilde bir ¢(t,p) € ([to,00) X [a,b],R) fonksiyonu
vardir(Candan, 2011; Yang ve ark., 2016).

Q. Yang, B. Jia ve Z. Zu, 2016 yilinda Math. Meth. Appl. Sci. 39, 202-213 ’da
yayimlanan "Nonlinear oscillation of second-order neutral dynamic equations with

distributed delay" adl ¢calismada,

b
a2 (1)] + / a(t, )20t )| (@t w)dp =0 (25.27)

denklemini

1
————ds = 2.5.28
e (2:5.28)
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sart1, o ve [ pozitif sabitler ve 0 < p(t) < 1 olacak sekilde z(t) = z(t) + p(t)x(7(1))
saglandigindaki sartlar altinda arastirmislardir.

E. Tung ve J. R. Graef, 2014 yilinda Dynam. Systems Appl. 23 (2014), 289-303
‘da yayimlanan "Oscillation results for second order neutral dynamic equations with

distributed deviating arguments" adli calismada,

O (OF O] + [ F alo(t ) du =0 (25.20)
denklemini
/t al/%(s)ds =00 (2.5.30)

°g 1
——ds <
/to a'/e(s)

sart1 ile z(t) = z(t) + p(t)x(7(t)), a > 1 bir sabit, 0 < p(t) < 1, u # 0 igin
uf(t,u) > 0 olacak sekilde f € C([ty, 00) x R, R) ve pozitif tek tam sayilarin oram
olan 8 € (0,1) 'yasahip | f(¢,u)| > q(t)|u”| esitsizligini saglayan bir ¢ € C([t, <), R)

fonksiyonu vardir, sartlari ile salinimhlik ve asimptotik davranislarimi incelemislerdir.

Yukarida belirtilen gozlemler 1s1ginda, verilen ¢alismalar p(¢) fonksiyonunun sinirh
oldugu durumlarda goz ontine alimmistir. Oyleyse bu calismalar, p(t) — oo
oldugunda t — oo oldugu durumu i¢in uygulanamazdir. Bu gergeklige dayanarak,
bu galismadaki amacimiz, sadece ¢ — oo iken p(t) — oo durumu igin degil aym
zamanda p(t) smirh fonksiyon oldugu zaman da uygulanabilir bazi yeni salinim
kriterleri olusturmaktir. Ayrica burada verilecek sonuglar 5 = 1 olmasi durumunda
yeni sonuglardir. Bunun yaninda 7 pozitif sabitine sahip 7(t) = ¢t — 7 gecikme sabiti
olmasi da yeni bir sonugtur. Bununla beraber bizim sonuglarimiz 0 < p(t) < 1
oldugu durumda uygulanamaz ve bu sonuclarmmizin simdilik zayif tarafi olarak
kalir. Burada bulunan sonuglar daha ¢ok (Grace ve ark., 2022) ve (Koplatadze
ve ark., 1999)'min calismalarinda ortaya konulan fikirlerden hareket ederek elde
edilmistir. Yukarida belirtilen denklem tiirlerinden de goriilecegi gibi sonuclarimizi
daha genel denklemlere genisletmek miimkiin olabilir. Ayrica yeterince biiytk tiim

t'ler i¢in biitlin fonksiyonel esitsizliklerin saglandig1 kabul edilmektedir. Genelligi
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kaybetmeden (1.0.1) denkleminin sadece pozitif ¢dziimleri gdzoniine alinacaktir.

Ciinkii z(¢), (1.0.1) denkleminin bir ¢6ziimii ise —z(t) de denklemin bir ¢éztimiidiir.
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3. BULGULAR
Bu boliimde ¢t > t5 > 0, 0 < a < b < oo ve € (0,1] pozitif tek tam sayilarin bir

orani olmak tlizere

alt) @(®) + pO(r@)] + [ at. w6t mdu=0 G0

sapma argiimentli neutral diferensiyel denklem sinifinin ¢oziimlerinin salimimliligina
iliskin baz1 teoremler ve ornekler verilecektir. Bu bolim boyunca asagidaki sartlarin

saglandigi tekrar ifade edilmeksizin kabul edilecektir.

(i) a € C([to,00),(0,00)), p € C([to, %), R) ve p(t) =€ > 1;

(i) ¢ € C ([to,00) X [a,b],[0,00)) ve [t,,00) X [a,b], t, > to formundaki herhangi

bir aralik tizerinde ¢(¢, 1) # 0;
(iii) 7 € C ([ty, ), R) kesin artan bir fonksiyon, 7(t) < ¢, ve lim;_, 7(t) = 00;

(iv) ¢ € C([to,00) x [a,b],R) olmak iizere ¢'nin ikinci degiskenine gore artmayan
ve birinci degiskenine goére azalmayan bir fonksiyon ve p € [a,b] igin,

limy o0 &(t, 1) = 00.

Ayni zamanda,

e 1
I(t) = —ds, t>t 0.2
( ) /; al/o‘(s) S, — 40 (3 0 )
olmak tlizere
I(ty) < o0 (3.0.3)

oldugu kabul edilecektir; yani (3.0.1) denkleminin salmimlihgl kanonik olmayan
formda incelenecektir.
ty > to icin,

z € C([ty,0),R),

x(t) + p(t)z(7(t)) € C* ([tz,0),R),



a(t) (2(t) + p(t)a((1)))" € C* ([ts,0),R)

ozelliklerine sahip ve (3.0.1) denklemini saglayan bir z fonksiyonuna
(3.0.1) denkleminin bir ¢6ziimii denir. Coziimlerin sadece salinimlhilik davranisiyla
incelendigi igin (3.0.1) denkleminin her z(¢) ¢oziimiiniin siirdiiriilebilir ve asikar
olmayan oldugu kabul edilecektir. Yani z(t), bir t, > to igin [t,, 00) lizerinde

tanimhidir ve herhangi bir t; > ¢, icin
sup{|z(t)| : t; <t < o0} >0

sartinin saglandigr kabul edilecektir. Ayrica (3.0.1) denkleminin boyle ¢oziimlere
sahip oldugu kabul edilecektir.

(3.0.1) denkleminin bdyle bir z(t) ¢oziimii, eger keyfi sayida yeterince biiytiik sifirlara
sahip (yani sifirlarmin kiimesi tistten siirh degil) ise sahmimhdir, aksi taktirde
salimmsizdir denir. Eger (3.0.1) denkleminin tiim asikar olmayan siirdiiriilebilir
¢Ozlimleri salmiml ise (3.0.1) denklemine salinimhdir denir.

Okuyucuya kolaylik olmasi agisindan 7'nun ters fonksiyonu 77! olmak iizere asagidaki

notasyonlardan faydalanilacaktir:
L
2(t) == x(t) + p(t)x(7(t)), A(t) = / ——ds, t>t,>to,
t

1(t) = 6(t,0), ¢a(t) == (t,a), g(t) =77 (41(t)), h(t) := 7" (¢a(1)),

b

1
R Cal0) {1 - p<f—1<f—1<t>>>] ’
(0= [ a6 i ve w(®)= [ altn)n 60 W)

Teorem 3.0.1. I(ty) < oo ve ¢o(t) < 7(t) olsun. Eger,

/OO I(s)qi(s)ds = o0 (3.0.4)

to
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ve

e}

1, ([ =1Iise,

lim sup (m) / t q2(s)ds + 17 (h(t)) /

t—o00 to t

](S>QQ<S)I’B<h<S))d8) >

0; 0<pB<1ise,
(3.0.5)

ise, bu taktirde (3.0.1) denklemi salinimhdir.

Ispat. x(t), (3.0.1) denkleminin salinimsiz bir ¢6ztimi olsun. Bu taktirde, genelligi
bozmaksizin Gyle bir t; > to vardir ki, her ¢ > ¢; igin x(t) > 0, z(7(t)) > 0 ve (t,u) €
[t1,00) X [a, b] igin z(¢(t, 1)) > 0 oldugunu kabul edebiliriz. z(t) := z(t)+p(t)x(7(t))
oldugundan

0 < x(t) < 2(t)

ve

Z _

(3.0.6)

oldugunu goriiliir. 7 € C ([tg,00),R) kesin artan, 7(t) < t, ve lim;_ 7(t) = o0

oldugundan 77! artandir ve dolayisiyla ¢t < 771(¢)’dir. Bu ylizden

) < N () (3.0.7)

t >ty igin (3.0.1)’den

(a(t)2'(t)) = - / a(t, )2 (B(t, 1))y < 0 (3.0.8)

oldugu sonucuna ulasihr. Buradan da a(t)z/(t)” nin artmayan oldugu ve neticede
pozitif veya negatif oldugu sonucuna ulasilir. Yani bir ¢y > ¢; vardir, oyle ki, ¢ > ¢,
icin

(M) 2(t) >0, 2'(t) >0, (a(t)2'(t)) <0; yada

(No) z(t) >0, 2'(t) <0, (a(t)z'(t)) <0



durumlar1 s6z konusudur.

Simdi (A7) durumunu gézoniine alahm. Bu taktirde ¢ > t3 ve t3 > to igin

A1) > /t: %ds > < /t: @ds) a(B)2 (1) = A(t)a(t)? ()

elde edilir ve buradan da

A0 al®)AD)(1) — =(t)
( )‘ aazy

sonucuna varithr. Yani, z(t)/A(t) artmayandir. 2z(¢)/A(t)'nin artmayanhgi ve

“Ht) < 77Y(77(t)) durumu birlikte degerlendirildiginde

2 (7)) < Al (;(T(f)l)()t)z)“ ) (3.0.9)

ifadesine varilir. (3.0.9) ifadesini (3.0.6) esitsizliginde kullamirsak ¢ > 5 igin

A7) [, ACTIEW)) 1

o) [T Aw) re o)

(3.0.10)

esitsizligine varilir. Diger taraftan

L A ()

SR TAm

oldugunu kullanarak ve p(t) > ¢ > 1 oldugu da gozontine alindiginda dyle bir t3 > ¢,
vardir ki, her bir € € (0,¢ — 1) igin

A (7H(1) 1 <clfe

A(T=H(1)  p(r (1) = L

esitsizligi ¢ > 3 igin saglanir. Bunu (3.0.10) esitsizliginde kullanarak
d=1—(1+¢€)/¢ > 0 olmak lizere t > t3 igin

o(t) > a2 (3.0.11)
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elde edilir. lim; . ¢(¢, 1) = oo oldugundan tiim ¢ > ¢4 igin ¢(t, ) > t3 olacak
sekilde ¢4 > t3 segebiliriz. Dolayisiyla (3.0.11) ifadesinden ¢ > ¢4 i¢in

z(o(t,p)) > d ( (3.0.12)

elde edilir. (3.0.12) ifadesi (3.0.1) denkleminde kullanilirsa

(@((0) + & [ at.p G Gl ) (o) du <0 (3.0.13)

esitsizligine ulasilir. 7 ve z artan ve ¢, p'ye gore artmayan oldugundan (3.0.13)

ifadesinden
@)+ ([ att. e ot0)i) 2 (7 600) <0
esitsizligi ya da ¢ > ¢, icin
021 + P () (5(1) <0 . (3014

esitsizligine ulasilir. z(¢) > 0 ve 2/(t) > 0 oldugundan bir ¢ > 0 ve t > t4 igin

z(t) > ¢ > 0 olur ve dolayisiyla (3.0.14) esitsizligi bir t5 > ¢4 ve her t > t5 i¢in
(a(t)2' () + LdPq(t) <0 (3.0.15)

formuna doniisiir. (3.0.15) esitsizliginin iki kez integrali alimip ve I(f;) < oo ve

(3.0.4) sartlar1 gozoniine alindiginda ¢t — oo igin

2(t) < z(ts) + /t Mds —cPd° /t: L /u q1(s)dsdu — —o0

o als) a(u) Ji

oldugu goriiliir. Bu da z(¢)'nin pozitifligiyle celisir.

Simdi de (Np) durumunu gozoniine alalim. 2/(¢) < 0 oldugundan (3.0.7) ifadesinden

2(r7HE) > (7N (YY) (3.0.16)
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sonucuna varilir. (3.0.16) ifadesi (3.0.6) esitsizliginde kullanmlirsa ¢ > ¢, i¢in

x(t) > 1- 2(t7H(t)) (3.0.17)

ifadesi elde edilir. p(t) > ¢ > 1 sartindan ve b =1 — 1/¢ > 0 olmak iizere (3.0.17)

ifadesinden her ¢t > t5 igin
(1)
p(r=(1))

esitsizligine ulasilir. Ayrica (iv) sartindan dolay: dyle bir ¢35 > t5 vardir ki, her ¢ > t3

() > (3.0.18)

icin

A (0l )
w00 0) 2B 5 ) (3019

kalir. (3.0.19) ifadesini (3.0.1) esitsizliginde yerine yazarsak

(@7 @)+ [ alt.p 0 m) (70 w) de <0 (3020

elde edilir. 7 artan ve z azalan ve ¢, p'ye gore artmayan oldugundan (3.0.20)

esitsizliginden
/ b
() 0) +0° ([ a0t )in ) # (7 ) <0
ifadesi ya da t > t3 i¢in
(a(t)2 (1)) +0Pq (t)2°(h(t)) <0 (3.0.21)
esitsizligi bulunur. z pozitif ve azalan oldugundan
tlim z2(t) =k

olacak sekilde bir x € [0, 00) sabiti vardir.

Burada iddia ediyoruz ki k = 0 dir.
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Aksine k > 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, bir ¢4 > t3 vardir dyleki her
t > t4 icin
z(t) > K (3.0.22)

kalir. (3.0.22) ifadesi (3.0.21) esitsizliginde kullanilirsa bir t5 > ¢4 ve tiim ¢ > ¢5 igin
(a(t)' (1)) +0°sPqi(t) <0 (3.0.23)
oldugu goriiliir. (3.0.23) esitsizliginin ¢5’ten ¢'ye integrali alinirsa
¢
—a(t)2'(t) > bﬁlﬂ'ﬁ/ q1(s)ds (3.0.24)
ts

elde edilir. (3.0.24) esitsizligi t5'ten ¢’ye integralleyerek ve (3.0.4) sart1 da gézoniine

t 1 U t t 1
z(t5) > bﬁmﬁ/ / ¢1(8)dsdu > bﬁliﬂ/ /
ts a(u> t5 ts Js a(u)

oldugunu goriirtiz. Son esitsizlikte t — oo limiti alindiginda (3.0.4) sartiyla geliskiye

alinirsa

¢1(8)duds

diismiis oluruz. Bu da iddiamizin dogru, yani lim; ., 2(¢) = 0 oldugunu gésterir.

Diger taraftan, (Ny) durumundan dolay1 ¢ > ¢, i¢in

() > — /t h %ds > ( /t h %%) a(t)2 (1) = —I()a(t)?(#)

elde edilir ve bu ytlizden

2(t) + I()a(t)2'(t) = 0 (3.0.25)

esitsizligine varilir. (3.0.25) ifadesinden

=T aorm

(z(t))’ Ca(t)I(t)(t) + (1)

oldugu goriiliir. Yani dyle bir t3 > ¢, vardir ki ¢ > t3 i¢in, z(t)/I(t), eventually(nihai)
azalmayandir. (3.0.17) ve (3.0.1) esitsizliklerinden t > t3 igin

(a(t)2'()" + g2(t)=" (h(1)) < O (3.0.26)
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esitsizligi gozlemlenir ve bu esitsizlik
(a(t)2 (OI(t) + 2(t)) + I(t)ga(t)2° (h(t)) < 0 (3.0.27)

formunda da ifade edilebilir. (3.0.27) esitsizliginin ¢ > ¢3’ten u’ya integrali alinarak,

u — oo alarak ve (3.0.25) esitsizligini kullanarak

a(t)z' (O)I(t) + 2(t) > /too I(5)qa(5)2" (h(s))ds (3.0.28)

ifadesine ulasiriz. (3.0.26) esitsizligini ¢t > t3’ten ¢’ye integrali alinip ve daha sonra

I(t) ile garpildiginda

—a(t)'(t)I(t) > I(t)/ ¢2(5)2" (h(s))ds (3.0.29)

t3
ifadesine ulasilir. Dolayisiyla (3.0.28) ve (3.0.29) ifadelerinden

[e.e]

() > I(t) / 0o(5)2P(h(s))ds + / 1(5)gs(5) 2 (h(s))ds (3.0.30)

t3 t
sonucuna varilir. A fonksiyonunun artanligi ve z fonksiyonunun azalanhgi birlikte
degerlendirildiginden s < t igin h(s) < h(t) < t oldugu goriiliir ve bu yiizden de
t >ty icin z(h(s)) > z(h(t)) > z(t) elde edilir. Bunlardan dolay1

f@@ﬂWﬁmz(iw@m)ﬂﬂ (3.0.31)

t3

ifadesi elde edilir. Diger taraftan, s > ¢ i¢in h(s) > h(t) ve h(t) < t elde ederiz.

z(t)/1(t)'nin azalmayan oldugunu gézoniinde bulundurarak

Sh(s) | Ph(1) (1)
17(h(s)) = TP(h(t) = TP (1)
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elde edilir. Bu yiizden

[e'e) oo ﬂ
/t 1(3)qa(s)=° (h(s))ds > / 1(8)qa(8) TP ((s)) - 02)
> (m /t h 1(s)q2(3>1ﬂ(h(s))ds> A1) (3.0.32)

esitsizligine varilir. (3.0.31) ve (3.0.32) ifadelerini (3.0.30) esitsizliginde yerine yazarak

0= (100 [ t w(9ds) 20+ (s [ 1m0 ) 20

t3

sonucuna ulasiriz. Bu son esitsizlikte ¢ — oo i¢in lim sup alindiginda (3.0.5) sart1 ile
celiskiye diisiilmiis olur. Bu da teoremin ispatini tamamlar. Yani (3.0.1) denklemi

salimmmhdar.

Teorem 3.0.2. I(ty) < oo ve (3.0.4) saglansin ve ¢5(t) < 7(t) olsun. Eger,

h(t) ¢
lim sup <I(h(t))/ qg(s)ds—i-/ I(s)ga(s)ds

t—o0 to h(t)

00 1; =1 ise,
+17P(n(t)) / I(s)QQ(S)Iﬂ(h(s))dS> > ’ (3.0.33)
t 0; 0< (<1 ise,

ise bu taktirde (3.0.1) salimmhdir.

Ispat. z(t), (3.0.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Bu taktirde, genelligi
bozmaksizin 6yle bir ¢; > to vardir ki her ¢ > #; i¢in z(t) > 0, x(7(t)) > 0 ve
(t, ) € [t1,00) X [a,b] i¢in xz(¢p(t, 1)) > 0 oldugunu kabul edebiliriz.
Teorem 3.0.1in ispatindaki islemlerin aynis: kullamilarak (3.0.30) esitsizligine ulasiriz
ve (3.0.30) esitsizligi

h(t) ¢
2(h(t)) = I(h(t))/ Q2(5)Zﬁ(h(8))d8+/ 1(s)ga(s)2"(h(s))ds

t3 h(t)

n / " 1(5)ga(5)2° (h(s))ds
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biciminde de ifade edilebilir. Ispatin geri kalan kismi Teorem 3.0.1’in ispatina benzer
bir sekilde devam ettiginden dolay1 detaylara yer verilmemistir. Bu da teoremin

ispatini tamamlar.

Teorem 3.0.3. I(t;) < oo ve (3.0.4) saglansin ve ¢o(t) < 7(t) olsun. Eger,

t 1, p=1ise
limsup/ 1(s)qa(s)ds (3.0.34)
tmoo i) 0; p€(0,1)ise

ise, bu taktirde (3.0.1) denklemi salinimhdir.

Ispat. z(t), (3.0.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Bu taktirde, genelligi
bozmaksizin 6yle bir ¢; > to vardir ki her ¢ > #; i¢in z(t) > 0, x(7(t)) > 0 ve
(t, ) € [t1,00) X [a,b] i¢in z(p(t, 1)) > 0 oldugunu kabul edebiliriz.

Teorem 3.0.1'in ispat yonteminden hareketle tekrardan (3.0.25) ve (3.0.27)

esitsizliklerine ulasilir.

y(t) = z(t) + I(t)a(t)'(t)

olsun. Bu taktirde 0 < y(¢) < z(t) olup ve bu yiizden (3.0.27) esitsizliginden
Y (1) + 1(t)ga(t)y" (h(t) < 0

ifadesine varilir. Bu son esitsizligin h(t)’den t’ye integrali alindiginda

t t

I(s)qz(s)y” (h(s))ds > yﬁ(h(t))/ 1(5)g2(s)ds

h(t)

yhie) = [

h(t)
ifadesine ulasilir ve buradan da
t
PO 2 [ I6)n(s)ds
h(t)
oldugu gortiliir. Bu son esitsizligin her iki tarafinin ¢ — oo i¢in lim sup’unu alirsak,

(3.0.34) sart1 ile geliskiye diisiilmiis olur ve bu da teoremin ispatini tamamlar.

Simdi de ¢4(t) > 7(¢) durumu igin, yani h ileri (advanced) argiiment oldugu durum

i¢in (3.0.1) denklemine iliskin salinim sonuglarini verecegiz.
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Teorem 3.0.4. Kabul edelim ki I(ty) < oo ve (3.0.4) saglansin ve ¢1(t) > 7(¢)
olsun. Eger

I8(h(t)) 1; B =1Iise,

i sup (Iﬁ_—l(t) /t: go(5)ds + ]ﬁ—1<t> /t h f(s)q2<s)zﬁ<h(s))ds) >

0; 0<f<1ise,
(3.0.35)

sart1 saglanirsa (3.0.1) denklemi salimmhidir.

Ispat. x(t), (3.0.1) denkleminin salinimsiz bir ¢6ztimi olsun. Bu taktirde, genelligi
bozmaksizin Gyle bir ¢; > to vardir ki her ¢ > #; i¢in z(t) > 0, x(7(t)) > 0 ve
(t, ) € [t1,00) X [a,b] i¢in z(p(t, 1)) > 0 oldugunu kabul edebiliriz.

(Teorem 3.0.1)’in ispatina benzer sekilde ilerleyerek (3.0.30) esitsizligi tekrar elde
edilmis olur. h artan ve bir advanced argiiman oldugundan h(t) >t ve s < t i¢in

s < h(s) < h(t) oldugu goriiliir. Boylece, 2’ nin azalan oldugu gézoniine alindiginda

2(h(s)) = z(h(1))

ifadesi elde edilir. z(t)/I(t) azalmayan fonksiyon oldugundan

[ = onas > ( [ atoras) P
> < /t: q2(s)ds> (]i(ﬂh(g))) A1) (3.0.36)

elde edilir. Ayn1 zamanda, s > t ise h(s) > h(t) olup ve bu yiizden

ifadesi elde edilmis olur. Boylece

/t°° 1(s)ga(5) 2% (h(s))ds > /too ](S)QQ(S)]B(h(S))Ig(i)

> (1%(15) /t h I(S)qz(s)zﬁ(h(s))ds) () (3.0.37)
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oldugu goriiliir. (3.0.36) ve (3.0.37) ifadeleri (3.0.30) ifadesinde kullanildiginda

B 3 00
270> i) [+ g [ Tem(e P 0)ds

esitsizligi elde edilir. ispatm geriye kalan kismi (Teorem 3.0.1)’in ispatina benzer

oldugundan detaylara yer verilmemistir. Boylece teoremin ispat: tamamlanmistir.

Teorem 3.0.5. Kabul edelim ki I(ty) < oo ve (3.0.4) saglansin ve ¢1(t) > 7(¢)

olsun. Eger,

¢ h(t)
lirtriilp (I(h(t})/t qg(s)ds—f—]l_ﬁ(h(t))/t I°(h(s))qz(s)ds
o0 1; =1 ise,
—i—]ﬁ(h(t))/ I(s)qg(s)lﬁ(h(s))dss) > ’ (3.0.38)
h(t)

0; 0<pB<1ise,

sart1 saglanirsa (3.0.1) denklemi salimmlidir.

Ispat. z(t), (3.0.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Bu taktirde, genelligi
bozmaksizin 6yle bir ¢; > ¢y vardir ki her ¢ > ¢; icin z(t) > 0, z(7(t)) > 0 ve
(t, 1) € [t1,00) X [a,b] icin x(p(t, p)) > 0 oldugunu kabul edebiliriz.

Teorem 3.0.1'in ispat yonteminden hareketle tekrardan (3.0.30) esitsizligine variriz

ve bu esitsizlik

biciminde de ifade edilebilir. Ispatin geri kalan kismi z'nin azalanhg, z(t)/I(t)’nin
artanhigr ve Teorem 3.0.1’in ispatindaki gibi tamamlanmis olur. Bu detaylara yer

vermeyerek teoremin ispatini tamamlamis oluyoruz.

Not 3.0.6. Burada elde edilen sonuglar, (iv) sartindaki ¢ fonksiyonunun ikinci

degiskenine gore azalmayan oldugunda da gecerlidir. Bu durumu

o1(t) == (1,b) ile  ¢y(t) = (t,a)
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ve

Oo(t) = 9(t,a) le Gy(t) = (1, 0)
bi¢imindeki sembol degisimi ile elde edebiliriz.

Ornek 3.0.7.

<t2 (:p(t) . (%))) + /12 (m + %) . G + i) du=0, t>1 (3.0.39)

dagitilmis sapma argiimentli ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemini
gozoniine alahm. Burada a(t) = 2, p(t) = 2t 7(t) = t/2, ¢(t,pn) = t/4 + 1/4pu,
f=1,a=1,b=2veq(t,u) =12t + 12/p dir. Bu taktirde

) =2t, THTTH(t) = 4t, da(t) = (t+1)/Adve h(t) = (t+1)/2

I(t) = % ©(t) > T/32, qi(t) = 12, ve quo(t) > 21/2

oldugu goritiliir. I(tg) =1 ve

[ 16 = [ Zas =,

to 1

oldugundan (¢y) < oo ve (3.0.4) sartlar1 saglanir. ayni zamanda (3.0.35) sartinin da
saglandig acikca gortilmektedir. Dolayisiyla Teorem 3.0.1'n1in tiim sartlar: saglanmis

oldu. Bu yiizden de Teorem 3.0.1’den dolay1 (3.0.39) denklemi salimmhdir.

Ornek 3.0.8.

<t3 <x(t) + 4z (%)))l + /12 (t4 )z (2t —p)dp =0, t>5 (3.0.40)

dagitilmis sapma argiimentli ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemini
gozoniine alahm. Burada a(t) = ¢, p(t) = 4, 7(t) = t/3, ¢(t,pu) = 2t — pu, § =1/3,

a=1,b=2 veq(t,u) =t+ poldugu gorilmektedir. Bu taktirde,

7 Ht) =3t, 7H(T7HE)) = 9, éa(t) =2t — 1 ve h(t) = 6t — 3,
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I(t) m(t) = 3/16, qi(t) = (2t + 3)/V/32, ve qu(t) = </3/128(2t + 3).

3

oldugu goriliir. 1(ty) = 1/50 ve

° > 25+ 3
1(s)qi1(s)ds = ———ds = 0,
/to S)als) /5 2/3252

oldugundan, I(ty) < oo ve (3.0.4) sartlar: saglanir. Ayni zamanda (3.0.35) sartinin
da saglandig kolayca gortilebilir. Dolayisiyla Teorem 3.0.4tin tiim sartlar: saglandi.

Teorem 3.0.4'ten dolay1 (3.0.40) denklemi salinimhdir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda ikinci basamaktan kanonik olmayan dagitilmis sapma argtimentli
neutral diferensiyel denklemlerin bir smmifi goéz oniine alinmistir. Bu simufa iliskin
¢oziimlerin saliniml olmasi igin yeni yeter sartlar verilmistir. Elde edilen teorik

sonuclarin gegerliligi baz1 orneklerle gosterilmistir.

Bu tezde elde edilen sonuclar daha yiiksek mertebeden dagitilmis sapma argiimentli
neutral diferensiyel denklemlere genisletilebilir; bunun icin bir 6rnek asagidaki
Not 4.0.1" de sunulmustur. Ayrica Not 4.0.2 'de de p(t) fonksiyonu iizerine konulan
sart altinda hem ikinci basamaktan hem de daha yiiksek basamaktan dagitilmis
sapma argiimentli neutral diferensiyel denklemlerin salinimhliginin arastirilmasinin

ilging olacagr kanaatine varilmistir.

Bu tez calismasindan elde edilen sonuclardan hareketle farklh smif ve mertebedeki
dagitilmis sapma argiimentli neutral diferensiyel denklemler i¢in de bazi yeni salinim
sonuglariin verilebilecegi gozlemlenmistir. Bunlarin arasinda asagidaki problemlerin

arastirilmasinin ilging olacagl kanaatine varilmistir.

Not 4.0.1. Bu tez calismasinin sonuclari, n > 2 c¢ift bir dogal say1, v tek pozitif
tamsayilarin bir orani ve denklemdeki diger fonksiyonlar iizerine konulan sartlar ayni

kalmak tizere

/ a Y (t)dt = oo
t

ya da

sartlar altinda

(a® o 00)) + [ att e’ @lt ) =0 (40.1)

n-inci basamaktan dagitilmis sapma argiimentli neutral diferensiyel denklemi icin

degerlendirilerek daha genel salinim kriterleri verilebilir.



Not 4.0.2. Bu tez calismasindaki salimim sonuglart p(¢) neutral terimi iizerine
p(t) > £ > 1 sart1 konularak elde edildi. p(t) < ¢ < —1 sart1 altinda (3.0.1) ve
(4.0.1) denklemleri i¢in salimm sonuglar1 arastirmak yeni ve ilging olacaktir. Bu

durumu ilerideki ¢alismalarimizda goz oniine almay1 hedeflemekteyiz.
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