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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

DAĞITILMIȘ SAPMA ARGÜMENTLİ KANONİK OLMAYAN
İKİNCİ BASAMAKTAN NEUTRAL DİFERENSİYEL DENKLEMLERİN

SALINIMLILIĞI

Kașif BAȘ

Tokat Gaziosmanpașa Üniversitesi
Lisansüstü Eğitim Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danıșman : Prof. Dr. Ercan TUNÇ
Ağustos 2024, 47 sayfa

Bu tezde, ilk önce fonksiyonel diferensiyel denklemlerin tanımı, sınıflandırılması ve
bunlara ilișkin örnekler üzerinde durulmuștur. Daha sonra, literatürde ele alınan
dağıtılmıș sapma argümentli neutral diferensiyel denklemlerin bazı sınıflarına yer
verilmiștir. Literatürdeki çalıșmalardan hareketle dağıtılmıș sapma argumentli bir
neutral diferensiyel denklem sınıfı ele alınıp çözümlerinin salınımlığına ilișkin yeni
yeter șartlar verilmiștir. Son olarak da elde edilen sonuçları açıklayan örnekler
verilmiș ve literatüre katkı sağlaması açısından bazı önerilerde bulunulmuștur.

Anahtar Kelimeler: Salınımlılık, Dağıtılmıș sapma argümenti, İkinci basamak,
Kanonik olmayan neutral diferensiyel denklemler.

i



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

OSCILLATION OF SECOND-ORDER NONCANONICAL
NEUTRAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

WITH DISTRIBUTED DEVIATING ARGUMENTS

Kașif BAȘ

Tokat Gaziosmanpașa University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Ercan TUNÇ

August, 2024, 47 pages

In this thesis, we first focus on the definition, classification and examples of functional
differential equations. Then, some classes of neutral differential equations with
distributed deviating arguments discussed in the literature are included. Based on
the studies in the literature, a class of neutral differential equations with distributed
deviating arguments is considered and new sufficient conditions for the oscillation
of solutions of the equation considered are given. Finally, examples explaining the
results obtained are given and some suggestions are proposed to contribute to the
literature.

Keywords: Oscillation, Distributed deviating arguments, Second-order,
Noncanonical neutral differential equations.
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1. GİRİȘ

Diferensiyel denklemlerin genel bir tipi olan fonksiyonel diferensiyel denklemler,

bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun türevlerinin bağımsız değișkeninin farklı

değerleriyle ortaya çıktığı denklemlerdir ve Rus literatüründe sapma argümentli

diferensiyel denklemler olarak da adlandırılmaktadır(Zafer, 1992).

Bu tipten denklemler ilk önce Bernoulli, Euler, Lagrange, Laplace, Poisson gibi

matematikçiler tarafından 18. yüzyılda göz önüne alınmıștır(Kolmanovskii ve Nosov,

1991).

Bu dönemde Johann Bernoulli’nin 1727 yılında titreșen kablolarla ilgili spesifik bir

yayılım problemini incelediği çalıșmasında

y′(t) = y(t− 1)

fonksiyonel diferensiyel denklemini gözönüne almıștır ve bu bilinen ilk fonksiyonel

diferensiyel denklemdir(Răsvan, 2006).

Fonksiyonel diferensiyel denklemler, 18 ve 19. yüzyılda nadiren kullanılmıș olsa

da bu denklemler çeșitli geometrik problemleri ihtiva etmekteydi. Bu durum 20.

yüzyılın bașlarında, 1930’lu yıllar itibariyle radikal bir değișime uğramıștır. Bu

yıllarda farklı zaman gecikmeleri, var olan bir kaç tane bilimsel ve teknik problemin

tanımlanmasına yani matematiksel modellenmesine ihtiyaç duymuștur. Bu türden

ilk problemler; Volterra tarafından 1909’da göz önüne alınan ve bir malzemenin

zamanla değișen davranıșlarını tanımlamak için kullanılan viskoelastisite

probleminde ve 1928-1931 yılları arasında çalıștığı bir av türü ile onu avlayan bir avcı

türü arasındaki ilișkiyi analiz etmek için kullanılan avcı-av modellerinde, Kostyzin’in

1934’teki matematiksel biyoloji problemleri çalıșmasında, Minorsky’nin 1942’deki

gemi stabilizasyon problemi çalıșmasında ele alınmıștır (Kolmanovskii ve Nosov,

1991).

Belirli formdaki denklemler hariç, genelde diferensiyel denklemlerin açık çözümleri

elde edilememektedir. Bir çok sürecin matematiksel modeli bir diferensiyel denklem
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olarak ortaya çıkmaktadır. Bu nedenle diferensiyel denklemlerin çözümlerinin

bilinmesi önemlidir. Yukarıda da belirtildiği gibi her zaman açık çözümleri elde

etmek mümkün olmadığı için bu da araștırmacıları diferensiyel denklemleri çözmeden

çözümlerinin davranıșlarını araștırmaya yöneltmiștir. Bu yaklașım, ele alınan

diferensiyel denklemin açık çözümleriyle uğrașmak yerine denklemin katsayıları

ve/veya katsayı fonksiyonları aracılığıyla denklemin çözümlerinin davranıșları

hakkında bilgi edinmeyi sağlamakta olup literatürde nitel(kalitatif) teori olarak

bilinmektedir. Henri Poincare ve Alexandr M. Lyapunov diferensiyel denklemlerde

oldukça önemli olan bu teorinin gelișmesine katkı sağlayan öncüler kabul edilmektedir

(Mawhin, 1996).

Neutral fonksiyonel diferensiyel denklemler, kısaca neutral diferensiyel denklemler,

en yüksek basamaktan (mertebeden) türevin hem sapma argümentine bağlı olarak,

hem de sapma argümentine bağlı olmadan ortaya çıktığı diferensiyel denklemlerdir

(Chuanxi ve Ladas, 1990; Wang, 1989; Zafer, 1992).

Birinci ve daha yüksek basamaktan neutral diferensiyel denklemlerin çözümlerinin

kalitatif özellikleri son yıllarda birçok yazar tarafından incelenmiștir. Neutral

diferansiyel denklemler hem teorik hem de pratik açıdan ilgi çekici olmuștur. Bu

türden denklemlerin kayıpsız iletim hatları içeren ağların incelenmesinde ortaya

çıktığını görmekteyiz. Bu tür ağlar, anahtarlama devrelerini birbirine bağlamak için

kayıpsız iletim hatlarının kullanıldığı yüksek hızlı bilgisayarlarda ortaya çıkmaktadır

(Brayton ve Willoughby, 1967; Hale, 1977; Slemrod ve Infante, 1972; Snow, 1965;

Wang, 1989; Zafer, 1992). Bununla beraber, elastik bir çubuğa bağlı titreșen

kütlelerin incelenmesinde, bazı varyasyonel problemlerde Euler denklemi olarak,

otomatik kontrol teorisinde, eylemsizliğin önemli bir rol oynadığı nöromekanik

sistemlerde bu türden denklemlere rastlamaktayız (Brayton ve Willoughby, 1967;

Driver, 1984; Hale, 1977; Kubiaczyk ve Saker, 2002).

Literatür araștırmalarından da anlașıldığı üzere neutral diferensiyel denklemlerin

salınımlılığı ile ilgili ilk çalıșma A. I. Zahariev ve D. D. Bainov makalesinde 1980

tarihinde rastlanmaktadır(Ayrıca (Karakostas ve Staikos, 1984) makalesine

bakılabilir). Bu konuya daha sonra 1986 yılında Ladas ve Sficas "Oscillation of
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neutral delay differential equations, Canad. Math. Bull. 29, 438-445" makalesiyle

katkı sunmuștur. Bu konuya olan ilgi (Bellman ve Cooke, 1963), (Snow, 1965),

(Brayton ve Willoughby, 1967), (Hale, 1977), (Driver, 1984, 1985), (Zhang, 1989),

(Wang, 2004), (Chuanxi ve Ladas, 1990), (Xu ve Meng, 2006), (Gui ve Xu, 2007),

(Saker ve ark., 2007), (Xu ve Weng, 2007), (Zhao ve Meng, 2008), (Thandapani

ve Piramanantham, 2010), (Dong, 2010), (Candan, 2011, 2015), (Li ve Thandapani,

2011), (Li ve ark., 2013), (Qi ve Yu, 2015), (Tunç ve Graef, 2014), (Li ve Rogovchenko,

2015), (Agarwal ve ark., 2014, 2016), (Yang ve ark., 2016), (Tamilvanan ve ark.,

2017), (Tripathy ve Santra, 2021), (Sui ve Han, 2018), (Bohner ve ark., 2017,

2019, 2020), (Grace ve Graef, 2018), (Grace ve ark., 2018, 2021, 2014, 2017, 2022),

(Jadlovská, 2021), (Sethi ve Tripathy, 2021) ve daha bir çok makale ile kitaplara

yansıtılmıștır.

Bu tezin konusu, diferensiyel denklemlerin kalitatif teorisinde aktif bir șekilde

çalıșılan ve fonksiyonel diferensiyel denklemlerin çözümlerinin salınım davranıșı

konusunun alt bașlıklarından biri olan dağıtılmıș sapma argümentli kanonik olmayan

ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklem sınıflarının salınımlılığı üzerinedir.

Bu tez çalıșması dört bölümden olușmaktadır. Birinci bölümde fonksiyonel

diferensiyel denklemlerin kısa bir tarihsel süreci ve fonksiyonel diferensiyel

denklemlerin salınımlılığına katkıda bulunan bazı klasik çalıșmalara yer verilmiștir.

İkinci bölümde fonksiyonel diferensiyel denklem tanımı verilmiș ve bu türden

denklemlerin sınıflandırılmaları üzerinde durulmuștur. Daha sonra salınım tanımı

verilerek bazı somut örneklerle salınım kavramı açıklanmaya çalıșılmıștır.

Fonksiyonel diferensiyel denklemlerin çözümlerinin salınımlılığını ele alan bazı

çalıșmalara atıfta bulunulmuș ve özellikle de ele alacağımız denklem sınıfına ilișkin

literatürde yapılan dağıtılmıș sapma argümentli bazı çalıșmalar üzerinde detaylı

durulmuștur.
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Üçüncü bölümde, t ≥ t0 > 0, 0 < a < b < ∞, 0 < β ≤ 1 olacak șekilde β pozitif tek

tam sayıların bir oranı olmak üzere,

[
a(t) (x(t) + p(t)x(τ(t)))′

]′
+

∫ b

a

q(t, µ)xβ(φ(t, µ))dµ = 0 (1.0.1)

sapma argümentli neutral diferensiyel denklem sınıfının çözümlerinin salınımlılığına

ilișkin bazı teoremler verilmiștir, bu denklemin çözümlerinin salınımlılık davranıșını

incelemek için așağıda belirtilen șartların sağlandığı kabul edilmiștir:

(i) a ∈ C ([t0,∞), (0,∞)) ve p(t) ≥ ` > 1 olacak șekilde, p ∈ C ([t0,∞),R);

(ii) q ∈ C ([t0,∞)× [a, b], [0,∞)) ve [tu,∞) × [a, b], tu ≥ t0 formundaki herhangi

bir aralık üzerinde q(t, µ) 6≡ 0;

(iii) τ ∈ C ([t0,∞),R) kesin artan bir fonksiyon, τ(t) ≤ t, ve limt→∞ τ(t) = ∞;

(iv) φ ∈ C ([t0,∞)× [a, b],R) olacak șekilde φ’nin ikinci değișkenine göre artmayan

ve birinci değișkenine göre azalmayan, ve µ ∈ [a, b] için, limt→∞ φ(t, µ) = ∞.

Elde edilen orĳinal sonuçlar bazı örneklerle açıklanmıștır.

Dördüncü bölümde, elde edilen sonuçların n-inci mertebeden bir diferensiyel denklem

sınıfına genișletilebileceğine dikkat çekilmiștir. Son olarak da, p(t) ≥ ` > 1 durumu

için elde edilen sonuçların p(t) 6≡ −1 olmak üzere p(t) ≤ −1 durumu için

araștırılmasının ilginç bir durum olacağı vurgulanmıștır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Adi ve Fonksiyonel Diferensiyel Denklemlerin Tanımı

Adi diferensiyel denklemlerin bir ve aynı argüment değeri için bilinmeyen fonksiyon

ve onun bazı türevlerini ihtiva eden denklemler olduğu bilinmektedir. Örneğin;

x′ (t)− 2x(t) = 0, (2.1.2)

x′′ (t) + x′(t) + 7x(t) = 0 (2.1.3)

denklemleri sırasıyla birinci ve ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemlere

örneklerdir.

Bir adi diferensiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve denklemdeki türevlerinin aynı

t anındaki değerlerini içeren bir denklem olmasına karșın; fonksiyonel diferensiyel

denklemler, bilinmeyen fonksiyon ve türevlerinin bağımsız değișkenin farklı

değerleriyle verildiği denklemlerdir. Bu anlamda fonksiyonel diferensiyel denklemler

adi diferensiyel denklemlerin bir genelleștirmesidir. Literatürde bu denklemler aynı

zamanda sapma (deviating) argümentli diferensiyel denklemler olarak da

adlandırılmaktadır (Zafer, 1992). Örneğin;

x′ (t) = −x(t + 12) + tx(t +
√

17t) + t, (2.1.4)

x′′ (t) = x′(t + 21)x(t) + tx(t− 11) (2.1.5)

denklemleri sırasıyla birinci ve ikinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel

denklemlerdir.

2.2. Fonksiyonel Diferensiyel Denklemlerin Sınıflandırılması

Uygulamalarda ortaya çıkan bir çok fonksiyonel diferensiyel denklem türü

bulunmaktadır. Bu denklem türlerine göre sapma argümenti fonksiyon veya

türevlerinde ortaya çıkmaktadır. Dolayısıyla fonksiyonel diferensiyel denklemler
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üzerinde yapılan çalıșmaların denklem türlerine göre farklılık göstermesi fonksiyonel

diferensiyel denklemlerin doğru șekilde sınıflandırılmasının gerekliliğini

göstermektedir. Fonksiyonel diferensiyel denklemler değișken ve türevlerindeki

değișken sapmalarına göre farklı tiplerde isimlendirilir. Buna göre:

Bir gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem (delay functional differential equation),

bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden türevinin bağımsız değișkenin

(argüment) sadece bir değerine bağlı olduğu ve en yüksek mertebeden türevde

görülen bu argümentin, bilinmeyen fonksiyonun ve türevlerinin denklemde görülen

tüm argümentlerinden daha küçük olmadığı bir diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992).

Örneğin;

x′ (t) = 2x(t− 1) + tx(t/3) + 1, (2.2.6)

x′′ (t) = x′(t− 5) + tx(t− 1) (2.2.7)

denklemleri gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Bir ileri fonksiyonel diferensiyel denklem (advanced functional differential equation),

bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden türevinin bağımsız değișkenin sadece

bir değerine bağlı olduğu ve en yüksek mertebeden türevde görülen bu argümentin,

bilinmeyen fonksiyonun ve türevlerinin denklemde görülen tüm argümentlerinden

daha büyük olmadığı bir diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992). Örneğin,

x′′ (t) = −x′(t + 2) + tx(t +
√

t) + t (2.2.8)

denklemi ileri tipten fonksiyonel diferensiyel denklemdir.

Bir karma fonksiyonel diferensiyel denklem (mixed functional differential equation),

bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden türevinin bağımsız değișkenin sadece

bir değerine bağlı olduğu ve denklemde en yüksek mertebeden türevde görülen bu

argümentten, daha küçük ve daha büyük argümentlerin bulunduğu bir diferensiyel
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denklemdir (Zafer, 1992). Örneğin;

x′ (t) = 2x(t− 3)− 2x(t + 2) + 1, (2.2.9)

x′′ (t) = x′(t + 1)x(t) + tx(t− 1) (2.2.10)

denklemleri karma diferensiyel denklemdir.

Bir neutral fonksiyonel diferensiyel denklem (neutral functional differential equation),

bilinmeyen fonksiyonun denklemde görülen en yüksek mertebeden türevinin hem

sapma argümentine bağlı hem de sapma argümentine bağlı olmadan görüldüğü bir

diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992). Örneğin;

x′′ (t) + x′′ (t + 1) + 3tx′ (t− 1) + 6t2x(t) = 0 (2.2.11)

x′ (t) +
t

t + 1
x′ (t/2) = x(t− 2) + cos t (2.2.12)

denklemleri neutral diferensiyel denklemdir.

Bir diferensiyel denklemin t’nin bazı değerleri için yukarıda belirtilen denklem

türlerinden birisine, t’nin farklı bazı değerleri için farklı bir türe ait olması da

mümkündür (Zafer, 1992). Örneğin,

x′ (t) = f (t, x(t), x(t + sin t)) (2.2.13)

denklemi, sin t < 0 șartının sağlandığı aralıklarda gecikmeli, sin t > 0 șartının

sağlandığı aralıklarda ileri tipten diferensiyel denklemdir.

2.3. Salınım(Oscillation) Tanımı

Kalitatif teorinin önemli bir konusu olan salınım(oscillation) teorisinin temeli Jacques

Charles François Sturm tarafından yayınlanan, kendine eșlenik ikinci mertebeden

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin sıfırlarıyla ilgili iyi bilinen sonuçlara

dayanmaktadır. O zamandan beri farklı sınıftaki lineer ve lineer olmayan diferensiyel
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denklemlerin çözümlerinin salınım davranıșı farklı yöntemlerle araștırılmıș ve

araștırılmaya devam edilmektedir(Sturm, 1836).

Genel olarak, bir diferensiyel denklemin așikar olmayan bir çözümü, keyfi sayıda

yeterince büyük sıfırlara sahipse (yani sıfırlarının kümesi üstten sınırlı değilse) bu

çözüme salınımlıdır, aksi takdirde salınımsızdır denir (Erbe ve ark., 1995; Ladde ve

ark., 1987).

2.4. Sapma Argümentinin Salınıma Etkisi

Adi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin salınımlılığı hakkında yapılan çalıșmaların

büyük çoğunluğu ikinci ya da daha yüksek basamaktan (mertebeden) diferensiyel

denklemleri kapsamaktadır. Çünkü birinci basamaktan lineer homojen adi

diferensiyel denklemlerin çözümleri salınımlı değildir. Ancak birinci basamaktan

fonksiyonel diferensiyel denklemler için durum oldukça farklıdır. Zira bu denklemler

salınımlı çözümlere sahip olabilir. Örneğin;

x′ (t) + x (t) = 0

birinci basamaktan adi diferensiyel denklemi salınımlı çözümlere sahip değildir.

Ancak

x′ (t) + x
(
t− π

2

)
= 0

ve

x′ (t)− x
(
t +

π

2

)
= 0

birinci basamaktan fonksiyonel diferensiyel denklemleri x1 = sin t ve x2 = cos t

salınımlı çözümlere sahiptir (Ladde ve ark., 1987). Diğer yandan,

x′ (t) +
3π

2
x (t + 1) = 0

8



ileri tipten diferensiyel denklemi x1(t) = cos 3πt
2

+ sin 3πt
2

salınımlı çözümüne ve A

bir sabit ve s+ 3π
2

es = 0 denkleminin bir kökü s olmak üzere x2(t) = Aest salınımsız

çözümüne sahiptir.

İkinci basamaktan lineer homojen diferensiyel denklemlerin bütün çözümlerinin ya

salınımlı ya da salınımsız olduğu Sturm Ayırma Teoreminden bilinmektedir. Örneğin,

x′′ (t) + x (t) = 0

denkleminin bütün çözümleri salınımlı,

x′′ (t)− x (t) = 0 (2.4.14)

denkleminin bütün çözümleri salınımsızdır. Ancak (2.4.14) denklemi salınımsız

olmasına rağmen,

x′′ (t)− x (t− π) = 0

fonksiyonel diferensiyel denkleminin x1 = sin t ve x2 = cos t salınımlı çözümleri

vardır. Ayrıca,

x′′ (t) + x (π − t) = 0

denklemi hem x1 = sin t șeklinde bir salınımlı çözüme hem de x2 = et−eπ−t șeklinde

bir salınımsız çözüme sahiptir(Ladde ve ark., 1987).

Bir diferensiyel denklemde neutral terimin varlığı salınıma neden olabileceği gibi,

denklemin salınım özelliklerini yok da edebilir. Örneğin,

(
e2tx′(t)

)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0

ikinci basamaktan diferensiyel denklemi ve

(
e2t

(
x(t) +

1

2e4
x(t− 2)

)′)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0
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ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemi salınımlıdır. Ancak,

(
e2t

(
x(t) +

1

2
x(t− 2)

)′)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0

denkleminin salınımlı olmayan x(t) = e−t çözümü vardır. Bu durum, neutral terimin

farklı seçimlerinden kaynaklanmaktadır (Agarwal ve ark., 2014). Ayrıca,

x′ (t) + x

(
t− 1

e

)
= 0

diferensiyel denklemi salınımsız çözümlere sahip olmasına rağmen, p ∈ (0, 1) reel bir

sabit olmak üzere olmak üzere

(x(t) + px(t− 1))′ + x

(
t− 1

e

)
= 0

denkleminin bütün çözümleri salınımlıdır (Erbe ve ark., 1995).

x′ (t) = 2x (t)− y (t)

y′ (t) = x (t) + y (t)

diferensiyel denklem sistemini göz önüne alalım. Bu denkleme ait karakteristik

denklemin analizinden, her (x(t), y(t)) çözümünün salınımlı olduğu bilinmektedir.

Ancak

x′ (t) = 2x (t)− y

(
t− 1

3
ln 4

)

y′ (t) = x

(
t− 1

3
ln 4

)
+ y (t)

gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem sistemi, salınımsız x(t) = exp
(

3t
2

)
, y(t) =

exp
(

3t
2

)
çözümüne sahiptir (Erbe ve ark., 1995).

Üçüncü basamaktan diferensiyel denklemlerde ise çözümlerin salınımlı ya da

salınımsız olduğunun incelenmesi, birinci ve ikinci basamaktan denklemlerden daha

kompleks yapılara sahiptir. Örneğin en basit olarak, a, b ve c reel sabitler olmak
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üzere, üçüncü basamaktan sabit katsayılı lineer homojen

x′′′ (t) + ax′′ (t) + bx′ (t) + cx (t) = 0 (2.4.15)

diferensiyel denklemini göz önüne alalım. (2.4.15) denklemine karșılık gelen

karakteristik denklem en az bir reel köke sahip olacağından bu denklemin en az

bir x3 = er3t șeklinde salınımsız bir çözümü vardır. Yani ikinci basamaktan lineer

homojen diferensiyel denklemler için geçerli olan çözümlerin tamamının salınımlı ya

da tamamının salınımsız olması durumu üçüncü basamaktan denklemler için geçerli

değildir. Ancak bütün çözümleri salınımlı olan ve hem salınımlı hem de salınımsız

çözümlere sahip olan üçüncü basamaktan fonksiyonel diferensiyel denklemler

mevcuttur. Örneğin,

x′′′ (t) + x (t− τ) = 0 (2.4.16)

denkleminin bütün çözümleri, τ > 3
e
gerek ve yeter șartı altında salınımlıdır (Ladas

ve ark., 1984). Ancak (2.4.16) denklemine karșılık gelen

x′′′ (t) + x (t) = 0

adi diferensiyel denklemi x1 = e−t șeklinde bir salınımsız çözüme, x2 = e
t
2 cos

√
3

2
t ve

x3 = e
t
2 sin

√
3

2
t șeklinde salınımlı çözümlere sahiptir. Diğer yandan,

x′′′ (t) + 2x′ (t) + x
(
t− π

2

)
= 0

denklemi, x1 = sin t salınımlı çözümüne ve λ karakteristik denklemin sıfırdan farklı

bir kökü olmak üzere x2 = eλt salınımsız çözümüne sahiptir (Pathi ve Pati, 2014).
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2.5. Dağıtılmıș Sapma Argümentli Fonksiyonel Diferensiyel Denklemlerin

Bazı Sınıfları

Bu bölümde tez çalıșmamıza ilham olan ve literatürde oldukça atıf alan dağıtılmıș

sapma argumentli kanonik ve kanonik olmayan neutral diferensiyel denklemlerinin

bazı sınıflarını ifade edeceğiz. α ∈ R+ ve

I(t) =

∫ ∞

t

1

a1/α(s)
ds, t ≥ t0 (2.5.17)

olmak üzere

I(t0) < ∞ (2.5.18)

șartı sağlanıyor ise gözönüne alınan diferensiyel denkleme kanonik olmayan formdadır;

I(t0) = ∞ (2.5.19)

șartı sağlanıyor ise gözönüne alınan diferensiyel denkleme kanonik formdadır denir.

Neutral diferensiyel denklemler, teorik açıdan araștırmacıların dikkatini çekmesinin

yanı sıra doğal bilimler ve teknolojide de uygulama alanlanına sahip olması nedeniyle

araștırmacıların ilgisini çekmeye devam etmektedir. Neutral diferensiyel

denklemlerin doğal bilimler, fen ve mühendislikteki uygulama alanlarına ilgi duyan

araștırmacılar (Györi ve Ladas, 1991) ve (Hale, 1977) kitaplarında ve (Brayton ve

Willoughby, 1967) makalesinde ilginç örnekler bulabilir.

Dağıtılmıș sapma argümentsiz ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemlerin

değișik sınıfları için yeni salınım kriterlerini belirleme problemi bir çok araștırmacının

ilgisini çekmiș, bu konuya olan ilgilerini așağıdaki makalelerde ve o makalelerde

ihtiva edilen referanslarda ilginç sonuçlarıyla yansıtmıșlardır.

(Agarwal ve ark., 2014, 2016), (Bohner ve ark., 2017, 2019, 2020), (Dong, 2010),

(Grace ve ark., 2018, 2021), (Grace ve Graef, 2018), (Jadlovská, 2021), (Li ve ark.,

2013), (Li ve Rogovchenko, 2015), (Prabaharan ve ark., 2019), (Saker ve ark., 2007),
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(Sethi ve Tripathy, 2021), (Sui ve Han, 2018), (Tamilvanan ve ark., 2017), (Tripathy

ve Santra, 2021), (Xu ve Meng, 2006).

Ancak, bu konuya ilișkin literatür incelendiğinde dağıtılmıș sapma argümentli ikinci

basamaktan neutral diferensiyel denklemlerin salınım davranıșı hakkında nispeten

daha az sonuçla karșılașılmaktadır. Dağıtılmıș sapma argümentli ikinci basamaktan

neutral diferensiyel denklemlerin değișik sınıfları için bazı ilginç sonuçlar așağıdaki

çalıșmalarda bulunmaktadır.

(Candan, 2011), (Candan, 2015), (Grace ve ark., 2014, 2017), (Grace ve ark., 2022),

(Gui ve Xu, 2007), (Li ve Thandapani, 2011), (Qi ve Yu, 2015), (Thandapani ve

Piramanantham, 2010), (Tunç ve Graef, 2014), (Wang, 2004), (Xu ve Weng, 2007),

(Yang ve ark., 2016), (Zhao ve Meng, 2008).

Bu tezde elde edilen sonuçların ayırt edici özelliklerinin açık bir șekilde ortaya

konulması amacıyla șu ana kadar literatürde ele alınan dağıtılmıș sapma argümentli

ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemlerin değișik sınıflarının bir özetini

sunmanın ve bu türden denklemlerin salınım özellikleriyle ilgilenen okuyucuların

kolaylıkla erișebileceği bir literatür olușturmanın faydalı olacağı kanaatindeyiz.

Bu bağlamda, P. Wang, 2004 yılında Comput. Math. Appl. 47, 1935-1946 ’da

"Oscillation criteria for second-order neutral equations with distributed deviating

arguments" adıyla yayımladığı makalede,

[
a(t) (x(t) + p(t)x(t− τ))′

]′
+

∫ b

a

q(t, µ)x(φ(t, µ))dσ(µ) = 0 (2.5.20)

diferensiyel denklemini göz önüne almıș ve buna ilișkin salınım sonuçlarını τ sıfırdan

büyük bir sabit ve 0 ≤ p(t) < 1 olmak üzere (2.5.19) șartı (yani kanonik formda)

altında sunmuștur (Wang, 2004).

E. Thandapani ve V. Pirimanantham 2010 yılında yayımlanan Electron. J. Qual.

Theory. Differ. Equ. , No. 61, 1-15’ te "Oscillation criteria of second order neutral

delay dynamic equations with distributed deviating arguments" adlı makalesinde,

[
a(t) (x(t) + p(t)x(t− τ))′

]′
+

∫ b

a

q(t, µ)f (x(φ(t, µ))) dµ = 0, (2.5.21)
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denkleminin tüm çözümlerinin salınımlılığını kanonik ve kanonik olmayan formda

incelemiș, burada τ sıfırdan büyük bir sabit, 0 ≤ p(t) < 1, u 6= 0 için uf(u) > 0 ve

f(−u) = −f(u) olacak șekilde f ∈ C(R,R) fonksiyonunu tanımlamıștır (Thandapani

ve Piramanantham, 2010).

G. Gui ve Z. Xu, 2007 yılında Electron. J. Differ. Equ. No. 10, 1-11 ’da yayımlanan

"Oscillation criteria for second-order neutral differential equations with distributed

deviating arguments" adlı makalesinde; Z. Xu ve P. Weng, 2007 yılında J. Comput.

Appl. Math. 202 ’da yayımlanan "Oscillation of second order neutral equations with

distributed deviating argument" adlı makalesinde; J. Zhao ve F. Meng, 2008 yılında

Appl. Math. Comput. 206 ’da yayımlanan "Oscillation criteria for second-order

neutral equations with distributed deviating argument" adlı makalesinde,

[
a(t)ψ(x(t)) (x(t) + p(t)x(t− τ))′

]′
+

∫ b

a

q(t, µ)f (x(φ(t, µ))) dσ(µ) = 0, (2.5.22)

kanonik formdaki denkleminin τ sıfırdan büyük bir sabit, 0 ≤ p(t) < 1, x 6= 0

için ψ(x) > 0 olacak șekilde ψ ∈ C1(R,R),u 6= 0 için uf(u) > 0 olacak șekilde

f ∈ C(R,R) ve f fonksiyonu L > 0 olduğunda f(x)/x ≥ L ya da M > 0 olduğunda

f ′(x) ≥ M șartları altındaki salınımlılığı ele almıșlardır(Gui ve Xu, 2007; Xu ve

Weng, 2007; Zhao ve Meng, 2008).

T. Li ve E. Thandapani, 2011 yılında J. Nonlinear Sci. Appl. 4’de yayımlanan

"Oscillation of second-order quasi-linear neutral functional dynamic equations with

distributed deviating arguments" adlı çalıșmada,

[
a(t)

(
(x(t) + p(t)x(τ(t)))′

)α]′
+

∫ b

a

q(t, µ)xα(φ(t, µ))dµ = 0, (2.5.23)

denkleminin α ≥ 1 tek pozitif tam sayıların bir oranı olduğunda

∫ ∞

t0

1

a1/α(s)
ds = ∞, (2.5.24)
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șartını sağladığı ve a0 bir sabit olacak șekilde 0 ≤ p(t) < a0 ve τ ∈ C1([t0,∞),R),

τ ′ ≥ τ0 > 0, τ([t0,∞)) = [τ(t0),∞), ve τ [φ(t, µ)] = φ[τ(t), µ] șartları altındaki tüm

çözümlerinin salınımlılık davranıșını belirlemișlerdir(Li ve Thandapani, 2011).

T. Candan, 2011 yılında Comput. Math. Appl. 62 , 4118–4125’ da "Oscillation of

second-order nonlinear neutral dynamic equations on time scales with distributed

deviating arguments" adlı çalıșmasında; Q. Yang, Z. Xu ve P. Long, 2016 yılında

Electron. J. Qual. Theory. Differ. Equ. 2016, No. 42, 1-13 ’da yayımlanan

"Oscillation of second order neutral dynamic equations with distributed delay" adlı

çalıșmasında,

[
a(t)

(
(x(t) + p(t)x(τ(t)))′

)α]′
+

∫ b

a

f (t, x(φ(t, µ))) dµ = 0 (2.5.25)

denkleminin α tek pozitif tamsayıların bir bölümü olduğunda

∫ ∞

t0

1

a1/α(s)
ds = ∞, (2.5.26)

șartını sağladığı ve 0 ≤ p(t) < 1, u 6= 0 için uf(t, u) > 0 olacak șekilde f ∈
C([t0,∞) × R,R) șartları altındaki salınımlılığını incelemișlerdir. Burada Candan’

ın çalıșmasında β tek tamsayıların bir oranı olacak șekilde |f(t, u)| ≥ q(t)|uβ|
eșitsizliğinde q ∈ C([t0,∞),R) fonksiyonu vardır. Yang ve ark. çalıșmasında

|f(t, u)| ≥ q(t, µ)|uα| olacak șekilde bir q(t, µ) ∈ ([t0,∞) × [a, b],R) fonksiyonu

vardır(Candan, 2011; Yang ve ark., 2016).

Q. Yang, B. Jia ve Z. Zu, 2016 yılında Math. Meth. Appl. Sci. 39, 202-213 ’da

yayımlanan "Nonlinear oscillation of second-order neutral dynamic equations with

distributed delay" adlı çalıșmada,

[
a(t)|z′(t)|α−1z′(t)

]′
+

∫ b

a

q(t, µ)|x(φ(t, µ))|β−1x(φ(t, µ))dµ = 0 (2.5.27)

denklemini ∫ ∞

t0

1

a1/α(s)
ds = ∞ (2.5.28)
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șartı, α ve β pozitif sabitler ve 0 ≤ p(t) < 1 olacak șekilde z(t) = x(t) + p(t)x(τ(t))

sağlandığındaki șartlar altında araștırmıșlardır.

E. Tunç ve J. R. Graef, 2014 yılında Dynam. Systems Appl. 23 (2014), 289-303

’da yayımlanan "Oscillation results for second order neutral dynamic equations with

distributed deviating arguments" adlı çalıșmada,

[
a(t)|z′(t)|α−1z′(t)

]′
+

∫ b

a

f (t, x(φ(t, µ))) dµ = 0 (2.5.29)

denklemini ∫ ∞

t0

1

a1/α(s)
ds = ∞ (2.5.30)

ve ∫ ∞

t0

1

a1/α(s)
ds < ∞

șartı ile z(t) = x(t) + p(t)x(τ(t)), α ≥ 1 bir sabit, 0 ≤ p(t) < 1, u 6= 0 için

uf(t, u) > 0 olacak șekilde f ∈ C([t0,∞) × R,R) ve pozitif tek tam sayıların oranı

olan β ∈ (0, 1) ’ya sahip |f(t, u)| ≥ q(t)|uβ| eșitsizliğini sağlayan bir q ∈ C([t0,∞),R)

fonksiyonu vardır, șartları ile salınımlılık ve asimptotik davranıșlarını incelemișlerdir.

Yukarıda belirtilen gözlemler ıșığında, verilen çalıșmalar p(t) fonksiyonunun sınırlı

olduğu durumlarda göz önüne alınmıștır. Öyleyse bu çalıșmalar, p(t) → ∞
olduğunda t → ∞ olduğu durumu için uygulanamazdır. Bu gerçekliğe dayanarak,

bu çalıșmadaki amacımız, sadece t → ∞ iken p(t) → ∞ durumu için değil aynı

zamanda p(t) sınırlı fonksiyon olduğu zaman da uygulanabilir bazı yeni salınım

kriterleri olușturmaktır. Ayrıca burada verilecek sonuçlar β = 1 olması durumunda

yeni sonuçlardır. Bunun yanında τ pozitif sabitine sahip τ(t) = t− τ gecikme sabiti

olması da yeni bir sonuçtur. Bununla beraber bizim sonuçlarımız 0 ≤ p(t) < 1

olduğu durumda uygulanamaz ve bu sonuçlarımızın șimdilik zayıf tarafı olarak

kalır. Burada bulunan sonuçlar daha çok (Grace ve ark., 2022) ve (Koplatadze

ve ark., 1999)’nın çalıșmalarında ortaya konulan fikirlerden hareket ederek elde

edilmiștir. Yukarıda belirtilen denklem türlerinden de görüleceği gibi sonuçlarımızı

daha genel denklemlere genișletmek mümkün olabilir. Ayrıca yeterince büyük tüm

t’ler için bütün fonksiyonel eșitsizliklerin sağlandığı kabul edilmektedir. Genelliği
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kaybetmeden (1.0.1) denkleminin sadece pozitif çözümleri gözönüne alınacaktır.

Çünkü x(t), (1.0.1) denkleminin bir çözümü ise −x(t) de denklemin bir çözümüdür.
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3. BULGULAR

Bu bölümde t ≥ t0 > 0, 0 < a < b < ∞ ve β ∈ (0, 1] pozitif tek tam sayıların bir

oranı olmak üzere

[
a(t) (x(t) + p(t)x(τ(t)))′

]′
+

∫ b

a

q(t, µ)xβ(φ(t, µ))dµ = 0 (3.0.1)

sapma argümentli neutral diferensiyel denklem sınıfının çözümlerinin salınımlılığına

ilișkin bazı teoremler ve örnekler verilecektir. Bu bölüm boyunca așağıdaki șartların

sağlandığı tekrar ifade edilmeksizin kabul edilecektir.

(i) a ∈ C ([t0,∞), (0,∞)), p ∈ C ([t0,∞),R) ve p(t) ≥ ` > 1;

(ii) q ∈ C ([t0,∞)× [a, b], [0,∞)) ve [tu,∞) × [a, b], tu ≥ t0 formundaki herhangi

bir aralık üzerinde q(t, µ) 6≡ 0;

(iii) τ ∈ C ([t0,∞),R) kesin artan bir fonksiyon, τ(t) ≤ t, ve limt→∞ τ(t) = ∞;

(iv) φ ∈ C ([t0,∞)× [a, b],R) olmak üzere φ’nin ikinci değișkenine göre artmayan

ve birinci değișkenine göre azalmayan bir fonksiyon ve µ ∈ [a, b] için,

limt→∞ φ(t, µ) = ∞.

Aynı zamanda,

I(t) =

∫ ∞

t

1

a1/α(s)
ds, t ≥ t0 (3.0.2)

olmak üzere

I(t0) < ∞ (3.0.3)

olduğu kabul edilecektir; yani (3.0.1) denkleminin salınımlılığı kanonik olmayan

formda incelenecektir.

tx ≥ t0 için,

x ∈ C([tx,∞),R),

x(t) + p(t)x(τ(t)) ∈ C1 ([tx,∞),R) ,



a(t) (x(t) + p(t)x(τ(t)))′ ∈ C1 ([tx,∞),R)

özelliklerine sahip ve (3.0.1) denklemini sağlayan bir x fonksiyonuna

(3.0.1) denkleminin bir çözümü denir. Çözümlerin sadece salınımlılık davranıșıyla

incelendiği için (3.0.1) denkleminin her x(t) çözümünün sürdürülebilir ve așikar

olmayan olduğu kabul edilecektir. Yani x(t), bir tx ≥ t0 için [tx,∞) üzerinde

tanımlıdır ve herhangi bir t1 ≥ tx için

sup {|x(t)| : t1 ≤ t < ∞} > 0

șartının sağlandığı kabul edilecektir. Ayrıca (3.0.1) denkleminin böyle çözümlere

sahip olduğu kabul edilecektir.

(3.0.1) denkleminin böyle bir x(t) çözümü, eğer keyfi sayıda yeterince büyük sıfırlara

sahip (yani sıfırlarının kümesi üstten sınırlı değil) ise salınımlıdır, aksi taktirde

salınımsızdır denir. Eğer (3.0.1) denkleminin tüm așikar olmayan sürdürülebilir

çözümleri salınımlı ise (3.0.1) denklemine salınımlıdır denir.

Okuyucuya kolaylık olması açısından τ ’nun ters fonksiyonu τ−1 olmak üzere așağıdaki

notasyonlardan faydalanılacaktır:

z(t) := x(t) + p(t)x(τ(t)), A(t) :=

∫ t

t∗

1

a(s)
ds, t ≥ t∗ ≥ t0,

φ1(t) := φ(t, b), φ2(t) := φ(t, a), g(t) := τ−1(φ1(t)), h(t) := τ−1(φ2(t)),

π(t) :=
1

p(τ−1(t))

[
1− 1

p(τ−1(τ−1(t)))

]
,

q1(t) :=

∫ b

a

q(t, µ)p−β(τ−1(φ(t, µ)))dµ, ve q2(t) :=

∫ b

a

q(t, µ)πβ(φ(t, µ))dµ.

Teorem 3.0.1. I(t0) < ∞ ve φ2(t) ≤ τ(t) olsun. Eğer,

∫ ∞

t0

I(s)q1(s)ds = ∞ (3.0.4)
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ve

lim sup
t→∞

(
I(t)

∫ t

t0

q2(s)ds + I−β(h(t))

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))ds

)
>





1; β = 1 ise,

0; 0 < β < 1 ise,
(3.0.5)

ise, bu taktirde (3.0.1) denklemi salınımlıdır.

İspat. x(t), (3.0.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu taktirde, genelliği

bozmaksızın öyle bir t1 ≥ t0 vardır ki, her t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve (t, µ) ∈
[t1,∞)×[a, b] için x(φ(t, µ)) > 0 olduğunu kabul edebiliriz. z(t) := x(t)+p(t)x(τ(t))

olduğundan

0 < x(t) ≤ z(t)

ve

x(t) =
1

p(τ−1(t))

[
z(τ−1(t))− x(τ−1(t))

]

≥ z(τ−1(t))

p(τ−1(t))
− z(τ−1(τ−1(t)))

p(τ−1(t))p(τ−1(τ−1(t)))
(3.0.6)

olduğunu görülür. τ ∈ C ([t0,∞),R) kesin artan, τ(t) ≤ t, ve limt→∞ τ(t) = ∞
olduğundan τ−1 artandır ve dolayısıyla t ≤ τ−1(t)’dır. Bu yüzden

τ−1(t) ≤ τ−1(τ−1(t)) (3.0.7)

t ≥ t1 için (3.0.1)’den

(a(t)z′(t))′ = −
∫ b

a

q(t, µ)xβ(φ(t, µ))dµ ≤ 0 (3.0.8)

olduğu sonucuna ulașılır. Buradan da a(t)z′(t)’ nin artmayan olduğu ve neticede

pozitif veya negatif olduğu sonucuna ulașılır. Yani bir t2 ≥ t1 vardır, öyle ki, t ≥ t2

için

(N1) z(t) > 0, z′(t) > 0, (a(t)z′(t))′ ≤ 0 ; ya da

(N0) z(t) > 0, z′(t) < 0, (a(t)z′(t))′ ≤ 0
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durumları söz konusudur.

Șimdi (N1) durumunu gözönüne alalım. Bu taktirde t ≥ t3 ve t3 > t2 için

z(t) ≥
∫ t

t2

a(s)z′(s)
a(s)

ds ≥
(∫ t

t2

1

a(s)
ds

)
a(t)z′(t) = A(t)a(t)z′(t)

elde edilir ve buradan da

(
z(t)

A(t)

)′
=

a(t)A(t)z′(t)− z(t)

a(t)A2(t)
≤ 0

sonucuna varılır. Yani, z(t)/A(t) artmayandır. z(t)/A(t)’nin artmayanlığı ve

τ−1(t) ≤ τ−1(τ−1(t)) durumu birlikte değerlendirildiğinde

z
(
τ−1(τ−1(t))

) ≤ A (τ−1(τ−1(t))) z(τ−1(t))

A (τ−1(t))
(3.0.9)

ifadesine varılır. (3.0.9) ifadesini (3.0.6) eșitsizliğinde kullanırsak t ≥ t3 için

x(t) ≥ z(τ−1(t))

p(τ−1(t))

[
1− A(τ−1(τ−1(t)))

A(τ−1(t))

1

p(τ−1(τ−1(t)))

]
(3.0.10)

eșitsizliğine varılır. Diğer taraftan

lim
t→∞

A(τ−1(t))

A(t)
= 1

olduğunu kullanarak ve p(t) ≥ ` > 1 olduğu da gözönüne alındığında öyle bir t3 ≥ t2

vardır ki, her bir ε ∈ (0, `− 1) için

A(τ−1(τ−1(t)))

A(τ−1(t))

1

p(τ−1(τ−1(t)))
≤ 1 + ε

`

eșitsizliği t ≥ t3 için sağlanır. Bunu (3.0.10) eșitsizliğinde kullanarak

d = 1− (1 + ε)/` > 0 olmak üzere t ≥ t3 için

x(t) ≥ d
z(τ−1(t))

p(τ−1(t))
(3.0.11)
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elde edilir. limt→∞ φ(t, µ) = ∞ olduğundan tüm t ≥ t4 için φ(t, µ) ≥ t3 olacak

șekilde t4 ≥ t3 seçebiliriz. Dolayısıyla (3.0.11) ifadesinden t ≥ t4 için

x(φ(t, µ)) ≥ d
z(τ−1(φ(t, µ)))

p(τ−1(φ(t, µ)))
(3.0.12)

elde edilir. (3.0.12) ifadesi (3.0.1) denkleminde kullanılırsa

(a(t)z′(t))′ + dβ

∫ b

a

q(t, µ)p−β(τ−1(φ(t, µ)))zβ
(
τ−1(φ(t, µ))

)
dµ ≤ 0 (3.0.13)

eșitsizliğine ulașılır. τ ve z artan ve φ, µ’ye göre artmayan olduğundan (3.0.13)

ifadesinden

(a(t)z′(t))′ + dβ

(∫ b

a

q(t, µ)p−β(τ−1(φ(t, µ)))dµ

)
zβ

(
τ−1(φ1(t))

) ≤ 0

eșitsizliği ya da t ≥ t4 için

(a(t)z′(t))′ + dβq1(t)z
β(g(t)) ≤ 0 . (3.0.14)

eșitsizliğine ulașılır. z(t) > 0 ve z′(t) > 0 olduğundan bir c > 0 ve t ≥ t4 için

z(t) ≥ c > 0 olur ve dolayısıyla (3.0.14) eșitsizliği bir t5 ≥ t4 ve her t ≥ t5 için

(a(t)z′(t))′ + cβdβq1(t) ≤ 0 (3.0.15)

formuna dönüșür. (3.0.15) eșitsizliğinin iki kez integrali alınıp ve I(t0) < ∞ ve

(3.0.4) șartları gözönüne alındığında t →∞ için

z(t) ≤ z(t5) +

∫ t

t5

a(t5)z
′(t5)

a(s)
ds− cβdβ

∫ t

t5

1

a(u)

∫ u

t5

q1(s)dsdu → −∞

olduğu görülür. Bu da z(t)’nin pozitifliğiyle çelișir.

Șimdi de (N0) durumunu gözönüne alalım. z′(t) < 0 olduğundan (3.0.7) ifadesinden

z(τ−1(t)) ≥ z(τ−1(τ−1(t))) (3.0.16)
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sonucuna varılır. (3.0.16) ifadesi (3.0.6) eșitsizliğinde kullanılırsa t ≥ t2 için

x(t) ≥ 1

p(τ−1(t))

[
1− 1

p(τ−1(τ−1(t)))

]
z(τ−1(t)) (3.0.17)

ifadesi elde edilir. p(t) ≥ ` > 1 șartından ve b = 1 − 1/` > 0 olmak üzere (3.0.17)

ifadesinden her t ≥ t2 için

x(t) ≥ b
z(τ−1(t))

p(τ−1(t))
(3.0.18)

eșitsizliğine ulașılır. Ayrıca (iv) șartından dolayı öyle bir t3 ≥ t2 vardır ki, her t ≥ t3

için

x(φ(t, µ)) ≥ b
z(τ−1(φ(t, µ)))

p(τ−1(φ(t, µ)))
(3.0.19)

kalır. (3.0.19) ifadesini (3.0.1) eșitsizliğinde yerine yazarsak

(a(t)z′(t))′ + bβ

∫ b

a

q(t, µ)p−β(τ−1(φ(t, µ)))zβ
(
τ−1(φ(t, µ))

)
dµ ≤ 0 (3.0.20)

elde edilir. τ artan ve z azalan ve φ, µ’ye göre artmayan olduğundan (3.0.20)

eșitsizliğinden

(a(t)z′(t))′ + bβ

(∫ b

a

q(t, µ)p−β(τ−1(φ(t, µ)))dµ

)
zβ

(
τ−1(φ2(t))

) ≤ 0

ifadesi ya da t ≥ t3 için

(a(t)z′(t))′ + bβq1(t)z
β(h(t)) ≤ 0 (3.0.21)

eșitsizliği bulunur. z pozitif ve azalan olduğundan

lim
t→∞

z(t) = κ

olacak șekilde bir κ ∈ [0,∞) sabiti vardır.

Burada iddia ediyoruz ki κ = 0 dır.

23



Aksine κ > 0 olduğunu kabul edelim. Bu taktirde, bir t4 ≥ t3 vardır öyleki her

t ≥ t4 için

z(t) > κ (3.0.22)

kalır. (3.0.22) ifadesi (3.0.21) eșitsizliğinde kullanılırsa bir t5 ≥ t4 ve tüm t ≥ t5 için

(a(t)z′(t))′ + bβκβq1(t) ≤ 0 (3.0.23)

olduğu görülür. (3.0.23) eșitsizliğinin t5’ten t’ye integrali alınırsa

−a(t)z′(t) ≥ bβκβ

∫ t

t5

q1(s)ds (3.0.24)

elde edilir. (3.0.24) eșitsizliği t5’ten t’ye integralleyerek ve (3.0.4) șartı da gözönüne

alınırsa

z(t5) ≥ bβκβ

∫ t

t5

1

a(u)

∫ u

t5

q1(s)dsdu ≥ bβκβ

∫ t

t5

∫ t

s

1

a(u)
q1(s)duds

olduğunu görürüz. Son eșitsizlikte t →∞ limiti alındığında (3.0.4) șartıyla çelișkiye

düșmüș oluruz. Bu da iddiamızın doğru, yani limt→∞ z(t) = 0 olduğunu gösterir.

Diğer taraftan, (N0) durumundan dolayı t ≥ t2 için

z(t) ≥ −
∫ ∞

t

a(s)z′(s)
a(s)

ds ≥ −
(∫ ∞

t

1

a(s)
ds

)
a(t)z′(t) = −I(t)a(t)z′(t)

elde edilir ve bu yüzden

z(t) + I(t)a(t)z′(t) ≥ 0 (3.0.25)

eșitsizliğine varılır. (3.0.25) ifadesinden

(
z(t)

I(t)

)′
=

a(t)I(t)z′(t) + z(t)

a(t)I2(t)
≥ 0

olduğu görülür. Yani öyle bir t3 ≥ t2 vardır ki t ≥ t3 için, z(t)/I(t), eventually(nihai)

azalmayandır. (3.0.17) ve (3.0.1) eșitsizliklerinden t ≥ t3 için

(a(t)z′(t))′ + q2(t)z
β(h(t)) ≤ 0 (3.0.26)
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eșitsizliği gözlemlenir ve bu eșitsizlik

(a(t)z′(t)I(t) + z(t))′ + I(t)q2(t)z
β(h(t)) ≤ 0 (3.0.27)

formunda da ifade edilebilir. (3.0.27) eșitsizliğinin t ≥ t3’ten u’ya integrali alınarak,

u →∞ alarak ve (3.0.25) eșitsizliğini kullanarak

a(t)z′(t)I(t) + z(t) ≥
∫ ∞

t

I(s)q2(s)z
β(h(s))ds (3.0.28)

ifadesine ulașırız. (3.0.26) eșitsizliğini t ≥ t3’ten t’ye integrali alınıp ve daha sonra

I(t) ile çarpıldığında

−a(t)z′(t)I(t) ≥ I(t)

∫ t

t3

q2(s)z
β(h(s))ds (3.0.29)

ifadesine ulașılır. Dolayısıyla (3.0.28) ve (3.0.29) ifadelerinden

z(t) ≥ I(t)

∫ t

t3

q2(s)z
β(h(s))ds +

∫ ∞

t

I(s)q2(s)z
β(h(s))ds (3.0.30)

sonucuna varılır. h fonksiyonunun artanlığı ve z fonksiyonunun azalanlığı birlikte

değerlendirildiğinden s ≤ t için h(s) ≤ h(t) ≤ t olduğu görülür ve bu yüzden de

t ≥ t3 için z(h(s)) ≥ z(h(t)) ≥ z(t) elde edilir. Bunlardan dolayı

∫ t

t3

q2(s)z
β(h(s))ds ≥

(∫ t

t3

q2(s)ds

)
zβ(t) (3.0.31)

ifadesi elde edilir. Diğer taraftan, s > t için h(s) > h(t) ve h(t) ≤ t elde ederiz.

z(t)/I(t)’nin azalmayan olduğunu gözönünde bulundurarak

zβ(h(s))

Iβ(h(s))
≥ zβ(h(t))

Iβ(h(t))
≥ zβ(t)

Iβ(h(t))
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elde edilir. Bu yüzden

∫ ∞

t

I(s)q2(s)z
β(h(s))ds ≥

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))

zβ(h(s))

Iβ(h(s))
ds

≥
(

1

Iβ(h(t))

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))ds

)
zβ(t) (3.0.32)

eșitsizliğine varılır. (3.0.31) ve (3.0.32) ifadelerini (3.0.30) eșitsizliğinde yerine yazarak

z(t) ≥
(

I(t)

∫ t

t3

q2(s)ds

)
zβ(t) +

(
1

Iβ(h(t))

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))ds

)
zβ(t)

sonucuna ulașırız. Bu son eșitsizlikte t →∞ için lim sup alındığında (3.0.5) șartı ile

çelișkiye düșülmüș olur. Bu da teoremin ispatını tamamlar. Yani (3.0.1) denklemi

salınımlıdır.

Teorem 3.0.2. I(t0) < ∞ ve (3.0.4) sağlansın ve φ2(t) ≤ τ(t) olsun. Eğer,

lim sup
t→∞

(
I(h(t))

∫ h(t)

t0

q2(s)ds +

∫ t

h(t)

I(s)q2(s)ds

+I−β(h(t))

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))ds

)
>





1; β = 1 ise,

0; 0 < β < 1 ise,
(3.0.33)

ise bu taktirde (3.0.1) salınımlıdır.

İspat. x(t), (3.0.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu taktirde, genelliği

bozmaksızın öyle bir t1 ≥ t0 vardır ki her t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve

(t, µ) ∈ [t1,∞)× [a, b] için x(φ(t, µ)) > 0 olduğunu kabul edebiliriz.

Teorem 3.0.1’in ispatındaki ișlemlerin aynısı kullanılarak (3.0.30) eșitsizliğine ulașırız

ve (3.0.30) eșitsizliği

z(h(t)) ≥ I(h(t))

∫ h(t)

t3

q2(s)z
β(h(s))ds +

∫ t

h(t)

I(s)q2(s)z
β(h(s))ds

+

∫ ∞

t

I(s)q2(s)z
β(h(s))ds
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biçiminde de ifade edilebilir. İspatın geri kalan kısmı Teorem 3.0.1’in ispatına benzer

bir șekilde devam ettiğinden dolayı detaylara yer verilmemiștir. Bu da teoremin

ispatını tamamlar.

Teorem 3.0.3. I(t0) < ∞ ve (3.0.4) sağlansın ve φ2(t) ≤ τ(t) olsun. Eğer,

lim sup
t→∞

∫ t

h(t)

I(s)q2(s)ds





1; β = 1 ise

0; β ∈ (0, 1) ise
(3.0.34)

ise, bu taktirde (3.0.1) denklemi salınımlıdır.

İspat. x(t), (3.0.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu taktirde, genelliği

bozmaksızın öyle bir t1 ≥ t0 vardır ki her t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve

(t, µ) ∈ [t1,∞)× [a, b] için x(φ(t, µ)) > 0 olduğunu kabul edebiliriz.

Teorem 3.0.1’in ispat yönteminden hareketle tekrardan (3.0.25) ve (3.0.27)

eșitsizliklerine ulașılır.

y(t) := z(t) + I(t)a(t)z′(t)

olsun. Bu taktirde 0 ≤ y(t) ≤ z(t) olup ve bu yüzden (3.0.27) eșitsizliğinden

y′(t) + I(t)q2(t)y
β(h(t) ≤ 0

ifadesine varılır. Bu son eșitsizliğin h(t)’den t’ye integrali alındığında

y(h(t)) ≥
∫ t

h(t)

I(s)q2(s)y
β(h(s))ds ≥ yβ(h(t))

∫ t

h(t)

I(s)q2(s)ds

ifadesine ulașılır ve buradan da

y1−β(h(t)) ≥
∫ t

h(t)

I(s)q2(s)ds

olduğu görülür. Bu son eșitsizliğin her iki tarafının t →∞ için lim sup’unu alırsak,

(3.0.34) șartı ile çelișkiye düșülmüș olur ve bu da teoremin ispatını tamamlar.

Șimdi de φ1(t) ≥ τ(t) durumu için, yani h ileri (advanced) argüment olduğu durum

için (3.0.1) denklemine ilișkin salınım sonuçlarını vereceğiz.
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Teorem 3.0.4. Kabul edelim ki I(t0) < ∞ ve (3.0.4) sağlansın ve φ1(t) ≥ τ(t)

olsun. Eğer

lim sup
t→∞

(
Iβ(h(t))

Iβ−1(t)

∫ t

t0

q2(s)ds +
1

Iβ(t)

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))ds

)
>





1; β = 1 ise,

0; 0 < β < 1 ise,
(3.0.35)

șartı sağlanırsa (3.0.1) denklemi salınımlıdır.

İspat. x(t), (3.0.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu taktirde, genelliği

bozmaksızın öyle bir t1 ≥ t0 vardır ki her t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve

(t, µ) ∈ [t1,∞)× [a, b] için x(φ(t, µ)) > 0 olduğunu kabul edebiliriz.

(Teorem 3.0.1)’in ispatına benzer șekilde ilerleyerek (3.0.30) eșitsizliği tekrar elde

edilmiș olur. h artan ve bir advanced argüman olduğundan h(t) ≥ t ve s ≤ t için

s ≤ h(s) ≤ h(t) olduğu görülür. Böylece, z’ nin azalan olduğu gözönüne alındığında

z(h(s)) ≥ z(h(t))

ifadesi elde edilir. z(t)/I(t) azalmayan fonksiyon olduğundan

∫ t

t3

q2(s)z
β(h(s))ds ≥

(∫ t

t3

q2(s)ds

)
Iβ(h(t))

zβ(h(t))

Iβ(h(t))

≥
(∫ t

t3

q2(s)ds

)(
Iβ(h(t))

Iβ(t)

)
zβ(t) (3.0.36)

elde edilir. Aynı zamanda, s > t ise h(s) ≥ h(t) olup ve bu yüzden

zβ(h(s))

Iβ(h(s))
≥ zβ(h(t))

Iβ(h(t))
≥ zβ(t)

Iβ(t)

ifadesi elde edilmiș olur. Böylece

∫ ∞

t

I(s)q2(s)z
β(h(s))ds ≥

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))

zβ(t)

Iβ(t)
ds

≥
(

1

Iβ(t)

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))ds

)
zβ(t) (3.0.37)
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olduğu görülür. (3.0.36) ve (3.0.37) ifadeleri (3.0.30) ifadesinde kullanıldığında

z1−β(t) ≥ Iβ(h(t))

Iβ−1(t)

∫ t

t3

q2(s)ds +
1

Iβ(t)

∫ ∞

t

I(s)q2(s)I
β(h(s))ds

eșitsizliği elde edilir. İspatın geriye kalan kısmı (Teorem 3.0.1)’in ispatına benzer

olduğundan detaylara yer verilmemiștir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıștır.

Teorem 3.0.5. Kabul edelim ki I(t0) < ∞ ve (3.0.4) sağlansın ve φ1(t) ≥ τ(t)

olsun. Eğer,

lim sup
t→∞

(
I(h(t))

∫ t

t0

q2(s)ds + I1−β(h(t))

∫ h(t)

t

Iβ(h(s))q2(s)ds

+I−β(h(t))

∫ ∞

h(t)

I(s)q2(s)I
β(h(s))ds

)
>





1; β = 1 ise,

0; 0 < β < 1 ise,
(3.0.38)

șartı sağlanırsa (3.0.1) denklemi salınımlıdır.

İspat. x(t), (3.0.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu taktirde, genelliği

bozmaksızın öyle bir t1 ≥ t0 vardır ki her t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve

(t, µ) ∈ [t1,∞)× [a, b] için x(φ(t, µ)) > 0 olduğunu kabul edebiliriz.

Teorem 3.0.1’in ispat yönteminden hareketle tekrardan (3.0.30) eșitsizliğine varırız

ve bu eșitsizlik

z(h(t)) ≥ I(h(t))

∫ t

t3

q2(s)z
β(h(s))ds + I(h(t))

∫ h(t)

t

q2(s)z
β(h(s))ds

+

∫ ∞

h(t)

I(s)q2(s)z
β(h(s))ds

biçiminde de ifade edilebilir. İspatın geri kalan kısmı z’nin azalanlığı, z(t)/I(t)’nin

artanlığı ve Teorem 3.0.1’in ispatındaki gibi tamamlanmıș olur. Bu detaylara yer

vermeyerek teoremin ispatını tamamlamıș oluyoruz.

Not 3.0.6. Burada elde edilen sonuçlar, (iv) șartındaki φ fonksiyonunun ikinci

değișkenine göre azalmayan olduğunda da geçerlidir. Bu durumu

φ1(t) := φ(t, b) ile φ1(t) := φ(t, a)
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ve

φ2(t) := φ(t, a) ile φ2(t) := φ(t, b)

biçimindeki sembol değișimi ile elde edebiliriz.

Örnek 3.0.7.

(
t2

(
x(t) + 2tx

(
t

2

))′)′
+

∫ 2

1

(
12t +

12

µ

)
x

(
t

4
+

1

4µ

)
dµ = 0, t ≥ 1 (3.0.39)

dağıtılmıș sapma argümentli ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemini

gözönüne alalım. Burada a(t) = t2, p(t) = 2t τ(t) = t/2, φ(t, µ) = t/4 + 1/4µ,

β = 1, a = 1, b = 2 ve q(t, µ) = 12t + 12/µ dır. Bu taktirde

τ−1(t) = 2t, τ−1(τ−1(t)) = 4t, φ2(t) = (t + 1)/4 ve h(t) = (t + 1)/2

I(t) =
1

t
, π(t) ≥ 7/32t, q1(t) = 12, ve q2(t) ≥ 21/2

olduğu görülür. I(t0) = 1 ve

∫ ∞

t0

I(s)q1(s)ds =

∫ ∞

1

12

s
ds = ∞,

olduğundan I(t0) < ∞ ve (3.0.4) șartları sağlanır. aynı zamanda (3.0.35) șartının da

sağlandığı açıkça görülmektedir. Dolayısıyla Teorem 3.0.1’nın tüm șartları sağlanmıș

oldu. Bu yüzden de Teorem 3.0.1’den dolayı (3.0.39) denklemi salınımlıdır.

Örnek 3.0.8.

(
t3

(
x(t) + 4x

(
t

3

))′)′
+

∫ 2

1

(t + µ) x1/3 (2t− µ) dµ = 0, t ≥ 5. (3.0.40)

dağıtılmıș sapma argümentli ikinci basamaktan neutral diferensiyel denklemini

gözönüne alalım. Burada a(t) = t3, p(t) = 4, τ(t) = t/3, φ(t, µ) = 2t− µ, β = 1/3,

a = 1, b = 2, ve q(t, µ) = t + µ olduğu görülmektedir. Bu taktirde,

τ−1(t) = 3t, τ−1(τ−1(t)) = 9t, φ2(t) = 2t− 1 ve h(t) = 6t− 3,
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I(t) =
1

2t2
, π(t) = 3/16, q1(t) = (2t + 3)/

3
√

32, ve q2(t) = 3
√

3/128(2t + 3).

olduğu görülür. I(t0) = 1/50 ve

∫ ∞

t0

I(s)q1(s)ds =

∫ ∞

5

2s + 3

2 3
√

32s2
ds = ∞,

olduğundan, I(t0) < ∞ ve (3.0.4) șartları sağlanır. Aynı zamanda (3.0.35) șartının

da sağlandığı kolayca görülebilir. Dolayısıyla Teorem 3.0.4’ün tüm șartları sağlandı.

Teorem 3.0.4’ten dolayı (3.0.40) denklemi salınımlıdır.
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4. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu tez çalıșmasında ikinci basamaktan kanonik olmayan dağıtılmıș sapma argümentli

neutral diferensiyel denklemlerin bir sınıfı göz önüne alınmıștır. Bu sınıfa ilișkin

çözümlerin salınımlı olması için yeni yeter șartlar verilmiștir. Elde edilen teorik

sonuçların geçerliliği bazı örneklerle gösterilmiștir.

Bu tezde elde edilen sonuçlar daha yüksek mertebeden dağıtılmıș sapma argümentli

neutral diferensiyel denklemlere genișletilebilir; bunun için bir örnek așağıdaki

Not 4.0.1’ de sunulmuștur. Ayrıca Not 4.0.2 ’de de p(t) fonksiyonu üzerine konulan

șart altında hem ikinci basamaktan hem de daha yüksek basamaktan dağıtılmıș

sapma argümentli neutral diferensiyel denklemlerin salınımlılığının araștırılmasının

ilginç olacağı kanaatine varılmıștır.

Bu tez çalıșmasından elde edilen sonuçlardan hareketle farklı sınıf ve mertebedeki

dağıtılmıș sapma argümentli neutral diferensiyel denklemler için de bazı yeni salınım

sonuçlarının verilebileceği gözlemlenmiștir. Bunların arasında așağıdaki problemlerin

araștırılmasının ilginç olacağı kanaatine varılmıștır.

Not 4.0.1. Bu tez çalıșmasının sonuçları, n ≥ 2 çift bir doğal sayı, γ tek pozitif

tamsayıların bir oranı ve denklemdeki diğer fonksiyonlar üzerine konulan șartlar aynı

kalmak üzere

∫ ∞

t0

a−1/γ(t)dt = ∞

ya da ∫ ∞

t0

a−1/γ(t)dt < ∞

șartları altında

(
a(t)

(
z(n−1)(t)

)γ
)′

+

∫ b

a

q(t, µ)xβ(φ(t, µ))dµ = 0, (4.0.1)

n-inci basamaktan dağıtılmıș sapma argümentli neutral diferensiyel denklemi için

değerlendirilerek daha genel salınım kriterleri verilebilir.



Not 4.0.2. Bu tez çalıșmasındaki salınım sonuçları p(t) neutral terimi üzerine

p(t) ≥ ` > 1 șartı konularak elde edildi. p(t) ≤ ` < −1 șartı altında (3.0.1) ve

(4.0.1) denklemleri için salınım sonuçları araștırmak yeni ve ilginç olacaktır. Bu

durumu ilerideki çalıșmalarımızda göz önüne almayı hedeflemekteyiz.
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Zhang, C., Bacuĺıková, B., Dz̆urina, J. ve Li, T., 2016. Oscillation results for
second-order mixed neutral differential equations with distributed deviating
arguments, Math. Slovaca 66, No. 3, 615–626.

Zhao, J. ve Meng, F., 2008. Oscillation criteria for second-order neutral equations
with distributed deviating argument, Appl. Math. Comput. 206, 485–493.

38


