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OZET

Calisma dort ana boliim igermektedir. Tezin ilk boliimiinde tez icerisinde siklikla
kullanilan kavramlar yer almaktadir. Grup, cebir, Lie cebiri gibi tek objeli olarak ele alinan
kategoriksel yapilar iizerinde tanimli 2-caprazlanmig modiill kavrami ¢ok objeli bir
kategoriksel yap1 olan gruboidler lizerine genellestirilmistir. Tezin ikinci boliimiinde, ¢ok
objeli bir cebir olarak ele alinabilen R-cebiroidler {izerinde 2-¢aprazlanmis modiil
tanimlanmig ve simplisel R-cebiroidler ile iligkisi incelenmistir. Yani R-cebiroidlerin
2-¢aprazlanmis modiilleri kategorisi ile simplisel R-cebiroidler kategorisi arasinda bir
denklik insaa edilmistir.Uciincii boliimde ise R-cebiroidlerin ¢aprazlanmis karesi
tanimlanmistir. Ayrica g¢aprazlanmis karelerin kategorisinden simplisel R-cebiroidlerin
kategorisine bir funktor ile tersine simplisel R-cebiroidlerin kategorisinden ¢aprazlanmis
karelerin kategorisine funktor tanimlanmistir. Amag¢ bu funktorlar1 kullanarak kategoriler
arasinda denklik ingaa etmektir. Son bdliimde onceki boliimlerde tanimlanmis olan
R-cebiroidlerin 2-¢aprazlanmig modiil kategorisi ile g¢aprazlanmis karelerin kategorisi

arasinda funktorlar tanimlanmustir.

Anahtar Kelimeler: R-cebiroid, Simplisel Cebiroid, 2-Caprazlanmis Modiil,
Kategorilerin Denkligi
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SUMMARY

This study consists of four chapters. In the first chapter, concepts frequently used in
the thesis are presented. The concept of a 2-crossed module defined on categorical
structures considered as single objects, such as group, algebra, and Lie algebra, has been
generalized to groupoids, which are a multi-object categorical structure. In the second
chapter, a 2-crossed module defined on R-algebroids, which can be considered a
multi-object algebra, has been investigated alongside its relationship with simplicial
R-algebroids. That is, an equivalence has been established between the category of
2-crossed modules of R-algebroids and the category of simplicial R-algebroids. In the third
chapter, the crossed square of R-algebroids has been defined. Additionally, a functor has
been defined from the category of crossed squares to the category of simplicial
R-algebroids, as well as a functor from the category of simplicial R-algebroids to the
category of crossed squares. The aim is to establish an equivalence between categories
using these functors. In the last chapter, functors have been defined between the category of
2-crossed modules of R-algebroids defined in the previous chapters and the category of

crossed squares.

Key Words: R-algebroid, Simplicial R-algebroid, 2-Crossed Module, Categorical
Equivalence
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1. GIRIS VE AMAC

Birden daha ¢ok objesi olan bir kategoride caligmanin, tek objesi olan bir kategoride
caligmaya gore daha avantajli oldugu inkar edilemez bir gergektir. Bunun c¢esitli sebepleri
bulunmaktadir. Ornegin, ¢ok objeli durumunda elde edilen sonuglar genellikle tek objeli
durumuna aktarilabilirken, bunun tersi her zaman miimkiin degildir. Bir diger sebep ise ¢ok
objeli versiyonlarinin genellikle daha kategoriksel olarak tercih edilen ozelliklere sahip
olmasidir. Ornegin, R-cebiroidlerin kategorisi monoidal olarak kapalidir, bu ise (Mosa,
1986) da kanmitlanmustir, oysa ki birlesmeli R- cebirlerin kategorisi bu ozellige sahip
degildir. Bu nedenle, gruplar iizerindeki bir¢ok kategoriksel yapi, gruplara degil de
grupoidlere genellestirilmistir. Ancak, birlesmeli cebirlerin cebiroidlere genellestirilmesi
konusundaki calismalar halen yetersiz kalmaktadir. Ozellikle, R-cebiroidlerin (&n)
caprazlanmis modiillerinin bir¢ok kategoriksel oOzellikleri heniiz detayli bir sekilde
incelenmemistir. Ayrica R-cebiroidler lizerinde 2-caprazlanmis modiil, caprazlanmis kare
gibi yapilarin ¢alisilmadig: tespit edilmistir. Bu baglamda, cebirlerin 2-¢aprazlanmis
modiillerinin ve caprazlanmis karelerinin R-cebiroidlerin 2-¢aprazlanmis modiillerine ve
caprazlanmis karelerine genellestirilmesi ve burada elde edilen denklikler biiyiik 6nem
tasimaktadir. Cok objeli kategoriksel yapilar, ¢esitli matematiksel ve teorik fiziksel
uygulamalarda 6nemli avantajlar sunar. Ozellikle, monoidal kapali kategoriler gibi daha
karmagik ve yapilandirilmis kategoriler, teori gelistirme ve soyutlamada kritik rol oynar. Bu
yapilar, matematiksel yapilar arasindaki iligkileri daha iyi anlamamiza ve bu iligkileri daha
genellestirilmis ve kapsayict bir ¢ercevede ifade etmemize olanak tanir. Cebiroidler ve
cebirler arasindaki bu farkliliklarin anlasilmasi, kategori teorisi ve ilgili alanlardaki
gelismeler i¢in 6nemlidir. Cebiroidlerin kapali olma gibi yapisal 6zellikleri, daha esnek ve
giiclii matematiksel modeller gelistirmeye olanak tanir. Bu nedenle, cebiroidlere yonelik
caligmalarin artmasi ve bu yapilarin daha genis bir ¢ergevede incelenmesi, matematiksel
arastirmalarin  derinlesmesine katki saglayacaktir. Gruplarin c¢aprazlanmis modiili,
matematiksel olarak dnemli bir yap1 olup, homotopi teorisinin bazi ileri diizey kavramlarini
modellemek i¢in kullanilir. Bir ¢aprazlanmis modiil, bir grup homomorfizmi ve bir grubun

digeri lizerine etkisi ile tanimlanr.

Gruplarin ¢aprazlanmis modiilleri ilk olarak John Henry Constantine Whitehead
(1941; 1946) tarafindan tanitilmistir ve homotopi 2-tipleri i¢in cebirsel modeller olarak
bilinir. Homotopi kategorisi baglaminda, grup c¢aprazlanmig modiillerinin model
kategorisinin homotopi kategorisi, noktali 2-tiplerin model kategorisinin homotopi

kategorisine denktir. Noktali 2-tipler, homotopi gruplarinin (i > 3) durumunda sifir oldugu



noktali ve baglantili uzaylardir. Ayrica, ¢gaprazlanmis modiiller basit homotopi teorisinde de
dogal olarak ortaya c¢ikar ve ¢aprazlanmis modiiller ile grupoidlerin caprazlanmis
modiilleri, uzunlugu bir olan Moore kompleksine sahip simplisel gruplara denktir. Grup
caprazlanmis modiillerinin, Moore kompleks uzunlugu bir olan simplisel gruplarla denk
oldugu gosterilmistir (Conduche, 1984) ve bu durum benzer sekilde grupoid ¢aprazlanmis
modiilleri i¢cin de gecerlidir (Mutlu ve Porter, 1998). Whitehead, ¢aprazlanmis modiil
morfizmleri arasindaki homotopi bagintisin1 "homotopi sistemleri” baglaminda tanitmistir,
bu sistemler giiniimiizde serbest ¢aprazlanmis kompleksler olarak bilinir. Caprazlanmig
kompleksler iizerine monoidal kapali yap1 ve bir interval nesnesi kavrami kullanilarak
homotopi aragtirmalar1 yapilmistir. Huebschmann (1980) da ¢aprazlanmis kompleksler i¢in
homotopi kavramini gelistirmistir. Conduche (1984) calismasinda gruplarin 2-caprazlanmis
modiilii fikrini ele almis ve gruplarin 2-caprazlanmis modiiller kategorisinin, Moore
kompleks uzunlugu iki olan simplisel gruplar kategorisine denk oldugunu gostermistir.
Mitchell’in (1972; 1985) ¢alismalar1 ve sonrasinda Amgott’un (1986) calismalar1 , R bir
degismeli halka olmak iizere R-cebiroid kavramini ele almistir. Mitchell, R-cebiroidleri
kategorik olarak tanimlamistir. Bu temele dayanarak, Mosa, R-cebiroidlerin ¢aprazlanmis
modiillerini, birlesmeli R-cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin bir genellemesi olarak
tanitmistir. Tezinde Mosa (1986), R-cebiroidlerin ¢aprazlanmis modiillerinin baglantilt
double R-cebiroide denk oldugunu gostermistir. Ayrica, (Giirmen ve Ulualan, 2020)
caligmasinda, Moore kompleks uzunlugu bir olan simplisel R-cebiroidler kategorisi ile
R-cebiroidlerin kategorisindeki internal kategoriler arasinda yaki bir iliski oldugu

belirtilmistir.

Homotopi 3-tiplerinin diger 6nemli bir cebirsel modeli, ¢caprazlanmis karelerdir ve
cat 2-gruplar ile esdegerdir. Bu yap1, homotopi 3-tipleri i¢gin bir model olarak kullanilabilir.
Caprazlanmis kareler, noktalanmis uzaylarin kategorisinden ¢aprazlanmis karelerin
kategorisine temel bir c¢aprazlanmig kare fonksiyonu olusturur. Sonu¢ olarak, hem
2-caprazlanmig modiiller hem de caprazlanmis kareler, homotopi teorisinin énemli yap1
taglaridir. Homotopi tiplerini modellemek ve incelemek igin giiclii araglar sunarlar.
Guin-Walery ve Loday (1981) calismasinda, homotopi 3-tipi baglantili uzaylar i¢in bir
cebirsel model olarak caprazlanmis kareleri tanimlamiglardir. Bu nedenle, ¢aprazlanmis
kareler, boyutlar1 iicten biiyiik olan homotopi tiplerini modellemektedir. Daha sonra Ellis
(1988) calismasinda, ¢aprazlanmis karelerin degismeli cebir versiyonunu tanimlamaistir.
2-¢aprazlanmig modiiller ve kuadratik modiiller de homotopi 3-tipleri i¢in modellerdir.
Kuadratik modiiller Baues (1991) tarafindan ve 2-caprazlanmis modiiller Conduche
tarafindan tanimlanmistir. Kuadratik modiillerin ve 2-¢aprazlanmis modiillerin degismeli
cebir versiyonlar1 sirasiyla (Arvasi ve Ulualan, 2007) ve (Grandjean ve Vale, 1986)
caligmalarinda ele alinmistir. Ayrica Conduche (1984) c¢alismasinda, bir g¢aprazlanmis

kareden 2-c¢aprazlanmis modiil elde edildigini goOstermistir. Caprazlanmis kareler ve



2-caprazlanmig modiiller arasindaki bu iligki, homotopi teorisinin daha karmasik yapilarin
anlamak i¢in O6nemli bir koprii olmaktadir. Caprazlanmis karelerin ve 2-¢aprazlanmis
modiillerin homotopi 3-tiplerini modellemedeki rolleri, cebirsel topolojinin bu alandaki
aragtirmalarinin temelini olusturmaktadir. Ellis’in degismeli cebir versiyonu, ¢aprazlanmis
karelerin homotopi teorisindeki uygulamalarini genisletmis ve bu yapilarin daha genis bir
alanda kullanilabilmesini saglamistir. Conduche’nin ¢aligmalari, ¢aprazlanmis karelerin ve
2-gaprazlanmis modiillerin baglantisin1 agikliga kavusturmakta ve bu yapilarin homotopi
tiplerinin daha derinlemesine incelenmesine olanak tanimaktadir. Sonug¢ olarak,
caprazlanmis kareler, 2-¢caprazlanmis modiiller ve simplisel yapilar, homotopi teorisindeki
karmagik yapilarin modellenmesinde ve incelenmesinde onemli araglardir. Bu yapilarin
degismeli cebir versiyonlari, homotopi teorisinin daha genis uygulama alanlarinda
kullanilabilmesini miimkiin kilmaktadir ve bu da, bu alandaki arastirmalarin derinligini ve
kapsamimi arttirmaktadir. Bu ¢alismada, birlesmeli cebirlerin 2-¢aprazlanmis modiiliiniin
bir genellemesi olarak R- cebiroidlerin 2-caprazlanmis modiilii tanimlanacaktir. Ardindan,
R-cebiroidlerin 2-¢aprazlanmis modiilleri kategorisi ile Moore kompleksinin uzunlugu iki
olan simplisel R-cebiroidler kategorisi arasinda bir kategori denkligi insaa edilecektir. Bu
genelleme ve sonucta ortaya c¢ikan denklige benzer sekilde farkli kategorik yapilar
arasindaki iligkiler de incelenebilecektir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

John Henry Constantine Whitehead (1941; 1946) c¢alismalarinda gruplarin
caprazlanmis modiillerini ilk kez tanitmistir. Gruplarin ¢aprazlanmis modiillerinin, Moore
kompleks uzunlugu bir olan simplisel gruplarla denk oldugu gdsterilmistir (Conduche,
1984) ve benzer sekildeki denklik grupoid ¢aprazlanmis modiilleri i¢in de gegerlidir (Mutlu
ve Porter, 1998). Conduche (1984), gruplarin 2-caprazlanmis modiili fikrini ele almis ve
caligmasinda gruplarin 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisinin, Moore kompleks uzunlugu
iki olan simplisel gruplar kategorisine denk oldugunu gostermistir. Arvasi ve Ulualan
(2006) caligmasinda Moore kompleks uzunlugu iki olan simplisel gruplar, ¢aprazlanmis
kareler, kuadratik modiiller ve 2-caprazlanmis modiiller arasindaki iligkileri
arastirmiglardir. Bu calismalar, bu cebirsel yapilar arasindaki yapisal baglantilarin daha
derin bir sekilde anlagilmasina katkida bulunmustur. Cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin
ve 2-caprazlanmis modiillerinin tanimlar1 (Arvasi ve Porter, 1996; Porter, 1986),
caligmalarinda goriildiigii gibi gruplardakine benzer sekilde verilmistir. Temel farklilik grup
etkisi otomorfizm 1ile belirlenirken cebir etkisi c¢arpanlar ile tanimlanir. Cebir
2-¢aprazlanmig modiilleri ve simplisel cebirler arasindaki iligki, gruplardaki ile benzer
sekildedir (Conduche, 1984; Mutlu ve Porter, 1998 a; Mutlu ve Porter, 1998 b). Ozellikle,
bir simplisel cebir, Moore kompleks uzunlugu 2 ise, ondan bir 2-¢aprazlanmis modiil
tiretilebilir. Moore kompleks uzunlugu 2 olan simplisel cebirler kategorisi ile cebir
caprazlanmis modiilleri kategorisi arasindaki iligki (Porter, 1986; Arvasi, 1997; Grandjean

ve Vale, 1986) caligsmalarinda incelenmis ve bu kategoriler arasinda denklik kurulmustur.

Birden daha c¢ok objesi olan bir kategoride ¢alismanin, tek objesi olan bir kategoride
caligmaya gore daha avantajli oldugu inkar edilemez bir gergektir. Bunun ¢esitli sebepleri
bulunmaktadir. Ornegin, ¢ok objeli durumunda elde edilen sonuglar genellikle tek objeli
durumuna aktarilabilirken, bunun tersi her zaman miimkiin degildir. Bir diger sebep ise ¢cok
objeli versiyonlarinin genellikle daha kategoriksel olarak tercih edilen 6zelliklere sahip
olmasidir. Ornegin, R-cebiroidlerin kategorisi monoidal olarak kapalidir, bu ise (Mosa,
1986) da kanitlanmistir, oysa ki birlesmeli R-cebirlerin kategorisi bu 6zellige sahip degildir.
Bu nedenle, gruplar iizerindeki bir¢ok kategoriksel yapi, gruplara degil de grupoidlere
genellestirilmistir.  Ancak, birlesmeli cebirlerin  R-cebiroidlere  genellestirilmesi
konusundaki c¢alismalar halen yetersiz kalmaktadir. Ozellikle, R-cebiroidlerin (&n)
caprazlanmis modiillerinin bir¢cok kategoriksel oOzellikleri heniiz detayli bir sekilde
incelenmemistir. Ayrica R-cebiroidler iizerinde 2-¢aprazlanmis modiil, ¢caprazlanmig kare

gibi yapilarin calisilmadigr tespit edilmistir. Bu baglamda, cebirlerin 2-¢aprazlanmis



modiillerinin ve ¢aprazlanmis karelerinin R-cebiroidlerin 2-¢aprazlanmis modiillerine ve
caprazlanmis karelerine genellestirilmesi ve burada elde edilen denklikler biiylik 6nem
tasimaktadir. Cok objeli kategoriksel yapilar, g¢esitli matematiksel ve teorik fiziksel
uygulamalarda 6nemli avantajlar sunar. Ozellikle, monoidal kapali kategoriler gibi daha
karmasik ve yapilandirilmis kategoriler, teori gelistirme ve soyutlamada kritik rol oynar. Bu
yapilar, matematiksel yapilar arasindaki iliskileri daha iyi anlamamiza ve bu iliskileri daha

genellestirilmis ve kapsayici bir ¢cergevede ifade etmemize olanak tanir.

Gruplarin daha genel halinin grupoid olmasi gibi R-cebiroidler de cebirlerin
genellestirilmis halidir. Bir R-cebiroid birden daha fazla objesi olan bir R-cebir gibi ele
alinabilir. Kategoriksel anlamda R-cebiroid kavramii ilk kez Mitchell (1972, 1985)
tanimlamis ve ilging sonuclar elde edilmistir. Tezinde Mosa (1986), caprazlanmis modiil
kavramini R-cebiroidler lizerinde tanimlamis, birkag 6zelligini incelemis ve R-cebiroidler
iizerindeki caprazlanmis modiiller ile double R-cebiroidler arasindaki iliskiyi incelemistir.
Ayrica, (Giirmen ve Ulualan, 2020) calismasinda, Moore kompleks uzunlugu bir olan
simplisel R-cebiroidler kategorisi ile R-cebiroidlerin kategorisindeki igsel kategoriler

arasinda yakin bir iligki oldugu belirtilmistir.

Homotopi 3-tiplerinin diger 6nemli bir cebirsel modeli, ¢caprazlanmis karelerdir ve
cat 2-gruplar ile esdegerdir. Bu yapi1, homotopi 3-tipleri i¢in bir model olarak kullanilabilir.
Caprazlanmig kareler, noktalanmis uzaylarin kategorisinden c¢aprazlanmis karelerin
kategorisine temel bir c¢aprazlanmis kare fonksiyonu olusturur. Sonug¢ olarak, hem
2-¢aprazlanmis modiiller hem de caprazlanmis kareler, homotopi teorisinin onemli yap1
taglaridir. Homotopi tiplerini modellemek ve incelemek i¢in giiclii araglar sunarlar.
Guin-Walery ve Loday (1981) c¢alismasinda, homotopi 3-tipi baglantili uzaylar icin bir
cebirsel model olarak caprazlanmis kareleri tanimlamislardir. Bu nedenle, caprazlanmis
kareler, boyutlar1 3’ten biiyiik olan homotopi tiplerini modellemektedir. Daha sonra Ellis
(1988) calismasinda g¢aprazlanmis karelerin degismeli cebir versiyonunu tanimlamistir.
2-¢aprazlanmis modiiller ve kuadratik modiiller de homotopi 3-tipleri i¢in modellerdir.
Kuadratik modiiller Baues (1991) tarafindan, 2-¢aprazlanmis modiiller Conduche tarafindan
tanimlanmistir. Kuadratik modiillerin ve 2-caprazlanmis modiillerin degismeli cebir
versiyonlar1 sirasiyla (Arvasi ve Ulualan, 2007) ve (Grandjean ve Vale, 1986)
caligmalarinda ele alimmustir. Ayrica Conduche (1984) c¢alismasinda, bir caprazlanmis
kareden 2-caprazlanmis modiil elde edildigini gostermistir. Caprazlanmig kareler ve
2-caprazlanmig modiiller arasindaki bu iligki, homotopi teorisinin daha karmasik yapilarin
anlamak i¢in énemli bir koprii olusturmaktadir. Caprazlanmis karelerin ve 2-caprazlanmis
modiillerin homotopi 3-tiplerini modellemedeki rolleri, cebirsel topolojinin bu alandaki
aragtirmalarinin temelini olusturmaktadir. Ellis’in degismeli cebir versiyonu, ¢aprazlanmis

karelerin homotopi teorisindeki uygulamalarin1 genisletmis ve bu yapilarin daha genis bir



alanda kullanilabilmesini saglamigtir. Conduche’nin ¢aligmalari, ¢aprazlanmis karelerin ve
2-caprazlanmig modiillerin baglantisin1 agikliga kavusturmakta ve bu yapilarin homotopi
tiplerinin daha derinlemesine incelenmesine olanak tanimaktadir. Sonug¢ olarak,
caprazlanmis kareler, 2-caprazlanmis modiiller ve simplisel yapilar, homotopi teorisindeki
karmasik yapilarin modellenmesinde ve incelenmesinde 6nemli araglardir. Bu yapilarin
degismeli cebir versiyonlari, homotopi teorisinin daha genis uygulama alanlarinda
kullanilabilmesini miimkiin kilmaktadir, bu da, bu alandaki arastirmalarin derinligini ve

kapsamini arttirmaktadir.

Bu calismada, birlesmeli cebirlerin 2-¢aprazlanmis modiiliiniin bir genellemesi
olarak R- cebiroidlerin 2-¢aprazlanmis modiilii tanimlanacaktir. Ardindan, R-cebiroidlerin
2-caprazlanmig modiilleri kategorisi ile Moore kompleks uzunlugu iki olan simplisel
R-cebiroidler kategorisi arasinda bir kategori denkligi elde edilecektir. Ayrica
R-cebiroidlerin ¢aprazlanmis karesi de tanimlanarak 2-¢aprazlanmis modiiller ve simplisel
R-cebiroidler ile iligkileri incelenecektir. Bu genelleme ve sonucta ortaya ¢ikan denklikler,
R-cebiroidler baglaminda kategoriksel yapilar ve bunlarin iliskileri hakkinda daha derin bir

anlayisa katkida bulunacaktir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Cebiroidler ve cebirler arasindaki farkliliklarin anlasilmasi, kategori teorisi ve ilgili
alanlardaki gelismeler i¢in onemlidir. Cebiroidlerin kapali olma gibi yapisal 6zellikleri,
daha esnek ve giicli matematiksel modeller gelistirmeye olanak tanir. Bu nedenle,
cebiroidlere yonelik c¢alismalarin artmasi ve bu yapilarin daha genis bir gercevede

incelenmesi, matematiksel aragtirmalarin derinlesmesine katki saglayacaktir.

Mitchell’in (1972; 1985) ¢alismalar1 ve sonrasinda Amgott’un (1986) galismalari , R
bir degismeli halka olmak iizere R-cebiroid kavramini ele almistir. Mitchell, R-cebiroidleri
kategorik olarak tanimlamistir. Bu temele dayanarak, Mosa, R-cebiroidlerin ¢aprazlanmig
modiillerini, birlesmeli R-cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin bir genellemesi olarak
tanitmigtir. Tezinde Mosa (1986), R-cebiroidlerin g¢aprazlanmis modiillerinin baglantili
double R-cebiroide denk oldugunu gostermistir. Ayrica, (Giirmen ve Ulualan, 2020)
caligmasinda, Moore kompleks uzunlugu bir olan simplisel R-cebiroidler kategorisi ile
R-cebiroidlerin kategorisindeki internal kategoriler arasinda yakin bir iliski oldugu

belirtilmistir.

Bu kisimda, tezde kullanilacak olan temel kavramlara yer verilmistir. Bunun ig¢in

yukaridaki kaynaklardan yararlanilmistir.

Kategori: Bir kategori obje sinifi ile morfizmlerin kiimesinden olusan bir sistem
olarak ifade edilir. Daha ayrintili olarak; ¢/ kategorisi, obje sinifi olarak isimlendirilen ve
Ob(U) = Uy ile gosterilen bir siniftan, U, smifina ait her a, b i¢in @ dan b ye morfizmler

kiimesi denen U (a, b) kiimelerinden ve Ob({/) ya ait her a, b, ¢ i¢in kompozisyon ad1 verilen

U(a,b) xU(b,c) — Ula,c)

u, ') — ud
(u, ')

(3.1)

seklindeki bir fonksiyondan olusur ve asagidaki aksiyomlar saglanur.
i) Her u € U(a,b), u' € U(b,c) ve u” € U(e,d) igin u(u'v") = (uv')u” dir.

ii) Uy a ait her a i¢in U (a, a) ya ait bir 1, elemant her u € U(c, a) ve u’ € U(a, b) igin

ul, = uve 1,u’ = v olacak sekilde vardir.

Burada a, b objeleri i¢in U (a, b) kiimesine I/ nun bir homseti (morfizm kiimesi) denir.

U daki tiim morfizm kiimelerinin (homsetlerin) birlesimi / nun morfizmlerinin kiimesini



olusturur ve Mor(U) olarak gosterilir. Bir U kategorisi Y = (U = Mor(U), Uy = Ob(U))
ile gosterilir. u € U(a, b) igin a ya u nun kaynag denir ve s(u) = a seklinde gosterilir, b ye

ise u nun hedefi denir ve t(u) = b olarak gosterilir ve boylece
s,t = Mor(U) — Ob(U)

olarak iki morfizm bulunur. Mor(U) ya ait u ve v’ morfizmlerinin uu’ kompozisyonunun
olusturulabilmesi i¢in t(u) = s(u') esitliginin saglanmasi gerekir. Bu sarta morfizmlerin

hedef kaynak uyumluluk sart1 denir.

NOT: Tezin sonraki kisimlarinda kompozisyonda ve etkide gerekli yerlerde hedef

kaynak uyumluluk sartinin saglandigi ifade edilerek incelemeler yapilacaktir.

Kiiciikk Kategori: Bir &/ = (Mor(U),Ob(U)) kategorisinde Ob(U) bir kiime
oluyorsa yani obje sinifi bir kiime ise I/ kategorisine kiigiik kategori denir.

Funktor: U ve V iki kategori olsun. Bir ' : /{ — V, U daki her a objesini V' deki bir
F(a) objesine tastyan ve U daki her v : @ — b morfizmini de V deki F'(u) : F(a) — F(b)

morfizmine tagtyan doniisiimii i¢in
i) Her a € Ob(U) i¢in F(1,) = 1p(q)

ii) Hedef kaynak uyumluluk sartini saglayan her w,u’ morfizmi igin

F(uu') = F(u)F(u') sartlar1 saglaniyorsa F' ye U dan V ye bir funktor denir.

R-Kategori: R birimli degismeli halka olmak iizere, kompozisyonu R-bilineer olan
ve her morfizm kiimesi R-modiil olan kategoriye R-kategori denir. Yani I/ nun her a, b objesi
i¢in U (a, b) bir R-modiildiir; R nin U (a, b) tizerine

i) r(up +ug) =raug 4 raus

m) (ri4+re)u =riu+reu (32)
iii)  (rire).u = (r1).(ro.u)

i) (lg)u=u

sartlarini saglayan bir etkisi vardir. Burada her v € U(a, b) i¢in u + 04, = 04, +u = u olacak
sekilde bir 0, € U(a, b) mevcuttur. Ayricald dan hedef kaynak uyumluluk sartin1 saglayacak

sekilde alinan morfizmler ve » € R i¢in U/ nun kompozisyonu

i) (up+u)u = + ugt

1) u(u) +uhy) = uul + uub (3.3)

iti)  r.(uu') = (ru)u’ = u(rau')



sartlarini saglar.

Iki R-kategori arasindaki bir R-bilineer funktor, R-funktordur. Oyleyse U/ ve V iki
R-kategori ve F' : U/ — V' R-funktor olmak iizere hedef kaynak uyumlulugunun saglanmasi

durumunda
F(uy +ug) = F(uy)+ F(ug)

F(ru) = r.F(u)
F(uu') = F(u)F(u')
dir. Boylece tiim R-kategoriler R-funktorlar ile birlikte bir kategori olusturur ve Cat(R)

seklinde gosterilir.
NOT: Her a, b, ¢ € Uy, her u € U(a,b) ve her u’ € U(b, ¢) igin
ulp. = Oabul = Ogc
dir. Tezin bundan sonraki kisimlarinda kategorideki sifir morfizmleri hedef kaynak

uyumluluk sartin1 saglayacak sekilde 0 ile gosterilecektir.

R-Cebiroid: U/ bir kategori olsun. Eger U kategorisi kiiclik bir R- kategori ise I/ ya
R-cebiroid denir. R- cebiroidlerin birimi olmayabilir. Bir R-cebiroid tek objeye sahip ise buna

R-cebir denir.

R-Cebiroid Etkisi: (Mosa, 1986) U/ ve V ayni obje kiimesine sahip iki R-cebiroid
yani Uy = Vj olmak tizere, her a,b,c € Uy, u, v, ui,us € U, v,v" ;01,09 € V, 7 € Rigin

morfizmlerin hedef kaynak uyumluluk sartin1 saglamasi durumunda

V(a,b) xU(b,c) — V(a,c)

(v,u) — o G4
doniisiimlerinin ailesi i¢in
1) opwrtiz = U1 4 gt
2) (vg +vg)" = V¥ + vl
3) (o4 = pue 35)

=~
N N e e N N

(’U/’U)u — U/Uu

U

(S

root=(r-v)*=v

vt = o

D

sartlar1 saglantyorsa, )V lizerine U nun sag etkisi olarak adlandirilir. V iizerine I/ nun sol etkisi
de benzer sekilde tanimlidir. Eger & nun V iizerine her iki etkisinin de mevcut olmasi halinde

u, v, u’ hedef kaynak uyumluluk sartinin saglanmasi durumunda
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sart1 da saglantyorsa U/ nun V lizerine asosyatif etkisi vardir denir.

NOT: Tezin bundan sonraki kisminda bir R-cebiroidin kendi iizerine etkisi kendi

kompozisyonu olarak alinacaktir.

R-Cebiroid Morfizmi: Bir R-cebiroid morfizmi, R-cebiroidler arasindaki R-funktor
olarak tanimlanir. Oyleyse U/ ve V iki R-cebiroid ve T : U/ — V R-cebiroid morfizmi igin
2) T(ru)=rT(u)

dir.
Bu morfizm ile tiim R-cebiroidlerin kategorisi Alg(R) olusturulur.
U dan Y ye tanimli tiim R-cebiroid morfizmlerinin kiimesi Hom g (U, V) ile gosterilir.

R-Cebiroid Morfizminin Cekirdegi: f : &/ — )V bir R-cebiroid morfizmi olsun. Bu

R-cebiroid f morfizminin ¢ekirdegi

kerf ={ue€U: f(u) = O p@)e(rw)}

seklinde tanimlanir.

Altcebiroid: (Mosa, 1986) U ve V birer R-cebiroid olsun. Eger, ¢ nun her objesi V
nin de bir objesi, her a, b € Uy igin U (a, b), V(a, b) nin bir R-altmodiili, ¢/ daki morfizmlerin
kompozisyonu V dekilerle ayn1 ve V birimli iken ¢/ da birimli olup, &/ nun her a objesi i¢in
U R-cebiroidindeki a dan a ya giden morfizmlerin kiimesindeki birim, ) R-cebiroidindeki a

dan a ya giden morfizmler kiimesinin birimi oluyorsa ¢/ ya ) nin altcebiroidi denir.

R-Cebiroidlerin Tki Yonli Ideali: (Mosa, 1986) &/ bir R-cebiroid ve
I = {I(a,b) € U(a,b) : a,b € Uy} , U nun bir R-altmodiller ailesi olsun. Eger U
R-cebiroidinde a objesinden b objesine giden «’ morfizmi, ¢ objesinden d objesine giden u”
morfizmi ve [ ya ait b objesinden ¢ objesine giden u morfizmi i¢in u'u kompozisyonu / da
a objesinden ¢ objesine bir morfizm oluyorsa / ya U nun sag ideali, uu” kompozisyonu ise
I da b objesinden d objesine bir morfizm oluyorsa I ya i/ nun sol ideali denir. /, &/ nun hem
sag hem sol ideali ise / ya U nun iki yonlii ideali denir. I, ¢/ nun iki yonlii ideali ise I da bir
R-cebiroiddir, ¢/ birimsiz ise /, {4 nun bir R-altcebiroididir, U birimli ve I, I/ nun tim

birimlerini i¢eriyorsa / = U dur.

Boliim R-Cebiroidleri: (Mosa, 1986) U/ bir R-cebiroid ve I, U nun iki yonlii ideali
olsun. Her a, b € Uy igin U(a, b) /1 (a, b) bolim R-modiilleri arasinda her a, b, ¢ € Uy igin
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(U(a,b)/1(a,b)) x (U, c)/I(b,c)) — U(a,c)/I(a,c)
((u+ I(a,b)), (W + 1(b,c)) +— (u+1(a,b))(uw + 1(b,c))=uu'+ I(a,c)

bi¢iminde tanimlanan kompozisyon asosyatif ve R-bilineerdir. Boylece bu kompozisyon ile
U/I ={U(a,b)/I(a,b)la,b e Uy}

ailesi bir R-cebiroid olur ve bu R-cebiroide boliim cebiroidi denir.

NOT: Tezin bundan sonraki kisimlarinda bir i/ = (U, Uj) cebiroidinden bahsederken
sadece U alinacak ve U cebiroidi seklinde ifade edilecektir.

R-Cebiroidlerin Caprazlanmis Modiilii: (Mosa, 1986) U ve V aym U, obje
kiimesine sahip R-cebiroidler ve U nun V' {izerine asosyatif etkisi var olsun. U, kiimesi
tizerinde birim olan bir k : V' — U cebiroid morfizmi, hedef kaynak uyumluluk sartinin
saglanmasi durumunda

CM1) k("v) = ur(v)

k(v") = Kk(v)u

(3.7)

/
sartlarini sagliyorsa x : V' — U ya bir R-cebiroid 6n ¢aprazlanmis modiilii denir. Ek olarak
CM2) ") =y = =)y (3.8)

sart1 da saglantyorsa x : V' — U ya bir R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilii denir.
R-Cebiroidler i¢in Caprazlanmis Modiil Morfizmi: C' = (v : V — U) ve C' =

(k' : Z — Y iki R-cebiroid (6n-)¢aprazlanmig modiil olsun. f; : U — Yile fo : V — Z

R-cebiroid morfizmleri igin;

V = U
fo f1
A Y

diyagrami degismeli ve bu morfizmler altinda mevcut tiim etkiler korunuyorsa, yani hedef

kaynak uyumluluk sartinin saglanmasi durumunda

1) fo("v) = 10(fy(v))
o) = (fa(v))®
2) K falv) = fik(v)

sartlar1 saglaniyorsa f = (fo, f1) : C' — C’ morfizmine (6n-)¢aprazlanmis modiil morfizmi

denir.
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Boylece tiim R-cebiroid On-caprazlanmis modiilleri ve yukarida ifade edilen
on-gaprazlanmis modiil morfizmleri bir kategori olusturur ve PX Alg(R) ile gosterilir.
Ayrica tiim R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilleri ve c¢aprazlanmis modiil morfizmleri bir
kategori olusturur ve X Alg(R) ile gosterilir. X Alg(R) kategorisi PX Alg(R) nin bir dolu
alt kategorisidir.

Teorem 1. (Mosa, 1986) C' = (k : V' — U) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii ise GorC' =
{k(v) : v € V'}, U nun bir ¢ift yonlii idealidir.

Ayrica kerC' de V' nin bir iki yonlii idealidir.

Uyumlu etki: U,V,Z ayn1 obje kiimesi Uj a sahip olan birer R-cebiroid ve C' = (k :
Z —V)ile C" = (k' : V — U) birer ¢aprazlanmig modiil olsun. Eger U nun Z {izerine

z

esitliklerini saglayan bir asosyatif etkisi varsa, bu etkiye U nun Z {izerine V' ile uyumlu etkisi

denir.

R-Cebiroidler icin Yari-Direkt Carpim: R bir degismeli halka V' ve Y ayn1 Uj obje
kiimesine sahip iki R-cebiroid ve Y nin V' {izerine sag ve sol etkileri var olsun. Buradav € V,
y € Y olmak tizere s(v,y) = s(v) = s(y) ve t(v,y) = t(v) = t(y) olarak tanimlanan (v, y)
ikililerinin kiimesi V' x Y ile gosterilsin. s(v,y) = s(v',v/),t(v,y) = t(v',y),t(v,u) =

s(v”,y") olacak sekildeki V' x Y nin elemanlari ve r € R igin

D (vy)+0,y) = (+v,y+y)

2) Rx(VxY) — VxY (3.9)
(r, (v, ) "(v,y) = ("v,"y)

3) ((v,y)",y") = (V" + 7" + %" yy")

sartlart ile birlikte V' x Y kiimesi U, obje kiimesi lizerinde bir R-cebiroid olur. Bu R-cebiroide

V' ve Y nin yari-direkt ¢arpim R-cebiroidi denir.

Simplisel R-Cebiroid: (E,),cn, obje kiimeleri ayni olan R-cebiroidler ailesi ve
obje kiimesi tizerinde birim olan (0 < 7,5 < n # 0) olmak iizere d; : E,, — E,_; ile
sj B, — FE,y donistiimleri, simplisel 6zdeslikler olarak bilinen asagidaki ozellikleri

saglayacak sekildeki R-cebiroid morfizmleri olsun.
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1) d'dr=dioldr , 0<i<j<n

2) sitlst=ssr  0<i<j<n

3) diflsy =siTdy  , 0<i<j<n (3.10)
4) ditlst =1d L i=jyadai=7j+1

5) df‘“s? = 3?’161?71 , 0<j<i—1<n

Bu durumda d} ve s? R-cebiroid morfizmleri ile birlikte (E,),en R-cebiroidler

ailesine bir simplisel R-cebiroid denir, E = (E,,, d}, s7) ile gosterilir ve kisaca grafik olarak

——dy—>
_—
—d—> —d;—>
E = Es Ey —do— F; —do— E)

v Rso— s
bigiminde olur. Ashinda bir simplisel R-cebiroid, A°?[n| kategorisinden Alg(R)
kategorisine bir funktordur. E = (E,,d}, s}) ve F = (F,, 4}, 07) iki simplisel R-cebiroid
olsun. Her n € N icin f, = E, — F, R-cebiroid morfizmleri ¢} f,, = f,_1d} ve
fns?_1 = 8;“1 fn_1 sartlarini sagliyorsa f = {f,, : n € N} ailesine E den F ye bir simplisel
R-cebiroid morfizmi denir. Boylece simplisel R-cebiroidler kategorisini tanimlayabiliriz.

Bu kategoriyi Simp.R-Alg. ile gdsterecegiz.

n—1
E bir simplisel R-cebiroid olsun. NE,, = () kerd! ve 0,, : NE, — NE,
i=0
diferansiyelleri herbir adimda d]} nin kisitlamasi olmak {izere,

2 1
S NE & NE U E = E,

zincir kompleksine E nin Moore kompleksi denir ve (NE, 0) seklinde gosterilir. Eger her n >
k+1i¢in NE,, = 0 ise E simplisel R-cebiroidinin Moore kompleksinin uzunlugu & dir denir
ve Moore kompleksinin uzunlugu % olan simplisel R-cebiroidlerin kategorisi Simp.R-Alg.

seklinde gosterilir.

Cebirlerin 2-Caprazlanmis Modiilii: (Grandjean ve Vale, 1986) R birimli degismeli

halka olmak tizere P, F ve L degismeli R-cebirleri ve 0y, 05 cebir morfizmleri igin :

bir zincir kompleksi olsun ve P nin kendi tizerine etkisi ¢arpim islemi ile tanimli olmak iizere

P nin E, L {izerine etkileri mevcut olsun. Ayrica Peiffer lifting olarak adlandirilan

{(}:EXE—SL (3.11)
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P-bilineer fonksiyonu igin [,I’ € L, e, e',e” € E ve p € P olmak iizere;

CMy) Op{e, '} = ee/ — N(e,

CM) {da(1),0:(1} =10,

CMy) {eree’} = {ee e’} +2C e, 6.12)
CMy) {05(1),¢} — ] 2O,

CMs) {e,05(1)} — e

CMg) P{e, e} = {Pe,e'} = {e,Pe'}

sartlar1 saglansin. Bu durumda
L& E2 P
zincir kompleksine degismeli cebirlerin  2-¢aprazlanmig modiilii  denir ve

(L, E, P,01,0s,{.}) seklinde gosterilir.

NOT: Burada I % E morfizmi , E nin L {izerine ;

el = {e,3y(I)} (3.13)

etkisi ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiildiir. Fakat genel olarak £ 9 P kismu sadece bir 6n
caprazlanmig modiildiir. Peiffer elemaninin 0, altindaki goriintiisii 2-¢aprazlanmis modiil ise

E% Pin caprazlanmis modiil olmasi i¢in gerekli olan cebirsel farki verir.
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4. R-CEBIROIDLERIN 2-CAPRAZLANMIS MODULU

Gruplar Tlzerindeki ¢aprazlanmis modilleri ilk kez Whitehead (1941; 1946)
caligmalarinda tanimlamistir. Gruplar lizerinde ¢aprazlanmis modiillerin, Moore kompleksi
1 uzunlukta olan simplisel gruplarla esdeger oldugu gosterilmistir (Conduche, 1984) ve bu
durum benzer sekilde grupoid c¢aprazlanmis modiilleri i¢in de gegerlidir (Mutlu ve Porter,
1998 a). Conduche gruplarin 2-caprazlanmis modiilii fikrini ele almis ve (1984)
caligmasinda gruplarin 2-¢aprazlanmig modiiller kategorisinin, Moore kompleks uzunlugu 2
olan simplisel gruplar kategorisine esdeger oldugunu gdstermistir. Arvasi ve Ulualan
(2006) calismasinda Moore kompleks uzunlugu 2 olan simplisel gruplar, ¢aprazlanmis
kareler, kuadratik modiiller ve 2-caprazlanmig modiiller arasindaki iligkileri
arastirmiglardir. Bu calismalar, bu cebirsel yapilar arasindaki yapisal baglantilarin daha
derin bir sekilde anlagilmasina katkida bulunmustur. Cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin
ve 2-caprazlanmis modiillerinin tanimlar1 (Arvasi ve Porter, 1996; Porter, 1986),
caligmalarinda goriildiigii gibi gruplardakine benzer sekilde verilmistir. Temel farklilik grup
etkisi otomorfizm 1ile belirlenirken cebir etkisi c¢arpanlar ile tanimlanir. Cebir
2-¢aprazlanmig modiilleri ve simplisel cebirler arasindaki iligki, gruplardaki ile benzer
sekildedir (Conduche, 1984; Mutlu ve Porter, 1998 a; Mutlu ve Porter, 1998 b). Ozellikle,
bir simplisel cebir, Moore kompleks uzunlugu 2 ise, ondan bir 2-¢aprazlanmis modiil
tiretilebilir. Moore kompleks uzunlugu 2 olan simplisel cebirler kategorisi ile cebir
caprazlanmis modiilleri kategorisi arasindaki iligki (Porter, 1986; Arvasi, 1997; Grandjean

ve Vale, 1986) caligsmalarinda incelenmis ve bu kategoriler arasinda denklik kurulmustur.

Bu boliimde 2-¢aprazlanmis modiil kavrami R-cebiroidler iizerinde tanimlanmistir ve
sonrasinda R-cebiroidlerin 2-¢aprazlanmig modiillerinin kategorisi ile Moore kompleksinin

uzunlugu iki olan simplisel R-cebiroidlerin kategorisinin denkligi olugturulmustur.

4.1 R-Cebiroidler icin 2-Caprazlanmis Modiil

P, N ve L obje kiimeleri (Uj) olan R-cebiroidler olsun ve P nin L ve N iizerine etkileri
asosyatif olacak sekilde var olsun. Ayrica P nin kendisi iizerine de etkisi kendi kompozisyon
islemi ile verilsin. J;, O; obje kiimesi lizerinde birim olacak sekildeki R-cebiroid morfizmleri
i¢in :

02

0
2N =

L — P

R-cebiroidlerin  bir zincir kompleksi olsun ve N ye ait, n morfizminin hedefi n’

morfizminin kaynagma esit olacak sekildeki (n,n’) ikililerinin kiimesi N ;x ile
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gosterilsin. Peiffer liftingleri olarak adlandirilan

{M:N,x,N—>L (4.1)

{1}3:N x,N—>L (4.2)

dontstimleri igin s({n,n'}12) = s(n) ve t({n,n'}12) = t(n’) olmak iizere, morfizmlerin

hedef kaynak uyumluluk sartin1 saglamasi durumunda

CM1) 0y{n,n'} = nn' — nA™),
Oo{n,n'}o =nn/ — )y
CM2) {0:(1),05(I') 12 =1,
CM3) {n,n'n"}, = {nn',n"} + {n, n’}?l(""),
{n,n'n"}y = {nn',n"}y — A In! n"Yy
CM4) {0:(1),n'} =V — [0 (4.3)
{0a(1),n'}2 =1,
CM5) {n,0,(I") 11 =gl
{n,0x(l')}2 =ny _ 2y
CM6) P{n/,n"}i2 ={Pn',n"}1 2
{n/,n"}, ={n' . n"}1s

sartlarini sagliyorsa. R-cebiroidlerin

zincir kompleksine R-cebiroidlerin 2-¢aprazlanmis modiilii denir ve (L, N, P, 01, 02, {.}1.2)

seklinde gosterilir.

NOT: Burada L % N morfizmi , N nin L lizerine sag ve sol etkileri ile birlikte bir
caprazlanmis modiildiir ve N 9% Pise P nin N iizerine sag ve sol etkileri ile birlikte bir

on-caprazlanmis modiildiir. Ayrica
{n,n'tr2{m,m'} 2 = {n_al(n/)ﬂ,, m_al(m/)+ml}1,2 4.4)

esitlikleri saglanir.

4.1.1 R-Cebiroidler icin 2-Caprazlanmis Modiil Morfizmi

C = (L,N,P,01,00,{.}12) ve C" = (L', N', P', 0}, 05, {.}} ») birer R-cebiroidler iizerinde

2-¢aprazlanmis modiil olsun.
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fo:P—P,fi: N— N, fy: L — L cebiroid morfizmleri igin;

L2 N2 p

J/fz J{ﬁ ifo
a, P

L/ N/ 1 Pl

diyagrami degismeli ve bu morfizmler altinda tiim mevcut etkiler korunuyor ise, yani

1) fi(Pn) = fo@f(n)
fi(n?) = fi(n)/o@
2) f2(PD) = o) fo(1) (4.5)
fg(lp') = f2<l)f0(13')
3) fon,n'hie = {fi(n), fi(n)}i2
sartlar1 saglamyorsa f = (fs, f1,fo) : € — C' dontisimiine 2- gaprazlanmig modiil

morfizmi denir. Boylece objeleri R- cebiroidlerin 2- caprazlanmis modiilleri ve morfizmleri

2- ¢aprazlanmis modiil morfizmleri olan bir 2XMod kategorisi elde edilir.

Teorem 2. Moore kompleks uzunlugu 2 olan bir simplisel R-cebiroidden, R-cebiroidlerin

2-¢aprazlanmis modiilii elde edilebilir.

Kamt. E = (E,,d}, s}), Moore kompleks uzunlugu 2 olan bir simplisel R-cebiroid olsun.

Buna gore

—dy—>
o
_— 7d1% 7d1%
E = E3 EQ —do—> E1 —dog—> E[)

= = T

simplisel cebiroidi i¢in Moore kompleks ,
20505 NE, 2 NE, S NEy = B,

seklindedir. Burada N E, = kerd3Nkerd?, NE, = kerdy ve NEy = 0 dir. Simdi L = N E,
N = NEl, P = EO Ve 61 = dHNEU 82 = d%|NE2 alarak

L2 N2 p

zincir kompleksi olusturulsun.

P nin N ve Liizerine sag ve sol etkileri, morfizmlerin hedef kaynak uyumluluk sartini
saglamast durumunda ?n = s3(p)n, n? = nsd(p’) ve?l = sis)(p)l, 1P = 1s}sY(p') bigiminde

tanimlansin. Ayrica

{h:iN,x,N 5L

(mn) = {no'hy = si(n)s! () — i) (30



{.}22Nt><sN — L

1

(n,n') = {n,n'}s = [si(n) — sj(n)]si(n)
olacak sekilde Peiffer lifting doniisiimleri tanimlansin. Biitiin bu tanimlamalar gézoniine
alindiginda (L, N, P, 0y, 04, {.}12) bir 2-¢aprazlanmis modiildiir. Simdi Peiffer lifting

aksiyomlarmin saglandigi gosterilsin.

OMl) 82{71, n’}1

Oo{n,n'}o

bulunur.

CM2) {0:(1),0:(I') }1

{02(1), 02(1") }2

olur.

= dj(si(n)[s ( ) -
= disi(n) (d3si(n') —
= n(n —sgdl(n’
= nn' —nsy (di(n))

— o — @)

sp(n)]

)
d3s5(n"))

= d3([si(n )—Sé(n)])S%(n’)
= [d3s1(n) — disp(n)]d3

= (n—spdi(n ))
= nn' = sg (dy(n))n'
= nn' Bl(n)n/

2] = 1 + 1"
disi (1) [d3si(l') — d3sg(U)] — dis3(U') + 1V
— S2()] -+

€ NE3
0+ 1
o
[sd3(1) — sh3(1)] s1d3(l)
d53(0) — d3s3()] dis3 (1) — '+ 10
d3st(1) — d3sg(D)] dist(l') — d3s3(ll') + 1
d3 [(s7(1) = s3(1)) sT(1) — s3(10")] +10
N .
0+ 1
1
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(4.7)



CM3) {n,n'n"}

{n, n/l,n//}2

= {nn',n"}s — 55

19

s1(n) [si(n'n”) — s5(n'n")]

s1(n) [s1(n")s1(n") — sp(n')sp(n”)]

si(n)[s1(n')s1(n") — s1(n')sg(n") + s1(n')s(n")
—sp(n')sp(n")]

s1(n) [s1(n) (s1(n") = s5(n")) + (s1(n') — s5(n")) s5(n")]
si(n)si(n) [s1(n") — sp(n”)] + s1(n) [s1(n) — sp(n)] 5(n”)

{nn/; 0"} + {n,n'}1sb(n”)

= {nn/,n"} + {n,n'}isp(n”)

—{n.n"hisispdi (n”) + {n,n'}1sis5d; (n")

= !, 0"} + {n, b sh(n”) — stsQdl (n”)] + {n, 0/}

= {nn/,n"} + s1(n) [s1(n') — so(n)] [sp(n”) — s1s6d; (n")]

+{n,n} 0
{nn',n"}1 + s1(n) [s1(n') — sp(n')] [s5(n") — d3sisg(n”)]
+{n’ n/}?l (n')

{nn',n" b + d [s3s1(n)[s3s1(n') — sise(n)][s350(n") — sisg(n”)]]

-

. € ]VE5
+{n, n’}?1 ()

{nn', 0"}y + {n, 0}

[s1(n) = sp(n)] s1(n)si(n")
[s1(n)si(n) = so(n)si(n)] s1(n”)
[s1(n)s1(n) = sp(n)sg(n’) + sp(n)sg(n') — so(n)si(n)] s1(n”)
([s1(nn) = sp(nn/)] + sg(n) [so(n) = s1(n)]] s1(n")
[s1(nn) = so(nn/)] s1(n") + s4(n) [s(n') — s1(n')] s1(n”)
— 5l

(n)
{nn',n"}s = sg(n){n’,n"},
(n)

1

—spsodi(n){n’,n"}>

= {nnon"}a (—sb(n) + sbsbdb(n)) {n', n"}a — 2 [/, ",

= {nn/,n"}2 (=s5(n) + sos0di(n)) [s1(n') — s(n”)]s1(n”)

—81("){7’/, 77///}2
{nn',n"}s (=sp(n) + disgsg(n)) [s1(n) — sp(n)]si(n”)
_81(71){n/7 n//}2

{nn',n"}ad [(—s3sp(n) + soso(n))[s351(n)) — sse(n')]sys1(n”)]

(. /

(S ]VE&
_81(n){n/’ n//}2

{nn/7 n//}Q _ 81(71){7,6/7 n//}Q



elde edilir.

CM4) {0x(1),n'}

{0a(1),n'}2

bulunur.

OM5) {n7 aQ(Z)}l

{n, 0a(1) }o

20

s1d(1) [s1(n) — s5(n')]

spdz(1) [s1(n') = sp(n')] = Is(n') + Isi(n')

+ls(1J tn ’)—lso dl( "

d3si(l) [d3s3si(n) — dis3sg(n)] — dis3(1)d3sisi(n’) + Isi(n')
+d§ 2<l)d35030( ") — lsosodl( )

d3 [s1(1) [s351(n') — s3s5(n')] — s5(0)sys1(n) + s5(1)sgs(n')]

+ls1(n') — lsgspdi(n')
0+ (" — )
ln’ _ lﬁl(n’)

[s1d5(1) = sod3(D)] s1(n')

[s1d3(1) = sod3(1) — L+ 1] s1(n)

[331(1) d3sy(l) — d3s3(l) + 1) dis3si(n)
HS (1) = s(1) — s3( )} sysy(n )]+l51( ')

0+

’

s1(n) [s1d3(1) — spd3(1)]

s1(n) [d3si(l) — d3s3(0)]

dgsgsl( ) d 351( ) — 330@ d352(l) + 1]
)

3231( [ () (l) dg (l)] +d33251( )
[3251(n) [ 1(0) = (l> (Z)H +d33251( )
0+ s1(n)l e
nl

[s1(n) — sp(n)] s1d3(1)
[s1(n) — sg(n)] s1d3(1) — si(n)l + si(n)!

—sps0dl(n)l + sisddi(n)l

[d3s3s1(n) — d3s3sg(n)] disi(l) — dis3si(n)dis3(l) + si(n)(])
—spsddi (n)l + d3stsi(n)disi(l)

d3 [[s351(n) — s350(n)] s7(1) — stl(n)sg(l)+3353(")5§(l)1

ENEg

+s1(n)l — sosodl( )
04" — Ay
nj _ Bl(n)l
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elde edilir.
CM6) P{n,n'}y = s

{n.n'}; = [
[51

Boylece tlim 2-¢aprazlanmis modiil sartlarinin saglandigi gosterilmis olur. ]

E = (E,,d},s}) veE = (E,, 0}, 07) Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan simplisel

R-cebiroidler olsun.

d3
d? di
2 o dr—
E= E, d E 0 Ey
<~—s7 ~—
-~ 50
50
f2 52 f1 Jo
52 5%
2 Sp——>
E = R ey P — 1
oy o
- (o))
o

f = (.. f2fi,fo) ise E = (E,,d},s}) den E' = (E},d}",07) ne bir simplisel

n?z?]

R-cebiroid morfizmi olsun. E ve E’ den elde edilen 2-¢aprazlanmis modiiller
(L,N,P,01,05,{.}12) ve (L', N', P', 0,05, {.} 5) olsun. Buna gore

L2 N %, p

W b e
o o

L/*Q>N/H1'Pl
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icin fo = fo, f1 = filne fo = fo| v, olarak alimirsa (f,, f,, f,) igin, morfizmlerin hedef

kaynak uyumluluk sartin1 saglamasi durumunda

1) 71(p”> = fl(so(p)n)
= fisy(p) fi(n)
= opfo(p)fi(n)
- fo(p fi(n)

fl(np/> = filnsy(p))

= filn)fisg(p)
= filn)og (p’)
= 71 )

2) ?2(”) = f2(5050< ))

= fasp50(p) f2(1)
= f100(> l

= i‘lao o(p) f2

)
)
Tl = RS0 o
= fa(l) fasoso (')
fa(l)a? fro5(p')
fQ(Z)Q?USfo(pI)
- 72<l)fo(p’)
1(n)[s1(n)s5(n")])
= fasi(n)[fasi(n )f250(”/)]
= oifi(n)lor fi(n)og fi(n)]
= {fr(n), F1(n")}1
folnn'ys = fol[si(n)sg(n)]si(n))
= [fas1(n) f2s5(n)] fasi(n')
= [o1filn)og fi(n)]o fr(n)
= {71(77/)771(77//)}2

olup (fs, f1, fo) E ile E’ den elde edilen 2-¢aprazlanmis modiiller arasinda bir morfizm

3) ?2{”7 n,}l

I
bﬂ
—

V)

olur. Boylece Simp.R-Alg._, kategorisinden 2XMod kategorisine bir funktor elde edilir.
Bu funktor F : Simp.R-Alg._, — 2XMod bi¢iminde gosterilir. Burada

—dy—
dlﬁ- 7(11%
EQ —dop—> El —do—> EO
N N S
=~ 0

.

bir Moore kompleks uzunlugu 2 olan simplisel R-cebiroid ise L = NE,, N = NFE;, P =
NEy, 8, = d}|ng,, 0o = d3|ng, ve yukaridaki gibi tammlanan {.}, ve {.}, i¢in F(E) =
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(L,N,P,0y,04,{.}12) bir 2-¢caprazlanmis modiil olur ve f : E — E’ simplisel R-cebiroid
morfizmi ise F(f) = (f,, f1, fo), F(E) den F(E’) ne bir 2-¢aprazlanmis modiil morfizmi olur.

Teorem 3. R-cebiroidlerin 2-caprazlanmis modiiliinden, Moore kompleks uzunlugu 2 olan

bir simplisel R-cebiroid elde edilebilir.

Kamt. I 2 N 2 P bir R-cebiroidlerin bir 2-caprazlanmis modiilii olsun. Oyleyse P
nin L ve N lizerine asosyatif etkileri mevcuttur. Ayrica /N nin L iizerine de asosyatif etkisi
mevcuttur. Buradan yola ¢ikarak sirasiyla Ey, F, E5 ve E3 olusturulup simplisel 6zdeslikleri

saglayacak sekilde cebiroid morfizmleri tanimlansin.
1) Ey = P olsun.

2) P nin N fizerine sag ve sol etkilerinin yardimiyla N x P olusturulabilir. £, =

N x P olsun ve morfizmlerde;

[} d(l) : El — EO ) dtl)( ’ )
° d} By — Ey d}( ,p) = 0i(n) +p (4.9)
° 88 ; EQ — E1 5 Sg(p) = (0,]?)

seklinde tanimlansin.

3) N nin L iizerine "I = {n,dy(1)}1 ve I"'" = {0y(I),n'}, seklindeki sol ve sag
etkilerinin yardimiyla L x N olusturulabilir. Ayrica (n’,p), (k,m) morfizmlerinin ve
(I,n), (m', q) morfizmlerinin hedef kaynak uyumluluk sartin1 saglamast durumunda F; in
L x N iizerine ) (k m) = (O + Pk — {n',;m}s,Pm +n'm) ve
(Ln)ma) = (190D 19— {n,m'}1,n?+ nm') sekilindeki sol ve sa§ etkilerinin
yardimiyla da E5 = (L x N) x (N x P) olusturulabilir ve d2,d?,d3 : Ey — E;
morfizmleri Fy ye ait (I,n,n,p) elemanim  swasiyla E; e  ait
(n',p), (n +n',p), (0:(l) + n,01(n’) + p) elemanlarina , sj, s; : F; — FEo morfizmleri de
E; e ait (n,p) elemanim sirasiyla Fs ye ait (0,0,n,p), (0,n,0,p) elemanlarina tastyacak

sekilde tanimlansin.

4) (L x N) nin L iizerine ¢ = (II' +™1") ve (™) = (1I' +-1"") sag ve sol R-cebiroid
etkilerinin yardimiyla D = L x (L x N) olusturulabilir. Ayrica E5 nin D iizerine

((l”ﬂ/)»(nuvp))(l{;, (k,, m)) —
(81(n’)k + 81(n’)k/ + 81(n//)k + Pl — {n’, m}2 — {n’, 82(k’)}1 — l”k/ — {82<l”), m}g,
AR 2k — {0 mYy + {0, 0a(K) }1 + {02(1"), m}2 + 'K, n'm + n"m + Pm)
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(1, (1, n)) (K" m"),(m",q)) —

() 4 1) 4 P50 19— L,y — i, Bk b — {Bo(E), '} — IR,

P 13— {n,m" Y+ {n, 92(K") 1 + {0o(I'), m'}o + VK", nm’ + nm/" + n?) bigiminde
sag ve sol etkilerinin yardimiyla da B35 = (L x (L x N)) x ((L x N) x (N x P))
olusturulabilir ve d3, &3, d3, d3 E :3— E» morfizmleri Es e ait (1,1, n, ", n’,n”, p) elemanin
sirastyla Fy ye ait (I”,n',n",p), (I' + I",;n + n',n",p), (I + U;n,n" + n" p),
(1, 02(I") + n, o (1") + n', 01 (n") + p) elemanlarina ve s2, s, s : By — E3 morfizmleride
E, ye ait (I,n,l',p) elemanim sirasiyla F3 e ait (0,0,0,0,n,n',p), (0,1,n,0,0,n p),

(1,0,n,0,0,n, p) bicimindeki elemanlara tasiyacak sekilde tanimlansin. Burada

kerd} = {(1,I',n,0,0,0,0)|/,' e L,n € N}

kerds = {({,=U",—n/,1",n,0,0)|,!" € L,n' € N}
kerds — (=1, 1,0,1", —n" 0" )|, 1" € L,n" € N}
kerd N kerd3 Nkerds = {(0,0,0,0,0,0,0)} = NEj;

dir.

Sonug olarak tiim bu tanimlamalarla Moore kompleks uzunlugu 2 olan bir simplisel

R-cebiroid elde edilmis olur.

C=(L,N,P,01,05),{ . }12) ve C' = (L', N', P, 0}, 05, {.}! ») birer 2-¢aprazlanmus

modil olsun.

L2 . NN, p

J/f 2 J{f 1 if 0
L/ d/2 N/ dll Pl
(f2, f1, fo) ise C den C' ne bir 2-¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. C ve C’ den elde edilen

simplisel R-cebiroidler

——dy—>
e —— —d;— —d;—
E = Es Ey —dy— FE) —do— E
N e e
1
do—>
/ / / 01 ’ 01 ’

e

olsun. Buna gore
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d3
d? di
2 5 dp——>
E = EQ dg El 0 EU
<~ ——— I
- S0
50
f3 52 f 1o
52 5%
2 T} S———
E = E! 05— E 0 /
2 <~ 0o}— 1 ~ EO
-~ 99
%

icin f) = (fo), f1 = (f1, fo), f5 = (fa, f1, f1, fo) olarak alinirsa her biri komiitatifligi saglar
vef= (..., f5, f1, f}) bir simplisel R-cebiroid morfizmi olur.

Boylece 2XMod kategorisinden Simp.R-Alg._, karegorisine bir funktor elde edilir.
Bu funktor G : 2XMod —  Simp.R-Alg._, seklinde gosterili. Burada
C = (L,N, P,0y,04,{.}1.2) bir 2-¢aprazlanmig modiil ise yukarudaki gibi tanimlanan £ ,
Ey, By, E3 ve d}f, s} doniigiimleri igin G(C) = E = (E,,d?, s?) bir Moore kompleks
uzunlugu 2 olan simplisel R-cebiroid olur ve C den C’ ne tamimli ( f5, f1, fo) 2-¢aprazlanmis

modiil morfizmi i¢in

G((fg, fl, fo)) =f= (, (fg, fl; f17 f()), (fh fo), fo) . G(C) — G(C/) bir simplisel

R-cebiroid morfizmi olur.

4.1.2 Denkligin insaasi

C = (L,N,P,0y,05,{.}12) bir 2-caprazlanmis modiil olsun. Yukarida elde edilen
G : 2XMod — Simp.R-Alg._, ve F : Simp.R-Alg._, — 2XMod funktorlar1 i¢in ;

da
G(C)=....(LxN)x (NxP)_3~_Z(NxP)

w\?&/

S0

dy
d04>P

FG(C) = N((Lx N)x (N x P)) % N(NxP) % p
= {(l,0,0,0):leL}ﬁ{(n,O):neN}ﬂp



26

seklindedir. Burada L deki bir [ morfizmi, N deki bir n morfizmi ve P deki bir p morfizmi

icin C 2-¢aprazlanmis modiiliiniin (/, n, p) bigiminde gosterilen bir elemani i¢in

Qo = (fg,f17f0> : C — FG(C)
(l7n7p) H@C(Z,n,p):(fé(l);fl( ) fO( ) (l 0 0 0) (n70)7p)

/BC - (92791790) : FG(C) = C
((l7 07 07 0)7 (n7 0)7p) = 5C(FG<C)> = (92(l7 07 07 0)7 gl(”u 0)7 gO(p>) = (l7 n7p)

bi¢iminde o ve S morfizmleri tanimlansin.

Yardimci Teorem 1. o : C — FG(C) morfizmi bir 2-¢aprazlanmis modiil morfizmidir.

Kanit. Mortfizmlerin hedef kaynak uyumluluk sartin1 saglamasi durumunda

1) fi(Pn)

(*n,0)
= ?(n,0)
= Pfi(n)
= W) fi(n)
fi(n?) = (n?,0)
— (n.0p
= fi(n)?
— fl(n)fo(l?)
(P1,0)
= 7(1,0)
= Pfa(l)
— fo(P)f2(l)
L) = (1*,0)
= (10
= falD)”
= fo()o®)

2)  fa(Pl)



3) {filn), fi(n') 1
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{(n,0),(n,0)},

s1(n, 0)[s1(n’,0) — s5(n’, 0)]

(0,7,0,0)[(0,7/,0,0) — (0,0,7/,0)]

(0,7,0,0)(0,n', —n’,0)

©9(0,n/) + (0,n) =9 4 (0,7)(0,7/), (0,0)(—n’, 0)
(0+0+{0,n'},,0)+

(04+0—{n,—n'}1,—nn’) + (0,nn'),(0,0)

({n,n'}1 —nn' +nn’,0,0,0)

({n,n'}1,0,0,0)

fa({n,n'})

bulunur. Dolayisiyla ac = (fa, fi1, fo) : C — FG(C) bir 2-¢aprazlanmis modiil morfizmidir.

O

Yardimci Teorem 2. B¢ : FG(C) — C morfizmi bir 2-¢aprazlanmis modiil morfizmidir.

Kanit. Mortfizmlerin hedef kaynak uyumluluk sartin1 saglamasi durumunda

1) 91("(n,0))

91((n,0)"")

2) 92(p(l>07070))

92((l7 07 07 0)p/)

3) 92{(n7 0)7 (nlv 0)}1

9 (pn’ 0)
Pn,
go(p)gl(na 0)
9 (np/7 0)
mP’

gl (TL7 0)90(pl)
g2(?1,0,0,0)

Pl

O(p)gQ(lv 07 Oa 0)
g2(17",0,0,0)

"

92(1,0,0,0))

92(s1(n, 0)[s1(n", 0) — s5(n’, 0)])

92((0,7,0 0)[(0 n',0,0) —(0,0,7, 0)])

(0,70, 0)(0, 1, ~r',0)

g2(0(0,7) + (0 n)(’”"") +(0,7)(0,7), (0,0)(—n",0))

g2({n,n'}1,0,0,0)
{91(n,0), 1 (n",0) }

elde edilir. Dolayisiyla Sc = (g¢2,01,90) : FG(C) — C bir 2-gaprazlanmis modiil

morfizmidir.

]
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Buraya kadar verilen bir C 2-¢aprazlanmis modiilii i¢in C den FG(C) ye a¢ ve ters
yonde (o 2-caprazlanmis modiil morfizmleri tanimlandi. Simdi ayni is simplisel

R-cebiroidlerin kategorisinde ele alinacaktir.
E = (E,,d},s?) Moore kompleks uzunlugu 2 olan simplisel R-cebiroid olsun,

Yukarida elde edilen F : Simp.R-Alg._, — 2XMod ve G : 2XMod — Simp.R-Alg._,

funktorlar i¢in ;

d2 dl
FE) — NE, 2% yp A2 v
7229
GFE) = - - (NEy x NEy) x (NEy x NEy) —do— (NE; x NEy) —do— N Ej
S ~—so—"
seklindedir. Burada E simplisel R-cebiroidinin (..., es, €1, €g) bigiminde gosterilen bir elemant
i¢in
PE E — GF(E)
(..., €9, €7, 60) — pE(, €9,€1, 60) = (, (62, 0, 0, 0), (61, 0), 60)
VE : GF(E) — E

("'7 (627 0) 07 0)7 (617 0)7 60) = /yE(a (627 07 07 0>’ (617 O)a 60) = (7 €2, €1, 60)
bi¢ciminde pgr ve g morfizmleri tanimlansin. Bu morfizmler birer simplisel R-cebiroid

morfizmleridir.

Teorem 4. F ve G funktorlari 2XMod ve Simp.R-Alg. ., kategorilerinin denkligini verir.

Kanit. ac : C — FG(C) ve B¢ : FG(C) — C morfizmleri igin
aCﬁC((L 07 07 0)7 (n7 0)7p) = aC(l7 nap)

= ((Z,0,0,0),(H,O),p)
660&0([771,]7) = 50(([,0,0,0),(”,0),p)

= (l,n,p)
olup a¢, B¢ izomorfizmdir.
C = (L,N,P) L FG(C)
f’=(féaf{af6)l FG(f)=((f5.11.01:10)-(f1.06):16)
C'= (LN, P) — FG(C")

Qo



29

diyagrami komiitatiftir. Boylece @ = {a¢ : C' € 2X Mod} ailesi birim funktor I5x ps.q ile

FG funktoru arasinda dogal izomorfizmdir.

E = (E,,d},s?) . GF(E)
F=(sf2,f1,f0) GF(f)=((f2INEy f1INE J1INE s JoINEy)(f1INE, folNEg): folNE))
E = (0", o) ——~ GF(EY
E

diyagrami komiitatiftir. Boylece p = {pg : £ € Simp.R — Alg..,} ailesi birim funktor

ISimp.r—Alg. - ile GF funktoru arasinda dogal izomorfizmdir. (]

Sonug olarak FG = I x 04 Ve GF = gy, r— Alg. < oldugu gosterilmis olup 2XMod

kategorisi ile Simp.R-Alg._, kategorisinin denkligi saglanur.
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5. R-CEBIROIDLERIN CAPRAZLANMIS KARESI

Homotopi 3-tiplerinin diger énemli bir cebirsel modeli, ¢aprazlanmis karelerdir ve
cat 2-gruplar ile esdegerdir. Bu yapi, homotopi 3-tipleri i¢in bir model olarak kullanilabilir.
Caprazlanmig kareler, noktalanmis uzaylarin kategorisinden c¢aprazlanmis karelerin
kategorisine temel bir c¢aprazlanmig kare fonksiyonu olusturur. Sonu¢ olarak, hem
2-¢aprazlanmis modiiller hem de caprazlanmis kareler, homotopi teorisinin 6nemli yap1
taglaridir. Homotopi tiplerini modellemek ve incelemek igin giiclii araglar sunarlar.
Guin-Walery ve Loday (1981) caligmasinda, homotopi 3-tipi baglantili uzaylar igin bir
cebirsel model olarak caprazlanmis kareleri tanimlamislardir. Bu nedenle, caprazlanmis
kareler, boyutlart 3’ten biiylik olan homotopi tiplerini modellemektedir. Daha sonra Ellis
(1988) calismasinda g¢aprazlanmis karelerin degismeli cebir versiyonunu tanimlamistir.
2-¢aprazlanmis modiiller ve kuadratik modiiller de homotopi 3-tipleri i¢in modellerdir.
Kuadratik modiiller Baues (1991) tarafindan, 2-¢aprazlanmis modiiller Conduche tarafindan
tanimlanmistir. Kuadratik modiillerin ve 2-caprazlanmis modiillerin degismeli cebir
versiyonlar1 sirastyla (Arvasi ve Ulualan, 2007) ve (Grandjean ve Vale, 1986)
caligmalarinda ele alimmustir. Ayrica Conduche (1984) c¢alismasinda, bir caprazlanmis
kareden 2-caprazlanmis modiil elde edildigini gostermistir. Caprazlanmig kareler ve
2-¢aprazlanmis modiiller arasindaki bu iliski, homotopi teorisinin daha karmasik yapilarin
anlamak i¢in 6nemli bir koprii olusturmaktadir. Caprazlanmis karelerin ve 2-caprazlanmis
modiillerin homotopi 3-tiplerini modellemedeki rolleri, cebirsel topolojinin bu alandaki
aragtirmalarinin temelini olusturmaktadir. Ellis’in degismeli cebir versiyonu, ¢aprazlanmis
karelerin homotopi teorisindeki uygulamalarin1 genisletmis ve bu yapilarin daha genis bir
alanda kullanilabilmesini saglamigtir. Conduche’nin ¢aligmalari, ¢aprazlanmis karelerin ve
2-caprazlanmig modiillerin baglantisin1 agikliga kavusturmakta ve bu yapilarin homotopi
tiplerinin daha derinlemesine incelenmesine olanak tanimaktadir. Sonug¢ olarak,
caprazlanmis kareler, 2-caprazlanmis modiiller ve simplisel yapilar, homotopi teorisindeki
karmasik yapilarin modellenmesinde ve incelenmesinde 6nemli araglardir. Bu yapilarin
degismeli cebir versiyonlari, homotopi teorisinin daha genis uygulama alanlarinda
kullanilabilmesini miimkiin kilmaktadir, bu da, bu alandaki arastirmalarin derinligini ve

kapsamini arttirmaktadir.

Bu béliimde R-cebiroidler iizerinde ¢aprazlanmis kare tanimlanmistir ve sonrasinda
R-cebiroidlerin ¢aprazlanmig karelerinin kategorisi ile Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan

simplisel R-cebiroidlerin kategorisinin arasindaki iligski incelenmistir.
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5.1 R-Cebiroidler i¢cin Caprazlanmis Kare

L, M, N ve P ayn obje kiimesi (Uy) tizerinde tanimli birer R-cebiroid ve P nin L, M, N
lizerine asosyatif etkileri mevcut olsun. Obje kiimesi tizerinde birim olan x , K’ , w ve v,

vk’ = wk olacak sekilde birer R-cebiroid morfizmi olsun. Boylece

L = M

w

N P

degismeli diyagrami olusturulabilir. Burada M R-cebiroidinin L. ve N R-cebiroidleri
lizerine w morfizmi vasitasiyla, N R-cebiroidinin de L ve M R-cebiroidleri iizerine v

morfizmi vasitasiyla etkileri mevcuttur.

hi: M xs N — Lvehy:N;xs M — L donistimleri, (m,n) € M ; x5 N,
(n,m) € N, x¢ M igin s(hiy(m,n)) = s(m),t(hi(m,n)) = t(n) ve
s(ha(n,m)) = s(n),t(ha(n,m)) = t(m) olmak iizere, morfizmlerin hedef kaynak
uyumlulugunu saglamas1 durumunda asagidaki sartlar1 saglayacak sekilde mevcutsa, bu

doniistimler ile birlikte yukaridaki diyagrama R-cebiroidlerin ¢aprazlanmig karesi denir.

CK,) k,x" morfizmleri P nin etkilerini korur, ayrica  , K/, w ,v ve vk’ ve wk birer

R-cebiroidler lizerinde ¢aprazlanmis modiildiir.



CK>)

CK;)

CK))

CKs)

CKe)

CK;)
CKy)
CK,)
CKyo)

OKH)
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hi(m +m', n) = hi(m,n) + hy(m',n),
hi(m,n +n’) = hi(m,n) + hy(m,n’),
ho(n 4+ n',m) = hyo(n,m) + ha(n’',m),
ha(n, m + m/) = hy(n,m) + ha(n,m’)
r.hi(m,n) = hi(r.m,n) = hy(m,r.n),
r.hy(n, m) = hao(r.n,m) = hao(n,r.m),r € R
Phy(m,n) = h1(Pm,n),
hi(m,n)? = hi(m,n?),

ha(n,m) = hy(Pn,m),
ho(n, m)4 = hy(n, m?)
hi(mm/ n) ="hy(m’,n) = hy(m,™n),
hi(m/,n)™" = hy(m/,n™"),
ho(nn',m) = "hy(n',m) = ha(n,"'m),
ho(n/, m)"” = ha(n/, nﬁ) (5.1)
hy(m,nn’) = hi(m,n)" = hy(m",n’),
"hy(m,n) = hi(""'m,n),
ha(n, mm’) = hy(n,m)™ = hy(n™, m'),
™ hy(n,m) = ha(™'n,m)
K(h1(m, n)) =m",
k(ha(n,m)) ="m
K (hi(m,n)) ="n,
K/ (ha(n, m)) =n"
hi(kl,n) =",
ha(n, kl) ="l
hy(m, 'l) ="M,
ho(K'l,m) ="
hi(m,n)hi(m/;n') = hy(m™,™n'),
ha(n,m)ha(n',m'") = ha(n™,™m’)



33

5.1.1 R-Cebiroidler icin Caprazlanmis Kare Morfizmi
K = (L,M,N,Pk, k' v,w) ve K = (L',M' N P k' k" 0 w) aym obje kiimesi
tizerinde iki R- cebiroid ¢aprazlanmis karesi olsun.

M x N il

%M
hi

M'x N’

YL, ©Mm, PN Ve @p obje kiimesi lizerinde birim olan R- cebiroid morfizmleri i¢in yukarida ki

diyagramlar degismeli oluyorsa ve hedef kaynak uyumluluk sartinin saglanmasi durumunda

) efl) = r@(p(1)
pr(l”) = o ()77

2) pu(Pm) = 2P0 (py(m))
ou(m?) = ou(m)?r®)

3)  en(Pn) = 7P (py(n))
on(n?) = pn(n)?r®)

sartlar1 saglaniyorsa ¢ = (¢r, pum, ¢n, pp) 4-lisine K den K’ ne bir ¢aprazlanmis kare

morfizmi denir.
Boylece objeleri R-cebiroid ¢aprazlanmis kareleri ve morfizmleri ¢aprazlanmis kare
morfizmi olan Crs?(Alg) kategorisi elde edilir.

Teorem 5. Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan bir simplisel R-cebiroidden, R-cebiroidlerin

bir ¢caprazlanmis karesi elde edilebilir.
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Kanmit. E = (E,,d?, s), Moore kompleks uzunlugu 2 olan bir simplisel R-cebiroid olsun.

n7zaj

Buna gore NEy = kerd; N kerds, NE, = kerd} dir. Burada NE, = kerd;

Nld}(n) = 0} olmak iizere

d2
NFEy 2 NE,
d2 i
NE1 - El

diyagrami olusturulsun.

{n €

e, e e € Er,m,my,m' mog,m”" . m"” € NE{, n,ny,n",noy,n’ 0" € NE, z €

NE, ver € R i¢in hedef kaynak uyumluluk sartinin saglanmasi durumunda £ in NE; ve

N E lizerine sag ve sol etkileri;

.E1><NE1 —>NE1 .NE1><E1 —)NEl

(e,m) +— “m=em (m,e) +— m =me

oF; x NE, — NE; oNE, xEy, — NE;
(e,n) —°n=en (n,e) = n =ne

seklinde F; de ki carpim olarak, £, in N Fj iizerine sag ve sol etkisi;

.E1XNE2 —>NE2 .NEQXEl —>NE2
(e,2) ¢z =si(e)z (z,€) 2 = zsk(€)

seklinde, N F; in N E lizerine sag ve sol etkisi;

.NE1XNE1 %NEl .NE1XNE1 —>NE1
(m,n') +— ™n =mn (n,m') +n™ =nm

ve NE; in N E} iizerine sag ve sol etkisi de;

.NE1XNE1 —>NE1 .NE1XNE1 —>NE1
(n,m') +— "m' =nm' (m,n') = m"” =mn
seklinde yine E; de ki ¢arpim olarak tanimlansin. Ayrica
hli NElthNEl —>NE2

(m,n’) = ha(m,n') = si(m)[s1(n’) — sp(n')]

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)



hgi NE1 t XSNEl

(n, m’)

olacak sekilde hy,hs; donilisiimleri tanimlansin. Simdi tim bu tanimlamalar g6zoniine

alindiginda yukaridaki diyagramin hi, ho doniisiimleri ile birlikte bir ¢aprazlanmis kare

oldugu gosterilecektir.

CK,) Burada i :
modiil oldugu agiktir.

CKjy) hi(m+mq,n) s
= (s1
= 3(

= hi(m,n

hi(m,n' +ny) = si(m)]

= si(m)]s

= si(m)]

NE, - Eyver:

1(m+m)[s1(n) —

— NE2
= ha(n,m’) =

[s1(n) = sp(n)]s1(m)

NFE, — FE; morfizmlerinin birer ¢caprazlanmig

so(n)]

(m) + s1(ma)) [s1(n) — s5(n’)]
)[s1(n') — s5(n')] + s1(ma)[s1(n) — s5(n’)]
") + ha(ma,n')

ho(n + ny,m’) [s1(n+mny) — si(n + ny)]st(m)
[s1(n) — s5(n) + s1(n1) — sg(ny)]si(m)
[s1(n) — sg(n)]s1(m’) + [s1(n1) — s5(na)]si(m)
= ha(n,m') + hi(ny,m’)
hao(n,m’ +ma) = [s1(n) — sg(n)]s1(m’ + my)
= [s1(n) = sp(n)]si(m’) + [s1(n) — sg(n)]s1(m2)

bulunur.
CK3) r.hi(m,n')

r.ho(n, m’)

r.s1(m)[si(n') — sg(n')]

(m))[s1(n") = s(n')]
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elde edilir.

(o )m’

1
1

ENE3

ENE3
0
[n — spd

= [d3s1(n) — d3sp(n)]d5s: (

— N N i

~—_ — — P
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CKs) dihi(m,n') = di(si(m)[si(n') — s5(n')]
= d3si(m)[d3s1(n) — d3s(

— o — Ydi ()]

)
)]

dha(n,m') = d3[si(n) — s(n)]si(m)]

= [d3s1(n) — d3sg(n)]d3st(m)
= [n—spda (o )Im’

eNEy
= nm

/
= nm

CKy) Mm(d3(z),n") = sid3(2)[s1(n") — s5(n")])
= 51d3(2)[s1(n") = s5(n")] = 2s1(n") + 251 (n") + 28150d1 (n")
= dj [s1(2)(s3s1(n") — s3s4(n")) — s5(2)s3s1(n") + s3(2)s7sp(n")]) +2s1(n")
ha(n,d3(2)) = [s1(n) = sp(n)]s1d3(2)
[s1(n) = sg(n)]s1d5(2) + s1(n)z = si(n)z + syspdi(n)2
= dj[[s351(n) — s3sp(n)]s7(2) — s3s1(n)s3(2) + sisp(n)s;(2))] + si(n)z
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(2)]] + si(m)2

2
2

(2) —s

2
0

(2) =5
ENE3

2
1

(m)[s

1
1

S

2

2

si(m)[s1d3(2) — spd3(2) — 2 + 2]
= dys3si(m)[disi(2) — disg(2) — dis3(2)] + s1(m)z

.

= si(m)[sid3(2) — spd3(2)])
d3s
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Burada

s3(—st(n)sg(m/)si(n")si(m™) + si(n)si(m’)si(n”)si(m™)) dir. Boylece tim

caprazlanmis kare sartlarinin saglandigi gosterilmis olur.

E = (E,,d},s}) veE' = (E,, 4}, o) Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan simplisel

ny Yy Vi

R-cebiroidler olsun.

d3
d? di
2 o dr——
E = E, d E 0 E,
%sl 0
- S0
50
f2 82 f1 fo
g o
2 ot ———
E = Ey, % T E " T E]
<0 ——— 5
-~ o}

f = (., f2f1,fo) ise E = (E,,d},s}) den E' = (E},07,07) ne bir simplisel
R-cebiroid morfizmi olsun. E ve E’' den elde edilen ¢aprazlanmis Kkareler
(L,M,N,P k,k',u,w) ve (LM N P .k k' v &) olsun. Buna  gore
?PL = folr.Pm = filu, PN = filn ve Pp = fi olarak alinirsa @ = (P, Par, P, Pr)ailesi
caprazlanmis kare morfizmi olur. Bdylece Simp.R-Alg.., kategorisinden Crs?(Alg)
kategorisine bir funktor elde edilir. Bu funktor F; : Simp.R-Alg._, — Crs?(Alg) bigiminde

gosterilir. Burada E = (En,dg‘,s}l) Moore kompleks uzunlugu 2 olan bir simplisel
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R-cebiroid ise L = NE,, M = NE,, N = NE, = kerd}, P = E; ve yukardaki gibi
tanimlanan h,, hy doniigiimleri i¢in F1(E) = (L, M, N, P, k, k', v, w) bir ¢aprazlanmis kare
olur ve f : E — E’ simplisel R-cebiroid morfizmi ise

Fi(f) = (pL, @a1, o, @p) : F1(E) — F1(E’) bir ¢aprazlanmis kare morfizmi olur.

Teorem 6. R-cebiroidlerin ¢aprazlanmis karesinden, Moore kompleks uzunlugu 2 olan bir

simplisel R-cebiroid elde edilebilir.

Kamit. K= (L, M, N, P,k, k',v,w) R-cebiroidlerin bir ¢aprazlanmis karesi yani

L “ M

w

N P

olsun. Oyleyse P nin L, M, N iizerine asosyatif etkileri mevcuttur. Ayrica M nin N ve L
tizerine, N nin de M ve L lizerine asosyatif etkileri mevcuttur. Buradan yola ¢ikarak
sirasiyla Ey, E1, Fy ve E3 olusturulup simplisel 6zdeslikleri saglayacak sekilde R-cebiroid
morfizmleri tanimlansin. Ayrica hedef kaynak uyumluluk sart1 saglansin.

1) Ey = P olsun.

2) N nin M iizerine "m = “™m ve m” = m"") bicimindeki etkilerinin
yardimiyla M x N olusturulabilir. Ayrica P nin M x N ftzerine ?(m,n) = (Pm,Pn) ve
(m,n)” = (m?,n?) seklindeki etkilerinin yardimiyla da B, = (M x N) x P
olusturulabilir ve morfizmler de ;

e dj:FEy,— Ey , di(m,n,p)=p
o di:E = Ey , di(m,n,p)=w(m)+v(n)+p (5.9)
e s5:Ey— E , s)(p)=1(0,0,p)

seklinde tanimlansin.

3) M x N nin L iizerine "™ = hy(—n, k(1)) = =" ve I"™'") = hy(k(1),n') = 1"
bigimindeki etkilerinin yardimiyla H = L x (M x N) olusturulabilir. Ayrica F; in H iizerine

(WD (L, (!, n')) = T4 PL— Ty (=m, ), P, 1) + (m,n) (!, n)

/

(L, ()"0 = ol Foulal) ' oy, o'+ (o ), ")

etkilerinin yardimiyla da E» = (L x (M x N)) x ((M x N) x P) olusturulabilir

ve morfizmler de
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o d2:FEy,— E; , di(l,m,n,m' ,n',p)=(m' n p)
o &2:Ey— E; , &(,m,n,m' n,p)=m+m' ,n+np)
o d5:Fy— E; , di(l,m,n,m' ,n',p)=(—r(l) +m,r () +n,w(m) +v(n)+p)
o sl:Ey— Ey , si(m/,n',p)=1(0,0,0,m',n p)
1

o s1:FE — FEy | sy(m/,n,p)=(0,m"n00,0p)

(5.10)

seklinde tanimlansin.

4)H = L x (M x N) nin L iizerine tmm )/ = (11" ="'y ve ') — (117 4 ™)
bicimindeki etkilerinin yardimiyla J = L (L X (M x N )) olusturulabilir. Ayrica £ nin

J lizerine

(I,m,n,m’,n,p) (l/ l” m" n ) _
(w(m +v(n) I+ m’)+v(n' l" )Jru(n’)l/ Y - hl(—m,n”) _ h2(_n’ Ii(l”)) — U —
m(—m(l)m"),
w(m’)+v(n’)l// L hl(—m’,n”) + hz(—n, /i(l”)) + hl(—/i(l),n”) + ”//,mm// + mn” +

" ’
nm// + m/m// + m/n 4+ n m// + an//7 nn//’ n/n//’ pn//>

(I, 1", m" n/")kwvwivha) —

(o) pretwtele) et g w) — ho(—n”, k(K)) —
by (—(l", ) — 'k,

et o) g e hz( n” w') + hg(— " K(k)) + hi(—K'(1"),w) + "k, m"w + m"" +
"w o+ m'w + m" + Y+ w0y + 0"’ + n’?) etkilerinin yardimiyla da
Es; = (Lx (Lx(MxN)))x(Lx(MxN))x ((MxN)x P) olusturulabilir ve
d3,d3,d3,d3 : E3 — E, morfizmleri F e ait (I,I',m,n, ", m',n’,;m”",n",p) elemanim
sirastyla  Ey ye ait (I”,m/,n’,m” n" p), (I' + "m + m',n + n',;m" n" p),
&+ U',mmnm + m'" n + 0" p),l,—cl") + m,k(l') + n,—c(") + m/,ck(l") +
n',w(m”) + v(n”) + p) elemanlarma ve s2,s?,s3 : E; — E3 morfizmleride E, ye ait
(l,m,n,m',n';p) elemanm swrasiyla FE3 e ait (0,0,0,0,],m,n,m' n p),
(0,1,m,n,0,0,0,m" . n',p), ([,0,m,n,0,0,0,m' n' p) elemanlarma tasiyacak sekilde

tanimlansin. Burada

kerd} = {(l,l’,mn000000)|l I'e L}

kerds = {(,— l” m,n,0,0,0)\l,l”EL,m’EM,n’GN}
kerd? = (- z' 0,0, l” "m0V, € Lm" € M,n" € N}
kerd} N kerd3 Nkerds = {(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)} = NF;

elde edilir.
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Sonug olarak tim bu tanimlamalarla Moore kompleks uzunlugu 2 olan bir simplisel
R-cebiroid elde edilmis olur.

K = (L,M,N, Pk, v,w) ve K = (L', M',N', P', k', k", v/, iki R- cebiroid
caprazlanmis karesi olsun. ¢ = (¢, oar, o, pp) 4-lisi ise K dan K’ ne bir ¢aprazlanmis
kare morfizmi olsun. K ve K’ den elde edilen simplisel R-cebiroidler

—do—>
—d1—> —d1—>

E2 —do—> ] —do— E

“\/ RS =

62%
51% 751%

E = . Ej E’ — 5 E| — 50— E},
R

—

olsun. Buna gore

d3
-
di di
2 o dl— >
E = B, d E B Ey
<~—s—— <—0
B ———— S0
50
B R £ £
_—
i h
o / 52— > 1 p—
E T oees E2 0-?[ El EO
) 1 0_8
7

icin f = (¢p), fi = (Orr, o8, 0p)s fo = (L, o0, N, Pur, ©N, @ p) olarak alinirsa her biri
komiitatifligi saglar ve f = (..., f3, f1, fi) bir simplisel R-cebiroid morfizmi olur.

Boylece Crs?(Alg) kategorisinden Simp.R-Alg._, karegorisine bir funktor elde
edilir. Bu funktor G, :Crs*(Alg)— Simp.R-Alg._, seklinde gosterilir.

Burada K = (L,M,N, P, k,r’,v,w) bir ¢aprazlanmig kare ise yukaridaki gibi
doniigimleri i¢in Gi(K) = E = (E,,d},s”) Moore

na7,>j

tammlanan Eo,FE1,Ey,E3 ve df, s}
kompleks uzunlugu 2 olan bir simplisel R-cebiroid olur ve K den K’ ne tamimh

v = (o1, oM, ©N, ©p) caprazlanmig kare morfizmi i¢in

Gl(SD) =1 = (7 (SOLv YPM, PN, PM; PN, @P)a (SOMv PN SOP)7 SOP) : Gl(K) —
G1(K') bir simplisel R-cebiroid morfizmi olur.
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6. 2-CAPRAZLANMIS MODULLER VE
CAPRAZLANMIS KARELER ARASINDA KIi ILISKI

Homotopi 3-tiplerinin diger 6nemli bir cebirsel modeli, ¢aprazlanmis karelerdir ve
cat 2-gruplar ile esdegerdir. Bu yap1, homotopi 3-tipleri i¢in bir model olarak kullanilabilir.
Caprazlanmis kareler, noktalanmis wuzaylarin kategorisinden ¢aprazlanmis karelerin
kategorisine temel bir g¢aprazlanmis kare fonksiyonu olusturur. Sonug¢ olarak, hem
2-¢aprazlanmis modiiller hem de caprazlanmis kareler, homotopi teorisinin onemli yap1
taglaridir. Homotopi tiplerini modellemek ve incelemek i¢in giiclii araglar sunarlar.
Guin-Walery ve Loday (1981) ¢alismasinda, homotopi 3-tipi baglantili uzaylar icin bir
cebirsel model olarak caprazlanmis kareleri tanimlamislardir. Bu nedenle, caprazlanmis
kareler, boyutlar1 3’ten biiyiik olan homotopi tiplerini modellemektedir. Daha sonra Ellis
(1988) caligmasinda g¢aprazlanmis karelerin degismeli cebir versiyonunu tanimlamistir.
2-caprazlanmig modiiller ve kuadratik modiiller de homotopi 3-tipleri i¢in modellerdir.
Kuadratik modiiller Baues (1991) tarafindan, 2-¢caprazlanmis modiiller Conduche tarafindan
tanimlanmistir. Kuadratik modiillerin ve 2-¢aprazlanmis modiillerin degismeli cebir
versiyonlar1 sirasiyla (Arvasi ve Ulualan, 2007) ve (Grandjean ve Vale, 1986)
caligmalarinda ele alimmustir. Ayrica Conduche (1984) c¢alismasinda, bir caprazlanmis
kareden 2-¢aprazlanmis modiil elde edildigini gostermistir. Caprazlanmis kareler kategorisi
ile simplisel gruplar, 2-¢aprazlanmis modiiller gibi ilgili kategoriler arasindaki iliskiler
(Arcasi, 1997; Arvasi ve Porter, 1997; Arvasi ve Ulualan, 2007) ¢alismalarinda verilmistir.

Bu boliimde, dnceki boliimlerde tanimlanan R-cebiroidlerin ¢aprazlanmis karelerinin

kategorisi ile 2-caprazlanmig modiillerin kategorisinin arasindaki iligski incelenmistir.

Teorem 7. R-cebiroidlerin ¢aprazlanmis karesinden, R-cebiroidler iizerinde bir

2-¢aprazlanmis modiil elde edilebilir.

Kanait.

w

P

caprazlanmis karesi i¢in L, M, N, P birer R-cebiroid x, k’, w, v ve vk’ wk birer caprazlanmis

modulddr.
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Ayricahy - M y xg N — Lve hy : N y Xg M — L doniisiimleri mevcuttur. Hedef

kaynak uyumluluk sartinin saglanmasi durumunda

N nin M ve M nin N iizerine sag ve sol etkileri; "m = vMm, m" = m?") yve ™n/ =
wm)p/ pm' = p@() seklinde tanimlansm. Bu etkiler yardimiyla M x N olusturulabilir.
Ayrica P nin M x N iizerine ?(m,n) = (Pm,Pn) ve (m,n)? = (m4,n?) seklinde sag ve sol

etkileri tanimlansin. Buna ilave olarak

{h: MxN)x(MxN) —L ©.1)
((m,n), (m',n')) = {(m,n), (m’,n")}1 = ho(=n,m’) '
{}2: M xN)x(MxN) — L

(6.2)
((m7n>’ (m/7n/)) = {(m’n)’ (ml7n/)}2 = hl(_m’n/)

Peiffer lifting dontistimleri tanimlansin. 0, = (w+v) ve 0y = (—k, k) olacak sekilde alinsin.

Biitiin bu tanimlamalar gzoniine alindiginda (L, M x N, P, 0y, 04, {.}1.2) bir 2-¢aprazlanmis

modiildiir.
CMl) 82{(7”7”)7 (mlvnl)}l 5 82(h2(_n7m/))
= (—krha(—n,m’), &' ha(—n,m’))
et (__nm/7 _nm’)
— (nm/7 _nm’)
(m,n)(m’,n') — (m, )"0 = ("m/ +m" + mm’, nn’) — (m,n)< )
= (! 4+ m) £ mm/ nn’)

() ) pen) ()

= (O ) ! — ) )
nn' — nem) — pr))

= (" + ) ! — mm! — mP),
nn' —n<) —np')

S —T)

— ("m’, _nm’)



olup 0o {(m,n), (m',n")}1 = (m,n)(m/,n’) — (m,n)? ") elde edilir. Benzer sekilde

Oo{(m,m), (m',n')}o = Oy(hy(—m,n)))
= (khi(—=m,n’),K'hi(—m,n'))
— (mn” —mnl)

(m7 n) (mlv n,) — oumm) (ml7 n/) = (U(n)m, + mv(n’) + mm', Tm')

_(mm/ + U(n)m/’ w(m)m/’ w(m)nl + nn/)
— (mv(n’)’ _w(m)n/)

— (mn” —mn/)

olup & {(m,n), (m',n’)}y = (m,n)(m',n') — 21" (m! 1) elde edilir.

CM2) {0:(1).0:( 1 = {(=r(D),s' (1)), (=r(l'),&"(I')) 11
= ha(=r'(1), =&(I"))
— Ra)(_p)

= U

{020,021} = {(=r(l),£'(1)), (=r(l'), £'()) }2
= ha(s(l), £'(I"))

_ ln’(l’)

= U

49
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bulunur.

CM3) {(m,n), (m',n)(m",n") = {(m,n),("m" +m™" +m'm”,n'n")

2
= {("m' +m" —|—mm,nn) m”.n")}
+h2(—n, m/)w(m”)Jrv(n”)
81(77’1”,71”)

= Almn)(m’,n), (m", n") b+ {(m, n), (', ) 1y

{(m,n),(m/,n")(m",n")}y = {(m,n),(™m" +m™ +m'm" n'n")},
= hy(—m,n'n")
= hy(—m"™,n")
= h(—=m™,n") + hi(—mm/ n”) hy(—mm/, n')
+hi (7" n") — hy (7m0
= hy(—m" n”)+h( mm/ n”) "hi(—m/,n")

+hy(T"m/,n") — "hy(—m/ ,n”)
= hl(—”m’ —m™ —mm/,n") — by (—m’,n")
—”(")hl(—m’,n”)
= {(™m' +m™ +mm/,nn’), (m",n")},
_w(m)+v(n h1< m/, n//)

= {(m,n), (m', ') (m" ") }o = 2O (!, 0), (m", ") }y

olur.

CM4) {05(1),(m/,n') 11

{(=r(D), (1)), (m',n') 1
ho(—£/(1),m)

’

lm

l(m’,n’) . lal(m’,n’) _ ln’ . lw(m/) . lv(n/)

olup {d(1), (m/, ')}, = 107) — [9(7':n) elde edilir. Ayrica

{02(1), (m',n)}a = {(=r(1), w'(1)), (m', 1) }2
ha(k(1),n')

"

— m'n")
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bulunur.

o~

CM5) {(m,n),0:(I')}1 = {(m,n), (—~(
ho(—n, —k(1')
= (-0)

’Vll/

) K1) 1

~—

(m,n)l/

bulunur. Ayrica

{(m,n),0:(1")}2 = {(m,n), (=c(l'),x' (') }2
= hi(—=m, k("))

7ml/

(m,n)l/ . 81(m,n)l/ — np_ w(m)ll il 'U('Il)l/

—a nl/ ml/ nl/

_my

olup {(m,n),05(I')}o = (Mm] — Almn)]’ esitligi elde edilir.

CM6) P{(m,n),(m',n )}y = P(hy(—n,m’))
ha(P(—n), m’)

ho(—Pn, m’)

{p(mvn)v<m/7n/)}1 = {(pm7pn>’(m/7n/)}1

= hy(—Pn,m’)

olup ?{(m,n), (m',n')}; = {P(m,n), (m',n')}; esitligi elde edilir.

{(m’n)’ (ml7n/)}({ = hQ(_nvml>q

= hy(—n,m'?)

{(m’n>’(ml7n/)q}1 = {(m’n)’<m/q’n/q)}1

= hy(—n,m'?)

olup {(m,n), (m',n")}{ = {(m,n), (m’,n")9} esitligi elde edilir. Peiffer lifting-2 dontisimi
icinde benzer esitlikler saglanir. Bdylece tiim 2- ¢aprazlanmis modiil sartlarinin saglandig:

gosterilmis olur. ]

K= (L,M,N,P kK uo,w)ve K = (L', M',N', P'" k', k" V' ") iki R- cebiroid

caprazlanmis karesi olsun. ¢ = (1, v, @n, pp) ailesi ise K dan K’ ne bir ¢aprazlanmig
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kare morfizmi olsun. K ve K’ den elde edilen 2- c¢aprazlanmis modiiller
(L,M x N, P, 01,0y, {.}12) ve (L', M x N', P',01,05,{.}} 5) olsun. Buna gére fo = ©p,

71 = (o, on), 72 = @, olarak alinirsa

1) fi(?(m,n)) = (ou, on)(Pm,Pn)

= (eu("m), on(*n))

— (“"P(p)goM( ),‘PP(Z’)@N(n))
wP(p)(gpM7(pN)(m’n)
?o(p)fl (m,n)
f1((m,n)7) = (par, on)(m,n?)
(par(m?), on(n?)
(QDM(m)“”P(p),goN(n)‘f’P(p))

= (QOM’SONZ(m,n)sDP(p)

_ 71(m»n)fO(Q)

2) f,(") = (")
r ‘F’P(p)ch(l)
= LT (1)

?z(lq) = o1l

_ g0L<l)<,0P(q)

_ 72(l>fo(Q)

3) fol(m,n),(m',n)} = @rha(—n,m')

= hy(en X oa)(—n,m’)

= hy(en(=n), ou(m’))

= {(enm(m), on(n)), (er(m’), on(n')) 11

= {71(7”’”)’?1(7”/7”,)}1

FoA(m,n), (m' n)}2 = orhi(=m,n)

(6.3)

= h(soMNsON)( m,n')
= Mlpm(=m), on(n'))
= {lem(m), on(n)), (eu(m’), on(n'))}2
= {film,n), fy(m', )}

olup (72,71, 70) K ve K’ den elde edilen 2- ¢aprazlanmis modiiller arasinda bir morfizm
olur. Bdylece Crs?(Alg) kategorisinden 2XMod kategorisine bir funktor elde edilir. Bu
funktor F, : Crs?(Alg) — 2XMod biciminde gosterilir. Burada
K = (L, M, N, P, k, k', v,w) bir ¢aprazlanmig kare ise yukaridaki gibi tanimlanan 0,0, ve
{-}1, {.}2 Peiffer lifting doniisiimleri i¢in Fo(K) = (L,M x N, P, 01,0, {.}12) bir
2-¢aprazlanmig modiil olur ve ¢ = (vr,¢m, YN, @p) ¢aprazlanmis kare morfizmi igin
Fao(0) = (fy, f1, o) : Fa(K) — Fy(K') bir 2-caprazlanmis modiil morfizmi olur.
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Teorem 8. R-cebiroidlerin 2-caprazlanmis modiiliinden, R-cebiroidlerin ¢aprazlanmuis

karesi elde edilebilir.

Kanit.
95 o
L—=N=P

R-cebiroidlerin 2-caprazlanmis modiilii olsun. Oyleyse P nin N ve L iizerine asosyatif

etkileri mevcuttur. Ayrica N nin L iizerine de asosyatif etkileri mevcuttur.

P nin N {izerine sag ve sol etkilerinin yardimiyla N x P olusturulabilir.

:NxP—P |, ¢(nop=p

(6.4)
G:NxP—P | di(n,p)=0i(n)+p

seklinde morfizmler tanimlansin. Hedef kaynak uyumluluk sartinin saglanmasi durumunda

e NxL — L o/ . xN — L

, 6.5
) o= (oM @) o =0
etkilerinin yardimiyla L x N olusturulabilir. Ayrica
e(NXP)x(LxN) — (LxN)
(n',p), (k,m)) — 'P(km)= (al("/)k + Pk — {n/,m}s,Pm + n'm)
(6.6)

e (LxN)x(NxP) — (LxN)
((Ln),(m',q)) — (1,n)9D) = (120 419 — {n,m}y, n? + nm')
etkilerinin yardimiyla da (L x N) x (N x P) olusturulabilir.
wo: (LXN)X(NxP)—=NxP | wyl,n,n,p)=(n,p)
w1 (LXN)X(NxP)=NxP | w(l,nn',p)=mn+np)

wy: (LXN)X(NxP)—=NxP | w(l,nn',p)= (1) +n,on)+p)
6.7)

seklinde morfizmler tanimlansin.

P =N xP,N = kerc = {(n,—01(n))|n € N}, M = kersy = {(n,0)|n € N},
L = kerwy Nkerw; = {(1,0,0,0)|l € L} olmak iizere

=~
3
S

.

=l
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diyagrami olusturulsun. Ayrica

hi: M, x,N — L 68)
((n7 0)’ (n/7 _al(n/))) = hl((”? 0)’ (TL/, _al(n/))) = <{nv n/}la 07 07 0) .
hy: N xsM — L 69)

((TL, —81(71)), (n/7 0)) = h2((n’ _al(n)>7 (nlv 0)) = ({n’ n/}27 0,0, 0)
olacak sekilde hq,hs; donilisiimleri tanimlansin. Simdi tim bu tanimlamalar g6zoniine

alindiginda yukaridaki diyagramin hi, ho doniisiimleri ile birlikte bir ¢aprazlanmis kare

oldugu gosterilecektir.

CK,) Burada i : M —P,i:N— P ,wy:L— M, w,: L — N morfizmlerinin

birer ¢aprazlanmis modiil oldugu aciktir.

CK3) hi((n,0)+ (n/,0),(n"”, —01(n"))) = hi((n+n',0),(n", =01 (n")))
({n+n",n"}1,0,0,0)
({n,n"} + {n';n"}1,0,0,0)
= ({n,n"}1,0,0,0) + ({n',n"}1,0,0,0)
= hi((n,0),(n",=0(n")))
+h((n',0), (n", =9(n")))

ha((n, =0u(n)) + (0, =01(n)), (n",0)) = hi((n+n',=0i(n) — di(n')), (n",0))
= ({n+n,n"}5,0,0,0)
= ({n,n"}s+{n',n"}5,0,0,0)
= <{nv n”}27 0,0, 0) + <{n/7 n/,}% 0,0, 0)
= ha((n,—0(n)), (n",0))
+ha((n', =0(n')), (n",0))

CK3) r.hi((n,0),(n/,—01(n'))) = r.({n,n'}1,0,0,0)
(r{n,n'}1,0,0,0)
= ({rn,n'}1,0,0,0)

= hy((rn,0),(n',—01(n')))

r.hi((n,0), (0, =01 (n))) = r.({n,n'}1,0,0,0)
= (r{n,n}1,0,0,0)
= ({n,rn'}1,0,0,0)
= hi((n,0),(r.n',—01(r.n")))
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olur. Benzer esitlikler ho doniisiimii i¢in de saglanir.

CKy) "Phi((n,0), (', =01(n")) = "P({n,n'}1,0,0,0))
("™{n,n'}1 +7{n,n'}1,0,0,0)
({"n,n'}1 + {Pn,n'}1,0,0,0)
= ({mn,n'}1 +{Pn,n'}1,0,0,0)
({mn +?n,n'};,0,0,0)

I (") (n,0), (0, =01 (n))) = ha((m,p)(n,0), (0, —di(n)))
hi((Pn 4 mn,0), (n', =01 (n')))
= ({mn+?n,n'}1,0,0,0)

olup (P hy((n,0), (n',—01(n))) = h(™P)(n,0),(n',—0:(n'))) elde edilir. Benzer
sekilde hy((n,0), (n/, =0, (n))™D = hi((n,0),(n/, =01 (n'))™ D) oldugu gosterilir.

Benzer esitlikler iy doniisiimii i¢in de saglanir.

CKs) ha((n,0)(r,0), (n",—01(n")) = ha("V(n’,0), (n", —01(n")))
O hy ((',0), (", =01(n")))

dir. Ayrica

hi((n,0)(n',0), (n", =0i(n"))) = hi((nn',0), (n", —=01(n")))
= ({nn/;n"}1,0,0,0)
= ({n,n'n"} — {n,n’}2*" 0,0,0)
= ({n,n'n"}1,0,0,0) — ({n,n}"" 0,0,0)
= Tu((n,0), (n'n", 81( 'n")))
~hi((n, )(’31 ), =0 ("))
= hi((n,0),(n'n —6‘1( 'n")))
—h1((n,0), (W), —8,(n'n")))
(
(
(

. (( n, )’ n'n' — /81 ),O))
= hi((n,0), (n'n" + n/~2@") 0))
= hy((n,0), (2, 0)(n”, —0y(n")))
= i((n,0), ™0 (n", =01 (n")))

elde edilir. Benzer esitlikler h, doiinlisiimii i¢in de saglanir.

CKy) ha((n,0), (0, ~0u()) (0", ~0u(n")) = (2, 0), (', ~; ()" =)
= Iu((n,0), (W, =0y (') "0



olur. Benzer esitlikler ho doniisiimii i¢in de saglanir.

CK7) wa(hi((n,0), (0, —01(n'))))

@z (h2((n, —01(n)), (n',0)))

elde edilir.

CKs) wa(ha((n,0), (0, =01 (n"))))

@ (ha((n, =01(n)), (n,0)))

= wy({n,n'}1,0,0,0)

82{”7 n/}h 0)
nn' —n%®)

(

( )
(nn' +n~%) Q)
(

(

= wy({n,n'}s,0,0,0)

(02{n,n'}2,0)
(nn 81(”)n ,0)
(nn/ n,O)
(n, 31( ))(n’,0)
(n.=01(m) (1 )

= wy({n,n'}1,0,0,0)

(Oofn, ”}17 )
(nn — ,0)
(nn/ +n‘al ),0)
(n,0)(r', =01 (n'))
O (n!, —0n(n))

wa({n,n'}2,0,0,0)
(02{n,n'}2,0)
(nn dl(”)n ,0)
(nn/ "n’,0)
(n, al<n>><n',o>
(n, =01 (n)) """
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CKy) hi(w2(1,0,0,0), (n', —01(n))) =

hg((n, —81(71)),@2([,0,0,0)) ==

CKlo) hl((n,ﬂ),wQ(Z,O,O,O)) ==

ha(w2(1,0,0,0), (n',0)) =

CKII) hl((”v 0)7 (n/’ —31(n’)))h1

h]. ((fn/7 0)(”‘,1_81 (n/))’ (mvo) (m/’ _a]. (m

olup

hl((nv 0)? (nlv —5’1(n’)))h1((m, 0)7 (

mlv _al<

m')))

((m’ 0)7 (m/’ —81(

hi((n,0)(n', —

h1(<n
hl((n

(-t

=ha((n, 0)" =), b

57

hl((a2<l)7 0)7 (nla _81 (n/)))
({02(1),n'}1,0,0,0)

(1" — 191" 0,0,0)
(1,0,0,0) ()

hQ((n’ —81(71)), (82(0’ 0))
({n,0:(1)}2,0,0,0)

("1 — 2,0, 0,0)
(n=01(m) (1, 0, 0, 0)

hi((n,0),(9(1),0))
({n,02(1)}1,0,0,0)
("1,0,0,0)
(n9)(1,0,0,0)

ha((92(1),0), (n',0))
({02(1),n'}2,0,0,0)
(1"',0,0,0)
(1,0,0,0)0

m'))) =
= ({n,n'}1{m,m'}1,0,0,0)
({n—éh (n’)+n/’ m—9 (m/)+m’}1)

( )7(m70)(ml _61< ,)))
+nn 0), (m=20") - mm’ 0))
J+n™,0), (mm )+, 0))
—al(m)+m’}1)

O1(n’)
o1 (n')

Om’, =01 (m)))

elde edilir. Benzer esitlikler A5 donlistimii i¢in de saglanir.

Boylece tlim ¢aprazlanmis kare sartlarinin saglandigi gosterilmis olur. ]

({n,n'}1,0,0,0)({m,m'}1,0,0,0)
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C = (L,N,P,01,0,),{ }12ve C' = (L', N', P', 01,0, {.}} ,) birer 2-¢aprazlanmis
modiil olsun. (f5, f1, fo) ise C den C’ ne bir 2-¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun. C ve C’
den elde edilen c¢aprazlanmis Kkareler K = (L,M,N,P,wy,wy,i,i) Ve
K = (L', M',N', P, @, @), i,i) olsun. Buna gore o = fo, Par = f1, fo. PN = f1, fo Ve
©p = fi1, fo olarak alimirsa o = (@, Par, P, pp) dortliisii caprazlanmig kare morfizmi

olur.

Boylece 2XMod kategorisinden Crs?(Alg) kategorisine bir funktor elde edilir. Bu
funktor G, : 2XMod — Crs?(Alg) bigiminde gosterilir.

Burada C = (L, N, P, 0y, 0s),{.}12) bir 2-¢aprazlanmig modiil ise yukaridaki gibi
tanimlanan P =, N, M, L ve hy, hy déniisiimleri i¢in Go(C) = (L, M, N, P, @y, s, ,1)
bir ¢aprazlanmis kare olur ve Ga( fa, f1, fo) = © = (¥L, a1, P, Pp) bir caprazlanmig kare

morfizmi olur.
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7. SONUC VE ONERILER

Birden daha ¢ok objesi olan bir kategoride caligmanin, tek objesi olan bir kategoride
caligmaya gore daha avantajli oldugu inkar edilemez bir gergektir. Bunun c¢esitli sebepleri
bulunmaktadir. Ornegin, ¢ok objeli durumunda elde edilen sonuglar genellikle tek objeli
durumuna aktarilabilirken, bunun tersi her zaman miimkiin degildir. Bir diger sebep ise ¢ok
objeli versiyonlarinin genellikle daha kategoriksel olarak tercih edilen ozelliklere sahip
olmasidir. Ornegin, R-cebiroidlerin kategorisi monoidal olarak kapalidir, bu ise (Mosa,
1986) da kanmitlanmustir, oysa ki birlesmeli R- cebirlerin kategorisi bu ozellige sahip
degildir. Bu nedenle, gruplar iizerindeki bir¢ok kategoriksel yapi, gruplara degil de
grupoidlere genellestirilmistir. Ancak, birlesmeli cebirlerin cebiroidlere genellestirilmesi
konusundaki calismalar halen yetersiz kalmaktadir. Ozellikle, R-cebiroidlerin (&n)
caprazlanmis modiillerinin bir¢ok kategoriksel oOzellikleri heniiz detayli bir sekilde
incelenmemistir. Ayrica R-cebiroidler lizerinde 2-caprazlanmis modiil, caprazlanmis kare
gibi yapilarin ¢alisilmadig: tespit edilmistir. Bu baglamda, cebirlerin 2-¢aprazlanmis
modiillerinin ve caprazlanmis karelerinin R-cebiroidlerin 2-¢aprazlanmis modiillerine ve
caprazlanmis karelerine genellestirilmesi ve burada elde edilen denklikler biiyiik 6nem
tasimaktadir. Cok objeli kategoriksel yapilar, ¢esitli matematiksel ve teorik fiziksel
uygulamalarda 6nemli avantajlar sunar. Ozellikle, monoidal kapali kategoriler gibi daha
karmagik ve yapilandirilmis kategoriler, teori gelistirme ve soyutlamada kritik rol oynar. Bu
yapilar, matematiksel yapilar arasindaki iligkileri daha iyi anlamamiza ve bu iligkileri daha
genellestirilmis ve kapsayici bir cergevede ifade etmemize olanak tanir. 2-¢aprazlanmis
modiil dnemli bir cebirsel yap1 olup gruplar basta olmak iizere cebir, Lie cebiri, gruboid gibi
bir ¢ok yapi tizerinde c¢alisilmigtir Homotopi 3-tiplerinin diger énemli bir cebirsel modeli,
caprazlanmis karelerdir ve cat 2-gruplar ile esdegerdir. Bu yapi, homotopi 3-tipleri i¢in bir
model olarak kullanilabilir. Caprazlanmis kareler, noktalanmis uzaylarin kategorisinden
caprazlanmis karelerin kategorisine temel bir ¢aprazlanmis kare fonksiyonu olusturur.
Sonug¢ olarak, hem 2-¢aprazlanmis modiiller hem de g¢aprazlanmig kareler, homotopi
teorisinin 6nemli yap1 taslaridir. Homotopi tiplerini modellemek ve incelemek icin giiclii
araclar sunarlar. Birlesmeli cebirlerin genellestirilmis hali olarak diisiiniilebilen R-cebiroid
yapisi lizerinde caprazlanmis modiil calisilmis ve bazi Ozellikleri incelenmistir. Fakat
2-¢aprazlanmis modiil ve ¢aprazlanmis kare R-cebiroidler iizerinde incelenmemistir. Bu
tezde literatlirdeki mevcut olan bu eksiklik giderilebilmesi amaglanarak R-cebiroidler
iizerinde 2-¢aprazlanmis modiil ve ¢aprazlanmig kare kavramlari tanimlanmis ve bunlarin
kategorileri elde edilmistir. Sonrasinda 2-g¢aprazlanmis modiil, c¢aprazlanmis kare ve

simplisel R-cebiroid kategorileri arasindaki iligkiler ele alinmistir. Bu tezde 2-caprazlanmis



60

modiillerin kategorisinin 6zelliklerine yer verilmemistir. Daha sonra yapilacak ¢aligmalarda
R-cebiroidlerin 2-¢aprazlanmis modiillerinin kategoriksel 6zellikleri incelenebilir. Ayrica
R-cebiroidler lizerinde kuadratik modiil tanimlanarak 2-¢aprazlanmis modiiller ve kuadratik

modiiller arasindaki iligkiler de R-cebiroidlere genellestirilebilir.
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