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OZET
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Tekterimli idealler, kombinatorikteki problemler tekterimli idealler bi¢iminde
kodlandirildiklarindan ~ degismeli cebir ve kombinatorik arasindaki baglantilarin
incelenmesinde dnemli bir rol oynarlar. Bunun baslangi¢ noktasi, kenar ideal adi verilen,
bir basit ¢izgenin kenarlar1 kullanilarak bir karesiz tekterimli olusturulan idealdir. Bir
derleme olan bu tezde amacimiz kenar ideallerin yapisini, cebirsel yonden calismaktir.
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ABSTRACT
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Monomial ideals play an important role in studying the connections between commutative
algebra and combinatorics, since problems in combinatorics are encoded into monomial
ideals. The starting point is to use edges of a simple graph to construct a square-free
monomial ideal, which is called the edge ideal. This thesis is a survey on edge ideals,
where our aim is to study the structure of edge ideals in an algebraic way.

KEYWORDS: Simple graphs, monomial ideals, simplicial complexes, edge ideals

Science Code / Codes : 20401 Page Number : 40



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ...t i
AB ST R A CT ettt b et b e bt e e bt e bt et e e aab e beenneeere e I
ICINDEKILER ........ocoooioieeeeeee ettt ettt eeeeees iii
SEMBOL LISTESI .....coouiiiiiiiiiie et iv
ONSOZ ..ot Vi
L R 123 1 ST 1
2. CIZGELER VE HIPERCIZGELER.............c.cccccccootiiiiiieereseeeeesee e, 2
2.1 Basit CIZEEIET ... oiuiiiiiiiieei s 2
2.2 HIPETGIZEELET ...ttt b e 6
2.3 CAZEE TEMSIIIETT 1.ttt 7
2.4 Hipergizgelerin TemSIIer......ccoiouiiiiiiiiiice e 10
3. TEKTERIMLILER CEBIRI ......coceooviiiiiiiiiicecee e 13
B L TKEEITMITIEE ..t 13
R TN 171 )1 15
3.3 TeKterimli IAEAILET ........ccoveeeeeeeeieecceeec e eees 22
3.4 Karesiz Tekterimli Idaller..........coovovvveeiiiiieeeeeeeeseseses e s s 24
4. STANLEY-REISNER TEORI .......cooviiiiiiiiiiiiincseee e 26
4.1 Simplisyal KOMPIEKSIEr ... 26
4.2 Stanley-Reisner Karsilik GEIMESI ....oc.oiviiiiiiiiieieieie s 30
4.3 Alexander DUAITE TEOTIST ....c.vcviieeiirieiiiiiesieeiee ettt bbb 32
5. KENAR IDEALLER .........coiiiiiiiiiiiiiieics ettt 34
5.1 Basit Cizgelerin Kenar Id€alleri ..........cccouiiuiveiiiiiriiereiiieccee e, 34
5.2 Hipergizgelerin Kenar Idealleri ...........coouceuiveiiiiieiveieiiieecee e, 37
5.3 Cizgelerin Yol Idalleri ........ooevvvriveviiririiieeiiieieieeeee et 37
6. KAYNAKLAR ..ttt e e e bb e et e e be e e e baeeanses 39
OZGECMIS ..ottt sttt n st n s es et anenes 40



SEMBOL LIiSTESI

G=XE) : Cizge

X : G ¢izgesinin koselerinin kiimesi

E : G gizgesinin kenarlarinin kiimesi
d(x) - X kosesinin derecesi

A(G) . G ¢izgesinin maksimum derecesi
N(X) . x kosesinin komsulugu

IN(X)| : N(x) kiimesinin eleman sayisi
H=(X, E) - Hipergizge

n (H) . H hiper¢izgesinin mertebesi

m(H) . H hipergizgesinin kenarlarinin sayisi
L(G) . G ¢izgesinin komsuluk listesi

A(G) . G ¢izgesinin komsuluk matrisi
Inc(G) . G ¢izgesinin bitigik matrisi

E(G) : G ¢izgesinin kenar listesi

Inc(H) : H hipergizgesinin bitisik matrisi
A(H) : H hiperg¢izgesinin komsuluk matrisi

S = K[xq, X3, ..., X,] :ndegiskenli polinom halkasi

x? = X7'%5% .. xp" : Tekterimli

supp(f) : f polinomunun destegi

deg(x?) : x2 tekterimlisinin derecesi

(fy, £y, ..., f5) - 1, f5, ..., fs polinomlart ile iiretilen ideal
okek(f, g) : f ve g polinomlariin en kiigiik ortak kati
obeb(u,v) - u ve v tekterimlilerinin en biiyiik ortak béleni
G(I) : I idealinin minimal {ireteg kiimesi

A : Simplisyal kompleks

F : Simplisyal kompleksin yiizii

dimA - A simplisyal kompleksinin boyutu

f(4) : A’ nin f-vektorii

fA(t) : A’ nin f-polinomu



1(G)
J(®)
I(H)
J(H)
1(G)

: A’ nin h-vektorii

: A’ nin h-polinomu

- | idealinin Stanley-Reisner kompleksi
: A’ nin Stanley-Reisner ideali

: A’nin Alexander duali

. G ¢izgesinin kenar ideali

. G ¢izgesinin ortl ideali

. H hipergizgesinin kenar ideali

- H hipergizgesinin ortii ideali

. G ¢izgesinin t uzunluktaki yol ideali
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1.GIRIS

Tekterimli idealler, degismeli cebir ve kombinatorik arasindaki baglantilarin
incelenmesinde dnemli bir rol oynar. Son donemlerde, tekterimli idealler kullanilarak basit
cizgelerin Ozelliklerini incelemek oldukca ilgi ¢ekmektedir [1], [2]. Sonlu basit bir
cizgenin kenarlarini kullanarak, kenar ideal adi verilen bir tekterimli ideal olusturmak ve
bu c¢izgenin Ozelliklerini incelemek, diger yandan bu idealin 6zelliklerini kullanarak
cizgenin Ozelliklerini incelemek bu c¢alismalarin baslangic noktasidir. Bu tezde, kenar
idealler ile ilgili temel bilgiler verilecek ve bu ideallerin ¢alisilmasinda ana temalardan

olan ¢izge teori ve degismeli cebir arasinda baglant1 tartisilacaktir.

Tezin 2. bolimiinde, basit gizgeler ve hipergizgeler ile ilgili temel tanim ve kavramlar

calisilmugtir.

Tezin 3. bolumiinde, kenar idealler, karesiz tekterimli ideallerin bir smifi olmasindan,

tekterimli ve karesiz tekterimli idealler ile ilgili temel tanimlar ve 6zellikler incelenmistir.

Tezin 4. boliimiinde, simplisyal kompleksler ve bazi temel degismezleri tanitilmistir.
Ayrica, simplisyal kompleksleri, karesiz tekterimli idealler ile iliskilendiren Stanley-

Reisner teorisi incelenmistir. Sonrasinda, Alexander dualitesi tartigilmistir.

Tezin 5. boliimiinde, basit ¢izgelerin ve hipergizgelerin kenar ve ortii idealleri tanitilmis ve
bu ideallerin nasil olusturuldugu o6rneklerle agiklanmistir. Yine, kenar ideallerin bir

genisletilmesi olan yol idealler kavrami agiklanmistir.



2. CIZGELER VE HiPERCIiZGELER

2.1 Basit Cizgeler

Cizge teori, modern matematigin, bilgisayar bilimleri, genetik, kimya, enddistri, isletme ve
sosyal bilimlerde pek ¢ok uygulamalari olan 6nemli bir alanidir. Cebir veya kalkiiliisiin
zayif oldugu bilgisayar tabanli zor problemleri ¢6zmek icin kesfedilen ve gelistirilen yeni
bir bilim dalidir. Cizge teorisinin kdkeni, 1735 yilinda L. Euler tarafindan tasarlanan ve
Konigsberg’in Yedi Kopriisii olarak bilinen probleme kadar gitmektedir [3]. Bu bdliimde,
cizge teori ile ilgili temel bilgiler i¢in [4] kaynak olarak kullanilmistir.

X={xq, X3, .., X,} kimesinde, x;’ler ikoseyi ve n koselerin sayisini  ve
E={eq, e;, ..., ey} kiimesinde, e;’ler i.kenar1 ve m kenarlarinin sayisini gostersin. Herbir

e; kenari, e; ile baglanan ilgili kdse cifti ile belirlenir.

2.1.1 Tanm X= {xq, X5, ..., X5} koseler kiimesi ve E={eq, e,, ..., en} kenarlar
kiimesi olmak iizere, (X, E) ikilisine bir ¢izge denir ve G = (X, E) ile gosterilir. Bir ¢izgede
koseler arasinda birden fazla kenar veya kose noktalarini kendisine birlestiren kenarlar

yoksa, ¢izgeye basit ¢izge denir.

Cizgeler, diyagramlar (semalar) ile gosterilebilirler. Her bir kdse, bir nokta ile ve her bir

kenar uclarii temsil eden noktalar1 birlestiren bir dogru ile gosterilir.

2.1.2 Ornek X={x4, X5, .., X5} ve E={e,, e,, ..., e;}olsun.

diyagraminda, 5 tane kdse ve 7 tane kenar vardir. e;, X4 ve X, koselerini bagladigi igin
e, = {X4, X,} yazabiliriz. Benzer sekilde,

e; = {X2,X3}, €3 = {X3,X4}, €4 ={X4, X5}, €5 = {X5,X1}, €5 = {X2,Xs5}, €7 = {Xp, X4}

olarak yazilabilir. Boylece, G = (X, E) bir ¢izgedir.



2.1.3 Tanim G = (X, E) ¢izgesinde, iki kdse, bir kenar ile bagl ise, bu koselere bitisiktir

denir. Aksi durumda, ayriktirlar denir.

2.1.4 Ornek 2.1.2 Ornekteki G ¢izgesinde, x; Ve x, koseleri bitisiktir, fakat x; ve X3
koseleri ayriktirlar.

2.15 Tamm G = (X, E) ¢izge ve x € X olsun. x kosesine bitigik olan tiim kdselerin
sayisina x kosesinin derecesi denir ve d(x) ile gosterilir. G gizgesinde, tiim koseler
tizerinden maksimum dereceye, G ¢izgesinin maksimum derecesi denir ve A (G) ile

gosterilir.

2.1.6 Ornek 2.1.2 Ornekte, x, kosesinin derecesi, x;, X, Ve xs koseleri ile bitisik
oldugundan
d(x,)=2
bulunur. Benzer sekilde
d(x2)=4, d(x3)=2, d(x,4)=3, d(x5)=3
oldugu goriilebilir. Bu durumda, G gizgesinin maksimum derecesi
A (G)=4

olarak bulunur.

2.1.7 Tamm G = (X, E) ¢izgesinde, bitisik koselere birbirlerinin komsular1 denir. Bir
x kosesinin tim komsularina, x kdsesinin komsulugu denir ve N(x) ile gosterilir. |N(x) |,
N(x)‘in eleman sayisini gostersin. x kosesinin derecesinin, komsulugunun eleman sayisi
oldugu aciktir. Bir baska deyisle,

d(x) = IN(x)|.

2.1.8 Ornek G gizgesi, 2.1.2 Ornekteki ¢izge olsun.
X, kOsesinin komsulart, N(x;) = {x5, X5}

X, kosesinin komsular1, N(x,) = {X;, X3, X4, X5}
X5 kOsesinin komsulart, N(x3) = {X,, X4}

X, kosesinin komsulari, N(x,) = {x,, X3, X5}

Xz kosesinin komsulari, N(xs) = {x4, X, X4}

oldugundan,



d(xq) = IN(x1)| = 2
d(xz) = IN(xz)| = 4
d(x3) = [N(x3)| = 2
d(x4) = IN(x4)| =3
d(xs) = IN(x5)| =3

elde edilir.

2.1.9 Tanmim Bir G ¢izgesinde, koselerin derecelerinin azalmayan sirada diizenlenmesi ile

elde edilen diziye, G’nin derece dizisi denir.

2.1.10 Ornek 2.1.8 Ornekten,
d(xy) =2, d(x;) =4, d(x3) = 2, d(x,) =3, d(x5) =3
oldugunu biliyoruz. Boylece, G ¢izgesinin derece dizisi
(2, 4,2,3,3)

olarak bulunur.

2.1.11 Tammm Bir G = (X, E) ¢izgesinde, eger iki kenarin ortak bir kosesi var ise, bu

kenarlara bitisik kenarlar denir. Aksi durumda, kenarlar ayriktirlar.

2.1.12 Ornek 2.1.2 Ornekteki G ¢izgesinde, X;,e; ve es kenarlarmin ortak noktasi
oldugundan, e, ve eg bitisik kenarlardir. Benzer sekilde, e; ve e, (ortak koseleri x;)
oldugundan bitisiktirler. Ancak, e, ve e5 ile e; ve e, kenarlarin hi¢ ortak kdsesi olmadigi

i¢in, ayriktirlar.

2.1.13 Tammm Bir G = (X, E) ¢izgesinde, bir x kdsesi, bir e kenarina ait ise, x kosesi ve e

kenar1 birbirine baglidir, denir.

2.1.14 Ornek Yine 2.1.2 Ornekten,
X1, €1 kenarina ait oldugundan, x; ve e; baghdir,

X3, €; kenarina ait olmadigindan e;, x5 kosesine baglh degildir.



2.1.15 Yardimcei Teorem G = (X, E) bir ¢izge ve n = |X|, G’nin kdselerinin sayis1 ve
m = |E|, G’nin kenarlarinin sayis1 olsun. Bu durumda,
L, d(x) =2 m.
Ispat d(x;), x; kosesine bitisik olan kenarlarinin sayis1 ve her bir kenarin iki ucu

oldugundan her bir kenar iki kere sayilir.

2.1.16 Ornek 2.1.2 Ornekte,
n=|X|=5 m=|E|l=7.
Boylece,
Yoo d(x) = d(xg) + d(x,) + d(x3) + d(x,) + d(xs)
=2+4+2+3+3
=14

=2-m.

2.1.17 Yardimac1 Teorem Bir G = (X, E) ¢izgesinde derecesi ayni olan iki kdse vardir.
Ispat G ¢izgesinin n tane kosesi olsun. Bu durumda, G’nin derece dizisinde n tane tam say1
vardir. X € X olsun. [N(x)|, x kdsesinin komsulugunun eleman sayisi olmak {izere,
0<IN®)|<n-1
yazabiliriz. x kosesinin derecesi, d(x), komsulugun eleman sayisi oldugundan
0<d®) <n-1
yazabiliriz. Tim n tam sayilarinin farkli oldugunu varsayalim. Bu durumda d(x),
[0, n — 1] arasindaki tim tam say1 degerlerini alir.
d(x) = 0 ise, x kosesinin hi¢ komsusu yoktur.
d(x) = n — 1 ise, diger tim koselere komsu olan bir kose vardir.
Bu iki durum aynmi anda gergeklesemez. Boylece, tim n tam sayilar1 farkli olamaz. Bu

durumda, ¢izgenin ayni dereceye ait iki kosesi olmalidir.

2.1.18 Ornek 2.1.8 Ornekten
d(x;) = 2 = d(x3)
d(x4) =3 = d(xs)

elde edilir.



2.2 Hipercizgeler
Hipercizgeler, cizgelerin bir genellemesidir. Dolayisiyla, cizgelerdeki pek c¢ok tanim

hipergizgelere aynen tasinir.

2.2.1 Tamm X = {xq, X5, ..., X,} sonlu bir kiime ve E = {e;, €5, ...,e}, X kiimesinin
farkli alt kiimelerinin bir koleksiyonu olsun. Eger heri = 1, 2, ..., m igin e; # @ ise,

H = (X, E) ikilisine bir hipergizge denir.

X kiimesinin elemanlar1 koseler ve E kiimesinin elemanlarina, H hipergizgesinin
hiperkenarlar1 denir.

H = (X, E) bir hiper¢izge olsun. Eger her e € E igin, |e|, e’nin eleman sayis1 olmak tizere,
le] =2 ve H’nin kenarlarindan higbirisi digerinin i¢inde yer almiyorsa, H’ye basit

hipercizge denir.

2.2.2 Ornek X = {X1, X2,X3,X4,Xs5,Xe} V& E = {{Xq, X5, X3}, {X5, X4, X5}, {X3, X5, Xc}} OlsUN.

C

AN

H bir basit hiper¢izgedir ve

seklindedir.

2.2.3 Tanmm H = (X, E) hipergizgesinde, H’nin koselerinin sayisi, bir bagka deyisle,
|X| = n sayisina, H hipergizgesinin mertebesi denir ve n(H) ile gosterilir. H’nin
kenarlarinin sayisi, m(H) ile gosterilir.

X =0, E = @ise H= (X, E) hipergizgesine bos hipercizge denir.

X # 0, E = @ise H= (X, E) hipercizgesine asikar hiper¢izge denir.

Aksi belirtilmedikge, hipergizgeler koselerin ve hiperkenarlarin bog olmayan bir kiimesine

sahiptirler.

Bir hipergizgede, hiperkenarlar, diger hiperkenarlarin alt kiimesi degil ise, bu
hipergizgelere basit hipergizgeler denir. Basit hipergizgeler, Sperner aileleri olarak da

bilinirler.



2.2.4 Tanim H = (X, E) bir hiper¢izge olsun. H’de, herhangi iki koseyi igeren bir e € E
kenar1 var ise, bu kdseler bitisiktir denir. Bitisik koseler, bazen birbirinin komsusu olarak
da adlandirilirlar. Cizgelerdekine benzer sekilde, N(x), x kdsesinin komsulugunu gosterir.
Yine, H’de iki hiperkenarin arakesiti bos kiime degilse, kenarlar bitisiktir denir. Eger, bir
X; € X kosesi bir ¢; € E kenarina ait ise, X; kosesi ile e; kenari birbirlerine baghdirlar denir.
Bir hipercizgede, higbir kenara bagli olmayan koseye izole kose denir. Eger bir kenarin

icerdigi kose sayisi 1 ise, bu kenara dongii denir.

Hipergizgeler, farkli bilimlerdeki kavramlari, ¢izgelerden ¢ok daha genel ortamlarda
modelleyebilmektedirler.

2.3 Cizge Temsilleri
Cizgeler, yiizlerce ve binlerce kiose ve kenar igerebilirler. Cok fazla sayida elemani olan bir
problemi sadece tanimini kullanarak veya ¢izgeleri kullanarak ¢6zmek miimkiin degildir.

Cizgeleri anlamanin farkl yollar1 vardir.

2.3.1 Tammm G = (X, E) bir ¢izge ve x € X olsun. x kdsesinin, tiim komsularindan olusan

listeye, G nin komsuluk listesi denir ve L(G) ile gosterilir.

2.3.2 Ornek

cizgesini diigtinelim.

X, koOsesinin komsulari, N(x;) = {X, X5},

X, kOsesinin komsulart, N(x,) = {Xq, X3, X4, X5},
x5 kOsesinin komsulart, N(x3) = {X,, X4},

X, kOsesinin komsulart, N(x,) = {X,, X3, X5}

Xz kOsesinin komsulari, N(x5) = {Xq, X5, X4}
oldugundan, G’nin komsuluk listesi,

L(G) = {{XZI XS}r {Xlr X3, X4, XS}r {XZ’ X4}’ {XZ’ X3, XS}’ {Xll X2, X4}}'



2.3.3 Tanim G = (X, E) bir ¢izge olsun. G ¢izgesinin komsuluk matrisi, G’nin her bir
kosesi icin bir satir1 ve bir siitunu olan ve ¢izgenin aralarinda komsuluk olan kdseler igin 1,
komsuluk olmayan koseler icin O degeri kullanilarak olusturulan matristir. Bir baska
deyisle, A(G) matrisi, G ¢izgesinin komguluk matrisi ise, A(G)’nin  aj; girdisi,

1, Xj, X;ye komsu
ajj = 0, X x{ye komsu degilse

olarak elde edilir.

2.3.4 Ornek

L2

L1 I3

x5 Lq

cizgesini alalim.

x, kosesi, x;’e komsu degil = a;; =0

x, kosesi, x,’ye komsu = a5, =1

x4 kosesi, x3’e komsu degil = a;3 = 0

x4 kosesi, x4’e komsu degil = a;, =0

x4 kosesi, x5 e komsu =a;; =1

Boylece, G’nin komsu matrisi A(G)’nin ilk satir1 bulunmus olur. x,, x3, X4, X5 koseleri

icinde benzer yontem tekrarlanarak, A(G) matrisi

01001

[10111]
AG=|01010
01101
11010

olarak elde edilir.

2.3.5 Tanim G ¢izgesinin bitisik matrisi, G’nin her bir kenari i¢in bir satir ve bir siitunu
olan matristir. Bu matris, ¢izgenin hangi koselerinin bir kenar ile bagl oldugunu belirler.
Eger, x; kosesi e; kenarma bitisik ise, matriste (i, j) girdisi 1, diger durumlarda 0 olur. Bir

baska deyisle, Inc(G), G’nin bitisik matrisi ise Inc(G)’nin by; girdisi,



b — {1, X; € €;
710, diger durumda

olarak bulunur.

2.3.6 Ornek

cizgesini alalim.

x, kosesi, e; kenarina bitisik =b;; =1

x, kosesi, e, kenarina bitisik degil = b, = 0

x, kosesi, e; kenarina bitisik degil = b3 = 0

x, kosesi, e, kenarina bitisik degil = b, = 0

x, kosesi, es kenarina bitisik = b =1

x, kosesi, e kenarina bitisik degil = b, = 0

x, kosesi, e, kenarina bitisik degil = b, = 0

Boylece, Inc(G) matrisinin ilk satir1 bulunmus olur. Benzer sekilde devam edersek, G

¢izgesinin Inc(G) bitisik matrisi,

1000100
[1100011]
Inc(G)={0 110000
0011001
0001110

olarak elde edilir.

Inc(G) bitisik matrisinin, her satirinda iki tane 1 bulunur. Bu satirlar, ilgili kenarla

baglanan kdseleri gosterir.

2.3.7 Tanim G = (X, E) bir ¢izge olsun. G ¢izgesinin tiim kenarlarinin listesine G’nin

kenar listesi denir ve E(G) ile gosterilir.



2.3.8 Ornek

cizgesinin kenar listesi,
E(G) ={e; = {x1, X2}, 2 = {X3, X3}, €3 = {X3, X4}, €4 = {X4, X5}, €5 = {Xy, X5},

€6 = {X2, X5}, €7 = {X, X4}}

kiimesidir.

2.3.9 Uyan

Ustteki iki sekil, aym cizgeyi temsil eder. Sadece ¢izgelerin koselerinin diizlemdeki
pozisyonlar farklidir. Ayni1 ¢izgenin bir ¢ok farkli sekilde ¢izilebilmesi, ¢izge teorisinin bir
ozelligidir. Kose ve kenarlarin isimleri aym kaldig: siirece, ayni matematiksel modele

sahip oldugu kabul edilir.

2.4 Hipercizgelerin Temsilleri

Bu boliimde, hipercizgelerden gelen cebirsel tanimlart verelim.

2.4.1 Tamm H = (X, E) hi¢ izole kdsesi olmayan bir hipercgizge olsun. H’nin bitisik

matrisi, Inc(H), aj; girdileri,

_ {1, X; € €;
i =0, diger durumda

olan n satirli ve m siitunlu Inc(H)= (aj;) matrisidir.
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2.4.2 Ornek

seklinde verilen H = (X = {x4, X,,X3,X4, X5}, E = {e4, €5, €3 }) hiper¢izgesini alalim.
X €Ee; ® a1 =1
X, €Ee; = a;p =1
X3 Ee; = a;3=1
X, &€, = a;4=0
Xs €1 = a;5=0

bulunur. Benzer sekilde devam edilirse,

Inc(H) =

1
0
1

_ O
O =
o = O
=)

matrisi elde edilir.

2.4.3 Tanim H = (X, E) hipercizge olsun. H’nin komsuluk matrisi, A(H), asagidaki sekilde
tanimlanir. A(H) matrisinin satirlar1 ve slitunlari, H hipergizgesinin koseleri ile indekslenir
ve bu kare matrisinin girdileri, her x,y € X ve x # y i¢in,

ayy = [{e EE[x,y Ee}|ve ay, =0

olacak sekilde yazilir.

2.4.4 Ornek 2.4.2 Ornekte verilen H hipercizgesini diisiinelim.
Xy EXiginx; =Xy = ay,x, @0=a;;,=0

X1, Xy EXVeXy #X; = ay, x, = |{e EE[x;,X; € e}
X1, X, koseleri, H hiper¢izgesinin e, ve e; Kenarlarinda bulunurlar. Boylece,

ax,x, = {eves}| =2 = a;; =2
X1,X3 EXVeXy # X3 = ay, x, = |[{e € E[xq,x3 € e}

Ay, x3 — l{es}l =1 = a;3=1

X1,Xg EXVeXy #Xg = Ay, x, = [{e €E[xy,x4 €€}
H hipercizgesinin, x; Ve X, koselerinin ikisini birden igeren kenar1 yoktur. Bu durumda,

aX1IX4 =0 = dqg = 0

11



Benzer sekilde, H’nin x; ve x5 koselerinin ikisini birden igeren kenari1 olmadigindan
Ay, xs = |{63}| =1=a5=1

olur. Benzer sekilde devam edersek, H’nin A(H) komsuluk matrisi

02101
20101l
AH) =11
00
11

O R O K
[l )
(e}

elde edilir.
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3.TEKTERIMLILER CEBIiRi

Bu boliimde, tekterimliler ve idealler ile ilgili temel bilgiler [5] kaynak kullanilarak

verilecektir.

3.1 Tekterimliler

3.1.1 Tammm Kk bir cisim olsun. S = K[x4, X3, ..., X,]|, k cismi iizerinde n degiskenli

polinom halkasi olsun. N, negatif olmayan tamsayilar ve a = (a;, ay, ..., a,) olmak iizere,
x? =x81x5% L xi", a, EN

formundaki ifadelere tekterimli denir.

3.1.2 Ornek K[x,, X,, X3] polinom halkas1 alalim.
x3x% = x3x9x2
tekterimlisinde
a;=3,a,=0,a;=2
dir.

3.1.3 Tamim S = K[X4, X, ..., Xp| polinom halkasinda herhangi bir eleman katsayilar1 k
cisminden olan tekterimlilerin bir kombinasyonudur. Bir baska deyisle, f € S ise
f=Y,ennCax? ,c, €K

seklinde yazilabilir. f’ye polinom denir.

3.1.4 Ornek Q[x,, X, X3] polinom halkasin alalim.
f= §X1X%Xg — 2x{X3 € Q[Xy, X, X3]

bir polinomdur.

3.1.5 Tammm f = ), ,cyn c,x? € S polinomunda, sonlu sayida c, harig hepsi sifirdir.
{x|c, # 0}
tekterimliler kiimesine f polinomunun destegi denir ve supp(f) ile gosterilir.
f=00=2),eyn0"x?
=c, =0

& supp() = 0.
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3.1.6 Tamim k bir cisim olmak tizere,
cx?,cek

formundaki ifadeye terim denir.

S’deki halka yapisin1 anlamak icin, polinomlari nasil toplayip, nasil g¢arpacagimizi
aciklayalim. S’den
f= Yaenn Cax? ve g = Yaenn dax?
polinomlarini alalim.
f+g = Yaenn(ca +da)x*
ve
frg=Yaenn(Ta+b=a Cadp)x?

olarak tanimhidir. S, bu toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halka yapisina sahiptir.

3.1.7 Tamm x? = x* x5% ... x;" bir tekterimli olsun. x? tekterimlinin derecesi,
deg(x*) = [a| = Xi; a;
ve f polinomunun derecesi,

deg(f) = max{deg(x?) [x* € supp(f)}

olarak tanimlanir.

3.1.8 Ornek Q[x4, X5, X3] polinom halkasinda,

12

f=—x,x3x% — 5x3x3 + —
7 X1X2X3 1X3 + ¢

polinomu verilsin. Burada, f’nin tekterimlileri
m; = xix3x2,m, = x3x9x3 , my = x9x9x9
seklindedir.
deg(m;) =14+3+2=6
deg(m,) =3+4+0+5=38
deg(m3) =04+04+0=0
olur. Boylece,
deg(f) =8
olarak bulunur.

3.1.9 Tamim f € S polinomunun, eger supp(f) kiimesindeki tiim tekterimlilerin derecesi i

ise, f’ye derecesi i olan homojen polinom denir.
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— a
fi = ZaeN“,Ial:i CaX

olsun. f;’ye f polinomunun i.dereceden homojen bileseni denir.

3.1.10 Ornek Q[x4, X,, X3] polinom halkasinda,
f=x3 + 2x3x,x3 + 7x,X5
polinomunu alalim. f’nin tekterimlileri ve dereceleri
m; = x2x9xJ ve deg(m;) =5+0+0=>5
m, = x;xixlvedeg(m,) =3+1+1=5
m; = xix9xsvedeg(mg) =1+0+4=5
seklindedir. Tiim tekterimlilerin derecesi ayn1 oldugundan f homojen bir polinomdur.
g = X3Xy + 3x,X3 + 7x5
polinomunda,
m; = x3X, ve deg(m,) = 4
m, = x;x5 ve deg(m,) = 4
m; = x3 ve deg(mj3) = 2
oldugundan g homojen degildir. g polinomunda
g = XX, + 3x,X3

kismina, g’nin 4.dereceden homojen bileseni denir.

3.2 idealler
3.2.1 Tammm S = K[Xq, X,, ..., X,], bir k cismi iizerinde n degiskenli polinom halkasi ve

I € S olsun. Eger,

e 0€l
o fgelikenf+gel
e felveheSikenh-fel

sartlar1 saglaniyor ise, I’ya ideal denir.

Verilebilecek ilk dogal ideal 6rnegi, sonlu sayida polinomlar tarafindan iiretilen idealdir.

3.2.2 Tamm f3, f,, ..., f; € S polinomlar olsun.
<f11 fZ) "'IfS) = {Ziszlhifi | hll th '--'hs € S}

kiimesine f;, f,, ..., fg polinomlar ile iiretilen kiime denir.
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3.2.3 Yardimei Teorem f;, f,, ..., f5 € S olmak iizere,
<f1r fZ; ey fS) = {Zis=1 hifi I hll th ey hs € S}
kiimesi, S halkasinin bir idealidir.
Ispat0=0-f, +0-f, + -+ 0-f;, 0 €K[xq, Xz, ., Xp]
=2i=10-f
olarak yazilabileceginden 0 € (f, f,, ..., f) elde edilir.
f=Y5_,pifi ve g = ;-1 qifi , pi,qi € S olsun.Bdylece,
f+g= Qi pif) + =1 aifi)

= (p1fy + p2fy + -+ psfs) + (Qufy + qofy + -+ + qsf)
yazabiliriz. p;, q;, f; € S ve S halka oldugundan,

= (pafy + q1fy) + (p2fz + q2f2) + -+ + (psfs + qsfs)

= (p1 + qfy + (P2 + q2)fz + -+ (ps + qs)fs
olur. Boylece

f+g=2:1(pi + qfi
olarak yazilir. Bu, f + g € (f;, f,, ..., f5) oldugu anlamna gelir.
f =Y ,pifi € (fi, f2, ..., f5) ve h € S alalim.
hf = h(Xi-, pifi)

= h(p,f; + pofy + -+ + psfs)
yazariz. Yine, pj, fj,h € S ve S halka oldugundan,

= (hpy)fy + (hpy)f; + -+ + (hps)fs
olur. Buradan,

hf = Y7, (hp)f; € (fi, 5, ..., )

bulunur. Boylece, 3.2.1 tanimdan, (f;, f,, ..., f5), S halkasinin bir ideali olur.

3.2.4 Tanmmm |, S = K[X4, X5, ..., X,] halkasinda bir ideal olsun. I = (f;,f,, ..., f;) olacak
sekilde fy, f,, ..., fs € S polinomlar1 var ise, | idealine sonlu iretilmis ideal ve f;,f,, ..., f;

polinomlarina I idealinin tabani denir.

3.2.5 Tanmmm | ve ], S =K[xy, X5, ..., X5] polinom halkasinda iki ideal olsun. I ve ]
ideallerinin toplamu,
I+]={f+glfelge]}

kiimesidir.
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3.2.6 Yardimcr Teorem | ve |, S = K[x;, X5, ..., X,| halkasinda iki ideal ise, I +]’de S
halkasinda bir idealdir. Eger, [ = (f, f,, ..., fs) ve ] = (g4, 82, ..., gr) 1S€,
[+]=A(f,f ... {5, 81,82 -, &)
olur.
Ispat | ve ] ideal oldugundan 0 € I ve 0 € J’dir.
0=0+0€l+]
elde edilir. hy,h, € I +] olsun. I 4+ ]J’nin tanimidan
hy=f; +g, f€l, g €]
h,=f,+g, f,€l,8,€]
olur.
hy +h, =(f, +g) +(f, +82) €S
ve S halka oldugundan
= +6)+ (81 +82)
yazabiliriz.
f,, f, elvelideal = f; +f, €1
g1, g2 EJve]ideal = g, +g, €]
olacagindan,
h; +h, €l +]
elde edilir. h e [ + ] ve l € S olsun.h € I + ] oldugundan,
h=f+g
olacak sekilde f € [ ve g € ] vardir.
Ihh=Il(f+g) €S
=If+lg
felvelideal = Ifel
g€e]Jvelideal = lge]
Boylece, [h € 1 + ] elde edilir. 3.2.1 Tanimdan I + ] bir idealdir.
[ =(f,f,, ..., f) ve] =(gy, gz -, ) ideallerini alalim.
[+]=(f,f,, ..., 81,82 -, gr) oldugunu gérmek istiyoruz.
h € I + ] alalim. Boylece,
h=f+g
olacak sekilde f € [ ve g € ] vardir.
felvel =(f,f,,..,f) = f=hif; +hyf, + -+ hef;, h; €S
geJve] =(g,82 ., 8) =g =Kkg + kg, + -+ kg, k; €S
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yazabiliriz.
h =f+g=(hf; + hyf; + -+ hefs) + (kg + ko8, + -+ Kpgp)
oldugundan h € (f},f,, ..., fs, g4, 82, ..., &) OlUr.
Tersine, h € (f;,f,, ..., 5, 1,82, ..., &) olsun. 3.2.2 Tanimdan,
h =hyf; + hyfy + -+ hefs + hgy181 + hgyngo + -+ heyr gy
olur. Burada,
hlfl + hzfz + -+ thS € (fl’ fz, ""fS> =]
hs+1gl + hs+2g2 + ot hs+rgr € (gp g2, "-'gr) = ]
oldugundan h € I + ] elde edilir.

3.2.7 Sonug f;,f,, ..., f; € S = K[x4, X3, ..., X,] IS€,
(f1, f2, o, f5) = (1) + () + - + ().
Ispat 3.2.6 Yardimci teoremden agiktir.

3.2.8 Tamm | ve |, S = K[x,, X,, ..., X,] halkasinda idealler olsun. I ve ] ideallerinin
carpimi,
] ={fig, +f8, + -+ frg. Ifi, 5 ... €L g1, 80, ..., 8r €] ver pozitif tamsayi}

kiimesidir.

3.2.9 Yardimca1 Teorem | ve |, S = Kk[xq, X,, ..., X,] halkasinda idealler olsun. I ve ]
ideallerinin,
] ={fig, +fg, + -+ fog. If,,f5, ... €1, g1,85, ..., g € ], r pozitif tamsay1}
kiimesi, S halkasinda bir idealdir.
Ispat | ve ] ideal olduklarindan 0 € I ve 0 € J’dir. Boylece,
0=0-0€]]

olur. hy, h, € IJ alalim.

hy€el]= hy =fig; +fhg, +--+ g fielg €]

h, €lJ= h, =f,g + 6,8, + -+ 8 . €Lg €]
yazabiliriz.

hy +h, = fig; +fo8, + -+ fige +£i8 + 58, + -+ 8 €]
elde edilir. Son olarak, h = f; g, + f,g, + -+ f,g. € [J ve p € K[x4, X5, ..., X,] Olsun.
ph = p(fig; + fo82 + - + frgr)
= (pf)g: + (pf2)g2 + -+ + (pfr)gr
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Burada, 1 <i<r,f; € [ velideal oldugundan 1 < i <r,pf; €lolur. 1 <j<ricing; €]
oldugundan,
phel]

elde edilir.

3.2.10 Yardimei Teorem S = K[X4, X5, ..., X,] halkasinda I = (f;,f,, ..., f5) ve
] =(g1,82, ..., gr) ideallerini alalim. Bu durumda,

J=(figj|1<i<s1<j<r)
olur.
Ispat Ik olarak

(figi|1<i<sl<j<r)c]
oldugunu goérelim.

fe(figy|1<i<s1<j<r)
alalim. Buradan,

f=1fig, +fig, + - +fig. +f8, +f8, + -+ g+ +1fsg, + g, + -+ fs8,
yazariz. 1 i <s,fj €lve 1 <j <r,g; €] oldugundan [J’nin tanimindan
fe]

elde edilir. Simdi,

Jc(figi|1<i<s1<j<r)
ispatlayalim. h € IJ alalim. Bu durumda, f €1 = (f;,f,,...,f;) ve g €] =(g1, 82, -, Er)
olmak tizere,

h=fg
yazabiliriz.
f € Iolmasindan f = a;f; + a,f, + -+ + ayf;
g € J olmasindan g = b;g; + b,g, + -+ b, g,
olacak sekilde aq, ay, ...,ag, by, by, ..., br € K[Xq, X3, ..., Xy] polinomlar vardir.
H = (a;f; + ayf, + -+ asf)(bygq + bygy + -+ bog,
= (a1f) (b181) + -+ + (@1f1) (brgr) + (a2f2) (b181) + -+ + (a2f2) (brge) + -+ +
(asfs) (b1g1) + - + (asfs) (brgr)
= Y ciifigj, cij € K[xq, X, o, Xpl

formunda ifade edilebilir. Cift tarafli kapsamadan sonug elde edilmis olur.
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3.2.11 Tanmm | ve |, K[x4, X,, ..., X,] halkasinda idealler olsun. I ve ] ideallerin kesisimi,

INn]={fek[x, X3, ..., Xy] IfEIVefeE]}

kiimesidir.

3.2.12 Yardimc1 Teorem | ve |, K[x;, X5, ..., X,]| halkasinda idealler ise, 1 N J’de bir

idealdir.

Ispat | ve | ideal olduklarindan 0 € I ve 0 € J’dir. Béylece,

0eln]

olur. f,g € I nJ alalim.
felvefe]
ge€lvege]

ise
felvegel
feJvege]

ve | ve ] ideal olduklarindan
f+gelvef+ge]
olur. Bu,
f+geln]
olmasi demektir. f € INJve h € k[x4, X5, ..., X,] alalm.

feIn]=>felvefe]

olur.
f € Ivelideal oldugundan hf € 1
f € Jve ] ideal oldugundan hf € ]
Boylece,
hfeln]
elde edilir.

3.2.13 Uyan | ve J, K[x4, X5, ..., Xp] halkasinda idealler olsun.
[Jcln]

olur.
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f.g € K[xq, Xz, ..., Xy] polinomlar;, 1<i<s,1<j<ricinf,g; €Kk[xq, x5, ..., Xp]
olmak iizere,

f=cffo? ..

g=08,"8;" 81"
formunda olsun. f ve g polinomlarinin en kiigiik ortak kati1 okek(f,g), 1 < [ < min(s,r)
igin, 1 <i<1 iken fi’ler g; polinomlarinin sabit bir kati ve her i,j > [ icin f;’ler g;

polinomlarinin sabit bir kat1 degil ise,

okek(f, g) = flmax(a1.b1) mflmax(az,bl) ?41_31 Erfl;:f-'il fsas

olarak bulunur.

3.2.14 Yardimeir Teorem | ve ], K[x;, X5, ..., X,] halkasinda idealler, I = (f) ve ] = (g)
olsun. Bu durumda,
INnJ = (h) ve h = okek(f, g)

olur.

3.2.15 Ornek Q[x, y] halkasinda
[=(x+y)*&*+y)*x—5y))
] =(x+y)E*+y)3x+3y))
ideallerini alalim.
f=&+y)*E*+y)?*(x—5y)
g=x+y)x*+y)>Px+3y)
dersek,
okek(f,g) = (x + y)*(x* + y)*(x — 5y) (x + 3y)
bulunur. Boylece, 3.2.14 Yardime1 Teoremden,
In]=(x+y)*E*+y)3x—5y)(x+ 3y))
elde edilir.

3.2.16 Tamim |, K[x;, X,, ..., X,] halkasinda bir ideal olsun. f, g € k[x,, X3, ..., X,] i¢in

fgelikenfelveyagel

oluyor ise, I’ya asal ideal denir.
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3.3 Tekterimli Idealler
Grobner Teori, zor cebirsel hesaplamalari, kombinatorik yapiya sahip olan tekterimli

idealler ile yapilan hesaplamalara indirgedigi i¢in, bu ideal sinifi oldukga ilgi ¢ekicidir.

3.3.1 Tanim |, k[x;, X,, ..., X,] halkasinda bir ideal olsun. I ideali tekterimliler tarafindan
tiretiliyor ise, I’ya tekterimli ideal denir. I bir tekterimli ideal ise,
a;_dz

[=(x* =x{'x32 ..xq" |a = (ag,az, ...,a,) € N")

yazariz.

3.3.2 Ornek K[x, y] polinom halkasini alalim.
[ = (xsyz,x3y4,xzy5)

ideali, k[x, y] halkasinda bir tekterimli idealdir.

S = K[Xq, X3, ..., X,] halkasinda,

_ a1 a2 an _ b1 b2 bn
U=X;X,"..Xp VeV =X,"X,"..Xp

iki tekterimli olsun.
obeb(u,v) = X;mn{al,bl}xrznm{az,bz} ---erlmn{an'bn}
okek(u,v) = X;nax{al.bl}xrznax{az,bz} er:lax{an,bn}

oldugu aciktir.

3.3.3 Teorem (Dickson’s Lemma) |, k[x,, X,, ..., X,] halkasinda bir ideal olsun. |
idealinin tekterimli {ireteglerinin her bir kiimesi, yine I idealini iireten sonlu bir kiime
igerir.

ispat [5].

3.3.4 Tanmim I, S’de bir tekterimli ideal olsun. I idealinin tekterimli {ireteglerinin kiimesi,
eger bu kiimenin herhangi bir altkiimesi I idealini liretmiyor ise, minimal iirete¢ kiimesi

olarak adlandirilir.
3.3.5 Yardime1 Teorem I, S halkasinda bir tekterimli ideal olsun. Bu durumda, I idealinin

tekterimli lireteclerinin bir tek minimal kiimesi vardir.

Ispat [6].
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3.3.6 Uyan I tekterimli idealinin bir tek olan minimal {irete¢ kiimesi, G(I) ile
gosterilecektir. I ve ], tekterimli idealler olsun. Bu durumda,
GI+])eadua()
ve G(DG(J) = {uv | u € G(I),v € G(J)} olmak iizere,
G(1)) € GMGJ)
oldugu agiktir.

3.3.7 Ornek K[x;, X5, X3] polinom halkasinda,
[ = (X1X2;X2X§) ve] = (X%X21X2X3>
Ideallerini alalim. Bu durumda, 3.2.6 Yardimc1 Teoremden,
[+]= <X1X2»X2X§'X%X2'X2X3)
elde edilir.
X%XZ = X1 (X1X2)
X2X§ = X3(X2X3)
oldugundan, I + J tekterimli idealinin minimal tirete¢ kiimesi
G +]) = {x1Xz, X2X3}
olarak bulunur. Yine, I ideali, 3.2.9 Yardimci Teoremden,
I = (xx3, X1 X5X3, X{ X5X5, X5X3)
olarak bulunur.
X%X§X§ = X1X3 (X1X%X3)
olarak yazilabileceginden
G(I)) = {x§x3, x;X3X3, X3X3}

elde edilir.

3.3.8 Yardimer Teorem | ve |, K[y, X, ..., Xp] halkasinda tekterimli idealler,
G(D) = {uy, uy, ..., u} ve G(J) = {vy, vy, ..., vs} olsun. Bu durumda,
In]J = ({okek(u;,vj)|i=12..,r, j=12,..,5})
olur.
Ispat: [6].
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3.4 Karesiz Tekterimli Idealler
Stanley-Reisner idealleri olarakta bilinen karesiz tekterimli idealler kombinatorik bir
yapiya sahiptirler ve bu yapi, bu ideallerin simplisyal topoloji ile olan yakin baglantisindan

kaynaklanir.

3.4.1 Tanim x? = Xilxgz ...Xﬁ“, K[X4, X5, ..., X,] halkasinda bir tekterimli olsun. Her
i=12,..,nigina; <1 ise, x* tekterimlisine, Kkaresiz tekterimli denir. | tekterimli
idealinin, minimal iirete¢ kiimesi G(I), karesiz tekterimlilerden olusuyor ise, I’ya karesiz

tekterimli ideal denir.

3.4.2 Ornek K[x,, X, X3] halkasinda,

I = (x1X;,X,X3)
ideali bir karesiz tekterimli ideal iken,

I = (X%XZiXZ)(g)

ideali karesiz tekterimli ideal degildir.

3.4.3 Uyan | ve ], K[xq, X3, ..., X,] halkasinda iki karesiz tekterimli idealler olsun. Bu

durumda, I N | idealide bir karesiz tekterimli idealdir.

3.4.4 Ornek K[x, y, Z, w| halkasinda,
[ = (xy,yz,zx) ve ] = (yw, zw, Xw)
Karesiz tekterimli ideallerini alalim. 3.3.8 Yardimci Teorem kullanilarak
[ N ] = (Xyw, XyZw, XYW, YZW, YZW, YZXW, ZXYW, ZXW, ZXW )

bulunur. Burada,

XYZW = Z(Xyw)

yzxw = x(yzw)

ZXyw = y(Zxw)
oldugundan, I N ] idealinin minimal {irete¢ kiimesi

G(INJ]) = {xyw, yzw, zxw}

olarak bulunur.
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3.4.5 Yardima1 Teorem I, k[x,, X5, ..., X,] halkasinda karesiz tekterimli ideal olsun. Bu
durumda, I, tekterimli asal ideallerin sonlu kesisimidir.

Ispat I bir karesiz tekterimli ideal olsun. I’nin minimal iirete¢ kiimesi

G() = {uy, uy, ..., us}

olsun. r iizerinden tiimevarim yapalim.
r=1lise I = (uy) = (x,Xj, ... Xj,) = ﬂfl:l(xij).
r > 1veu; = X X, ...Xj, oldugunu varsayalim. 3.3.8 Yardimc1 Teoremden,
I = ﬂ;i:l (Xij,uz, e, Up)
yazabiliriz. Tiimevarim hipotezinden, her bir P; tekterimli asal ideal olmak tizere,

(uz, .., uy) =N, P

olur. Bu durumda,
[=NL(NEy ((x) + PY)

elde edilir.
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4.STANLEY-REISNER TEORI

Stanley-Reisner teorisi, kombinatorik ve degismeli cebir arasindaki baglantiy1 saglar.
1970’li yillarin ortalarinda Hochster ve Stanley [7], [8] tarafindan ortaya atilan ve
simplisyal kompleksler ve karesiz tekterimli idealler arasindaki karsilik gelme, her iki

alanda da 6nemli gelismelere sebep olmustur.

4.1 Simplisyal Kompleksler
4.1.1 Tammm X = {Xq, Xy, ... ,X,} kose kiimesi {lizerinde bir A simplisyal kompleksi, X ’in

altkiimelerinin,

e Vi=1,2,..,nicin{x;} €A
e FeAveGEFikenGeA

kosullarini saglayan bir koleksiyonudur. A ‘nin elemanlarina yiizler veya simpleksler denir.
A simplisyal kompleksinin bir F yiizii, A ‘nin bir baska yiizii tarafindan kapsanmiyor ise F

‘ye faset ad1 verilir.

4.1.2 Ornek X = {X4, X5, X3, X4, Xs, X¢ } olmak iizere, X kose kiimesi iizerinde,

A= {{x1}, {x2} {x3}, {xa}, {xs} (%6}, {x1, X2}, {x1, X3}, {X2, X3}, {X3, %4}, {x3, X5}, {x4, X5},
{Xs, X6}, {X1, X2, X3}}

kiimesini alalim.

i=1,2,3,4,5,6icin {x;} € A oldugu agiktir.

Fi ={x1,x,} € Aiken {x;} € A, {x,} €A

F, = {x,x3} € Aiken {x,} € A, {x3} € A

F; = {x,,x3} € Aiken {x,} € A, {x3} € A

F, = {x3,%x,} € Aiken {x3} € A, {x,} €A

Fs = {x3,x5} € Aiken {x3} € A, {xs} € A

F¢ = {x4,x5} € Aiken {x,} € A, {xs} € A

F, = {x5,%¢} € Aiken {x5} € A, {x¢} € A

Fg = {x1,X,,%x3} € Aiken {x,} € A, {x,} € A, {x3} € A, {X1,X,} € A, {x1,%X3} €A,

{x2x3} €A

oldugundan 4.1.1 Tanimdan A bir simplisyal komplekstir. A simplisyal kompleksi
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Ty T3

olarak cizilebilir.

4.1.3 Ornek X = {x;, X,, X3, X4, X5 } olmak iizere, X kose kiimesi iizerinde,
A= {{x1}, {x2}, {x3}, {xa}, {xs} {x1, %23, {x1, %3}, {x4, X5}, {x1, %2, X33}
kiimesini alalim.

F = {x1,%5,%x3} € Aiken {x4,%x,} € A, {X;,%3} € A fakat {x,,x3} € A
oldugundan A bir simplisyal kompleks degildir.

4.1.4 Tammm A bir simplisyal kompleks ve F € A olsun. |F|, F yiiziiniin eleman sayisi
olmak tizere |F| =i+ 1 ise, F nin boyutu i’dir ve dimF =i ile gosterilir. A simplisyal
kompleksinin boyutu,

dimA= max{dimF| F € A}
olarak tanimlanir. A= { }, bir baska deyisle A bos kompleks ise dimA= —oo olur.

4.1.5 Ornek A,
s
6
€T 1
Ty xr3
€2

simplisyal kompleksi olsun.

A’nin F yiizlerinin boyutunu bulalim:

F, ={x;}ise|F;|=1=0+1=dim(F,) =0
F, ={x,}ise|F,]=1=0+1=dim(F,) =0
F; = {x3}ise|F3;]=1=0+1= dim(F;) =0
F, ={x,}ise|F,/=1=0+1=dim(F,) =0
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Fs = {x5}ise |Fs| =1=0+1= dim(F5) =0
Fe = {xg}ise|Fg] =1=0+1=dim(Fg) =0
F, = {x,x,}ise|F;| =2=1+1=dim(F,) =1
Fg = {xq,x3}ise |Fg| =2=14+1=dim(Fg) =1
Fo = {X;5,%3}ise |[Fg| =2 =1+1=dim(Fy) =1
Fio = {x3,x4}ise |Fiol =2 =14+ 1= dim(F;) =1
Fi1 = {x3,x5}ise |[F;1| =2=1+1=dim(F;;) =1
Fi, = x4, x5}ise |Fipl =2 =1+1=dim(F;,) =1
Fi3 = {X5,%x6¢}ise |Fi3l =2 =1+1=dim(F;5) =1
Fis = {X1, X2, %3} ise |[F14] =3 =24+ 1 = dim(F;4) = 2
Olur. Boylece,
dimA= max{dimF|F € A}
dimA= max{0,1,2} =2

olarak elde edilir.

4.1.6 Tammm A simplisyal kompleks ve F, A’nin bir yiizii olsun. dimF =i ise, F yiiziine

A’nin i-yiizli denir. A’nin i-yiizlerinin sayisi f; ile gosterilir. f_; = 1 olarak tanimlanir.

4.1.7 Ornek A, 4.1.5 Ornekteki simplisyal kompleks olsun. A’nin boyutu dimA= 2 idi.
i=0,...,dimA olmak iizere A’nin i-ylizlerini bulalim.

f,=1

fo = A’nin 0-boyutlu ytzlerinin sayis1 = 5

f; = A’nin 1-boyutlu ytizlerinin sayis1 = 9

f, = A’nin 2-boyutlu ytzlerinin sayis1 = 5

bulunur.

4.1.8 Tamim A simplisyal kompleks, dimA=d —1 ve f;’ler, A’nin i-yiizlerinin sayisi
olmak tizere,
f(A) = (-1, fo, 1, £z, ooos fa—2, fa—1)
dizisine, A simplisyal kompleksinin f-vektorii ve
FA () = fo td + fotd™t + oo+ fy ot + fy_q
polinomuna, f-polinomu denir.

ha(t) = fy(t— 1) = hot® + hyt9=1 + oo + hy_,t+ hy
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polinomu, A’nin h-polinomudur.
h(A) = (ho, hll ey hd)

dizisine de A’nin h-vektoru denir.

4.1.9 Ornek A simplisyal kompleksi, 4.1.5 Ornekteki kompleks olsun. 4.1.7 Ornekten,
A’nin f-vektori

f(a) = (f_4,fo, f1, ) = (1,5,9,5)
olarak bulunur. dimA= 2 = d — 1 olmasindan d = 3 olduguna dikkat edersek, A’nin
f-polinomu

fa(t) = f_ 3+ ft2 + fit+ 1,
=t3+5t*+9t+5
elde edilir. A’nin h-polinomu, f-polinomunda t yerine t — 1 yazilarak,
hy() =f,t—1)=(t—-1)3+5t—-1)2+9(t—1)+5
=3 —-3t2+3t—1)+5(t*—-2t+1)+9(t—1)+5
esitliginden
hy(t) =t3+2t24+2t+0

olarak elde edilir. Burada, A’nin h-vektorii

h(4d) = (h0: hy, hy, h3) =(1,2,2,0)
dizisidir.

4.1.10 Tammm A bir simplisyal kompleks olsun. Eger F ¢ A fakat her G € F i¢in G € A ise

F’ye, A’nin minimal yiiz olmayanlari denir.

4.1.11 Ornek A simplisyal kompleks,

Iy
Iy

I3

(1))
seklinde verilsin. A’y1
{{x1}, {x2}, {xa} {xa} {xs}, {x1, X2} {x1, X3}, {%2, X3}, {x3, X4}, {3, X5}, {x4, X5}, {x1, X2, X3},
{X3, X4, Xs}}

olarak yazabiliriz.
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A’nin yiizii olmayanlari,
{{x0 x4} {x0, x5} {x2, x4}, {X2, X5}, {x1, X2, X4, {x1, X2, X5}, {X2, X3, X4}, {X2, X3, X5},
{x1, X2, X3, X4}, {X1, X2, X3, X5}, {X2, X3, X4, X5 }}
olarak bulunur. Burada,

{x1,x,4} & A fakat {x,},{x4} € A

{x1,x5} & A fakat {x,},{xs} € A

{x,,x,} & Afakat {x,},{x,} € A

{x,, x5} & A fakat {x,},{xs} € A
oldugu goriiliir. Boylece, 4.1.10 Tanimdan

{{x1, x4} {x1, x5}, {x2, x4}, {x2, %51}
A’nin minimal yiizii olmayanlaridir. Burada,
{x1,X,,X4} & A fakat {x;,x,} € Aiken {x;,x,} € Ave {X,,X,} € A

olmadigindan {x;,X,,X,}, A’nin minimal yiizii olmayani olamaz. Digerleri de benzer

sekilde gosterilebilir.

4.2 Stanley-Reisner Karsiik Gelmesi
Stanley-Reisner karsilik gelmesi, simplekslerdeki bilgileri, karesiz tekterimlilerdeki

bilgilere baglayan gozlemlerden ortaya ¢ikar.

42.1 Tamm X = {X{,X;,..,X,} Ve ACSX olsun. A kiimesi iizerinde desteklenen
tekterimli,
xA = [TxeaXi
olan karesiz tekterimlidir. Tersine, eger m bir karesiz tekterimli ise, m’nin destegi,
supp(m) = {x;| x;|/m}

olarak tanmimlanair.

4.2.2 Tamim | bir karesiz tekterimli ideal olsun. I idealinin Stanley-Reisner kompleksi, A;,
A={FcX|xFel}
kompleksidir. Bir baska deyisle, A;, | idealinde olmayan tekterimlilerin olusturdugu
simplisyal komplekstir. Benzer sekilde, A’nin Stanley-Reisner ideali, [, A’nin yiiz
olmayan elemanlart ile iiretilen karesiz tekterimli idealdir. Boylece,
Ih =(x" | F ¢ A)

olur.
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4.2.3 Ornek A simplisyal kompleksi,

5

I3

A= {{x1}, {x2} {x3}, {xa}, {xs}, {x1, %2}, {x1, x5}, {x1, x4}, {x1, X5}, {x2, X3}, {X2, x4}, {x2, X5},
{x3, X4}, {X3, X5}, {X1, X2, X3}, {X1, X3, X4}, {X1, X2, X4}, {XZ,X3, X4}, {X2,X3,Xs5}}

olsun. A’nin yiiz olmayanlari,

{x4, x5}, {x1, X2, X5}, {X1, X3, X5}, {X1, X4, X5}, {X2, X4, X5}, {X3, X4, X5}, {X1, X2, X3, X4},

{x1, X2, X3, X5}, {X1, X2, X4, X5}, {X1, X3, X4, X5}, {X2, X3, X4, X5}, {Xq, X2, X3, X4, X5}

olarak bulunur. A’nin Stanley-Reisner ideali I,

[y =< X4Xs5, X1X2X5, X1X3X5, X1 X4 X5, XpX4 X5, X3X4 X5, X1 X2X3Xy, X1X2X3X5, X1 X2X4 X5,

X1X3X4Xs5, X2X3X4 X5, X1X2X3X4 X5 >

olur. I,’nin iiretegleri minimal degildir.

[p =< X4X5, X1 X5 X5, X1X3X5, X1 XpX3Xy >

seklinde minimal olarak yazilabilir.

4.2.4 Ornek K[x;,X, X3,Xs,Xs] halkasinda, = (x;X4,X;Xs,XpXs, X3Xs, X4Xs, XpX3X4)
karesiz tekterimli idealini alalim. I idealinde olmayan tekterimliler,

A= {x1, X2, X3, X4, X5, X1X2, X1X3, X2X3, XX4, X3Xg, X1XX3}
olarak bulunur. Burada, 6rnegin x;X,X, = X,(x;X,) olarak yazilabileceginden X;X,X,
tekterimlisinin bu kiimede olmayacagina dikkat ediniz. Bu, A; kiimesine, I idealinin

Stanley-Reisner kompleksi denir ve
I3

L4
)

seklinde gosterilir.
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4.2.5 Tammm A bir simplisyal kompleks olsun. I,, A’nin Stanley-Reisner ideali olmak

tizere, A’nin Stanley-Reisner halkasi veya yiiz halkasi,
k[x4,X%5, ..., X
RA=S/IA= [x1, X2 n]/IA

boliim halkasidir.

4.2.6 Uyan A, X = {Xq,Xy, ..., Xy} kiimesinin bos kiime olmayan bir alt kiimesi ise, A’nin
elemanlari ile iiretilen asal ideal Py,
Py = (x; [ x; € A)

olarak gosterilir. m bir tekterimli ise, P,, yazariz.

4.2.7 Teorem Koselerinin kiimesi X = {X4, X, ..., Xp} 0lan A simplisyal kompleksi ile,
S = K[xX4,Xy, ..., X, ] halkasindaki karesiz tekterimli idealler arasinda birebir bir karsilik
gelme vardir. Ustelik, F, A’nin bir faseti ve
Pe = (x; | x; € F)
olmak tizere
In = Npea Pr.
Ispat: [9], [10].

4.3 Alexander Dualite Teorisi
Bu boliimde, Alexander dualite kavramini kombinatorik agidan tanitarak, bir A simplisyal

kompleksinin AV dual kompleksini elde edecegiz.

4.3.1 Tamim A, koselerinin kiimesi X = {x4, X,, ..., Xp } 0lan bir simplisyal kompleks olsun.
A’nin, AV ile gosterilen Alexander duali, yiizleri

{X/F =F°|F ¢ A}
olan simplisyal kompleksdir. Bir bagka deyisle, AV’ nin yiizleri, A’nin yiiz olmayanlarinin

tiimleyenlerinden olusur.

4.3.2 Ornek X = {x4, X,, X3, X4, X5 } kiimesi iizerinde,

xTr
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A= {{x1}, {x2} {x3} {xa}, {xs} {x0, %2}, {x0, x5} {x0, x4} {x0, x5} {x2, x5}, {%2, %43, {x2, %5},
{x3, X4}, {X3, X5}, {X1, X2, X3}, {X1, X3, X4}, {X1, X2, X4 }, {Xz,Xs, X4}, {X2,X3,X5}}
simplisyal kompleksini diisiinelim. A’nin yiiz olmayanlari,

{x4, X5}, {X1, X2, X5}, {X1, X3, X5}, {X1, X4, X5 }, {X2, X4, X5 }, {X3, Xa, X5 }, {X1, X2, X3, X4},
{x1, X2, X3, X5}, {X1, X2, X4, X5}, {X1, X3, X4, X5}, {X2, X3, X4, X5}, {Xq, X2, X3, X4, X5}
olarak bulunur. Bu elemanlari sirasiyla alirsak

{x4, x5} = F¢ = {x4, %3, X3}

{x1,x2, x5} = F¢ = {X3,%4}

{x1,x3,x5} = F° = {x3, %4}

{x1, X4, x5} = F¢ = {x3,%3}

{x3,%4, %5} = F° = {x,%;}

{x2, %4, %5} = F° = {xq, %3}

{x1,X2,X3,%4} = F° = {x5}

{x1,X2,%3,%5} = F° = {x,4}

{x1,X2, %4, X5} = F° = {x3}

{x1,X3,%4, X5} = F° = {x;}

{x2,X3,%X4, x5} = F° = {x1}

elde edilir. Boylece A’nin AV Alexander duali,
I3

L4
)
simplisyal kompleksidir.
4.3.3 Uyan A bir simplisyal kompleks ve | bir karesiz tekterimli ideal olsun. Bu durumda,

AV =Ave (V)Y =1

olur.
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5.KENAR IDEALLER

Cizgeler, uygun bir polinom halkasindaki tekterimli idealler kullanilarak
calisilabilmektedir. X = {x4,X;, ..., X} olmak iizere, G = (X,E) basit ¢izgesi verilsin.
Uretegleri, bu ¢izgenin kenarlari tarafindan olusturulan bir ideali, cebirsel olarak calismak
istiyoruz. Bu ideal Kk[x4,X5,...,X,] polinom halkasinda bulunur ve bu polinom halkasinin
degiskenleri , G ¢izgesinin kose kiimesine karsilik gelir. Bir karesiz tekterimli idealin
minimal treteglerini, basit bir ¢izgenin kenarlar: ile tanimlayan kenar ideal kavrami, ilk
olarak Villareal [11] tarafindan g¢izgeler i¢in tamitilmis ve daha sonra hipergizgelere

genisletilmistir.

5.1 Basit Cizgelerin Kenar idealleri

Bu boliimde, basit ¢izgelerin kenar ve ortii ideallerini tanitacagiz.

5.1.1 Tammm G = (X, E) basit ¢izgesi verilsin. G ¢izgesinin kenar ideali
1(G) = (x;x; | {xix;} € E) € k[x;,Xp, e, X

ve G’nin Ortii ideali
J(G) = U jesi %)) S klxy, X5, oo, X

karesiz tekterimli idealleridir.

5.1.2 Ornek G basit ¢izgesi

L5 L2

Ty T3

sekli ile verilsin. G ¢izgesinin kenar idealini bulalim. G’ nin kenarlari
{le XZ}: {XZi Xg}, {X3: X4}r {X4-' XS}I {Xl' XS}
oldugundan, 5.1.1 Tanimdan, G nin kenar ideali,
I(G) = (XX, X2X3, X3X4, X4X5, X5X1)
karesiz tekterimli idealdir. Simdi, G ¢izgesinin ortii idealini bulalim. Yine, 5.1.1 Tanimdan,
J(G) = (x1,X2) N (Xz,X3) N (X3, X4) N (Xg,X5) N (Xq,X5)
bulunur. Burada,

1 = (x1,X2), Iz = (X2, X3), I3 = (X3,X4), 14 = (X4, %Xs5) Ve Is = (x4,%s) olsun.
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I, NI, idealini bulalim.
[ = (x, %), f; = xq, f = %3
I; = (x2,X3), 81 = Xz, 82 = X3
yazalim. Boylece,
okek(fy, g1) = x1%,
okek(fy, g2) = X1X3
okek(fy, g1) = X,
okek(fz, 82) = X,X3
bulunur. Boylece, 3.2.14 Yardimc1 Teoremden,
I3 N1 = (x1X3, X1 X3, X, X2X3)
Bu ideali, x;x, = (X)X, V€ X,X3 = (X3)X, oldugundan
I} NI = (x1X3, X3)
elde edilir. Simdi, (I; N 1,) N I3 idealini bulalim.
[ NI, = (X1X3,X3), f1 = X1X3, f, =%,
I3 = (X3,X4), 81 = X3, 82 = X4
yazalim. Boylece,
okek(fy, g1) = x1X3
okek(f}, 82) = X1X3X4
okek(f;, 81) = XzX3
okek(fy, 82) = XXy
Bu esitliklerden ve 3.2.14 Yardimc1 Teoremden,
(I N I) N I3 = (X1X3, X1 X3X4, X2 X3, X2X4)
Yine, X;X3X, = X4(X;1X3) oldugundan
(I N 1) N I3 = (X1X3, X2X3, X2X4)
bulunur. Benzer sekilde devam edersek,
I N1, NI = (X1X3, X2X3,X5Xy), 1 = X1X3, £, = X5X3, 3 = XX,
Iy = (X4, Xs5), 81 = X4, 82 = X5
yazalim. Boylece,
okek(f;, g81) = X1X3X4
okek(f, 82) = X1X3Xs
okek(fy, g1) = X,X3X,
okek(f, 82) = X,X3Xs

okek(f, 81) = X2X4
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okek(fz, 82) = XyX4Xs

Bu esitliklerden ve 3.2.14 Yardime1 Teoremden,
(I; N1 N I3) N1y = (X1X3X4, X1 X3X5, X2X3Xy, X2X3Xs5, XpXg, X2X4X5)
Burada, x,X3X, = X3(X3X,) V€ X5X,Xs = X5(X2X4) oldugundan
(I; Nn1I; N I3) N1y = (X1X3X4, X1 X3X5, X2X3Xs5, X2X4)
bulunur.
I} N1z N I3 N1, = (X1X3Xy, X1X3Xs5, XoX3Xs5, XoXg), f1 = X1X3Xy, T = X1 X3Xs,
f3 = X2X3Xs5,f4 = XoXy
Is = (X1, Xs5), 81 = X1, 82 = X5

yazalim. Boylece,

okek(f;, g1) = x1X3Xy

okek(fy, 82) = X1X3X4Xs
okek(fz, 81) = X1X3Xs
okek(f, 82) = X1X3Xs
okek(fs, 81) = X;X,X3Xs

okek(fz, 82) = X;X3Xs

okek(fy, 81) = X1X,X4

okek(fy, 82) = XoX4Xs
Yine bu esitliklerden ve 3.2.14 Yardimci Teoremden,

(I NI, NI3 NI,) NI, = (X1X3Xy4, X1X3X4X5, X1 X3Xs5, X1 X2X3X5, X5 X3X5, X1 XXyg, X X4 X5)
ve boylece,
J(G) = (X1X3Xy, X1X3X5, X2X3X5, X1 X2X4) X2X4X5)

olarak bulunur.

5.1.1 Tamimdaki yapiy1 tersine ¢evirebiliriz. I, K[X4, X, ..., X, | polinom halkasinda,

I =(X1,1,X1,2, o) X1 1, X 2)
formundaki herhangi bir karesiz tekterimli ideal ise, kenar ideali I olan bir basit G ¢izgesi

olusturabiliriz. Boylece,

[-G=X={X1,X2, .., Xn}, {{X1,1,X1,2}, {X2,1'X2,2}, ) {Xk,pXk,z}})
cizgesine karsilik gelir. Yine, eger

k
] = ni=1(Xi,1; Xi,z)

olan bir karesiz tekterimli ise, ortii ideali ] olan G ¢izgesini
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] > G=(X={xq,X3,...,Xpn}, {{xi‘l,xi‘2}|i = 1,2,..,k})

olacak sekilde olusturabiliriz.

5.2 Hipercizgelerin Kenar Idealleri

Bir ¢izgenin kenar ve ortii ideal tanimlari, hipercizgelere genisletilebilmektedir.

5.2.1 Tammm H, kose kiimesi X = {X4, X5, ..., Xy} ve kenar kiimesi E olan bir hipergizge
olsun. H’nin kenar ideali

I(H) = (xe = [Ixee X | € € E) € K[Xq,X3, ..., Xp]
ve Ortii ideali

J(H) = Neep(x | x € E) € K[Xq, X3, ..., Xp]

olarak tanimlanir.

5.2.2 Ornek

AN

seklinde verilen
H = (X = {X1, X2,X3,X4, X5, X6}, E = {{X1, X2, X3}, {X2, X4, X5}, {X3, X5, X6} }
hiper¢izgesini alalim.
I(H) = (X1X2X3, X2X4Xs5, X3X5Xg)
J(H) = (X1, X2, X3) N (X2, X4, X5) N (X3, X5, Xg)

idealleri sirasiyla H hipergizgesinin kenar ve ortii idealleridir.

Bu yap1, karesiz tekterimli idealler ve hipercizgeler arasinda birebir bir karsilik gelme
saglar. Bu karsilik gelme, karesiz tekterimli ideallerin cebirsel 6zelliklerini iligkili oldugu

hipergizgelerden elde edilen kombinatorik veriler agisindan incelememize olanak saglar.

5.3 Cizgelerin Yol idealleri
Cizgelerin yol idealleri, ilk olarak Conca ve De Negri [12] tarafindan, kenar idealleri

genisletmek i¢in ortaya atilmistir.

37



5.3.1 Tanim G = (X, E) ¢izgesini alalim. G ¢izgesinde, j = 1,2, ...,t — 1 i¢in
{Xi]., Xij, .} € E olacak sekilde t sayidaki farkli koselerin olusturdugu {Xi 1 Xiy) o ,Xit}

kiimesine, G ¢izgesinde t uzunlukta bir yol denir.

5.3.2 Tammm G = (X, E) ¢izgesinde t uzunluktaki yol ideali, I;(G) ile gosterilir ve
I.(G) = <X11Xiz o X, |{X11,Xiz, ...,xit},tuzunlukta yol)

olarak tanimlanir.

t = 2 durumunda, uzunlugu 2 olan bir yol, bir kenardir ve boylece, 1,(G), G ¢izgesinin

kenar idealidir. Bu yapi, kenar idealler yapisini genisletebilmenin bir yoludur.

5.3.3 Ornek G cizgesi,

L

Zy L2

Ty T3

olarak verilsin. G’nin uzunlugu 3 olan yollar tarafindan iiretilen ideali,
I3(G) = (X1X2X3, X5 X3Xy, X3X4Xs5, X4X5X1, X5X1X2)
olarak bulunur. Uzunlugu 2 olan yollar tarafindan iiretilen ideali ise,
13(G) = (x1X2, X2X3, X3X4, X4Xs5, X5X1)

idealidir. 15(G) ideali, G’nin kenar idealidir.

Bir G ¢izgesini bir tekterimli ideal ile iliskilendirdigimiz bu yapilar, buzdaginin sadece
goriinen kismidir ve hepsinin kendine gore avantajlari vardir. Bu durumda,
“Cebirsel bir objeyi, bir ¢izge ile iligkilendirmenin yeni bir yolunu bulmak’’

acik problemi kaginilmaz olur.
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