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LINEER OLMAYAN iKiNCi MERTEBEDEN FARK DENKLEM
SISTEMLERININ COZUMLERI UZERINE
(Yiiksek Lisans Tezi)

Mesure SEN

NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

OZET
Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde fark denklem ve sistemlerinin
onemi, uygulama alan1 ve bu tezin amacina yer verilmistir. Ikinci béliimde, fark
denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili literatiir taramast ile fark denklemleri ve

fark denklem sistemleri ile ilgili genel tanim ve teromlerden bahsedilmistir. Ugiincii
bolimde je{l,2} i¢in a,b,c,, d, parametreler ve u_,v_,ic{0,1}, baslangic
kosullari reel sabitler olmak ilizere

0 alf(un)+blg(vn—l) o aZg(vn)—}_be(unfl)
R (g(“)c1f<un>+d1g(vn_l>]’ s £f vt )

iki-boyutlu ikinci mertebeden lineer olmayan fark denklem sisteminin ¢oziimleri elde

edilmistir. Dordiincii boliimde ise, je{1,2} icin a b, cj,d i parametreler ve

u_,, v, ie{0,1}, baslangi¢ kosullar: reel sabitler olmak tlizere

i

= a1g(Vn)+b1g(Vn71) o azf(”n)+bzf(”m1)
e =1 (f(un)clg(vn)+d1g(vn—1)} a8 (g(vn)czf(”n)+d2f(”n—1) > e lo,

ikinci mertebeden lineer olmayan fark denklem sisteminin ¢oziimleri parametrelere gore

incelenmistir. ~ Burada ¢} +d; #0, je{1,2}, f,g:R—>R  siirekli, monoton

fonksiyonlar ve f(R)=R, f(0)=0, g(R)=R, g(0)=0" dir. Son bdlimde ise sonug
ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar kelimeler: Fark Denklemi, Fark Denklem Sistemi, Genel Coziim.

Tez Danismani: Prof. Dr. Yasin YAZLIK

Sayfa sayisi: 62
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ON THE SOLUTIONS OF NONLINEAR SOME DIFFERENCE EQUATIONS
SYSTEMS WITH SECOND ORDER
(Ms Thesis)

Mesure SEN

NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCES

ABSTRACT

This thesis consists of five sections. In the first section, the importance of difference
equations and system of difference equations, their application areas and the aim of this
thesis are given. In the second section, the literature review on difference equations,
systems of difference equations and the general definitions and theorems about
difference equations and systems of difference equations are mentioned. In the third
section, the general solution of two-dimensional nonlinear system of difference
equations with second order

N {g(vn)alf(un)+b1g(vn_1)} ; _g1Lf(un)azg(vn)+bzf(un_1)} neN,,

le(un)+d1g(vn—l) e CZg(Vn)-’-de(unfl)

where the parameters a b.,c, dj, for j e{l,z},and the initial conditions u_;, v

J2 i’ i

for

i € {0,1}, are real numbers, is obtained. In the fourth section, the general solution of two-

dimensional nonlinear system of difference equations with second order

U, = f—l (f(un) alg(vn)+b1g(vn1)} v, = g_1 (g(vn) Cl2f(un)+bzf(unl)J, ne Noa

Clg(vn ) + dlg(vn—l) sz(”n ) + dzf(”n—l)

where the parameters a, bj, ¢ dj, for je {1,2}, and the initial conditions u_,, v ;, for

i €{0,1}, are real numbers, cjz‘ + djz. =0, je {1,2} , [,g:R— Rare strictly monotone
continuous functions, f(R)=R, f(0)=0, g(R)=R and g(0)=0, is obtained.
Finally, the last section the results and recommendations are given.

Keywords: Difference equation, Difference Equations system, General Solution.
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1. BOLUM
GIRIS

Matematik, insanligin en eski ve en evrensel bilim dallarindan biridir. Sayilar, sekiller
ve mantik aracilifiyla diisiince sistemimizi yapilandirmamiza yardime1 olan bu disiplin,
sadece bir hesaplama araci olmanin Gtesinde, evrenin temel yap: taglarii anlamamiza
olanak tanir. Matematik, dogal ve sosyal bilimlerin yani sira miihendislik gibi
disiplinlerde, karmasik sistemlerin incelenmesi ve ¢oziimlenmesinde merkezi bir rol
oynamaktadir. Ozellikle sistemlerin zaman igerisindeki degisimlerini ve etkilesimlerini
tanimlamak, bu sistemlerin davranislarint ongdérmek ve kontrol etmek amaciyla
diferansiyel denklemler ve fark denklemleri dnemli araclar olarak kullanilmaktadir.
Gergek diinya siireclerinin soyut matematiksel yapilarla ifade edilmesine imkan taniyan
bu denklemler, ¢esitli disiplinlerdeki problem ve sistemlerin modellenmesi ig¢in
vazgecilmezdir. Bu baglamda, matematiksel modelleme siireci, hem teorik hem de
pratik bilgi birikiminin bir araya getirildigi disiplinler aras1 bir yaklagim gerektirirken,
diferansiyel denklemler de bir sistemin dinamik yapisini bagimhi ve bagimsiz

degiskenlerin tlirevleri araciligiyla tanimlamak i¢in kritik bir rol oynar.

Diferansiyel denklemler, fiziksel, biyolojik ve miihendislik problemlerinin yani sira
sosyo-ekonomik siireclerin modellenmesinde yaygim olarak kullanilmaktadir. Ornegin,
klasik mekanikte bir cismin hareketi Newton’un ikinci yasasiyla ifade edilirken, elektrik
devrelerindeki akim ve gerilim iliskileri Kirchhoff yasalariyla agiklanir. Biyolojide
popiilasyon dinamikleri ya da ekonomide biiyiime ve dalgalanma modelleri de
diferansiyel denklemler yardimiyla c¢oziimlenmektedir. Dolayisiyla, diferansiyel
denklemler, siirekli degisim gosteren olgularin analizi i¢in temel bir matematiksel

gerceve sunmaktadir.

Matematiksel modelleme, ger¢ek diinyadaki silireglerin matematiksel olarak ifade
edilmesine olanak tanir ve modelleme siirecinin basarisi, dogru matematiksel araglarin
secimine baglidir. Diferansiyel ve fark denklemleri, bu siirecte en ¢ok tercih edilen
yontemler arasinda yer almakta ve birgok farkli alanda etkili bir sekilde
kullanilmaktadir. Ornegin, biyomedikal miihendislikte bir hastaligin yayilimi,

miithendislikte bir yapinin kararliligi veya cevresel sistemlerde iklim degisikliginin
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etkileri gibi ¢ok boyutlu problemler, matematiksel modellerle analiz edilebilir. Bu
modellerin kullanimi, yalnizca sistemin mevcut durumunu anlamakla kalmaz, ayni
zamanda gelecekteki davraniglarini ongérmeye de olanak tanir. Bu yaklagim, bilimsel
analiz, tahmin ve karar alma stireglerinde genis bir kullanim alanina sahiptir. Cesitli

disiplinlerden matematiksel modelleme 6rnekleri:

Fizik: Schrodinger Denklemi: Kuantum mekaniginde, bir parcacigin dalga fonksiyonu
w(x,t) , Schrodinger denklemi ile modellenir:

i ow(x,t) __ h

— Vi (x,)+V(x)w(x,t)m
Py . w(x,0)+V(xX)y(x,1)

Burada 7 Planck sabitinin indirgenmis halini, m parcacigin kiitlesini ve V(x)

potansiyel enerjiyli temsil eder. Bu denklem, mikroskopik diinyadaki olasilik

dagilimlarini belirlemek i¢in kullanilir.

Miihendislik: Navier-Stokes Denklemleri: Akiskanlar dinamiginde, bir akiskanin
hareketini tanimlamak i¢in kullanilan Navier-Stokes denklemleri, momentumun

korunumu esasina dayanir:
ou )
P E-i—(u.V)u =-Vp+uVu+f

Burada p akiskanin yogunlugu, u hiz alani, p basing ve u akiskanin viskozitesidir. Bu

denklem, miihendislikte ve meteorolojide sivi ve gazlarin hareketini modellemek icin
kullanilir. Bu temel kavramlar1 anlamanin ardindan, daha karmasik problemlere gecis
yaparak, dinamik sistemlerin ve zaman serilerinin analizinde 6nemli bir rol oynayan

fark denklemlerini inceleyebiliriz.

Fark denklemleri, 6zellikle sayisal analiz ve dinamik sistemler alaninda énemli bir rol
oynayan matematiksel araglardir. Siirekli zaman yerine, belirli araliklarla tanimlanan
veri noktalarin1 kullanan bu denklemler, sistemlerin zaman ig¢indeki degisimlerini
anlamamiza yardimci olur. Ozellikle miihendislik, ekonomi ve biyoloji gibi bircok
alanda uygulama bulurlar. Fark denklemleri, bir sistemin gelecekteki durumunu

belirlemek i¢in mevcut durumlari kullanir. Ornegin, bir populasyonun biiyiime oranini
2



modellemek icin ge¢mis degerleri dikkate alarak gelecekteki degerleri tahmin etmek
miimkiindiir. Bu, 0Ozellikle karmasik dinamiklerin daha basit bir bi¢imde analiz
edilmesine olanak tanir. Daha spesifik olarak, birinci derece fark denklemleri, ardisik
terimler arasindaki iligkiyi belirlerken, daha yiiksek dereceli denklemler daha karmagik
sistemleri temsil edebilir. Bu denklemlerin ¢ézlimii, genellikle iteratif yontemler veya
analitik teknikler kullanilarak gerceklestirilir. Sonuglar, ¢esitli uygulamalarda 6nemli

bilgiler sunar ve sistemlerin davranisini tahmin etmemize yardime1 olur.

Sonug olarak, fark denklemleri, belirli zaman araliklarinda meydana gelen olaylar
anlamak ve modellemek i¢in kritik bir aractir. Discrete zaman dinamiklerini analiz
ederek, karmasik sistemlerin davranisini daha i1yi kavrayabiliriz. Bu, hem teorik hem de
pratik alanlarda genis bir uygulama yelpazesi sunar, boylece bilimsel ve miihendislik

problemlerinin ¢oziimiinde vazgegilmez bir rol oynar.

1.1 Amac¢ ve Kapsam

Bu ¢alismanin temel amaci1 Stevo Stevic ve ark. 2022 yilinda “On a nonlinear second-

order difference equation” isimli calismast olan

X, =f" ( f (xn) ocf(xn ) * Bf(x”_l )], neN,, ikinci mertebeden fark denklemini, iki
Yf (xn ) + 6f (xn—l )

ayr1 iki-boyutlu ikinci mertebededen

_ el alf(un)+b1g(vn—l) 1 a2g(vn)+b2f(un—l)
=/ (g(v”)le(un)—i_dlg(vn—l)J’ 8 (f(un)czg(vn)"'dzf(”n—l) > 7 No,

Ve

ol alg(vn)+blg(vn—l) o aZf(un)+b2f(un—l)
e =/ (f(un)clg(vn)"'dlg(vn1)]’ e [g(vn)czf(”n)"‘dzf(”nl) et

fark denklem sistemlerine genisletip, genisletilen fark denklem sistemlerinin

¢ozlimlerini parametrelerin durumlarina gore incelemektir.



2. BOLUM
LITERATUR TARAMASI VE ON BILGILER
2.1 Kaynak Arastirmasi
Bu boliimde fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili literatiirde yapilmis

olan caligmalara yer verilmistir.

Elsayed (2012), “Solutions of rational difference equations systems of order two”

isimli ¢aliymasindax , y__, ie{O,l}, baslangi¢ kosullar1 sifirdan farkli reel sayilar

olmak lzere

X b4
-1 _ -1
- Vo1 = 3 , neN,

+l+x, .y, +l+x,_,x,

xn+l

ikinci mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini elde etmistir [12].

Touafek ve Elsayed (2012), “On the solutions of systems of rational difference
equations” 1simli caligmalarinda x , yﬁi,ie{0,1,2,3}, baslangic kosullar1 sifirdan

farkli reel sayilar olmak iizere
X Y
— -3 _ -3
xn+1__+n 5 yn+l__+n , neNg,
+l - xn—3yn—1 +1 - yn—3xn—l
dordiincii mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri ve ¢éziimlerinin

periyodikligini incelemislerdir [45].

Stevi¢ (2012), “On some solvable systems of difference equations” isimli ¢alismasinda

u,,v,,w,s, baslangic degerleri x,,y,olan x, veya y, dizilerinden bazilar1 olmak iizere

u

n

w
an:l-ﬁ-v 5 y”“:1+; , neN,

n n

birinci mertebeden fark denklem sistemlerinden 16 durumundan 14 tanesinin ¢dziilebilir

oldugunu gostermistir [28].

Din, Qureshi ve Khan (2012), “Dynamics of a fourth-order system of rational

difference equations” isimli c¢alismalarinda «,f,y,a,,B,,y, parametreleri ve

X, Y, 1€ {O,l, 2,3} , baslangic¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere



ax, s )Y, 3

= N =
ﬂ + yynyn—]yn—2y11—3 ﬂl + ylxnxn—l‘xn—2xn—3

, neN

xn+1 yn+1 0°

dordiincti mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin denge noktalarini, bir denge
noktasinin lokal asimptotik kararliligini, denge noktalarmin kararsizligini, pozitif
cOzlimlerin periyodik davranisini ve bir denge noktasinin global asimptotik kararliligini

incelemislerdir [8].

Elsayed ve Dessoky (2013), “Dynamics and global behavior for a fourth-order

rational difference equation” isimli c¢alismalarinda a, b, ¢, d parametreleri ve
X, i€ {0, 1, 2,3} , baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

bx x
—ax, +—22 —  pneN,,
ex, ,+dx,

dordiincii mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢dziimlerini ve ¢oziimlerinin

asimptotik davranisini incelemislerdir [11].

Halim, Touafek ve Elsayed (2014), “Closed form solutions of some systems of rational

difference equations in terms of Fibonacci numbers” isimli ¢aligmalarinda

X, y, i€ {0,1,2,3} , baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak tizere

X _ yn (xn—Z + yn—B) _ xn—l (‘xn—l + yn—Z)
n+l >+l T ’
yn—3 - xn—Z - yn 2xn—l - yn—Z
neN,,
X — (yn—3 — xn—Z )yn — (yn—Z — xn—l )xn—l
n+l > n+l 4
yn—3_xn—2 +yn yn—Z

dordiincii mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerini incelemislerdir

[18].

Halim, Touafek ve Yazhk (2015), “Dynamic behavior of a second-order nonlinear

rational difference equation” isimli ¢alismalarinda a, b, ¢, A, B, C parametreleri ve

x,, x_, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

k-1
k Jok—j k
ax, + bz xIxi ) +ex,
j=1

X1 = ‘k—l 5 k:3,4,..., neNO,
Ax! +B2x2xk” +Cxt

n-1
J=1




ikinci mertebeden fark denkleminin pozitif c¢oziimlerinin kararlilik analizini

incelemislerdir [17].

Halim ve Bayram (2015), “On the solutions of a higher-order difference equation in

terms of  generalized  Fibonacci  sequences” isimli caligmalarinda
N, =NuU{0},a, 8,7y €R* ve baslangic kosullari x_, i€{0,1,...,k}, pozitif reel

sayilar olmak iizere

a

=—— neN
IB+7/xn7k

X1 0>

fark denkleminin c¢oziimlerini, kararhilik karakterini ve asimptotik davranisini

incelemislerdir [15].

Elsayed ve ibrahim (2015), “Periodicity and solutions for some systems of nonlinear

rational  difference  equations”  isimli  c¢alismalarinda  baslangic  kosullar

X, YV, 1€ {0, 1, 2} , sifirdan farkl reel sayilar olmak iizere

r xn—Zyn—l _ yn—an—l
xn+l ’ yn+l - +1+ ’
xn (_ - yn—an—l)

= neN,
yn (il i'xn—Zyn—l)

iclincii mertebeden lineer olmayan fark denklem sistemlerinin periyodik davranislarini

ve ¢Ozlimlerinin bi¢cimlerini incelemislerdir [10].

Stevic, Iricanin ve Smarda (2015), “On a product-type system of difference equations
of second order solvable in  closed form”  isimli  g¢alismalarinda

a,b,c,d € Z parametreleri ve z_,z,,w ,w, € C baslangi¢ kosullar1 sifirdan farkli reel

sayilar olmak iizere

a C
z w
— n —_ n
Zn+1 - p Wn+1 - 4 ne NO’
w Z,

n—1

fark denklem sisteminin kapali formda ¢6ziilebilir oldugunu gostermislerdir [29].

Stevic, Iricanin ve Smarda (2015), “On a close to symmetric system of difference

equations of second order” isimli calismalarimda neN, i¢cin a, b, o

n? n?’ n

parametrelerive x ;, v, i € {1,2} , baglangi¢ kosullar reel sayilar olmak {izere



X = Y1 Vn2 v, = Xp1¥n-2 ,neN,,
X,(a,+0,,.7,,) Yo (@, + B,%,1%,5)

rasyonel fark denklem sisteminin iyi tanimlanmis ¢oziimlerini elde etmislerdir. Elde

edilen ¢oziimleri kullanarak ¢dziimlerin asimptotik davranmiglarini da incelemislerdir

[33].

Stevic, Diblik, Iricanin ve Smarda (2015), “On the system of difference equations”

isimli caliymalarinda a,b,c,d parametreleri ve x,,x,,v,,y  baslangi¢ kosullari

sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere

_ xn—lyn—Z _ yn—l'xn—2

xn - > Jn T
ay, , +by, | X, , +dx,

,neNg,

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilir oldugunu gostermislerdir. Elde edilen

formtilleri kullanarak ¢éziimlerin asimptotik davraniglarini géstermislerdir[35].

Touafek ve Elsayed (2015), “On a third order rational systems of difference

equations” 1simli ¢alismalarinda x ,, y , i€ {0,1,2}, baslangi¢ kosullar1 sifirdan farkl
reel sayilar olmak {izere

X X
— n—lyn y — nyn—l ,nGNO,

n+l H n+l

yn i yn—Z xn i xn—Z

ticlincli mertebeden fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerini formiilize etmislerdir [41].

Touafek ve Haddad (2015), “On a mixed max-type rational system of difference

equations” isimli galismalarmda N, =NW{0}, (4,),.,, pozitif iki-periyotlu bir dizi

ve baslangi¢ degerleri x,,y,» , € (0,+0) olmak lizere

Xy A
— n n —_ n

X, = V., —max{—,yn_l} ,neN,
yn—l xn

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerini ve ¢oziimlerinin periyodikligini

incelemislerdir [42].



Ahmed ve Elsayed (2016), “The expressions of solutions and the periodicty of some
rational difference equations systems” isimli ¢alismalarinda x ,,x ,,x,,y,,y  vey,
baslangi¢ kosullar sifirdan farkl reel sayilar olmak {izere

xn—lyn—Z y _ yn—l'xn—Z
- > S+l T 4
yn (_lixn—l'xn—Z) xn (_liyn—lxn—2)

neN,

xn+l

liclincii mertebeden lineer olmayan fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini ve

¢oziimlerin periyodikligini incelemislerdir [2].

Stevic ve Rankovic (2016), “On a practically solvable product-type system of

difference equations of second order” 1simli caligmalarinda
a,b,c,deZ, a,fecC\ {0} ve z,,z,,w, €C\ {0} baslangi¢c kosullar1 sifirdan farkli
reel sayilar olmak tizere

il c_d
=pwz neN,,

n-1°

_ a_ b
Zpn —aZan s Wi

ikinci mertebeden ¢arpilabilir tipteki fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligini ayrintili

olarak incelemislerdir [36].

Stevic (2017), “Existence of a unique bounded solution to a linear second-order
difference equation and the linear first-order difference equation” isimli ¢alismasinda

(9,),en, Ve (f,),cn, Vverilen sayi dizileri olmak lizere

|, =x..,—-qx, ,neNg,

fark denkleminin tek bir simirl ¢6ziimiinlin varligi i¢in baz1 yeterli kosullari, lineer fark
denklemleri teorisi ile Banach sabit nokta teoreminin bir kombinasyonuna dayandirarak
elde etmistir. Dahasi, fark denklemlerinin ¢oziilebilirlik teorisini kullanarak denklemi
ele almistir. Birinci mertebeden fark denkleminin g¢dziimlerinin global yakinsaklik

sonuclarini elde etmistir [31].

Halim ve Rabago (2018), “On the solutions of a second-order difference equations in
terms of generalized Padovan sequences” isimli ¢alismalarinda «,f,yeR"

parametreleri ve x| ve x, baslangic kosullari sifirdan farkl: reel sayilar olmak tizere

— a‘xn—l + ﬂ

e+l , neNg,
j/xn'xn—l



rasyonel fark denkleminin ¢ézlimiinii, kararlilik karakterini ve asimptotik davranisini

incelemislerdir. Ayrica verilen denklemin

_a‘xn—l+ﬂ _ayn—l+ﬂ EN
n+l s+l T N 0°

j/ynxn—l 7xny}'l—l

iki-boyutlu fark denklem sisteminin ¢éziimlerini de incelemislerdir [16].

Comert, Yalcinkaya ve Tollu (2018), “A study on the positive solutions of an

2

exponential type difference equation ” isimli ¢alismalarindae, 5,y parametreleri ve

X_;,X 4., X, baslangic kosullar pozitif reel sayilar ve k bir ¢ift say1 olmak iizere

a+ fe ™
n+l =TT e

P ,neN,
xn—k

fark denkleminin pozitif c¢oziimlerinin dinamik davramigint  ve kararliligim

incelemislerdir [7].

Stevic, Iricanin, Kosmala ve Smarda (2018), “Representation of solutions of a

solvable nonlinear difference equation of second-order” isimli ¢alismalarinda a,b,c
parametreleri ve x_,x, baslangic degerleri karmasik sayilar ve ¢ # 0 olmak {izere

c

X, =a+—+
X xnxn—l

n

, neN,

lineer olmayan ikinci mertebeden fark denkleminin iyi tanimlanmig ¢oéziimlerinin teorik
aciklamalarin1 sunmuslardir. Lineer fark denklemiyle iligkili karakteristik polinomun
kokleri cinsinden li¢ilincii mertebeden homojen lineer fark denkleminin 6zel ¢ézlimiini
hesaplayarak, lineer olmayan fark denkleminin ¢odziimlerini daha somut bir sekilde

incelemislerdir [30].

Stevic (2018), “On a two-dimensional solvable system of difference equations” isimli
calismasinda a,b,c,d parametreleri ve x_ Iy :@ , baslangi¢ degerleri karmagik
sayilar olmak {izere

ynyn—Z xnxn—Z

el s Vot = ,ne N,
dyn—l +an—2

B bx, ,+ay,.,
iki homojen, sabit katsayili lineer fark denklemleri i¢in iki 6zel ¢6zlim cinsinden genel

¢Ozlimiin bir temsilini sunmuglardir. Genel ¢oziimiin bazi uygulamalari olarak,
9



literatiirde yakin zamanda sunulan sistemin dort 6zel durumuna dair ¢ézlimlerin nasil
elde edildigini teorik bir agiklama olmadan incelenen c¢alismanin, bu caligmada

¢Ozlimlerinin nasil elde edildigini teorik olarak da agiklamasini yapmistir [34].

Haddad, Touafek ve Rabago (2018), “Well-defined solutions of a system of difference
equations " isimli ¢alismalarinda a,b,a, f parametreleri ve x_,, y ;,, i=0,1, baslangic
degerleri sifirdan farkl reel sayilar olmak iizere

ax bx
— nyn—l + ﬂ , yn+1 — n—lyn
y,—«& X, —

+a, neN,,

xn+l

a=>b 0zel durumu icgin ¢oziimlerin davranisin1 incelemislerdir. Ayrica sistemin
periyodik ¢oziimler kabul edebilecegi gerekli kosullar1 da belirlemislerdir. Son olarak

teorik sonuclar1 desteklemek amaciyla sayisal 6rnekler de vermislerdir [19].

Akrour Touafek ve Halim (2019), “On a system of difference equations of second-

order solved in a closed form” isimli ¢alismalarinda a,b,c ve ¢ #(0 parametreleri ve
X ,,Xy, V.Y, baslangic kosullar pozitif reel sayilar olmak lizere

ay,x,  +bx , +c ax,y, ,+by  +c
X = =

n+l s yn+1

yn'xn—l xnyn—l

,neN,,

fark denklem sisteminin kapali formda ¢éziimlerini incelemislerdir [3].

Akrour, Touafek ve Halim (2019), “On a system of difference equations of third order

solved in closed form” isimli ¢alismalarinda ne N i¢in a, b, ¢ ve d parametreleri

X ,5,X ,%,V 5,V 1, ), baslangic kosullart sifirdan farkli reel sayilar ve d #0 olmak

luzere

ax, =2y, x +by x ,+cx ,+d

s n+l =

— ayn—zxn—lyn + bxn—lyn—2 + Cyn—Z + d
yn - 2‘xn—1yn

X

, neN,

n+l

xn - 2yn—1xn

fark denklem sisteminin kapali formda ¢o6ziilebilir oldugunu gdstermislerdir.
Ozelliklea = b = ¢ = d =1 oldugunda ¢dziimlerin Tetrenacci sayilar ile iliskili oldugunu

gostermislerdir [4].
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Kara ve Yazhk (2019), “On a solvable system of difference equations of higher-order

with  period  two  coefficients”  isimli ~ ¢alismalarmda N, =NuU{0} i¢in

(an )neNO s (bn )neNO H (an )neNO H (ﬁn )neNO H x—i H y—[ l € {O’ 1’ e k} b aO = bl ve al = bO lkl-
periyodlu ve x .,y ,, i€ {O, I,..., k} , baslangic kosullar1 sifirdan farkli reel sayilar
olmak {izere

an‘xn—kﬂyn—k + _ bnyn—kﬂxn—k +a

X = n+l yn+l - n+l 2
yn_an xﬂ_ﬂf‘l

n+l

neN,

fark denklem sisteminin ¢oziimlerini elde etmisler ve a, =5, ve a, =b, durumu i¢in

¢Ozlimlerin asimptotik davranigini incelemislerdir [47].

Stevic (2019), “On a class of systems of rational second-order difference equations

solvable in closed form” isimli ¢alismasinda a,b,c,d parametreleri ve
X ,,Xy, V>, baslangic kosullari reel sayilar olmak tizere

d
Xy =ay, + %, ayn+l:bxn+ s ) nENOa
yn - bxn—l 'xn - ayn—l
lineer olmayan fark denklem sistemini, bilinen ¢6ziilebilir fark denklemine doniistiirerek
kapali formda coziilebilir oldugunu

De=0;(2)d =0;(3)a =0;(4)b =0ve(5)abcd # 0 bes farklt durum igin gostermistir [37].

Stevic (2019), “Two-dimensional solvable system of difference equations with periodic

Coef]iCientS : ISImh gahsmaSlnda (an )neNo H (bn )nENO H (Cn )neNO ° (dn )neNo perly()dlk diZﬂer

olmak lzere

a b c d
X, =—+",y., =—+—",neN,

n+l
xn yn 'xn Y

iki boyutlu fark denklem sisteminin ¢oziilebilir oldugunu ve literatiirdeki bazi sonuglar1
onemli ol¢iide genelledigini gostermiglerdir. Dahasi 2-periyotlu veya 3-periyotlu

periyodik katsayil1 sistemin ¢oziimlerini elde etmislerdir [38].

Khelifa Halim ve Bouchair (2020), “On a system of three difference equations of

higher order solved in terms of Lucas and Fibonacci numbers” isimli ¢aligmalarinda

11



baslangic kosullarix ., v,z ,, i€ {0,1,...,k}, —3'e esit olmayan reel sayilar olmak

uzere

142y, C1+2z C1+2x,

- s Vo = s Zy =
3+yn7k

n,keN,,
3+z, , 3+x,

n+l

yiiksek mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin genel ¢oziimiiniin kapali formda
¢oziilebilir oldugunu ve dahasi ¢oziimlerin Fibonacci ve Lucas sayilari iligkili oldugunu

gostermislerdir [26].

Kara, Yazhik ve Tollu (2020), “Solvability of a system of higher order nonlinear

difference equations” isimli ¢alismalarinda k ve / pozitif tam sayilar a,b,c,d,a, 5,0,y

parametreleri ve j=1,k+/ i¢in x_;,y_, baslangi¢ sartlari reel sayilar olmak tizere

dy . x ox, .y,
X =ay Y ke Xn—(k+1) Ly =ax, + kY n—(k+D) neN,,

bxnf(kJrl)Cy . By n=(k+1) Y Xn—i
fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilecegini gostermislerdir. Ayrica /=1
icin ¢oziimlerin asimptotik davraniglarini incelemisler ve elde edilen ¢oziimleri

kullanarak iyi tanimli olmayan ¢éziimlerin kiimesini elde etmislerdir [21].

Kara ve Yazhk (2020), “On the system of difference equations

xn—Zyn—3 _ yn—Z'xn—S ””
s yn -
) xn—l (an + ﬂny n—2xn—3 )

X, = isimli caligmalarinda

yn—l (an + bnx n—2yn—3
V,eNy, (a,), (b,), (a,), (B,) dizileri ve x_,,y_,je{l,2,3}, baslangig kosullar
sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere

— xn—Zyn—3 y — yn—Z‘xn—S ne N
yn—l (an +bnxn—2yn—3) ! 'xn—l (an +ﬂnxn—2yn—3)

X

n 0>

fark denklemleri sisteminin kapali formda ¢oziilebilecegini gostermislerdir. Tim
dizilerin (a,), (b)), («,), (f,) sabit oldugu durum igin c¢ozlimlerin asimptotik

davranigin1 ve periyodikligini de incelemislerdir [23].

Taskara, Tollu, Touafek ve Yazhk (2020), “A solvable system of difference

equations” isimli ¢alismalarinda neN,icin a,b,c,d,a, f,y,0,p parametreleri ve
X ,,X,,Y,,y , baslangic degerleri reel sayilar olmak iizere

12



x = ayn—lp + b(‘xn — 2yn—1 )P_l — axn—lp + ﬂ(yn — 2xn—1 )p_l
cyn—l + dxn—2p71 s 7xn—1 + 5yn—2p71

, ne N,

fark denklem sisteminin ¢ozilebilir oldugunu gostermislerdir. Ayrica, elde edilen
formilleri kullanarak s6z konusu sistemin iyi tanimlanmis ¢oziimlerinin asimptotik
davranigin1 incelemigler ve baglangi¢ degerlerinin iyi tanimli olmayan degerlernin

kiimesini elde etmislerdir [43].

Mylona, Papaschinopoulos, Schinas (2020), “Stability and flip bifurcation of a three-
dimensional exponential system of difference equations” isimli ¢aligmalarinda
a,b,c,,d vek, i¢in i =1,2,3 parametreleri ve x,,y, vez, baslangi¢ kosullari reel sayilar

olmak lzere

y X eklfdlxn
n+l :al - cl . k—dyx, >
b+y, 14
y ek27d2yn
n

z
_ n
Yu1 =y v T 1+ ok’ nelN,,
2 n
ky=dyz,
Z ze

x}’l
= +c
b, +x

n

n+l k‘é _d3zn ’

Pl4ef
sifir dengesinin kararliligmi ve flip c¢atallanmanin olusumunu incelemislerdir.
Ozdegerlerden birinin -1’e esit oldugu ve kalan 6zdegerlerin mutlak degerinin 1’den

kiiciik oldugu 6zel durumu i¢in merkez manifold teorisini kullanarak incelemislerdir

[27].

Dilip ve Mathew (2021), “Dynamics of a second-order nonlinear diference system with

exponents” isimli calismalarinda «,,a,,a,b,c,d parametreleri ve x_,,x,,y_,,», baslangic
kosullar1 pozitif reel sayilar olmak tizere

— TXn-1 “n-1
X, =a +ae " +by e,
neN,,

V., =a,+ce " +dx e,
fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin siirliligimi, yakinsakligini ve global asimptotik

kararliligini incelemislerdir [9].
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Giimiis ve Abo-Zeid (2021), “ Qualitative study of a third order rational system of

difference equations” isimli c¢alismalarinda «,f,y,a,,B,,y, parametreleri ve
u_,v_ €(0,0),i=0,1,2 baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak tizere

2 2
ou ou
-1 17" n—-1
=t v, =—, neN,
B+yu,, B +ru,,
iki-boyutlu fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin dinamigini incelemislerdir

[13].

un+1

Abualrub ve Aloqeili (2021), “Dynamics of positive solutions of a system of difference

equations” isimli ¢alismalarinda parametreler 4 >0 ve x,,y,, i€ {—k,—k+1,...,0},

baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

X, =A+

yn _ 'xn
s Ve =4+ ,neN,
n—k 'xn—k

sistemin pozitif ¢oziimlerinin asimptotik davranisini incelenmislerdir [1].

Akrour, Mesmouli, Tollu ve Touafek (2021), “On the solutions of a system of max-
type difference equations” isimli ¢ahsmalarmda x_, y_,i€{0,1,2,3}, baslangig
kosullar1 pozitif reel sayilar olmak {izere
X,,, =max {xn_l,m} , Y, =Mmax {yn_l,m} ,neN,

Yn-2 X
sistemin ¢éziimlerinin agik formiillerini elde ederek maksimum tip fark denklemlerinin

dinamik 6zelliklerini incelemislerdir [5].

Kara ve Yazhk (2021), “On eight solvable systems of difference equations in terms of
generalized Padovan sequences” isimli ¢alismalarinda p, .q,,r,,s, dizileri x vey,
dizilerinden herhangi biri ve f: D, ->R,D, c R flzerinde birebir siirekli fonksiyon
je {0,1,2} igin x_,y , baglangi¢ sartlar1 D, tizerinde tanimli reel sayilar olmak tizere
X0 =1 (&f (P, ) +0f(q,0)) 2y, =1 (af (, ) +bf(s5,,)),neN,,

fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini genellestirilmis Padovan sayilari ile iliskili

oldugunu gostermislerdir [22].
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Tollu, Yal¢cinkaya, Ahmad ve Yao (2021), “A detailed study on a solvable system
related to the

linear fractional difference equation” isimli ¢alismalarinda a,b parametreleri ve
X ,,Xy, ¥V ,,», baslangic kosullari reel sayilar olmak tizere

a b

] yn+l

neN

X1 0>

) I+y,x,, ) l+x,,, ’
sistemin genel ¢Oziimiinii, liglincii mertebeden lineer fark denkleminin karakteristik
sifirlar1 cinsinden ifade etmislerdir. Ayrica, sistemin iyi tamimlanmis c¢oziimlerini
karakterize ederek iyl tanimlanmis c¢oOziimlerin asimptotik davraniglarini da

incelemislerdir [44].

Stevic, Iricanin, Kosmola ve Smarda (2022), “On a nonlinear second-order

difference equation” isimli calismasinda «, S, y, 6, parametreler ve x |, x, baslangic

kosullari reel sabitler olmak iizere

_ el 4 af('xn)+Bf(xn—l) .
X0 =S (f( n) yf(xn)_l_gf(xn_l)]ﬂ Ny,

ikinci mertebeden lineer olmayan fark denkleminin ¢oéziimleri parametrelere gore

incelemistir. Burada y>+6>#0, f:R—>R siirekli, monoton fonksiyonlar ve

fR)=R, f(0)=0"dir [32].

Boulouh, Touafek ve Tollu (2022), “On the behavior of the solutions of an abstract
system of difference equations” isimli ¢alismalarinda baslangi¢ degerleri x_ ,x,, v,
pozitif reel sayilar ve f,, f,,g,,8g,:(0,+0)* — (0,+00) fonksiyonlari siirekli ve homojen
olmak iizere

xn+1 :fi(‘xn’xn—l)—l_.fZ(yn’yn—l) s yn+1 :gl(xn’xn—l)+g2(yn’yn—l)’n ERIO’

genel fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin davranisini incelemislerdir [6].

Stefanidou ve Papaschinopoulos (2022), “On a generalized cyclic-type system of

difference equations with maximum” isimli ¢alismalarinda ne N, 4 >1, i=1,2,...,k,
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tsler p,q ve baslangic degerler x,(-1), x,(0), ie {l, 2,...,k} , pozitif reel sayilar olmak

uzere

P
1) =maxd 4, L iyo oy,
X' (n=1)

x!(n=1)

xk(n+l)=max{Ak, X, () }

k-boyutlu dongiisel maksimum tipli fark denklem sisteminin dinamik 6zelliklerini ve

¢Oziimlerinin davranisini incelemislerdir [40].

Khaliq, Sadiq, Khan ve Ibrahim (2022), “Exact solutions of three-dimensional max-

type system of difference equations” isimli calismalarinda
u_,v_,w, €(0,0), ie{0,1}, ve (4,),4,(B),m,(C,),, pozitif iki-periyotlu

periyodik diziler olmak iizere

A B (o
u,,, =max —— ,I/ln—l 5V, = Max . s W, = max - 9Wn_1 ,UENO,
v””l anl un—l

maksimum tip fark denklem sisteminin c¢oziimlerinin bi¢imini ve ¢dziimlerin

periyodikligini incelemislerdir [24].

Hamiod, Touafek, Dekkar ve Yazhk (2022), “On a three-dimensional nonautonomous

system of difference equations” isimli ahsmalarinda {p,},{q,}.{r,} pozitif sayilarm 3-
periyotlu periyodik dizileri ve i e {—3,—2,—1,0} icin x,,y,,z, pozitif reel sayilar olmak
uzere

+ +z roEX
_ pn yn _ qn n ,Z —_n n ,l’lENO,

- >V n+l n+l
pn + yn—3

n+l

- qn +Zn—3 rn +xn—3
dordiincii mertebeden rasyonel otonom olmayan ii¢ boyutlu fark denklem sisteminin

denge noktasinin kararliligini incelemislerdir [14].

Khan ve Calisma arkadaslar1 (2023),“On stability analysis of a class of three-
dimensional system of exponential difference equations” isimli ¢alismalarinda
a,b,c,d,e parametreleri vex ,x,,y ,,¥,,Z_,Z, baslangi¢c kosullar pozitif reel sayilar

olmak lizere
16



xn+1 = axn + byn—leixn s
Vo =y, +dz, e, neN,
z  =ez +[fx e,
tic boyutlu tistel tipten fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin smirliligini, direncini ve

asimptotik davranisini incelemislerdir [25].

Stevic, Tollu (2023), “On a two-dimensional nonlinear system of difference equations
close to the bilinear system” isimli ¢alismalarinda n e N i¢in &k ve / iki dogal say1 ve
a,b,c,d,a, ,y,0 parametreleri ve X Y, 1S j<k+l, baslangi¢ kosullar1 reel sayilar
olmak iizere

b ay,,+ byn—(k+l) _ ax, ,+ ,an-(km
xn_xn—k d ’yn_yn—k
Yy T AV, (jiry

,neN,
VXt 5‘xn—(k+l)

iki-boyutlu lineer olmayan fark denklem sistemini incelemislerdir. Fark denklem
sisteminin ¢oziilebilecegini ve genel ¢oziimiinii bulma yontemini ayrintili bir sekilde
sunarak gostermislerdir. Denklem sisteminin, zaman zaman literatiirde karsilik gelen bir
boyutlu fark denkleminin, dogal bir genellemesi oldugunu goéz 6niinde bulundurarak

bir¢cok sonucu genellestirmislerdir [39].

Yalcinkaya, EI-Metwally, Bayram, Tollu (2023), “On the dynamics of a higher-order

fuzzy difference equation with rational terms” isimli ¢alismalarinda z, pozitif bulamk
sayilardan olusan bir dizi ve4,B,Cvez ;,j=0,1,...,s baslangic degerleri pozitif

bulanik sayilar ve m,,m, negatif olmayan tamsayilar ve s = max {m1 , mz} olmak tizere

B
+

z z

n—m n—nmy

z =A+ ,neN,

n+l
pozitif ¢dziimlerin varligini, smirliligini, asimptotik davranisini ve salinim davranigini

incelemislerdir [46].

Kara (2024), “On a general non-linear difference equation of third-order” isimli

calismasinda A4,B,C,D, A*+B’>#0#=C’+D” kosulunu saglayan parametreleri ve

baslangic degerleri x ;, i € {O,l, 2} , reel sayilar olmak lizere
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x,,=h"| h(x,) Ah(x,.) + Bh(x,.,) ,neN,
Ch(x, )+ Dh(x,_,)
fark denkleminin kapali form ¢oziimlerini elde etmistir. Burada 4, A(R)=R,4(0)=0

kosullarini saglayan monoton ve siirekli bir fonksiyondur [20].

2.2 On Bilgiler

Bu boliimde verilen temel bilgiler genel olarak [48], [49], [50] ve [51] numaral
kaynaklardan alinmistir.

Tanim 2.2.1. z:N — R tanimli bir fonksiyon olsun. £ o6teleme (kaydirma) operatorii
Ez(n) = z(n+1)
bigiminde tanimlanir.

Tamm 2.2.2. z:N — R tanimh bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon i¢in A ileri fark

operatOrii veya z ‘nin birinci mertebeden farki

Az(n) = z(n +1)—z(n)

bi¢giminde tanimlanir.

Tamm 2.2.3. n > n, i¢in AH (n)=h(n) olsun. O zaman n > n, i¢in

A_lh(n) = H(n) +c

bigiminde tammlanan A~ operatériine, ters fark operatorii denir. H (n) fonksiyonuna

da h (n) ‘nin ters farki denir. Burada ¢ keyfi sabittir.

Teorem 2.2.1. h(n) , n > n, i¢in taniml bir fonksiyon olsun. O zaman

Nh(n)=c+ S h()),

J=ny

dir. Burada ¢ keyfi sabittir.

Tanmm 2.2.4. ne N, bagimsiz degisken ve z:N — R tamimh bir fonksiyon olmak
uzere

H(n,z(n),z(n+1),...,z(n+s)) =0

ifadesine fark denklemi denir. Bu tez boyunca z(n) yerine z, sembolii kullanilmigtir.

Tamm 2.2.5. Bir fark denkleminde bagimli degiskenin en biiyiik indisi ile en kiiciik
indisinin farkina o fark denkleminin mertebesi ya da basamagi denir.
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Tanim 2.2.6. ;(I(I’l),)(z (n),...,;(s(n) katsayilar1 ile h(n), n>n, igin tamimh reel

degerli fonksiyon ve N, kiimesinde y,(n)# 0 olmak iizere

Zos T (n)Zn+s—l R (I’Z)Zn = h(n)
seklindeki fark denklemine s. mertebeden lineer fark denklemi denir. Aksi halde ki fark

denklemine lineer olmayan fark denklemi denir.
Lineer fark denklemleri katsayilar1 ve 4 (n) ‘nin durumuna gore siniflandirililar.

i) Eger z,. +x(n)z,,, +...+ %, (n)z, =h(n) denkleminde h(n)=0 ise
denkleme Lineer Homojen Fark Denklemi denir.

ii) Vie {1, 2,..., s} icin ¥y, (n) =y, seklinde katsayilari sabit iseler, denkleme
Sabit Katsayili Lineer Fark Denklemi denir.

iii)  Jie{l,2,...s}icin x,(n) katsayilarmdan en az biri bagimsiz degiskenin
fonksiyonu ise denkleme Degisken Katsayili Lineer Fark Denklemi denir.

Tamm 2.2.7. Reel sayilarin herhangi bir alt arahg 7 olsun. A:I'" — 1 siirekli

diferansiyellenebilen bir fonksiyonise V z__, Z (1) 2eem 2o € I baslangi¢ kosullar1 i¢in

Z,Hl:h(z z z ), neN,,

no>“n-12"""2“p—s

fark denklemi bir tek {z,}”  ¢dziimiine sahiptir.

Tamm 2.2.8. z,,, =h(z,,2,,...2,.,), n€N,, fark denkleminin bir ¢éziimii {z,}

olsun. Eger bu ¢ozim n=>-s ic¢in z, =z esitligini sagliyorsa bu c¢oziime

s —periyotludur denir. Bu sart1 saglayan sifirdan biiylik en kiicliik s sayisina da asal

periyot denir.

Tanim 2.2.9. {zn} dizisinden belli sayida terim ¢ikartildiginda, kalan sonsuz sayidaki
terim i¢in z,, =z, esitligi saglaniyorsa bu diziye er ge¢ s — periyotludur denir. Bu sart1
saglayan sifirdan biiyiik en kii¢lik tam say1 s ’dir.

Tanmm 2.2.10. je {1,2} i¢in z_, baslangic kosullari reel sayilar, / reel sayilarin
herhangi bir alt aralig1 ve 4 :1° — I siirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon

z, = h(zH,zH), neN,,

fark denklemini
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F= {(z_z,z_l) eR’:je {1,2} icinz ;el,z, é[}
1yl taniml1 yapmayan noktalar kiimesine yasakli kiime (forbidden set) denir.
Teorem 2.2.2. (a,) ve (b,) birer dizi olsun. j €{0,1,...,n—1} i¢in

w

m+j

= an Wr(n—l)+

;b neNg,

lineer fark denkleminin ¢oziimii

{11 31

k=0\_j=k+1

bi¢imindedir. Eger a, ve b, katsayilari a e R\{0} ve beR i¢in a,=a ve b, =b

i /
biciminde sabit alinir ve V/ < j i¢in H}/l. =1 ve 2771. =0 esitlikleri de gbz Oniinde

i=j i=j
bulundurulursa
Wrn+j = awr(n—l)+j + b’ he I\IO’
lineer fark denkleminin ¢6ziimii
n+l
a"! i 4 _lb, a+l,
Wi = : a—1 neN,,

wj7r+(n+1)b, a=1,

bi¢iminde elde edilir.

Tanim 2.2.11.

{xrﬁ—l :ﬁ(xn’xn—l’yn’yn—l)

, ne N,
yn+1 = f‘2 (xn’xn—l’yn’yn—l)
sistemine iki-boyutlu ve ikinci mertebeden fark denklem sistemi denir.

Teorem 2.2.3. [,I, reel sayilarin herhangi iki alt aralign ve f,:17xI; —>1I, ve
foI}xI; — I, siirekli diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun. je{O,l} icin

V(x_ Y ) € I, x 1, baslangic kosullar1 olmak tizere

{xnﬂzﬁ(xn’xnl’yn’ynl)a nENO’

yn+1 :_f;(xzﬂxn—l’yn’yn—l)’

0

sistemi tek bir {(x,,, )} _, ¢dziimiine sahiptir.

n
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Tamm 2.2.12 Tanim 2.2.11” de verilen sistemin iyi tanimli bir ¢6ziimi {(xn,yn)}j?1

olsun. Eger {(x,, J’n)},i ¢ozliimii, n>-1 icinx =y, kosulunu sagliyorsa

-1 n+p :xn’ yn+p

{( X,,V, )} ¢ozimil p-periyotludur denir. Bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif p sayisina

da asal periyot denir.

Tamm 2.2.13. m,k eN ve x VeR, j=1k, i=1,m olmak iizere n € N, igin
(1) — (1) ¥ @ (2) (m) (m)
= 1, s X, X e X, e X, s X)),
@ _ M 0O @ (m) (m)
X, fz(xn breees Xp s X {aeees Xy snees X g 5eees Xp g )

(m) _ M0 @ @) (m) (m)
x"=f (x X, oeees Xy poees Xt seees X, 7 ),

n —k>7n-1°

1) (2) (m)
X

fark denklem sistemi verilsin. n,>-1 iken —k < j<n, i¢in (x;’, vektor

dizisi; 0< j<n,+1 i¢in sisteminin bir tammsiz ¢oziimi olarak adlandirilir. Dahasi

x) i efl,..,m} tammsiz olup bu da A (x(” A ..,xf,ilk+l,xij)

ny+12

(2) (m) (m)
oo X Lt ees X e X )

ifadesinin tanimsiz oldugunu gosterir. fark denklem sisteminin tanimsiz ¢dziimlerini

meydana getiren, j =1k, i= 1,_m olmak iizere x baslanglg: kosullarinin kiimesine fark

denklem sisteminin tanimsiz ¢éziimlerinin kiimesi ya da yasakli kiime denir.

Tanim 2.2.14 Baslangic kosullart s, =0, s, =1 olmak tizere s,,, =as,,, +bs,, ne N,
++a’ -
dizisine genellestirilmis Fibonacci dizisi denir. 4, = u, AP —aAl-b=0

2

karakteristik denklemin kokleri olmak tizere genellestrilmis Fibonacci dizisine ait binet

formiilii ise s, = A jj seklindedir. Ote yandan x,, —ax,, —bx, =0 ikinci mertebeden

sabit katsayili, homojen lineer fark denkleminin genellestirilmis Fibonacci sayilar ile

iliskili ¢oziimii x, = x5, +bx,s, ,, n €N, seklindedir.
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3. BOLUM
SISTEM (3.1)’ IN PARAMETRELERININ DURUMLARINA GORE
COZUMLERININ INCELENMESI

Bu boéliimde, je{1,2} i¢in a,, b;, c¢;,d, parametreler ve u_, v, i€{0,1}, baslangi¢

VA
kosullar1 reel sabitler olmak iizere

N (g(‘t s (un)+b1g(vn_1;}

clf(un ) + dlg(vn—l

n
_ -l azg(vn)+b2f(un_l)
Von =8 (f(u” ) ng(Vn ) + dzf(u”*1 )]’

iki-boyutlu ikinci mertebeden lineer olmayan fark denklem sisteminin ¢oziimleri

eN,, (3.1)

parametrelere gore incelencektir. Burada cf +d 12 =0, je {1,2} , f,g:R— Rsiirekli,

monoton fonksiyonlar ve f(R)=R, f(0)=0, g(R)=R, g(0)=0" dr.
3.1. Sistem (3.1)’ in Kapah Formda Coziimleri

Burada, sistem (3.1)’ in iyi tanimli ¢ozlimleri i¢in gerekli olan kosullar ele alinacaktir.
Eger ie€{0,1} i¢in u , =0, v, =0 ise, o zaman sistem (3.1)’ in ¢ozlimleri tanimsizdir.
Dahasi kabul edelim ki n, € N, i¢in », =0 olsun. Bu durumda sistem (3.1)" in ikinci

denkleminden v, , =0 olur ki buradan v

ny+2

tanimsizdir. Benzer sekilde kabul edelim
ki m eN; i¢in v, =0 olsun. Bu durumda sistem (3.1)" in birinci denkleminden

u,,, =0 olur ki buradan u

n,

tanimsizdir. Boylece sistem (3.1)’ in her iyi tanimh

2
¢cozlimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ie{0,1} icin u v, #0 olmasidir. Boylece
sistem (3.1)” in iyi tanimli bir (u,,v,) _, ¢dziimii igin

uyv, #0,neN |, (3.2)
olacaktir.

Bundan sonra sistem (3.1)’ in her iyi tanimh (un,vn) (3.2)’ de verilen kosulu

n>-12

sagladig1 varsayilacaktir.
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Teorem 3.1.1. a,, b, cj,dj, je{O,l}, parametreler ve u_, v ,ie€{0,1}, baslangic

A
kosullart reel sabitler, cjz. + d‘f =0, je {1,2} , f,g:R—>R siirekli, monoton

fonksiyonlar ve f(R)=R, f(0)=0, g(R)=R, g(0)=0. Bu durumda sistem (3.1)

kapali formda ¢6ziilebilirdir.

Ispat. ilk olarak f(R)=R, f(0)=0, g(R)=R, g(0)=0 ve f,g:R—>R siirekli,
monoton fonksiyonlar oldugundan f, g bire-bir fonksiyonlar, 0 noktast f ve g
fonksiyonlarinin tek kokii ve bu fonksiyonlar R' de homeomorfizm’ dir.

Fonksiyonlarin bu 6zelligi dikkate alinarak, sistem (3.1)’ in parametrelerin durumlarina

gore ¢coziimleri asagidaki gibi incelencektir.
1. Durum: je{1,2} i¢in a,d, =bc;,, a,=b, =0, c,d, #0: je{l,2} icin

J J

a;=b,=0 oldugundan, sistem (3.1)’ den u,,=f"(0), v,, =g (0) elde

edilir. f ve g fonksiyonlarinin 6zelliklerinden u,,, =v,,, =0, ne N,. Buradan

sistem (3.1)’ in ¢oziimleri

u, =0, v =0, neN, (3.3)
seklindedir.
2. Durum: je{l,2} icin a,d,=byc;, a,=0, bd #0: je{l,2} icin

a,=0, bd,#0 oldugundan, je{l,2} igin ¢, =0 olup, sistem (3.1)’ den

o[ b 4 b

Uy = f l(—lg(vn)} Vo =8 1(—2f(un)} neN, (3.4)
dl d2

yazilabilir. f ve g fonksiyonlariin 6zelliklerinden

f(un+l)=%g(vn>, g(vm):z—Zf(un), neN,, (3.5)

1 2

elde edilir ki buradan

bb bb
fu,,)= di d22 S,), gv,.,)= di dzz g,,), neN, (3.6)
bulunur. Simdi
z,=f(,), t,=gv,), neNg, (3.7)

doniigiimii (3.6)” daki denklemlere uygulanirsa, (3.6)° da verilen fark denklemleri
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Zn+l = b1b2 Zn—l’ tn+l :%
d1d2 dle

t ,, neN, (3.8)

ikinci mertebeden lineer fark denklemlerine doniisiir. » =2 ic¢in Teorem 2.2.2°
den, (3.8)’ de verilen denklemlerin ¢dziimleri i  {0,1} i¢in

Zopsi = bb, Ziy by = % t,, neN, (3.9
dd, dd,

elde edilir. Ote yandan (3.7)’ de verilen degisken degisimleri ve (3.9)’ da verilen

¢Oziimlerden, sistem (3.1)” in ¢oziimleri i € {0,1} i¢in

bb, ) bb, )
u, =f| = u)l, v, =g'|| = v) |, neN,, 3.10
2n+i f {(dleJ f( z)} 2n+i g [(dldzJ g( 1)} 0 ( )
bulunur.
3. Durum: je{1,2} i¢in a,d, =bc,, ac,#0, b,=0: je{l,2} igin

a,c; #0, b, =0 oldugundan, je{1,2} i¢in d, =0 olup, sistem (3.1)’ den

un+1 :fl(ﬂg(vn)]a vn+l :gl(&f(un)]a nENOa (311)
G G

yazilabilir. f ve g fonksiyonlarinin 6zelliklerinden
a a

f,)==—"g,), g, )=—2f(u,), neN,, (3.12)
G )

elde edilir ki buradan
a,a a,a

S, )==">f(,), g, )=—"2g,), neN, (3.13)
G6, GG

yazilabilir. Ote yandan (3.7) déniisiimleri (3.13)" deki denklemlere uygulanirsa,
(3.13) “de verilen fark denklemleri

_ a4 ;=
n+l n=1° “n+l

GG, GG,

aa

> neN, (3.14)

ikinci mertebeden lineer fark denklemlerine doniisiir. » =2 icin Teorem 2.2.2°

den, (3.14)’ de verilen denklemlerin ¢oziimleri i € {0,1} igin

a.a a.a
ZZnH':( 1 2) Zis t2n+i:( : 2} L I’lENO, (3.15)
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elde edilir. Ote yandan (3.7) degisken degisimleri ve (3.15)° de verilen

¢Oziimlerden, sistem (3.1)” in ¢oziimleri i € {0,1} i¢in

y = [(ﬂ] f(u,)], Vy =g [(ﬂ} g(v,)], neN, (3.16)
E18) E18)

bulunur
4. Durum: je{l,2} icin  ad =bc,, d,=0: je{l,2} icin
a,d,=b,c,, d; =0 ise, sistem (3.1)" in iyl tamimli ¢6ziimlere sahip olmasi i¢in

gerekli kosul ~ je{l,2} igin ¢,#0 olmaldir. Ote yandan verilen kosulun
saglanmasi icinde j e {1,2} i¢in b, =0 olmalidir. O zaman burada iki durum s6z
konusudur. Ya je {1,2} igin @, =0 yada je {1,2} i¢in a;, #0 olmalidir. Bu

iki durumda, sirastyla 1. durum ve 3. durumda incelenmistir.

5. Durum: je{l,2}  i¢in  ad, =byg,

J7J?

¢, =0: je{1,2} icin
a,d,=b,c,, c¢;=0 ise, sistem (3.1)" in iyi tammlt ¢6ziimlere sahip olmasi i¢in
gerekli kosul je {1,2} igin d; #0 olmalidir. Ote yandan verilen kosulun
saglanmasi i¢inde ;€ {1,2} i¢in @, =0 olmalidir. O zaman burada iki durum sz
konusudur. Ya je{1,2} igin b, =0 yada je{1,2} igin b, # 0 olmalidir. Bu iki
durumda sirasiyla 1. durum ve 2. durumda incelenmistir.

6. Durum: je{1,2} i¢in a,d,=bc, ve abcd #0: je{l,2} icin

JoJ 7

ad;=bc, ve abc,d #0 oldugundan, sistem (3.1) de je{l,2} igin

JoJ 7

i€
a. =—2-L alinirsa
o d

J

Uy = (%g(v,,)} o (Z—Zf(u»} neN,, (3.17)

sistemlerine indirgenir ki bu da 2. durumda incelenmistir.
7. Durum: je{1,2} i¢in a,d, #b,c,: Bu durumda VneN_| igin u, #0
ve v, #0 oldugundan f ve g fonksiyonlarinin 6zelliklerinden f(u,)#0 ve

g(v,) # 0 olacaktir. O zaman sistem (3.1)” den
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f@,) , g

a,

S, _ e, l) h gW) _ “ )

g(v,) ¢ f(u) " fu,) . 20, od, , neNg, (3.18)
g(vn 1) 1 2 f(un 1)

yazilabilir. Ote yandan
) ety

n > n s ) (319)
g(vn—l) f(un—l) ’
degisken degisimi, (3.18)’ e uygulanirsa
nH:M, » :w, neN,, (3.20)
¢z, +d, c,w, +d,

birinci mertebeden Riccati fark denklemlerine indirgenir. Burada iki durum soz

konudur.

i. j€{1,2} i¢in ¢, =0: Bu durumda (3.20)’ de verilen denklemler

Z, =d—zn+§, Wy =2, +fl—, neN,, (3.21)
1 1 2 2

a
birinci mertebeden lineer fark denklemlerine indirgenir. ;e {1,2} icin d—:l

veya d_] #1 olacak sekilde dort durum séz konusudur. Eger j €{1,2} i¢in d—’ =1
g J

ise (3.21)’ de verilen denklemlerin ¢éziimleri

z :zo+jn, w :w0+b—2n, neN,, (3.22)

n n
1 2

seklinde olup (3.19)’ da verilen dontistimlerden

() d fluy) d
elde edilir. (3.23)’ de verilen ilk denklemde ikinci denklem, ikinci denklemde de

)= (f( o) | )g(v,”) g(v,) = (g(v‘)) ]f(u,,l) neN,, (3.23)

birinci denklem yerine yazilirsa

f(un)=(M+ﬁn](g(v") Lo jf(u”),

g(v) d ]; ((”1) %, neN, (3.24)
g(v,) u,)
gv,)= (f(u 1)+d nj{g(vl) d( )jg(vnz),

elde edilir ki sistem (3.1)” in ¢oziimleri i € {—1, 0} ve neN, i¢in
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Uy =S (f( )H{f(uol)) d] (2j+i) }g(("ol)) dzz (25 +l—l)D
. neN,, (3.25)
0 0 b
Vanii =& (g( )H[f(( _1)) d 2]+1)_ % J —LQ2j+i- I)D,

seklinde bulunur. Eger D1 ve %7&1 ise (3.21)’ de verilen denklemlerin
1 2

¢Oziimleri

' d
z, =ZO+%I’Z, w, :(ZI—ZJ w, +b,~—24— neN,, (3.26)

1 2

seklinde olup (3.19)’ da verilen doniistimlerden

_ f(uo) b
Sfu,)= (g(vl) 4 Jg(vnl)]

(22]” 1 neN,, (3.27)
_ g(vy) 2
g(v”)_( Mf(u JJ P a-a, [l

elde edilir. (3.27)’ de verilen ilk denklemde ikinci denklem, ikinci denklemde de

birinci denklem yerine yazilirsa

4 “2}”1 -1
f(un)=(—f () +ﬁnj (“—j ( gtn) j+b2 (dz fu, )

g(v,) 4, d, S(u,) a,—d,

neN,(3.28)

-
;)
(v )—[ Mg(v")}bz 2 (f(”°)+ L. l>jg(vnz>,

Suy) a,—d, g(v,) d,

elde edilir ki sistem (3.1)” in ¢dziimleri i € {~1,0} ve neN; i¢in
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2j4i-1 %jzw 1—1
w. =" fu ) s PAY 0) b1 (2] H)} [ﬁ} [g(vo) J"’bz (dz ’

gv) d d, Suy) a—d,
i (3.29)
. %4 _
: NE® (d] fw) ,
- 4 W o
Vo =8 | 8W) —] ( J+b [ 2j+i-1 }
’ A\ Suy) ’ a,—d, g(vy) dl ( )
elde edilir. Eger —#1 ve —==1 ise (3.21)’ de verilen denklemlerin ¢6ziimleri
1 2
’ d
zn:(ﬂj TS VN (3.30)
1 a,—d, d,
seklinde olup (3.19)’ da verilen doniisiimlerden
a u d
uﬂw)=(4J(lLQ}+h—i———g0zJ
d, g(v.) a,—d,
neN,, (3.31)

g(v 0)
gv,) = Lp( ") d }f( wt s

elde edilir. (3.31)’ de verilen birinci denklemde ikinci denklem, ikinci denklemde

de birinci denklem yerine yazilirsa n € N i¢in

) "ljn -1
f@»—(?}(iﬂﬁ}b(¢ [g”“ %nlﬁfwﬂ)

g(v,) fluy) d

- i} - _ (3.32)

A “ljn_l—l
gv,)= {g( ) n:| (ﬂj (f(u())]+b1(dl g(v,»)s

fluy) d, d, g(v,y)

elde edilir ki sistem (3.1)” in ¢dziimleri i € {~1,0} ve neN; i¢in
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2j+i alszH_l
[ﬂj ZACYIV (dl {g%) +§(2j+i—l)} ,

= | (”1)1:1[ d gv) ! a,—d, Sw) 4,

- - (3.33)

2j4i-l aljzjﬂ._l -1
v =g g(vi)ﬁ{ﬂﬁ(zjﬂ')} [ﬁj (f (“O)le (dl ,

j=1 S (u—l) dz dl g(v—l) a _dl

a,
bulunur. Eger ;e {1,2} icin d_] #1 ise (3.21)’ de verilen denklemlerin ¢6ztimleri
j

2

d d
Zn:(ﬂj ZO +b11—) WnZLZ_zj W0+b22—7 nENoa (3.34)

1 a,—d, a,—d,

seklinde olup (3.19)’ da verilen doniisiimlerden

a n
n L _1
% S () (dlj
f,)= [ dlj L e,
- - nelN,, (3.35)
a
n -2 _1
_|| % g(v) (dz}
g(v,)= (dzJ f(u_1)+b2 a,—d, Sfu,),

elde edilir. (3.35)’ de verilen birinci denklemde ikinci denklem, ikinci denklemde

de birinci denklem yerine yazilirsa n € N i¢in

oo 2]
T (%j g((f)fb 2—4 (Z_j fgi)sz i—dz /)
- it - (3.36)
SN 3 1 PR [
s () S () e

29



elde edilir ki sistem (3.1)’ in ¢oziimleri i € {—1,0} ve neN, i¢in

2j+ r 2j+i-1
=S| fw) (ﬁJ S) 1% [ﬁj g |y (%
Al\d gv,) a,—d, d, Suy) a,—d,
2j+ T 2j+i-1 (3 3 7)
2j+i (ZZJ - 1 2j+i-1 [ZIJ - 1
A\ S) a, —d, d, g(v,) @ —d
bulunur.
ii. j€{l,2} i¢in ¢, #0: Bu durumda, (3.20)’ nin ilk denkleminde neN,
i¢in
cz +d =LuL (3.38)
Py
doniisiimii uygulanirsa, (3.20)’ nin ilk denklemi
Pui2 —(a,+d))p,,, — (b —ad)p, =0 (3.39)

ikinci mertebeden sabit katsayili lineer fark denklemine indirgenir. (3.39) fark

denklemine iligkin karakteristik denklem A*—(a,+d)A—(bc, —ad)=0

seklindedir. Ote yandan A, =(a,+d,)’ +4(bc,—ad,)#0 ise karakteristik

a,+d +J(a +d,) + b —ad,)
_ . ,

denklemin kokleri

A

l_q+%—¢@+%ﬁ+%@yﬂﬂﬂ
=
2

seklindedir. Buradan p, ve p,, (3.39)" da verilen fark denkleminin baslangi¢
kosullar1 olmak {izere verilen baglangi¢c deger probleminin ¢éziimii

_ (p, _ﬂzpo)/Ln -(p _/11]70)/12”

! /11_/12

, neNg, (3.40)

L ¢z, +d,
Po

seklindedir. Ote yandan (3.38) de verilen doniisiimden ve

esitliginden, (3.20)’ nin ilk denkleminin ¢6z{imii
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. l (cz, +d, _22)21’1+1 —(¢z, +4d, _/11)12”+1 _ﬂ (3.41)
" ¢ (qzy+d —)A" = (¢ zy +d, = A) A" G

bulunur. Ote yandan A, =(a, +d,)* +4(bc, —a,d,) =0 ise (3.39)’ da verilen fark

denklemine iliskin karakteristik denklemin g¢akigik iki koki 4, :%d‘

seklindedir. Buradan p, ve p,, (3.39)’ da verilen fark denkleminin baslangi¢

kosullar1 olmak {izere verilen baglangi¢c deger probleminin ¢ézimii

b, :((pl_ﬂ'lpo)n"'/ﬁhpo))/llnil: neN, (3.42)
seklinde elde edilir. Ote yandan (3.38)’ de verilen déniisiimden ve L ¢z, +d,
Py
esitliginden, (3.20)’ nin birinci denkleminin ¢ézimii ise
+d, - +1)+ "
. o Ll@ard =2t Dr A 4 o (3.43)
G ((Clzo+d1_ﬂ1)n+ﬂ1)/ll G
bulunur. Simdi (3.20)’ nin ikinci denkleminde » € N i¢in
_ qn+l
ew, +d, = (3.44)

49,
dontistimii uygulanirsa, (3.20)’ nin ikinci denklemi
Q2 —(ay +dy)q,, = (bye, —ayd,)g, =0 (3.45)
ikinci mertebeden sabit katsayili lineer fark denklemine indirgenir. (3.45) fark
denklemine iligkin karakteristik denklem
A* —(a, +d,)A—(b,c, —a,d,) =0 seklindedir. Ote yandan

A, =(a,+d,) +4(bc,—a,d,)#0 ise karakteristik denklemin  kokleri

_ (@ +dy)+(a,+d,) +4(be, —a,d,)

4 2
d,)— d,)* +4(b,c, —a,d
/14:(a2+ 2) \/(a2+ ;) + 4o, ~aydy) elde edilir. Buradan ¢, ve ¢,

(3.45)’ de verilen fark denkleminin baslangic kosullar1 olmak {izere verilen

baslangi¢ deger probleminin ¢o6ziimii

_ @ Aa)A - Aa)A (3.46)
q, ) 0
4
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seklindedir. Ote yandan (3.44) de verilen doniisiimden ve ﬁ—c2w0+d2
4o

esitliginden, (3.20)’ nin ikinci denkleminin ¢oziimii

_ 1w +d, - DA —(e,wy +dy = A4 _4d

w, = - - (3.47)
c, (e,w,+d,—ADA" —(c,w,+d, —A)A, c,

bulunur.  Ote yandan A, =(a,+d,)’ +4(b,c,—a,d,)=0 ise (3.45) fark

_a,+d,

denklemine iligkin karakteristik denklemin g¢akigik iki koki A4, = 5

seklindedir. Buradan ¢, ve ¢q,, (3.45)’ de verilen fark denkleminin baslangi¢

kosullart olmak iizere verilen baslangi¢c deger probleminin ¢éziimii

b :i((czwo+dz_ﬂz)(n+l)+ﬂs)_/‘i3n _ﬂ (3.48)
g ((Czwo+d2_ﬁz)”+/13)23nl 53

seklindedir. Ote yandan A A, #0 olmak iizere, (3.19)’ da verilen doniisiimler,

(3.41) ve (3.47) verilen ¢Oziimlerden

et e )
R A R A
gv) v &) nel
5= ci(czf Z‘J;dz Ajﬂ} (c ; ((v‘)+d ﬂgjl ),
: ( f( 01)+d2 /1]/?3 ( f( Ol)-i-d ﬂgj/ln 2

elde edilir. (3.49)’ da verilen birinci denklemde ikinci denklem, ikinci denklemde

de birinci denklem yerine yazilirsa n € N i¢in

32



(S, o [ f)
d, d,
|- ( 20 ﬂzjﬂi [ o) 4}22 4
" faw) (S G
d —
i ( o) ﬂ?jﬂ“ ( g Ajﬂz
I gv,) g(v,) . |
d,—4 d, A
In (CZf( e jﬂz ) T )
o g [ g A
, d, A, ; d,— 2 |2,
] (c fay) Jﬂ“ T |
I g( 0) n+1 g( 0) n+l |
3 d,—2 d, -2 |4,
_ (c fuy' J% “ruy) TN
A P g (%) o
2 o d,~2 o oid a4
i ( fuy) jﬂ? “ ) TR |
| fw) , f )
d, d,
Xl( gy %Jﬂ” [ gy ﬂlj% A
( f(uo) ;{QJ% ( f(u0)+d ﬂjjﬂgnl Cl " (350)
I ') “ D)
elde edilir ki sistem (3.1)” in ¢dziimleri i € {~1,0} ve neNj i¢in
f(uo) 2j+i+l f(uo) 2j+i+1
: ( ey T %J”‘ [ o) }‘]ﬂ? 4
s )H 1(ty) 1(uy) G
j=1 1( J M) +d Azjﬁ12j+i_( J %) +d ﬂle'Zzﬁ 1
; g(v,) g(v,)
u2n+i=f ( ) g( )
gWy _ 2j+i Vo 7 274
|1 ( SO ﬂjﬂ’“‘ [ ) %J @
CZ( fg((vi)"'d i]ﬂ;ﬂil [C fg((vi) +d ﬂzj 2}+ -1 CZ
g(VO) d /1) 2j+i+l (C‘ g(vo d J 2]++1
o] (ﬂ_l) A R A S
j=l] & g(v) 24 g(v) 220 &}
e [ TS [ " 23]
TCA TP PO Y
N e
S () 2| AUN) _ 241 G
( u)””%”“ gy T ﬂijﬂ? (3.51)

bulunur. Ote yandan A, =A, =0 olmak iizere,

(3.43) ve (3.48) verilen ¢oziimlerden
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+d ﬂlj(n+l)+21]21

f)=|+ (( ~ e, ),
( fW)+w1 ) n+&JA “
4 (3.52)
({ f{V3+d ,@}n+D+%]%
gv,)=|— EV) —c—z S, ),
“ (@5ﬁk4)+d @]n+@j@ 2

elde edilir. (3.52)’ de verilen birinci denklemde ikinci denklem, ikinci denklemde

de birinci denklem yerine yazilirsa n € N i¢in

(Pgﬂ”)+d 4jm+n+AJ4
g(v.)

f)=| + 4

“ (( ACH ) an+aJ4 “
i Lg(vy) |

g(v,) ) ]
(( ) ﬂgj ”“]ﬂ“ 4

g(”+d2—ﬂsj(n—1>+ﬂ;j&”‘2 -

S, ),

VACRY

+dz—ﬂgj(n+1)+ﬂgj/%"

2

f( w,) )

I
ey
. [

g@ﬁ—

f(u,) ,
1 (4)+d ZJ +AJ% d,

e f) e g0Via): (3.53)
1((6'1 o +d1—/11](n—1)+/11]/11"2 1
i gv.y) |

elde edilir ki sistem (3.1)” in ¢dziimleri i € {~1,0} ve neN; i¢in
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elde edilir.

re]| >

Ll

X

(s

g, )H

M

g(v.,))

[
(oL e e
st RO "
Jg(( ))+d2_ﬂsj(2j+i—l)+ﬂg]ﬂsz‘f+i‘2 cz_
i( ¢, f((v l))+d @j(2]+z+1)+23]232f+ B
s
f(w,)

+d, Aj(2j+i)+ﬂ1]212”"‘1 .,

S(u,)
g(v,)

+d, —/11](2j+i—1)+21]2121”2 “
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4. BOLUM
SISTEM (4.1)’ IN PARAMETRELERININ DURUMLARINA GORE
COZUMLERININ INCELENMESI

Bu boéliimde, je{1,2} i¢in a,, b;, c¢;,d, parametreler ve u_, v, i€{0,1}, baslangi¢

VA
kosullar1 reel sabitler olmak iizere

- :fl(f(un) alg(vn)+blg(vn_1;],

clg(vn)+d1g(vn 1

n
— ! azf(un)+b2f(un_l)
V,u=g (g(vﬂczf(un)wzf(unJJ’

iki boyutlu ikinci mertebeden lineer olmayan fark denklem sisteminin ¢oziimleri

eN,, 4.1)

parametrelere gore incelencektir. Burada cf +d 12 =0, je {1,2} , f,g:R— Rsiirekli,

monoton fonksiyonlar ve f(R)=R, f(0)=0, g(R)=R, g(0)=0" dr.
4.1. Sistem (4.1)’ in Kapah Formda Coziimleri

Burada, sistem (4.1)’ in iyi tanimli ¢ozlimleri i¢in gerekli olan kosullar ele alinacaktir.
Eger ie€{0,1} i¢in u , =0, v, =0 ise, o zaman sistem (4.1)’ in ¢ozlimleri tanimsizdir.
Dahasi kabul edelim ki n, € N, i¢in u, =0 olsun. Bu durumda sistem (4.1) in birinci

denkleminden u, ,, =0 olur ki buradan v

ny+2

tanimsizdir. Benzer sekilde kabul edelim
ki n, e N, i¢in v, =0 olsun. Bu durumda sistem (4.1)” in ikinci denkleminden v, ., =0
olur ki buradan u, ., tammsizdir. Boylece sistem (4.1)" in iyi tanimli ¢6ziimii olmasi
icin gerek ve yeter kosul i€ {0,1} i¢in u_ v, # 0 olmasidir. Boylece sistem (4.1)’ in 1yi
tanimh bir (u,,v,)  ¢Oziimii igin

uyv, #0,neN |, 4.2)
olacaktir.

Bundan sonra sistem (4.1)° in her iyi tammli (u,,v,) | ¢6ziimii (4.2)" de verilen

n’’n

kosulu sagladig1 varsayilacaktir.
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Teorem 4.1.1. a., b, cj,dj, je{l,2}, parametreler ve u_, v ,ie€{0,1}, baslangic

A
kosullart reel sabitler, cjz. + d‘f =0, je {1,2} , f,g:R—>R siirekli, monoton

fonksiyonlar ve f(R)=R, f(0)=0, g(R)=R, g(0)=0 olsun. Bu durumda sistem
(4.1) kapali formda ¢6ziilebilirdir.

Ispat. ilk olarak f(R)=R, f(0)=0, g(R)=R, g(0)=0 ve f,g:R—>R siirekli,
monoton fonksiyonlar oldugundan f, g bire-bir fonksiyonlar, 0 noktast f ve g

fonksiyonlarinin tek kokii ve bu fonksiyonlar R' de homeomorfizm oldugu kolayca
gortliir. Fonksiyonlarin bu 6zellikleri dikkate alindiginda, sistem (4.1)’ in ¢oziimleri
i¢in farkli durumlar g6z 6niine alinabilir.
1. Durum: je{1,2} i¢gin ad, =bc,, a,=b, =0, cd, #0: je{1,2} icin

a; =b, =0 oldugundan, sistem (4.1)" den u,,, = f7'(0), v,,, =g (0) elde edilir.
f ve g fonksiyonlarmin 6zelliklerinden u,,, =v,,, =0, ne N . Buradan sistem
(4.1)’ in ¢oziimleri

u,=0, v =0, neN, (4.3)

seklindedir.
2. Durum: je{l,2} i¢in ad =bc;, a,=0,bd #0: je{l,2} igin

a,=0, bd,#0 oldugundan j e {1,2} igin ¢, =0 olup, sistem (4.1)” den

a0 b 4 b
un+l:f 1(—1]((1/1,1)], vn+l :g l(ig(vn)]a nENOa (44)
d, d,
yazilabilir. f ve g fonksiyonlariin 6zelliklerinden
b, b,
f(um):Ef(un), g(vn+l)=d—g(vn), neN,, (4.5)
1

2

elde edilir. Simdi

z,=f,), t,=gv,), neN, (4.6)

dontigiimii (4.5)” deki denklemlere uygulanirsa, (4.5)” de verilen fark denklemleri
b, b

Zn+1 :zznﬂ tn+1 :d_ztn’ ne NO’ (47)
1 2

birinci mertebeden lineer fark denklemlerine doniisiir. » =1 igin Teorem 2.2.2’

den, (4.7)’ de verilen denklemlerin ¢oziimleri
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b\ b\
z, :(d—llj Zys 1, =(d—22j t,, neN, (4.8)

elde edilir. Ote yandan (4.6)’ da verilen degisken degisimleri ve (4.8)’ de verilen

¢Ozlimlerden, sistem (4.1)’ in ¢oziimleri

uy =/~ ng f(uo)} y=g ((fl—j g(vo)], neN,, 49)

olarak bulunur.

3.Durum: j €{1,2}  i¢in ad,=byc;, ac;#0, b,=0: je{l,2}  igin

J7J?

a,c; #0, b, =0 oldugundan ;e {1,2} i¢in d;, =0 olup, sistem (4.1)’ den

Uy =/ (ﬂf(u»], V=g (j—zg(vn)} neN, (4.10)

¢

yazilabilir. f ve g fonksiyonlariin 6zelliklerinden

f(u,,+l>=%f(un), g(vnﬂ):%g(v,,), neN,, (4.11)

2
bulunur. Ote yandan (4.6) doniisiimleri, (4.11)’ deki denklemlere uygulanirsa,
(4.11) de verilen fark denklemleri

a a
— )
__Zn’ t}’l+1 __t

¢ G

z

neN,, (4.12)

n+l no

birinci mertebeden lineer fark denklemlerine doniisiir. » =1 igin Teorem 2.2.2’

den, (4.12)’ de verilen denklemlerin ¢6ziimleri

z =(ﬂj z t =[ﬁ] t,, neN,, (4.13)
G G

seklindedir. Ote yandan (4.6) degisken degisimleri ve (4.13)" de verilen

¢Oziimlerden, sistem (4.1)’ in ¢oziimleri

u, = [ H“—j f(uo)} v, =g [(a—] g(vo)} neN, (4.14)
¢ C,

olarak bulunur.
4.Durum: je{1,2} igin a,d, =b;c,, d,=0: je{l,2} icin a;d, =bc,, d, =0
ise, sistem (4.1)’ in iyi tanimli ¢dziimlere sahip olmasi ic¢in gerekli kosul

Jj 6{1,2} i¢in ¢, #0 olmaldir. Ote yandan verilen kosulun saglanmasi icinde
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JjE {1,2} i¢in b, =0 olmalidir. O zaman burada iki durum s6z konusudur. Ya
je{1,2} icin a,=0 ya da je{1,2} igin a, #0 olmalidir. Bu iki durumda
sirasiyla 1. Durum ve 3. Durumda incelenmistir.

5.Durum: ;e{l,2} i¢in a,d, =byc;, ¢,;=0: je{l,2} i¢in a,d,=byc;, c,;=0
ise, sistem (4.1)’ in iyl tanimli ¢oOziimlere sahip olmasi i¢in gerekli kosul

VS {1,2} igin d, #0 olmalidir. Ote yandan verilen kosulun saglanmasi icinde
JjE {1,2} i¢in @, =0 olmalidir. O zaman burada da iki durum s6z konusudur. Ya
VG {1,2} icin b;=0 ya da je {1,2} i¢in b, #0 olmahdir. Bu iki durumda
strastyla 1. durum ve 2. durumda incelenmistir.

6.Durum: ;j€{1,2} icin a,d; =b,c, ve ab,cd, #0: je{l,2} icin a;d, =b.c,

JTITIT

bc.
ve abc.d, #0 oldugundan, sistem (4.1)’ de j€{l,2} i¢in a, =~ alnirsa

J

mﬂ;ffngu} wﬂ=g{%gw»}neNm (4.15)
denklemlerine indirgenir ki bu da 2. durumda incelenmistir.

7.Durum: je{l,2} i¢in a,d,#b,c,: Bu durumda VneN_ igin u,#0 ve
v, #0 oldugundan f ve g fonksiyonlarmin o6zelliklerinden VneN | i¢in

f(u,)#0 ve g(v,)#0 olacaktir. O zaman, sistem (4.1)’ den

. 20D, LA
1 2
f(un+1) g((vn ;) , g(vrﬁ—l) .;‘(( n ;) neNo’ (4.16)
f(un) C g ¢ dl g(vn) u +d
Le(v, ) “ (u,,)
yazilabilir. Ote yandan
L= L) 8 N (4.17)
f(un—l) g(vn—l )
degisken degisimi, sistem (4.16)’ ya uygulanirsa
e th @ th (4.18)
ow, +d, ¢z, +d,

birinci mertebeden Riccati fark denklem sistemine indirgenir. Burada iki durum

sOz konusudur.
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i. je {1,2} i¢in ¢, =0: Bu durumda (4.18)” de verilen fark denklem sistemi

Zn+1=%wn+%, wn+1=Z—zzn+Cbl—2, neN, (4.19)
1 1 2 2

birinci mertebeden lineer fark denklem sistemine indirgenir. Sistem (4.19)° da
n—n—1 i¢in, ikinci denklem birinci denklemde; birinci denklem de ikinci
denklemde yerine yazilirsa

a,a, ab,+bd, w a,a, " a,b, +b,d,
z = z  —== = o
n+l dl d2 n—1 dl d2 > n+l dl d2 n—1 dl d2

, neN, (4.20)

ikinci mertebeden lineer sabit katsayili fark denklemine indirgenir. Burada da

49 g veya 9% £1 olacak sekilde iki durum s6z konusudur. Eger 49—y
dd, dd, dd,

ise, =2 i¢in Teorem 2.2.2° den, (4.20)’ de verilen denklemlerin ¢oziimleri
i €{0,1} igin

L b, +hd, L @b +bd,

z ;T W. . W,
9 2n+
2n+i i {1 ’ n+i i /’1 ’

n, neNg, 4.21)

seklinde olup, (4.17)’ de verilen déniisiimlerden i € {0,1} igin

fw) ab,+bd f(u_) ab +bd )
f(uzm):( i) b +ha, nj( =) | 4o 04, (n+l_1)Jf(u2(nl)+i)’
. dd : dd
f(:’,-;) 142 ];(”-,) 19 nel, (4.22)
_| &W a,b +by,d, g.,)  ab +bd, .
g(”"*f)‘(g(v,-l) " ad, ”](gw,-) g l)jg(v“”‘“”)’

elde edilir ki (4.20)’ de verilen denklemlerin ¢éziimleri ise i € {0, 1} icin

ol o @) ab+bd, .\ f(u) ab,+bd, . .
Ui _f (f(ul):!_‘l[[f(ull) + dldz ]J{f(ul) + d1d2 (-] +1 1)]})

V2n+i — g—l (g(vi )H( g(vi) + a2b1 +b2d1 jj{g(vl_i) + aZbl +b2dl (] + l _ I)JJ’

gy dd, g(v.) dd,

neN,,(4.23)

seklinde bulunur. Eger %7&1 ise, »=2 i¢in Teorem 2.2.2° den, (4.20)’ de

172

verilen denklemlerin ¢oziimleri i € {0, 1} icin
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1 _( alaz jn
! dd
Zopsi = (%J zZ + (albz +bd, )—12

dd dd, —aa,)’
1%2 (4, ~aa,) neN,, (4.24)

1 _( a,a, jn
! dd
Wopsi = 4% w; + (azbl +b2d1) 24,
dd, (dle —a,a, )

seklinde olup (4.17)’ de verilen doniisiimlerden i € {0,1} i¢in

aa, )
| (aa ) f@) _{dldzj
Suy,,) = (dldzj fu) +(a1b2 +b1d2)(d1d2 _a1az)

(n+i-1)
) ]2 a,4,
a,a W S, ;) dd,
X 172 =ity (alb2 +bd, )—
dd, f,) (dldz _alaz)

A % n
dd,

(dldz - alaz)

f(”z(m)ﬂ- ),

02

aa, ) g
ﬁj —+(a2bl+b2dl)

gv,,,) = ( gv.)

X

(n+i-1)
[alaz j
(n+i-1) h
| dd
( a,a, j g0,) n (azbl +byd, )* g(vz(n—l)+i );

dd, g(v.,) (dldz _alaz)

(4.25)

elde edilir ki sistem (4.1)” in ¢ozlimleri ise i € {0,1} icin
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l [alaz jj
; _| &%
. dd
(alazJ S(u;) +(a1b2+bld2) 19
dd, ) f(u_,) (dldl _alaz)

u2n+i = f7 f(ut )ﬁ

(j+i-1)
. l— alaz
aa (j+i-1) f(u ) dd
x ( 1 zj =2 4 (ab, +bd, ) —————
dd, S(u,) (a’la’2 —alaz)
neNg,
) _(alaz ’
a,a, ’ gv) dd,
4= | == 4(a,b +bd )—5—
[dldzj g,y ( B 1)(d1d2_a1a2)
v2n+i :g71 g(vL)H (j+i71)
= o 1— 44,
a,a R gv.) dd
x [#] =L (a,h +byd))
dd, g(v.) (dldz — a4, )
(4.26)
bulunur.
ii. je{l,2} igin ¢, #0: Bu durumda (4.18)" de verilen fark denklem

sisteminde, ikinci denklem birinci denklemde; birinci denklem de ikinci

denklemde yerine yazilirsa

- (ala2 +blcz)zn71 +ab,+bd, = (ala2 +bzcl)wm1 +a,b +b,d, . neN.(4.27)
(azc1 +c,d, )zn_1 +b,c,+dd, (alc2 +cd, ) w,_, +bec,+dd,

Riccati tipi fark denklemlerine doniisiir. (4.27)’ de ie {0, 1} icin n yerine
n— 2n+i—1 yazilirsa, (4.27)’ deki denklemler i e {O,l} icin

(a,a, +bc,) Zypryes T b, +1d,
(aye,+c,d,))z

Zopsi =

2wy Thae Hdidy ’
neN, (4.28)
B (aa, +bye, sty T @by Ty,

b
ntyri T b, +dd,

elde edilir. (4.28)" de neN,, i€{0,1}, i¢in z,,,=2", w,  =w!" donisimi

n 2 n

uygulanir ve n — n+1 alinirsa
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) _ (ala2 +b1c2)z,(f) +ab,+bd,
" ac +c,d )z +be +dd,’
( 2*1 2 1) }’l- 21 172 }’ZENO’ (4.29)
) (ala2 +b2cl)w,(j) +a,b, +byd,
w = , ,
" (ac, +cld2)w,(1’) +bc,+dd,

bulunur. $imdi islemlerin daha kolay anlasilabilmesi i¢in neN, i¢in

(1)

n

=z, wi) = w, doniisiimleri tanimlansmn. Bu durumda z((f) =2Zy, w((f) =W,

n

olacag agiktir. Buradan, (4.29)’ da verilen denklemler

B (a,a, +bc,)z, +ab, +bd,

n+l —_ ’
(azc1 +c,d, )Zn +byc,+dd,

- neN,, (4.30)
B (a,a, +byc, )W, +a,b, +byd,

K —_ )
(alc2 +cd, ) w, +bc,+dd,

n+l

iy1 bilinen Riccati fark denklemine indirgenir. (4.30)’ daki denklemlere ne N,
i¢in

pn+1

, (ac, +cd,) W, + b, +did, =21 (4.31)

n n

(azc1 +c,d, ) z +bc +dd, =

dontistimleri uygulanirsa

{sz =(aa, +bc, +b,c, +d,d,) p,., —(aa,d\d, +bb,c,c, —abc,d, —a,bed,) p,, neN,, (4.32)

G, = (ala2 +b,c, +bc, +a’la'2)qn+1 —(alatzdld2 +bb,cc, —ab,c,d, —azblcldz)qn,
ikinci mertebeden sabit katsayili lineer fark denklemlerine indirgenir. (4.32)’ de
verilen denklemler ayni rekiirans bagintisina sahip olduklarindan, denklemlerin
karaktersitik denklemi

A —(aya, +be, +bye, +didy ) A +(aayd,d, + bbycic, — aibyc,d, — a,bieid, ) =0 (4.33)
seklindedir. (4.33)’ de verilen karakteristik denklemlerin kokleri farkli, yani

A, = (a1a2 +bec, +b,c, +dd, )2 - 4(a1a2d1d2 +bb,c,c, —ab,c,d, - azblcldz) =0,

ise, kokler

_ada +bec, +bc,+dd, +A, 2= a,a, +bc, +byc, +dd, —\/A,

5 5 (4.34)

A

seklindedir. Buradan p,, p,, q,, ¢, (4.32)’ de verilen denklemlerin baslangi¢

kosullar1 olmak tizere verilen baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimleri
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B (pl _po/lz)/w +(p02,1 _pl)ﬂzn

pn - s
-1
? i ,  neN, (4.35)
g = (ql _q0/12)11 +(q011_q1)/12
n 21_2’2 2

elde edilir. Ote yandan (4.31)’ de verilen doniisiimlerden

P = PA) A+ (P =P ) A"
(pl _po/lz)ﬂin +(poﬂl _pl)ﬂ;

(pl_%jﬁlm_[pl_ﬂqj%m (4.36)
_\ P Po

G
Py Py

(91 _qoﬁvz) ! +(Qo/11 _%)Azn+1
(% _%ﬂz)ﬂﬂn +(Qoﬂ1 _%)A”zn

(%—ﬂzjﬁfm _[%_ﬂq)ﬂq]ﬁl (4.37)

0

e
9 9o

elde edilir. Simdi karmasiklig1 6nlemek i¢in

(a,e,+¢,d))z, +bye, +dd, = (

Ve

(alc2 +cd, ) w, +bc, +dd, =

®, =a,c +c,d,, ©,=b,c,+dd,, ¥, =ac,+cd,, ¥Y,=bc,+dd, olmak iizere
(4.36) ve (4.37) denklemlerinden
n+l n+l
(q)lgo +ch) u
1 h—4

=
N

n ®1(®120+CI>2)(/L ,1,1} (
A=A A -

e )

TN P T AT _?1’
(¥, °+‘P2)(ﬂ1 zzj M[ Ak )

elde edilir. Y=aqa,dd, +bb,cc,—ab,c,d —a,bcd, olmak lzere, z, ., =z

eN,,  (438)

(i)

n

=z,

W, = w) = w, degisken degisimleri ve Tanmim 2.2.14” den

n
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i _L(<I>1zl,+dbz)sn+1 -Ys, _g
@ (D7, +D,)s, — Vs, D
neN, (4.39)
_L(\lei +\IIZ)Sn+l =5, ¥,
O (Pow +,)s, - Ys, P

yazilabilir. Burada i€ {0,1}” dir. Ote yandan (4.17)" de verilen déniisiimlerden

i€ {0, 1} icin

f(u2n+[) =

g(v2n+i) =

CDI f(u[) + q)z Spr1 ~ YS”
1) -
o _ O]
1 (q)l ]{((ul)) +CDZJS" =Y, 1
U,
@, S () +@, Is,,, —Ys,.,
LU ) ~22 | )
@ ", @, |7
; D, j]i((ul l)) +@, 15, 15,0 1
= ne Noa
1 g(v[) +\P2 S, —YSn
1 a0 P
& . Y
1 \Pl g(vl) +\IJ2 A _st—l :
g(vi)
\Pl g(vl_i) J,—lPZ Sn+[ _YSnJri—l
1 g(v.,) - L g )
\Pl \II g(v17i) . LII i a Ys \Pl 2(n—1)+1
1 g(Vﬂ-) 2 | n+i-l n+i-2 (440)

elde edilir ki sistem (4.1)” in ¢ozlimleri ise i € {O,l} icin
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(q) f(u) (D2Js_+l—YS-
L S () ' : —&
Uppii zf_l f(u’)H - |
Jj=1 ( J (. ’)+CDZJS~+[_YS'+1—1
X L f(u_,) ' : —&
B ( J;((ul I)) - q)zjsfﬂ'l - Ysj+i72 (Dl
. neN,
gv)
¥, +W¥, |5, Ts;
L[ g(V, ) J : —L
‘P(W %v%+TJS_IS i
n g vl 1
Vonsi zg_l g(vi)H |
J=l1 [‘Plg(‘}l_i)‘*‘leJs‘H —Ys;
1 g(v.,) ' M
\P g(vl 1) - qjl
(\P g(v.,) +¥ ] S v = XS4 (4.41)

bulunur. Ote yandan (4.33)’ de verilen karakteristik denklemlerin kokleri ¢akisik
ise, yani

A, = (ala2 +bc, +b,c, +dd, )2 - 4(a1a2d1d2 +bb,ycic, —ab,c,d, - azblcldz) =0,

ise, kokler

a,a, +bc, +b,c, +dd

:/1:
A =4 5

2 (4.42)

seklindedir. Buradan p,, p,, q,, ¢, (4.32)’ de verilen denklemlerin baslangi¢

kosullar1 olmak {izere verilen baglangi¢c deger problemlerinin ¢éztimleri

{m=m@+@rm%ﬁﬂl
4, = 4o +(q = qos ) n A~

elde edilir. Ote yandan,

(4.43)

®, =a,c, +c,d,, ©,=b,c,+dd,, ¥, =ac,+cd,, ¥,=bc,+dd, olmak lizere

(4.31)’ de verilen doniisiimlerden

b

_ P+ (P - pA)(n+ D) A
pff o= pdi)n  neN,, (4.44)
¥ +\P2:%ﬂ3 +(%_%23)()”+1)lﬂ3

%ﬂan"'(% —qoh )nly~

b



bulunur. z,, .. = sz) =Z, W, = wi) = w, degisken degisimlerinden

. 1 (Pz+®)(n+ YA - D,

DOz, + D, ) n A —(n=1) A D,
y L () (n+ YA -
Y (Yo ) e = (n-1) A

neNg, (4.45)

yazilabilir. Burada i€ {0,1}” dir. Ote yandan (4.17)" de verilen déniisiimlerden

i€ {0, 1} icin

f(ur) n__ n+l
flt,) - L((Dl f(u”)@zj(m)ﬂg e
i) =) g [CDI f(w) +®2]nﬂ§’l—(n—l)ﬂ,f D,
AU
f(ulﬂ') S\ gn+i-l - e
| (d)l f(u[)+<l)2}(n+l)ﬂg (n+i-1)A4 0. e |
i -y 2n-1)+i )2
D, D, ]]:((u”))+(1>2](n+i—l)ﬂg"”2 _(n_i_l-_z)/l}nﬂ;l D,
u_
p neN,, (4.46)
\Ijl g(vf) +‘1”2j(7£+1)/1;—nﬂ3"+1
g =| s 8 _¥,
2n+i Y, g) - .Y
Y ¥ nA —(n-1
PPN ] A =(n-1)4
0 (‘1’1 i((‘::))+‘1’2j(n+i)/?3"”1—(n+i—1)23”” v, ) |
Va(n-1)+i )
B (\Plg((v”))+‘l’2](n+i—l)ﬂ;”2—(n+i—2)ﬂ3"”1 ¥
g\,
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elde edilir ki sistem (4.1)” in ¢ozlimleri ise i € {0,1}

NG

fw,)
f,)

+(D2J(j+l)ﬂs” —jA

@,

f(ui)lj

X

, ((Dl )
Suy)

o, i -4

)

1

(qal J} ((‘;)) +®2j( JHi) A (-1

@,

1
@, ((Dl Sfw)
S

(\P g)
Lg0)

i-1

+\P2](j+1)zg—jz;'“

)

1

+<1>2j(j+i—1)ﬂg*” —(j+i-2) 4"

¥,

1
¥, (
\Pl
v =g g ]
-l

(\yl

X

gv)
&g (VH )

+‘P2jjﬂ@“—(f—l)%"

P,

Z(u) *“’zJ(m)ﬂz*“ ~(+i=D A"

¥,

bulunur.

1
b4 [\Pl g
g(v,)

y I 2
+‘P2j(j+i—1)ﬂg*’2—(j+i—2)/1;“1 :
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neN,,

(4.47)



5. BOLUM

SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu calismada, je{1,2} icin a,b,,c,, d, parametreler ve u_,v_,i<€{0,1},

baslangic¢ kosullari reel sabitler olmak {izere

ol alf(”n)+b1g(vn-1) 4 aZg(vn)+b2f(un—l)
Uy = f (g(vn)clf(un)wlg(vm)} Vi = & (f(un) , neN,,

Ve

o alg(vn)+blg(vn—l) _ i aZf(un)+b2f(un—l)
han = (f(un)clg(vn)"'dlg(vn1)]’ o [g(vn)czf(”n)"‘dzf(”nl) > <N

iki boyutlu ikinci mertebeden lineer olmayan fark denklem sistemlerinin iyi tanimh

¢Ozlimleri  parametrelerin =~ durumlarina  gore  elde  edilmistir. Burada

c+d; =0, je{l,2}, f,g R — Rsiirekl, monoton fonksiyonlar ve

JS(R)=R, f(0)=0, g(R)=R, g(0)=0" dir.

5.2 Oneriler

Bu calismada ele alinan sistemler, k-boyutlu sistemlere genisletilerek elde edilen

sistemlerin kapali formda ¢6ziimleri elde edilebilir.
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