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OZET

DUAL SAYILAR UZERINDE ESITSIiZLIKLER VE TOPOLOJILER

KAYA, Nurcan ilayda
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal, Yiksek Lisans Tez
Danisman: Prof. Dr. Halit GONDOGAN
Ekim 2024, 58 sayfa

Bu tez lic bolimden olusmaktadir.

[k boliim giris kismma ayrilmistir. Bu kisimda, ¢alismanin konusu ile ilgili literatiirde

yer alan bilgiler verilmistir ve ¢alsmanin amaci belirtilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki bdliimde kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Uciincii boliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, [22] de verilen dual
sralama bagintist ve dual mutlak deger kavramlar1 ele alinarak, dual mutlak degerin
baz1 temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, [22] de verilen dual siralama bagmntis1 ve
dual metrik kavramlarindan faydalanilarak DD ve DD2 uzaylarindaki bazi topolojilerin

elemanlarinin R? ve R3 uzaylarindaki geometrik modellemeleri insa edilmistir.

Ugiincii boliimiin ikinci kisminda ise, oncelikle [23] de verilen kismi sralama
bagmtisindan faydalanilarak dual sayilar arasinda bir sralama bagintis1 verilmistir ve
bu siralama bagintisinin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Bu siralama bagintisi
dikkate almarak, yari dual norm ve yar1 dual metrik kavramlar1 verilmistir. Son olarak,
DD ve DD?2 uzaylarindaki bazi topolojilerin elemanlarinin R2 ve R3 uzaylarmdaki

geometrik modellemeleri yapimustir.

Anahtar Kelimeler: Dual Uzay, Dual Swralama Bagmtisi, Dual Norm, Dual Metrik,
Mutlak Deger, Esitsizlik



ABSTRACT

INEQUALITIES AND TOPOLOGIES ON DUAL NUMBERS

KAYA, Nurcan ilayda
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Halt GUNDOGAN
October 2024, 58 Pages

The thesis consist of three chapters.

The first chapter is devoted to the introduction. In this part, information in the literature

about the subject of the study is given and the aim of the study is stated.

In the second chapter, includes the basic definitions and theorems that will be used in

the next part.

The third part consists of two parts. In the first part, the concepts of dual ordering
relation and dual absolute value given in [22] are discussed and some basic properties
of dual absolute value are examined. In addition, geometric models of some topologies
inDD and DDZ spaces in R2 and R3 spaces are constructed by using the concepts ofdual

ordering relation and dual metric given in [22].

In the second part of the third part, firstly, an ordering relation between dual numbers
is given by using the partial ordering relation given in [23] and some basic properties
of this ordering relation are examined. Considering this ordering relation, the concepts
of semi-dual norm and semi-dual metric are given. Finally, geometric models of the

elements of some topologies in DD and DD2spaces in Rz and R3spaces were made.

Key Words: Dual Space, Dual Ordering Relation, Dual Norm, Dual Metric, Absolute
Value, Inequality
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1. GIRIS

Dual sayilar, 1845-1879 yillar1 arasinda yasamus olan ingiliz matematik¢i William
Kingdon Clifford tarafindan tanimlanmis ve gelistirilmistir [1]. Clifford, geometri
alaninda yapmis oldugu calismalarda bu sayilari bir arag olarak kullanmigtir. 1891°de
Alman matematik¢i Eduard Study tarafindan dogrularin geometrisi ve Kinematik
lizerine yaptig1 ¢alismalarda dual sayilar1 ve dual vektorleri kullanmustir [2]. 1895°te
Aleksandr Kotelnikov dual sayilar kavramini mekanige uygulamistr [3]. Alman
matematik¢i ve fizik¢i Julius Pliicker dogruyu swali altili bir koordinat olarak
gostermistir. Pliicker’in 6 grencisi olan E. Study dogrunun bu ifadesini dual sayilardan
faydalanarak dual vektor uzayma tasmus ve R3uzaymndaki yonlendirilmis dogrular ile
DD3 uzaymnda birim dual kiire tizerindeki her bir nokta arasinda birebir bir esleme
oldugunu gostermistir [2]. Kat1 cisimlerin bilgisayar modellemesi, mekanik,
kinematik, insan viicudunun modellemesi gibi alanlarda dual sayilarin kullanimi
mevcuttur.  Ornegin, dual sayilar kullanilarak uzaysal mekanik hareketleri
aciklayabiliriz [4].

Topolojinin ortaya ¢ikis1 ile ilgili kayda deger ilk galisma Euler'in, Konigsberg'in Yedi
Kopriisii probleminin ¢oziimii ile baslamustir. Yerel halk, kentin belirli bir noktasindan
hareket ederek her kopriiyii bir ve yalmz bir kez gegereck baslangic noktasina
doniilebilir mi sorusunu cevabini aramislardir. Bu problem o dénem yasayan iinlii
matematik¢i Euler’in (1707-1783) ilgisini ¢ekmis ve Euler, 1735 yilinda, kent
akademisine sd6z konusu gezinin imkansizligmi kanitlayan matematiksel ispatmi
sunmustur. 1741 yilinda bu ispat "Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis
(Konum geometrisiyle ilgili bir problemin ¢6ziimil)" adiyla akademinin dergisinde
yaymlanmistr [5]. Euler, i¢inde uzaklik ve 6l¢ii kavrami olmayan ama konumlarla
ilgilenen yeni bir geometriden s6z ettiginin farkindaydi. Bazilarina gore, bu olgu,
topolojinin baslangicidir [6]. Matematikte, topoloji terimi 1847°de Gauss’un 6 grencisi
olan Alman matematik¢i J.B. Listing tarafindan ortaya konuldu. 1857'de Riemann
tarafindan cebirsel fonksiyonlar teorisi tizerine yaptigi ¢alismada kendini gosterdi.
Bu caligmalar1 Alman matematik¢i A.F. Mobius takip ederek, bugiin Mobius seridi



olarak bildigimiz tek tarafli ve kenarh ylizeyi ortaya koymustur [7]. Topoloji bikiim,
burusma, esneme ve bikkme dahil olmak {izere siirekli deformasyonlar altinda korunan
geometrik nesnelerin 6zellikleri ile ilgilenir. Topoloji, fizik, bilgisayar bilimi, biyoloji,

robotik, fiber sanati gibi uygulama alanlar1 i¢in kullanilir.

Reel sayilar {izerinde tanimlanmis olan esitsizlik sistemi matematik ve fizigin birgok
alt dalinda yogun bir sekilde kullanilmaktadir. Bu esitsizliklerin varligi birgok bransin
olusmasna biiyiik 6l¢iide katkida bulunmustur. Bir arastrma alani olarak esitsizlikler
uzun bir tarihe sahip degildir. Fakat, bir matematiksel konu olarak eski matematikgiler
tarafindan kullanilmistir. Esitsizlikler ve esitsizlik tarihi ilizerine bircok g¢alisma
yapimistr ([8],[9] ve [10]). Esitsizlikler; cebir, geometri, trigonometri ve modern
kalkiiliis dahil olmak iizere matematigin bircok alaninda kullanilan temel araglardur.
Ozellikle, bir uzaym en temel yapilarindan biri olan metrik kavramini insa etmek icin
esitsizliklerin varhigina ihtiya¢ vardir [11]. Giinlimiizde, esitsizlik sistemi ¢esitli teorik

ve pratik alanlarda uygulamalara sahiptir [12].

1.1. Tezin Amaci

Bucahsmada iki farkh esitsizlik sistemi kullanilmustir. {1k kisimda kullanilan esitsizlik
sistemi [21] ve [22] de ki esitsizlik sistemidir. Bu iki esitsizlik sisteminden
yararlanarak sirasiyla ilk boliim ve ikinci boliimde DD ve DD2 uzaylarindaki bazi bazlar
ve bu bazlara ait topolojiler incelenmistir. Bu topolojilerin bazi elemanlarmin R2 ve

R3 deki geometrik modellemeleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1.1. Vyy€R igin —co <yy Ve yy < +o olmak iizere, R U {—o0, +00}
climlesine genellestirilmis reel sayilar ctimlesi denir ve

®= R U {—00, 400} = [—00, 4+ 0]
biciminde gosterilir.
Tamm2.1.2. H # @ bir climle ve bu climledeki iki i¢ islem T ve L olmak tizere, (H,
T, 1) tcliisiinii ele alalim. Eger (H, T ) bir abel grubu iken ikinci i¢ islem olan 1, H

cimlesinde birlesmeli ve birinci islem tizerine dagilml ise (H, T, 1) t¢liistine halka
adr verilir [13].

Tamm 2.1.3. Bir (H, T, 1) halkasinda ikinci isleme gore H climlesinin birim elemani
var ve ikinci islemin degisme 6zelligi mevecut ise bu halkaya birimli ve degismeli halka
denir [13].

Tamm 2.1.4. (H, T, L) birimli ve degismeli bir halka ve M # @ bir ciimle olsun. @ :
M XM — Mbirigislemve ©® : H X M — M bir dis islem olmak iizere, (M, @) bir
abel grubu ve © dis islemi asagidaki 6zellikleri saglhiyor ise M ciimlesine bir modiil

adiverilir: w,v € H, 1 i¢ islemine gore birim eleman P € H ve w,v € M olmak {izere,
HDwOr®P)=wOry)®wOP)
i)wLlv)Oy=woOmewOy
i wLv) Qy=wO @Oy
V) POyy=yy
H iizerindeki bir modiil H-modiil olarak adlandrilir ([13], [14] ve [15]).
Tanim 2.1.5. VV bir §F cismi iizerinde tammli vektor uzayr ve

ff + VXV = §§

(. P) = ffGy,P)

Bir fonksiyon olsun. Asagida bulunan ig aksiyom saglanirsa bu ff fonksiyonu VYV vektor



uzayl lizerinde Dbir i¢ ¢arpm fonksiyonu olarak veya i¢ ¢arpim olarak adlandrilir.
(i) (Pozitif Tammllik Ozellig) VYyy € VV icin ff(yy, yy) = 0 dr. Ve
o) =0 e yy=10

drr.
(i) (Simetri Ozelligi) vy, P € Wigin ff(y, P) = ff(P, yy) dir.
(iii) (Bilineerlik Ozelligi) Vyy,P,w € VV ve Vw,v € FF icin

fflwy + vP, w) = wif(y, ) + vff(P, w)

ffyy, wP,vw) = wff(yy, P) + vff(yy, w)
dir.
Ornegin, " = R~ obsun. 1y = (11, y2, -, o) V& P = (P1, P2, ..., P») olmak iizere,
() : RexR*-> R
mP) — (G P) =y, P) =mP1 +p2P2 + - + Pn

fonksiyonu R~ iizerinde bir i¢c carpmdir. Bu i¢ ¢arpma Oklid i¢ carpmm denir ([14]
ve [15]).

Tanim 2.1.6. §F cismi R veya C olmak iizere; VV, FF cismi iizerinde tammli vektor uzayi

ve
i : w—-R
vy = 1 AGy) =1yl
bir fonksiyon olsun.
) Vyy € Wicin [lyyl=0ve lyyll =0 yy=0,
ii) VA € & ve Yyy € VYV igin|l Ayy I = [Alll yy |l
iii) ¥yy,P € VWigin [[yy + Pl <l yy I+ Pl

ozellikleri saglaniyorsa || . || fonksiyonuna VV iizerinde bir norm denir. (VV, || . || ) swral

ikilisine & cisminin R veya C olmasima gore normlu reel vektor uzayi veya normlu
kompleks vektor uzayr denir ([14] ve [15]).



Tamm 2.1.7. X bostan farkh bir ciimle ve
d : XXXXX— R
vy, P) = d@y. P)
bir fonksiyon olsun.
) Yyy,P € XX igin d(yy,P) > 0ve d(yy,P) =0 ©yy =P
i) Vyy, P € XX igin d(yy, P) = d(P, yy)
i) Vyy,w € XX icin d(yy, w) < d(yy, P) + d(P, w)

sartlart saglaniyorsa d fonksiyonuna X izerinde metrik ve (XX, d) swali ikilisine metrik
uzay denir ([19] ve [20]).

Tamm 2.18. A=R" wveya A =Cn olmak tzere y=(n,n2 k), P=
(P1,P2,...,Pn) EAicin

n

di(y, P) = @@ — Pil?

ii=1

seklinde tanmmlanan di: A X A — R fonksiyonuna A iizerinde standart metrik denir.

Tamm 2.1.9. A=R" veya A =C" olmak tizere y= (02 ), P=
(P1,P2,...,Pn) € Aigin

n

di(y, P) = <@ — Pil

ii=1
seklinde tanmlanan di: A X A — R fonksiyonuna A iizerinde taksi metrigi denir.

Tamm 2.1.10. A bog olmayan bir kime ve yy,P € A igin

0, =P
i, P)=¢ "
1, yy=#P

seklinde tanimlanan d: A X A — R fonksiyonuna A iizerinde ayrik metrik denir.

Tamm 2.1.11. (XX, d) bir metrik uzay, ¢ € XX ve r > 0 bir reel sayr olsun.
Blp,r) = {yy € XX [d(yy, 9) <1}

ciimlesine ¢ merkezli r yarigapli agik yuvar denir.
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S(p, 1) ={yy € XX[ d(yr, 0) <1}
cimlesine ¢ merkezli r yarigapli kapah yuvar denir ([19] ve [20]).

Tamm 2.1.12. X# @ ve f € P(X) olsun. Eger asagidaki iki aksiyom saglanrsa g

ailesine X ctimlesi i¢in bir topolojik baz denir.
i) UBEﬁ B = Xa

i) By N B, # @ olacak sekildeki VBq,B; € B icin BiNB; = UBEPEBB dir. Burada
P, B ailesinin elemanlarindan olusan bir ailedir. ([19] ve [20]).

Tamm 2.1.13.X # @ ve ~ < P(X) olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa - ailesineX
tizerinde bir topoloji, (X, ¥ ikilisine de topolojik uzay denir. - ailesinin elemanlarina
da X climlesinin birer acik alt ctimlesi denir.

DX, 0€e 7
iyvu,ve miseUNVex
iii) I herhangi bir indis climlesi ve ii € I igin U;; € ~ise

i~

ii€l
dir ([19] ve [20]).

Tamm 2.1.14. (X, ~) bir topolojik uzay, x € X ve A € X olsun.x € U € A olacak
sekilde bir U agik ciimlesi varsa x noktasina A ciimlesinin bir i¢ noktasi denir. A

ciimlesinin her bir elemani i¢ nokta ise A ciimlesine (X, ¥ topolojik uzayinda bir agik
cimle denir ([19] ve [20]).

Tamm 2.1.15.
D=RXR={w= (ww)|ww* € R}

climlesini ele alahm. Bu ciimle iizerinde bir esitlk ve iki i¢ islem asagidaki gibi

tammlanmaktadir:
i) ® = v olmas: igin gerek ve yeter sat w = v ve w* = v* olmasidur.
i) 4m: DX — ,w= (w,w*)Vve v =(v,v*) iin
WHn v =W+ v,w* + v*)

dir.



i) ~m:DD XD — Dyw=(w,w*) ve = (v,v*) igin
wnv = (wv,wv* + vw*)
dir.

Esitlik ve bu iki i¢ islem DD ctimlesi tizerinde ele alndiginda, DD ctimlesi dual sayilar

sistemi olarak adlandrilr ve W= (w,w*) elemanma bir dual sayr denir. Bu w=
(w, w*) dual sayismda, w reel sayisma wnin reel kismi, w*reel sayisina dawn dual
kismu denir ([16],[17] ve [18]).

Teorem 2.1.16.
D =R XR = {®= (ww*)|w,w* € R}

ciimlesi izerinde tanimlanan iki i¢ islem +pp Ve .pp ile birlikte (DD, +pp, .pp) i¢lisii birimli
ve degigmeli bir halkadir. Burada DD ciimlesinin +pp islemine gore birim eleman1 (0,0)
ve .pp islemine gore birim elemani (1,0) dir [16].
Sonu¢ 2.1.1. (DD, +pb,.op) l¢lisii birimli ve degismeli bir halka olup bir cisim degildir.
Gergekten, = (w,w*) € DD elemaninin ikinci isleme gore tersi, w # 0 igin W1 =
%;—:—W @scklindedir. O halde, w* =+ 0 icin (0,a*) € DD elemannmn .pp i¢ islemine
gore tersi yoktur [16].
Teorem 2.1.17. = {w= (w,0) |w € R} c IDolmak iizere,

:AcDD—-> R, & w,0) =w
seklinde tanimlanan doéniisiim izomorfizmdir [16].
Bu teoremin bir sonucu olarak, (w,0) seklindeki dual sayilar w reel sayisi ile

gosterilecektir. Yani, (w,0) = w dir [16].

Tanim 2.1.18. DD dual sayilar sisteminin elemani olan (0,1) seklindeki dual say1 €€ ile

gosterilir ve bu eleman dual birim olarak adlandirilir. (0,1) = & elemani asagidaki
Ozelligi saglar [16] :

ee2=Epp £=(0,0)=0

Sonu¢ 2.1.2. Yukardaki tamm ve teoremler dikkate alndiginda W= (w,w *) dual
sayist asagidaki sekilde yazlabilir:



W= (w,w*)
= (w,0)+pp(0,w *)
= (w,0)+op(0,1).0p (W*,0)
= W+DDEE.DD W
Bu tezdeki calismamiz boyunca +pp Ve .pp islemlerini + ve . islemleri ile gosterecegiz.
Biitiin dual sayllarin ciimlesi asagidaki sekilde verilebilir:
D={®=w+ Ew*|w,w* € R,e2 =0}
Buradan iki dual saymin toplama ve garpma islemleri
w+eew )+ w+ev)= (W+v)+EW*+v*)
(w+ew*).(v+eavy)=wv+ E (Wv*+w*p)

seklinde tanmlanir. Ayrica, = w + &w*Vve U = v + e¢v* dual sayilar: igin eger v #

0 ke, bu drumda "€ dual sayist
v

o wwr'-ww v
= e e——
v 2 0

seklindedr.

Tamm2.1.19.0D » = DD X DD X...x DD = %= (@, ..., %) i €D, ii = 1,2,..., ngciimlesini
ele alahm. Bu ciimle izerinde esitlik, bir i¢c islem ve bir dis islem asagidaki sekilde

tamm lanir [16]:

i) §= §ye olmas: icin gerek ve yeter sart € = i olmasidr (1 <i<n).

i) +on: DD7 X DD — DD 7, ﬁz (0w, ..., 9) ve §= (1 @2, ..,vn) igin
V=00 +v1 ,...0 +%)

i) gm 2 DD X DD 5> DD A= A4l ved= (4, ..., @) icin
Tom = 4.0, 1.0, ..., 1.9

Teorem 2.1.20. D = o= (&w, ..., @)@ €D ii= 12,...,np  ciimksi
tizerinde tanimlanan +mn» Ve .npn islemleri g6z oniine alind1ginda, (0™, +n, ) lglisi

(DD,+, .) birimli ve degismeli halkas1 tizerinde bir modiil olusturur.



Tamm 2.1.21. (DD™, +mn, .20 ) Uglistintn (DD,+, .) birimli ve degismeli halkas1 tizerinde

olusturdugu modiile DID-Modiil ve DID-Modiil’lin elemanlarina da dual vektor adi verilir
[16].

Sonu¢ 2.1.3. D" tizerinde tanimlanan i¢ islem ve dis islem dikkate alindiginda bir dual

vektor agsagidaki sekilde yazlabilir:

b= &w, ... %)

= (W1 + &w*, w2 + &w*, ..., Wn + &w*)
1 2 n

= (W1, W2, .., Wn)+mnEam (W*,W*, ..., Ww*)
1 2 n

= tunecan b §
Burada v ve § ¥ vektorleri R» nin vektorleridir.
Tamm 2.1.22. = (00...]0 = 6 +unezam 6 dual vekorine sifir dual vekorii denir [16].

Sonu¢ 2.1.4. Burada daha rahat ifade edebilmek i¢in +mn» Ve o islemlerinin yerine

srastyla + ve * islemlerini kullanacagiz. Bu durumda, biitin dual vektorlerin ctimlesi
Dn = @=f+e Wy §eRre2=09

seklindedir. iki dual vektoriin toplamm Ve bir dual skaler ¢arpmm asagidaki sekilde

verilir:

O+ =+9) +e( T+
ve

A=A+ T+ 2%
dir.

Tamim 2.1.23. €”ii = (86ii 1, 88ii o, ..., 08ii 3 ) seklinde vektdrleri ele alahm. Burada,

B} 1 +¢e0 ,i=j o
L. = < <
Bi =90 g0 iz L SWIST
biciminde ifade edilir. Her ﬁe DD dual vektori
= W on E14+mm W 2n E24mn ... +000 W) 3 Bn

=We + RE + - +¥8,



seklinde yazlir [16].

Tamm 2.1.24. =W+« § ve %= + W dual vekewrlerini ele alahm. Bu dual

vektorler arasmdaki dual i¢ carpm

®9)n = @ + @2 + -+ Wvn
= (% 9) + (% ) +( §,9)

bigiminde tammlanir. Burada, W = (w1, wz, ..., wn) Ve U= (v, V2, ..,vn) reel
vektorleri igin (,): R xRr 5> R, ({, ) = W.0=wiv1 + wavz + - + Wnn
seklinde tanmli Oklid-i¢ ¢arpmudir [16].

Tamm 2.1.22. =@+« § ve $= 5+ ¥ €DD3 olmak iizere, bu iki dual vektsr

arasmdaki dual vektor ¢arpm
b= wxd+e@x F+ Fxv)
bigiminde tanmlanr. Burada # = (w1, w2,w3)ve v = (v1, vz, v3) igin

WX U = (W2v3 — W32, W3V1 — W1V3,W1V2 — W21)

seklindedir [27].
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3. DUAL UZAYDA BAZLAR VE TOPOLOJILER

3.1. Dual Siralama Bagntisi ile Olusturulan Baz Ve Topolojiler

Bu boliimde [21] ve [22] cahsmalarindaki dual sralama bagmtisini kullanilarak DD ve
DD2 uzayinda baz ve topolojiler elde edilmistir. Bu topolojilerin bazi elemanlarinin R2

ve R3 uzaylarindaki geometrik modellemeleri olusturulmustur.

Tamm 3.1.1. = w+ew* ve v =v +ev* ki dual sayt olsun. Bu dual sayiar
arasmdaki <n v (@<n v) iliskisi asagidaki sekildedir [22]:

i.  Oncelikle bu dual saylarm reel kisimlar1 karslastrilr ve w < v (w < v)
olmaldir.

ii.  Eger budual sayillarin reel kisimlar1 esit ise bu sayilarin dual kismlari
karsilastrilir ve w* < v*(w* < v*) olmaldir.

Sonu¢ 3.1.1. ®=w +e&w* ve U =v +&v* ki dual sayi olsun. Bu dual sayiar

arasmdaki W<m v ve W<n v sralamalar1 asagidaki sekildedir [22]:
. Ww<n? © w<v veya(w=rvve w* <v*)
i. W<nv & w<v veya(w=vve w* <v*)
Tamm 3.1.2"w=w + e¢w* bir dual say1 olsun. Bu dual saymin dual mutlak degeri
It = |w| + eelw|
seklinde tanmlanir.

Teorem 3.1.3"w=w + &w* , v =v + ¢v* iKidual sayr olsun. Bu durumda,
asagidaki Ozellikler saglanir:

L |- = |Wh
i |l <n [@h]D)

o ol
: >
i % g, (v # 0)

iv. ~w=#0vev=#0icin eger |1 = |7|1 ise budurumda W= v veya (§=w +

gw* = v — gv*) veya(W=w + ew* = —v + «v*) veya W= —v dir.
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Ispat. w=w +ew* , ¥ =v +ev* iKi dual sayr olmak iizere;
L |- = |—w— ae®|1 = |—w| +e|l—w*| = |w| + &lw| = | @1
i. |0l = |(w+ew)(v+ev)|
= lwv +e(wv* + w ) |1
= |lwv| + ¢|lwv* + wv|
<w |wllv| + e(lwv*| + |lw*v|)
= |wllv| +e(lwllv| + [w*[|v])
= (lwl +elwD (vl +elv))

= |@li|7]1
iil. o s (m+sw™) (v—sv™)

Ql-’01 b iv+sv* i 1:0 V2 ?
_ #wv+s(ww*v—wwv*)§
- 2

v 1

_ ww r—wwv’
EVZQP cQ , @
Wi, w*v—wwv*
= W &€ g_
v v2 0

_ lwwl ww v—-wwo*
=— te 0—0
vl 2
o bl W
T e .00, W
_ lwwl [ww][v] lwwllv|
T tEe—_—%
v Ivl2 lof2
> [ww] 4 EE(Iww"l Al
Dy vl lv]2 }
_ wwl+sluw]
[v]+s|v*|
_%h
filr

iv. |l = |7]1 olmasi durumunda
lw| + e¢|lw*| = |v| + e|v*]
wl = |v] ve |w*|=|v

w=Fv ve w*= Fv*
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(w =vveya w = —v) ve (W* = v* veya w* = —v*)
(w = vvew* = v*) veya (w = v ve w* = —v*) veya (w = —v ve w* = v*) veya
(w = —vvew* = —v¥)

W=7 veya (®=w + cw* = v —&v*) veya(@=w + &w* = —v + &v*) veya = —U
elde edilir.
Tamm 3.1.4. &= w + e&w* € DD olsun. Bu durumda,

= {W=w+aw*lw>0,w* > 0}

D+ = W=w+aw*lw>0,w* <0}

" ={®=w+eew*lw < 0,w* <0}

-" ={®=w+eaew*lw < 0,w* > 0}

climleleri swastyla dual poztif, yar1 dual pozitif, dual negatif, yar1 dual negatif sayilar
olarak adlandirilir.

Sonu¢ 3.1.2. Dual mutlak deger fonksiyonu ve yukaridaki tanm Dbirlikte dikkate
alndiginda, asagidaki ifadeleri yazmak miimkiindiir:

W € D+ = o, = w+eaew: =W
We I+ = |, = w —ew*
WE ' > | =-—w—awr=—-wW
We "= W = —w+ew*
Teorem 3.1.5. =w +ew*€ DD, n €N icin asagdaki esitlikler gegerlidir.
i el = ey
ii.  w#0iigiin |[@ |1 =n W7
Ispat.

i. Egerw = 0 ise [@"|1 = [®)" olduguagiktir. Simdiw # 0 okun Bu
durumda, |®|1 = |w| + «lw*| olup asagidaki ifadekri yazmek
mimkindiir:

1@, = (lwl + eelw* )"
= |w|* + gn|w*||lw|1
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= |lwn| + e¢n|w*|. lwn-1|
= |lwn| + gn|lw*wn-1|
= |wn| + e&|wnwn-1|;
= [P l1
dir.
i. w=#0 icin |1 = [T oldugunu gosterelim:
Laliet ~3

_al
> 1
e 11

1
o 1

Il
|H

I
s
-

dir.
Sonu¢ 3.1.3. Herhangi bir @ = w + eew* dual sayis1 ve & = 0 + edi* € DD icin,
[ >n il © W>n il veya <n— &
dir. Burada §* € R drr.
Ispat. Herhangi bir @= w + e&w* dual sayis1 ve 8§ = 0 + ei* € DD igin,
| >n 8 < |w| >0 veya (lw| = 0 ve |w*| > %)
— (w>0veyaw < 0) veya(w = 0 ve (w* > §i* veya w* < —{*))
— (w>0veyaw < 0) veya ((w = 0vew* > i*) veya (w = 0 ve w* < —{i*)
— (wHew* >0+4cli*) veya (w+ ew* <0 — eelf*)
— W>n il veya @<n— i

elde edilir.
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Teorem 3.1.6. DD», n-boyutlu bir dual uzay ve || .|| , R” iizerinde norm olmak ftizere,
I|.[lx : Db — DD
@— [I7lls = Il + eyl

dual fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler mevcuittur.

. V7 €D igin |ljylli =n Odr. Ayrica, [|jjlli = 0 =— 7 = (.

ii. V7 €DD" ve VA € DDigin IIAl ,<n ﬁ@l il dir. Ozel olarak,

A= 0 yani; 1= 2 olmas durumunda A7l =@ - lIfll: dir.

fii. VT, P €00 gin 17 + PN <y [li7lls + 1PN dir.

Ispat.
i. vy €DDniiciin |liylli =n 0 dir.  Gergekten, Oklid wuzaymda norm
fonksiyonunun birinci 6zelliginden |||l = 0 ve [ly*|l = 0 dir. O halde agiktir
Ki; |lyyll > 0 wveya |lyyll = 0 dr. |lyyll > 0 oldugunda dual siralama

bagmtisindan  ||jj]l1 =n 0dr. Diger yandan, |||l =0 olmast durumunda

llx*|l = 0 oldugundan dolayr [|jfll1 =n Oelde edilir. Yani Vi €DD" igin

7l =n Odir.
Ayrica;
I7llz = 0= NIl = lipll + ellyll = 0 + &0
— lpll=0wvellp*ll =0
—np=0veypy =0
— =0
drr.

i. V7 €DnveVAEDicin A7l <n iﬁ”lﬁ/lh oldugunu gosterelim;
AT =112 + ) (o + ey I

= |[Ay +ee(Ay* + 2l
= 1Al + eellAy* + Ayl

= [Allwll + eelldy= + A=yl
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<o ([l +eeCllAn=Il + NA=pll)
= [yl + e LAy 1T+ 12wl
= (1A + el 2D Clly Il + eell=1D
= @ Jill
Ozel olarak, A* = 0 yani; A =2 olmas: durumunda Al = W)l 7l oldugunu
gosterelim
2T = 11AGy + eIl
= Ay + eeAy*|l1
= [l + ellAp~|l
= [AlllyIl + e | ALyl
= A1l + eellyID)
= @ - Il
elde edilir.
iii. V@99 Dn icin Iy + Pl S vyl + Pl
lyy + I5II1 = |ly + eepy* + P +ecP*|1
= ly + P +ee(y*+P*) |1
= lly + PIl + elly* + Pl
<w llyll + [IP1 + e Clly=1l + 1IP=ID)
= Iyl + eelly=1l + [Pl + eellP~Il
= |lyyl| + 1Pl X
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Tamm 3.1.7. D7, n-boyutlu bir dual uzay ve || .|| , R iizerinde norm olmak iizere,
[l.]l1 : DD — DD

@— 7l = Iyl + elip=ll

dual fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyona DD» {izerinde bir dual bozulmus norm adi
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verilir,

Teorem 3.1.8. d1,dz : R* x R® — R birer metrik olmak tizere, d : Db» x DD» — DD,
d(7,P) = di(y, P) + eed2(yy*, P*)

seklinde tanimlanan fonksiyon asagidaki ozellikleri saglar [22]:

) Vi, P €D icin d(jj,P) =>n Odr.

i) V7, P € D" icin d(jj,P) = 0<—=> j7 =P dir.

iii) vy, P €D icin d(jj, P) = d(P,jy) dir.

iv) V7, P, @€ D" icin d(77,P) <n d(7, 4@ + d(4P) di.

Ispat.

i) Vj7,P €DDmigin d(j,P) =n 0 dr. Gergekten, di ve d2 R™ de iki metrik
olduklarindan

d(jj,P) = di(y, P) + eed2(yy*,P*) =0 0
drr.

i) d(jy, P) =di(y, P) + &d2(py*, P*) = 0= 0 + &0 esitliginin  saghnabilmesi
icin gerek ve yeter sart d1(yy, P) = 0 ve d2(yy*, P*) = 0 olmasudr. di(y, P) =
0 ve d2(jy*, P*) = 0 olmast igin gerek ve yeter sartyy = P ve py* = P*, yani jj =
P olmasidir.
iii) Vy7,P € D" icin d(y,P) = d(P,j7) dir. Gergekten,
d(jf, P) = di(y, P) + eedz2(py*, P*) = di(P,yy) + eed2(P*,pp*) = dep, 19
drr.
iv) V7, P, @€ DD icin d(j;, @ <m d(7, 4 + d(&P) dir. Gergekten,
d(jy, @ = di(y, w) + eed2(y*, w*) <n di(y, P) + d1(P, w) + ee(d2(yy*,P*) + d2(P*, w*))
=di(y, P) + ed2(p*, P*) + d1(yy, ) + eed2(P*, w*)
=d(j, @ + d(HP)

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.1.9. d1 ve dz2, Rn tizerinde birer metrik, @= w + c&w* € DD" bir dual nokta

ve r,r* € R* olmak iizere 7 = r + ¢ * bir dual sabit olsun. Bu durumda,
¢ ={7 € I*|di(j,w) <7,7* € R}
ve
U ={7 € |y = c (sabiit) ve d2(yy*, w*) < r*}
ciimlelerinin bir koleksiyonu DD {izerinde @banm olusturur [22].
Ispat. Oncelikle Uj c ¢ A; = D" oldugu agiktr. Simdi de,
¢1 = {7 € W"|di(y,w1) <r,p* € R}

b2 = {7 € n|di(x,w2) < r2,pp* € R }
Y1 = {f € |y = c1 (sabiit) ve d2(py*, w*) < r*}
1 1

Y2 = {7 € |y = c2 (sabiit) ve dz (yy*,w;) < r;}
bigimindeki ciimleleri ele alahm.

i) P=P +e«P*€ ¢p1 N2 obun. Bu durumda, di(P,wr) < 71,d2(P, w2) <12

ve P* € R olur 6yle ki
Pe Al ={je In|di(y,P) <r,p*€ Rr,r € Rt} c d1 N P2
olacak sekilde A1 € @vardr.

i) P=P +e&P*e ¢1nP2obkun. Budurumda, P € 1 NP2 = P2 € Gdir.
iii) P=P +«P*€ Y1nyPzobun. O halde, P =c1 =c2 =c,d2(yy*,w*) <r*ve
1 1

d2(py*, w*) < r*olur yle ki
2 2
PeA,=1{7€ Iy = c(sabiit) ved2(p*,w*) <r*, v* € R} c P1n
P2
olacak sekilde A, € @vardr. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.1.4. Yukardaki teoremden elde edilen @ bazndaki cimlelerin  keyfi

birlesiminden olusturulan topoloji 4le gosterilirse,

= (Ui A4 ¥ €
bigimindedir [22].
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Tamm 3.1.10. @ € D", r,r* € R* olmak tizere ¥ =r + er* olsun.
Kor) =¢1 € @G, Q <n 7 §
= {7 € |di(y, @) +eed2(py*,*) <m 7 }

={y € W*|di(y, @) <7,y* € R} U
{7 € nldi(y, @) = r, d2(py*, @*) < r*}

ciimlesine o= @ + e¢@* € DDn merkezli ¥ =r + er* yargaph dual agik yuvar denir
[22]. Eo7) € oldugu aciktrr.

Simdi Tanm 3.1.10 de bahsedilen KQ7) ciimlesinin Oklid uzaymndaki farkh

metriklere gore R2 ve R3 uzayindaki bazi geometrik modellemelerini elde edecegiz.

Orrrrrrrr 33.11.117p= @ + ee@* € DD, r,7* € R+ olmak iizere 7 = r + er* okun. di ve
d2 alsilmis metrikler olmak tizere,

Kor)=¢1 € (X, Q <n 7 ¢
= {7 € D|d1(yy, @) + eed2(py*, @*) <n 7 }
= {7 € Wldi(y, ¢) <7,p* € R} U {7 € Dldi(y, @) = 1, d2(py*, *) <7}
={me Wy —el <rp-e R}U Gy € Dy —ol =7, —¢*| <7}
={feMe—-r<p<e+rp €R}
U{fe Mpy=p+rveyay =@ —r)ve(p* —r* <y < @* +1*)}
=ffee—-r<p<e+r,ypeRIUTE M= —rvep*—r*<py* <@*+r+}
Ume Mly=p+rveep —r*<py* <@*+r+*}
bulunur.

Ozel olarak DD uzayindaki orijin merkezli ve ¥ = r + er* yargaph dual acik yuvarmi

RZ de modelleyelim.
BOr) = {7 e DDllipla = Iyl + eely*| < 7+ eer*}
={j «DD|lpy| <7 veya (Il =r ve |lp*| < r*)}
={fell-r<py<r,;r ER}U{Ge«llly =r,—r <y <rJU{jedly = —r,—r- <y <r+}

olmak iizere asagidaki grafik elde edilir :
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>Y

Orrrrrrrr 33,1122, o= @ + ee* € DD2, r,7v* € R+ olmak iizere 7 =7 +er* olsun.

di1, d2> RZ uzayindaki ahsiimis metrikler olmak tizere
Kor) = ¢ € 27,9 <o 7 §
= {7 € 2|d1(y, @) + eed2(py*, *) <w 7 }
= {7 € M2|di(yy, @) <71~ € R2} U {7 € D2|d1(py, ) =7, d2(py", 9*) < 77}
={7 € Wlly —oll <7, p* € R} U7 € W2|llx —pll =7, lly* — @Il <7~}
elde edilir.

Orijin  merkezli ve 7 vyangapli E07) nin R3 deki geometrik modellemesini

inceleyelim.
Bor) = {y € 2|llpll <7, p* € R2}U {7 € D02yl = 7, lly*ll <7*}

oldugu agiktr. R3 deki geometrik modelleme icin py* = (3, 0) alahm. Bu durumda
asagidaki grafik elde edilir:

-r

"

Orrrrrrrr 33.11.33. o= @ + ee* € DD, r,7* € R+ olmak iizere 7 =r+ er* okun. R

uzayinda di absilmis, dz ayrik metrikler olmak iizere

Kor) =§7 € PG, QP <n 7 §
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{7 € |d1(y, @) + eed2(py*, @*) <m 7 }

{m € Wld1(y, @) <7,p* € R} U{x € I|di(yy, p) =1,d2(py*, p*) <7*}
={7e Mly—ol<r,pr€R} U {x € |ly—ol|l=r, diy, ¢*) <r*}

dir. e DD, 7 € DD’ olmak iizere K¢r) dual agik ciimlesinin R? de karsikk gelen

geometrik modellemelerini asagidaki durumlara goére inceleyelim.
i. 0<r*<1 olsun. Budurumda asagidaki geometrik modellemeler elde edilir.
Kor) = {jij € ||y — | +eed2(y*,0*) <m 1 + eer*}
={me Wy —¢l<r, p* €R} U {j € Wlly — ol =7, d2(p*, ) <77}
={fee—-r<py<e+r,y€R}U{FE Dy =¢@+r71n7= @}

U{ge DIy = —1, p* = ¢*}

lpl <7;
.
______________ LA
Qo-r @+r '
L e o -_-(/-7: """""
lp| > 7;
@ >0; p <0;
r* v
() EEEE R BCtaiht el ————————————————————— @’
: Y ; ;
p—r, fptT p—r! gt r
i e S s ll ______________________ -
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lpl =1;

@ >0; p<0;

Bu grafikler ¢* > 0 durumlar1 goz Oniine alnarak olusturulmustur. ¢* < 0 durumlari

icin de benzer grafikler elde edilir.

Ozel olarak orijin merkezli ve 7 yargaph KOr) nin R? deki geometrik modellemesi

asagidaki gibidir.

ii. 7> 1olsun.
Kor) =47 € lly — @| +ed(y*, *) <u 1 + e}
={7 € Wy -l <r, x*€R} U {f € Wy —| =1, dip*, ¢*) <7*}
={neblp-—r<py<e+ry eRIU{ € By =¢ +7,( =@ Iveya (1 # ¢*)}
Ul € Bly = —r, (i =@ Iveya(r # ¢*)}
={fele—-r<p<e+ry*€eR}ULF€ =@+ €R}

Ufy € DDly=¢ —r,pp* € R}
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lp|l < 7;

"
Gl |
Y
p+r
A
lpl > 7;
¢ > 0; ¢ <0;
v
¥
..................... (p‘
w‘ ________________________ g
o-r p+r
¢—-r p+r
_q)* ________________________ N P Sy O T — _(p‘(
lpl =7
@ >0; 0 <0;
]’* i
@ [T R o
Q+r )

_qo* ______________ e e T _m‘
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Orrrrrrrr 33.11.44. o= @ + ee* € ID2, r,7* € R+ olmak iizere ¥ =7 + er* okun. R2
uzayinda, di ahsilmis, d2 ayrik metrikler olmak iizere,

Kor) =§1 € (7,9 <o 7 §
={jj € MW|di(y, @) + eed2(py*,9*) <v 7 }
={7 € 2|di(y, @) <7 ,p* € RZ}U {7 € M2|d1(yy, @) =1 ve d2(y*, ¢*) < r*}
elde edilir. K¢r) ciimlesi * m durumlarina gore asagidaki gibi elde edilir.
e 0<r<1icin;

Kor) ={jj € I{ly — oll <7, p* € R} U {ij € ¥l — oll =7, > = ¢*}

dir.
o 7r*>11iin;
Ror) ={7 € {ly — oll <7, > € REIU{7 € I¥qlly —oll =7, p* € R¥}
={7 € 2{ly — oll <7, p* € R}
dir.

Orijin  merkezli ve 7 vyancapli K07) nin R3 deki geometrik modellemesini

inceleyelim. jy € DD2 olmak izere yy = (y1,172), x* = (3, 0) oldugunu farzedelim.
0<r~<1ligin
Bor) = {7 € 2yl <7,y € REIU T € 02lpll =7, py* = 0}

dir. Bu durum i¢cin geometrik modelleme asagidaki gibidir.

-r o rr

Y1
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r* > 1 i¢in;
Bor) = {f € I?|llpll <7, p* € R}

dir. Bu durum i¢cin geometrik modelleme asagidaki gibidir.

¥z

Orrrrrrrr 33.11.55. o= @ + eep* € D, r,7* € R+ olmak iizere 7 =r +er* okun. R

uzayinda, d1,dz ayrik metrikler olmak tizere,
Kor)=¢7 € MG, 9 <n 7 ¢
= {7 € Id1(y, ) + eed2(py*, 9*) <n 7 }

={y € |di(yy, ) <r,;r ER}U
{7 € Wldi(y, @) = rve da(yy*, ¢*) <7}

climlesini 7 ve r* m durumlarma gore incelersek asagidaki dort durum elde edilir.

i. 0 <r<1olsun. Bu durumda

Kor)={fely=¢, reR }

dir.
ii. r=1,0<r*<1olsun. Bu durumda

Kpr)={feMly=¢ ,reRIV{TE By+¢, =09}
dir.
iii. r=1,r*>1olsun. Bu durumda

Bor) ={TeMy=¢ , reRIV{TEMy+¢ ,rer}
dir.
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iv. r > 1 olsun. Bu durumda
Kor)={f€ MyeR , pr €ER } =1DD
elde edilir.

Orrrrrrrr 33.11.66. 0= @ + ee* € DD2, 7,r* € R+ olmak {iizere 7 = r + er* olsun,

di1, d2 RZ uzayindaki ayrik metrikler olmak iizere,
Kor) = € (7,9 <o 7 ¢
= {7 € W2|d1(y, @) + eed2(py*,*) <n 7 }

={7 € m|di(y, @) <rpr € RZ}U {7 € M2|da(y, p) =7 ve d2(p*,0*) <7*}
climlesini 7 ve r* m durumlarma gore incelersek asagidaki dort durum elde edilir.

i. 0 < r <1 olsun.

Rpr)={1€ 2|y =¢ , y €R2 }

dir.
i. r=1,0<r*<1olsun.
Ror)={1€ Mly =@,y €ER2 JU{TE WIp# ¢, =¢* }
dir.
ii. r=1,r*>1olsun.
Rpr)={Te mly=¢,pr eR2IU{TE Mly £, pr ER2}
dir.

iv. r > 1olsun.
Kor)={7€ 2|y eRe, » € R2 } =D
dir.

Ornek 3.1.7. o= @ +ee@* €2, r,r* € R+ olmak iizere ¥ =r + ezr*okun. R2
uzayinda, di ahsilmis, d2 taksi metrikler olmak iizere,

Kor) =7 € 07,9 <n 7 §
= {7 € W|d1(y, @) + eed2(py*,0*) <un 7 }

= {7 € m2|d1i(y, @) < r,y* € R2} U {7 € m2|di(yy, @) =71, d2(p*, @*) <r*}
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= (7 € Wllly - pll <r,p- €RIU G € Wllly = gpll =7 vely =) + I, — o) <7}

elde edilir. Orijin merkezli ve 7 yangaph EQ7) nin R3 dekigeometrik modellemesini

inceleyelim.

Kor) = {7 € 2|lpll < r,py* € RYU {7 € I02||lyll = r ve Iw*ll + |}’}’*2| <r+

oldugu agiktr. R3 deki geometrik modelleme i¢in y* = (y5,0) alam. Bu durumda
asagidaki grafik elde edilir:

S

"

Orrrrrrer 33.11.88. o= @ + eep* € DD2, r,7* € R+ olmak iizere 7 =r + er*okun. R2
uzayinda, di taksi, dz absilmis metrikler olmak fizere,

Kor) =7 € WG7,Q <n 7 §

= {7 € m2|ldi(y, @) + eed2(yy*, @*) <w 7 }

{7 € mldi(y, @) < rp* € R2} Uy € m2ldi(y, @) =1, d2(py*, *) <17}
={7 € W2|lm — @1l + lpz — @2l <7 ,p* € R2}
Uy € D2l — o1l + Ipz — @2| = rve lly* — @*|l <r+}

elde edilir. Orijin merkezli ve 7 yangapli EQ7) nin R3 deki geometrik

modellemesini inceleyelim.

Bor) = {7 € 2|lpl + ly2l <7 ,p* € R2IU {7 € 2|l + Ip2l =7 we llp*Il <73

oldugu agiktr. j7 € DD2 olmak iizere yy = (yy1,12), x* = (3, 0) oldugunu farzedelim.
Bu durumda asagidaki grafik elde edilir.
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Orrrrrrrr 33.11.99. o= @ + eep* € DD2, r,7* € R+ olmak iizere 7 =r + er*okun. R2
uzayinda, di1 taksi, dz ayrik metrikler olmak iizere,

Eor) =41 € (1,9 <o 7 ¢
= {7 € W|d1(y, @) + ced2(yy*,0*) <m 7 }
={7 € 2|di(y, @) <7 ,p* € R2}U {7 € 2|d1(yy, @) =1 ve d2(yy*, ¢*) < r*}
ciimlesi r* m durumlarina gore asagidaki gibi elde edilir.
e 0<r*<1lign

By ={7€ M|l —oil+ 1z —@2l <7, pr e R U
{1 € WIm — o1l + ln2 = @2l =1, > = ¢}
dir.
e 7r*>1icin
By = {7 € Ml — @1l + Iz — @2l <7opr€ RBUGT € D2l — @1l + 2 — @2l = 1, e € RY)
= {7 € Dly — g1l + Ip — @2l <7y € RY
dir.
Orijin merkezli ve 7 yangaphh EQ7) nin R3 deki geometrik modellemesini

inceleyelim.
e O0<r*<1licgin
BOor) = {7 € 2|l + Ipzl <7, p* € R2}U {7 € Dl + Ipal = 7, p= = 0}

bulunur. 7 € DD? olmak tizere iy = (1, 12), w* = (n3, 0) oldugunu farzedelim. Bu
durumda asagidaki geometrik modelleme elde edilir.
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A1~
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1 b 1
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1 !
1 I
' i
' 1
1 !
- Yz
-r T
' 1

Y1

o 7> 1 g
Kor) = {7 € ¥yl + Izl <7, p* € R2}

elde edilir. jy € DD olmak tizere yy = (y1,12), w* = (%, 0) oldugunu farzedelim.
K0i) ciimlesinin R3 deki modellemesi

<>

> Yz

¥

dir.
Orrrrrrrr 33,11 1111, = @ + ce@* € M2, r,7* € Rt olmak iizere 7 =r + er*okun. R2
uzayinda, d1 ayrik, d2 taksi metrikler olmak tizere,

Kor) =41 € 237,79 <o 7 §

{7 € m|di(y, @) + eed2(py*, %) <un 7 }
77 € DD2|di(y, @) <t ,p* € RZ}U {7 € 2|d1(y, @) =1 ve d2(py*, @*) < r*}

ciimlesi r m durumlarina gore asagidaki gibi elde edilir.
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0<r<1ign
Kor)={7€ 2|y = ¢, n* € R?}

dir.
o r=1icm;
Kor)={ € 2y = o, p* € R¥}IU {7 € W2ly # o, 1¢"| ol <)
dir.
o r>1icm;
Kor) ={jy € D%y € R¥, yy* € R2} = D2
dir.

3.2. Dual Parcah Siralama Bagintis1 Yardimiyla Olusturulan Bazlar
ve Topolojiler

Buboliimde [23] de verilen siralama bagintismimn 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra
bu siralama bagntisindan faydalanilarak D ve D02 uzayinda baz ve topolojiler ele

edilmistir. Bu topolojilerin bazi elemanlarinin R22 ve R33 uzayindakigeometrik modellemeleri

gosterilmistir.

Tamm 3.2.1. & = w + aw* ve ¥ = v + av* iKi dual sayr1 olsun Bu dual sayilar

arasmdaki W<1 U ve W<u v sralamalar1 asagidaki sekildedir:
i W<17 = w<v ve w*<v*
i, W<17 = w<vve w*<v*,

<11 bagmtisina dual yari sralama bagmtisy, <11 dual par¢ali sralama bagmtis1 adi
verilir.

Teorem 3.2.2. = w+ a&w*, v =v + &v* Ve 0= 0 + t«co* dual sayilar olsun. Bu

durumda, <1ve <i11bagntilar1 asagidaki 6zellikleri saglar:
. W<1Uise 9= vdir
. W<17Vverv <iose §<iodir.
. W<1 wdir.

V. W<17vev<1$isc 9= v dir.
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V. W<i17Vvev <ioise <1 odir.

i. Kabul edelim ki @<1 v olun. Bu durumda w < v ve w* < v* drr. O halde
W+ v dir.

ii. Kabul edelim ki @<1 v ve de v <1oolsun. Bu durumda, asagidaki ifadeleri

yazabiliriz:
W<1? =< w<vve w*<v*
W<io<—= v<o ve v*<o*

Bu durumda, w<vvev<o olup w<o dir. Ayrica, w* < v*ve v*< o*

oldugundan
w* < c* dir. Boylece <1 colur.

iii. w<wvew*<w*oldugundan <1 Wdr.

iv.  Kabul edelim ki @<1 v ve v <1 wWobkun. Bu durumda, asagidaki ifadeleri

yazabiliriz:
W<17 <= w<vvew* < v*
U1 <= v<wrvev* < w,

Bu durumda, w = v ve w* = v* olup @= v dir.

v. Kabul edelim ki @<: v ve v <1ookun. Bu durumda, asagidaki ifadeleri

yazabiliriz:
W<1 7 = w<vvew* < v
V<io<—= v<o0vev*<o*
Bu durumda, w < o ve w* < ¢* oldugundan <1 odir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

31



Teorem 3.2.3. @ v €D ve <1 v (veya <1 ¥) oldugunu varsayahm. Her'o€ DD igin;
Wto<i1v+o
Wwto<i17v+0

dual esitsizlikleri vardir.

Ispat. Kabul edelim kiw<1 ¥ olun. Bu durumda w < v ve w* < v~ dir. Reel sayillar

tizerindeki sralama bagmtisindan asagidaki ifadeyi yazmak miimkiindiir:
wHo<v+ovew +o <v+o.
Tanim 3.2.1. den
Wwto<iv+o
elde edilir.

Kabul edelim ki @<1 v olkun. Bu durumda w < v vew* < v* dir. Reel sayilar

tizerindeki kismi sralama bagmtisindan asagidaki ifadeyi yazmak miimkiindiir:
wt+to<v+ovew +o <v*+o*.
Tanim 3.2.1. den
Wto<i1v+o
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.2.4. §=w +ew*, € = v + &v* € DD okun. Bu durumda;

i. Eger®w<i1vve o=o0+uo* €Dt ise Wo<i V.o

v

ii. Eger @< vveo=o0+eor €D sed< T
1 1
¢ ¢

iii. Eger §<i1vveo= o +e«o* €Dt ise Wo<iv.0
iv. Eger @< vveo= +uxor €Dt e ¥ 0w
ifadeleri mevcuttur.

Ispat.

i. Eger <1 v ve o= o0 +o* €Dt ise o<1 v.ooldugunu gosterelim.
W<1 v okun. Bu durumda w < v ve w* < v* dir.

wo < vo Ve wo* + w*o < vo* + v
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ifadeleri mevcuttur. O halde
wo + ¢(wo*+ w*o) <1 vo +e¢(vo* + v*o)
dir. ¥o<1 v obulunur.

i. Eger @< 113 Ve o= o +aor €DV ke o< ¥ | - Oldugunu gdsterelim.
o L/

W<1 v okun. Bu durumda w < v ve w* < v* dir.

v __ wtsw* _ (wtsw)(o—sa )
¢ o+so* o2
__ wot+s(ni*o—wio")
- ez
W ' wa*
=_+e(C—_)
o o o?
ve
v__ vtsv't _ (vtsv')(o-so’)
¢ otso* o2
__ vot+s(vo—vo™)
=
v v* vo*
=-+ esc - 02)
0|mak ﬁZﬁre ww v ww* va* ww* vo* o v
- <-ve—_— —_— 3 - —di
s Ve — < — ", oldugu aciktr. Bu durumda JRS! édlr.

iii. Eger <1 v veo=o0+o* €Dt ise Wo<i v.ooldugunu gosterelim.
W<1 v obun. Bu durumda w < v vew* < v* dir.
wo < vo Ve wo* + wro < vo* + vio
ifadeleri mevcuttur. o<1 v.obulunur.

iv. Eger < U veo= o +eo* €Y ise < oldugunu gosterelim.
1 1
0 ¢

@v__ wtsw*  _ (wtsw)(o—sa ")

¢ +so* a2

mo+s(n*o—wwa™)

a2

W w* wo™
=_+e(C—_)
o o a?
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Ve

v__ visvt _ (vtsv*)(o-s0”)

¢ o+tso* o2

__ vots(vo—vo™)

g2
v v* vc*
=L te -7
olmak iizere w < " vew —"" <’ —" Gldugu ackar. Bu duumda ve< 7.
s ¢ o o o o o e

Teorem 3.25. =w +&w*, @ = v + ¢cv* € ID olun. Bu durumda;

i. Eger@<ivveo=o+uo* €D ise §o>1 v.o
i. Eger @< vveo=o+eor €D ke o> U
1 1
{/ 0
iii. Eger <1 v Veo= 0 +eo* €I~ ise Wo=1 vo
iv. Eger &< vveo=o0+o*€ DD ise®> v
! o Lo
ifadeleri mevcuttur,
Ispat.
i. [Eger <u v veo= o +eo* € DD ise @o>1 v.o oldugunu gosterelim.
W <1 U olsun.Bu durumdaw < v ve w* < v* dir.

wo > vCc ve wo* + wr*o > vo* + v*o

ifadeleri mevcuttur. W o>n . obulunur.

i. Eger @< . T Veo= 0 +ao* €DD- ise o> - oldugunu gosterelim.
¢ ¢

W<1 ¥ olsun.Budurumdaw < v ve w* < v* dir

v wtst_ (wtsw*)(o-sa”)

¢ o+so* a?

__wotsQuwro—wno*)

o2

W ' o™
=_+eae(C_—_)
I o2

g

'S
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v__ visvt _ (vtsv')(o-s0”)
2

¢ otso*
vo+s(v o—vo™)
2

vo*

v v*
=T ek, )

olmak iizere v —"% >Y —" oldugu agktr. Bu durumda > 7 dir.
-
¢ @

[ 0'2 g 0'2

iii. Eger <i1vveo=o+eo* €D ise @o=1 v.ooldugunu gosterelim.

W< v okun. w < vvew* < v*dir.

WO = Vo ve Wwo* + w*o = vo* + vio

ifadeleri mevcuttur. o=>1 .o bulunur.

Eger < 117 Vo= o + o+ € DD ise o> K p_ oldugunu gosterelim.

iv.
/ o
W<1 v obun. Bu durumda w < v vew* < v* dir.
@v_ wtsw® _ (wtsw*)(o—sa”)
¢ o+so* a?

__wo+s@ro—wio")

a2

o ' wo™
=_+e(C—_ )
o o o2

ve

v__ visvt _ (vtsv')(o-so”)

@ o+so*

a2

__ vots(v'o—va™)

o2

*

vo

v v*
=, Tt =)

olmak iizere ' —" >Y —" oldugu acktr. Bu durumda ¢> | 2dir.
0 0

o o2 o o2

Teorem 3.2.6. =w +e&w*, @ =1v + &v* € D icin ¥W}<1 v oldugunu varsayahm.

1 < n € Nigin asagidaki dual esitsizlikler vardir:
W=w +aw*,a*, 9= v+ v € igin 0<1 ¥pn <1 720

W=w +ew*,a*, = v+ v € D icin 0<q pntl <q p2ntl
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iii. Ww=w+eewra, @=v+ev et igin 1> 1_> 0

Ispat.

. Ww=w+aew,9=v + v € icin 0<1 @ <1 ¥ obun Dual sayilar
tizerindeki <1 swalama bagmntis1 dikkate alindiginda asagidaki ifadeler
yazilabilir:

W = w2n + gw*. 2n. wen-1
V2 = p2n 4 gp*.2n. vl

a < boldugundan a?" < b2ndir. Ayrica a* < b* Ve 2n. a?»~1 < 2n. b2n—1 esitsizligi

elde edilir. O halde, 0 <17@» <1 B" dual esitsizligi mevcuttur.
i. W=w+eaew, @=v+eev* €D icin 0<n Y<un ¥ olsun.
Wwntl = wantl 4+ gw*, (2n+ 1).w2n
v2ntl = p2ntl 4 gy* (2n+ 1).v2n

olmak iizere w < v oldugundan w2+l < p2n+l dir, w* < v* ve 2n + 1). w <

(2n + 1). v?" esitsizligi elde edilir. Dual sayilar i¢in ifade edilen siralama bagmtist

dikkate alndiginda,

0 <1 W+l <q v2n+l dual esitsizligi meveuttur.

iii. 0<w<wv oldugunu varsayalm. Bu durumda, 1> I>0 esitsizligi
v

ww

yazilabilir. Yine

w* < v* < 0 oldugundan — WW_* > — V_ > 0 dir. Dual saylar icin ifade edilen

ww? v2
srralama bagmtis1 dikkate alndiginda, 1 > _1> “0dual esitsizligi elde edilir.
o 1, 1

Teorem 3.2.7. Ww=w+aew ,9=v+ev-€ll- icin W<nv oldugunu

varsayalm.1 < n € N i¢cin asagidaki dual esitsizlikler vardir:
i. W=w+eaewr,a, @=v+ v €D icin € >1 927 >1 0
i. W=w+eewr,a, = v+ v €D icin Wl <q p2n+l <10

i. W=w+ewra, @=v+ev €D in 0> 1 1

W v
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Ispat.

. W=wt+eew , @=v+av €D icin W<1 7 <10 obun. Asagdaki
ifadeleri yazmak miimkiindiir:

W = w2 + gw*. 2n.win-1
VN = p2n 4 gy 2n. vl
w < v < 0 oldugundan w2n > v2n > 0dir. w <v < 0 ve w* < v* < 0olmak fizere

w* 2n. win-1 > p* 2n,v2n-1 > (0 dr. Dual saylar i¢cin ifade edilen swralama

bagmtisin1 dikkate ahndigimizda, ¥p» >1 v2n >1 (dual esitsizligi elde edilir.

i. Ww=wtaew,@9@=v+aevell icin W<1 7 <10 obun. Asagdaki
ifadeleri yazmak miimkiindiir:

wntl = wantl + gw* (2n+ 1).w2n
ventl = p2ntl + gy, (2n+ 1).v27

w < v < 0oldugundan w2n+l < p2ntl < Qdir. w <v <0 ve w* < v* <0 olmak
tizere w*. (2n+ 1).w?2n < v* (2n + 1).v2" < 0 dr. Boylece
Wl <1 2t <4 (dual esitsizligi elde edilir.
iii. W=wt+ew ,@=v+ev € ichw<v<0ve 0<w*<v* oldugu
aciktr. Bu durumda ! <i <0 ve 0> —“; > —b_* elde edilir. Boylece

v oww ww? v2
o> '> 'dual esitsizligi bulunur.
IOJW 1 v
Teorem 3.2.8. = a + «a*bir dualsayiolsun. ES =51 USH =< W>1 @

dir. Burada

S = W=w+aew €l <w < 'vew* € R+
2
S2 = 9= w+ ew* EIDIDOE<W< lve w* € R-¢

dir.

Ispat. W= w + aw* bir dualsay1 ve @€ S olsun. Budurumda asagidaki iki durum

mevcuttur.

I.  Eger e S1 ise @>1 ¥ dir.
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ii. Eger e S ise @>1 W dir.

Diger yandan, ¥p>1 ¥ olsun. Dual sralama bagntisindan aciktr ki e S dir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
Sonu¢ 3.2.1. Wve U iki dual say1 olsun. Bu durumda, asagidaki onermeleri elde etmek
miimkiind{ir:
i. Eger, @7 €Dt ise @v >10dir.
ii. Eger e+, v €D~ ise v <1 Odir.
iii. Eper we~', v €D+ ise v <1 Odir.
iv. Eger, @ v €D~ ise @7 >1 (dir.
Ispat.
i. WU et olmak iizere,
WU =wv+ e(wv+ w*v)

dir. w,w* >0 ve v,v* >0 oldugundan wv >0 ve wv* > 0, wv0olup wv* +

w*v > 0 dir. Boylece @ v >1 Odrr.
i. wWe, ved olmak iizere,
WU =wv + g(wv*+ wv)

dir. w,w* > 0 ve v,v* <0 oldugundan wv < 0 ve wv* < 0, w*v < 0olup wv* +

w*v < 0 drr.
Boylece @ v <1 0drr.
iii. (i) maddesine benzer sekilde ispati yapilabilir.
iv. v el olmak iizere,
WU =wv+ e(wvr+ w*v)

dir. w,w* < 0 ve v, v* <0 oldugundan wv > 0ve wv* > 0, w*v > 0 olup wv* +

w*v > 0 dir. Boylece @ v >1 Odrr.
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Tamm 3.2.9. §= w + ¢w*bir dual sayr olsun. Bu dual saymin mutlak degeri
| = |w| + e|w*|
seklinde tanmmlanir.
Teorem 3.2.10. Herhangi bir = w + ew* € DD ve § = & + edi* € DD+ dual sayilan
i¢in,
W <1 il = —-lI<1@<1
dir.
Ispat. W= w + ccw* € DD ve §§ = & + e0* € DD+ ve bir dual saymin mutlak degeri
[t = [wl + e|w|
seklindedir. Dual esitsizlik sistemini g6z Oniine aldigmimizda, —if <1 W<1 & dual
esitsizliginin ¢6ziim ciimlesi
S={®=w+ew* €lD|-<w< Bve —i*<w* < *}
seklindedir. Diger yandan,
[l = [w| + glw*| <1 f = |w| < ve lw*| <
— =i <w < ve—i* <a*<if*
— —if <17a<1 B
elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.
Teorem 3.2.11. (Dual Chebyshev Esitsizligi) {@, w2, ..., ¥} ve {v1 , 72, ..., % } dual

sayllarm iki ciimlesi olsun. Burada, @ = wi+ ew*, Ui = v+ v ve 1 <ii < ndir.

i 3
Eger 0> > LS W ve U1 =1 U221 .. =1 Un, veya

W<1 =<1 .1 ®venr <1 1251 .51 u ise budurumda,

+ R+t 14+ D2+ 4 n 1"
0\@ @ 00m+vz+ +v031 ;@ﬁk

k=1

n n

dual esitsizligi vardr.
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Ispat. @ >1 @ =1 .. =1 @ Ve U1 =1 U2 >1 ... >1 vn Olsun. Bu durumda

=0Q+ Q+---+Q/wm + U2+ -+ 17710

n n

WL+ 124+ v)+ -+ Q@ + T2+ + Vi)
= —

= (w1 +ew )@+ +vn He(v 4+ U)o + (Wn+aw)(vi+ o vn +
1 1 n n
e(vr+-+v*))
1 n

=wivi + -+ wivn + -+ wav1 + -+ Wavn (W vr+ o+ Wrop + - +
1 1

wv + W AW ort e t+w vt e+ w vt W vr
n 1 nn 11 1n n 1 nn

dir. Diger taraftan

n

@iV =W1iv1 + - + Waln
k=1

n

©Wivk = wiv2 + -+ + wavi
k=1

n

@iV = Wiln + - + Waln-1
k=1

ifadelerini taraf tarafa topladigimizda

n

n@Qwivk =wi(vi+ -+ vn) + - + wa(vi+ - + vn)
k=1

=it +wn)(v1+ -+ vn)
n n
= @Vi . L
k=1 k=1
elde ederiz.

Benzer islemleri ifadenin dual kismu i¢inde inceleyecek olursak ilk olarak
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n
Vv = wr + -+ W
k 1 nn
k=1
n

QUK = W2 + -+ W
k 1

n 1

ifadelerini taraf tarafa topladigimizda

n
n@wvk 2w (w1 + - 4+ vn) + -+ w(wr + - 4 vn)
k 1 n
k=1

=W+ +wH)w +--+v)
1 n 1 n

= @V . @i

k=1 k=1

elde ederiz. Diger taraftan

n
QWi S wivt + o+ W
k 1 nn

k=1

n
©iv* = w1 vF + -+ wavt
k 2 1

k=1

n

@YV W VW
k 1 n n n—1
k=1

ifadelerini taraf tarafa topladigimizda

n
n @wiv* = wi(v* + - + v*) 4+ - + wa(v* + -+ + v¥)
k 1 n 1 n
k=1

= w1+ -+ w) @+ +vY)
1 n

n n

= @V €,

k=1 k=1
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ifadelerini elde ederiz. Dual sralama bagmtis1 gbz Oniine alndiginda,

+ Wt 714 D24 -+ Un 1"
é@ 0 0’ 00171-i—172;il- +U031 1—1@17,(

k=1

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.12. w=w +a&w* , UV =v + gv*

iki dual sayr olsun. Bu durumda,
asagidaki Ozellikler saglanir:

i |0 <1 WP
i %0 o
". > —_

vy 1

Ispat. @=w + e&w* , ¥ = v+ ev* iKi dual say1 olmak iizere asagidaki iki esitsizlik
elde edilir.

L el = (w4 ew*)(v+eev)|1
= |lwv + e(wv* + w*v) |1
= |lwv| + ¢|lwv* + wHv|
<1 |wllv| + &lwv*| + |lw*v|
= [wllv| +e(lwllv*] + lw*[|v])
= (lw| +elw*D)(|v| + elv*])

= |®l1]|7|1.

N i+ s

. w+sn™) (v—sv*)
I1. M = M = 6—0
v1 Vst 1 v2 1

_ #wv+s(ww* v—iv®) E
- 2

v 1

A ww*r—wwv*
Yoreo——o
Wy w*r—wwv*
—wy &€ g—vz 0
[ww| ww* v—wwv*
= te@—y
vl 2
[ww] ww'v —wwo*
1 J+ 55%2 @ Ovz ®
_ lwwl [ww*[1v] lwwllv|

i e b @
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[ [ww*| ww|lv*]
Zlﬁ + SEF ——)
v

vl [v]2
ol 4slww]
T Julslvt
_oh
i
Teorem 3.2.13. DD», n-boyutlu bir dual uzay ve || .|| , R" iizerinde norm olmak tizere,
I|.[lx : Db — DD

@— l7lle = Nl + eelly~l

dual fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler mevcuttur:
i. V7 €D icin |lj7ll1 =1 0dr. Ayrca, |ljfli =0 =— j7=0
ii. Wiy €DD" icin ve VYA € DD icin IIAl ) <, ﬁ@l ll7ll1 dir. Ozel
olarak, A* = 0 yani; 4 = A olmas1 durumunda Iyl - ml il
dir.
ii. V7, P € D" icin llj + Pl <t il + |||5||1 dir.
Ispat.

i. V)7 €DDniiciin |||l =1 Odir. Bunu gosterelim.

plle = Iyl + eellp=I

olmak iizere, Oklid uzaymda norm fonksiyonunun birinci 6zelliginden |lyy|l >0 ve
lly*|] = 0 oldugunu biliyoruz. O halde agiktr ki; dual par¢ah siralama bagntis1 <1
den |ljyll1 =1 Celde edilir.

Ayrica,
7l ="0= [7lls = liyll + elly*Il = 0 + &0
— lnll=0wve llpll =0
—p=0vep =0
— =0
drr.
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ii. VAE€DDve Vy €D icin
AT = (A +eeA) Gy + een) Il
= llAy + ey + Al
= [l +ellAy* + Ayl
= |Alllyll + eellAy= + 2=yl
<t Ayl + e (A=l + 12w 1D
= (Al + ee CLALy* [T+ 1A= { Iyl
= (1] + el =D (Ml Il + eellp=1D
= WIIIWII .
dir. Ayrica, A = A olmas1 durumunda
AT = 1|4 +20) Gy + o) Il
= llAy + eedyy*lla
= Iyl + eell Al
= |AlInll + el Ayl
= (121 + e0) Cllwll + ey~ 1)
=0 s
elde edilir.
iii.  v$9e DD icin
ly + I5||1 = |ly + epy* + P + P+
= lly + P +e(p+P)lla
= |l + PIl + elly* + P~|l
<t llpll + IPI + eClip=1l + [IP=1I)
= lipll +eelly=1l + 1IPIl + eellP~]|
=lyyl| +1Pi_

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.



Teorem 3.2.14. d1,d2 : R? X R* — R birer metrik olmak {izere, d : DDm X DD» — DD,
d(7, P) = di(y, P) + eed2(yy*, P*)
seklinde tanimlanan fonksiyon asagidaki ozellikleri saglar:
i. VP el icin d(j,P) =1 0dr.
i. VP €D icin d(jj,P) = 0<——=> j7 = P dir.
ii. VP €l icin d(j,P) = d(P,y) dir.
iv. V)7, P,®€ D" icin d(j, @ <1 d(jj,P) + d(P,d& dir.
Ispat.

i. VP €D icin d(j,P) =1 0 dr. Gergekten, di vedz Rn de ki metrik
olduklarmdan

d(7,P) =di(y, P) + eed2(py*,P*) =1 0
dr.

i. dGy, P) =di(y, P) + ed2(pyr, P*) =0= 0 + «0 esitliginin saglanabilmesi
icin gerek ve yeter sart di(yy, P) = 0 ve d2(y*, P*) = 0 olmasudr.di(y, P) =
0 ve dz2(yy*, P*) = 0 esitliklerinin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart yy =

P ve y* = P* olmasidrr, yani j7 =P dr.
ii. VP el icin d(y,P) = d(P,yy)dir. Gergekten,
d(y,P) = di(y, P) + eed2(yy*, P*) = d1(P, 1) + eed2(P*,py*) = d(P,y)
dir.
iv. Vy,P,®€ D" icin d(j, @ <1 d(y,P) + d(P,4dir. Gergekten,

A, @ = di1(p, 0) +ad, (7, w*) <1 d1(p, P) + d1(P,w) +a(d,(y7, P+) + dy (P, w*))

=d.(y, P) + «d,(y*, P*) + d1(P,w) + &d, (P, w*)
=d@j,P) + d(P,®

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.2.15. d1, d2 R™ iizerinde birer metrik ¥= w + e¢w* € DD" bir dual nokta

ve r,r* € R+ igin ¥ =r + e bir dual sabit olun. Bu durumda biitiin
W=¢7 € DD"E>GT, ¥ <17 ¢

={jy € *|d1(y, w) <71 ve d2(py*,w*) < r*}
ciimlelerinin bir koleksiyonu DD» iizerinde £ bazm olusturur.
Ispat. Oncelikle UggB=DD" oldugu agiktr. Simdi,

W = {7 € Dn|d1(y,wi) < 11 ve dz(yy*,w’;) < r:}

W2 = {jj € D|d1(py, w2) <712 ve dz(yy*,w;) < rz*}
bicimindeki climleleri ele alalm.
P=P +eP*€ 21 N2 obun. di(P,w1) <11, di(P,w2) <12, d2(P*, WI) < Tl*, dz(yy*,w;) < TZ*

olur 6yle Ki

B

€ B= {7 € |di(y,P) <7 ved2(p*,P*) <r*}c N2

olacak sekilde B € B vardir. Boylece ispat tamamlanur.

Sonug 3.2.2. Teorem 3.2.15. de elde edilen f bazndaki ciimlelerin keyfi birlesiminden

olusturulan topoloji sile gosterilirse,
o= Wiet A, ¥, € Bo
bigimindedir.
Teorem 3.2.16. (D", topolojik uzayr Hausdorff uzaydr.
Ispat. V@, ® € DD icin, @ # ¥ kosulunu saglayan iki durum vardir.

ik olarak w1 # w2 oldugunu varsayalim. gtopolojik uzayinin iki elemam A Ve A
ciimlelerini su sekilde belirleyebiliriz:

WEA = {f=p+ep €D|di(y, wi) <n,d2(p*,wi) <r{} €S

W e, = {7 =y +eay €n|di(y, w2) <12, d2(*,w*) < T3} EH

oyle ki A1nAz =@ dir. Simdi w1 = wzve w* # w* oldugunu varsayalm. Bu
1 2

durumda,
WEA = {f=p+eay €|di(y, wi) <ri,d2(p*,wi) <ri} €

W EA = {7 =y +epy €n|di(y, w2) <12, d2(p*,w*) < T3 ES
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olup A1 N Az = @ elde edilir. Boylece (DD», ¢ uzayr bir Hausdorff uzaydr.

Tamm 3.2.17. d1, d2 R~ tizerinde birer metrik o= ¢ + e¢@* € D" ve 7 =71 + gr* € DDt

olmak {izere
Eor)=¢7 € W@(T,9 <1 7 ¢
= {j7 € D|d1(yy, @) <71 ve d2(py*, p*) <r*}
ciimlesine = @ + ee*  merkezli ¥ =r +er* yargaph dual agk yuvar denir.
Kor) € goldugu aciktrr.

Simdi Tanm 3.2.16. da bahsedilen bazi EQr) ciimlesinin Oklid uzaymdaki farkh
metriklere gore R? ve R3 uzayindaki bazi geometrik modellemelerini elde edecegiz.

Ornek 3.2.1. 9= ¢ +eqp* €D, r,r* € R* olmak iizere ¥ =r + er*okun. d1, dz

absiimis metrikler olmak {izere;
Kor) =7 € (7,9 <1 7¢
= {7 € Wlly — ol +eely* — @l <1 73
={7 € Wy —ol <rvely — ¢l <7}
={febp—-r<pyp<e+rvep —r <y <e*+y*}

elde edilir. Simdi de DD uzayindaki orijin merkezli ve ¥ =1 + er* yarcapl dual agik
yuvarina R?2 de karsiik gelen geometrik modellemeyi inceleyelim.

Kor) = {7 € Dbllyl <rwelpy| <r+}
={fe-r<p<rve —r*<py*<r+}

olmak iizere bu ciimlenin R2 deki geometrik modellemesi asagidaki gibidir:

____________________________
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Ornek 3.2.2. 9= ¢ + ec* € D2, r,r* € R+ olmak iizere ¥ = r + er* obsun. di, dz

absiimis metrikler olmak tizere
Eor) =¢ € PG Q <17 ¢
= {7 € 2|d1(y, ) + eed2(py*, *) <1 7 }
= {7 € W2[lly — oll +elly* — Il <17}
= {7 € W2lly — oll <7, llp* — @*ll <7}

bulunur. Simdi de DD? uzayindaki orijin merkezli ve 7 =r + er* yargaph dual agk

yuvarinina [R3 de karsiik gelen geometrik modellemeyi inceleyelim.

Bor) = {7 € m2|llpll < iyl <r-}

olmak tizere bu ctimlenin R3 deki geometrik modellemesi asagidaki gibidir:
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Ornek 3.2.3. 9= ¢ +e@* €D, r,r* € R+ olmak iizere ¥ = r + e&r* okun. d1
absilmis, d2 ayrik metrikler olmak tizere

Kor) =7 € DEGT, P <v 7 §
= {7 € |d1(y, @) < r ve d2(yy*, ¢*) < r*}
= {7 € Wlly — ¢l <7 ved2(*, @) <7}
elde edilir. r*a gore iki durum s6z konusudur:
e 0<r*<1olmak tere,
Eor) ={7 € Wly—ol <7,y = ¢}

bigiminde elde edilir.
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e 7*>1 olmak iizere,

Kor) ={7€ Mlly—ol<r p € R}

dir. Simdi orijin merkezli ve 7 =r + er+yaricaph K07) ciimlesinin  R2 deki

geometrik modellemesini inceleyelim.
O halde, ki durum s6z konusudur. ilk olarak 0 < r* < 1 olsun. Bdylece
Kor) = {7 € iyl <r, p* = 0}

ciimlesi elde edilir. Bu ciimleye karsiik gelen Rz deki geometrik modelleme asagidaki
gibidir:

e 7r*>1 olmak {izere,

Kor) = {7 € Mllyl <7, p* € R}

dir.

Ornek 3.24. o= @ + p* €2, r,r* € Rt olmak iizere ¥ =1 + ar* olsun.

R2 uzayinda di absilmis, d ayrik metrikler olmak iizere
Eor) =7 € @79 <17 §
= {7 € W(y, @) <7 veda(y, ¢*) <7}

= {7 € ly — @ll <r ve d2(p*, @*) <7*}
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elde edilir. r* m durumlarina gore asagidaki iki durum mevcuttur:
e 0<r*<1olmak iizere
Eor)={y € 2|y —oll <7, 1" = ¢}
e 7r*> 1 olmak tizere
Eor) ={j € 2|y —oll <7, p* € R}
ctimleleri elde edilir.

Orijin merkezli 7 yarigapli KQ 7) ciimlesinin R3 deki modellemesini inceleyelim. 7 € DI?
olmak iizere yy = (1, 12), w* = @@r*, 0) oldugunu farzedelim. r* n yukaridakidurumlarma

gore asagidaki iki geometrik modelleme elde edilir.

e 0<r*<1olmak tizere

Kor) = {jy € I¥4llyll < r, y* = 0}

oldugu a¢iktr. Bu durumda asagidaki modelleme elde edilir.

———r
T

o+ o~
Y1
e 1+> 1 olmak tizere

Bor) =@ € DD%Ipll <7, - € R

Y1

dir.

50



Ornek 3.25. 9= @ +e@* € D, r,r* € R+ olmak iizere 7 = r + er* okun. d1, dz

ayrik metrikler olmak tizere
Kor) = € DG, P <17 ¢
= {7 € Wld:i(y, ) <7 ,d2(yy", *) <77}

elde edilir. r* m degerlerine gore asagidaki dort durum mevcuttur:

0<r<1ve0<r*<1olmak lizere

Kor) ={€ Dly=¢, 1 = ¢*}

0<r<1ver*>1olmak tizere

Kor) ={j€ Dy = ¢, p* € R}

r>1ve0<r*<1olmak lizere

Kor) ={f€ Dy e R, p* = ¢*}

r>1ver*>1olmak tzere
Kor) =D
cumleleri elde edilir.

Ornek 3.2.6. 9= @ + eep* €12, r,r* € R+ olmak iizere ¥ =r + er* obsun. R2

uzayinda d1 alisilmis, d2 taksi metrikler olmak tizere
Kor) =7 € WME®7,9 <17 ¢
= {7 € 1 (py, @) < r ved2(yy*, @*) <71*}
= {7 € Dly — oll <7 ve Iw*l— <p*1l + Iw*z— <p*2I <r<}

dr. 7 € D2 olmak dzere y = (m,12), w* = i, 0) oldugunu farzedelim.
KOr) ciimlesinin R3 deki modellemesi;
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bigiminde elde edilir.

Ornek 3.2.7. 9= ¢ +e@* €2, r,r* € R+ olmak iizere ¥ =7 + er* okun. R2

uzayinda d1 taksi, dz ahsilmis metrikler olmak tizere;
Kor) =¢ € IPEG{Q <17 ¢
= {jy € 2|d1(y, @) <71 ve d2(yy*, @*) < 1*}
={7 € W[lm — @1l + Ip2 — @2l <7, llp* — Il <7}

dir. . j7 € DD?2 olmak izere y = (y,72), w* = (y1,0) oldugunu farzedelim.
K0r) ciimlesinin R3 deki modellemesi

i 1
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1 i
1 1
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-r o~ i
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i 1
' 4 e i
: >< - :
[ ,’,\ I
' - 1
, g i
I Sx
. ~
Y1 i~ r /3:

bulunur.

Ornek 3.2.8. o= ¢ +e* €2, r,r* € R+ olmak iizere ¥ =7+ er* okun. R2
uzayinda d1 taksi, dz ayrik metrikler olmak tizere
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Bor) =@ € WA, P <n 7 §
= {7 € 2|d1(y, @) <71 ve d2(py*, *) < r*}
bulunur. Kg7) ciimlesi r*m durumlarma gore asagidaki gibi elde edilir:
e 0<r*<1lim
Kor) ={fj € 2|l;m — @1l + Iz — 2| <7, p* = ¢*}
dir.
e 7r*>1igcin
Bor) = {7 € W24m — @1l + 2 — 2| <7, pp* € R¥}
dir.
Orijin - merkezli ve 7 vyangapli EQ7) nin R3 deki geometrik modellemesini
inceleyelim. 17 € DDZ olmak tizere yy = (y, 112), 1w* = (5, 0) oldugunu farzedelim.
e 0<r*<1igin

Bor) = {y € W2lIml + Izl <7, =0}

~
*

Y2

dir.
e 7r*>11ign
KOor) = {7 € 02|ly| + Iyl < 7, p* € R}

cimlesinin R33 deki modellemesi
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~ - 1
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dir.

Ornek 3.2.9. 9= @ + ee* €2, r,r* € R+ olmak iizere 7 =71 + er* okun. R2

uzayinda d1 ayrik, d» taksi metrikler olmak {izere,
Bor) =@ € M2 ([, 9 <1 7 ¢
= {jy € 2|d1(yy, @) <71 ve d2(py*, @*) <7r*}
bulunur. K¢r) ciimlesi  nin durumlarina gore asagidaki gibi elde edilir.
e 0<r<ilin
Byr) = {7 € Wy =@, lp =] +In* — 9| <7}
dir.
e r>1icn
Bor) = {7 € Wly € R, Iy — @] + Iy — 9] <773
dir.

Orijin  merkezli ve 7 vyancapli K07) nin R3 deki geometrik modellemesini

inceleyelim. j7 € DD2 olmak tizere yy = (yy1,12), w* = (w3, 0) oldugunu farzedelim.

e 0<r<1lign,
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Y2

Y1

dir.
o r>1icm
KOr) = {j € 2|y € RZ, |py*| + Iyl < r+}

dir.
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