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ici AKISKANLA DOLU DEGISKEN YARICAPLI ELASTIK
TUPLERDE NONLINEER DALGA YAYILIMI

OZET

Bu calismada, ici sikigmaz bir akigkanla dolu, 6n gerilmeli yarigap: degigken,
ince elastik tiiplerde nonlineer dalga yayilimi incelenmigtir. Bolim 1’de
konunun tarihsel geligimi ve literatirde bu konudaki mevcut teorik ¢aligmalar
sunulmustur. Boliim 2'de i¢i sikismaz viskoz/viskoz olmayan akigkanla dolu,
on gerilmeli, yaricapi degisken, ince elastik bir tipe ait alan denklemleri
tiiretilmistir. Bolim 3’te ¢alismada kullamlacak olan pertiirbasyon yontemleri
hakkinda kisa bir oOzet verilmigtir. Bolim 4’te, indirgeyici pertiirbasyon
yontemleri kullanilarak, i¢i sikigmaz bir akigkanla dolu yarigap: degisken
elastik bir tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayihm problemi, viskoz olan ve
viskoz olmayan akigkan halleri i¢in ayr: ayr incelenmigtir. Viskoz olmayan
akiskan hali icin, evoliisyon denklemi olarak degisken katsayili Korteweg-de
Vries denklemi elde edilmigtir. Viskoz akigkan hali igin, iki farkli yaklagim
kullanilarak, pertiirbasyon ve viskozite parametrelerinin farkli degerlerine bagh
olarak, evoliisyon denklemi olarak degigken katsayili Korteweg-de Vries-Burgers
denklemi ve pertiirbe Korteweg-de Vries denklemi elde edilmigtir. Bu boliimiin
sonunda, bu evoliisyon denklemlerine ilerleyen dalga ¢6zuimleri sunulmusg
ve dalga hizlarimin, daralan tiipler i¢in orijinden uzaklagtik¢a artarken,
genigleyen tiipler i¢in orijinden uzaklagtikga azaldifi gdsterilmistir. Bolim &,
nonlineer dalga modiilasyonuna ayrilmigtir. Bu problem, iki ayr alt boélimde
incelenmigtir. Ilk alt boliimde, i¢i akigkanla dolu yarigap: degisken elastik bir
tlipte nonlineer dalgalarin genlik modilasyonu incelenmigtir. Kam sikigmaz
ve viskoz olmayan bir akigkan olarak kabul ederek ve indirgeyici pertiirbasyon
yontemini probleme uygulayarak, evollisyon denklemi olarak degisken katsayili
nonlineer Schrodinger denklemi elde edilmigtir. Bu evolisyon denkleminin
yalmz dalga tipi bir ¢ziimii kabul ettigi gosterilmis ve dalga hizi elde
edilmigtir. Ilgili grafiklerin cizilmesiyle, ilerleyen dalga ve zarf dalganin
hizlarinin, genigleyen tiiplerde orijinden uzaklagtik¢a arttigi; daralan tiiplerde
orijinden uzaklagtik¢a azaldifi gozlemlenmigtir. Boliim 5’in ikinci alt bolimde,
ici akigkanla dolu ince elastik tiplerde, marjinal halde nonlineer dalga yayilim
incelenmigtir. Yaricap degisiminin probleme etkisi iglemleri ¢ok karmagik hale
getirdigi icin bu etki ihmal edilmigtir. Yarigap degigiminin ihmal edilmesinden
dolayy, i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu, yarigap: sabit ince elastik bir tipin
hareketini yoneten alan denklemleri tiiretilmigtir. Indirgeyici pertiirbasyon
yonteminin uygulanmas: ile evoliisyon denklemi olarak genellegtirilmig nonlineer
Schrédinger denklemi elde edilmigtir. Son olarak, bu evoliisyon denkleminin
bazi kesin ¢oziimleri sunulmusgtur.

Temel Denklemler
Bityiik damarlar, degisken yarigapli, ince, uzun, dairesel koni, 6n gerilmeli,

elastik tiip yapisinda ve kan da sikigmaz bir akigkan olarak kabul edilecek olursa,
nonlineer hareket denklemleri agagidaki gibi verilir.
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Yaricapr degisken elastik tupun hareket denklemler: :

_m an1/2 O+ ®2) d%u v(p+ %% 1+ @2)1/2 ox
p—A§(1+<D ) (Xo + bz +u) 02 ()\9+¢z+u)v Az(Ag + bz +u) OAg
3 1 0 | (¢+0u/0z)(\; + &z) 0% (1)
Xe(Xo +dz +u) 0z | [1 + (¢ + Ou/B2)?]/* M |

Burada ), statik sekil degistirmeden sonraki eksenel germeyi, ® ve ¢, sirasiyla
statik gekil degistirmeden 6nceki ve sonraki yarigap degisimini karakterize eden
agilary, u¥ tiip malzemesinin gekil degigtirme enerjisi yogunlugu fonksiyonunu,
p akigskan basincini, A; ve Ag asal germeleri gostermektedir.

Akigkan denklemlers :
Viskoz akigkana iliskin yaklagik akigkan denklemleri agagidaki gibi verilir

Ju Ou 1 Ov
5t—+v(¢+-a—z—)+~2-(>\o+¢z+u)5;=0, 2)
& Bv  Op 8%v Qv v,
Bt—+v-6_z—+ézwyaz2+)\g+¢z+u(6w)z=)‘s+¢z+u° 3)

Burada, v hizin ortalama anlamda eksenel yondeki bilesenini, v, akigkanin
eksenel yondeki hiz bilegenini, v akigkanin viskozitesini gostermektedir. Eger
viskozite parametresi v sifirlanacak olursa, viskoz olmayan bir akigkana ait alan

denklemleri agagidaki formda elde edilir

Ou Ou 1 Ov

5 +v ((ﬁ-i-——az) +§(Ae+¢z+U)——~az =0, (4)
Ov Ov Op

RGP ®)

Zay1if Nonlineer Dalgalar

Bu béliimde, akigkanla dolu yarigap: degigken elastik tiiplerde zayif nonlineer
dalga yayilimi iki farkli hal igin incelenmigtir. Ik olarak, indirgeyici
pertiirbasyon semas: sunulmugtur. Bu tiir problemlerde, agagida verilen tipte
bir koordinat doniiglimii tanimlamak uygundur

E=¢e%(z—gt), 7= gtz : (6)

Burada, & nonlineerite ve dispersiyonun mertebesini olgen bir parametre, g
bir olcek parametresi ve «, pertiirbasyon parametresi olarak isimlendirilmig
olan porzitif bir sayidir. Alan degigkenlerinin (§,7) degigkenlerinin ve ¢
parametresinin bir fonksiyonu oldugu kabul edilecektir. Tiipiin yarigapimn
degigimini hesaba katmak i¢in, (6) ile ifade edilen koordinat doniigimi
gozoniinde bulundurulursa, yarigap degigimini karakterize eden ® ve ¢ agilarim
e2t2 mertebesinde kabul etmek gerekmektedir. Ayrica, alan degigkenlerinin
agagidaki formda asimptotik seriye agilabilecegi varsayilacaktir

U = euy + 52u2 +..., v=e¢v + 62’02 + ...,
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Uy = EVz1 + 52?}z2 + .., p=pgt+ep+ €2p2 + ... (7)

Burada uy,...p2, (§,7) degigkenlerinin bilinmeyen fonksiyonlaridir.

Boliim 4’te ilk olarak, i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu yaricap: degigken elastik
bir tiipte nonlineer dalga yayilimu incelenmistir. Bu hal igin, pertiirbasyon
parametresi o, 1/2 olarak segilmig ve (6), (7) agihmlar, (1), (4), (5) alan
denklemlerinde kullamilmigtir. €’un benzer kuvvetlerinin katsayilarimin sifira
esitlenmesi ile bir diferansiyel denklemler seti elde edilmigtir. Bu denklemler
ar§1§lk olarak ¢oziiliirse agagidaki degigken katsayili Korteweg-de Vries denklemi
elde edilir

ou ou BU ou
-6—7_~+N1U—a-€—+112—8—é§+#3a7"6—5‘ =0. (8)

Bu boliimde ikineci olarak, igi viskoz akigkanla dolu yaricap: degigken elastik
tiiplerde zayif nonlineer dalgalann yayilimi incelenmigtir. (1), (2) ve (3)
alan denklemleri u, v, v, ve p Dbilinmeyenlerini belirlemek icin yeterli
olmadigindan, bilinmeyenlerden birini (v,) elimine etmek i¢in iki farkli yaklagim
kullanilacaktir.

1.Yaklagum: Ik yaklagim olarak, sistemi kapatmak icin, y = (Ag+u+ ¢z —z)e?
déniiglimii kullanilacak ve v = v olarak alinacaktir. Burada 8 viskozitenin
mertebesini gostermektedir. Bu durumda (3) denklemi agagidaki formu alir

dv  ov Op 5 0% fta 7 sz)
5T Ta: ¢ e & Ao+ dz+u\0y /), o ©)

(6), (7) agilimlar: (1), (2) ve (9) alan denklemlerinde yerine konur ve ¢’un benzer
kuvvetlerinin katsayilar1 sifira esitlenirse bir diferansiyel denklemler seti elde
edilir. Bu denklemler ardigik olarak ¢oziiliirse agagidaki evoliisyon denklemleri
elde edilir

i) o = 1/2 ve B = 3/2 icin agagidaki degigsken katsayili Korteweg-de Vries
KdV) denklemi elde edilir

ou ou U oUu
-B—;+#1U—a—£+#2’52§+/13“7"8? =0. (10)

(ii) @ = 1/2 ve 8 = 1/2 icin agagidaki degisken katsayili Korteweg-de Vries
Burgers (KdVB) denklemi elde edilir

oU oUu »BU ou &2U
-—6—7_—+/11U—a—§— +p2533—+u3a7'—6? +,u4-6?2——-0. (11)

2.Yaklagim: Bu halde sistemi kapatmak igin bagka bir yaklagim kullanacagz.
Bu yaklagim agagidaki gibi ifade edilebilir

B 2 (8@);) . 8v (12)
v =— .
Ae + ¢Z + U am z=Xo+oztu (/\9 + ¢Z + u)2

Bu durumda (3) denklemi agagidaki formu alr

Ov ov O 5 (& 8v >
,a—+vg+8z_€V(@zzﬂ()\g—i-qbz%—u)? ’ (13)
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1.Yaklagim’da agiklanan ¢ozlim yontemi izlenerek, o = 1/2 ve 8 = 3/2 i¢gin
agagidaki degigken katsayili pertiirbe-KdV denklemi elde edilir

ou oU *U oU
5—;+M1U5?+M25@-+ﬂ367’—5g + psU = 0. (14)

Boliim 4Min sonunda (10), (11) ve (14) ile verilen evoliisyon denklemlerine
ilerleyen dalga ¢ozlimleri sunulmug ve dalga yayilim hizlari da verilmigtir.

Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bolum 5'te iki farkhh modilasyon problemi incelenmistir. Ik olarak ici viskoz
olmayan akigkan ile dolu yaricap: degisken elastik tiiplerde nonlineer dalgalarin
genlik modilasyonu incelenmigtir. Dispersiyon bagintisinin incelenmesi ve
problemin bir sinir deger problemi olarak kabul edilmesinin bir sonucu olarak
agagidaki formda bir koordinat dontgumunt tanimlanmigtir

E=¢lz~\), T=¢2 (15)

Burada, € nonlineeritenin zayifligini karakterize eden kiiciik bir parametre, ) ise
¢oziimden belirlenecek olan bir sabittir.

Tiplin yarigapimin  degigimini hesaba katmak icin, yaricapin degigimini
karakterize eden ® ve ¢ agilarini €2 mertebesinde kabul etmek gerekmektedir.
Bu durumda, sézkonusu agilar ® = A€, ¢ = ae® biciminde ifade edilebilirler.
Burada A ve a sirasiyla gekil degistirmeden 6nceki ve sonraki yarigap degigimini
karakterize eden sabitlerdir. Bu ¢aligmada, dogrultmanlarin, gekil degigtirmenin
Oncesi ve sonrasinda birbirlerine paralel kaldigim1 varsayacagiz. Bu durumda,
a ve A parametreleri arasindaki iligki ¢ = %A haline gelir. Ayrica alan

degigkenlerinin agagidaki formda e cinsinden asimptotik seriye agilabilecegi
varsayacagiz.

U = €uq + €2U2 + 63U3 + .0
w = ewi + 62’LD2 + e3w3 +
p=po+ep1+€Eps+eps+.... (16)

Burada u1,...p3, (z,t) izl degigkenleri ve (§,7) yavag degigkenlerinin birer
fonksiyonudurlar. (15) ve (16) agihmlarn (1), (4), (5) alan denklemlerinde yerine
konur ve elde edilen denklemlerde e’un benzer kuvvetlerinin katsayilar sifira
egitlenirse bir diferansiyel denklemler seti elde edilir. Bu denklemler ardigik
ollgxakdﬁézﬁlﬁrse agagidaki degisken katsayili nonlineer Schrodinger denklemi
elde edilir

U, 2
t H1 962

. aU
5 + p2|UPU + ipsm—= + pat?U + ps€U = 0. (17)

24

Bu boliimiin sonunda (17) ile verilen evoliisyon denklemine ilerleyen dalga tipi
¢oziim sunulmusg ve ilerleyen dalga ve zarf dalganin hiz ifadeleri verilmigtir. Bu
hizlarin bazi parametrelerle degisimi tartigilmigtir.

Ikinci boliimde ise, icinde viskoz olmayan akigkan bulunan, ince elastik
tiplerde marjinal halde zayif nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonu problemi
incelenmigtir. Yaricap degisiminin probleme etkisi iglemleri cok karmagik hale
getirdigi icin bu etki ihmal edilmigtir. Tamimlanan bu probleme ait boyutsuz



alan denklemleri agagidaki gibi verilebilir

+ __“1_‘?33+_1__3_2___1__0_(_1_329E)
POoTP="0512 " A, 0k, Ay 0Oz A, OA, 0z’

Ou ow Ou Ow ow  Op _

Bu modiilasyon problemini inceleyebilmek icin indirgeyici pertlirbasyon yontemi
kullanilarak asagidaki koordinat dontigimi tammlanmigtir

€ =€*(z— M), T=¢€"t (19)

Burada e nonlineeritenin zayifligim: Slgen kii¢iik bir parametre, A daha sonra
grup hizina esit oldugu gosterilecek olan bir sabit ve a farkll sayisal degerler
verilecek pozitif bir sayidir. Ayrica alan degigkenlerinin, e parametresinin,
hizli degiskenler (z,t) ve yavag degiskenler (£,7)nun fonksiyonu oldugu
varsayilacaktir. Ayrica alan degigkenlerinin, e parametresinin cinsinden agagida
verilen bicimde asimptotik seriye agilabilecegi varsayilacaktir

U = euy + 62u2 + e3u3 + .y
w = €wy + ezwz + 63w3 + ..
p=ep1+ Py +€p3+ ... (20)

(19) ve (20) agilimlari, (18) ile verilen alan denklemlerinde kullanilirsa u;, ..., ps
alan degigkenlerini igeren bir diferansiyel denklemler kiimesi elde edilir. Bu
caligmada, iki ayr1 durum incelenmistir. Ik halde, o = 1 kabul edilmigtir.
Bu durum keyfi bir dalga sayisi1 ve baglangic deformasyonu igin genlik
modiilasyonuna karg: gelir. Elde edilen bu denklemler kiimesinde ¢’'un benzer
kuvvetlerinin katsayilar: sifira egitlenirse bir diferansiyel denklemler seti elde
edilir. Bu denklemler ardigik olarak coziilecek olursa agagidaki nonlineer
Schrédinger denklemi elde edilir

.O0U U 2
. + i1 56 + w|UIPU = 0. . (21)
(1 1o carpiminin sifir oldugu durumda “marjinal hal” ortaya cikar. p katsayis,
grup hizinin dalga sayisina gore tiirevine egittir ve sifir olmas: s6z konusu
degildir. Marjinal durumun olugabilmesi icin tek olasihk e katsayisimin
sifir olmasidir. Bu 6zel halde, NLS denklemi lineer Schrédinger denklemine
dejenere olur. Bu da, nonlineeritenin oOlceklendirilmesi degigmeden, bu
baglangi¢ deformasyonunda ve kritik dalga sayis: civarinda, nonlineeritenin band
genigligi ile dengelenemeyecegini gosterir. Bu iglem ikinci halde incelenmistir.
Aslinda, bu 6zel durum band genigliginin daha dar oldugu veya nonlineeritenin
mertebesinin arttirildig: hale karg1 gelir. Ik durumda agiklanan iglem dizgesi
uygulanarak, evoliisyon denklemi olarak agagidaki genellegtirilmis nonlineer
Schrodinger denklemi (GNLS) elde edilmistir '

N A A Y e 4 sy

Bu béliimiin sonunda, (GNLS) denkleminin bazi kesin ¢6ztimleri sunulmustur.
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NONLINEAR WAVE PROPAGATION IN FLUID FILLED
TAPERED ELASTIC TUBES

SUMMARY

In this work, nonlinear wave propagation in a prestressed tapered thin elastic
tube filled with an incompressible fluid is studied. In Chapter 1, the historical
evolution of the subject and some theoretical works in the existing literature
on this area are presented. In Chapter 2, the basic equations governing the
motion of a prestressed tapered thin elastic tube filled with an incompressible
viscous/inviscid fluid are derived. In Chapter 3, a brief summary of the
perturbation methods that we shall utilize in this work is given. In Chapter
4, by employing the reductive perturbation method, the propagation of weakly
nonlinear waves in a tapered elastic tube filled with an incompressible fluid is
studied for both inviscid and viscous fluid cases. For inviscid fluid case, variable
coefficient Korteweg-de Vries equation is obtained as the evolution equation.
For viscous fluid case, by using two different approximations, depending on
the perturbation and the viscosity parameters, variable coefficient Korteweg-de
Vries-Burgers equation and variable coefficient perturbed Korteweg-de Vries
equation are obtained as the evolution equations. At the end of this chapter,
the progressive wave solutions to these evolution equations are given and it
is shown that the wave speeds increase with distance for narrowing tubes
while they decrease for expanding tubes. Chapter 5 is devoted to the
nonlinear wave modulation. This problem is investigated in two different
subsections. In the first subsection, the amplitude modulation of nonlinear
waves in a fluid-filled tapered elastic tube is studied. By considering the blood
as an incompressible inviscid fluid and employing the reductive perturbation
method, the evolution equation is obtained as nonlinear Schrodinger equation
with variable coefficients. It is shown that this evolution equation admits a
solitary wave type of solution with variable wave speed. By sketching some
graphs, it is observed that the speeds of both the progressive and enveloping
waves increase with distance for expanding tubes while they decrease with
distance for narrowing tubes. In the second subsection of Chapter 5, nonlinear
wave modulation in fluid-filled thin elastic tubes near the marginal state is
investigated. Due to difficulties in calculations resulting from the inclusion of
tapering, this effect is neglected for this case. The field equation for the case
of constant radius are re-derived. By employing the reductive perturbation
method, generalized nonlinear Schrédinger equation is obtained as the evolution
equation. Finally, some exact solutions of this evolution equation are given.

Basic Equations

Treating the arterial tree as a tapered, thin walled, long and circularly conical
prestressed elastic tube and blood as an incompressible fluid, the nonlinear
equations of motion are given as follows.
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Nonlinear equations of a tapered elastic tube :
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where ), is the stretch ratio in the axial direction after the static deformation, ®
is the tapering angle of the tube in undeformed configuration, ¢ is the tapering
angle after the static deformation, X is the strain energy density function of
the tube material, p is the fluid pressure and A\ and Ay are the stretch ratios
in the final configuration.

Equations of fluid :

The approximate equations of a viscous fluid may be given as follows
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5t~+v(¢+(—9‘z—)+§()‘0+¢z+u)b—;“‘oa (2)
v v Op d%v v Ov,

?a-t- U‘a‘;'["é;—‘uazz +/\0+¢Z+u (6(1,' )x=A9+¢z+u’ (3)

where v is the averaged axial fluid velocity, v, is the velocity component in the
axial direction and v is the viscosity of fluid. If we set the viscosity parameter
v equal zero, we obtain the field equations of an inviscid fluid as

ou Ou 1 v
?o—t+v(¢+§>+§(/\e+¢z+u)—a-;=0, (4)
@--i-v-a—v-—i—gz-):o. (3)

Weakly Nonlinear Waves

In this part, the propagation of weakly nonlinear waves in a fluid filled tapered
elastic tube is investigated in two different cases. As the first step, the reductive
perturbation scheme is introduced. For this type of problems, it is convenient
to introduce the following type of stretched coordinates

§=e%(z—gt), T=e"Tg, (6)

where ¢ is a small parameter measuring the weakness on nonlinearity and
dispersion, g is a scale parameter and o« is a positive number which will be
called the perturbation parameter. Here, the field quantities are assumed to be
the functions of the stretched variables (£, 7) and the smallness parameter ¢. In
order to take the effect of the tapering into account, the stretching coordinates
given in (6) suggest us that the order of tapering angles & and ¢ should be of
€®t2, We further assume that the field quantities can be expressed as some
asymptotic series of the form

U =cu; + 52u2 + ..., v=ev;+ 52v2 + ...,
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v, =€V + € Va2 + ., P=po+ep +EPrt ., (7)

where u1, .., p2 are some unknown functions of the stretched coordinates (¢, 7).

In the first part of the Chapter 4, the propagation of weakly nonlinear waves in
a tapered elastic tube filled with an inviscid fluid is investigated. In this case,
the perturbation parameter o is set equal to 1/2 and the expansions {gﬁ

are introduced into the field equations (1), ( 35 By setting the coe c1ents
of like powers of € to zero, we obtain a set of differential equations. If these
equations are solved s1multaneously, we obtain the following variable coefficient
Korteweg-de Vries equation

ou ou »*PU oU
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In the second part of this chapter, the propagation of weakly nonlinear waves in
a tapered elastic tube filled with a viscous fluid is investigated. Since the field

equations (1), (2) and (3) are not enough to determine the unknowns u, v, v,

?n% p, two different approximations are used to eliminate one of the unknowns
V).

Case I: In this first case, we will use the transformation y = (\g +u+ ¢z —z)e?

and assume that ¥ = €7 in order to close the system. Here, 8 characterizes
the order of the fluid viscosity. Then equation (3) becomes

6'0 31) 8p ﬂ_a B+2 v a’l)z
3t+ 6z+8 Vo2 y 2 Ao +dz+u \ By ) (%)

By introducing the expansions (6), (7) into the field equations (1), (2) and
(9) and setting the coefficients o hke powers of £ to zero we obtain a set
of differential equations. By solving these differential equations the following
evolution equations are obtained

(i) For @ = 1/2 and # = 3/2 we obtain the following variable coefficient
Korteweg-de Vries (KdV) equation as

oU oU BU oU
= + p U ——= 5 + po o 583 + psaT—— B¢ =0. (10)

(ii) For @ = 1/2 and 8 = 1/2 we obtain the following variable coefficient
Korteweg-de Vries Burgers (KdVB) equation as

AL @+ P 2V o (11)
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Case II: In this case, we will use another approximation in order to close the
system. This approximation can be given as follows

~ 2 (3%) 5 8v (12)
v = - .
M+oz+u\02 ) 5 ip:0u (Xo + ¢z +u)?

Then equation (3) becomes
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By following the same procedure given in the Case I, for ¢ = 1/2 and 8 = 3/2
we obtain the variable coefficient perturbed-KdV equation as follows

oU ou U oU
5;+M1U5§—+H2*3F+M3(1T—8?+MGU=U- (14)

At the end of the Chapter 4, the progressive wave solution to the evolution
equations (10), (11) and (14) are presented. The propagation speeds are also
given.

Nonlinear Wave Modulation

In Chapter 5, two different modulation problems are studied. In the first part,
the amplitude modulation of nonlinear waves in a tapered elastic tube filled
with an inviscid fluid is investigated. Amnalyzing the dispersion relations and
considering that the problem of concern is the boundary value problem, the
following stretched coordinates may be introduced

E=e(z— M), T=¢z, (15)

where € is a small parameter measuring the weakness of nonlinearity and A is a
scale parameter to be determined from the solution.

In order to take the effect of tapering into account, the order of the tapering
angles should be €3. Hence, the tapering angles can be expressed as & =
Ae®, ¢ = ae® where A and a are some finite constants describing the tapering
angles before and after static deformation. We shall assume that the generators
before and after finite static deformation remain parallel to each other. For this
case, the relation between ¢ and A becomes a = A\g/A,A. We assume that the

field variables can be expanded into an asymptotic series of ¢ as follows

U = €uj + 62u2 + e3u3 .
w = ew; -+ ezwz + 63w3 TP ooog
p=po+ep +€p2+eps+ ..., (16)

where u1,...p3 are functions of the fast variables (z,¢) and the slow variables
(&,7). Introducing (15) and (16) into the field equations (1), (4), (5) and
setting the coefficients of like powers of € to zero, we obtain a set of differential
equations. By solving these equations simultaneously, we obtain the following
variable coefficient nonlinear Schrodinger equation

.0U il . au
Zg;'ﬂh"gg;+M2iU(2U+W3755+#472U+M5§U=0 (17)

At the end of this part, a progressive wave type of solution is presented to
equation (17) and the speeds of the progressive wave and the enveloping wave
are given. The variation of these wave speeds with respect to some parameters
are discussed.

In the second part of this chapter, the modulations of nonlinear waves near the
marginal state of instability in fluid filled elastic tubes are investigated. Since
the tapering effect makes all the calculations very complicated, we consider the
constant radius case. The non-dimensionalized field equations of the related
problem may be given as follows

+ —Ln_a_%l'._f_.i.a_z_._.i_a__l_az_aji)
PorP =735 T Ay 0Ny Ay Oz A, OA, 8z

XV




Ou ng)_ Ou

25t_+(1+u)az +2w-a;:(),
Ow Ow Op
’a—{‘i—'w—a—z*—)-é—z-——(). (18)

In order to investigate the modulation problem, we employ the reductive
perturbation method and introduce the following coordinate stretching

£=¢€(2~At), T=¢e, (19)

where € is a small parameter measuring the weakness of nonlinearity, A is a
constant which will be shown to be the group velocity and « is a positive
integer which will be specified later. We shall assume that the field quantities
are functions of ¢, the fast variables (z,t) and slow variables (£, 7). We assume
that the field quantities can be expanded into an asymptotic series of € as

U = €Uy + e2uz + 63u3 + ...,
W = Wi -+ 62w2 + e3w3 + ey
p=epr+€pat+eps+ .. (20)

Introducing the expansions (19) and (20) into the field equations (18) we obtain
a set of differential equations governing the functions uy,...,ps. In this work,
two cases are studied separately. In the first case we set @ = 1. This special
case corresponds to the amplitude modulation for an arbitrary wave number
and initial deformation. By setting the coefficients of like powers of € equal
to zero we obtain a set of differential equations. By solving these equations
simultaneously we obtain the following nonlinear Schrodinger equation

.OU o*U 2
e + p 3¢ + pe|UPU = 0. (21)
The marginal state occurs when pqpe vanishes. The coefficient i, is related to
the derivative of group velocity with respect to wave number and does not
vanish. The only possibility for such a critical state to occur is vanishing
p2. When ps vanishes, the nonlinear Schrédinger equation degenerates into
the linear one. This means that near this critical wave number and initial
deformation, the nonlinearity cannot be balanced by the band-width unless
one rescales the nonlinearity. This is done in the second case by setting a = 2.
Actually, this special case corresponds to the narrower band-width or to stronger
nonlinearity. Applying the same procedure explained in the first case, we
obtain the following generalized nonlinear Schrodinger equation (GNLS) as the
evolution equation

oV oV LoV V) sy
z—a—-;+#15g;+w3]V] o + iV B¢ +us|VI*V =0. (22)

At the end of this part, some exact solutions to GNLS equation are presented.
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1. GIRIS

1.1 Girig ve Kisa Tarihsel Gelisim

iginde akigkan bulunan ongerilmeli veya ongerilmesiz, elastik veya viskoelastik
tiip icerisinde lineer veya nonlineer dalga yayilimi problemi, {izerinde
oldukca uzun zamandan beri ¢aligilmakta olan bir konudur. Bu problemin
biyomiihendislik acisindan 6nemi kisaca gOyle 6zetlenebilir: Biiyiik damarlarda
dalga yayihim problemi incelenerek, dalga hizinin ve aktarma katsayisimin
cesitli parametrelere gore degigimini matematiksel olarak izlemek miimkiin
olacak, bu degerlerde zamanla goriilen farklilagmalar yorumlanarak, kan veya
damar malzemesinin yapisindaki degigimleri gézlemlemek olas: hale gelecektir.
Bu nedenle, kan ve damar ikilisi modellenirken, hem tiip malzemesinin hem
de kamin mekanik ozellikleri dikkate alinarak probleme gercekgi bir yaklagim
kazandirilmalidir.

Silindirik tiipler icerisinde dalga yayilim problemi ilk olarak Thomas Young
(1773-1829) [1] tarafindan ortaya konmug ve incelenmigtir. Bilindigi kadariyla
Thomas Young, 1808’de insan atardamarlarinda (arterilerde) yayilan pals
(vuru) dalgalarmin hizimi hesaplayan ilk bilim adami olup, bugin bu hiz
kendi adiyla anilan dalga modu olarak bilinir. Young’in ¢aligmasi, daha sonra
bu konulara ilgi duyan pek ¢ok aragtirmaciyr tiip igerisinde dalga yayilim
problemi iizerinde galigmaya yonlendirmigtir. Bu aragtirmacilardan bir kismi
Young tarafindan bulunan pals dalgalarinin mzim tekrar yorumlamig ve formiile

etmiglerdir.

Weber kardeglerin, Young’dan hemen sonra bu konular i{izerine ¢aligtig:
goriilmektedir. Wilhelm Eduard Weber (1804-1896), fizik¢i olup anatomist
olan Ernest Heinrick Weber (1795-1878) ile birlikte calgarak dalgalarn
arterilerdeki dallanma noktalarindaki yansima ve dalganin aktarilmas: konular
fizerindeki bulgulan ile biyofizigin ilk uygulamalarini vermislerdir. Weberler’in
calismalarini, Moens’in deneysel ve Korteweg’in teorik ¢aligmalar: izlemigtir.
Moens ve Korteweg, ici viskoz olmayan akigkan ile dolu ince elastik tiiplerde

dalga yayilimi problemini incelemiglerdir. Uzun dalga boyuna karg: gelen faz hiz



gliniimiiz literatiirinde Moens-Korteweg hizi, ilgili dalga da Moens-Korteweg
modu olarak amlir. Viskozitenin dalga hizina olan etkisini inceleyen ilk bilim
adamu ise Witzig [2]’dir. Tiplerde dalga yayilmas: ile ilgili diger katkilar
Morgan ve Kiely [3] ve Womersley [4] tarafindan yapilmigtir. Literatiirde 1950
yihna kadar bu konuda yayinlanmig ¢caligmalarin bir dékiimiinii Lambossy [5]'de

bulmak mumkiindiir.

Buraya kadar anilan caligmalarda atardamarlarin maruz kaldigi 6n gerilme
pek dikkate alinmamsgtir. 1966 yilinda Atabek ve Lew [6] eksenel ve radyal
dogrultuda bir ongermeye maruz ince elastik tlip halinde, statik on gerilme
lizerine kii¢iik dinamik yerdegistirmeler sliperpoze ederek tiiplin ve viskoz
akigskanin hareket denklemlerini elde etmigler ve bu denklemlere harmonik dalga
tipi ¢oztimler arayarak dispersiyon bagintisimi elde etmiglerdir. Ongerilme
disinda bu model Womersley modelinden bagka birgey degildir. Daha sonra
Atabek [7], aym yaklagimu kullanarak ortotropik ve viskoelastik bir tiip
icerisinde hareket eden viskoz akigkanin igindeki harmonik dalga hareketini ve
ongerilmenin dalga karakteristiklerine olan etkilerini incelemigtir. Caligmada
s0z ettikleri malzemenin genel biinye bagintis: bilinmediginden Atabek ve Lew
[6] ve Atabek [7)’in galigmalarinda artimsal gerilmede elastik katsayilar sabit
olarak almmustir. Aslinda bu katsayilar tegetsel malzeme sabitlerine kars:
geldiginden bunlar birer sabit olmayip 6n sgekil degistirmeye bagh birtakim
katsayilardir, dolayisiyla sekil degistirme ile birlikte degigirler. Mirsky [§],
benzer bir caligmada, bliyiik 6n sekil degistirmenin dalga hizina olan etkisini
sayisal olarak incelemigtir. Bitiin bu ¢aligmalarda tiipiin ince oldugu kabul
edilmis ve ilgili mambran denklemleri kullamlmgtir.

Cox [9,10], tiip malzemesi igin sikigmaz viskoelastik kat:, akigkan igin
de lineerlestirilmis Navier-Stokes denklemlerini kullamip kalin tiip halinde
harmonik dalga yayilma problemini incelemis ve dispersiyon bagintisimi elde

etmigtir.

Rubinov ve Keller [11], igerisinde sikigan Newton akigkani bulunan ve dig
yiizeyinden eksenel dogrultuda harekete engel olunmug bir viskoelastik kalin
tiip igerisindeki eksenel simetrik dalga hareketini incelemigler ve dispersiyon
bagintisini elde etmisglerdir. Bu durumda, genellikle dispersiyon bagintisinin
incelenmesi oldukca karmagik oldugundan viskoz etkilerin ihmal edildigi durum
incelenmis ve sonsuz sayida dalga modu elde etmiglerdir. Ayn: bilim adamlar
daha sonraki bir calismalarinda viskozitenin etkisini de dikkate almiglar, dalga

sayisinin frekans cinsinden asimptotik degerlerini elde etmiglerdir [12].

Atabek ve Lew [6]'nin ¢aligmas: diginda atardamarlardaki 6n gerilmeyi dikkate



alan pek olmamigtir. Rachev [13] i¢inde sikigmaz ve viskoz akigkan bulunan
on gerilmeli ince tiip igerisinde eksenel simetrik dalga yayilmasi problemini
incelemis ve dispersiyon bagintisini elde etmigtir. Damar: saran kas aktivitesinin
dalga hareketine olan etkisini uygun bir gekilde hesaba katmig ve dalga faz
hizinin ve aktarma katsayisinin i¢ basing, eksenel germe ve yaglilik ile degisimi

verilmigtir.

Moodie ve ¢aligma arkadaglari [14], igerisinde viskoz olmayan bir akigkan
bulunan yar: sonsuz viskoelastik bir tip icin sinir deger problemini incelemis
ve basing dalgalarimin nasil olustugunu ve yayildigimu tartigmig ve elastik
analiz ile kargilagtirmasimi yapmiglardir.  Sawatzky ve Moodie [15] aym
problemi viskoz akigkan hali i¢in ele almiglar, dispersiyon bagintisim uzun
dalga boyu ve yiiksek frekans halleri icin elde edip viskoz olmayan hal
ile kargilagtirrmglardir. Bu konuda daha fazla bilgi Rudinger [16], Skalak
[17], Attinger [18] tarafindan yapilmig derleme makalelerden ve McDonald
[19] ve Fung [20] tarafindan hazirlanmug kaynak kitaplardan elde edilebilir.
Yukarida sozii edilen galigmalarin biiyik bir boliminde atardamarlarin 6n
gekil degigtirmesi pek dikkate alinmamig, 6n gerilmeyi dikkate alan birkag
caligmada da malzemenin nonlineer biinye denklemi bilinmediginden artimsal
elastik katsayilarin on sekil degistirmeyle olan iligkisi saghkli bir gekilde
incelenememistir. Ornegin, on sekil degigtirmenin 6zelligine bakmaksizin
artimsal gerilmeler icin klasik Hooke yasas: kabul edilmig ve elastik katsayilarin
sabit oldugu digiinilmigtiir. Gergekte bu katsayilar sabit olmayip 6n gekil
degistirmeye baghdir. Bu konu ilk defa etrafli bir gekilde Demiray ve galigma
arkadaglar1 [21] tarafindan, “biiylik statik 6n deformasyon tizerine kiigiik yer
degistirmelerin siiperpozisyonu teorisi” kullanilarak incelenmis ve literatiirdeki

mevcut ¢caligmalar ile kargilagtirilmas: yapilougtir.

Simdiye kadar kisaca sozii edilen ¢aligmalarin hepsinde, modellenmeye ¢aligilan
dalga hareketinin genligi kiiciik kabul edilmig ve birtakim varsayimlar
altinda tiip ve akigkan denklemleri lineerlegtirilmigtir. Oysa dalganin genligi
biyiik ise, dalganin hareketini yoneten kismi tiirevli diferansiyel denklemleri
lineerlegtirmek miimkiin degildir. Ayrica pals dalgalar ile ilgili yapilan deneysel
caligmalar, nonlineer terimin maksimum katsayisinin lineer terime oraninin 0.2
mertebesinde oldugunu ve dolayisiyla nonlineer terimlerin ihmal edilmesinin
damarlarda pulsatif hareketi tanimlamada 6nemli bir hataya yol agacagim

gostermigtir.

Arterilerdeki pals dalgalarimin nonlineer analizi ilk kez 1972 yilinda Ling
ve Atabek [22] tarafindan ele alinmigtir. Kam sikigmaz ve Newtonyen bir
akigkan kabul ederek, kan icin iki boyutlu Navier-Stokes denklemlerini ve



stireklilik denklemini almiglar, elde ettikleri sonuc¢ denklemleri sonlu farklar
yontemini kullanarak c¢ozmiglerdir. Daha sonra 1980 yilinda Lamb [23],
damar: elastik halkalarin birlesiminden olugmug bir tiip big¢iminde gdzontine
alarak, yonetici denklem olarak Korteweg-de Vries denklemini elde etmistir.
Engelbrecht [24] benzer hareket denklemleri alarak (bir boyutlu ve iki boyutlu
durumlarda), i¢i akigkan ile dolu elastik tiiplerde kii¢ik genlikli basing
dalgalarinin KdV denklemi ile yonetildigini gdstermigtir. Engelbrecht [25]
yaptigl deneylerde damarlarda basing dalgalarimin Oniintin  diklegtigini ve
damar kesit alan1 ve basing cinsinden ifade edilen dalga hizimin nonlineer
oldugunu gozlemlemigtir. ~ Ayrica McDonald [19] blyik damarlarda pals
dalgalarimin yayilirken genigliginin azaldigini ve maksimum genliginin arttigim
gozlemlemistir. Bu olay, dalga problemlerinde diklegme (steeping) ve sivrilesme
(peaking) olarak bilinir. Dalga 6niiniin diklegmesi nonlineerite nedeniyle olur ve
bu tir diklegme aortta ve biyitk damarlarda sik¢a gozlenir. Normal kogullarda
boyle bir diklegme ortaya gikmaz [26]. Ancak damarlar anormal genigleyen veya
biiyiik pals genliklerinin bulundugu hastalarda bu diklesme oldukca onemlidir.

Ierisinde akigkan bulunan elastik veya viskoelastik tiplerde sonlu genlikli
dalgalarin yayilimi, birgok aragtirmac: tarafindan karakteristikler metodu
kullamlarak incelenmigtir. Ik kez Lambert [27] nonlineer kan akiminin
hesaplanmas: i¢in karakteristikler metodunun kullanilmasini 6nermistir. Ancak
Lambert’in segtigi sayisal parametrelerle yapilan c¢aligmalar gercege uygun
sonuglar vermemigtir. Bununla ilgili sonuglar Skalak [17]’da bulunabilir.
Rudinger [16], Anliker [28,29] ve diger aragtirmacilar tarafindan geligtirilen
bir boyutlu nonlineer yaklagimda temel denklemler akigkanin hareket denklemi,
stireklilik denklemi ve damar duvarinin davranigimi tamimlayan denklemlerdir.
Damar duvarimin davramgini tamimlayan denklemlerde kesit alanimn, tip
boyunca uzakligin ve basincin bilinen bir fonksiyonu oldugu kabul edilmistir.
Rudinger [16)’in tek boyutlu yaklagim i¢inde inceledigi denklemler siireklilik ve
momentum denklemleridir. Rudinger [30], ici viskoz olmayan akigkanla dolu,
yar1 sonsuz, diizgiin genigleyen tiiplerde sonlu genlikli dalgalarin yayilimim
incelemis ve karakteristikler yontemini kullanarak sok formu icin bir ifade
elde etmistir. Daha sonra Hoogstraten ve Smith [31] diizgiin olmayan
tiuplerde siirtiinme terimini de ilave ederek Rudinger’in yaptigi caligmayi
genellestirmistir. Tait ve Moodie [32] ise i¢inde viskoz olmayan akigkan bulunan
ince’ elastik (viskoelastik) tiiplerde dalga yayilimini karakteristikler yontemi
ile incelemigler ve Mooney-Rivlin malzemesi i¢in geklini degigtirmeden yayilan

dalga formunda basit fakat kesin ¢oziimler elde etmiglerdir.

Dissipatif ve dispersif ortamlarda zay:f nonlineer dalgalarin uzak alan davramgr



baz: bilinen nonlineer evoliisyon denklemleri ile tamimlanabilir. (")rneéin,
dissipatif ortamlarda Burgers denklemi, dispersif ortamlarda ise Korteweg-de
Vries (KdV) denklemi bilinen en basit evoliisyon denklemleridir. Dissipasyon,
dispersiyon ve nonlineerite arasinda bir denge varsa KdV ve Burgers
denklemlerinin birlegimi olarak gosterilen Korteweg-de Vries Burgers (KdVB)

denklemi elde edilir.

Hashizume [33] ve Yomosa [34] igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan
ince nonlineer elastik bir tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayilmasimin KdV
denklemi ile yonetildigini gostermigler ve biiylik damarlarda goriilen diklesme

ve sivrilesme olayini tartigmiglardir.

Viskoelastik tiiplerde zay:if nonlineer dalga yayilirm ile ilgili 6nemli incelemeler
arasinda Ravindran ve Prasad [35], Swaters ve Sawatzky [36]’nin yaptig:

calismalar sayilabilir.

Zayif nonlineer dalgalarin yayihmu ile ilgili caligmalarda akigkanin viskozitesi
ve tiipiin eksenel yondeki hareketi thmal edilmistir. Ancak Johnson [37] ici
viskoz akigkanla dolu elastik bir tiipte laminar elastik sigramayi inceleyerek
sicramalarin KdVB denklemi ile yonetildigini gostermigtir. Cowley [38] ise
sinir tabakasi yaklagiminmi kullanarak, i¢i viskoz akigkanla dolu elastik bir
tiipte laminar elastik sigramalarin viskozite-KdV ile yonetildigini gostermigtir.
Mainardi ve Buggish [39] ise i¢i akigkanla dolu ince ve elastik tiipte nonlineer
dalgalarin yayilimi izerine viskozitenin etkilerini gosterebilmek icin bir analiz
geligtirmigler ve simur tabakasi yaklagimimi kullanarak, bir boyutlu teorinin
denklem sistemlerinin, viskoziteden dolayr Laplace konvoliisyon integralini
iceren tek bir nonlineer dalga denklemine egdeger oldugunu gostermiglerdir.
I¢i akiskanla dolu genigleyen tiiplerde kiigiik fakat sonlu genlikli dalgalarin
yayilimi bir¢ok aragtirmaci tarafindan cesitli asimptotik yontemler kullanilarak
incelenmis ve KdV, Burgers ve KdVB evolisyon denklemleri elde -edilmistir.
Hashizume [40] yine igerisinde viskoz akigkan bulunan ve yaricap: eksenel
koordinat ile degisen elastik tiipte zayif nonlineer dalgalarn yayiliminin
pertirbe KdV denklemi ile yonetildigini gostermistir.

Simdiye kadar sozii edilen gahgmalarda atardamarlarin maruz kaldigi on
gerilmeler dikkate alinmamigtir. Oysa yapilan deneysel ¢aligmalar damarlarmn
on i¢ basinca ek olarak eksenel yonde 1.5-1.7 mertebesinde bir eksenel
germeye maruz kaldigini gostermektedir. Bu nedenle tiiplin gekil degistirme
analizinde 6n sekil degigtirmelerin de gozéniinde bulundurulmas: gerekir.
Demiray [41] bu etkileri de hesaba katarak igerisinde viskoz olmayan akigkan

bulunan ince elastik tiiplerde zayif nonlineer dalgalarin yayiliminin KdV.



denklemi ile yonetildigini gostermistir. Diger bir ¢aligmada Demiray [42]
akiskanin eksenel hizinin radyal hizdan daha biyiik oldugu yaklagimini kabul
etmig (hidrolik yaklagim) ve Navier-Stokes denklemlerine kesit alanina gore
ortalama islemi uygulayarak akigkanmin yaklagik denklemlerini elde etmigtir.
Bu yaklagik akigskan denklemlerini kullanarak i¢inde viskoz akigkan bulunan
ongerilmeli ince elastik tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayilmasmni incelemis
ve viskozitenin mertebesine bagli olarak pertiirbe-KdV ve KdV denklemlerini
elde etmistir. Demiray ve Antar [43] ongerilmeli nonlineer ince viskoelastik
bir tiipte nonlineer dalga yayilimim incelemigler ve nonlineerite, dissipasyon
ve dispersiyon arasindaki dengeye bagli olarak Burgers, KdV ve KdVB
denklemlerini elde etmiglerdir. Bu ¢aligmada, viskoelastik tiip malzemesi olarak
Demiray tarafindan oOnerilen yumusak biyolojik doku modeli kullanilmigtir
[44]. Akgiin ve Demiray [45] ise i¢i viskoz olmayan akigkan ile dolu nonlineer
viskoelastik tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayiliminin Burgers, KdV ve KdVB

denklemleri ile verilebilecegini gostermislerdir.

I¢i akiskanla dolu elastik veya viskoelastik tiiplerde basing dalgalarnin genlik
modiilasyonu bir¢ok aragtirmac: tarafindan incelenmigtir. Eger dalganin genligi
yeterince kiigiik ise, birgok nonlineer sistem, nonlineer terimlerin ihmal edildigi
harmonik dalga ¢6zlimiine izin verir ve genlik de zaman i¢inde sabit kalir.
Eger dalganin genligi kiiciik fakat sonlu ise, nonlineer terimler ihmal edilemez
ve genlik, uzay ve zaman parametrelerine gore degigsken kalir. Eger genlik
salinim periyodu boyunca yavag degisiyorsa, koordinat doniigimii sistemi,
salinimla ilgili olan hizhh degisen par¢a ve genlikle ilgili olan yavag degigen
parca olarak ikiye ayirmaya izin verir. Bu durumda ¢6ztim asimptotik agilim
formunda verilebilir ve dalganin genlik modiilasyonunu tammlayan bir denklem
tiiretilebilir. Nonlineer Schrodinger denklemi (NLS) dispersif ortamlarda bir
boyutlu monokromatik diizlem dalgalarin self modilasyonunu tamimlayan en
basit yonetici denklemdir. NLS denklemi, nonlineerite ve dispersiyon arasinda
bir denge sergiler. Uygun kogullar altinda béyle bir denge, modiile olmug
dalgalarin genlikleri icin, zarf yalmz dalgalan (envelope solitary waves) gibi

kararl bir yapinin olugmasini saglar.

Ici akigkanla dolu tiiplerde kiigiik fakat sonlu genlikli dalgalarm nonlineer
self modiilasyonu problemi Ravindran ve Prasad {46] tarafindan incelenmistir.
Sézkonusu aragtirmacilar lineer elastik tiip modelini goz oniine alarak basimng
dalgalarimin self modiilasyonunun Nonlineer Schrédinger Denklemi (NLS)
ile yonetildigini gostermiglerdir. Erbay ve Erbay [47] ise tiipli nonlineer
viskoelastik kabul ederek ve akigkanin yaklagik denklemlerini kullanarak,

basing dalgalarinin nonlineer modiilasyonunun dissipatif Nonlineer Schrodinger



Denklemi ile yonetildigini gostermiglerdir. Demiray [48] i¢inde viskoz olmayan
akigkan bulunan ince elastik tiiplerde nonlineer dalga modilasyonu problemini
ele almig, akigkanin yaklagitk denklemlerini kullanarak yonetici denklem
olarak NLS denklemini elde etmigtir. Daha sonra Antar ve Demiray [49]
iginde viskoz olmayan akigkan bulunan ince nonlineer elastik tliplerde zayif
nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonunun Nonlineer Schrédinger Denklemi
ile yonetildigini gostermiglerdir. Akglin ve Demiray [50] ise i¢i viskoz olmayan
akigkanla dolu, nonlineer viskoelastik tiplerde zayif nonlineer, dissipatif fakat
kuvvetli dispersif ortamlarda dalgalarin genlik modiilasyonunu incelemig ve
boyle bir ortamda yonetici denklem olarak dissipatif Nonlineer Schrédinger

Denklemini elde etmiglerdir.

NLS denkleminin diizlem dalga ¢ozlimiiniin stabilitesi, denklemin katsayilarinin
carpimun igaretine baghdir. Katsayilarin ¢arpiminin igareti negatif ise NLS
denkleminin diizlem dalga ¢6ziimii stabildir; eger sézkonusu garpimin igareti
pozitif ise ¢oziim stabil degildir. NLS denkleminin nonlineer teriminin katsayis:
sifir oldugunda ise, katsayilar carpim sifirlamr ve bu durum “marjinal durum”
olarak adlandirilir. Bu 6zel halde, NLS denklemi lineer Schrodinger denklemine
dejenere olur. Bir bagka deyisle, modiilasyonun analizinde kullanilan asimptotik
agilim, bu belirli dalga sayis: civarinda gegersiz olur. Dolayisiyla, nonlineeritenin
etkisinin, band genisligi ile dengelenecek bigimde arttirilmas: gerekir. Analizde
kullanilacak olan asimptotik acilim, daha yiliksek mertebeden nonlineerligi
hesaplara dahil edecek bi¢imde modifiye edilmelidir. Yumusak biyolojik
dokular i¢in Demiray [51] tarafindan ortaya atilan kimi elastik ve viskoelastik
malzemeler i¢in belirli bir baglangic sekil degistirmesi ve belirli bir dalga sayis:
icin bu tiir marjinal bir durumun ortaya ¢ikabilecegi Erbay [52] tarafindan
incelenerek, boyle bir marjinal durumda, i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu ince
elastik tiiplerde nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonunu y6neten denklem
olarak Genellegtirilmig NLS (GNLS) denklemi elde edilmigtir. Kakutani
ve Michihiro [53] ise gravitasyonel su dalgalarimi gbzéniine alarak bdyle bir
marjinal durumda nonlineer dalga modilasyonunu yéneten denklem olarak
GNLS denklemini elde etmislerdir. Parkes [54] genel bir sistem icin zayif
nonlineer dispersif dalgalarin genlik modiilasyonunu yoneten yapilar: formel
olarak tiireterek ¢oziimiin stabilitesine iligkin kriterleri irdelemis ve marjinal
bir durum varsayimi altinda, yonetici denklem olarak GNLS denklemini elde
etmigtir. Kundu [55] GNLS denkleminin kesin ¢6ziimlerini Gauge déniigimleri
kullanarak ifade etmistir. Clarkson ve Cosgrove [56] ise GNLS ailesine ait
denklemlerin integre edilebilirlik kogullarini Painlevé analizi yontemi ile ortaya

koymuglardir. Pathria ve Morris [57] GNLS denklemini, katsayilar1 arasinda



belirli bir bag kogulunun varoldugu yeni bir GNLS denklemine déniigtiirerek
¢oziim yapilarimi vermiglerdir. GNLS denklemi ailesine ait cesitli ¢éziim ve

analizler ile ilgili caligmalar i¢in [58]-[61] kaynaklarina bagvurulabilir.

Bu ¢aligmada, i¢i akigkanla dolu degisken yarigaph elastik tiiplerde nonlineer
dalga yayilimi problemi incelenmigtir. Ik boliimde konunun tarihsel
gelisiminden kisaca soz edilmis ve simdiye kadar bu konuda yapilmig ¢aligmalar
Szetlenmistir. Ikinci boliimde, caligmanm temel yapisiu olugturacak olan,
yarigap: degigsken ince elastik bir tupiin alan denklemleri elde edilmigtir.
Caligmada hem viskoz hem de viskoz olmayan akigkana iligkin durumlar
iki ayri1 problem olarak ele alinacagindan, ikinci bolimde ayrica viskoz
olan ve viskoz olmayan akigkanlarin hareket denklemleri de elde edilmigtir.
Ugiincii boliimde caligmada kullanilacak olan pertiirbasyon yontemleri hakkinda
teorik bilgi verilmigtir. Dordiinci bolimde ise zayif nonlineer dalgalar ele
alinmig ve ilk olarak viskoz olmayan akigkan hali i¢in uzun dalga yaklagim
altinda, problemin yonetici denklemi olarak degigken katsayili Korteweg-de
Vries denklemi elde edilmigtir. Ikinei olarak ise viskoz akigkan hali ele
alinmig ve cesitli katsayilarin mertebelerine gore dispersiyon ve nonlineeritenin
dengelendigi degigsken katsayih Korteweg-de Vries denklemi, nonlineerite,
dispersiyon ve dissipasyonun dengelendigi degisken katsayili Korteweg-de Vries
Burgers denklemi elde edilmigtir. Buna ek olarak, Prandtl ve Tieltjens [62])’in
yaklagimina benzer bir hidrolik yaklagim altinda viskoz akigkan denklemlerinin
modifiye edilmesiyle, bu kez problemin uzak alan davraniginin degisken katsayil
pertirbe Korteweg-de Vries denklemi ile ifade edildigi gosterilmig ve bu
bolimiin sonunda elde edilen bu evoliisyon denklemlerinin ilerleyen dalga
¢oziimleri verilmistir. Besinci boliimde, ilk olarak, i¢i stkigmaz viskoz olmayan
akigkan ile dolu yaricapi degigken ince elastik tiiplerde nonlineer dalgalarin
genlik modiilasyonunun degigken katsayil nonlineer Schrodinger denklemi ile
yonetildigi gosterilmis ve evoliisyon denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimleri
elde edilerek, ilerleyen dalga ve zarf dalganin hizlarimn gesitli parametrelerle
degisimi irdelenmigtir. Bu béliimde ikinci olarak, igi viskoz olmayan akigkan
ile dolu ince elastik tiiplerde, marjinal halde nonlineer dalgalarin genlik
modiilasyonu ele alinmig ve yonetici denklem olarak genellegtirilmis nonlineer
Schrodinger denklemi elde edilmigtir. Bu problemde yarigap: degisken kabul
etmenin hesaplara getirecegi bliyltkk zorluk goéz ontine alinarak, tiip yarigap:
sabit kabul edilmistir. Altinci ve son béliimde ise caligmada elde edilen sonuglar

irdelenerek ileriye doniik ¢aligmalara iliskin hedefler tartigilmigtar.



2. TEMEL DENKLEMLER

2.1 Girig

Bu bélimde, igi sikigtirlamayan viskoz bir akigkanla dolu én gerilmeli ince
elastik tiipte dalga yayilim: probleminin modellenmesinde kullanilacak olan alan
denklemleri elde edilecektir.

2.2 Yaricap: Degisken Ince Elastik Tiip Denklemleri

Calismanin bu kisminda, i¢i sikigtirilamayan bir akigkanla dolu elastik
tiplin hareketini yoneten diferansiyel denklemler tiiretilecektir. Problemde
ele alinacak tiplin ince, uzunlugunun sonsuz ve yarigapimun degigken
oldugu varsayilacaktir. Bu amacla, koordinat merkezindeki yaricapy Ry ve
yaricapmdaki lineer genigleme veya daralmay temsil eden agi da @ olan elastik
bir tiip goz oniine alalim. Bu durumda incelenmekte olan noktanin konum
vektdri agagidaki bigimde ifade edilebilir

R=(Ro+®Z)e, + Ze,. (2.1)

Burada e;,ey ve e, silindirik koordinatlardaki birim baz vektorlerini,
Z ise maddesel noktanin gekil degigtirmeden o6nceki eksenel koordinatini
temsil etmektedir. Sekil degigtirmeden dnceki elemanin meridiyen ve yanal
dogrultulardaki elemanter yay uzunluklan agagidaki bigimde tanimlanmglardir

dSz = (14 ®2)*/2dZ, dSe = (Ro + ©2)dO. (2.2)

Caligmada, yarigap: degigen tipiin baglangigta bir Py(Z) i¢ basincina maruz
kaldigini kabul edecegiz. Statik sekil degistirmeden sonra Ry’a kargi gelen
yaricap rq ile gosterilirse tiip tizerindeki bir noktanin konum vektéru agagidaki

bigimde verilebilir
Lo = (7'0 + ¢Z*)er + 2%, 2" =X, Z. (2.3)

Burada, 2* statik sekil degistirmeden sonraki eksenel koordinati, A, eksenel



dogrultudaki germeyi ve ¢ de statik gekil degistirmeden sonraki lineer genigleme
(daralma) agisim1 temsil etmektedir.

- e e -
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S e
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SEKIL 2.1 Tiipiin cesitli konumlardaki gekil degigtirmesi taslag:
Sekil degistirmeden sonraki elemanin meridiyen ve yanal dogrultudaki elemanter
yay uzunluklan agagidaki bigimde tanimlanabilir

ds® = (14 ¢*)'/2dz*, ds = (rq + ¢z*)dé. (2.4)

Buna gore yanal ve merdiyen dogrultularindaki germe oranlari agagidaki
bicimde tanimlanabilir

ds? (14 ¢2)1/? o dsY (ro + ¢2%)

——Z = gt Ay = —2 = 7 ——————, .
dSz A (1+ ®2)1/2 27 dSe A (AR + B2*) (25)
Sekil degigtirmeden onceki tiip kalinlhigimin H, gekil degistirmeden sonraki tiip
kalinhifinin ise h oldugunu varsayalim. Tip malzemesinin sikigmazhk kogulunu
g6z oniinde bulundurursak agagidaki bagintiy: elde ederiz

H(1+ @)Y (Ro); + 82*) (2.6)
T+ (0 +927) |

(2.6) nolu ifadeden de gorildiigid gibi, kalinlik, eksenel koordinatla
degismektedir. Kalinhgin orijindeki ve sonsuzdaki degerleri sirasiyla agagidaki

X =

h =
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bi¢imde verilebilir

_ H1l+e»)'Y* H
O 7 XML+ ¢2)172  AgAD

_HQ+9H)'?¢  H

hoo = T T )6 = NONY(o0)"

(2.7)

Burada A3(c0), A’nin sonsuzdaki degerini ve A\g = ro/Ro radyal dogrultudaki
eksenel germenin orijindeki degerini ifade etmektedir. Eger statik gekil
degigtirme Oncesinde ve sonrasinda yarigapin degigimini ifade eden acilar
arasmda ¢ = ®g/ )\, bi¢iminde bir iligki varsa, yani gekil degigtirmeden 6nceki
ve sonraki dogrultmanlar paralel ise, tip ekseni boyunca kalinhk degismez,
sabit kalir ve ho = H/(\g\?) olarak ifade edilebilir.

Normalde saghkli bir insanda sistolik kan basinci (maksimal basing) 120 mmHg
ve diastolik basing (minimal basing) ise 80 mmHg civarindacir. Deneysel
caligmalar gostermistir ki, fizyolojik kosullarda biiyiik damarlar eksenel yonde
1.6 mertebesinde bir germeye de maruz kalmaktadir. Kalbin periyodik
olarak uyguladiga pulsatif basing, bu statik degerler {izerine dinamik yer
degigtirmelerin stiperpoze edilmesine yol agmaktadir. Yani biyiik damarlar
ortalama bir gerilmeye maruz kalmaktadirlar. Bu bilgi miginda, statik
gsekil degigtirmenin {izerine, radyal dogrultuda u*(z*,t*) zamana bagh sonlu
dinamik yer degistirmesinin siiperpoze edildigini varsayalim. Burada t* zaman
parametresini temsil etmektedir. Eksenel yondeki yataklama kuvvetlerini
goz oniinde bulundurarak, eksenel yondeki yer degistirme ihmal edilecektir.
Bu durumda incelenmekte olan noktamn konum vektori agagidaki gibi ifade
edilebilir

r=(ro+¢z"+u)e, + z%e,. (2.8)

Sekil degistirmis elemamin kenar wuzunluklar1 ise agagidaki bigimde
tanimlanmiglardir
ou*\? He
ds, = l:l + (qb + ) ] dz*, dsg = (ro + ¢z* +u*)db. (2.9)

Oz*

Son halde germeler agagidaki gibi ifade edilebilir

1/2

1+ (¢+ a“*)2 /(1+ @)/
Oz* ’

A=A
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Ao = A, (ro + ¢2" +u")/(A;R+ &2%). (2.10)

O halde gekil degistirmig meridiyene teget birim t vektord ve gekil degistirmis

mambranin birim dig normali n agagidaki gibi verilebilir
(¢+—§%ﬁ—>er+ez er—(¢+~3’;—I)eZ
n=
Len211/2” SR
1+ (6+8%)"] 1+ 0+ 327

Tip malzemesinin sikigmazhigy kullamlarak, tipin son haldeki kalinhig: ise

(2.11)

agagidaki formda verilebilir
o H(1 + 3%)Y2(\,Ro + @2%)

= — : (2.12)
221+ (o + g’;.)z]l C(ro + g2 +u)

T, ve Ty, sirasiyla, meridiyen ve tegetsel yaylar boyunca etkiyen mambran
kuvvetlerini, T eksenel dogrultudaki yataklama kuvvetini, P ve P ise gekil
degistirmig mambramn birim alanina e, ve e, dogrultularinda etkiyen akigkan
etkilerini gostersin. Bu durumda z* = sbt., 2* + dz* = sbt. ve 0 = sbt., 0 + df =
sbt. dizlemleri arasinda kalan tiip elemanina etkiyen kuvvet vektorii agagidaki

bigimde verilebilir

T)s
S 3
{ sg
r\ :
ds'o Tllz‘ﬂiz‘ §§
pr/ B gi
: 7

SEKiL 2.2 Tiip elemanina etkiyen gesitli i¢ ve dig kuvvetler

dF = Tl d59 o + Tl d36|za+dzx - T2 d*—":]g + T2 d3zlg+d3

+[(Pf —T)e, + Prerldseds: (2.13)



Burada T; ve T mambran kuvvet vektorleri agagidaki gekilde

tammlanmiglardir
T1 = Tlt, T2 = Tzeg. (214)

Eksenel yonde yer degistirme, dolayisiyla ivme sifir kabul edildiginden (2.13)’de
verilen kuvvet vektoriiniin e, boyunca olan bilegeni sifir olmalidir. Buna gore,
(2.13)’den agagidaki ifade elde edilir

(P =T+ S+ LY (g £ p2 4 ut) =0,

9 | Ti(ro + ¢2z* + u*)
0z

0z | [L+ (¢ + 55 )21/

(2.15)
Bu denklem T bag kuvvetinin belirlenmesini miimkiin kilar. (2.13)’de verilen

dF kuvvetinin radyal yondeki bilegeni agagidaki gibi verilebilir

ou* )] /2+ 8 {Tl(ro+¢z +u*)(¢+az.)}
O | [+ (o+ g2

(dF), ={-T3 [1 + (

au

1/2
+ PX(ro + ¢z* +u™) [1 + (¢ ] }dz*do*. (2.16)
Newton hareket yasasma gore bu kuvvetin, elemanter tiiplin kiitlesi ile radyal
dogrultudaki ivmesinin ¢arpimina egit olmas: gerekir. Bu esitleme yapilirsa

radyal dogrultuda agagidaki hareket denklemi elde edilir
2
. a Y20 [ (o + b2* + u)(é + Bu* /82"
T2 + Oz 1/2 4
? [1+ (¢ + Ou*/02*)?]

82 *
at*2
(2.17)

*

Fu* M2 POH 2\1
S ok sty = B+ 8O Ro + 857

+P; {1 +(¢+
Burada pg mambranin kiitle yogunlugunu gostermektedir.
Biinye Denklemleri

(2.17) ile ifade edilen tiip hareket denkleminin tamamlanabilmesi i¢in T7,
T> mambran kuvvetlerinin yer degistirmelere olan fonksiyonel bagintisinin,
yani biinye denklemlerinin bilinmesi gerekir. Biz bu ¢aligmada, mambran
malzemesinin sikismaz, elastik ve izotrop oldugunu kabul edecegiz. Boyle bir

malzemeye ait biinye bagintisi

ter =06 ki +p(® ey + ¥ Bry) (2.18)
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seklinde verilebilir. Burada II hidrostatik basinci, y elastik cismin kiictik gekil
degigtirme halindeki kayma moduluni, c;ll ise Finger deformasyon tansoriini

gostermekte olup

_ Oz
Ckll =k : Frog = X5 (2.19)
seklinde tamimlanmigtir. Burada zr = zx(Xk,t) cismin hareketini temsil
etmektedir. (2.18) ifadesinde yer alan diger biytklikler ise
0%
By =1, cgll —c,;ln c;Ll, : P =2—— \Il=26—2 (2.20)

oI o0l

geklinde tanimlanmugtir. Burada I , Iy ve I3 = 1, c,:ll 'nin temel invaryantlarini,
p¥ = uX(hL,I;) ise incelenen elastik cisme ait sekil degistirme enerjisi
yogunlugu fonksiyonunu gostermektedir. Ay, Ay mambran teget diizlemi
icerisindeki asal germeleri, A3 de mambran teget diizlemine dik dogrultudaki
germeyi gostersin. O halde asal eksenlere gore ifade edilmis cp; ve Bgi
bilegenleri agagidaki bicimde verilebilir

C1—11 = Xf’ ) ci—zl = )‘g ) 0;31 = )‘g = 1/>‘§ Ag* (2.21)
1 2 \2 1 2.2 1 1
2 1 1 2

Burada A3 = 1 sikigmazlik kogulu kullanilmigtir. O halde asal gerilme
bilegenleri

ty =0+ p[@A +8 (A} NS +1/A3)]
tor =T+ p[@X+T (M2A3 +1/)03)] (2.23)
taa = +pu[®/(ATA3) + ¥ (1/X] +1/13)]

seklinde ifade edilebilir. Mambranin ¢ok ince kabul edilmesi nedeniyle kalinlig:
dogrultusundaki gerilme bilegeni, yaklagik sifir kabul edilebilir. Buna gore

b =Tau[e/(MN) +¥ (1N 1) =0, (22)
veya II hidrostatik basinci
M= [0/ (A + ¥ (1/3 +1/33) (2.2)

seklinde bulunur. O halde (2.25) ifadesi (2.23)’de yerine konursa t13, t22 asal

gerilme ifadeleri

ti=p [@A] - 1/ATA) + ¥ (M A] —1/A])], (2.26)
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tar = p [@(N] — /AT A0) + ¥ (AT M) +1/)2)] (2.27)

olarak verilir. I, I, temel invaryantlarin asal germeler cinsinden ifadeleri

hatirlanacak olursa agagidaki iligkiler yazilabilir

0. 0¥ 8L, 0% 0

o oL, N T oL on (2.28)
Y. 09X 98I, 0% 8l
= 2.2
9% 0L 0% T oL o (2.29)
® ve ¥ nin tammlar: dikkate alinir ve gerekli tiiretmeler yapilirsa
ox 1 s 1
o =@ () + ¥ (4% x) (2:30)
o% 1 1
— =0 - = U (A2 A — = .
=2 (i) o (- ) (2:3)
iligkileri, (2.26),(2.27)-(2.30),(2.31) denklemlerinin kargilagtirilmasindan ise
o% 0%
t11 = ,u/\l 5):— 3 tog = ]1)26—-/{; (232)

biinye bagintilar: elde edilir. Bilindigi gibi meridiyen ve gevresel egri boyunca

birim uzunluga etkiyen mambran kuvvetleri
Ty =h't ) Ty = h'ta (2.33)

seklinde tamimlanmiglardir. Burada A’ gekil degistirmis kalinlik olup sikigmazlik

kogulu nedeniyle, sekil degistirmeden énceki H mambran kalinligina
R'Ai1de=H (2.34)

seklinde baglanmigtir. Buna gore 71 , T> mambran kuvvetleri X gekil degistirme

enerjisi cinsinden

_HH 0% _ pH 0%
hh= X2 O\ » h= A O)o

seklinde ifade edilebilir. (2.35) ifadesini, (2.17) ile verilen hareket denkleminde
kullanirsak, radyal dogrultudaki hareket denklemi agagidaki hali alir

(2.35)

B g By 0 {

(A:Ro + ®2*)(¢ + Ou*/0z*) 9%
Az 0Ny A, Oz*

[1 4 (6 + dur/8z+)2) /% O\
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. u* ) 1/2 . o POH 201/2 . 82u*
+P; 1+(¢+8z*) (ro + ¢z —l—u)—/\—g(l-i—@) (AZR0+<I>z)6t*2.
(2.36)

2.4 Akigkanin Hareket Denklemleri

Kan, plazma adi verilen ve Newtonyen 6zellige sahip bir siv1 ile ¢esitli hiicrelerin
kangimindan olusmusg viskoz bir akigkandir. Bir birim kan 6rnegindeki hiicre
hacminin, toplam 6érnek hacmine oramina hematokrit oram adi verilir. Kan
lizerinde yapilan deneysel ¢aligmalar, diigiik hematokrit oranlarinda ve yiiksek
gekil degigtirme hizlarinda kanin Newtonyen, yiiksek hematokrit oran: ve digiik
sekil degigtirme hizlarinda da Newtonyen olmayan bir akigkan gibi davrandigim
gostermektedir. Genel olarak kabul edilen gergek, kanin sikigtirlamayan ve
Newtonyen olmayan bir akigkan oldugudur. Ancak, Poiseuille akimindan
da bilindigi gibi, damarin ¢eperine yakin yerlerde gekil degigtirme hiz
yiiksektir. Ayrica kan akimi sirasinda, alyuvarlar huzin yiiksek oldugu merkeze
yakin bolgelere kaydigindan, damarin ¢eper kisimlarinda hematokrit oram
diigmektedir. Bu nedenle biliytik damarlarda kan Newtonyen bir akigkan gibi
isleme sokulabilir. Béyle bir akigkana ait gerilme tansorii agagidaki gibi verilir

Okl = —P5k1 + zlludkl- (2.37)

Burada P akigkanm hidrostatik basincin, §x; Kronecker deltasini, p,, viskoziteyi

ve dy; de gekil degistirme hizi tansorini temsil etmekte olup

1
dr = é(vk,l + vr k) (2.38)

geklinde tanimlanmisgtir.

Newtonyen bir akigkanin eksenel simetrik hareketini temsil eden Navier-Stokes
denklemleri agagidaki formda ifade edilir

ov’ N , Ovr . , Ovr + _1_@__ Bo v +l8v;‘ 3 Q-i— vk
gt " mar T pa Or  pa \ Or2 1 Or r 0z¢%)°

i | Ot WOvi 1 0P _ py 32v:+13v:+82v:>
gt U or TV g pa 02*  pg \ Or2 ' r Or  02*?)7

Ov} L vy + ov:
or r  Oz*

Burada p, akigkanin kiitle yogunlugunu, v} ve v} sirasiyla akigkanin radyal ve

—0. (2.39)

eksenel dogrultudaki hiz bilegenlerini gostermektedir.
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Akigkanin  kesin  denklemleriyle ugragmamn  zorluklarimi gdz oniinde
bulundurarak, bu ¢aligmada, akiskanin eksenel yéndeki hizinin radyal yondeki
hizindan ¢ok daha bilylik oldugu varsayimini kabul edecek ve akigkan
denklemleri iizerinde, kesit alamina gore bir ortalama igleminin uygulanabilir
oldugunu kabul edecegiz. Bu durumda viskoz bir akigkana ait kiitle korunumu
ve lineer momentumun korunumu denklemleri (yaklagik akigkan denklemleri)

asagidaki formu alir

04, o
ot = Oz*

(Av*) =0, (2.40)

(2.41)

ov* LOv* 1 0P v*  2mv [ Ov:

+v Oz* + pa 0z* = Va2 + A <r or )r=ro+¢z.+u‘ .
Burada v* hizin ortalama anlamda eksenel dogrultudaki hiz bilegenini, v}
akigkanin eksenel dogrultudaki hiz bilegenini, A(2*,¢*) tipin dikkesit alanini,
v akigkanin kinematik viskozitesini gostermektedir. Diger biiytklikler ise
agagidaki formda verilebilir

(ro+dz*+u”) (rot+éz"+u®)
Av* = 277/ ruydr, AP* = 271'/ rPdr. (2.42)
0 0

(2.40)-(2.41) akigkan denklemleri elde edilirken agagida verilen yaklagim
uygulanmgtir [62].

(rot+oz"+u”)
A(v*)? = 271'/; r(vi)*dr. (2.43)

Tiiptin dikkesit alani ile en son yaricap fonksiyonu arasindaki iligkinin
A = nt(ro+ ¢z* +u*)? seklinde oldugu goz 6niinde bulundurulursa, (2.40)-(2.41)
denklemleri agagidaki formu alir

ou* ou* 1 ov*
* = * * = 2.44
5 +v (¢+82*>+2(r0+¢z +u)0z* 0, ( )
Ov* ov* 1 oP* v* 2v (31;*)
* — = 2 . (2.45
6t* +'U 62* +,0a 82«'* Uaz*2 + (T'O + ¢Z* + 'U/*) 87' re oz but ( )
Akigkanin tiipe uyguladifi reaksiyon kuvvetinin P} bilegeni asagidaki gekilde
verilebilir
ou”
Pr = ! [P* + 4y, (¢ + 5or) v*]. (2.46)

EENISRCES UL (ro + ¢z +u*)
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Bu noktada bazi boyutsuz biiyiiklikler tanimlamak uygun olacaktir

tt = Egt, z* = Roz, u* = Rou, v* =cov, v} = cov,,
€o
pOH * 2
= 3 = MR pP* = a s
m puRo ro 6ito, PauCyP
uH
r= R().’I:, C(Z) = m, Hv = paR()CoV. (247)

(2.47) ifadeleri, (2.36) ve (2.44)-(2.46) denklemlerinde yerine konursa agagidaki

boyutsuz alan denklemleri elde edilir

= (1 + 321/ (\:+®2) 8% w(+3Y) . (1+92)1/2 8%
P=x Mo +odz+u) 32~ Na+odz+u)  A(he+dz+u)d)
B 1 0 ) (¢ +0u/8z)(A: + 22) O% (2.48)
As(Mo + ¢z 4+ 1) 8z | [1+ (¢ + Bu/Bz)2]/? O\t |7 ’
Ou du 1 Ov
5;+v(¢>+ 5;) +§(/\e+¢z+u)-a—z_0, (2.49)
v w Op v 2v v,
éft‘ + ”05; + 5 = Vazz + Xo + bz +u (8(1) >x=/\0+¢z+u (2.50)

(2.48) ve (2.50) denklemlerinin sag yaninda goriilen ve viskoziteyi temsil eden
v parametreleri sifirlanirsa, viskoz olmayan akigkanla dolu, yaricap degigken
elastik tiip igerisinde dalga yayilim problemine iligkin boyutsuz alan denklemleri

agagidaki gibi elde edilmis olur

(A +®2) 8% (1+ @22 8%
(Ao + dz+u) 0t2  A( Ao+ ¢z +u) OAg

m
p —_—Xg—(l +@2)1/2

B 1 9 | (¢+0u/dz)(A. + &2) OF (2.51)
A:(Xo+ ¢z +u) 82 | [1+ (¢ + Ou/d2)2]? O\ [ ’
Ou Ou 1 Ov
gu el B @ 52
at+”<¢+az)+2(’\9+¢z+“)az 0, (2.52)
Ov Ov Op
5 Tva g =0 (2.53)
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3. PERTURBASYON YONTEMLERI

3.1 Girig

Nonlineer dalga yayilim: problemleri ile iligkili pek ¢ok fiziksel sistem,
dispersiyon, dissipasyon ve/veya ortamin homojen olmayan ozelliklerinden
etkilenir. Bu tiir sistemlerin yonetici denklemleri genellikle korunum kanunlar
kullanilarak elde edilir. Basit hallerde bu yénetici denklemler hiperbolik
tiptendir ancak genelde ortamin fiziksel ozelliklerinin de probleme etkileri
nedeniyle, elde edilen yonetici denklemler bilinen analitik yontemlerle integre
edilemeyecek kadar karmagik bir yapida olabilirler. Bu nedenle, sistemin
onemli fiziksel ozelliklerini yitirmesine neden olmayacak ancak problemi
basitlestirecek bir yontem arayigina girmek zorunlulugu dogar. Bu amagla,
problemin evoliisyon denkleminin tiiretilmesi igin ¢esitli asimptotik yoéntemler
geligtirilmigtir. Bu yontemlerden biri de pertirbasyon yéntemidir. Son yillarda
bu yontem, plazma fizigi, kat1 ve akigskanlarda dalga yayilimi, nonlineer optik
gibi pek ¢ok alanda kullanilmig ve sistemin dispersif veya dissipatif olmasina
baglh olarak, uzun dalga yaklagimi icin Korteweg-de Vries, Burgers veya
bu denklemlerin modifiye formlari, kuvvetli dispersif hallerde ise nonlineer

Schrodinger denklemi evoliisyon denklemi olarak elde edilmigtir.

Bu béliimde, ici akigkan ile dolu tiiplerde nonlineer dalga yayilimn probleminin
asimptotik analizi yapilirken kullamlacak olan pertiirbasyon yontemleri ile ilgili

ozet bilgi sunulacaktir.
3.2 Tiirev Agithim Yontemi

Pek cok fiziksel problemde gesitli mertebelerde olgeklendirme gereksinimi
dogar ciinkil gesitli fiziksel etkiler farkli yer degistirme ve zaman odlgeklerinde
kendilerini gosterirler. Dolayisiyla, ok olgekli agilim veya tlirev agihm yontemi
olarak adlandirilan pertiirbasyon yonteminin olduk¢a genig bir yelpazede

kullanimi soz konusu olmaktadir.

Yéntemin kullanimina iliskin tarihce incelenecek olursa, tiirev acilun yéntemi,
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ilk kez Sturrock [63] tarafindan 1957 yilinda elektron plazmada nonlineer
etkilerin aragtirilmasina iligkin bir c¢alisma ile ortaya konmugtur. Daha
sonra, Sandri [64], 1963-1967 yillarinda istatistik mekanik alaninda yaptig
caligmalarda bu yontemi kullanmusgtir. Akigkanlar mekanigi ve plazma fiziginde
yapilan uygulamalar arasinda ise Stuart [65], Watson [66], Hasimoto ve Ono
[67], Frieman [68], Nayfeh [69] ve Kawahara [70]'min c¢aligmalari sayilabilir.
Bu aragtirmacilar, tirev acillim yonteminin sistematik olarak uygulanmasi
ile kuvasi-monokromatik dalgalarin genlik modiilasyonunda yonetici denklem
olarak NLS denklemini, uzun dalga yaklagiminda ise KdV denklemini elde

etmiglerdir.

Tirev agilim yontemini agiklamak i¢in, lineer L ve nonlineer N olmak tizere iki

operator tammlayahm

122w = (2.2) 0 o

Burada F, u’ya ve tlirevlerine bagh bir fonksiyondur. <« ve ¢ bagunsiz
degiskenlerinin asagidaki bigimde daha genig bir yapida o6lgeklendirildigini

varsayahm
Ty L1y L2y eeereenns Ty ve to,t1,ta, ... tm. (3.2)

Burada z, =¢e”zr ve t, ="t (n =0,1,2,....., M) biciminde tanimlanmg olup,
¢ kiiciik bir parametredir. Dolayisiyla u(z,¢) bagh degiskeni de genisletilmig

bagimsiz degigkenlerin bir fonksiyonu olacaktir
u(mo,wl,mg,....:EM;to,tl,tg, ..... t]\/[). (33)

Bu durumda z ve ¢ degigkenlerine gore tiirev bagintilar: agagidaki gibi verilebilir

8 L .0
$ET;)6 e Ze — (3.4)

n=0

Bu bagintilar L, N operatorlerinde yerine konursa agagidaki yapilar elde edilir

M
n o 0 9 M4
( ) Ze L, (6% ..... Tor B (%M) +0(eMY,

o @ 9 MAL o s
" —_— . —_— (3.
( ) ZsN (axo B B &M)w(e ). (3.5)

Benzer bicimde, bagiml degisken u da asagidaki asimptotik agihm ile
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karakterize edilebilir
M
U(Z0y -0y ZMy L0y ey M3 E) = Z ™ Um0y, .. Tar, b0y e tpr)- (3.6)
m=1

(3.5) ve (3.6) iligkileri (3.1) diferansiyel denkleminde yerine konur ve
€’un cegitli mertebeden kuvvetlerinin katsayilar: sifira egitlenecek olursa bagimh
degiskenleri yoneten bir diferansiyel denklem seti elde edilir. Bu denklemlerin
ardigik olarak ¢oziilmesiyle kuvvetli dispersiyon igeren halde NLS, uzun dalga
yaklagiminda ise KdV tipinde denklemler elde edilir. Burada onemli bir nokta,
ortamda dissipasyon varsa elde edilecek olan denklemin dissipatif NLS olacagidir
ki bu da pertiirbasyon yénteminin dissipatif sistemlere uygulanacak bi¢imde
modifiye edilmesi geregini ortaya koyar. Buna iligkin bir aragtirma Asano
[71] tarafindan, zayif nonlineer sistemler icin, isitilan bir siur tabakasinda
konvektif dalgamin modiilasyonu probleminde ele alinmig ve yonetici denklem
olarak dissipatif NLS denklemi elde edilmigtir.

3.3 indirgeyici Pertiirbasyon Yontemi

Indirgeyici pertiirbasyon yontemi ilk kez Taniuti ve calisma arkadaglar
tarafindan formile edilmigtir. Bu konudaki ilk ¢aligmalara 6rnek olmas:
i¢in, Taniuti ve Wei [72], Taniuti ve Washimi [73], Taniuti ve Yajima [74],
Asano ve Taniuti [75]’ye bakilabilir. Ayrica dispersif sistemlerin uzak alan
davramsglarina iligkin daha genig bir aragtirma Jeffrey ve Kakutani [76]’de
bulunabilir. Nonlineer dispersif dalgalarin asimptotik davramigimi incelemek
i¢cin 1960 yilinda, Gardner ve Morikawa [77] agagidaki formda bir koordinat

doénuglimi tammlamiglardir
E=e"(z—Xt), T=c¢€"t (3.7)

Burada A, v ve p birer pozitif sabiti géstermektedir. Lineerlegtirilmis alan
denklemlerinin uzun dalga yaklagiminin asimptotik davramsgimi tanimlayabilmek
i¢in, tanimlanan bu dontigum ile baglh degigkenlerin ¢ cinsinden kuvvet serisine
agilimini birlegtirmigler ve bu kombinasyona indirgeyici pertiirbasyon yontemi
adim vermiglerdir. En genel anlamda degerlendirilecek olursa, bu yontemin
nonlineer diferansiyel denklemlerin, uzak alan davramslarim karakterize eden
bir ya da birden fazla nonlineer denkleme indirgenmesi i¢in sistematik bir sema

onerdigi séylenebilir.



Taniuti [78] 1974 yilinda

oU oU ~ TTs O s 0
= T A(U) 5 +b(U) + > H(Ha(—%— +Kiz)U=0.  (38)

at B=1a=1

sinifindaki denklemlerin uzun dalga yaklagimi altinda incelenmesi icin bir
yontem geligtirmistir. Burada U (u!,u?,u3,....u™) n bilegenli kolon vektori,

A, H2 n x n lik matrisleri, b ise n bilegenli kolon vektorii gostermektedir.

Yontemi agiklamada basitlik saglamak amaciyla, (3.8) denkleminin son

teriminin sifirlanmasi ile olugan agagidaki sistem goz oniine alinacaktir

ou ou

s + A(U)E; +b(U) =0. (3.9)
(3.9) denkleminin U = Uy sabit ¢dztimiiniin b(Up) = 0 uygunluk kogulunu
saglamas: gerekir. Kuvasi-monokromatik dalgalarin yayilimi ile ilgilendigimiz

i¢in (3.9) denklemine
U = Up 4 U *e=D L ke, (3.10)

formunda ¢oziim arayalim. Burada k dalga sayisini, w agisal frekansi, k.e. ise
istel ifadenin karmagik eglenigini géstermektedir. §U artimsal biiyiikliigiiniin
bagindaki 4, bu parametrenin kiigiikliiglini vurgulamak icin eklenmistir. Bu
¢ozim oOnerisi (3.9) denkleminde kullanilir ve gerekli lineerlestirme yapilirsa

agagidaki dispersiyon bagintisi elde edilir
|iwI — ikAg + Vubo| = 0. (3.11)

Burada Vy U’ ya gore gradyan operatorinti, I birim matrisi géstermektedir.

Ay ve bg ise agagidaki gibi tanimlanmiglardir
Ao = Aly=u,; bo = blu=u,- (3.12)

(3.11) denklemi w ile k arasinda w = w(k) formunda bir bagint: verir. Bu bagint:
dispersiyon bagintis1 olarak isimlendirilir. Asagidaki formda bir W; matrisi

tamimlayalim
W, = il{wl — kAp) + Vibo. (3.13)

Burada [ bir tamsayidir. Lineer diizlem dalgalarin modiilasyonunu

tamumlayabilmek igin (3.7) ile tanimlanan koordinat doniigiimiinde v = 1 ve
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u = 2 sayisal degerleri kullanilacak olursa (3.7) ddnfiiglimleri asagidaki hali alir

£ =e(z— M), T=ct  (3.14)
U vektorintin U = Uy civarinda asagidaki bigimde bir kuvvet serisine
agilabilecegini varsayalim
o0
U=Up+ ) &"U,. (3.15)
n=1

(3.15) agihmi A(U) ve b(U) biiyiikliklerinin acik ifadelerinde yerine konursa
agagidaki ifadeler elde edilir

1
A=Ag+eU;.VyuAy+ g2 (Uz . VuAy + EVUVUAO U, Uy ) + .l

1
b =¢eU; . Vubg + &2 (U2.VUb0 + EVuVubo : U Uy )
+ 83 (U3.VUb0 + VUVUbO : U1U2

1 .
+EVUVUvUb0 . UlUlUl) o (316)

(3.16) ifadelerinde goriinen bazi yapilarm tammlar agagidaki gibidir

N
. [OA
Up.VuAo = Y u} (67) ,
U=U0

i=1

= 8%A
. = td [
U,U; : VVyAp = Zulul ( ot 3uf)u=u : (3.17)
i, °
(3.14) ile tammlanan koordinat dontigiimleri kullamilarak tirev ifadeleri
agagidaki gibi olugturulabilir
a 0 0 9 g 5,0

5,909,989 29 — e\ = el (3.18)
oz 8z CoE o ot aeCar '

(3.18) ile verilen tiirev agilimlar ve (3.16) seri acihimlar: (3.9) diferansiyel
denklem sistemlerinde yerlerine konursa e’un gesitli mertebeden kuvvetlerini

iceren bir denklem seti elde edilir

O(e) mertebe denklemler :

& + Ag B—U£ +U; .Vybg =0. (3.19)
ot Oz
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O(&?) mertebe denklemler :

U, U, oU, U, aU;

— = —Z1+U;.VygAg—

5 /\65 + Ao 5, T Ut Vuhop- Ao&,5

1
+ U2 . VUbo + EVUVUbO : U1U1 = 0, (320)
O(&®) mertebe denklemler :
6U3 8U2 6U1 8U3 6U2 8U2 8U1
- Ay (—— U,.V —=
> ’\6§+6+0(6x+6§) 1 UA0(6$+6§)
1 ouU,

+ (U2 . VyAp + ‘2‘VUVUAO U, UI)T + Us . Vybg
+ VUvUbo . U1U2 + %VUVUVU : U1U1U1 =0. (321)

Alan Denklemlerinin Coziimii

O(e) mertebeden denklemlerin yapis: incelenecek olursa agagidaki formda bir

¢Ozliim Onerisinin uygun olacag goriilebilir
U, = Ugl) ezxpli(wt — kz)] + k.e. , (3.22)

burada Ugl) heniiz agik yapis: bilinmeyen bir fonksiyon olup yonetici denklemi
daha sonra elde edilecektir. (3.22) ile verilen ¢Szlim onerisi (3.19) denklem
setinde kullamldlgmda U( ) icin (3.11) dispersiyon bagmntisimin saglanmas:

gerekir. W matrisinin sag 6zvektori R ile gosterilirse U( ) ¢Oziimll
U =a,(¢,7) R (3.23)
bi¢iminde ifade edilebilir. Burada ®1(£, 7) bilinmeyen bir fonksiyon, R ise
W;R =0, (3.24)
denklemini saglayan ve A ozdegerine karsi gelen sag 6zvektordiir. (3.22) ¢ozimii

(3.20)’de yerine yerlestirilirse agsagidaki denklem elde edilir

ou ou 0%,
o+ Ao~ 2 1 Uz.Vubo + (Ag — AI) -

5 LR expli(wt — kz)]

1
+ |, *[ikVuAo : (RR* — R'R) + -VuVubg : (RR* + R*R)]

24



1
®?[—ikVyAe: RR + §vUvUbo : RR] exp[2i(wt — kz)] + k.e. = 0 (3.25)

(3.25) denklemi incelenecek olursa U, i¢in agagidaki formda bir ¢éziim

6nermenin uygun olacag: gorilir
U, = U(O) + U(l) expli(wt — kz)] + ng) exp[2i(wt — kz)] + k.e.  (3.26)

Bu ifade (3.25)’de yerine konursa U, (1) yoneten diferansiyel denklem agagidaki

formda elde edilir

W, U + (Ag — AI)RM; 0. (3.27)

Buradan detW; = 0 olmas: nedeniyle (3.27) denkleminin U, (1)rg gore
¢oziilebilmesi i¢in

L (Ao — M) R =0, (3.28)

uygunluk kogulunun saglanmasi gerekir. Burada L, R’ye kars: gelen sol 6zvektor
olup

LW, =0, (3.29)

denklemini saglar. (3.24)in &’ya gore tirevi alinrsa

R
i(Ag — AI) R+ Wy %—k- =0, (3.30)
bulunur. Bu iligki (3.27)’de kullamlacak olursa
W, 0% R, _
WUy +ime ¢ 8k) 0, (3.31)
elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimi
W _ g g 0% R
Uy ' =& R~ 3 Ok (3.32)

geklinde verilir. Burada ®;(£, ) bilinmeyen diger bir fonksiyon olup yiksek

mertebeden agilimlardan elde edilmelidir.

(3.25)den UL ve U ¢oziimleri agagidaki gibi verilebilir
U(O) Iq) |2 R(O) ; U(2) @2 R(2) (333)

Burada ®*, ®,’in kompleks eslenigi olmak fizere |®;]* = ®;®} seklindedir ve
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R§°) ve Rgz) vektorleri de agagidaki bicimde tanimlanmasgtir

1
Ry = —-W;[ikVyAo : (RR* —R'R) + 5VuVubo : (RR*+R'R)]

1
RY = ~W;'[ikVyAo . RR + 5VuVubo : RR]. (3.34)

(3.22) ve (3.26) ¢Oztimleri (3.21)’de yerine konacak olursa Uj’iin agagidaki
sekilde bir ¢6ziim kabul edecegi gosterilebilir

Us = UP + U expli(wt — kz)] + UP exp[2i(wt — k)]
+ U exp[3i(wt ~ kz)] + k.e. (3.35)

Burada Uga) (¢ = 0,1,2,3) yavag degigkenlerin fonksiyonudur. Burada
®,’i yoneten diferansiyel denklem elde edilmeye ¢aligildigindan Ugl)’i yoneten
diferansiyel denklemi yazmak yeterli olacaktir

2
R+ (Ao A2 R ;22 OB

o0, oR
0¢ 0€2 Ok )

w; U{" + =

+ [-2kR* . Vy Ao RY —ikR{” . Vy Ag R + ikR{Y . Viy A R

— ikVy Vu Ag : RR*R+Z—2’?3VU Vu Ag : RRR* +Vy Vy by : RR{

1
+Vuy Vubo : R*RP + 5Vu Vu Vubo : RRR'|®:17 @ =0.  (3.36)

Bu ifade soldan L ile ¢arpilir ve (3.30) uygunluk kogulu kullanilirsa agagidaki
Nonlineer Schrodinger denklemi elde edilir

.3@1+ o)
Z or p o2

L +q[®°® =0. (3.37)

Burada p ve g katsayilar: agagidaki bigimde tanimlanmistir

: R

g =iL. [ - 2ikR* . Vu ARy — kR . VyAgR + kR . Vy AR
ik
— ikVyVuA, : RR* R+ %VUVUAO :RR R”
+VuVube : RRY” + VyVube : R*RY
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1
+VuVuVubo : RR'R] / (LR) . (3.38)

p katsayisina farkli bir ifade bulmaya c¢aligalim. Bunun igin (3.30) denklemi k’ya
gore bir defa tiiretilirse agagidaki yap: elde edilir
PR

A\ oR.
iz R+ 2~ Ag) - — Wi = 0. (3.39)

Bu ifade soldan L ile ¢arpilir ve (3.29) kullanilirsa

10\ 108%w

P=%5%k = 206k (3.40)

bulunur. Bu tip denklemlerin genis bir incelemesi Teymur ve Suhubi [79]’de
bulunabilir.

3.4 Denklem Sistemlerinin Uzun Dalga Yaklagimi Altinda

Incelenmesi

Bu yontem hem dispersif hem de dissipatif sistemleri karakterize edebilen

agagidaki denklem sistemleri i¢in uygulanabilir

%Itj Z H (H Kﬂ 9 5-) U=0. (3.41)
B=1a=1

Gardner-Morikawa dontigtimil agagidaki yapida tanimlansin
1
E=e(z—M) , 7=€¢TH | a= ;——1 (3.42)

Burada ¢ kiiciik bir parametre olup, lineer denklemlerin, uzun dalga
yaklasiminda, asimptotik analizinden elde edilir. A ise U = Uj icin A(Up) =
A matrisinin o6zdegeridir. U, A, H?, K2 ifadelerinin U = Uj sabit ¢oziimi

civarinda agagidaki gekilde seriye acildig varsayilmigtir

o0 [oe} o0 x>
U=)YeU;, A=) ¢dA;, Hi=) JHS;, Ki=) K. . (343)
j=1 7=0 =0 j=0

Bu agihmlar ve (3.42) doniiglimii (3.41)’de yerine yazilir ve €'un kuvvetlerine

gore diizenlenirse agagidaki denklem takimi elde edilir

O(e**1) mertebe denklemler :

(Ag — AI) —= =0, (3.44)
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O(e**?) mertebe denklemler :

U, 8U1 oU,
(Ap — AI) 5 + + U . (VuAy) 3
oPU
+ Z H —AHA )+ KA =0 (3.45)

oer

=1 a=1
Ag'in X\ Ozdegerine kargi gelen ozvektér R ile gosterilirse agagidaki bagmnt
yazilabilir
(Ag —AI) R = 0. (3.46)
O halde (3.44) denkleminin ¢oziimii

geklinde verilebilir. Burada ®,(£,7), U1’in R boyunca olan bilegeni olup, diger
bileseni V(7), baslangi¢ kogullarindan belirlenecek olan bir fonksiyondur. ),
Ao’ bir 6zdegeri oldugundan (3.45)'in OU4 /3¢ cinsinden ¢oziilebilmesi icin
agagidaki uygunluk kosulunun saglanmas: gerekir

oryU,
otp

6U1
or

(U .VyAg aU1)+L ZH( AH? +KP ) =0. (3.48)

B=1co=1
§ = oo i¢cin U — Ug oldugundan £ — oo igin U; — 0 gecerlidir. Bu durumda
Vi(r) = 0 almabilir ve U; ¢oziimii U; = ®1(£, 7)R sekline doniigiir. Buna gore

®,’1 yoneten evoliisyon denklemi

8@1 8<P1 apél _
**B_-f'clq’l ET: +c2 oer =0 (3.49)

haline gelir. Burada ¢;, ¢y sabitleri

C =L. (RVUAQR)/(LR) s

ca=L. Z H (=AHS, + K2R /(L. R) (3.50)

f=1a=1
seklinde tamimlanmigtir. (3.49) denklemi p = 2 i¢in Burgers ve p = 3 igin de
Korteweg-de Vries denklemi olarak bilinir. Verilen bir nonlineer diferansiyel
denklem sistemine uygun Gardner-Morikawa doniigiimi bulunmadig: hallerde

denklem sisteminin lineerlegtirilmig haline ait dispersiyon bagintisina bakilir. a
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ve b reel sabitler olmak tizere dispersiyon bagintisim k’min kiigiik degerleri igin

w=ak+bk®+ 0%

w=ak+bk®+O0Kk* (3.51)

seklinde seriye acilabiliyorsa, sonlu genlikli dalga yayilmas: incelenmesi
durumunda nonlineer diferansiyel denklem sisteminin asimptotik olarak
Burgers denklemine, KdV veya onun genellestirilmis formlarnna indirgenecegi
soylenebilir. Burada ozet olarak sunulmaya caligilan yontemlerden indirgeyici
pertiirbasyon yontemi, bundan sonraki boéltimlerde incelenecek problemlerde

kullanilacak ve ilgili evollisyon denklemleri elde edilecektir.
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4. ZAYIF NONLINEER DALGALAR

4.1 Girig ve Temel Pertuirbasyon Semasi

Bu bélimde, (2.48)-(2.50) ile verilen boyutsuz denklemler kullamilarak, ici
akigkan ile dolu nonlineer, ince ve yarigap: degigken tiiplerde kiiglik fakat
sonlu genlikli dalgalarin yayilimi incelenecektir. Pertirbasyon semasimin en
genel formu elde edildikten sonra, Bolim 4.2°de viskoz olmayan akigkan hali
icin, Boliim 4.3’de ise viskoz akigkan hali i¢in problem incelenecek ve yonetici
denklemler elde edilecektir. Boliim 4.4’de ise elde edilmig olan ydnetici

denklemlere ilerleyen dalga ¢oziimleri sunulacaktir.

Incelenen problemin fiziksel kogullar1 dolayisiyla, problemi bir simir deger
problemi olarak ele almak uygun diismektedir. Bu tir problemlerde, verilen
frekansa karsilik, dalga sayisi, dispersiyon bagmtisindan elde edilir. Uzun
dalga yaklagimini temsil etmek tizere, asagida verilen yapida bir koordinat

doniigimiind kullanmak uygundur
E=e%(z—gt), T=e"z, (4.1)

Burada ¢ nonlineeritenin ve dispersiyonun mertebesini karakterize eden kii¢iik
bir parametre, g ise bir 6lgek parametresidir. Burada alan degigkenlerinin (&, 7)
degiskenlerinin ve ¢ parametresinin bir fonksiyonu oldugu kabul edilecektir.
Tiipilin yarigapinin degisimini hesaba katmak igin, (4.1) ile ifade edilen koordinat
donligimii gozontinde bulundurulursa, yarigap degisimini karakterize eden @
ve ¢ acilarim €412 mertebesinde kabul etmek gerekmektedir. Bu durumda

s6zkonusu acilar agagidaki bigimde ifade edilebilirler
® = Ae®T?  $ = ae®T2. (4.2)

Burada A ve a sirasiyla, sekil degigtirmeden onceki ve sonraki yaricap degisim

agilarini karakterize eden parametrelerdir.

Ayrica, alan degigkenlerinin agagidaki formda asimptotik seriye acilabilecegi
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varsayilacaktir

% = Euj + 52u2 + ...,
V= €v; + 52'02 + ..

2
Vy = EVz1 + E7 V9 + ..,

p=po+epi +e°pr+ ... (4.3)

Burada u1,...p2, (§,7) degiskenlerinin fonksiyonudurlar. Ayrica, (4.1) ile ifade
edilen koordinat dontigiimiiniin altinda, yarigap degisimini karakterize eden ®z
ve ¢z terimlerinin, sirasiyla (Ar)e ve (a7)e terimlerine doniigmekte oldugu

kolaylikla gortilebilir. Bu durumda agagidaki agihmlar gecerlidir

AL = A, (4.4)

A A A
Az = A+ [ul + ( GA)T:I e+ [U2 - —zul ~ —(a— &A)Tz] €2,(4.5)

TN A A
1 8% Ap
m‘g}; = Qo + (23] [Ul + (a - A_Z’A)T:] £+ ... (4'6)
1 9% Ao Ag ?
ooy, ot h [ tlas A,A)T] y {/32 ERC~ )T}
A A A
0t [ = {0 - (e - 2477} 2 (@7

Burada ag, @1, 80,81 ve 2 katsayilar: asagidaki bigimde tanimlanmigtir

Lo L2 1 &

O TN 0N, T XA, 000N,

1 9% 182y 1 »%
b=y P P oenae 48

4.2 Viskoz Olmayan Akigkan ile Dolu Tiiplerde Nonlineer Dalga

Yayilmasi

Problemin bu genel yapilarinin ortaya konmasindan sonra, bu bdliimde ilk

olarak viskoz olmayan akigkan ile dolu tiip hali ele alinacaktir. Bu amagla (2.51)
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ile verilen tiip denklemi ve (2.52), (2.53) akigkan denklemleri kullanilacaktir.

Bu boliimde, (4.1) ile verilen koordinat doniigiminde o parametresi 1/2

degerinde kabul edilecektir. Buna gore koordinat doniigimi
=z —gt), T=¢% (4.9)

seklini alir. Bu durumda, yarigap degigimini karakterize eden ® ve ¢ agilarini

€5/2 mertebesinde kabul etmek gerekmektedir. Bu durumda sézkonusu agilar

agagidaki bicimde ifade edilebilirler
® = A%/ $ = ac®/? (4.10)

(4.3), (4.9) ve (4.10) aglimlar: akigkana ait alan denklemlerinde kullanilir ve
elde edilen denklem sistemi ¢’un cegitli mertebelerinden kuvvetlerini igerecek
bicimde diizenlenirse agagidaki denklem takimlar: elde edilir.

O(e) mertebeden denklemler:

Ju; Mg %

Ovy | Op1
ga—g + 5 = 0. (4.12)

O(e?) mertebeden denklemler:
Ouy AgOvg XgOvi 1 Ovy 1 O

et o Taor TaMar T2V =0 (413
Ovy  Ops Ovi | Op1
—g ¢ + b€ + v1 B¢ + 37“ = 0. (4.14)

Bu denklemlerde p; ve ps fonksiyonlar: heniiz bilinmemektedir. (4.3)-(4.8), (4.9)
ve (4.10) agihmlarim (2.51) ile ifade edilen tiip denkleminde yerine konursa,

cesitli mertebeden basing terimlerini agagidaki bicimde elde edilir

po = Do, (4.15)
A
p1=(B1— f—Z)m + [(a — sz-A)ﬁl - %a T, (4.16)
i o? B B B
p2 = (:Zi: — ap) 8;21 + (81 — /\—:)W + (B2 /\1 + :\—%) :



+ 2 [( - %‘0‘14)/32 f '/6\2 a] TU;
+ [(a—%A)Z’ﬁz-f—e( 2 :\\gA2)+B° 2] . (4.17)

Alan Denklemlerinin Coéziimleri

(4.11), (4.12) denklemlerinin integrasyonundan asagidaki ifadeler elde edilir

2
= U(éa T)a v = %U(fa T) + f(T)7 b1 = 2"-)\9;'(](67 T) + h(T) (418)

Burada U({,7) yonetici denklemi daha sonra elde edilecek olan bilinmeyen
bir fonksiyon, f(7) ve h(r) ise 7 degigkenine bagli bilinmeyen fonksiyonlardir
ve tamm klimesi sonsuz boyutlu ise sifir alinmalidirlar. Buna ek olarak,
7’nun biiyik degerleri igin alan degigkenlerine sonlu ¢éziimler bulabilmemizin
miimkiin olabilmesi igin, (4.16) ile verilen p; esitligindeki 7 teriminin katsayis:
da sifir olmalidir.

(a — i—eA)ﬁl -5,0=0. (4.19)

Bu baginti, sonlu statik gekil degigtirmeden sonraki yarigap degisim parametresi
a ’y1, baglangictaki yaricap degisim parametresi olan A ’ya bagh olarak ifade
edebilmeyi miimkiin kilar

A3B1
Az(AefB1 — Bo)

(4.16) ve (4.18) ifadelerindeki p; yapilari kargilagtirilirsa, U(€,7) fonksiyonu

a= A. (4.20)

i¢in sifirdan farkl bir ¢oziimiin bulunabilmesi i¢in agagidaki kogulun saglanmasi

gerektigi goriilebilir
= (Aef1 — Bo)/2. (4.21)

Burada g, ortamda yayilan dalganin uzun dalga boyu limitindeki faz hizina karg:
gelir. Bu AgB; — Bo > 0 oldugunda gegerlidir. Bu durumda, (4.18) ile verilen
¢bziim agagidaki bicimde ifade edilebilir

2

2 2
= U(E,7), o= A_iU(f’”’ = A%U(s,ﬂ- (4.22)

(4.22) ¢bztim ifadesi. (4.13), (4.14) ve (4.17)’de kullanilirsa agagidaki esitlik elde
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edilir

Ouz | Ao vz 0U 959U g_aa_U_
9% T2 a et U Ty o = (4.23)
Ovy  Opy 2¢%0U 4g ou
—g 5 T o T o + = 3 =0, (4.24)
2 2
_mg _ OU g B _B o
Pz—()\a/\z Olo)a52 + (8 /\0)11:2-1-( 273, +)\2)U

BoB2 By | Bo B3 B Bo
+2 (m bW + /\2> atlU + (A% 552 + g~ >‘_§> a*r?. (4.25)

va, (4.23)-(4.24) denklemlerinden elimine edilirse agagidaki yapiya ulagihir

ou
9

29 Ous 1 0pg 4g 8U 10g _OoU 2ga
_o9rr2 —U—— 294
% 3 TgoE Theor T e Ty

(4.25) ile verilen p, ifadesinin (4.26) iligkisinde kullamilmas: ile de agagidaki

)T 5g =0 (4.26)

degisken katsayili Korteweg-de Vries denklemi elde edilir

ou ou PU oUu

a -|-/J,1U 6§ +/,t2 6§3 -l-[,LgaT—é-é_—:O. (427)

Burada p1, 2 ve ug katsayilar: agagidaki gibi tanimlanmiglardir

5] 1 2
m= g + ——(/\952 B1 + ﬂo) p2 = @‘(Tf— — Agao),

_ 1 BoP2
= on T Bi1(XeB1 — Bo)’ (4.28)

(4.28) ifadelerinden goriilebilecegi gibi iy, u2 ve ps katsayilarmin degerleri, tip

malzemesinin baglangi¢ sekil degistirmesine baghdir. Buna ek olarak, eger
yarigap degisim parametresi olan a sifira egitlenirse, (4.27) denklemi, klasik
KdV denklemine doniigiir. Bir bagka deyisle, (4.27) denklemindeki son terim,
tiiplin yarigapimin degigiminin probleme katkisini ifade etmektedir.

4.3 Viskoz Akiskan ile Dolu Tiiplerde Nonlineer Dalga Yayilmasi
Bu bdlimde, i¢i viskoz akigkan ile dolu, yarigap: degisken ince elastik tipte,

kiiciik fakat sonlu genlikli dalgalarin yayihmi incelenecektir. Bu amagla, uzun

dalga yaklagiminda, indirgeyici pertiirbasyon yéntemi probleme uyarlanacaktir.
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Boyutsuz hareket denklemleri (2.48)-(2.50) incelendiginde, elimizde, p, u,
v, v, bilinmeyenlerine kargsilik, bu bilinmeyenleri iceren i¢ denklem oldugu
gorulmektedir. Bu durumda sistemi kapatmak igin ek bir yaklagima ihtiyag
duymaktayiz. Bu ¢aligmada, bilinmeyenlerden birini elimine edebilecek iki farkli

yaklagim kullamilacaktir.
1. Yaklagum :

(2.49), (2.50) denklemlerinde, y = (Ag + v + ¢z — z)e? doniiglimii yapilir ve
viskoziteyi temsil etmekte olan v parametresinin mertebesi de 8 (v = £#7)
olarak kabul edilirse, bu denklemler agagidaki formu alir

Ou )

(O St 500+ d7 ) =0, (4.29)
Ov Ov  Op ﬁav_ s+2 v Ov,
et T a2 T N ierral\ay ) o (430

(4.1)-(4.3) ile ifade edilen agihmlar yukarida verilen (4.29)-(4.30) akigkan
denklemlerinde kullanilir ve elde edilen denklem sistemi e'un cesitli kuvvetlerine

gore diizenlenirse, agagidaki denklem setleri elde edilir.

O(e) mertebeden denklemler:

8'&1 6'01 il
Ovy  Opr
—g—a'g + 5 = 0. (4.32)
O(&?) mertebeden denklemler:
auZ 6U1 1 61)2 61)1 1 8v1 .
g65 + v T + = /\ <(9§+ >+2(ar+u1)6§ =0, (4.33)
6’02 6'01 8p2 6p1 = _atB—1 82’01 2v B—o+1 8vz1>

95¢ +v1 e T o +go = e FE NC By . (4.34)

Bu denklemlerde p, ve p; fonksiyonlar: heniiz bilinmemektedir. (4.1)-(4.7)
agilimlar1 (2.48) ile ifade edilen tiip denkleminde yerine konursa, g¢esitli

mertebeden basing terimleri agagidaki bicimde elde edilir

pa = Bo, (4.35)
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_ (8 - 2oy, 20 48, — 524l
p= (6 -5 1+[( * 4)6: 9}, (4.36)

2 52
—(/\i a)(%uz1 2al+(ﬂ1———)u2+(ﬂ2—&+f§)
+2 [( - f\\-e—A)ﬂz - §1a+ fg ] TU1
+ [(a - —;—j—A)zﬂg - %(a2 )\g A?) + f% 2] 72, (4.37)

Alan Denklemlerinin ¢dziimleri

(4.31), (4.32) denklemlerinin integrasyonundan agagidaki ifadeler elde edilir

2
U™, w= 2N+ ), pi= %U(e,r) Lh(r).  (438)

Burada U(&,7) yonetici denklemi daha sonra elde edilecek olan bilinmeyen
bir fonksiyon, f(r) ve h(7) ise 7 degigkenine bagh bilinmeyen fonksiyonlardir
ve tamim kiimesinin sonsuz boyutlu olmas: halinde sifir alinmalhidirlar. Buna
ek olarak, 7’nun biiyiik degerleri igin alan degigkenlerine sonlu c¢oziimler
bulunabilmesi igin, (4.36) ile verilen p; esitligindeki 7 teriminin katsayis1 da

sifir olmalidir
(a— A)ﬁ1 - —a = 0. (4.39)

Bu bagint1, sonlu statik sekil degigtirmeden sonraki yaricap degigim parametresi
a ’y1, baglangictaki yaricap degisim parametresi olan A ’ya bagl olarak ifade
edebilmeyi saglar

!
Az(AeB1 — Bo)

(4.36) ve (4.38) ifadelerindeki p; yapilarim kargilagtirirsak, U(£,7) fonksiyonu

icin sifirdan farkli bir ¢6ziimiin bulunabilmesi i¢in agagidaki kogulun saglanmas:

A. (4.40)

a=

gerektigi goriilebilir
= (AgB1 — Bo)/2. (4.41)

Burada g, ortamda yayilan dalganin uzun dalga limitindeki faz hizina kars: gelir.
Gergel dalga hizinin olusabilmesi i¢in AgB1 — Bo > 0 kosulu saglanmalidir. Bu
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durumda, (4.38) ile verilen ¢6ziim agagidaki bi¢imde ifade edilebilir

2 2g*
= U(§7T)a v = —gU(f,T), = LU(&T) (442)
)\9 )\0
(4.42) ile verilen ¢oziim, (4.33) ve (4.34)’de kullanihirsa agagidaki esitlik elde
edilir
B Ouas Mg Ovg oUu 3g. 0U ga ou

S T2 e T 95 %,V aE g oe =" (4.43)

Ovy  Ops 2g2 ou 4g U _ 209 o*U atB—1_ O,y Betl
g ¢ + ¢ + or + 8 Ao 362 /\9 Oy ¢ )
(4.44)

Ovy /O ifadesi (4.43), (4.44) denklemleri arasindan elimine edilirse, agagidaki

esitlik elde edilir
_2g0u; | 19p 4g 0U _Zlﬂg oU <2ga) ou

"3 0E T goE " agor 3 2
21/6 U 11 20 (aUn) B—a+1
/\9 5e2 —E Yog ————ay y_oe . (4.45)

(4.37) ile verilen py ifadesi (4.45) de kullanilirsa agagidaki master denklem elde

edilir

U , U 000U OU
Br DS Atk aes T H e
8*U o v,
+pgethl e + pseP ot (Tvyl—) = 0. (4.46)
y‘:

Burada u1, 42, 43, 44 ve ps katsayilan su sekilde tanmimlanmglardir

5 Bo 1 mg?

ﬂ1=§/\— 55 (AeB2 — B+ )a H2 = 42 X

)

M=“1 n BoBa #4:_3 ’uzi
5T 72N T Bi(MeBr —Bo) 20 07 Xeg’

Elde edilen bu master denklemden, pertuirbasyon parametresi olarak

(4.47)

adlandirabilecegimiz o ve viskozitenin mertebesini temsil eden 8 terimlerinin
gesitli sayisal degerlerine gore problemi temsil eden ¢esitli evoliisyon

denklemlerine ulagilabilir.

(i) @ = 1/2 ve viskozitenin mertebesini temsil eden 5 = 1/2 degerleri
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icin, master denklemdeki son terim diiger ve degisken Katsayili Korteweg-de
Vries-Burgers (KdVB) denklemi elde edilir

ou ou U oUu o*U
B +uU—= o€ + p2 5z 6% + psar 3 + pa5o oe2 = 0. (4.48)

(ii) o = 1/2 ve viskozitenin mertebesini temsil eden 8 = 3/2 degerleri igin
(4.47) master denkleminin son iki terimi diiger ve evoliisyon denklemi olarak
degisken katsayili Korteweg-de Vries (KdV) denklemi elde edilir

ou ou PU oUu
5 +uU— -+ w5 e +p ar—a—&— = 0. (4.49)

2. Yaklagim:

Bu alt boliimde, viskoz akigkan ile dolu yaricap: genigleyen tiiplerde nonlineer

dalga yayilmas: problemi, agagidaki yaklagim altinda incelenecektir.

2 Ov, 8v
= — . 4.50
V)\9+¢z+u (ax>x=z\9+¢>z+u V(/\g+¢z+u)2 (4.50)

Bu durumda, (2.50) denklemi agagidaki formu alir

R N N 8v
—0—t+v5;+ 0z (3z2 4 ()\9—l—¢z+u)2> ) (451)

Viskoziteyi temsil etmekte olan v parametresinin mertebesi de 8 (v = ePp)
olarak kabul edilir ve uzun dalga yaklagimin temsilen, (4.1)-(4.8) acilhimlar
(2.48), (2.49) ve (4.51) ile ifade edilen alan denklemlerinde kullanmlrsa, ¢’un
cesitli mertebelerini igeren bir denklem sistemi elde edilir. Elde edilen denklem
sistemi &’un cesitli kuvvetlerine gbre diizenlenirse, agagidaki denklem setine

ulagilir.
O(e) mertebeden denklemler:

Ou1 Ovy
rT + —Ae 3¢ =0, (4.52)
87)1 8])1 _
oG+ =0 (4.53)
O(e?) mertebeden denklemler:
8'112 au,l 1 6'02 6’01 ) 1 avl

- = ul U _ 54)
93§+ £+ Ag <8§+ —|-2(a7'—}—u1)65 0, (4.54)
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avz 3’01 6p2 apl _ 817 —~(1+a—8)
-9 B¢ + v B¢ + o€ or v V1€ . (4.55)
Cesitli mertebeden basing ifadeleri ise agagidaki formdadir
po = Po, (4.56)
A
(,31 — %)ul + [(a — )\—iA)'Bl — f—;)a] T, (457)
2
mg Puy 5, Bo
p2:(/\€)\z )662 2 1 (,31——)%2—}-(,82—-—-{- ?o)u%
+2 [(a A)Ba — '81 a + %a] TU1
A
+ [(a ~ -/fA)2/32 - %(aﬁ - A—gAz) + f;’ 2} 72, (4.58)

Alan Denklemlerinin Coéziimleri

(4.52), (4.53) ile verilen denklemler integre edilirse, 1.Yaklagim olarak
adlandirdigimiz bolimde (4.39)-(4.41) ile verilen iligkiler gecerli olmak fizere,
agagidaki ifadelere ulagihr

2
—wmmvﬁ%?mﬂ,m=%ﬂmﬁ (4.59)

(4.59) ifadeleri (4.54), (4.55) ve (4.58) denklemlerinde kullanilirsa agagidaki
denklemler elde edilir

Ougs Mg Ovg aU 3g..0U ga ou

P that) — . 4,
S5t 3o T T Uag "5 =0 (4.60)
Ov, apz 29 oU  4q¢? OU 1697 . _(110-p)
St o T a o Ve = U . (4.61)
mg? 8*U B1

2 s + (6~ 52+ S0
L4

p2 :-()\9/\~ 0) aéz (

BoB2  B1 | Bo B2 82 B
i ()\051 Ao * /\—2> arl + (Ag 702 + )\goﬂ - /\_§> a’r?. (4.62)

Ovq [ O€ terimi yukaridaki denklemler arasindan elimine edilecek olursa agagidaki
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master denkleme ulagilir

ou 6U 20-10°U ou —(ta—B)rr _
o + p1U—+ 6§ H2E o6 + psaT —— ot + pee U=0. (4.63)

Burada py, g, s ve ug katsayilar: agsagidaki gibi tanmimlanmigtir

1  mg?

) 1
2oz aa = 1+ ), 2 = (5L~ daco)

H1='2')\—9

s = — 1 + BoPB2 ue:ﬂ
572N T Bi(MefBr — o)’ Ag'

Elde edilen bu master denklemden, pertirbasyon parametresi olarak

(4.64)

adlandirabilecegimiz o ve viskoziteyi temsil eden (3 terimlerinin ¢esitli
sayisal degerlerine gore problemi temsil eden gesitli evoliisyon denklemlerine
ulagilabilir.
(i) a = 1/2 ve B8 = 3/2 degerleri igin degigken katsayili pertiirbe KdV denklemi
elde edilir

ou oUu BU ou

35 THrU%¢ B¢ + 25z 583 +u3a78—€

(ii) o = 1/2 ve B = 2 degerleri icin degigken katsayili KdV denklemi elde edilir

+ usU = 0. (465)

3
%[7{——}—;110'%—;]—{-#2% +u3ar%—g— = 0. (4.66)
Literatiirde, degisken katsayili evolisyon denklemlerinin, siurlarn dizgin
olmadig1 ve/veya homojen olmayan ortamlarda dalga yayilimi problemlerinin
incelenmesi sirasinda ortaya c¢iktigi goriilmektedir.  Buna ornek olarak
Johnson [80], Grimshaw [81], Horn ve arkadaglan [82]'min caligmalar
verilebilir. Grimshaw [81] ve Johnson [80]1n ¢aligmalarinda degigken derinlikli
ortamlarda, su yiizeyinde yalmz dalgalarin yayiimimn degisken katsayili
KdV denklemi ile yonetildigi verilmig ve denklemin katsayilarimin bazi 6zel
bag kogullarini saglamasi halinde, evoliisyon denklemine kesin ¢oztimler
sunulabilecegi gosterilmistir. Horn ve arkadaglar: [81] ise degigen derinlikli
ortamda olugan gravitasyonel su dalgalarinin yayilminn incelenmesinden elde
ettikleri evoliisyon denklemini, genisletilmis (extended) KdV denklemi olarak
adlandirmiglardir. Benzer tipte evolisyon denklemlerinin elde edildigi diger
caligmalar ve bu tip denklemlerin ¢dziimii igin Snerilen yontemler igin [83]-[94]

kaynaklarindan yararlanilabilir.
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4.4 Evoliisyon Denklemlerinin Ilerleyen Dalga Coziimleri

Bu boélimde, (4.27), (4.48) ve (4.65) denklemleri ile ifade edilen evoliisyon
denklemlerinin ilerleyen dalga ¢oztimleri verilecektir. Ancak oncelikle, elde
edilen bu evoliisyon denklemlerinin ¢éziimlerinin temelini olusturan KdV

denkleminin ¢ézlimi agiklanacaktir.
4.4.1 Korteweg-de Vries Denkleminin ilerleyen Dalga Coziimleri

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi agagidaki formda ifade edilebilir

du Pu
————I—aua—x—l-ﬂ = 0. (4.67)

ot e
Burada o ve 8 keyfi sabitlerdir. (4.67) denklemine
u=(8Y3))U, &=8Y*X, t=T (4.68)

seklinde bir degisken dénlgiimi uygulamirsa, KdV denklemi agagidaki forma
doniigiir
ou ou 83U

a " Vaxtaxs

(4.69) denkleminin agagida verilen yapida ¢oztimlerini arayalim

=0. (4.69)

U=U(), (=X -—cT, ¢ = sabit. (4.70)
(4.70) ¢Oztimi (4.69) denkleminde kullanilirsa
U"4+UU —cU =0 (4.71)

diferansiyel denklemi elde edilir. Burada s (’), ilgili bityiikliigiin ¢ degigkenine
gore adi tlirevini ifade etmektedir. (4.71) denklemi (’ya gore integre edilirse

agagidaki diferansiyel denklem elde edilir
UZ
U’ + 7—cU=A. (4.72)

‘Burada A bir integrasyon sabitidir. (4.72) denklemi dU/d( ile ¢arpilarak (’ya

gore tekrar integre edilecek olursa

3(U)?=-U® +3¢U*+6AU +6B = F(U). (4.73)
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bulunur., Burada B ikinci bir integrasyon sabitini gostermektedir.

(4.73) denkleminin gergel ¢dziime sahip olabilmesi ancak F(U) > 0 kogulunun
saglanmas; durumunda mimkiindir. Eger F(U) = 0 denkleminin bir
tane gergel kéki varsa bu durumda smirh ¢6ziim bulmak miimkiin degildir.
Bu nedenle, F(U) fonksiyonunun fi¢ tane ayrik gergel kdkiiniin oldugu
varsayllacaktir. Bu kabul altinda ¢; < ¢2 < ¢3 olmak tizere, F(U) fonksiyonu
agagidaki gibi yazilabilir

F(U) = (U - 61) (U - 02) (63 — U) (474)
Gerekli hesaplamalar yapilacak olursa
1 1 1
c= g(cl +c2 + 63), A= *8(6102 + coc3 + 6361), B = -6-616263 (4.75)

bulunur. ¢;, ¢, ve c3 kdklerinin ayrik ve gergel olmas: igin agagidaki esitsizlikler
saglanmalidir

?4+24>0, Flc+Vc2+24)>0, Fle—+/c2+24)<0. (4.76)

Burada tg¢ kok, iki tane de ekstremum noktas: oldugundan, ekstremum
noktalarindan birisi maksimum digeri de minimum noktas: olacaktir. F(U)
fonksiyonunun genel davranigt SEKIL 4.1’de A egrisi ile verilmigtir. (4.73)
denkleminin gergel ¢Oziimii ¢z ve c¢3 arasinda nonlineer bir salim
gostermektedir. Eger ¢y — ¢; ise bu ¢oziim yalmz dalgaya karsi gelir ve sekilde
B egrisi ile gosterilmigtir. Eger ¢ — c¢3 ise bu sabit ¢6zlime kars: gelen lineer
sinlizoidal dalgalan gisterir ve gekilde C egrisi ile gosterilmigtir. Eger {i¢ kok de
cakigiksa yine sabit ¢6ziim olugur ve bu ¢6ziim ilerleyen dalga formunda degildir.

F(U) r 3

SEKIL 4.1 F(U) fonksiyonun davramsg A : Knoidal dalga, B : Yalniz dalga,
C : Sabit ¢6ziim
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(4.73) denkleminin Jakobiyen eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢éziimtni

bulabilmek i¢in agagidaki formda bir fonksiyon tanimlayalim
y*(¢) = e = U(0). (4.77)
Bu yeni fonksiyon (4.73) denkleminde kullanilirsa
') = 11—2(9'2 +e1—c3) (¥ +er—ca), (4.78)
denklemi elde edilir. Bu denklemde

Y R R (4.79)

W= —F/—=,
/€3 — Ca Cc3 — Ci1

degisken doniiglimii yapilirsa (4.78) diferansiyel denklemi asagidaki formu alir

dw C3 — Cq
= dc¢. 4.80
V(1 — E2w?) (1 —w?) 12 ¢ (4.80)
w = sinf doniigimi kullamilacak olursa, (4.80) denklemi agagidaki forma

dontiglir

]
/ V1 —dlf?sin?ﬂ - Y (63 1_261) (C £ (4.81)

Burada d bir integrasyon sabitini gdstermektedir. (4.81) esitliginin sol yanindaki
integral ise eliptik integraldir. Bu integralin st sinir1 ¢, eliptik integralin genligi

ve bu genligin sintisli ise Jakobiyen eliptik fonksiyon olarak bilinir ve

C3 —C1
12

(¢ —d), k] (4.82)

w=sn[

seklinde yazilabilir. (4.82) ifadesi (4.79)’da yerine konursa

C

y=va=an|\[ 25 -0, (483)

bulunur. Bu ¢oziim (4.77)’de yerine konursa U(() ¢6zliimii Jakobiyen eliptik
fonksiyonlar cinsinden agagidaki gekilde elde edilir

[ €3 — €1 ]

L 4

U(¢) = ¢3 — (3 — c2)sn?

U(C) = cg + (c3 — ca)en?

C3 — C3

5 (C—d). k. (4.84)

Yukaridaki denklemdeki k sayis1 (0 < k& <« 1) eliptik integralin modiilii
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olarak adlandirilir ve (4.79)2 ile tamimlanmugtir. (4.84) denklemindeki cn
fonksiyonundan dolayr KdV denkleminin bu tir ¢éztimleri “knoidal dalga”
olarak bilinir ve periyodu K birinci tur tam eliptik integral olmak {izere

3
C3 — Cy

T, = 4K

(4.85)

seklindedir. Ozel olarak co — ¢ ise k — 1 olur ve cn eliptik fonksiyonu, sech

fonksiyonuna doniiglir ve T, de sonsuza gider. Bu halde de ¢oziim

- 1
U = c1 + (c3 — c1)sech? [1 / -631—261 (X - ‘3‘(2c1 + cs)T)} ; (4.86)

formunda verilebilir. Eger ¢; = Us, ¢3 —¢1 = @ olarak tammlanirsa KdV

denkleminin ¢6ziimi

U = Uy + asech® { {12- {X - (Uoo + %d) T}J ) (4.87)

formunda verilir. Burada U, U’nun sonsuzdaki durumunu, @ ise dalganin
genligini gostermektedir. (4.87) deki éézﬁm yalniz dalga’y1 ifade etmektedir. Bir
yalniz dalganin yayilma hizi, @ genligi ile birlikte artar. Dolayis: ile ayn1 y6nde
ilerleyen ve aralarindaki uzaklik yeterli derecede biiyiik olan iki yalmz dalgadan
geridekinin genligi daha biiytikse, ondekine yetigsecek ve aralarinda karmasgik
bir etkilesim olusacaktir. Sayisal hesaplamalar bir siire sonra bu etkilegimin
pratik olarak sona erdigini ve iki dalganin yeniden birbirinden ayrilarak yollarina
devam ettigini gostermigtir. Ancak carpigmadan sonra genligi biiyiik olan
dalganin 6ne gectigi gdzlenir. Carpigmalar: sonunda karakterleri degigmeyen
bu tiir dalgalara “soliton” ya da “yalmiz dalga” adi verilir.

4.4.2 Degisken Katsayili Korteweg-de Vries Denkleminin Ilerleyen
Dalga Coézumleri

Bu alt bolimde (4.27) denklemi ile ifade edilen degisken katsayih KdV
denklemine ilerleyen dalga ¢Oziimleri sunulacaktir.  Bu amacla, (4.27)

denklemine agagidaki formda ilerleyen dalga ¢6ztimii énerelim
U=F(), (=M¢—pr—Elar?). (4.88)

Burada )\ ve 3 denklemin ¢oziimiinden belirlenecek olan iki sabittir. (4.88)

ifadesi (4.27)'de kullanilirsa agagidaki diferansiyel denklemi elde edilir

—BF' 4y FF' + M pyF" = 0. (4.89)



Burada iis ('), ('ya gore tirevi ifade etmektedir. Bu galigmada, lokalize olmus
ilerleyen dalga ¢ozliimii ile ilgilenecegiz yani F' ve gegitli mertebeden tiirevlerinin
¢ — Foo olurken sifirlandig varsayilacaktir. (4.89) denklemi —oo dan oo’a
kadar ¢’ ya gore integre edilir ve lokalize olma kogulu kullamlirsa agagidaki
diferansiyel denklem elde edilir

—BF + “2—115*2 + puaNEF = 0. (4.90)

Bu tip diferansiyel denklemlerin ¢6zlimtnde, hiperbolik tanjant metodunu
kullanmak uygun olacaktir (Malfliet and Wieers [95]). Bu dogrultuda, yeni
bir n degigkenini agsagidaki gibi tanimlayalim

n = tanh (. (4.91)
Bu durumda, (4.90) denklemi i¢in Snerilecek ¢oziim agagidaki formu alir
F =c+dn’ (4.92)

Burada ¢ ve d ¢éziimden belirlenecek olan sabitlerdir. Caligmada lokalize olmug
¢oziim gdz oniine alindigy igin, n — F1 igin F sifir olmaktadir. Bu kogul
d = —c bagmtism diretir. d/d¢ = (1 — n?)d/dn tirev bagmntis1 gz oniinde
bulundurularak (4.92) ifadesi (4.90)’da yerine konur ve n’nin gesitli kuvvetleri
sifira esitlenirse agagidaki sonuglar elde edilir

_ (M€ \1/2 o

Bu durumda agagidaki formdaki ¢éziim ve dalga hiz ifadelerine ulagilir

U=csech’¢, (= (S—Lc-z—)l/z(f - %ar?' - E;—CT . (4.94)

Burada ¢ yalmiz dalganin genligine kars: gelmektedir. Yalmiz dalganin hizinin
degisken oldugu goriilmektedir. Elde edilen bu ¢éziim, aym formdaki degigken
katsayili KdV denkleminin ¢6ztimlerini Ters Sagilma yntemini kullanarak elde
eden Wadati [96]'nin sundugu ¢oziimlerle tamamen aynidir. Dalganin yayilma

hiz ise agagidaki gibi verilir

1

Up
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4.4.3 Degigken Katsayili Korteweg-de Vries Burgers Denkleminin
Ilerleyen Dalga Cdziimleri

Bu alt boliimde, (4.48) ile verilen degisken katsayilh KdVB denkleminin ilerleyen
dalga ¢oztimlerini elde edecegiz. Bunun icin sézkonusu denkleme agagidaki

formda bir ¢ézlim onerelim
U=F(), ¢=X\¢-pr—Elar?). (4.96)

Burada A ve B denklemin ¢oziiminden elde edilecek sabitlerdir. (4.96)
déniigiimii (4.48) denkleminde kullanilirsa agagidaki denklem elde edilir

—BF' + p1 FF 4+ M g F" + Ay F" = 0. (4.97)

Burada s ('), (’ya gore tiirevi ifade etmektedir. (4.97) denklemi (’ya gore

integre edilirse
—BF + ‘;—IFZ + U N2F" 4+ g \F' =D (4.98)

denklemi bulunur. Burada D bir integral sabiti olup dalganin +oc’daki degerine
baghdir. F’nin +oo’daki degeri Fif, ve —oo’daki degeri F7; ile gosterilecek olursa
(4.98)’den

—BFL + ELEL) + 8F5 - B (FL) =0 (4.99)

bulunur. Buradan § degerinin agagidaki bicimde olmas: gerektigi ortaya cikar

B=E(FL+Fy) (4.100)

Bu tip adi tiirevli nonlineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde hiperbolik
tanjant yontemini kullanmak uygundur. Bunun i¢in asagidaki formda yeni bir

n degiskeni tanimlanacaktir
n = tanh (. (4.101)
(4.98) denklemine agagidaki formda bir ¢6ziim 6nerecegiz
F=c+dp+en’ (4.102)

Burada ¢, d ve e c¢oziimden elde edilecek sabitlerdir. (4.102) ifadesinin n =
+1’deki degeri hesaplanirsa 8 ve D sabitleri agagidaki sekilde bulunur

B=qlct+e), D=—pec+ ‘;—1«12 e GE) (4.103)
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(4.102) ifadesi (4.98) denkleminde yerine konur ve n’nin cesitli kuvvetlerininin

katsayilar: sifira esitlenirse, agagidaki cebirsel denklem takimi elde edilir
%1—(62 —d®) 4+ 2X%pge + Augd = 0,
—pred — 20 pugd + 2 pge = 0,
—p1e? + Lo — 8N uge — Muyd = 0,
pade + 202 pod — 22 pge = 0,

5213 + 672 pze = 0. (4.104)

Bu denklemler ardigik olarak ¢oziiliirse agagidaki iligkiler elde edilir

3 pg 6 p H4
S S N S G S e). (4105
25 p1pa 25 pypho 10u2 B=pmlete) ( )

Elde edilen bu sabitler (4.88)’de yerine konur ve elde edilen veriler diizenlenirse,
degisken katsayili KdVB denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimii agagidaki formda

verilebilir

8 3y 2 pa Hs o
U=-—+—"—(sech®€ + 2tanh§), = — B — —at”). (4.106
o 25/“1#2( § £), ¢ 10%(5 pr — Sar®). (4.106)
Burada, dalga genligi (8/p1+3u?/25p1 p2) olup B’ya baghdir. Dalganin yayilma
hiz: ise agagidaki gibi verilir

1

Up

4.4.4 Degisken Katsayilh Pertiirbe Korteweg-de Vries Denkleminin
Ilerleyen Dalga Céziimleri

Bu alt bolumde, (4.65) ile verilen degigken katsayili pertiirbe Korteweg-de
Vries denkleminin ilerleyen dalga coziimleri sunulacaktir. Bu amagla, (4.65)
denklemine agagidaki formda bir ¢6zlim 6nerelim

U=s()V(C), ¢=a(r)§—e(r)-5ar). (4.108)

Burada x(7), a(T) ve ¢(7) argiimanlarimin bilinmeyen birer fonksiyonudurlar.
V(¢) ise ¢('min bilinmeyen bir fonksiyonudur ve ¢éziimden elde edilecektir.
(4.108) ¢ozlim Onerisi (4.65) denkleminde kullanilirsa agagidaki diferansiyel
denklem elde edilir

K1)
ke

/(1)

)

+#6}V+
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+ [—a(r) (T)V' + pa(r)s(T)VV' + ppo®()V™"] = 0. (4.109)

Burada iis ('), fonksiyonlarin argiimanlarina gore tlirevlerini ifade etmektedir.
Bu agsamada, (4.109) denpkleminin son parantez igindeki parcasimn sifir

oldugunu varsayalim, bu durumda agagidaki iligkiler gegerlidir

k(1) (1) o
[K(T) +,ue] v+ o) (V' =0. (4.110)

— (M) + uis(T)VV' + pad®(r)V" = 0. (4.111)

(4.111) denklemi (’ya gore integre edilirse agagidaki esitlik elde edilir

VZ
~@(N)V + pr(r) 5 + pae(r)V" =0. (4.112)

Simdi burada (4.112) denklemine klasik KdV denkleminin bir ¢6ziim olmas: i¢in
gerekli kogullar: aragtiralim. Bu amacla (4.112) denklemine

V=1-n% (4.113)

formunda bir ¢dziim arayalim. d/d¢ = (1 — n?)d/dn tiirev iligkisini gbz oniinde
bulundurulursa, (4.113) ifadesinin (4.112) denkleminin bir ¢6ziimii olabilmesi

icin agagidaki kogullarin saglanmas: gerekir.
_1oH2 2 ' _ 2
k(1) = 12;1—1—a (1), ¢'(7) = par(r) — 8u2a*(7). (4.114)

Bu fonksiyonlarin belirlenebilmesi igin ek bir iligkiye ihtiya¢ vardir. Bu iligki
de (4.110) denkleminden elde edilecektir. Ancak, onerilen (4.113) ¢éziimii,
(4.110) denklemini noktasal olarak saglamaz. Bu nedenle, V fonksiyonu karesi
integre edilebilir oldugundan (4.110) denklemi ortalama anlamda saglanmaya
caligilacaktir. Bu amagla, (4.110) denklemi V ile ¢arpilir ve ({ iizerinde ve
(—o0,+00) arahiginda integre edilirse agagidaki denklem elde edilir

k'(r)  o'(r) 2\ __ 2\ _ i 2
(&(T) ~ 2a(r) +us)(V)=0, (V )__4 V3dC. (4.115)

Bu ifadenin biitiin 7 degerlerinde saglanabilmesi i¢cin

&'(r)  o(7)
k(t)  2a(r)

+ 6 = 0, (4.116)

olmalidir. Diger yandan (4.114); denkleminden o'(7)/a(r) = &'(r)/2x(T)
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oldugu goriilerek, bu iligki (4.116)’da yerine konursa asagidaki denklem bulunur

k'(r) 4
KZ(T) + 3/-"6 = 0. (4117)
Bu denklemin ¢oziimiinden
4
k(T) = ag exp(—gper) (4.118)

elde edilir. Burada ag, 7 = 0 daki dalga genligini karakterize eden bir sabittir.
(4.118) ¢bziimii (4.114) denklemlerinde yerine konur ve gerekli integral iglemleri

yapilirsa agagidaki ¢oziimler bulunur

pia 2
o(r) = (T3,)"/* exp(—5ner),

L ..
o(r) =7 " [1 — exp(—5pe7)l- (4.119)
Bu durumda toplam ¢6ziim agagidaki gekilde verilebilir

U = s(1)sech®¢,

_ (M0 o 2 pmag 4 ks,
¢ (12N2) exp( 3H6T){€ 12H2[1 exp( 3;;67“)] 5 a7 }oo (4.120)

Dalganin yayilma hizi ise agagidaki gibi verilir

1
(61/3)(7) + paar

= (4.121)
Burada, (4.120) ¢dzlimiiniin (4.65) denklemini ortalama anlamda sagladigim
ifade etmek gerekmektedir [97].

4.4.5 Yaricap Degigsiminin Dalga Hizlarina Etkisi

Bu kisimda, yaricap degisiminin (4.95), (4.107), (4.121) ile verilen dalga
hizlarma olan etkisi incelenecektir. Bu hiz ifadeleri incelenecek olursa, her iig
ifadede de yarigap degisimini karakterize eden a parametresinin p; katsayisi
ile carpim halinde oldugu goriilebilir. Dolayisiyla, ps katsayisimin isaretini
belirlemek gereklidir. Bunun igin, tiip malzemesinin biinye denklemlerinin
bilinmesi zorunludur. Bu ¢aligmada, Demiray [98] tarafindan yumusak biyolojik
dokular icin Onerilen biinye denklemi kullamlacaktir. Bu modele ait sekil

degistirme enerjisi fonksiyonu

5 = % {exp [a(li — 3)] = 1}, (4.122)
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seklinde verilir. Burada o maddesel bir sabit ve I ise Finger deformasyon
tansoriiniin birinci invaryant: olup Iy = A% 4+ A3 4+ 1/A2)% biciminde ifade
edilir. (4.122) bagintis1 (4.8) bagintilarinda kullanilirsa, ag, 8o, 81 ve B2 sabitleri
agagidaki bicimde elde edilir

1 1 1 1
Qg = (x - W)F()‘Ba )\z)a 60 = (/\—z - %)F()\o%/\z)a

1 3 « 1
,81 - [()\6/\2 + )\3>\§) +2)\0/\z (/\9 - W) ]F(}\a,)\z),
6 1o 3 1
= P U e )
P (Ao — ——)31F (Ao, \,) 4.123
Xox, 0 T a2 05 z)- (4.123)

Burada F'(Ag, ;) fonksiyonu

F(Xg, M) = exp (03 + 22 + (4.124)

1
)
olarak tanimlanmustir. u3 katsayisimin baglangig sekil degistirmesi ile degisimini
incelemek icin o maddesel sabitinin sayisal degerine gereksinim vardir. Bu
caligmada kullamlan mekanik modelde, Simon ve arkadaglar1 [99] tarafindan
képek aortu tizerinde yapilan deneysel caligma sonuglari, Demiray [100]
tarafindan elde edilen analitik sonug ile, R; = 0.31lecm, Ry = 0.38cm ve A, = 1.53
degerleri icin karsilagtirilarak o maddesel sabitinin sayisal degeri @ = 1.948
olarak bulunmustur. o ’min bu sayisal degeri kullanilarak, ps katsayisimn
degisimi, A\g ve A;’nin bir fonksiyonu olarak analiz edilebilir. Ornegin, Ag =
A = 1.6 degeri icin p1, pa, i3, pa Ve fte nin sayisal degerleri

g1 =4.91, o =0.079, psz =006, us=—0.00032, pus=0.02. (4.125)

olarak bulunur. Elde edilen bu sayisal degerler (4.95), (4.107), (4.121) luz
ifadelerinde kullanilacak olursa, her ti¢ hal igin de, yarigap: daralan tiiplerde,
dalga hizinin orijinden uzaklagtik¢a giderek arttig; yarigap: genigleyen tiiplerde
ise, dalga hizinin orijinden uzaklagtikca giderek azaldigi ¢ikarimina varilabilir

ki bu da beklenen sonugtur.
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5. NONLINEER DALGA MODULASYONU

5.1 Giris

Bu béliimde, iki ayr1 modiilasyon problemi incelenecektir. Ik olarak, ici viskoz
olmayan akigkan ile dolu degisken yarigaph ince elastik tiiplerde zay:f nonlineer
dalgalarin genlik modiilasyonu problemi ele alinacaktir. Boliim 2’de elde edilmis
olan yaricap: degisken elastik tliip ve viskoz olmayan akigkan denklemleri ve
modiilasyonu tammlayan pertiirbasyon gsemalar: verilerek, yonetici denklem
olarak degisken katsayili nonlineer Schrodinger denklemi elde edilecektir.
Bu alt boliimiin sonunda, Once standart NLS denklemine, daha sonra da
degigsken katsayili NLS denklemine ilerleyen dalga ¢dztimleri sunulacak ve
NLS denkleminin ¢6ziimlerinin stabilitesi incelenecektir. Son olarak, degigken
katsayili NLS denkleminin ¢éziimleri kullamlarak, dalga hizinin tiip yaricapmin

artmasi veya azalmasi ile degigimine iligkin yorum getirilmeye caligilacaktur.

Ikinci kisimda ise, icinde viskoz olmayan akigkan bulunan, yarigap: sabit ince
elastik tiplerde marjinal halde zayif nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonu
problemi incelenecektir. Bu problemde kullanilacak olan yaricap: sabit, ince
elastik tiipe iligkin alan denklemlerinin, ¢aligmanin biitiiniiniinde kullamlan
alan denklemlerinden farkli olmasi nedeniyle, sézkonusu tiip denklemleri Boliim
5.3’iin baginda tiiretilecektir. Alan denklemleri elde edildikten sonra, problemi
tanimlayan pertiirbasyon gemast ortaya konacak ve bu semanimn iki farkl
versiyonu igin, yonetici denklem olarak sirasiyla standart nonlineer Schrédinger
(NLS) ve genellegtirilmis nonlineer Schrédinger (GNLS) denklemleri elde

edilecek ve bu evoliisyon denklemine dalga ¢oziimleri sunulacaktir.

5.2 igerisinde Viskoz Olmayan Akiskan Bulunan Yarigcapi Degisken
Ince Elastik Tiiplerde Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bu boliimde, boyutsuz alan denklemleri (2.51)-(2.53) ile verilen, viskoz olmayan
akigkan ile dolu, yaricap: degisken ince elastik tiiplerde zayif nonlineer

dalgalarin genlik modiilasyonu, indirgeyici pertiirbasyon yéntemi kullamlarak
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incelenecektir. Bu ¢alismada, tiip kalinligimin tiip ekseni boyunca degismez
kaldigi hal ele alinacak ve gekil degistirme Oncesi ve sonrasinda yarigap
degigimini karakterize eden agilar arasinda ¢ = ®Ay/A, biciminde bir iligki
oldugu kabul edilecektir. Bu durumda, dogrultmanlar, sekil degigtirmenin

oncesi ve sonrasinda birbirlerine paralel kalmaktadirlar.

Dispersiyon bagintisimin incelenmesi ve fiziksel kogullar dolayisiyla problemin
bir sinir deger problemi olarak kabul edilmesinin bir sonucu olarak agagidaki

formda bir koordinat déniigiimiinti tanimlamak uygun olacaktir
E=e(z~Xt), T=¢"2 (5.1)

Burada € nonlineeritenin zayifligin: karakterize eden kiiglik bir parametre, A ise

¢oziimden belirlenecek olan bir sabittir.

Tip yancapimn degisimini hesaba katmak i¢in, (5.1) ile verilen koordinat
dontiglimii goz oniine alindiginda, yaricapin degigimini karakterize eden ® ve ¢
acilarini € mertebesinde kabul etmek gerekmektedir. Bu durumda, sézkonusu

agilar agagidaki bicimde ifade edilebilirler
® = A, ¢=ac. (5.2)

Hatirlanacag: gibi, burada A ve a sirasiyla gekil degistirmeden 6nceki ve sonraki
yarigap degigimini karakterize eden parametrelerdir ve daha 6nce agiklanan
kabullin bir sonucu olarak, bu iki parametre arasinda asagida verilen iligki

hesaplara yansitilacaktir

(5.1) ile verilen koordinat déniigiminiin kullamlmasiyla, tirev ifadeleri

agagidaki formda ifade edilir

85 o o ,0 o8 8 08

Ayrica alan degigkenlerinin agagidaki formda € cinsinden asimptotik seriye

agilabilecegi varsayilacaktir

U= €u; + 62u2 + e3u3 +
w = ewy + 62w2 =+ 63w3 + ..,
p=po+ep1+€pr+eps+ ... (5.5)

Burada uy,...p3, (z,t) hizli degigkenleri ve (£,7) yavag degiskenlerinin birer
1

fonksiyonudurlar. (3.1)-(3.5) iligkileri, (2.52), (2.53) ile verilmis olan akigkana
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ait boyutsuz alan denklemlerinde kullanilir ve elde edilen esitliklerde €'un benzer
kuvvetlerinin katsayilar: sifira esitlenirse, agagidaki denklem takumlari elde
edilir.

O (¢) mertebeden denklemler:

Ouq Ag 8w1 _ Ow, 3191 -
T2 @ tar " (5.6)
O (%) mertebeden denklemler:
Ouga Mg Owo Ouy g Owy Oui 1 Qw1 1Xg, Ow
2 t3e: Etaee e T3 Tan e T
ng 6])2 6w1 8p1 8w1 _
ot + 52 - A 6§ + 66 +w1—82— = 0. (57)

O (&) mertebeden denklemler:

6’&3 /\9 6w3 auz /\.9 6w2 )\9 8w1
% T2 8. o t2eEte e

6u1 5u1 1 5w2 8w1 1 8w1
+ 9, V2 +w1( 6§ 1( 35 —)+ %25
Ag awg Ag awl r
oA T e =0
8'(1)3 6p3 sz 6p2 Bpl 8 6w1 _
o 0. VoE ToE Tar "o i) tuigy =0 (58

Yukarida verilen yapilar: tamamlayabilmek i¢in p;, pa ve ps basing terimlerine

ihtiyag duymaktayiz.

Bu agamada, (5.1) koordinat doniiglimleri altinda yarigap degisimini karakterize
eden ®z ve ¢z carpimlarimin bu yaklagim altinda sirasiyla (A7)e ve (a7)e
carpimlarina dontigtiigiine dikkat ¢cekmek gerekir. Buna gore agagidaki iligkiler

gecerlidir
= ht FGRrE A GG T+
Az = Ao+ uge + (up — f—ul)e + (ug — %m N A:;2u1)63 L
/\olxz aai =20+ 2aure +[azuq + 20 (ua f:ul) Fad( e 4
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1 0% AT
Mo, g Bo + Bruse + [Baul + 1 (uz — )\—zul)
0 A
+ al/\z(él—)ﬂﬁz + [Bsu$ + 2B2u1us — 28, /\—TU?
AT A?r?
+ B1(us — xm + -K%——le)
3u1 Bug 8u1 8u1 27 3
Z A;,»' Y~ PP .
+ 2012 8z(02 +a§)+a2 ul(az)]e + (5.9)
Burada ag, a1, a2, Bo, B1, B2, Bs ve v1 katsayilarn agagidaki gekilde
tanimlanmuglardir
o LoO® o1 w1 &2 . 1 0%
LS VS Wi VAR R S VO W VS W S WU DY F ) VLD VO VI DV
f_ 1O 1 @S 1y 1 o
LN 02 2T, 0030 T Bagh, 0080 1T 2xgh, A
(5.10)

(5.1)-(5.5), (5.9) iligkileri (2.51) tlip denkleminde kullanilirsa, p1, p2 ve p3 basing
ifadeleri agagidaki formda elde edilir

P = g/\:—a—;ﬁzl— - aOAz%Zi;_ + (61 — %)’lﬂ ~ ,8;:47_ (5.11)
e -0 - 25

+ (= B R0+ (81— R — 00 T2

—onnn (B 200 T4 (5 2y T

- %(51 - %)ml + ﬁc))\z; 2 (5.12)
R A

2/\ 82u1 u% 62’6&1 ﬂo
Fetamoe T g om | TR
B fo B B foy s
+2(ﬁ2__:{_9_+ /\g)ulu2+(63 /\9 + A% - /\g)ul
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0’0&1 6u2 8U1 8u1 (05} Bul 9
0z Oz * 0z Bé) As(az = )ul( )

- 2(11/\;(

Ag
aoxz%—z oXs 3286 200, 2221
G- T2y
+A (1-3 - 2a1)(u1662:;2 + uzagz“;)
#2052 — 2o gt 4 (=5 + 2% an 2
- a0 S + (s G~ 306 - B+ S
~2(8 = )2 + ax(TLY 4 (20 %j—)ul 2t ar
#1306 - R e - AT (5.19)

z

Alan Denklemlerinin Cozumleri

Bu kisumda, (5.6)-(5.8) ve (5.11)-(5.13) ile verilen alan denklemlerine ¢oziim

aranacaktir.

O (€) mertebeden denklemlerin ¢ozimi:

(5.6), (5.11) denklemlerinin formu incelenecek olursa, bu denklemlere agagidaki

formda bir ¢6ziim 6nermenin uygun oldugu goriliir

= Uo(§, 7) + {U(¢, 7) expli(wt - kz)] + k.e.},
wy = Wo(€,7) + {WiV(€,7) expli(wt — k2)] + k.e.},
p1 = Po(£,7) + {PV(€, 7) expli(wt — kz)] + k.e.}. (5.14)
Burada w aqsal frekansi, k& dalga sayisimi, Up,...,P; heniiz bilinmeyen
fonksiyonlar1 gostermekte olup, denklemlerin ¢6ziimii sonucunda elde

edileceklerdir. Ifadelerde yer alan k.e. sembolii ise ilgili ifadenin karmagik

eslenigini gostermek i¢in kullanilmigtir. (5.14) ¢oziim omerisi, (5.11) basing
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teriminde kullanilirsa agagidaki ifadelere ulagilir

A
Py = (B1 — 'B—O)Uo— ﬂ; T,
(1 _ Bo
P =~ + (81— U (5.15)
}\9)\ 0
(5.14) ¢6ziim Snerisi (5.6)’da yerine konursa
mk‘2 2 4
( ()\9,61 ;30)]6 —_ ao)\z/\gk = 0, (516)
dispersiyon bagintis: saglanmak koguluyla asagidaki egitlikler elde edilir
M _ 2w (1 2 w?
W,y =% -=U, P =N —U. (5.17)

O (&%) mertebeden denklemlerin ¢ozimi:

Bu mertebeden denklemlerin ¢6ziimii igin agagidaki formda bir ¢éziim 6nerelim

2
ug = Uéo) + {Z U§e) exp[ib(wt — kz)] + k.e.},

=1

2
we = Wz(o) + {Z Wz(z) exp[ib(wt — kz)] + k.e.},
=1

2
pg = P2(0) + {Z P2(e) exp[il(wt — kz)] + k.e.}. (5.18)
£=1

Burada U2(0), - PZ(I), (&, 7) yavag degiskenlerinin bilinmeyen fonksiyonlaridir.
(5.18) ¢bziim Onerisi, (5.12)'de kullanilirsa agagidaki esitlikler elde edilir

2
P = (8, — -ﬂ—")U;"’ + (—4~575 + 262 + 201 k%)|UP
Ao A2F
A2T2
+ (B - -f— ¥ %)Ug - 2250 - Byrve + B2 (5.19)
(1) _ (1) _ mwA oU

Bi  Bo 2w Bo
+ (262 — sVl SYRRSTE +2a1/\ K UU ~ —(51 — E)TU (5.20)
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PP =8 bo )]Ué” + (- +ﬁ2+3a1A EOU?. (5.21)

N k2 —3(A1 - /\2k2

(5.14) ve (5.18) bagmtilarnn (5.7) denklemlerinde yerine konursa agagidaki
denklem takimi elde edilir

— %%Lr%ﬁag? =0, —A%V?+§8§9=0. (5.22)
WU — Agk Wi i(% - )\)%% - v “’AT =0,
WwW® — kP — ;——(‘-";’ - )—— — —WoU 0. (5.23)
20U — Xk WD — B%Uz =0,
W — kPP — )\22“; U? =0. (5.24)

(5.22) denklemlerinin (5.15); ile birlikte ¢oziimiinden agagidaki esitlikler elde
edilir
A

;\;Uo + C(7), [—2)\2 + (XefB1 — Bo

Uy

N5 =0 (5.25)

Wo =2
Burada C(7), 7 degigkeninin bir fonksiyonudur. dUs/0¢ biiyiikliiginiin sifirdan

farkli ¢6ziimiiniin var olabilmesi i¢in agagidaki kogul saglanmalidir
A — (XgB1 —Bo)/2=0. (5.26)

Buradan da goriilebilecegi gibi (AgB1 — fo)/2 biiyukligi, uzun dalga
yaklagiminda elde edilmis olan faz hizinin karesinden bagka birgey degildir. Bu
da, uzun dalga limiti icin faz hizinin, A sabitine esit oldugunu gostermektedir.

Bu agamada, oncelikle dUp/J¢ biiyiikliginin sifirdan farkli oldugu durumu
inceleyelim. Bu durumda A% — (A\g81 — Bo0)/2 = 0 gegerlidir ve U = 0 olmalidur.

Bunun bir sonucu olarak agagidaki ifadeler elde edilir

2 w?

W = o3U B = ot UP =w® =P® =0. (5.27)

/\9k
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O(€*) mertebeden denklemler ise agagidaki hali alir

UL xg oW ®  8Uy  AedC(r)

e tr e e T e 0
oPY  awl® o, A
CHOPCLLL SO < i B )
o¢ ¢ Xo' O A,
A Bo Bo A?
PO — bo Ui+ B Bavgr g A g By p 2 (5.28
2 (zB )‘ ) (IB A +)\g) 0 )\z(ﬂl /\0)7— o+ )\z T ( )

Bu denklemler arasindan Wz(o) elimine edilirse agagidaki evoliisyon denklemi

elde edilir

6Uo
or

Nl 2., Uy A 0Us _
o~ 0~ e =0 (5.29)

o FIDNAT:

Evollisyon denklemindeki sabit terimi yok edebilmek icin, burada C(7)
fonksiyonu C(r) = (BoAr/ANg) biciminde secilmigtir. Elde edilen bu
denklem degisken katsayili KdV denkleminin dejenere bir formu olarak
degerlendirilebilir.

Ele alinacak diger bir olasilik da, A2 — (A\g81 — Bo)/2 # 0 halidir. Bu durumda,
Up, 7'nun keyfi bir fonksiyonudur. Bu durumda, C(7) keyfi fonksiyonu sifir
alinabilir ve ¢6ziim agagidaki yapida elde edilir

A
Wo = 23\';U0(7—)a Py = (61 — +—

(5.30)

P biiyiikliiginin (5.20) denkleminde verilen ifadesi (5.23) denkleminde

kullamlir ve W; Y bu denklemler arasinda elimine edilirse

mw ., OU

i[2w(% — A) + Aok (ao Ak — o5

k

{[)\ /\wk+(’\052—é+2ﬁ;

ko1 Mo Ak Vo +l? (Mo Bk 51U = .
© (5.31)

denklemi elde edilir. Bu denklemden de goriilecegi gibi U /0¢ nin katsayisi

imajiner, U’'nunki de reeldir. Bu durumda, sifirdan farkli ¢6ziimiin varolabilmesi

i¢in bu katsayilarin sifirlanmasi gerekir. Bunlar sifirlanirsa agagidaki denklemler

elde edilir

mwA

ApAz

Qw(% — ) + Aok (aohsk — ) = 0. (5.32)
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4 yok+ (hos — 2 4 POk 4 A B UG + [0 — (NeBs — Bo)K7]

Ar
[/\ 9 2A A_*O'

(5 33)
(5.32) denkleminin ¢oziimiinden, A parametresi grup hizina esit ve asagidaki

formda elde edilir

2w? + g k*

= SRR mEN) (5.34)
(5.33) denkleminin ¢éziimiinden
A —w? + (NgB1 — Bo)k?
Uo=®oy7, ®0=rg [-w +(é:"31ﬁf°)2 ) —.  (5.35)
z [z}\wk + (/\gﬁg -3 -+ 2o )k + al)\oAzk’ ]
esitliklerine ulagilir. Bu durumda (5.23) denkleminin ¢oziimiinden
ay _ 2(._u (1)__23—__ ou 2.1 w, A
W= i TG Ve TR @ PR
m_ 29w 4w @ OU 2wl Wi 94
P, =% sz /\gk2(k A) 58 Aak[A9(4)‘+k)©°+k]AzTU' (5.36)
bulunur. (5.21) ve (5.24) denklemlerinin ¢6ziimiinden ise agagidaki iligkiler elde
edilir
2 [3(.02//\9 + Agﬂ2k2 + 3a1)\9)\zk4]U2 (2) (2 _ 3w
S e = e R g
(5.37)

O (€3) mertebeden denklemlerin ¢ozumu:

Bu mertebeden denklemlerin yapis: incelenecek olursa, bu diferansiyel denklem

grubuna agagidaki formda bir ¢6ziim énermenin uygun oldugu goériilir

3
uz = U3(0) + {Z U3(£) exp[ib(wt — kz)] + k.e.},
=1

3
w3 = W;O) + {Z W:,fe) exp|il(wt — kz)] + k.e.},
=1

3
ps = PO + {3 PO explit(wt — kz)] +k.e.}. (5.38)
=1

Bilinmeyen fonksiyonlar1 belirleyebilmek i¢in, sifirinci ve birinci moddan
denklemler yeterlidir. (5.38) ¢dziim Snerisi O (€*) mertebe denklemlerde yerine
konur ve elde edilen diger esitlikler de kullamilirsa agagidaki denklem setine

ulagilir
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au” | e OW,”
o6 2 0f

IU12+/\<I>0A =0,

- 3.

1
WO Nae

ary»  aw® 4uw?20 _,
s "o tawmaelll TG -

Bo

)‘I’o - 50]_‘ =

Bo

4?
B = (8- 3)03” + (Zﬁg—wmalxzk?)lmz

51 5 A2

+1(82 — 1+ 32)%5 — 261 ><I>o +hol3 (5.39)
6

wdU w UM i w 8T
W3(1)+-];'67+(——/\) 2

tk g

inél) -5

—3iZuPur — kWO — i
Ap 6

&y, w A oU 20k w A?

—(+ (G — AT T )[( + 3, )% +w]—-—r2U =0,

. 2 8U(1) 2 w? U
szQEI) sz(1)+/\ :(‘_"__)\) 2 9%5——

2 *U 2w 4 w? .
i N - N — WU - il U+ As “ Py

A pgo_2 W 4w w, A U
VL A R WS (Sl Wk L rwr

@ _ 2 w 1) oU
+ 2ok — mwA)aU“) +(m/\2 \ )82U
Haod:k — 1o o€ Noh, | 0% ez
10w? B1 Bo 2177(2) 774
+ [‘xgw +262+3(/\9 - Xg‘) + 6a1 AU U
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2uw? B, Bo

_ Bo 2177(0)
+ e TN, T 2RI
6 2 3 5
+ [/\:;ﬂ +3(83 — ,32) /\z(iao — 3y )kt + Ak (20 — _al‘)]lU|2U
3 Ag
2 5 ,30 60 (1)
+ (= 2)\2k2 + 208, — o +,\2+20‘1’\ k) ®o — (51—_],\ %
Amw A 6U
+ 2[5 3T — Ak(X2 Ag — 201)] @05~ i
9?2 B Bo 201

+ gz T30 - )+2(/\2 ) AR el

(22 652 55 o k)@ + 3061 — 21 2y (5.40)
A2 Ao AL # Xo’t A2
(5.39) ile verilen denklem setinin ¢éziimiinden agagidaki ifadelere ulagilir

LN 4 402 4+ X268 + an AR U2

(0) _
V= D2 — (vos = Fo)/2]
N [(AeB2 — Br + §2)®3 — 2(XeB1 — Bo)®o + Asfo] A,
2[N2 — (A1 — fo)/2] "
(0% + 2% = 2)B0 o] 4,
SO WAy W
W = 20 - (- WIUE -2 i (5.41)

(5.41) ile verilen Uz(o) ve WQ(O) fonksiyonlarmin agik ifadeleri de kullamilarak
(5.40) denklemleri arasindan U. 3(1) , Ws( 1 ve P3( 1) biiyiikliiklerinin elimine edilmesi
ile agagidaki degigken katsayili nonlineer Schrédinger denklemi elde edilir

oU o*U

ot 1o ez

5, + gm0 + ps€U = 0. (5.42)

oUu
+ p2lUPU + ips—— 5

U1, b2, -5 katsayilarimin acik ifadeleri EK A’da verilmistir. Bu katsayilarin
agik yapis: incelenecek olursa, ps, psa ve ps katsayilarinin, yaricap degigimini
temsil eden A parametresinin birer fonksiyonu olduklar: goriilir. Bu parametre

sifirlanacak olursa, evoliisyon denklemi standart NLS denklemine indirgenir

OU o*U

o 7 e + pa|URU = 0. (5.43)
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5.2.1 Evoliisyon Denklemlerinin ilerleyen Dalga Coziimleri

Bu alt boliimde, oOncelikle standart NLS denkleminin daha sonra ise
degigken katsayili NLS denkleminin ilerleyen dalga ¢6ztimleri verilecek ve NLS

denkleminin ¢oziimlerinin kararlilig: tartigilacaktir.

Nonlineer Schrodinger Denklemainin j?erleyen Dalga Cozumlers

NLS denklemi dispersif ortamlarda bir boyutlu monokromatik diizlem
dalgalarin self modilasyonunu karakterize eden bir denklemdir.  NLS
denkleminin kararh ¢oziimleri genellikle Jakobiyen eliptik fonksiyonlar cinsinden
ifade edilir ve farkli durumlar icin karanhk ve parlak zarf solitonlar, faz
sigramasi ve sabit genlikli diizlem dalga ¢oziimlerini igerir. pipus > 0 veya
pipz2 < 0 olmasi, verilmisg bir baslangic datasinin NLS denklemi tarafindan
yonetilen asimptotik alanda uzun bir zaman sonunda nasil yol alacagimn

belirlenmesi ac¢isindan énemlidir.
(5.43) ile verilen nonlineer Schrédinger denklemine agagidaki formda ilerleyen
dalga ¢6zlimlerini 6nerelim

U(¢,7) = V(n) expi(KE — Qr)], n={¢—cr, c=sabit. (5.44)

Burada K ve Q sabit sayilar olup V() reel bir fonksiyondur. (5.44) ¢oziimi
NLS denkleminde yerine konursa agagidaki adi tiirevli diferansiyel denkleme
ulagilir

d*v
1= i + 12Ky — c) + (Q — K%u)V + paV3 = 0. (5.45)
Bu denklemin reel ve imajiner kisimlannin ayri ayri sifira egit olmasi icin
c=2u K ve
d2V

olmalidir. Bu denklemin her iki tarafi dV/dn ile garpilip n degiskenine gore
integre edilirse

( )2 ( K2)V+ a: o Vi=C (5.47)

bulunur. Burada C bir sabit olup V fonksiyonunun sonsuzdaki degeri ile ilgilidir.

Bu ¢alismada iki ayr1 durum incelenecektir.

(i) Incelenen dalganin lokalize olmas: hali: Bu durumda || — oo olurken V-
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ve dV/dn — oo oldugundan C sabiti sifir olarak bulunur. Buna gore (5.47)

denklemi

dv ., Q 2\1/2 K2 4
VL _KY)YWry Lyt =y 5.48
(dn) (H1 ) o (5.48)

halini alir.

Simdi bu denkleme V = Asechfn seklinde bir ¢oziim arayalim. Bu ifade n’ya

gore tlretilip (5.48) denkleminde yerine konursa

,3 = (—H—z—)IﬂA Q= ,Lthz - uzA—Z (549)
2[11 ’ 2

bulunur. Bu ¢ozlimiin gegerli olabilmesi igin g9 > 0 olmalidir.

(i) Eger || — oo olurken |V| — Vb ve dV/dn — 0 ise, bu durumda C sabiti
(Q/p1 — K?)VE + (p2/2u1)Vyt seklini alir.

Simdi de (5.47) denklemine V = Atanhfn geklinde bir ¢6zlim arayalim. Gerekli

tliiretmeler yapilip (5.47)’de yerine konursa

1/

_ 2
A=Vo, Q=pK?— V2 ﬁ:(ﬂ"f Vo (5.50)

bulunur. Bu ¢6ziimiin gegerli olabilmesi i¢in g pe < 0 saglanmalidir. Yukarida
sunulan c¢ozlimler, sirasiyla, zarf yalniz (solitary) dalgalar ve faz sigramasina
karg: gelir.

(iii) Eger |U| sonsuzda Uy sabitine yaklagirsa Nonlineer Schrédinger

denkleminin ¢ozlimii agagidaki sekilde verilir

U(¢, 1) = Upexp[i( K€ — Q). (5.51)

NLS Denkleminin Duzlem Dalga Cozimlerinin Kararlligs

Bu alt boliimde, nonlineer Schrédinger denkleminin diizlem dalga ¢éziimiiniin
kiigiik pertiirbasyonlar altinda kararhilif:i incelenecektir. NLS denkleminin

¢ozlimi agagidaki formda verilebilir

U(€, 1) = p(§, ) explif(&,T)]. (5.52)

Burada p(é,7) genligi ve 8({,7) faz aqisim gostermektedir. Bu ¢6ziim NLS
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denkleminde yerine yazilirsa agagidaki diferansiyel denklemler elde edilir

dp %0  _0pod]

Br + 11 [,06—65' + 2-52 55‘ =0 (5.53)
69 62p 86 1 HZ 3 _

Por [% B (bz) —gr = (5:54)

p ve 8 fonksiyonlar: p = py ve 8 = 6y denge konumu civarinda asagidaki sekilde

seriye agilabilir

p=po+epr+eiost ...
8= 0() + 691 + 5292 + ... (555)

(5.65) agilimlan (5.53) ve (5.54) denklemlerinde yerine konur ve gerekli
lineerlegtirme yapilirsa p; ve 6, igin agsagidaki denklem sistemine ulagihr

o1 26,

060, O%p1 Buz 5
PG THige T g PoP =0. (5.57)

(5.56) ve (5.57) denklem sisteminin ¢oziimleri asagidaki sekilde diizlem dalga

¢ozliimleri cinsinden aranacaktir
(p1,61) = (4, Blexp[i(K€ — Q7). (5.58)

Bu ¢6ztimler (5.56) ve (5.57) denklem sisteminde yerine konur ve sifirdan farkl

olma kogulu kullanilirsa agagidaki dispersiyon bagintis: elde edilir

3
QF = i K* — 2y papg K. (5.59)

(5.59) ifadesi yeniden diizenlenecek olursa

3 \1/2 A K2\ /2
- (— 12 { 9 1— H1
= (mpn) (4/)%) K ( 3u2p3> (560)

bulunur. (5.60) dispersiyon bagntisindan gorildigli gibi verilen bir K igin
eger pip2 < 0 ise Q reel olacak ve p; ve 6; siurh kalacaklardir. pype > 0
ise K < (3u1/ uz)l/ %p0/2 esitsizligini saglayan degerleri icin © kompleks
olacak ve dolayis1 ile p; ve 6; simrsiz olarak biliyliyecektir. Bu nedenle
piipz < 0 ise Nonlineer Schrodinger denkleminin dizlem dalga ¢oziimleri
kiiciik pertiirbasyonlar altinda kararli oldugu, pipus > 0 ise kararli olmadigy
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soylenebilir. pype carpiminin sifir oldugu hale ise marjinal hal ad: verilir.
p1 katsayisi grup hizimn dalga sayisia gore tiirevine esittir ve sifir olmasi
soz konusu degildir. Marjinal durumun olugabilmesi i¢in tek olasilik ps
katsayisimin sifir olmasidir (p2 katsayisinin biyolojik malzemelerde hangi 6zel
hallerde sifir olabildigine dair ayrintili bilgi Erbay [52]'da bulunabilir). Bu
katsay: sifirlandiginda NLS denklemi lineer hale dejenere olur. Bu da belirli
bir baslangi¢ deformasyonu ve kritik bir dalga sayis1 civarinda, nonlineeritenin
band genigligi ile dengelenemedigini gosterir. Bu durumda nonlineeritenin
Olgeklendirilmesinin degigtirilmesi, gliglendirilmesi gerekir. Bu iglem Boliim 5.3
(i1) a = 2 Hali olarak adlandirilan alt boliimde gergeklestirilecektir.

Degigken Katsayls NLS Denkleminin flerleyen Dalga Cozumler:

Caligmanin bu béliimiinde (5.42) ile verilen evoliisyon denklemine ilerleyen dalga
¢oztimleri sunulacaktir. Bu amagla, (5.42) denklemine agagidaki formda bir

¢6zim Onerelim

U = V(¢)exp{i[(boT + K)¢ — o(7)]},

C=¢—by7% —bor, o(r) = cot® + ¢ 72 + Q7. (5.61)

Burada by, ...,bs, co, €1, K ve Q ¢éziimden belirlenecek baz:i sabitler ve V(()
ise argumanimn reel bir fonksiyonudur. (5.61) ile verilen ¢6ztiim Onerisi (5.42)
denkleminde kullamilirsa agagidaki diferansiyel denklemi elde edilir

V" 4+ (us — bo)EV + [~p1(boT + K)2 — [.1,3(bo7'2 +K7)+ 3cor? + 2¢17 + Qv

+i[2[$1b07’ +2us K + pzm — 2by7 — bz]V’ + p2V3 =0. (562)

Bu denklemi sabit katsayih standart NLS denkleminin ilerleyen dalga ¢ziimiine
formel olarak indirgeyebilmek i¢in, katsayilarin agagidaki bagintilar: saglamas

gerekir

1
bo = ps, b1 = pius + o H3> by =2 K,

1 1 .
co = 3(bp3 + paps), o1 = (paps + Sp)K. (5.63)

Bu bagintilar saglandiginda (5.62) denklemi agagidaki diferansiyel denkleme
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indirgenir

mV" + (Q—mK?)V + u,V: =0. (5.64)
Standart NLS denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimlerinden yararlamlarak (5.64)
diferansiyel denkleminin ¢éztimleri agagidaki gibi verilir.
(i) papz > 0ise

V(¢) = csech[(z%)lﬂcg]. (5.65)

Burada, standart NLS denklemi ¢oziimiinde belirtildigi gibi Q = py K? —pu2C?/2

olarak verilir.
(ii) pipe < 0 ise

V(¢) = Ctanh[(—;%)“’*cq. (5.66)

Burada Q = p3 K% — p»C? olarak verilmistir. Her iki halde de C yalniz dalganin
genligini ifade etmektedir.

Zarf dalganin hiz1 v, ve ilerleyen dalganin hizi v, ise sirasiyla agagidaki yapida
elde edilir

1
T 2K + (paps + gpa)r
y K+ pst
ps(paps + p3)? + (2p1ps + ps) K7 — ps + Q-

Ve

- Up (5.67)
Hiz ifadelerine dikkat edilecek olursa, bunlarin ¢ ve 7 degigkenlerinin

fonksiyonlar: olduklar: goriiliir.

5.2.2 Yarigcap Degigsiminin Dalga Hizlarina Etkisi

Yarigap degisiminin dalga hizlarina olan etkisini inceleyebilmek i¢in pn, (n =
1,..,5) katsayillarinin sayisal degerlerinin bilinmesi gerekir. Bu katsayilarin
sayisal degerlerini hesaplayabilmek i¢in Bolim 4’de ayrintili olarak agiklanan
yaklagim kullanilacaktir. Bunun igin, (4.125) ile verilen katsayilara ek olarak
ay, as, B3 ve 11 katsayilan agagidaki formda verilebilir

1 1 1
=g el g g e A

1 1 1
) + 20 (+—

3 %! 1 B (2
No AV T NENz

~%x M T

012-':[

)Z]F()Wa Az)’ ‘
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10 1 3 ., 8 1

4o’ 1 403 1

3 2 4
11 3 a 1

a = 1.948 ve Ag = A, = 1.6 degerleri icin, (5.68) ile verilen katsayilarin
sayisal degerleri, ptn, (n =1,..,5) katsayilarinda kullamilarak (5.67) ile verilen
hiz ifadelerinin genigleyen ve daralan tip halleri i¢in, 7 ve € koordinatlariyla
degigimi EK A’da, Sekil A.1, Sekil A.2, Sekil A.3, Sekil A.4, Sekil A.5 ve
Sekil A.6 ile verilmigtir. Bu grafikler incelenecek olursa, yarigap: genigleyen
tiplerde, ilerleyen dalganin ve zarf dalgamin hizinin orijinden uzaklagtikca
artti81; yaricap: daralan tliplerde ise, ilerleyen dalganin ve zarf dalganin hizinin
orijinden uzaklagtik¢a azaldig: goriilebilir. Ayrica, elde edilen bir bagka sonug
da € koordinatimin farkli degerleri igin, ilerleyen dalganin hizinin degisiminin
karakterini korudugudur.

5.3 Igerisinde Viskoz Olmayan Akiskan Bulunan Yaricap: Sabit
Tiiplerde Marjinal Halde Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bu alt boliimde iginde viskoz olmayan akigkan bulunan, sikismaz izotrop ve
ince elastik tiliplerde zayif nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonu, marjinal
halde, indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilarak incelenecektir. Denklemler
tiiretilirken, tiplin radyal yéndeki nonlineer hareket denklemleri ve akigkanin
yaklagik denklemleri kullanilacaktir. i§lemleri son derece karmagik hale getirdigi
igin tlipiin yarigapimn degigimi gézoniine alinmayacaktir. Bu durum ¢aligmanin
bitintnden farklihk goésterdigi igin, problemin alan denklemleri bu béliimde

verilecektir.
5.3.1 Tiip Denklemleri

Bu bélimde sikismaz ve viskoz olmayan akigkanla dolu, yaricapi sabit,
ongerilmeli ince elastik bir tliplin hareket denklemleri elde edilecektir. Bu
amagla, yarigapt Rg olan ve Py Uniform i¢ basincina ve A, eksenel germesine
maruz dairesel silindirik bir tiipi g6z o6niine alalim. Sonlu statik sekil
degistirmeden sonraki yarigap ise rg olsun. Bu statik sekil degigtirmenin tizerine

radyal yonde u*(z*,¢*) sonlu ve zamana bagl yerdegistirmesinin stiperpoze
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edildigini varsayalim. Eksenel yondeki yataklama kuvvetini géz oniine alarak
eksenel yondeki yerdegistirmeler ihmal edilmigtir. Bu durumda incelenmekte

olan noktanin konum vektorii agagidaki bigimde gosterilir
r=(ro+u*)e,+2%,, 2"=2XrZ (5.69)

Burada e, es ve e, silindirik koordinatlardaki birim baz vektorlerini
gostermektedir. Dikkat edilecek olursa, (5.69) ile verilen konum vektori ifadest,
Boliim 2’de yarigap: degisken tiip igin elde edilmig olan (2.8) konum vektord
ifadesinde ¢ parametresi sifirlanarak da elde edilebilir.

Sekil degigtirmis meridiyene teget birim t vektorii ve sgekil degigtirmig

mambranin birim dig normali n ve A, agagidaki gibi verilebilir

t—A (az*er—i-ez) n—Az(eT——az*ez), Az—[1+(6z*)] . (5.70)

Meridiyen boyunca ve gevresel dogrultulardaki germeler ise agagidaki bigimde
ifade edilebilir
A= XA, A =XglAg, Ag=1+ u*/To. (5.71)

Burada A\g = ro/Ro on sekil degistirmeden sonra gevresel dogrultuda olusan
germeyi gostermektedir. Bu durumda tiipiin radyal dogrultudaki hareket
denklemi agagidaki bi¢imde ifade edilir

9  p OX Qu*  p 0% +P*A9 &u*

97 N, 08, 02 o dhy L R =BT (5:72)

Burada pX sekil degistirme enerjisi fonksiyonunu, g tiip malzemesinin kayma
modiiliinii, P* akigkan basincini, h tiip kalinhigint ve po tlip malzemesinin kiitle
yogunlugunu géstermektedir.

5.3.2 Akiskan denklemleri

Alan denklemlerini tamamlayabilmek i¢in P* akigkan basincimn bilinmesi
gerekmektedir. Bu amacla, bu alt béliimde sikigmaz ve viskoz olmayan bir
akigkana ait kiitle korunumu denklemleri verilecektir. Bolim 2’de ayrintili
olarak tiiretilen akiskan denklemleri kullanilarak, tiip yaricapindaki degismeyi
temsil eden ¢ agisiun sifirlanmast dolayisiyla dikkesit alanimn A = w(rg + u*)?
oldugu da gézoniinde bulundurulursa, akigkanin kiitle korunumu denklemi olan
(2.44) denklemi agagidaki gekli alir

ou* * ow* ou*

ot* (1+ )82* + 2w 2*

= 0. (5.73)
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Caligmanin bu boliimiinde viskoz olmayan akigkan hali ele alindigindan, (2.44)
ve (2.45) ile verilmig olan akigkan denklemlerinde viskoziteyi temsil eden v
parametresinin de sifirlandigim hatirlatmak uygundur. Eksenel dogrultudaki

lineer momentumun korunumu denklemi agagidaki formdadir

ow* L,Oow* 1 oP*
at* + w 82* + ‘p—‘é'z—* = 0. (5.74)

Burada p, akigkanin kiitle yogunlugunu gostermektedir. Bu agamada, agagidaki
boyutsuz biliyiikliikleri tanimlamak uygun olacaktir

h
t* = (fg)t ¥ =roz, u*=rou, m= Po
Co PaTo
w* =cow, P*=paci(po+p), c&=ph/paro. (5.75)

(5.75) ile verilen iligkiler (5.72), (5.73) ve (5.74) denklemlerinde kullanilirsa
agagidaki boyutsuz alan denklemleri elde edilir

+ —ﬁazu +i82 __Lg(-l_iz_@)
PorP= 3512 T AyOAy  Agdz A, OM, 8z’

ou Ou Oow ow Op
2—5{-}-(14—%&) w—a—z—-—O, v +waz +3z =0. (5.76)

(5.76) denklemleri, u, w ve p bilinmeyenlerini belirleyebilmek igin yeterlidir.
Daha sonra gerekli olacag: icin ¥ fonksiyonunu u ve v’nun z degigkenine gore

tlrevleri cinsinden kuvvet serisine agalim. 1/Ag, A, ve 1/A, buytikliklerinin

seri acihmlarinin agagidaki formda oldugu goéz 6niinde bulundurulursa

1, 0u 1 Ou
1 2 _ .3 4 .5 _ 2
1/Apg=1—-u+u"—u"+u u’.., A, 1—[—2(62) 3 Bz)

1
1A, =1 -(@)2 3(az) . (5.77)
p basina agagidaki gibi gosterilebilir

Ly(u), ..., Ls(u) fonksiyonlarimin acik ifadeleri EK B(B.1)'de verilmigtir.
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5.3.3 Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bu béliimde, boyutsuz alan denklemleri (5.76), (5.78) ifadeleri ile verilen,
ici viskoz olmayan akigkan ile dolu, yarigap: sabit ince elastik tiplerde zayif
nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonu iki ayri alt bolimde incelenecektir.
éncelikle, nonlineer dalga modilasyonunu ifade eden koordinat doniigiimii
tamimlanacak, daha sonra, ilk kisimda, bu koordinat déniigimiiniin belirli bir
formu i¢in problem incelenerek yonetici denklem olarak nonlineer Schrodinger
denklemi (NLS) denklemi elde edilecektir. Ikinci kissmda ise, marjinal
duruma kars: gelecek bicimde, koordinat dénligimii modifiye edilerek problem
tekrar incelenecek ve bu kez yonetici denklem olarak genellegtirilmig nonlineer

Schrodinger denklemi (GNLS) elde edilecektir.

Bu amagla, agagidaki formda bir koordinat doniiglimi tanimlayalim
£ =e*(z— M), T=e"t (5.79)

Burada ¢ nonlineeritenin zayifligin: olgen kiiglik bir parametre, A daha sonra
grup hizina esit oldugu gosterilecek olan bir sabit ve a farkl sayisal degerler
verilecek pozitif bir sayidir. Ayrica, alan degiskenlerinin, e parametresinin,
hizli degiskenler (z,t) ve yavas degigkenler (£,7)’nun fonksiyonu oldugu
varsayilacaktir. (5.79) koordinat déniigimiinden faydalanilarak, tiirev ifadeleri
agagidaki formda olugturulabilir

0 g ) d 0 a2y 0 | 2,0
5—)az+e %’ 8t_>0t e)\ag-l—e 5 (5.80)

Ayrica alan degigkenlerinin, € parametresinin cinsinden agagida verilen bicimde

asimptotik seriye acgilabilecegini varsayilacaktir

u:eu1+62u;;+63u;;+..,
2 3
w=€ew; +€ws+ews+ ..,

p=¢epr +€Eps +€p3+..... (5.81)

Bu agihimlar (5.76), (5.78) alan denklemlerinde yerine yerlestirilirse, us, ..., ps
alan degigkenlerini igeren bir diferansiyel denklem takimi elde edilir.

(i) @ = 1 Hali: Bu ¢aligmann ilk boliimii olarak, o = 1 hali ele alinacaktur.
Bu 6zel hal, keyfi bir dalga sayis: ve baglangic deformasyonuna kars: gelir.
(5.79) ve (5.80) ifadelerinde o = 1 degeri kullanilir ve (5.81) seri agilimlari
alan denklemlerinde yverine konur ise €'un gesitli mertebeden kuvvetlerini iceren

bir diferansiyel denklem grubu elde edilir. €'un benzer kuvvetlerinin katsayilar:
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sifira egitlenirse asagidaki denklem takimlari bulunur.

O (e) mertebeden denklemler:

JOu Bwn o O Op

o v e T T Ta Y

02u1 82’111

=bfrus+mms — o075 (5.82)

O (&) mertebeden denklemler:

8u2 8w2 6’w1 3%1 Bwl 611,1 _
2% T T Pa Ty, Ty, =0

Ows Ops  Op; Oow; 1 2y _
5 T T e Tam W) =0

_ 8%uq 8%uq 0%uy 0%uy
R T T

9?uy g
+ Bou? — muy—— + (a0 — 8a1)u1 u1 - 4011(%)2. (5.83)

ot? 0z
O (%) mertebeden denklemler:
26;3 P 8;‘;3 —2)%“62 + 6522 +2%“Tl +ula;? +2w1%%1—
+u2%”zi+ulaa“;2 +2 1%?+w2%) =0,
Ows N Ops /\awg Op, Ow; O

_ 2
gz gz TV Ga 255, - ”agat)

8%uy 8%u, 8%u,q 0%u, 0%uy
ao 5e2 +28§6 )+ 2B2uqus — m{ug—4—— 52 + Uy —o- 52 — 2Auy

0%u, 2 o? Ouy 0 0
—I—(ao—8a1)( 8 2 +u;; 6’”2 +2 1a gé)—sal 6t1(a?2-1+ auf)

62u 82u a
+ Baud + mu?ﬁ + (8a; —4az — ao)“f‘é}‘} + 4(a1 — az)us ;1)
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3 Bul 28 U7
=+ ('2“010 - 12’71)( 9= ) FER

Burada uy, u2, ..., p2 ve p3 hem yavag hem de hizli degiskenlerin fonksiyonudur.

(5.84)

Alan denklemlerinin ¢éziimleri

O (€) mertebeden denklemlerin ¢ézimi:

O(e) mertebeden denklemlerin yapis: incelenecek olursa, bu denklemlere agagida

verilen tipte harmonik dalga ¢6ziimii 6nermenin mimkiin oldugu gériiliir

= Ul(l)ea:p[i(wt —kz)] + k.e.

= W(l)e:cp[i(wt —kz)] + k.e.
= PMezpli (wt — k2)] +k.e.. (5.85)
Burada U 1(1), Wl(l) ve Pl(l) yavag degigkenlere bagli karmagik genlik
fonksiyonlarinm, k.e. ise ilgili buytklikligiin karmagik eglenigini gostermektedir.

(5.85) ile verilen ¢6ziim 6nerisi (5.82) denklemlerinde yerine konursa agagidaki

¢oziim kiimesi elde edilir
2w 202
v =g, r), W= —U(E ), PY = T UE). (5.86)

(5.86) ile verilen ¢bztim seti, (5.82) alan denklemlerinde kullanilacak olursa
agagidaki dispersiyon bagintisi elde edilir

(2 + mk?)w? — (B1 + aok?)k? = 0. (5.87)
Burada U (¢, 7) yonetici denklemi daha sonra belirlenecek olan bir fonksiyondur.

O (&%) mertebeden denklemlerin ¢ézumi:

(5.86) ile verilen ¢oziim kiimesi (5.83) denklemlerine yerlestirilirse agagidaki
denklemler hiyerarsisi elde edilir

6u2 6’11)2

25+ 5, +2(— —-A)—e“” 6iwl%e®? + k.e. =0,

owz 0Pz 2w W | ke =

6t+32+ (k )35 kUe +k.e. =0,
8% 5? w?

= fiuz +m 62‘“2 0"5‘52'2 +2[—27;2— + (81 + B2) + 4o KA)|U?



2

7z T (Bi+P2)+ 120, k2|U% % + k.65.88)

+ 2i(aok — m/\w)%ge"’ +[-2

Burada |[U|? = UU* ve U*, U’nun karmagik eglenigini gostermektedir. ¢ faz
fonksiyonu da ¢ = wt — kz olarak tanimlanmgtir. (5.88) denklemlerinin yapis:
incelenecek olursa, agagidaki yapida bir harmonik dalga ¢6ziimii 6nermenin

miimkiin oldugu goriiliir

2
up = UY + (YU e + ke,
I=1

2
wy = Wz(o) + (Z Wéz)e““’ +k.e.),
=1

2
=P + (3 PP+ k). (5.89)
=1

(5.89) ile verilen ¢oziim Onerisi (5.88) denklemlerinde kullanilirsa asagidaki
denklem seti elde edilir

PO = 9[- 2 + (B1 + B2) + 4 KA|U 2. (5.90)
21U — ikwM + 2( /\) 0, wW—ikP®" + %(% - ,\)%_Z_ =0,
(1) _ 0@ (1) ou

P = 2}€2 Uy + 2i(ook — mAw) - B (5.91)
2
20U — kWD - 3wU% =0, wW¥ —kP® - ?‘—;—W =0,
@) _ (g% (2) w? 2

(5.91) ile ifade edilen denklem sisteminin ¢6ziimii agagidaki gibi ifade edilebilir

w _2pm 2w U p 2y 4w 00
Burada A, vy grup hizina esit olarak agagidaki gibi bulunur
2(.4)2 + Clok4
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Burada, U. él) yonetici denklemi daha yiiksek mertebe ¢ozlimlerden elde edilecek
olan, bilinmeyen bir fonksiyondur. (5.92) ile ifade edilen denklemlerin ¢dziimii
agagidaki gibi verilebilir

UP = 3,02, W = k(2<1>0—3)U2, P = .

Burada @, bir katsay: olup, agik ifadesi EK B(B.2)’de verilmistir.

5 (2c1>0 ~5)U2.  (5.95)

O (&%) mertebeden denklemlerin ¢ézimi:

Ik iki mertebeden denklemlere iligkin elde edilen ¢dziim ifadeleri O(e®)
mertebeden denklemlerde yerine konur ve elde edilen ifadeler incelenecek olursa,
bu denklemlere agagidaki formda harmonik dalga ¢oziimlerinin 6nermenin

miimkiin oldugu gorilir

3
uz = Uéo) + (Z Uée)emp(z'&o) + k.e.),
=1

3
w3 = W?fo) + (Z Ws(e)e:cp(i&p) kgl
£=1

3
ps =P+ (3" PPexp(ity) + k.c.). (5.96)
=1

(5.96) ile verilen ¢oziim Onerisi (5.84) denklemlerine yerlestirilirse, problemin
¢oziimil i¢in faz fonksiyonunun sifir ve birinci modlarim almak yeterli olacaktir.
Bu ifadeler agagidaki gibi verilebilir

aul® W | 4w

2 _
A+ T A ’\)agwl 0,
oW OP”  w?d o
2t T el =0
2
P = U — 22— + (81 + Ba) +dank? U = 0. (5.97)

(1) (1)
. (1) (1) oU, oW, ou
2wUg" — kW, — 2 3¢ + B¢ + 2————67_

~2i(kW? + WU - 6iwU*UP =0,
2 2
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ow,”  oB" 200U

2w0U . © ey (@y _
o o + P 2(UW, +UW,™) =0,

iwW{ — ik P — )

2w? . U . aU U T
—kTU?EI) —2i(Amw—aok) 32 +2zmw—6—7_+(m)\2——ao)a—§2—+7€-;—|U]2U.
(5.98)

Burada I'; bir katsay: olup EK B(B.3)de verilmigtir. —Buradan (5.97)
denklemlerini ¢dziimleri agagidaki gibi elde edilir

P =

U9 = &, |UR, WO =21+ &)~ 4%“(/ % (5.99)

&, katsayisinin acik hali EK B(B.2)’de verilmistir. (5.98) denklemleri arasindan
U§1) , W3(1) ve P?fl) elimine edilir ve (5.95) ve (5.99) ile verilen iligkiler de
kullamlacak olursa agagidaki nonlineer Schrodinger denklemi elde edilir

ou U

Yor Y ge

217 —
o + w|U*U = 0. (5.100)

@1 ve pg katsayilarinin agik ifadeleri EK B(B.4)’de verilmisgtir.

(i) =2 Hali: NLS denkleminin diizlem dalga ¢Oziimiiniin stabilitesi,
denklemin katsayilarimn garpimin igaretine baghdir. Katsayilarin carpiminin
isareti negatif ise NLS denkleminin diizlem dalga ¢oziimt stabildir; eger
sozkonusu garpimun igareti pozitif ise ¢dziim stabil degildir. Bu katsayilarinin
carpimunin sifir oldugu durum ise “marjinal hal” olarak isimlendirilir. gy
katsayisi, grup hizimin dalga sayisina gore tiirevine egittir ve sifir olmasi soz
konusu degildir. Marjinal durumun olugabilmesi i¢in tek olasilik 3 katsayisinin
sifir olmasidir. Bu 6zel halde, NLS denklemi lineer Schrédinger denklemine
dejenere olur. Bir bagka deyisle, modiilasyonun analizinde kullanilan asimptotik
acilim, bu belirli dalga sayis: civarinda gegersiz olur. Dolayisiyla, nonlineeritenin
etkisinin, band genisligi ile dengelenecek bicimde arttirilmas: gerekir. Analizde
kullanilacak olan asimptotik acilim, daha yliksek mertebeden nonlineerligi
hesaplara dahil edecek bicimde modifiye edilmelidir. Yumugak biyolojik dokular
icin belirli bir baglangic sekil degistirmesi ve belirli bir dalga sayis1 igin bu tiir
bir marjinal halin ortaya gikabilecegi bilinmektedir ([52]).

Bu alt béliimde, bdyle bir marjinal halin olugmasi durumu géz oniinde
bulundurulacak ve (5.79) ile verilen koordinat doniigiimlerinde a = 2 alinarak
nonlineeritenin mertebesi arttirilacaktir.  Bu durumda (5.79) koordinat
doniigiimleri agagidaki hali alir

E=é(z— M), T=¢'t (5.101)

7



(5.101) koordinat doniigtimleri ve (5.81) agihmlan (5.76), (5.78) alan
denklemlerinde kullanilirsa e’'un ¢esitli mertebeden kuvvetlerini igeren bir
diferansiyel denklemler kiimesi elde edilir. €’un benzer kuvvetlerinin katsayilar

sifira egitlenecek olursa agagidaki denklemler seti olugturulur.

O (€) mertebeden denklemler:

611,1 6w1 _ 6w1 8p1 _ _ 6211,1 82u1
27%—-1——6—;—0, 5 +6z =0, p1=pui+m

O (€?) mertebeden denklemler:

6u2 8w2 6 6u1 _ 6’!.02 apz 6w1
26t+6+u18+2w18 =0, EY

62u2 62u2 2

ot?

o
21 (o001 —aan (322

(5 103)

P2 = Biug+m

O (€¥) mertebeden denklemler:

8u3 8w3 8w1 aul 8w1 6 8’&1,2 8’(11 _
2t o T P Ty, Ty, tAng, Tl =0,

6'[03 8p3 6}71 6wl d
5 T T o T e T el

ps basing ifadesinin agik hali EK B(B.5)’de verilmigtir.

wyws) = 0. (5.104)

O (&*) mertebeden denklemler:

Ouy Owys Owy Jus Ows Ows Oowy
2% v e T P tug Ty tey,

Bw; Bus Bus By 8
5 +2wl(9 + 2wg 2 + 2wy 2 L o, 2L =g,

+ur—4 97 BT

8w4 3p4 78])2 awz 8w3 8’!1)2 6w 6 w1 _
o To: Tog Vo TWg Tug Tusy, tuige =0 (5105

pa basing ifadesinin agik hali EK B(B.5)’de verilmistir.

O (€°) mertebeden denklemler:

Ous Ows Ows Jus Ouq Owy Ows

25t Yo Tae Vo TPe tug, Twy,
‘ ng Bwl 8 6U3 8UQ 8u1 8w1
tusg tug, TRy 5= R TS
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Ows Ous Juy

+ U —=— B¢ 2 4 2wy 2 5¢ + 2w 2_62— 0,
6w5 3])5 Bpg 6w3 611) 6’1,03 8w2 8w1
Gttt M w T T, Ty, Yy
wy Jws 0wy
+'LU4—6—Z—-+U)1 6§ + wa 8§ = 0. (5106)

ps basing ifadesinin agik hali EK B(B.5)’de verilmistir.

O (&%) mertebeden denklemler:

Oug Owg Owy Ouy Oua Ows ng Ows Ows

2ot ot e P t 2% =+ ua( 5 Tl o
6w3 6w1 8w2 6w1 6’&5 6u3 B’U4 a‘U2

+ us( ES + B¢ )+ uq 5% +u56_z+2 ( +——)+2 2(—+ 85)
0 0 Ous du

+2w3(ﬁ+ (;21)+2 e +2w561 =0,

Ows Ops = Ops dwy Ows % @0_3_

o T Tae e T Tl tae)
Owy Owy Ows 6w1 Owsq Ow;

+ waf % + o )+ ws(—5— 5 )+w4 5, T s, =0. (5.107)

Alan denklemlerinin ¢oéziimleri
O (¢) mertebeden denklemlerin ¢ozimd:
O(e) mertebeden denklemlere agagidaki formda ¢6ziim onerelim

= Ul(l)ea:p[i(wt —kz)] + k.e.,

= Wl(l)ewp[i(wt —kz)] +k.e.,

= PWexpli(wt — kz)] + k... (5.108)
(5.108) ¢oziim oOnerisi (5.102) denklemlerinde yerine konur ve elde edilen
diferansiyel denklemler ¢oziiliirse agagidaki iligkiler bulunur

v =vigr), WV =22v(En), PV = 2 Ve, (5.100)
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Burada V (¢, 7) yonetici denklemi heniiz bilinmeyen bir fonksiyondur.
O (€?) mertebeden denklemlerin ¢ozimi:

(5.109) ile verilen ¢oziimler (5.103) denklemlerinde kullanilirsa agagidaki
denklem takimi elde edilir

. 2 .
2%2+ %03 ~ (6iwV?e*? +k.e.) =0, 6;2 + ?9112 - (Ve the) =0,
o 5 2
= Bruz +m a;‘,"’ " 62"22 +2[- ‘;:2 + (By + B2) + 4 K|V 2
2
+225 4 (B + 2) + 1200k V2 ke (5.110)

Burada [V|? = VV* ve V*, V'nin karmagik eslenigini gostermektedir. ¢ ise
¢ = wt—kz olarak tanimlanmgtir. (5.110) denklemine agagidaki formda ¢éziim

onerelim.

2
up = UD + (O UL e 4 kee), (5.111)
=1

w2 ve py i¢in de benzer formlar gegerli olmak tizere, (5.110) ¢ézlim onerisi (5.110)
denklemlerinde yerine konursa agagidaki iligkiler elde edilir.

PO = gUl® 4+ 2[— 2-— + (B + B2) + 4o K|V 2. (5.112)

2
Wi = . Wnm  pm %Uéﬂ, (5.113)

2
U = a2, W= %(2@0 ~3)V2, PP = :_2(2% —5)V2.  (5.114)

Burada Uél) keyfi bir fonksiyondur ve problemin genelligi bozulmaksizin sifir
alinabilir. Buradan U2(1) W(l) P(l) = 0 sonugclan elde edilir.

O (%) mertebeden denklemlerin ¢ozimi:

O(€®) mertebe denklemlerin ¢oziimlerini elde edebilmek icin, (5.109),
(5.112)-(5.114) ¢oziim ifadeleri (5.104)'de kullamlirsa agagidaki esitlikler elde
edilir

6U3 6w3

\%
22 4 =2 4»[2(%—»6

5" B : — 2% (B + 38,)|VIPV — 2ikW O V]e'
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+ 6iw(2 — 3®)V3e¥? =0,

2
-‘?—“’—3+%+[Z’(5—/\) — 2iwWOV 4 i~

5t 3, 6 —4%)[V[*V]e™

k(

w? :
+i—(18 - 128,)V3e¥% =0,

62u3 6203

V.. T,
12 52 k3

i
e T

= fruzs+m —y3edie,

r )
+ [—é}VPV—{— 2i(apk — Amw)
(5.115)
Burada U, © _ = @, |U|? olarak tanimlanmigtir. I'y’nin acik ifadesi EK B(B.3)’de

verilmigtir.

(5.115) ile verilen diferansiyel denklemlere agagidaki formda ¢oziim 6nerilebilir

3
=U? + (Z UPexp(ilp) + k.e.). (5.116)
=1

ws ve p3 icin de benzer formida ¢dziim onerilir ve (5.115) egitliklerinde

kullanilirsa agagidaki yapilara ulagihr

PO =p,U. (5.117)

2iwUM — kWM + 2(% 4 )\)%? — 2w (B, + 3%0)|V]*V — 2ikW OV =0,

2
iwW — kP +22(7 - A)aa_‘; +i2= (6~ 4%0)|[V'V - 20wV =0,

U§1) + 2i(aok — /\mw)a—v + E|V|2 (5.118)

A 5

k2

2 UD _kw® =0, wW® kPP =0, P® = (82 —36,)UP. (5.119)
3 3 3 3

7 2

90
20U5%) kW + 20(2-380)V? =0, wW;” —kP" + ——(3-280)V°* =0,

2
P = (182 -

v —V3. (5.120)

(5.118) denklemlerinden U. él), Wél) ve P3(1) elimine edilirse asagidaki denkleme
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ulagilir

(Y 2ok — A4
i[4w( k A) + 2k*(apk — Amw)] o
+ [2w2(®; + 580 — 3) + T ||[VPV + 4wk WOV = 0. (5.121)

Wéo) reel oldugundan (5.121) denkleminin saglanabilmesi i¢in asagidaki
bagintilarin gegerli olmas: gerekir

4w(% — ) + 26X agk — Amw) = 0. (5.122)

—~[2w?(®1 + 5B — 3) + T4] V[
4wk ‘

w® = (5.123)

Bunlardan (5.122) ifadesi, N’n grup hizina esgit olmas: gerektigini gdsterir.
Burada, yine, Us(l) keyfi bir fonksiyondur ve sifir alinabilir. Bu durumda (5.118)

denklemlerinin ¢6ziimiinden agagidaki sonuglar elde edilebilir

w_,2, wV  w 217 _ opr(0)
W, _zk(/\ Ic)6§ 2k(<]§°1 + 3|V IV —2W,; 'V,
(1) _ w w 6V w2 2 w (0)
P~ = 42:—5(/\ — E)Fg— — 2§(<I>1 + 5% — 3)|V|V — 47€—W2 V.(5.124)

Burada Wz(o)’m (5.123) ile verildigini hatirlatalim. (5.119) denkleminin

coziimiinden USY = W = P = 0 elde edilir. (5.120) denkleminin

¢ozlimiinden agagidaki yapilara ulagilabilir
2w

U3 = @,V%, Wy = (8. 4238V, BY =

27

1@z +5(1— @0)]V.

(5.125)
®, katsayisinin acik ifadesi EK B(B.2)’de verilmigtir.

O (€*) mertebeden denklemlerin ¢ozimi:

(5.109), (5.112)-(5.114), (5.124) ve (5.125) ile verilen ¢6ziim ifadeleri (5.105)
denkleminde kullanilirsa agagidaki denklemler elde edilir

Buy  Buy oW w AIV]*

5 + Ep B¢ —2A(1+ @1) — 4] 5E

Z 2i(wU§0) + kWéo))Vei“’

2

av

+ {[(6 — 4®0) () — %)VE-E- + iw(—52 + 24®0 + 128, — 48 ®; — 128,)

+120k(1 4+ @DV PV? — dikBo W O V2 }e2i®
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+ diw(—5 + 128¢ — 6®, — 3B2) Ve =0,

5_;_4_ + %I—’zi + -(%(p;m AW 4 4 [V[z) 2iwW U6
w,, w oV WP 9vr2
Hp A=) (14-480)V o +i-(—80+4880+ 88, ~882)+16Xw(1+@1)||V [V

. 2 .
—20[(2B — 3)W; V] — i~ (50 — 608, + 168, +88])V el =0,

uy 9%, ' LoV ov*
Pa :ﬂ1u4+m 5:2 —Qp 522 +[22(/\mw"‘aok+4alk)(v 5{~V¥)+F31V|4]

2 .
+[—2—% + (81 +282) + 8a1k2]U3(O)Ve“"

+{2i[(>\mw+12a1k—aok)+4¢>o(aok—)\mw)]v%‘g.}.Z; V2V 2)etie 4 =2

F 4 41
k? Vi

(5.126)
I's, T4 ve I's’in acik ifadeleri EK B(B.3)’de verilmistir.

(5.126) denkleminin yapis: agagidaki formda bir ¢6ziim 6nermeyi miimkiin kilar

4
ug = U + (Y UPexp(itip) + k.c.). (5.127)
=1
w4 ve py i¢in de benzer formlar gegerli olmak {izere bu ¢oziim 6nerisi (5.126)’da,
yerine konursa faz agisin gegitli kuvvetlerine gére diizenlenmis asagidaki
denklem setleri elde edilir

ow® . . P awl® 4o . .,
5 —2M1+ @) — k](%m =0, S At ag'V' =0,
(0) _ 7(0) 2 2
P2 = ,31[/2 + 2[ k‘2 (ﬂl + ,@2) + 401]8 ]lVl (5128)
P{ = p1U{* + T3 |V[* + 2i(Amw — aok + 4a1k)(V*%% = vaa‘g ). (5.129)
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2iwUM — kWD = 2i(wU + W)W =0, iwW P —ikP —2i WOV =0,

2

77+ (81 +282) + 8ea KUV, (5.130)

PO = 22U 4 -2

|4

% — 4ikD WV V2

4iwUP — 2kW? + (6 — 43 )(A——)Va

+ i[w(—52 4 24P + 120; — 43¢ ®; — 128,) + 12)0k(1 + &,)]|V|*V2 =0,

“y14 - 10w

2iwW? — 2k PP + £\ 5

k(_k

2
+i[%(—80+48<1>0+8¢1—8<I>2)+16/\w(1+<1>1)]]V|2V2—2iw(2¢0—3)W2(°)V2 —0,

P® = (8% 5 — 36 YU + 2i[(Amw + 12a1k — aok) + 480 (aok ~ Amw)]V ?;2
+ %W]?V?. (5.131)

2UP —kw® =0, WP —kP® =0, PO = (18k—2—861)Ui3). (5.132)

8uwUM — kWY + 4w(—5 + 128 — 6@, — 383)V* =0,

2
——(50 — 60&¢ + 163, + 882)V* = 0,

4W(¥ — 4kP(® — =

T's
P = (32 — 158U + Ve (5.133)

k

(5.128) ifadelerinin ¢bziimlerinden UL ve W{” ifadelerinin (5.99)daki gibi
oldugu gosterilebilir. Buradan elde edilen Wz(o) ¢oziiminiin (5.123)'deki ile
karsilagtirilmasindan

2w (2 4+ mEH V]2 =0 (5.134)

bulunur. w2 katsayisimun sifir olmas: nedeniyle, bu denklem kendiliginden

saglanir. (5.128) denklem setinin ¢oziimiinden, U il) fonksiyonunun keyfi oldugu
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ve dolayisiyla sifir alinabildigi gortiliir. Bu durumda asagidaki egitlikler elde

edilir
2
W = U0 owO), PP = 25U 22w O,
[—2w? + (By + 282)k? + 81k USY + 4wkW(® = 0. (5.135)

Benzer sgekilde (5.131), (5.132) ve (5.133) denklem setlerinin ¢oziimiinden
agagidaki sonuglar elde edilir

ov ov

U® =&, |VPV? + wzoV—a-z W® = ao|V]PV? + z'lea—é, (5.136)
v® =wd® = p® =o. (5.137)
UM = ¢,V W =aq V4, (5.138)

@3, Dy; ap, ay; ve do,d; katsayilarinn acik ifadeleri sirasiyla EK B(B.2), EK
B(B.6), EK B(B.9)’da verilmigtir.

O (&%) mertebeden denklemlerin ¢ozimi:

Onceki ¢dziim agamalarma benzer bicimde, elde edilen tiim ¢dziim ifadeleri
(5.106) denklemlerinde kullanihir ve elde edilen diferansiyel denklemlerin yapis:
g6z oniinde bulundurulursa O(e) mertebe denklemlerin ¢oziimii igin agagidaki

formda ¢6ziim onermenin mimkiin oldugu gorilir
5
us = U + Z Uée)e:l:p(i&p) + k.e.). (5.139)

ws ve ps icin de benzer formlar gegerli olmak {izere bu ¢éziim dnerisi (5.106)
denklemlerinde yerine konursa asagidaki denklem seti elde edilir

ow® U or® oW
5~ 2 az =0, 82 - 62 =0, P@=pU0". (5.140)
v 2 A% av
—2wUM + kwV + 25— (- ";’) 5 +ia|V]P5r

2
+ iczval(;;l +es|VIV + 20UV + 2w OV =0,
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2
— oW 4 kPD 22V (/\ O 2“’)3 4 +ical VI 57 av
k or k’ 0¢
2
riev VL, | VIRV + 20W OV =0,
o€ 4
@ _o IV 2 32V 20 cs OV
P,V =2imw 5 + (mA° — ag) == 352 [Vl + V Y.
Le 14 (0)
+ VIV +28.U, 7V, (5.141
k.2

T ve ¢ — cg katsayilarinin agik ifadeleri sirasiyla EK B(B.3) ve EK B(B.8)’de
verilmigtir. (5.140) denklem setinin ¢oziimiinden Uéo) = Ws(o) = Péo) =0
bulunur. U(l) W(l) ve Ps(l) fonksiyonlarinin (5.141) denklemleri arasindan
elimine edilmesiyle agagidaki denklem elde edilir

otV

22(.0(2 + mkz)——— + [(m)\z - ao)k2 + 2(/\ - _)()‘ 3 )] ae?

v
9

) ov .
+ t(wer + keg + C7)|V|2—a—§~ + i(wez + kes + ¢3)V

+ (wes + keg + Do) VAV + 2(B2k? + w?)ULOV + 4wkW OV = 0(5.142)

(5.142) denklemi kullanularak agagidaki 6zdeslik elde edilebilir

Ve . 8, .oV _ov*
2w(2+mk2)[——aT—w1 ag(V 6§ -V 6€ )]
%[w(cl +263) + b{es +205) + (er + 268)] yvr* —0, (5.143)

Cozlimiin tamamlanabilmesi igin U, io) ve W‘fo) fonksiyonlarim belirlemek
gerekmektedir; bunun igin O(¢®) mertebe denklemlere bagvurmak zorunlulugu
vardir. Bu fonksiyonlar: sifirinci moddan elde etmek mimkiindiir. Daha
once elde edilmis olan tiim ¢6ziim ifadeleri (5.107)de yerine konursa agagidaki
esitliklere ulagihir

ow® Ul o ..V _ov*

— (v _ - 4 _
5~ P g tibg (V 5~V 5 )bz fVl 0,
arP»  ow(® o, 0V _ov* .
s A\ tibe %V 5 Vet bg—lVl 0,
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SR | 2 ) o
PO =g U 4T |VI* + iby(V T 1% 5

bo — by katsayillarimn acik ifadeleri EK B(B.7)’de verilmigtir.  (5.144)

denklemlerinin ¢oziimiinden agagidaki sonuclara ulagihir

). (5.144)

Aby + b + by av ov* Aby + b3+ T3 ‘
{ v+ (Cog

(0) _ *
U =g )V 5 T

W = Ul — (V*%—Z— - VBV

) — b V% (5.145)

(5.145) ile verilen ¢dzlim ifadeleri (5.141) denklemlerinde kullamlir ve elde
edilen denklemler arasindan U, él), Wél) ve Pél) elimine edilirse, agagida verilen
genellegtirilmis nonlineer Schrédinger denklemine (GNLS) ulagilir

v BV IZ,av

oV |?
t— + 1= 662 -+ /.L3IV +ipaV ’ I +u5|V|4V=0. (5146)

or ¢

U3, H4 ve ps katsayilarinin agik ifadeleri EK B(B.4)’de verilmisgtir.

Genellestirilmis nonlineer Schrédinger denklemi, marjinal halde, dispersif
ortamlarda yayilan monokromatik diizlem dalgalarin self modiilasyonunu
tanimlayan denklem olarak pek ¢ok aragtirma alaninda ortaya cikar. GNLS
denklemi gravitasyonel su dalgalar: i¢in Kakutani ve Michihiro [53] tarafindan
elde edilmigtir.

Bazi 6zel durumlarda GNLS denkleminden bilinen bazi evoliisyon denklemlerine
ulagmak miimkiindir. Ornegin, (5.146) denkleminde pu3 = pg ve ps = 0
alindiginda agsagidaki denklem elde edilir.

OV PV

or t i

= +ip g (VEV) =0, (5.147)

Bu denklem, plazmada Alfven dalgalarinin yayilimini yéneten tiirev (derivative)
nonlineer Schrodinger denklemi olarak bilinir.

ps = ps = 0, oldugunda ise agagida verilen Benjamin-Ono denklemine ulagilir

oV BV
ar "M 52

+ wglvlz‘w 0. (5.148)

GNLS denkleminin integre edilebilirligi, Painlevé analizi kullanilarak Clarkson
ve Cosgrove [56] tarafindan incelenmis ve denklemin Painlevé 6zelligine sahip

oldugu gosterilmistir.
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5.3.4 GNLS Denkleminin Baz1 Kesin Cozumleri

Pathria ve Morris [57]'deki yapiya benzer bicimde (5.146) denklemine yalniz
dalga ¢ozlimii arayalim. Eger zamana iligkin degigken olan 7, T = uy7 olarak
tekrar tanimlanacak olursa, (5.146) denklemi agagidaki denkleme doniigiir

v PV o|v|?
S+ G HialVEG iV g Vv =0 (5109)

Burada g,(n = 1,2,3) = ppt2/p1 formundadir. Simdi de (5.149) denklemine
agagidaki formda ¢ozlim Onerilsin

V(& T) = f(Qezp{ilg(¢, T) + A(E, T)]}- (5-150)

¢ = &—cT ve g(§,T) ile h(§,T) ise agagidaki gibi tanimlanmg baz: reel
fonksiyonlardir

9(6,T) = (e —bT)/2+d, h(€,T) =25 / F(Q)dc. (5.151)

Burada b,c ve d baz keyfi sabitlerdir ve ¢ ise § = —(q1 + 2¢2)/8 olarak
tammlanmigtir. f fonksiyonu agagidaki denklemi saglar

2 = —gq-gw + cqu® — (2be — ). (5.152)

Burada {is (') argiimana gore tiirevi gostermektedir. ¢ fonksiyonu ve §; ve g3

katsayilar: ise agagidaki gibi tamimlanmglardir
v=1% Gi=q, 3=g+4"+25q—bq. (5.153)

(5.152) denkleminin sol yan: sifirlanarak elde edilen polinomun koéklerinin reel

olmast icin agagidaki sart saglanmalidir

16‘13 (1 _ —) (5.154)

q1 ve s katsayilar1 uX sekil degistirme enerjisi yogunlugu fonksiyonuna ve k
dalga sayisma baghidir. Demiray [51] tarafindan Snerilen biyolojik malzeme
modeli i¢in g@3’nin hem pozitif hem de negatif degerler alabildigi gozlenmistir
ancak g;’nin degeri her zaman negatiftir. b ve ¢ keyfi sabitler olduguna gore,

(5.154) kosulu her zaman saglanir.

(i) Eger g3 < 0 ise, (5.152) denkleminin ¢6zlimiinden, (5.146) ile verilen GNLS
denkleminin yalniz dalga ¢6ziimii agagidaki formda elde edilir

"»bl 'QZ)Z 1/2
¥1 + (1 — 2) sinh? x

f6,1) =1

)
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(6, T) = 25( ) Pasctaabl(2)1/7 tanhn], x = (“APEE g - eT) 4
1

(5.155)

Burada 1 ve 92, (5.152) denkleminin sol yaninin sifira egitlenmesiyle elde edilen

dordiincii derece polinomun pozitif koklerini ifade etmektedir ve e keyfi bir

sabittir.

(ii) Eger g3 > 0 ise ve 1, 19 (5.152) ile verilen denklemin pozitif kokleri ise
agagidaki yalmz dalga ¢oziimiu elde edilir

1/)1¢’2 ]1/2
Y1 + (2 — 1) cos? x

6,1 =1
h(E,T) = 26(5—3)“2arctan{<%)1/2 tanyd, x = (Z2R)e o) te. (5.156)

(iii) Eger gs > 0 ise ve t; pozitif bir kok, 1, ise negatif bir kok ise yalmz dalga
¢coziimil agagidaki formda verilebilir

@b1@b2 ]1/2

f(ﬁaT) = [1[’2 + (11)2 _al ¢1)sinh2x

h(E,T) = 25(%)1/2mctm[(%)1/2 tanh x],

X = (_'ﬂ;bﬂg)l/z(g —cT) +e. (5.157)

Burada ¢3’nin hem negatif hem de pozitif degerleri i¢in GNLS denkleminin
yalniz dalga ¢oztumlerinin bulunduguna dikkat c¢ekmek uygundur. GNLS
denkleminin farklh ¢oziim formlar: icin [58] ve [59] numarali kaynaklara
bagvurulabilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada, ici sikigmaz bir akigkan ile dolu degigken yarigaply, ince elastik

tiiplerde nonlineer dalga yayilimi problemi incelenmigtir.

Oncelikle konu ile ilgili gecmiste yapilan caligmalardan kisaca soz edilmig
ve bu caligmalarda tilp yaricapimin degigmez olarak kabul edildigi oysa
fiziksel kogullar incelendiginde, bliyiik damarlarin yaricapimn degisken oldugu
gerceginin goz ardi edildigi ortaya konmusgtur. Problemin incelenmesinde
kullanilacak olan pertiirbasyon yontemlerinin kisaca Ozetlenmesinden sonra,
icerisinde sikigmaz bir akigkan ile dolu, yaricap: degigken, ince elastik bir tipte
nonlineer dalga yayilimi probleminde kullanilacak olan alan denklemleri elde
edilmistir. indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilarak problem, uzun dalga
yaklagimi altinda, viskoz veya viskoz olmayan akigkan halleri igin ayri ayri
incelenmisg, pertiirbasyon ve viskozite parametrelerinin cegitli mertebelerine
gore, yonetici denklem olarak degigken katsayilh Korteweg-de Vries, degisken
katsayili Korteweg-de Vries-Burgers ve degisken katsayili pertiirbe Korteweg-de
Vries denklemleri elde edilmistir. Elde edilen bu evoliisyon denklemlerine
ilerleyen dalga ¢ozlimleri sunulmug ve her bir durum igin dalga hizlarinin
ifadeleri elde edilmigtir. Elde edilen bu iz ifadelerinin incelenmesi ile agagidaki

sonuclara ulagilrmgtir:

(1) Yarigap: genigleyen tiiplerde, ilerleyen dalganin hizimn, orijinden
uzaklagtikca azaldigr gérulmigtir.

(ii) Yarigap: daralan tiiplerde, ilerleyen dalganin hizinin orijinden uzaklagtik¢a

arttigr gorilmugtir.

Caligmanmin son boliimiinde, ilk olarak, i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu,
varicap: degigken ince elastik tiiplerde nonlineer dalga modilasyonu problemi
incelenmis ve yonetici denklem olarak degigken katsayili nonlineer Schrédinger
denklemi elde edilmistir. Daha sonra bu degisken katsayili denkleme ilerleyen
dalga ¢ozumleri sunulmug ve ilerleyen dalga ile zarf dalganin hiz ifadeleri elde
edilmistir. Bu hiz ifadelerinin gesitli parametrelere gore grafiklerinin ¢izilmesi

sonucu agagidaki sonuglar elde edilmistir.

(1) Yarigap: genisleyen tiplerde, ilerleyen dalganin ve zarf dalganin hizimin
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orijinden uzaklagtik¢a arttigt gorilmiigtiir.

(ii) Yarigap: daralan tiiplerde ise, ilerleyen dalganm ve zarf dalgamn hizinin
orijinden uzaklagtik¢a azaldig gorulmigtiir.

(iii) € koordinatinin farkl degerleri igin, ilerleyen dalgamn hizinin degisimi
karakterini korumaktadir.

Bu bolumde ikinci olarak, i¢i viskoz olmayan akigkanla dolu ince elastik
tiiplerde, marjinal halde nonlineer dalga modiilasyonu problemi incelenmig
ve yonetici denklem olarak, pertlirbasyon parametresinin iki farkh degeri
i¢in sirasiyla nonlineer Schrédinger ve genellestirilmis nonlineer Schrédinger
denklemi elde edilmigtir. Caligmanin bu kisminda, iglemleri ¢ok karmagik hale
getireceginden dolay: tlip yaricapimn sabit kabul edildigi hal ele alinmigtir.
Daha sonra elde edilen genellegtirilmig nonlineer Schrédinger denkleminin baz

kesin ¢ézlimleri verilmistir.

Bu c¢aligmada incelenen problemlerde damar bir mambran gibi isleme
sokulmustur ancak mambran denklemleri kalinligin ortalama yaricapa oraninin
1/20’den daha kiiglik oldugu durumlarda gegerlidir. Biyolojik uygulamalar goz
onfine alindiginda, bu oramin 1/6 ve 1/4 arasinda oldugu gercegi, incelenen
problemde mambran denklemlerinin gegerli olmadigini ortaya koyar. Gergekgi
bir yaklagim, damarn kalin tiip olarak kabul edilmesini ve iglemlerin buna
gore diizenlenmesini gerektiric.  Ayrica, deneysel caligmalar, damarlarin
viskoelastik ve anizotrop yapida oldugunu gostermektedir. Daha gercek¢i bir
modelleme igin, bu verilerin de géz oniinde bulundurulmas: gerekir. Bunlara
ek olarak, cesitli fizyolojik kogullar nedeniyle, damarlarda olugabilecek madde
birikimlerinin (lipid vb.) de hesaplara dahil edilmesi, gelecege yonelik bir

aragtirma konusu olarak ortaya gikmaktadir.
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EK A

BOLUM 5.2°YE AIT KATSAYILAR

Bu kisimda, (5.42) ile verilen degigken katsayili NLS denkleminin katsayilar: ve
(5.67) ile verilen hiz ifadelerinin, sirasiyla genigleyen ve daralan tiip igin £ ve 7

degiskenlerine gore degisimini ifade eden grafikler verilmigtir.
(£ -0B%-N+ %(;"—:—kz)@ — aprg) k?)

A1 = [corg A K3 + 2w2 /K] ’
w? 4wk 3

12 = [aoAehk® + 2w? /B H{—162 Tt ;;’ + 5 (Aofls — B2)K”
+ )\g)\ (a2 — §—a—1')k4 —_ /\9)\ (?—ao — —’)’1>\z)k6

3
IR + 56— EOR? + 30000 H
[3w2/)\9 + /\9,32k2 + 3a1)\9/\zk4]
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+[ho — B+ 228 4 adok +

4/\wk]
g

[—AZ 4+ 2% 1 )28, 1 o A3, k7]
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},

X

pa = [0 AeA > + 207 /K™ 1{[ + (/\053 — B2)k?

)\9012

B B .
(- B = (o - i
w? Bo 4
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EK B

BOLUM 5.3'E AIT KATSAYILAR

Liw) = fru+mEt — T %,
Ly(u) = Bau® — u%% + (o0 — 8a1)u62u - 4a1(31;) ,
L3(u) = Bsu® + mu %tz—z + (8ay — 4as — o ) 22'2‘
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