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Bu tez çalı̧sması beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.
İkinci bölümde tez için gerekli olan tanım ve teoremler verilmi̧stir. Üçüncü bölüm iki
kısımdan oluşmaktadır. Bu bölümün birinci kısımda genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uza-
ylarında Riesz potansiyeli için iki ağırlıklıeşitsizlikler elde edilmi̧stir ve elde edilen eşitsiz-
likler yardımıyla Riesz potansiyelinin genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarındaki sınır-
lılı̆gıispatlanmı̧stır. Bu bölümün ikinci kısmında ise genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uza-
ylarında Riesz potansiyelinin komütatörleri için iki ağırlıklı eşitsizlikler elde edilmi̧stir
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Morrey uzayındaki sınırlılı̆gı ispatlanmı̧stır. Beşinci bölümde ise elde edilen sonuçların
analizi yapılmı̧stır.
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zaman destekleyen sevgili ailem ve arkadaşlarıma teşekkür ederim.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
KAYNAKLAR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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SİMGELER DİZİNİ

Rn n-boyutlu Öklid uzayı
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ĥ h fonksiyonunun Fourier dönüşümü

χA A nın karakteristik fonksiyonu

Ap(Rn) Muckenhoupt ağırlık sınıfı

Fp(Rn) Fefferman-Pong ağırlık sınıfı

Supph h nin desteği

M Maksimal operatör

Mα Kesirli maksimal operatör

M# Sharp maksimal fonksiyon

Mb Maksimal komütatör

Iα Riesz potansiyeli

[b, Iα] Iα Riesz potansiyelinin komütatörü

|b, Iα| b ölçülebilir fonksiyon olmak üzere, Iα Riesz potansiyelinin komütatörü

T Singüler integral operatörü

Tα Riesz potansiyelinin ürettiği altlineer operatörü

Tb,α Riesz potansiyelinin ürettiği altlineer komütatör operatörü
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1. GİRİŞ

Yeterince düzgün ve sonsuzda küçük olan bir h fonksiyonun Fourier dönüşümü ve

onun ∆h =
n∑
j=1

∂2h
∂x2

Laplasyen’i

(−∆h)∧ (x) = 4π2 |x|2 ĥ(x)

ile ili̧skilidir. |x|2 deki 2 üssünü genel bir β üssü ile deği̧stirerek ve böylece (en

azından biçimsel olarak) Laplasyen’in kesirli kuvvetini(
(−∆)β/2 h

)∧
= (2π |x|)β ĥ(x) (1.1)

ile tanımlayarak (1.1) integral operatörü elde edilir. Notasyonda küçük bir deği̧sik-

likle 0 < α < n olmak üzere

Iα (h) = (−∆)−α/2 (h)

bulunur, burada Riesz potansiyeli

Iαh(x) =

∫
Rn
|x− y|α−nh(y)dy

şeklinde tanımlanır (Stein, 1970).

0 ≤ α < n ve h ∈ Lloc1 (Rn) olacak biçimde Mα kesirli maksimal fonksiyon

Mαh(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1+α/n

∫
B(x,r)

|h(y)|dy

şeklinde tanımlanır, buradaB(x, r) xmerkezli r yarıçaplıyuvar olmak üzere |B(x, r)|,

B(x, r) yuvarının Lebesgue ölçüsüdür. α = 0 iken Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu elde edilir. Maksimal operatörler, fonksiyonların türevlenebilirlik özel-

liklerinde, singüler integrallerde ve kısmi diferensiyel denklemlerde önemli rol oynar.

Bu alanlardaki sorunlarıanlamak için genellikle diğer yöntemlere göre daha derin

ve daha basitleştirilmi̧s bir yaklaşım sağlarlar. 0 < α < n olduğundan dolayı Iα

Riesz potansiyeli zayıf singüler bir operatördür. Iα Riesz potansiyeli ile Mα kesirli

maksimal operatör ili̧skilidir, öyle ki

Mαh(x) ≤ ω
α
n
−1

n (Iα|h|)(x) (1.2)

1



eşitsizliği gerçeklenir.

Iα Riesz potansiyeli kısmi diferensiyel denklemlerin çözümünde kullanılan harmonik

analizin temel araçlarından biri olup bu operatörlerin çeşitli fonksiyon uzaylarındaki

sınırlılı̆gı birçok matematikçi tarafından çalı̧sılmı̧stır. Bu uzaylardan birkaçıLp,λ

Morrey uzayı, Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzayı, Mp,ϕ
ω genelleştirilmi̧s ağırlıklı

Morrey uzayıve GMp,θ,ϕ,ω global genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayıdır. Mor-

rey uzayları1938 yılında Morrey tarafından ilk defa ortaya çıkarılmı̧stır. Morrey

uzaylarıkısmi diferensiyel denklemler teorisinde ve varyasyonlar teorisi alanındaki

problemler için kullanı̧slıdır. Harmonik analizde, sıklıkla rastlanan operatörler olan

singüler, maksimal ve Riesz potansiyelleri gibi çeşitli fonksiyon uzaylarındaki eşitsiz-

liklerinin çalı̧sılmalarıoldukça önemli bir yere sahiptir. Riesz potansiyelinin Morrey

uzaylarındaki sınırlılı̆gıAdams tarafından 1975 yılında elde edilmi̧stir. Nakai ve

Mizuhara gibi bilim insanlarıgenelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Riesz potansiyeli,

singüler integral ve maksimal operatörlerin sınırlılı̆gını elde etmi̧slerdir. Guliyev

2009 yılında bulduğu yeni yöntemleri kullanarak genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında

Riesz potansiyeli, singüler integral ve maksimal operatörlerin sınırlılı̆gını elde et-

mi̧stir. 2012 yılında Guliyev, hem genelleştirilmi̧s Morrey uzayınıhem de ağırlıklı

Morrey uzayınıgenelleştirerek genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayınıtanımlamı̧stır.

Genelleştirilmi̧s ağırlıklı Morrey uzayının tanımında geçen agırlıklıLebesgue uzay-

larında singüler, maksimal operatörlerin ve Riesz potansiyelinin sınırlılı̆gıMucken-

houpt ile Wheeden ve Coifman ile Fefferman tarafından bulunmuştur. Riesz potan-

siyelinin genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayındaki sınırlılı̆gı 2023 yılında Aykol,

Hasanov ve Safarov tarafından ispatlanmı̧stır. Riesz potansiyelinin global genelleştir-

ilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarındaki sınırlılı̆gı2024’te Aykol, Geleri, Hasanov ve Sa-

farov tarafından ispatlanmı̧stır.

"1 ≤ p <∞, h ∈ Llocp,ω(Rn) ϕ , Rn×(0,∞) de ölçülebilir pozitif bir fonksiyon ve ω, Rn

uzayıüzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Mp,ϕ
ω genelleştirilmi̧s

ağırlıklıMorrey uzayı,

‖h‖Mp,ϕ
ω

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))
‖h‖Lp,ω(B(x,r)) <∞
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olacak biçimde fonksiyonların uzayıdır. Burada h ∈ Lp,ω(B(x, r))

‖h‖Lp,ω(B(x,r)) ≡ ‖hχB(x,r)‖Lp,ω(Rn) =

(∫
B(x,r)

|h(y)|pω(y)dy

) 1
p

<∞

olan ölçülebilir h fonksiyonlarının ağırlıklıLp uzayınıbelirtir.

Ayrıca, h ∈ WLlocp,ω(Rn) olmak üzere WMp,ϕ
ω zayıf genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey

uzayı

‖h‖WMp,ϕ
ω

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))
‖h‖WLp,ω(B(x,r)) <∞

şeklindeki fonksiyonların uzayıdır, burada h ∈ WLp,ω(B(x, r))

‖h‖WLp,ω(B(x,r)) ≡ ‖hχB(x,r)‖WLp,ω(Rn) = sup
t>0

t

(∫
{y∈B(x,r):|f(y)|>t}

|h(y)|pω(y)dy

) 1
p

<∞

olan h fonksiyonlarının zayıf ağırlıklıLp uzayınıbelirtir (Guliyev, 2012)."

Eğer ω(x) = χB(x,r) seçilirse, bu durumda Mp,ϕ
ω (Rn) = Mp,ϕ(Rn) genelleştirilmi̧s

Morrey uzayı ve ϕ(x, r) = r
λ−n
p seçilirse Mp,ϕ

ω (Rn) = Lp,λ(Rn) ağırlıklıMorrey

uzayına eşit olur.

"1 < p, q, t <∞ olsun. Eğer

sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|
α
n
− 1
p
+ 1
q

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωqt2 (y)dy


1
qt
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′t

1 (y)dy


1
p′t

<∞

(ω1, ω2) ağırlık fonksiyonlarıFp,q(Rn) sınıfına aittir, denir (Perez, 1994)."

Bu tezin amacıω ağırlıklarıFefferman-Pong sınıfına ait olmak üzere, genelleştir-

ilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında Iα Riesz potansiyeli ve |b, Iα| Riesz potansiyelinin

komütatörü için iki ağırlıklı eşitsizlikler elde edilerek elde edilen bu eşitsizlikler

yardımıyla Iα Riesz potansiyelinin ve |b, Iα| Riesz potansiyelinin komütatörünün

Mp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayından Mq,ϕ2

ω2 (Rn) uzayına sınırlılı̆gını elde etmektir. Ayrıca bu-

rada Iα Riesz potansiyelinin Mp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayından Mq,ϕ2

ω2 (Rn) uzayına sınırlılı̆gını

ispatlarken Hardy eşitsizliğinden faydalanılmı̧stır. Son olarak ise uygulama ola-

rak, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında Iα Riesz potansiyeli ve |b, Iα| Riesz

potansiyelinin komütatörü tarafından üretilen Tα altlineer operatörü ve Tb,α altlineer

komütatörü için iki ağırlıklıeşitsizlikler elde edilecektir. Benzer biçimde elde edilen

eşitsizliklerle birlikte altlineer operatörünün ve altlineer komütatörününMp,ϕ1
ω1 (Rn)

uzayındanMq,ϕ2
ω2 (Rn) uzayına sınırlılı̆gıelde edilecektir.

3



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanım ve Teoremler

Bu kısımda tez boyunca kullanılacak olan tanımlar ve teoremler verilecektir.

Tanım 2.1 "V bir K (Rn veya C) cismi üzerinde bir vektör uzayıolmak üzere eğer

bir ‖.‖ : V → R dönüşümü her a, b ∈ V ve her β ∈ K için

(N1) ‖a‖ ≥ 0 ve ‖a‖ = 0⇔ a = θ

(N2) ‖βa‖ = |β| ‖a‖

(N3) ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖

şartlarınısağlıyorsa bu dönüşüm V vektör uzayıüzerinde norm olarak adlandırılır.

(V, ‖.‖) ikilisine ise normlu bir vektör uzayıdenir. (V, ‖.‖) normlu uzayıkısaca X ile

gösterilir. Bu tanımdaki (N3) özelliğindeki eşitsizliğinin yerine C > 0 olmak üzere

‖a+ b‖ ≤ C(‖a‖+ ‖b‖)

olduğu zaman bu dönüşüme quasi-norm adıverilir (Kreyszig, 1989)."

Tanım 2.2 "Bir T lineer oparatörü aşağıdaki şartlarısağlayan operatördür:

(i) T lineer operatörünün D(T ) tanım kümesi bir vektör uzayı olup R(T ) değer

kümesi aynıcisim üzerinde bir vektör uzayıdır.

(ii) Her a, b ∈ D(T ) ve β skaleri için,

T (a+ b) = Ta+ Tb

T (βa) = βTa

gerçeklenir (Kreyszig, 1989)."

Tanım 2.3 "Herhangi bir µ ölçüsü µ(B(x, 2r)) ≤ cµ(B(x, r)) şartınısağlıyorsa µ

ölçüsü doubling şartınısağlıyor denir (Guliyev, 2012)."

Tanım 2.4 "V ve U normlu uzaylar ve D(T ) ⊂ V olmak üzere, T : D(T ) → B

lineer operatör olsun. Eğer her a ∈ D(T ) için ‖Ta‖ ≤ C1 ‖a‖ olacak biçimde bir C1
4



reel sayısıvarsa, T operatörüne sınırlıdır denir. Bir T operatörünün normu

‖T‖ = sup
a∈D(T ),a6=0

‖Ta‖
‖a‖

şeklinde tanımlanır (Kreyszig, 1989)."

Tanım 2.5 "V ve U normlu uzaylar ve D(T ) ⊂ V olacak biçimde, T : D(T )→ U

operatör ve a0 ∈ D(T ) olsun. Eğer verilen her ε > 0 sayısına kaŗsılık, ‖a− a0‖ < δ

şartınısağlayan her a ∈ D(T ) için, ‖Ta− Ta0‖ < ε olacak biçimde bir δ > 0 sayısı

mevcut ise T ye a0 a süreklidir denir (Kreyszig, 1989)."

Tanım 2.6 "V ve U normlu uzaylar ve D(T ) ⊂ V olmak üzere, T : D(T ) → U

lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmasıiçin gerek ve yeter şart T

nin sınırlıolmasıdır (Kreyszig, 1989)."

Teorem 2.1 "(Diferensiyel Hesabın Ortalama Değer Teoremi) h : [a, b]→ R fonksiy-

onu [a, b] aralı̆gında sürekli ve her x ∈ (a, b) noktasında türevlenebilir olmak üzere

(a, b) aralı̆gında

hp(x) =
h(b)− h(a)

b− a
olacak şekilde en az bir x noktasıvardır (Kreyszig, 1989)."

Tanım 2.7 "V bir küme olmak üzere eğer V nin alt kümelerinin bir Σ sınıfıiçin

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa bu durumda Σ sınıfına V kümesi üzerinde bir cebirdir

denir:

(a) V ∈ Σ

(b) Her E ∈ Σ için Ec = V \E ∈ Σ

(c) i = 1, 2, ..., k için Ei ∈ Σ ise
k⋃
i=1

Ei ∈ Σ

Eğer (c) şartıyerine

Her i ∈ N için Ei ∈ Σ⇒
∞⋃
i=1

Ei ∈ Σ"

koşulu konulursa Σ cebirine bir σ − cebiri denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanım 2.8 "V bir küme ve Σ, V kümesi üzerinde bir σ−cebiri olsun. Bu durumda

(V,Σ) ikilisine bir ölçülebilir uzay, Σ daki her bir kümeye ise Σ−ölçülebilir küme

veya ölçülebilir küme adıverilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."
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Tanım 2.9 "(V,Σ) bir ölçülebilir uzay ve h : V → R bir fonksiyon olmak üzere

eğer her γ ∈ R için

h−1(]γ,+∞[) = {a ∈ V : h(a) > γ} ∈ V

oluyorsa h ye ölçülebilir fonksiyon denir. V üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların

ailesiM(V,Σ) ile gösterilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanım 2.10 "(V,Σ) bir ölçülebilir uzay olsun. Σ üzerinde tanımlıreel değerli bir

µ fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0

(ii) Her A ∈ Σ için µ(A) ≥ 0

(iii) Her ayrık (Ak) dizisi için µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak)

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona ölçü denir. Eğer her A ∈ Σ için µ(A) <∞ ise

µ ye sonlu ölçü denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanım 2.11 "Bir V kümesi, V in alt kümelerinin bir Σ σ − cebiri ve Σ üzerinde

tanımlıbir µ ölçüsünden oluşan (V,Σ, µ) ölçüsüne bir ölçü uzayıdenir (Royden ve

Fitzpatrick, 2010)."

Tanım 2.12 "V bir küme ve P (V ) de V nin kuvvet kümesi olsun. P (V ) üzerinde

tanımlı, geni̧sletilmi̧s reel değerli bir µ∗ fonksiyonu

(i) µ∗(∅) = 0

(ii) Her E ∈ P (V ) için µ∗(E) ≥ 0

(iii) A ⊂ B ⊂ V için µ∗(A) ≤ µ∗(B)

(iv) Her bir k ∈ N için Ak ∈ P (V ) ise µ∗
( ∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

µ∗(Ak)

şartlarınısağlıyorsa µ∗ fonksiyonuna V üzerinde bir dı̧s ölçü adıverilir (Royden ve

Fitzpatrick, 2010)."

Tanım 2.13 "(Ik) , R nin sınırlıve açık alt aralıklarının bir dizisi

τA =
{

(Ik) : A ⊂
⋃

Ik

}
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olsun. P (R) üzerinde

m∗(A) = inf

{ ∞∑
k=1

ι (Ik) : (Ik) ∈ τA

}

biçiminde tanımlanan m∗ bir dı̧s ölçüdür. Bu dı̧s ölçüye Lebesgue dı̧s ölçüsü adı

verilir. Lebesgue dı̧s ölçüsü R nin her bir alt aralı̆gına onun uzunluğunu kaŗsılık

getirir.

n− boyutlu Rn uzayında Lebesgue dı̧s ölçüsünü tanımlamak için

I = {x : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, ..., n}

n− boyutlu kapalıaralıklarınıgöz önüne alalım. Bu aralıkların hacimleri

υ(I) =
n∏
i=1

(bi − ai)

biçimindedir. Keyfi bir E ⊂ Rn kümesinin Lebesgue dı̧s ölçüsü

m∗(E) = inf

{ ∞∑
k=1

υ (Ik) : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik, Ik bir aralık

}

ile tanımlanır. Her A ⊂ Rn için eğer

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ (Rn − E))

ise E kümesine Lebesgue ölçülebilirdir, denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanım 2.14 "(V,Σ, µ) bir ölçü uzayıolmak üzere, eğer bir önerme ölçüsü sıfır olan

bir küme dı̧sında doğru ise, bu durumda o önerme hemen her yerde (h.h.y) doğrudur

denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanım 2.15 "(V,Σ, µ) bir ölçü uzayıolsun. Böylece

i) 1 ≤ p <∞ iken ‖h‖Lp(V ) =

∫
V

|h|p dµ

 1
p

<∞

ii) p =∞ iken ess sup
v∈V

|f(v)| <∞

i) ve ii) koşullarını sağlayan fonksiyonların sınıfı p. mertebeden integrallenebilir

fonksiyonlar uzayı olarak adlandırılır ve ayrıca Lp şeklinde gösterilir (Grafakos,

2014)."
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Tanım 2.16 "B ⊂ Rn ölçülebilir bir küme olmak üzere B nin Lebesgue ölçüsü

|B| =
∫
B

dx

şeklinde tanımlanır (Grafakos, 2014)."

Tanım 2.17 "K, Rn Öklid uzayında keyfi bir kompakt küme olsun. h Lebesgue

ölçülebilir fonksiyon olacak biçimde∫
K

|h| dµ <∞

ise h fonksiyonuna Rn de lokal integrallenebilirdir denir ve h ∈ Lloc1 (Rn) ile gösterilir

(Grafakos, 2014)."

Teorem 2.2 "(Hölder Eşitsizliği) p, q ∈ (1,∞) ve 1
p

+ 1
q

= 1 olacak biçimde eğer

f ∈ Lp, h ∈ Lq iken fh ∈ L1 ise

‖fh‖L1 ≤ ‖f‖Lp ‖h‖Lq

eşitsizliği sağlanır ve bu eşitsizliğe Hölder eşitsizliği denir (Sadosky, 1979)."

Teorem 2.3 "(Minkowski Eşitsizliği) p ∈ [1,∞) olacak biçimde eğer f, h ∈ Lp ise

(f + h) ∈ Lp ve

‖f + h‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖h‖Lp

eşitsizliği sağlanır ve bu eşitsizliğe Minkowski eşitsizliği denir (Sadosky, 1979)."

Teorem 2.4 "(Fubini Teoremi) g, Rn+k üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon ve ayrıca

I1 =

∫
Rn+k

|g(x, y)| dxdy

I2 =

∫
Rk

∫
Rn

|g(x, y)| dx

 dy

I3 =

∫
Rn

∫
Rk

|g(x, y)| dy

 dx

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. Bu durumda
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1. Hemen her y ∈ Rk için g(., y) ∈ L1(Rn),

2. Hemen her x ∈ Rn için g(x, .) ∈ L1(Rk),

3.
∫
Rk

g(., y)dy ∈ L1(Rn),

4.
∫
Rn

g(x, .)dx ∈ L1(Rk),

5. I1 = I2 = I3

elde edilir (Grafakos, 2004)."

Teorem 2.5 "(Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Rn de tanımlı lokal integral-

lenebilen bir h fonksiyonu olsun. Bu durumda

lim
r→0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|h(y)| dy = h(x)

ifadesi hemen her x için sağlanır (Grafakos, 2004)."

Tanım 2.18 "Bir h fonksiyonunun desteği

Supph = {x ∈ Rn : h(x) 6= 0}

şeklinde tanımlanır. Eğer Supph sınırlıbir kümeyse o zaman h fonksiyonu kompakt

desteğe sahiptir, denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Ap sınıfı1972 yılında Muckenhoupt tarafından ağırlıklıLp,ω(Rn) Lebesgue uzayında

tanımlıHardy-Littlewood maksimal operatörünün sınırlılık çalı̧smalarında tanım-

lanmı̧stır.

Tanım 2.19 "1 ≤ p < ∞, h ölçülebilir bir fonksiyon ve ω, Rn de negatif olmayan

ölçülebilir fonksiyon olsun. Bu durumda ağırlıklıLebesgue uzayıolan Lp,ω(Rn)

‖h‖Lp,ω(Rn) =

 ∫
B(x,r)

|h(y)|p ω(y)dy


1
p

<∞

olacak biçimde fonksiyonların uzayıdır (Grafakos, 2014)."
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Tanım 2.20 "p ∈ [1,∞), 1
p

+ 1
pp

= 1 olsun. Eğer

sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|−1

 ∫
B(x,r)

ωp(y)dy


1
p
 ∫
B(x,r)

ω−p
′
(y)dy


1
p′

<∞

ise ω ağırlık fonksiyonu Ap(Rn) sınıfına aittir, denir. Her x ∈ Rn ve r > 0 için

|B(x, r)|−1
∫

B(x,r)

ω(y)dy ≤ C ess sup
y∈B(x,r)

1

ω(y)
<∞

olacak şekilde C var ise ω ağırlık fonksiyonu A1(Rn) sınıfına aittir, denir (Mucken-

houpt, 1972)."

Tanım 2.21 "p ∈ [1,∞), 1
p

+ 1
pp

= 1 olsun. Eğer

sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|−1

 ∫
B(x,r)

ωp2(y)dy


1
p
 ∫
B(x,r)

ω−p
′

1 (y)dy


1
p′

<∞

ise (ω1, ω2) ağırlık fonksiyonlarıÃp(Rn) sınıfına aittir, denir (Muckenhoupt, 1972)."

Tanım 2.22 "p, q ∈ [1,∞), 1
p

+ 1
pp

= 1 olsun. Eğer

sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|
1
p
− 1
q
−1

 ∫
B(x,r)

ωq2(y)dy


1
q
 ∫
B(x,r)

ω−p
′

1 (y)dy


1
p′

<∞

ise (ω1, ω2) ağırlık fonksiyonlarıAp,q(Rn) sınıfına aittir, denir (Muckenhoupt, 1972)."

Tanım 2.23 "p ∈ (1,∞), 1 < t <∞ olsun. Eğer

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωp2(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′t

1 (y)dy


1
p′t

<∞

ise (ω1, ω2) ağırlık fonksiyonlarıFp(Rn) sınıfına aittir, denir (Perez, 1994)."

Tanım 2.24 "1 < p, q, t <∞ olsun. Eğer

sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|
α
n
− 1
p
+ 1
q

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωqt2 (y)dy


1
qt
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′t

1 (y)dy


1
p′t

<∞

(ω1, ω2) ağırlık fonksiyonlarıFp,q(Rn) sınıfına aittir, denir (Perez, 1994)."
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Tanım 2.25 "(Mh Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonu) α ∈ [0, n) ve h ∈

Lloc1 (Rn) olacak biçimde M maksimal fonksiyonu

Mh(x) = sup
r>0

1

|B (x, r)|

∫
B(x,r)

|h(y)| dy

şeklinde tanımlanır (Grafakos, 2014)."

Teorem 2.6 " 1 ≤ p <∞ olsun. Bu durumda

1) ω ∈ Ap(Rn) olacak biçimde M operatörü Lp,ω(Rn) uzayından Lp,ω(Rn) uzayına

sınırlıdır,

2) ω ∈ A1(Rn) olacak biçimdeM operatörü L1,ω(Rn) uzayındanWL1,ω(Rn) uzayına

sınırlıdır (Aykol vd., 2022)."

Teorem 2.7 1 < p < ∞ ve (ω1, ω2) ∈ Fp (Rn) olsun. Bu durumda M operatörü

Lp,ω1 (Rn) uzayından Lp,ω2 (Rn) uzayına sınırlıdır.

Tanım 2.26 "(Mα Kesirli Maksimal Fonksiyon) h , Rn de lokal integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Kesirli maksimal fonksiyon

Mαh(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1+α/n

∫
B(x,r)

|h(y)|dy, 0 ≤ α < n

dir (Guliyev, 2012)."

AyrıcaMα kesirli maksimal fonksiyonunda α = 0 alırsak bizeMh Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonunu verir.

Tanım 2.27 "(M ] Sharp Maksimal Fonksiyon) M ] sharp maksimal fonksiyonu

hB(x,r)(x) = |B(x, r)|−1
∫
B(x,r)

h(y)dy

olacak biçimde

M ]h(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|h(y)− hB(x,r)|dy

ile tanımlanır (Hao, 2020)."
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Tanım 2.28 "BMO(Rn) uzayı

‖h‖BMO = sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|−1
∫
B(x,r)

|h(y)− hB(x,r)|dy <∞

veya

‖h‖BMO = inf
C

sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|−1
∫
B(x,r)

|h(y)− C|dy <∞

olacak şekilde tüm lokal integrallenebilir h fonksiyonlarının kümesi şeklinde tanım-

lanır (Aykol vd., 2023)."

Tanım 2.29 "1 ≤ p <∞ olacak biçimde BMOp,ω(Rn)

‖h‖BMOp,ω = sup
x∈Rn,r>0

‖(h(·)− hB(x,r))χB(x,r)‖Lp,ω(Rn)
‖ω‖Lp(B(x,r))

veya

‖h‖BMOp,ω = sup
x∈Rn,r>0

1

|B(x, r)|‖(h(·)− hB(x,r))χB(x,r)‖Lp,ω(Rn)‖ω−1‖Lp′ (B(x,r)) <∞

tüm lokal integrallenebilir h fonksiyonlarının kümesi şeklinde tanımlanır (Aykol vd.,

2023)."

Teorem 2.8 "1 ≤ p < ∞ ve ω Lebesgue ölçülebilir fonksiyon olmak üzere, eğer

ω ∈ Ap(Rn) ise, bu durumda ‖ · ‖BMOp,ω ve ‖ · ‖BMO normlarıdenktir (Ho, 2016)."

Lemma 2.1 "b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda, 0 < 2r < s için

∣∣bB(x,r) − bB(x,s)∣∣ ≤ C‖b‖BMO ln
s

r

olacak şekilde bir C sabiti vardır, burada C, b, x, r ve s den bağımsızdır (Guliyev

ve Shukurov, 2013)."

Tanım 2.30 "L∞,v(R+) ağırlıklıL∞ uzayında olsun, normu

‖g‖L∞,v(R+) = ess sup
r>0

v(r)g(r)

dir. A konisi,

A =

{
ϕ ∈M+(R+; ↑) : lim

r→0+
ϕ(r) = 0

}
şeklindedir (Aykol vd., 2023)."
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Tanım 2.31 "u, R+ da sürekli ve negatif olmayan fonksiyon olsun. Su supremal

operatörü

(Sug)(r) := ‖ug‖L∞(0,r), r ∈ (0,∞)

ile tanımlanır (Aykol vd., 2023)."

Aşağıdaki teoremin ispatıBurenkov tarafından verilmi̧stir.

Teorem 2.9 "Kabul edelim ki her r > 0 için 0 < ‖v1‖L∞(0,r) <∞ olacak biçimde v1

ve v2 negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonlar olsun. Ayrıca u fonksiyonu R üzerinde

negatif olmayan sürekli fonksiyon olsun. Bu durumda Su operatörüA konisi üzerinde

L∞v1(R+) dan L∞v2(R+) a sınırlıdır öyle ki∥∥∥v2Su (‖v1‖−1L∞(0,·))∥∥∥L∞(R+) <∞
eşitsizliği gerçeklenir (Guliyev, 2013)."

Tanım 2.32 "0 < r <∞ ve w ağırlık fonksiyonu olacak biçimde Hardy operatörleri

Hwg(r) :=

∫ r

0

g(s)w(s)ds, H∗wg(r) :=

∫ ∞
r

g(s)w(s)ds

şeklinde tanımlanır (Guliyev, 2013)."

Teorem 2.10 "v1, v2 ve w (0,∞) üzerinde ağırlıklar olsun ve v1(r) orijinin bir

komşuluğunun dı̧sında sınırlıolsun.

ess sup
r>0

v2(r)H
∗
wg(r) ≤ C ess sup

r>0
v1(r)g(r)

eşitsizliği bir C > 0 ve (0,∞) üzerinde negatif olmayan ve azalmayan g fonksiyonu

için vardır ancak ve ancak

B := sup
r>0

v2(r)

∫ ∞
r

w(s)ds

ess sup
s<τ<∞

v1(τ)
<∞

dır (Guliyev, 2013)."

Teorem 2.11 "v1, v2 ve ω (0,∞) üzerinde ağırlıklar olsun ve v1(r) orijinin bir

komşuluğunun dı̧sında sınırlıolsun. Bu durumda

ess sup
r>0

v2(r)Hwg(r) ≤ C ess sup
r>0

v1(r)g(r)
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eşitsizliği bir C > 0 ve (0,∞) üzerinde negatif olmayan ve azalmayan g için vardır

ancak ve ancak

B := ess sup
r>0

v2(r)

∫ r

0

w(s)ds

ess sup
0<τ<s

v1(τ)
<∞

dır (Guliyev, 2013)."

2.2 Morrey Uzayları

Bu bölümde tez içerisinde faydalanacağımız bazı tanım ve teoremler ile birlikte

ispatlarıverilecektir.

Tanım 2.33 "(Lp,λ(Rn) Morrey Uzayı) λ ∈ (0, n), p ∈ [1,∞) ve h ∈ Llocp (Rn)

olacak biçimde Lp,λ(Rn) Morrey uzayları

‖h‖Lp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖h‖Lp(B(x,r)) = sup

x∈Rn,r>0
r−

λ
p

 ∫
B(x,r)

|h(y)|p dy


1
p

<∞

şeklindeki fonksiyonların uzayıdır (Morrey, 1938)."

"Lp,λ için özel seçimler yoluyla aşağıdaki sonuçlar elde edilir:

• λ = 0 iken Lp,0 ≡ Lp klasik Lebesgue uzayına eşit olur.

• λ > n ve λ < 0 iken Lp,λ ≡ θ eşittir ve burada θ, Rn deki 0’a denk olan

fonksiyonlar kümesidir.

• λ = n iken Lp,λ ≡ L∞ eşittir.

Yukarıdaki Lp,λ norm tanımında B(x, r) de x = 0 alınırsa Llocp,λ lokal Morrey uzayları

elde edilir (Guliyev ve Shukurov, 2013)."

Tanım 2.34 "p ∈ [1,∞) ve h ∈ WLlocp (Rn) olsun. WLp,λ(Rn) zayıf Morrey uzayları

‖h‖WLp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖h‖WLp(B(x,r))

<∞

olacak biçimdeki fonksiyonların uzayıdır. Burada

‖h‖WLp(B(x,r))
= sup

t>0
t |{y ∈ B(x, r) : |h(y)| > t}|

1
p <∞

dir. Ayrıca λ = 0 iken WLp(Rn) = WLp,0(Rn) eşittir (Guliyev, 2011)."
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Tanım 2.35 ω fonksiyonu hemen her x ∈ Rn öyle ki ω(x) > 0 için Rn üzerinde

lokal integrallenebilir ise ω bir ağırlık fonksiyonudur, denir.

Teorem 2.12 "1 < p <∞ ve 0 < λ < n olsun. Bu durumda

‖Mh‖Lp,λ ≤ C ‖h‖Lp,λ (2.1)

dir. Burada C sabiti h den bağımsızdır. Bu teorem maksimal operatörün Morrey

uzaylarındaki sınırlılı̆gınıgösterir ve (2.1) eşitsizliği gerçeklenir (Guliyev, 2009)."

Teorem 2.13 "1 ≤ p < ∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n−λ ve 0 < λ < n − αp olsun.

Böylece

‖Iαh‖Lq,λ ≤ C ‖h‖Lp,λ

dir. p = 1 için

tα |{|Iαh| > t} ∩Br| ≤ Crλ ‖h‖L1,λ

dir (Adams, 1975)."

Mα kesirli maksimal operatörü ile Iα Riesz potansiyel operatörü arasındaki ili̧skiyi

gösteren eşitsizlik

Mαh(x) ≤ ω
α
n
−1

n (Iα|h|)(x) (2.2)

dir. Bu sonucu ispatlamadan önce (2.2) eşitsizliğini ispatlayalım.

İspat.

Mαh(x) = sup
r>o
|B(x, r)|

α
n
−1

∫
B(x,r)

|h(y)| dy

= sup
r>o
|B(x, r)|

α
n
−1

∫
B(x,r)

|h(y)| |x− y|α−n |x− y|n−α dy

= (n− α) sup
r>o
|B(x, r)|

α
n
−1

∫
B(x,r)

|h(y)| |x− y|α−n
 |x−y|∫

0

tn−α−1dt

 dy

≤ (n− α) |B(x, r)|
α
n
−1
∫
Rn

|h(y)| |x− y|α−n
 r∫
0

tn−α−1dt

 dy

= (n− α)ω
α
n
−1

n rα−n(Iα|h|)(x)rn−α(n− α)−1

= ω
α
n
−1

n (Iα|h|)(x)
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elde edilir.

Şimdi Mα kesirli maksimal operatörün Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gının ispatını

vereceğimiz sonuca bakalım.

Sonuç 2.1 "1 < p < n
α
, 0 < α < n, 1

q
= 1

p
− α

n−λ ve 0 < λ + αp < n olsun. Bu

durumdaMα kesirli maksimal operatörü Lp,λ Morrey uzayından Lq,λ Morrey uzayına

sınırlıdır (Adams, 1975)."

İspat. (2.2) eşitsizliği ve Teorem 2.13 yardımıyla

‖Mαh‖Lq,λ = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
q

 ∫
B(x,r)

|Mαh(y)|q dy


1
q

≤ sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
q

 ∫
B(x,r)

ω
α
n
−1

n |Iα |h| (y)|q dy


1
q

≤ C sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p

 ∫
B(x,r)

|h(y)|p dy


1
p

= C ‖h‖Lp,λ(Rn)

elde edilir. Böylece

‖Mαh‖Lq,λ ≤ C ‖h‖Lp,λ(Rn)

bulunarak ispat tamamlanır.

Tanım 2.36 "(Mp,ϕ(Rn) Genelleştirilmi̧s Morrey Uzayı) p ∈ [1,∞) , h ∈ Llocp (Rn)

ve ϕ, Rn × (0,∞) üzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

Mp,ϕ(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzayları

‖h‖Mp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

r
−n
p

ϕ(x, r)
‖h‖Lp(B(x,r)) <∞

şartını sağlayan h fonksiyonlarının uzayıdır. Özel olarak ϕ(x, r) = r
λ−n
p alınırsa

Lp,λ(Rn) Morrey uzayıelde edilir (Guliyev, 2009)."

Tanım 2.37 "(WMp,ϕ(Rn) Zayıf Genelleştirilmi̧s Morrey Uzayı) 1 ≤ p < ∞ ve

16



h ∈ WLlocp (Rn) olmak üzere

‖h‖WMp,ϕ = sup
x∈Rn,r>0

r
−n
p

ϕ(x, r)
‖h‖WLp(B(x,r))

= sup
x∈Rn,r>0

r
−n
p

ϕ(x, r)
sup
t>0

t |{y ∈ B(x, r) : |h(y)| > t}|
1
p <∞

şartınısağlayan h fonksiyonlarına zayıf genelleştirilmi̧s Morrey uzayıdenir (Guliyev,

2009)."

Teorem 2.14 "1 ≤ p <∞ olsun. ϕ1(x, t) ve ϕ2(x, t) fonksiyonlarıC sabiti x ve r

den bağımsız olmak üzere

∞∫
r

t−11 ϕ1(x, t)dt ≤ Cϕ2(x, r) (2.3)

eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda i) ve ii) koşullarıgerçeklenir.

i) p > 1 iken M maksimal operatörü Mp,ϕ1(Rn) den Mp,ϕ2(Rn) ye sınırlıdır.

ii) p = 1 iken M maksimal operatörü M1,ϕ1(Rn) uzayından WM1,ϕ2(Rn) uzayına

sınırlıdır (Guliyev, 1994)."
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ AĞIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA

RIESZ POTANSİYELLERİ VE KOMÜTATÖRLERİ İÇİN İKİ AĞIR-

LIKLI EŞİTSİZLİKLER

Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda Iα Riesz potansiyeli için iki

ağırlıklı eşitsizlikler elde edilecektir ve bu eşitsizlikler ile birlikte, bazı teoremler

yardımıyla Riesz potansiyelininMp,ϕ1
ω1 uzayındanMq,ϕ2

ω2 uzayına sınırlılı̆gıelde edile-

cektir. İkinci kısımda ise Riesz potansiyelinin komütatörü için iki ağırlıklıeşitsizlikler

elde edilecektir. Daha sonra bu eşitsizlikler ile birlikte bazıteoremler ve lemmalar

yardımıyla |b, Iα| Riesz potansiyelinin komütatörününMp,ϕ1
ω1 uzayındanMq,ϕ2

ω2 uza-

yına sınırlılı̆gıelde edilecektir.

Tanım 3.1 "(Mp,ϕ
ω (Rn) Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzayı) 1 ≤ p < ∞, h ∈

Llocp,ω(Rn) ϕ, Rn× (0,∞) üzerinde ölçülebilir pozitif bir fonksiyon ve ω, Rn de negatif

olmayan ölçülebilir fonksiyon olmak üzere Mp,ϕ
ω genelleştirilmi̧s ağırlıklı Morrey

uzayı

‖h‖Mp,ϕ
ω

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))
‖h‖Lp,ω(B(x,r)) <∞

şeklindeki fonksiyonların uzayıdır. Burada h ∈ Lp,ω(B(x, r))

‖h‖Lp,ω(B(x,r)) ≡ ‖hχB(x,r)‖Lp,ω(Rn) =

(∫
B(x,r)

|h(y)|pω(y)dy

) 1
p

olan ölçülebilir f fonksiyonlarının ağırlıklıLp uzayınıbelirtir (Guliyev, 2012)."

Eğer ω(x) = χB(x,r) alınırsa, bu durumda Mp,ϕ
ω (Rn) = Mp,ϕ(Rn) genelleştirilmi̧s

ağırlıklıMorrey uzayıgenelleştirilmi̧s Morrey uzayına eşit olur ve ayrıca eğer ϕ(x, r) =

r
λ−n
p ise o zamanMp,ϕ

ω (Rn) = Lp,λ(Rn) genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayıağır-

lıklıMorrey uzayına eşit olur.

3.1 Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzaylarında Riesz Potansiyelleri

için İki AğırlıklıEşitsizlikler

Bu bölümde genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında Riesz potansiyellerinin iki

ağırlıklısınırlılıklarıelde edilecektir. Ayrıca aşağıda bu sınırlılıklarıispatlamak için

kullanılacak olan teorem ve sonuçlar birlikte verilecektir.
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Teorem 3.1 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
ve (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun. Bu

durumda Iα operatörü Lp,ω1(Rn) uzayından Lq,ω2(Rn) uzayına sınırlıdır.

Sonuç 3.1 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
ve (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun. Bu

durumda Mα operatörü Lp,ω1(Rn) uzayından Lq,ω2(Rn) uzayına sınırlıdır.

Sonuç 3.1 in ispatı, Sonuç (2.2) eşitsizliği ve Teorem 3.1 den elde edilir. Şimdi vere-

ceğimiz teoremde Iα Riesz potansiyelinin genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayındaki

sınırlılı̆gında kullanacağımız iki ağırlıklıeşitsizliği elde edeceğiz.

Teorem 3.2 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
ve (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun. Bu

durumda keyfi bir h ∈ Lp,ω1(B(x,r)) için

‖Iαh‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(3.1)

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vardır.

İspat. h yi h = h1 + h2 şeklinde ayıralım. r > 0 olacak biçimde

h1(y) = h(y)χB(x,2r)(y) ve h2(y) = h(y)χcB(x,2r)(y)

olsun. Bu durumda

Iαh(x) = Iαh1(x) + Iαh2(x)

dir. Teorem 3.1 den

‖Iαh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖Iαh1‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C ‖h1‖Lp,ω1 (Rn) = C ‖h‖Lp,ω1 (B(x,2r))

elde edilir. Dolayısıyla

‖Iαh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ C ‖h‖Lp,ω1 (B(x,2r)) (3.2)

dir. (3.2) eşitsizliği yardımıyla

‖Iαh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(3.3)

elde edilir.

|x− z| ≤ r ve |z − y| ≥ 2r olduğundan 1
2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y| elde edilir.

Bu eşitsizlik kullanılarak

|Iαh2(z)| ≤
∫

cB(x,2r)

|z − y|α−n |h(y)| dy ≤ C

∫
cB(x,2r)

|x− y|α−n |h(y)| dy
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elde edilir. Eşitsizliğin sağ tarafından, Hölder eşitsizliğinden, Fubini Teoreminden

ve Tanım 2.24 ten

∫
cB(x,2r)

|x− y|α−n |h(y)| dy = C

∫
cB(x,2r)

|h(y)|

 ∞∫
|x−y|

sα−n−1ds

 dy

= C

∞∫
2r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|h(y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
r

sα−n−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds

≤ C

∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lppt(B(x,s)) ds
≤ C

∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1−α+n

p
−n
q
+ n
ppt
+ n
qt

‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

= C

∫ ∞
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Buradan hem elde edilen eşitsizliğin iki tarafının Lq,ω2(B(x, r)) normu

alınarak hem de Hölder eşitsizliği uygulayarak

‖Iαh2‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ C‖ω2‖Lq(B(x,r))
∫ ∞
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ Cr
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

eşitsizliği elde edilir. Böylece

‖Iαh2‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(3.4)

bulunur. (3.3) ve (3.4) yardımıyla (3.1) elde edilir.

Aşağıdaki teoremde Riesz potansiyelininMp,ϕ
ω (Rn) uzayındaki iki ağırlıklısınırlılı̆gı

için gerek koşul verilecektir.

Teorem 3.3 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
ve (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun.

ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları

∞∫
r

s
− n
qt′

ess inf
s<t<∞

ϕ1(x, t) ‖ω1‖Lp(B(x,t))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
≤ Cϕ2(x, r) (3.5)
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koşulunu sağlasın. Bu durumda Iα operatörüMp,ϕ1
ω1 uzayındanMq,ϕ2

ω2 uzayına sınır-

lıdır.

İspat. h ∈ Mp,ϕ1
ω1 olsun. (3.5) eşitsizliğinden, Tanım 2.32, Teorem 2.10, Teo-

rem 3.2 ve ν2(r) = 1
ϕ2(x,r)

, ν1(r) = 1
ϕ1(x,r)‖ω1‖Lp

, g(r) = ‖h‖Lp,ω1 (B(x,r)) ve w(s) =

s
− n
qt′−1‖ω2‖−1Lqt(B(x,s)) özel seçimleriyle

‖Iαh‖Mq,ϕ2
ω2

(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r) ‖ω2‖Lq(B(x,r))

∥∥IαhχB(x,r)∥∥Lq,ω2 (Rn)
≤ C sup

x∈Rn,r>0

r
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

ϕ2(x, r)r
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

= C sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r)

∞∫
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ C sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ1(x, r) ‖ω1‖Lp(B(x,r))
‖h‖Lp,ω1 (B(x,r))

= C ‖h‖Mp,ϕ1
ω1

(Rn)

elde edilir.

3.2 Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzaylarında Riesz Potansiyellerinin

Komütatörleri için İki AğırlıklıEşitsizlikler

Komütatörler harmonik analiz için önemli bir integral operatördür. Coifman, Rochberg,

ve Weiss 1976 yılında komütatörü şöyle tanımlamı̧slardır; ölçülebilir fonksiyonlar

kümesi üzerinde tanımlılineer bir operatör olan T operatörü ve b de bir fonksiyon

olmak üzere [b, T ] komütatörü

[b, T ]h(x) = b(x)Th(x)− T (bh)(x)

eşitliği şeklinde tanımlanır.

Bu bölümde genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında Riesz potansiyellerinin komü-

tatörleri için iki ağırlıklıeşitsizlikler elde edilecektir ve bu eşitsizlik yardımıyla |b, Iα|

Riesz potansiyelinin komütatörününMp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayındanMq,ϕ2

ω2 (Rn) uzayına sınır-

lılı̆gı ispatlanacaktır. Aşağıda bu sınırlılıkları ispatlamak için kullanılacak olan

tanım, teorem, lemma ve sonuçlar verilmi̧stir.
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Tanım 3.2 (Iα Riesz Potansiyeli’nin Komütatörü) b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n ve

h ∈ Lloc1 (Rn) olsun. Iα Riesz potansiyelinin komütatörü

[b, Iα]h(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y)) |x− y|α−n h(y)dy (3.6)

şeklinde tanımlanır. Benzer biçimde b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n ve h ∈ Lloc1 (Rn)

olmak üzere Riesz potansiyelinin komütatörü

|b, Iα|h(x) =

∫
Rn

|b(x)− b(y)| |x− y|α−n |h(y)| dy (3.7)

şeklinde tanımlanır.

Tanım 3.3 "(Mb Maksimal Komütatörü) ∀x ∈ Rn olacak şekilde

Mb(h)(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
Rn

|b(x)− b(y)| |h(y)| dy (3.8)

eşitliği maksimal komütatör olarak adlandırılır (Guliyev vd., 2011)."

Tanım 3.4 "b ∈ Lloc1 (Rn) olmak üzereM Hardy-Littlewood maksimal operatörünün

komütatörü

[M, b]h(x) = M(bh)(x)− b(x)Mh(x)

şeklinde tanımlanır (Ağcayazıvd., 2015)."

[M, b] operatörü Milman ve arkadaşlarıtarafından incelenmi̧stir (Milman ve Schon-

bek, 1990 ve Bastero vd., 2000). Mb ve [M, b] operatörleri aslında birbirinden fark-

lıdır. Gerçekte Mb operatörü pozitif ve altlineer operatör iken [M, b] operatörü ne

pozitif ne de altlineerdir. Ancak b bazıek koşullarısağladı̆gızaman Mb operatörü

ve [M, b] operaötürünü çalı̧stırır.

Lemma 3.1 "b negatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve h ∈ Lloc1 (Rn)

olmak üzere

|[M, b]h| ≤Mb(h)(x), x ∈ Rn

eşitsizliği gerçeklenir (Ağcayazıvd., 2015)."
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Teorem 3.4 "b ∈ BMO(Rn) olsun. X, Rn üzerinde tanımlıölçülebilir fonksiyon-

ların Banach uzayıolsun. Mb, X üzerinde sınırlıolsun. Böylece

‖Mb‖X ≤ C ‖b‖BMO ‖h‖X

eşitsizliği gerçeklenir. Burada C sabiti, h den bağımsızdır (Ağcayazıvd., 2015)."

Sonuç 3.2 b ∈ BMO(Rn), 1 < p < ∞ ve ω ∈ Fp(Rn) olsun. Bu durumda Mb

maksimal komütatörü Lp,ω(Rn) de sınırlıdır.

Teorem 3.5 "b ∈ BMO(Rn), 1 < p <∞ ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn), ω1 ∈ Ap(Rn) olsun.

Bu durumdaMb maksimal komütatörü Lp,ω1(Rn) den Lp,ω2(Rn) sınırlıdır (Aykol vd.,

2022)."

İspat. "h ∈ Lp,ω1(Rn) ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda

Mbh(x) ≤ C ‖b‖BMOM
2h(x) (3.9)

eşitsizliği sağlanır (Ağcayazıvd., 2015, Teorem 1.2). (3.9) eşitsizliğinden, Sonuç 3.2,

Teorem 3.4’den ve M2h(x) = M (Mh(x)) eşitliğinden

‖Mbh‖Lp,ω2 (Rn) ≤ C ‖b‖BMO

∥∥M2h
∥∥
Lp,ω2 (Rn)

= C ‖b‖BMO ‖M (Mh)‖Lp,ω1 (Rn)

≤ C ‖b‖BMO ‖Mh‖Lp,ω1 (Rn)

≤ C ‖b‖BMO ‖h‖Lp,ω1 (Rn)

elde edilir."

Lemma 3.2 "1 < s <∞ ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda

M# (|b, Iα|h(x)) ≤ C ‖b‖BMO

[
(M |Iαh(x)|s)

1
s + (M s

α |h(x)|s)
1
s

]
(3.10)

eşitsziliği gerçeklenir. Burada C sabiti, h ve x ten bağımsızdır (Di Fazio ve Ragusa,

1991)."

Aşağıdaki önerme sağlanır (Stein, 1993):
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Önerme 3.1 " 1 < p <∞ olsun. Bu durumda h ∈ Lp (Rn) ve g ∈ Lp′ (Rn) olmak

üzere ∣∣∣∣∫
Rn
h(y)g(y)dy

∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∫
Rn
M ]h(y)Mg(y)dy

∣∣∣∣
eşitsizliği sağlanır. Burada C > 0 sabiti h den bağımsızdır."

Lemma 3.3 " 1 < p <∞ ve ω ∈ Fp (Rn) olsun. Bu durumda

‖h‖Lp,ω ≤ C‖M ]h‖Lp,ω

eşitsizliği sağlanır. Burada C > 0 sabiti h den bağımsızdır (Stein, 1993)."

İspat. "Aşağıdaki denklik gerçeklenir

‖hω‖Lp ≈ sup
‖g‖L

pp
≤1

∣∣∣∣∫
Rn
h(y)g(y)ω(y)dy

∣∣∣∣ .
Önerme 3.1 e göre

‖hω‖Lp ≤ C sup
‖g‖L

pp
≤1

∣∣∣∣∫
Rn
M ]h(y)Mgω(y)dy

∣∣∣∣
dir. Hölder eşitsizliği ve Teorem 2.7 den

‖hω‖Lp ≤ C sup
‖g‖L

pp
≤1

∫
Rn

∣∣M ]h(y)Mgω(y)
∣∣ dy

≤ C sup
‖g‖L

pp
≤1
‖M ]hω‖Lp‖Mgω(y)ω−1(y)‖Lpp

= C sup
‖g‖L

pp
≤1
‖M ]hω‖Lp‖Mg‖Lpp

≤ C sup
‖g‖L

pp
≤1
‖M ]hω‖Lp‖g‖Lpp

≤ C‖M ]hω‖Lp

elde edilerek ispat tamamlanır."

Teorem 3.6 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈

Fp,q(Rn), ω1 ∈ Fp(Rn), ω2 ∈ Fq(Rn) olsun. Bu durumda |b, Iα| operatörü Lp,ω1(Rn)

den Lq,ω2(Rn) sınırlıdır.

İspat. h ∈ Lp,ω1(Rn) ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Lemma 3.3 den

‖|b, Iα|h‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C
∥∥M# (|b, Iα|h)

∥∥
Lq,ω2 (Rn)

(3.11)
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elde edilir. (3.11) eşitsizliğininin sağ tarafından ve Lemma 3.2 den∥∥M# (|b, Iα|h)
∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C ‖b‖BMO

∥∥∥(M |Iαh|s)
1
s + (M s

α |h|
s)

1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C ‖b‖BMO

(∥∥∥(M |Iαh|s)
1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

+
∥∥∥(M s

α |h|
s)

1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

)
elde edilir. Teorem 2.7 ve Teorem 3.1 den∥∥∥(M |Iαh|s)

1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C
∥∥∥(|Iαh|s)

1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C ‖Iαh‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C ‖h‖Lp,ω1 (Rn)
(3.12)

elde edilir. Sonuç 3.1 den∥∥∥(M s
α |h|

s)
1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C
∥∥∥(|h|s)

1
s

∥∥∥
Lp,ω1 (Rn)

≤ C ‖h‖Lp,ω1 (Rn) (3.13)

elde edilir. Böylece (3.12) ve (3.13) den

‖|b, Iα|h‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C ‖b‖BMO ‖h‖Lp,ω1 (Rn) (3.14)

(3.14) eşitsizliği elde edilerek ispat tamamlanır.

Teorem 3.7 b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn),

ω1 ∈ Fp(Rn) ve ω2 ∈ Fq(Rn) olsun. Bu durumda

‖|b, Iα|h‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qt′ ‖b‖BMO ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(3.15)

eşitsizliği gerçeklenir. Burada C sabiti h ve x ten bağımsızdır.

İspat. h yi h = h1 + h2 şeklinde ayıralım. r > 0 olacak biçimde

h1(y) = h(y)χB(x,2r)(y) ve h2(y) = h(y)χcB(x,2r)(y)

olsun. Bu durumda

|b, Iα|h(x) ≤ |b, Iα|h1(x) + |b, Iα|h2(x)

dir. Teorem 3.6 dan

‖|b, Iα|h1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖|b, Iα|h1‖Lq,ω2 (Rn)

≤ C ‖b‖BMO ‖h1‖Lp,ω1 (Rn)

= C ‖b‖BMO ‖h‖Lp,ω1 (B(x,2r))
25



elde edilir. Dolayısıyla

‖|b, Iα|h1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ C ‖b‖BMO ‖h‖Lp,ω1 (B(x,2r)) (3.16)

bulunur. (3.16) eşitsizliği dikkate alınarak

‖|b, Iα|h1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qt′ ‖b‖BMO ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

(
1 + ln

s

r

)
s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(3.17)

eşitsizliği elde edilir.

|x− z| ≤ r, |z − y| ≥ 2r ve |x− y| > r eşitsizliklerinden faydalanarak

1

2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y| (3.18)

elde edilir. (3.18) eşitsizliği yardımıyla

|b, Iα|h2(z) ≤
∫

cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |z − y|α−n |h(y)| dy

≤ C

∫
cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |x− y|α−n |h(y)| dy

eşitsizliği elde edilir. Böylece

|b, Iα|h2(z) ≤ C

∫
cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |x− y|α−n |h(y)| dy (3.19)

bulunur. Buradan (3.19) eşitsizliğinin sağ tarafından ve Fubini teoreminden∫
cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |x− y|α−n |h(y)| dy

= C

∫
cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |h(y)|

 ∞∫
|x−y|

sα−n−1ds

 dy

= C

∞∫
2r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|b(y)− b(z)| |h(y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,r)
∣∣ |h(y)| dy

 ds

+C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|h(y)| dy

 ds

= J1 + J2
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elde edilir. Buradan Hölder eşitsizliği, Lemma 2.1, Tanım 2.29 ve Teorem 2.8 dan

J1 = C

∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,r)
∣∣ |h(y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,s)
∣∣ |h(y)| dy

 ds

+C

∞∫
r

sα−n−1
∣∣bB(x,r) − bB(x,s)∣∣

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|h(y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
r

sα−n−1
∥∥b(.)− bB(x,s)∥∥L

pp,ω−11
(B(x,s))

‖h‖Lp,ω1 (B(x,s)) ds

+C

∞∫
r

sα−n−1
∣∣bB(x,r) − bB(x,s)∣∣ ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s)) ∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds

≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

sα−n−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds

+C ‖b‖BMO

∞∫
r

sα−n−1 ln
s

r
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds
= C ‖b‖BMO

∞∫
r

sα−n−1
(

1 + ln
s

r

)
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds
≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1
(

1 + ln
s

r

)
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lppt(B(x,s)) ds
≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1−α+n

p
−n
q
+ n
ppt
+ n
qt

(
1 + ln

s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Dolayısıyla

J1 ≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(3.20)
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eşitsizliği bulunur. Ayrıca

∣∣b(z)− bB(x,r)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣b(z)− |B(x, r)|−1
∫

B(x,r)

b(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣b(z) + |B(x, r)|−1

 ∫
B(x,r)

(b(z)− b(y)) dy −
∫

B(x,r)

b(z)dy


∣∣∣∣∣∣∣

= |B(x, r)|−1
∫

B(x,r)

(b(z)− b(y)) dy

≤ sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(z)− b(y)| dy = MbχB(x,r)(z)

elde edilir. Buradan∣∣b(z)− bB(x,r)
∣∣ ≤ sup

r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(z)− b(y)| dy = MbχB(x,r)(z) (3.21)

eşitsizliği elde edilir. (3.21) den, Hölder eşitsizliğinden ve Tanım 2.24 ten

J2 = C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|h(y)| dy

 ds

≤ C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

sα−n−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds

≤ C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lppt(B(x,s)) ds
≤ C

∣∣b(z)− bB(x,r)
∣∣ ∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1−α+n

p
−n
q
+ n
ppt
+ n
qt

‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

≤ C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ CMbχB(x,r)(z)

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Böylece

J2 ≤ CMbχB(x,r)(z)

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(3.22)

28



eşitsizliği bulunur. Dolayısıyla (3.20), (3.22) eşitsizliklerinden

|b, Iα|h2(z) ≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

+CMbχB(x,r)(z)

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Teorem 3.4 ten

‖|b, Iα|h2‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖J1‖Lq,ω2 (B(x,r)) + ‖J2‖Lq,ω2 (B(x,r))

≤ Cr
n
qt′ ‖b‖BMO ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

+
∥∥MbχB(x,r)(z)

∥∥
Lq,ω2

∞∫
r

s
− n
qt′
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ Cr
n
qt′ ‖b‖BMO ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Dolayısıyla

‖|b, Iα|h2‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qt′ ‖b‖BMO ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(3.23)

bulunur. (3.17) ve (3.23) ten (3.15) eşitsizliği elde edilerek ispat tamamlanır.

Bir sonraki teoremde Riesz potansiyelinin komütatörününMp,ϕ1
ω1 (Rn) genelleştirilmi̧s

ağırlıklıMorrey uzayındanMq,ϕ2
ω2 (Rn) uzayına sınırlılı̆gıverilecektir.

Teorem 3.8 b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn),

ω1 ∈ Fp (Rn) ve ω2 ∈ Fq (Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları
∞∫
r

s
− n
qt′
(

1 + ln
s

r

) ess inf
s<t<∞

ϕ1(x, t) ‖ω1‖Lp(B(x,t))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
≤ Cϕ2(x, r) (3.24)

koşulunu sağlasın. Bu durumda |b, Iα| operatörü Mp,ϕ1
ω1 uzayından Mq,ϕ2

ω2 uzayına

sınırlıdır.

İspat. h ∈ Mp,ϕ1
ω1 olsun. (3.24) eşitsizliği, Tanım 2.32, Teorem 2.10, Teorem 3.7,

ν2(r) = 1
ϕ2(x,r)

, ν1(r) = 1
ϕ1(x,r)‖ω1‖Lp

, g(r) = ‖h‖Lp,ω1 (B(x,r))
ve w(s) = s

− n
qt′−1

(
1 + ln s

r

)
‖ω2‖−1Lqt(B(x,s)) özel seçimleriyle

‖|b, Iα|h‖Mq,ϕ2
ω2

(Rn) = ‖b‖BMO sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r) ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∥∥|b, Iα|hχB(x,r)∥∥Lq,ω2 (Rn)
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≤ C ‖b‖BMO sup
x∈Rn,r>0

r
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

ϕ2(x, r)r
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qt′
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ C ‖b‖BMO sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ1(x, r) ‖ω1‖Lp(B(x,r))
‖h‖Lp,ω1 (B(x,r))

= C ‖b‖BMO ‖h‖Mp,ϕ1
ω1

(Rn)

elde edilir.

Sonuç 3.3 b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n, 1 < α < n
p
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn),

ω1 ∈ Fp (Rn) ve ω2 ∈ Fq (Rn) ve (3.24) şartlarıaltında |b, Iα| komütatörü Mp,ϕ1
ω1

uzayındanMq,ϕ2
ω2 uzayına sınırlıdır.
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4. BAZI UYGULAMALAR

Üçüncü bölümde elde edilen sonuçların bir uygulamasıolarakMp,ϕ
ω genelleştirilmi̧s

ağırlıklıMorrey uzaylarında Riesz potansiyelleri ve komütatörleri tarafından üretilen

Tα altlineer ve Tb,α altlineer komütatör operatörleri için iki ağırlıklıeşitsizlikler elde

edilecektir. Ayrıca elde edilen bu eşitsizlikler yardımıyla bahsedilen operatörlerin

genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında sınırlılıklarıelde edilecektir.

4.1 Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzaylarında Riesz Potansiyelleri

Tarafından Üretilen Altlineer Operatörler için İki AğırlıklıEşitsiz-

likler

"Tα, α ∈ (0, n) nın bir lineer veya bir altlineer operatörü temsil ettiğini varsayalım,

öyleyse kompakt destekli herhangi bir h ∈ L1 (Rn) için ve x /∈ Supph olacak biçimde

|Tαh(x)| ≤ C

∫
Rn

|x− y|α−n |h(y)| dy (4.1)

dir, burada C, h ve x ten bağımsızdır (Guliyev vd., 2011)."

"t ∈ [r, 2r] ve x ∈ Rn olacak biçimde ω(x, r) fonksiyonu

C−1ω(x, r) ≤ ω(x, r) ≤ Cω(x, r) (4.2)

koşulunu sağlar. Maksimal operatörler için
∞∫
r

t−1ω(x, t)pdt ≤ Cω(x, r)p (4.3)

sağlanır, ayrıca C ≥ 1 sabiti t ve r ye bağlıdeğildir. Potansiyel operatörler için ise
∞∫
r

tαp−1ω(x, t)pdt ≤ Crαpω(x, r)p (4.4)

eşitsizlikleri sağlanır. Ayrıca C > 0 sabiti r ve x ∈ Rn ye bağlıdeğildir (Guliyev

vd., 2011)."

Teorem 4.1 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun. Ayrıca

(ω1, ω2) (4.2) ve (4.4) koşullarınısağlasın. Bu durumda Tα altlineer operatörü (4.1)

koşulunu sağlar ve Lp,ω1 (Rn) uzayından Lq,ω2 (Rn) uzayına sınırlıdır.
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Teorem 4.2 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= 1
q

+ α
n
ve (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun.

h ∈ Llocp (Rn) olacak biçimde

‖Tαh‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(4.5)

sağlanır.

İspat. Keyfibir x ∈ Rn seçelim ve h yi h = h1 + h2 şeklinde ayıralım. r > 0 olacak

biçimde

h1(y) = h(y)χB(x,2r)(y) ve h2(y) = h(y)χcB(x,2r)(y)

olsun. Bu durumda

‖Tαh‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖Tαh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) + ‖Tαh2‖Lq,ω2 (B(x,r))

eşitsizliği gerçeklenir. h1 ∈ Lp,ω1 (Rn) , Tαh1 ∈ Lq,ω2 (Rn) ve Teorem 4.1’den

‖Tαh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖Tαh1‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C ‖h1‖Lp,ω1 (Rn) = C ‖h‖Lp,ω1 (B(x,2r))

elde edilir. Burada

‖h‖Lp,ω1 (B(x,2r)) ≤ Cr
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

olduğundan

‖Tαh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(4.6)

bulunur. |x− z| ≤ r ve |z − y| ≥ 2r eşitsizliklerinden

1

2
|x− y| ≤ |z − y| ≤ 3

2
|x− y| (4.7)

olduğu açıktır. (4.7) eşitsizliğinden faydalanarak

|Tαh2(z)| ≤
∫

cB(z,2r)

|z − y|α−n |h(y)| dy ≤ C

∫
cB(x,2r)

|x− y|α−n |h(y)| dy (4.8)
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elde edilir. (4.8) eşitsizliğinin sağ tarafından, Fubini teoreminden ve Hölder eşit-

sizliğinden∫
cB(x,2r)

|x− y|α−n |h(y)| dy = (α− n)

∫
cB(x,2r)

|h(y)|

 ∞∫
|x−y|

sα−n−1ds

 dy

= C

∞∫
2r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|h(y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
r

sα−n−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds

= C

∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lppt(B(x,s)) ds
≤ C

∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1−α+n

p
−n
q
+ n
ppt
+ n
qt

‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

≤ C

∞∫
r

s
− n
qtp
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Elde edilen eşitsizliğin iki tarafının Lq,ω2(B(x, r)) normu alınarak, ayrıca

Hölder eşitsizliği uygulanarak

‖Tαh2‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ C‖ω2‖Lq(B(x,r))
∫ ∞
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ Cr
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∫ ∞
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

eşitsizliği elde edilir. Böylece

‖Tαh2‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ Cr
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(4.9)

bulunur. (4.6) ve (4.9) dan (4.5) eşitsizliği elde edilerek ispat tamamlanır.

Teorem 4.3 0 < α < n, 1 < p <∞, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun. ϕ1(x, r)

ve ϕ2(x, r) fonksiyonları
∞∫
r

s
− n
qt′

ess inf
s<t<∞

ϕ1(x, t) ‖ω1‖Lp(B(x,t))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
≤ Cϕ2(x, r) (4.10)

koşulunu sağlasın. Bu durumda Tα operatörüMp,ϕ1
ω1 uzayındanMq,ϕ2

ω2 uzayına sınır-

lıdır.

33



İspat. h ∈ Mp,ϕ1
ω1 olsun. (4.10) eşitsizliği, Tanım 2.32, Teorem 2.10, Teorem 4.2

ν2(r) = 1
ϕ2(x,r)

, ν1(r) = 1
ϕ1(x,r)‖ω1‖Lp

, g(r) = ‖h‖Lp,ω1 (B(x,r)) vew(s) = s
− n
qt′−1‖ω2‖−1Lqt(B(x,s))

özel seçimleriyle

‖Tαh‖Mq,ϕ2
ω2

(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r) ‖ω2‖Lq(B(x,r))

∥∥TαhχB(x,r)∥∥Lq,ω2 (Rn)
≤ C sup

x∈Rn,r>0

r
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

ϕ2(x, r)r
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ C sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ1(x, r) ‖ω1‖Lp(B(x,r))
‖h‖Lp,ω1 (B(x,r))

= C ‖h‖Mp,ϕ1
ω1

(Rn)

elde edilir.

4.2 Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzaylarında Riesz Potansiyelleri

Tarafından Üretilen Altlineer Komütatör Operatörler için İki Ağır-

lıklıEşitsizlikler

Bu bölümde genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında Riesz potansiyelleri tarafın-

dan üretilen altlineer komütatör operatör için iki ağırlıklıeşitsizlikler elde edilecektir.

"Tb,α, α ∈ (0, n) nın bir lineer veya bir altlineer komütatör operatörü temsil ettiğini

varsayalım, öyleyse kompakt destekli herhangi bir h ∈ L1 (Rn) için ve x /∈ Supph

olacak biçimde

|Tb,αh(x)| ≤ C

∫
Rn

|b(x)− b(y)| |x− y|α−n |h(y)| dy (4.11)

dir, burada C, h ve x ten bağımsızdır (Guliyev vd., 2011)."

Teorem 4.4 b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n, 1 < p <∞, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn),

ω1 ∈ Fp (Rn) ve ω2 ∈ Fq (Rn) olsun. Ayrıca (ω1, ω2) , (4.2) ve (4.4) koşullarını

sağlasın. Bu durumda |b, Tα| altlineer operatörünün komütatörü (4.1) koşulunu

sağlar ve Lp,ω1 (Rn) uzayından Lq,ω2 (Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat. h ∈ Lp,ω1(Rn) ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Lemma 3.3 den

‖|b, Tα|h‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C
∥∥M# (|b, Tα|h)

∥∥
Lq,ω2 (Rn)

(4.12)
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elde edilir. (4.12) eşitsizliğininin sağ tarafından ve Lemma 3.2 den

∥∥M# (|b, Tα|h)
∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C ‖b‖BMO

∥∥∥(M |Tαh|s)
1
s + (M s

α |h|
s)

1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C ‖b‖BMO

(∥∥∥(M |Tαh|s)
1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

+
∥∥∥(M s

α |h|
s)

1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

)
bulunur. Teorem 2.6 ve Teorem 4.1 den∥∥∥(M |Tαh|s)

1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C ‖Tαh‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C ‖h‖Lp,ω1 (Rn) (4.13)

elde edilir. Sonuç 3.1 den∥∥∥(M s
α |h|

s)
1
s

∥∥∥
Lq,ω2 (Rn)

≤ C ‖h‖Lp,ω1 (Rn) (4.14)

bulunur. Böylece (4.13) ve (4.14) den

‖|b, Tα|h‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C ‖b‖BMO ‖h‖Lp,ω1 (Rn) (4.15)

(4.15) eşitsizliği elde edilerek ispat tamamlanır.

Lemma 4.1 b ∈ BMO, 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn),

ω1 ∈ Fp (Rn) ve ω2 ∈ Fq (Rn) olsun. h ∈ Llocp (Rn) olacak biçimde

‖Tb,αh‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ C ‖b‖BMO r
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

(4.16)

sağlanır.

İspat. h yi h = h1 + h2 şeklinde ayıralım. r > 0 olacak biçimde

h1(y) = h(y)χB(x,2r)(y) ve h2(y) = h(y)χcB(x,2r)(y)

olsun. Buradan

‖Tb,αh‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖Tb,αh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) + ‖Tb,αh2‖Lq,ω2 (B(x,r))

dir. Teorem 4.4 ten

‖Tb,αh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖Tb,αh1‖Lq,ω2 (Rn) ≤ C ‖b‖BMO ‖h1‖Lp,ω1 (Rn) = C ‖b‖BMO ‖h‖Lp,ω1 (B(x,2r))
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elde edilir. Buradan

‖Tb,αh1‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ C ‖b‖BMO r
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

(4.17)

eşitsizliği elde edilir.

|x− z| ≤ r, |z − y| ≥ 2r ve |x− y| > r eşitsizliklerinden faydalanarak

1

2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y| (4.18)

elde edilir. (4.18) eşitsizliği yardımıyla

|Tb,αh2(z)| ≤
∫

cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |z − y|α−n |h(y)| dy

≤ C

∫
cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |x− y|α−n |h(y)| dy

bulunur. Dolayısıyla

|Tb,αh2(z)| ≤ C

∫
cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |x− y|α−n |h(y)| dy (4.19)

eşitsizliği elde edilir. (4.19) eşitsizliğinin sağ tarafından ve Fubini teoreminden

∫
cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |x− y|α−n |h(y)| dy = C

∫
cB(x,2r)

|b(y)− b(z)| |h(y)|

 ∞∫
|x−y|

sα−n−1ds

 dy

= C

∞∫
2r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|b(y)− b(z)| |h(y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,r)
∣∣ |h(y)| dy

 ds

+C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|h(y)| dy

 ds

= J1 + J2
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elde edilir. Buradan Hölder eşitsizliği, Lemma 2.1, Tanım 2.29 ve Teorem 2.8 den

J1 = C

∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,r)
∣∣ |h(y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,s)
∣∣ |h(y)| dy

 ds

+C

∞∫
r

sα−n−1
∣∣bB(x,r) − bB(x,s)∣∣

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|h(y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
r

sα−n−1
∥∥b(.)− bB(x,s)∥∥L

pp,ω−11
(B(x,s))

‖h‖Lp,ω1 (B(x,s)) ds

+C

∞∫
r

sα−n−1
∣∣bB(x,r) − bB(x,s)∣∣ ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s)) ∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds

≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

sα−n−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds

+C ‖b‖BMO

∞∫
r

sα−n−1 ln
s

r
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds
= C ‖b‖BMO

∞∫
r

sα−n−1
(

1 + ln
s

r

)
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds
≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1
(

1 + ln
s

r

)
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lppt(B(x,s)) ds
≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1−α+n

p
−n
q
+ n
ppt
+ n
qt

(
1 + ln

s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Dolayısıyla

J1 ≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(4.20)
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dir. Ayrıca

∣∣b(z)− bB(x,r)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣b(z)− |B(x, r)|−1
∫

B(x,r)

b(y)d(y)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣b(z) + |B(x, r)|−1

 ∫
B(x,r)

(b(z)− b(y)) d(y)−
∫

B(x,r)

b(z)dy


∣∣∣∣∣∣∣

= |B(x, r)|−1
∫

B(x,r)

(b(z)− b(y)) dy

≤ sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(z)− b(y)| d(y) = MbχB(x,r)(z)

dir. Buradan∣∣b(z)− bB(x,r)
∣∣ ≤ sup

r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(z)− b(y)| dy = MbχB(x,r)(z) (4.21)

elde edilir. (4.21) den, Hölder eşitsizliğinden ve Tanım 2.24 dan

J2 = C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

sα−n−1

 ∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|h(y)| dy

 ds

≤ C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

sα−n−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
∥∥ω−11 ∥∥Lpp (B(x,s)) ds

≤ C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1 ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))

∥∥ω−11 ∥∥Lppt(B(x,s)) ds
≤ C

∣∣b(z)− bB(x,r)
∣∣ ∞∫
r

s
α−n+ n

pptp
−1−α+n

p
−n
q
+ n
ppt
+ n
qt

‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

≤ C
∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ ∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ CMbχB(x,r)(z)

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Böylece

J2 ≤ CMbχB(x,r)(z)

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
(4.22)
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eşitsizliği bulunur. Dolayısıyla (4.20) ve (4.22) eşitsizlerinden

Tb,αh2(z) ≤ C ‖b‖BMO

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

+CMbχB(x,r)(z)

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Teorem 3.4 ten

‖Tb,αh2‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖J1‖Lq,ω2 (B(x,r)) + ‖J2‖Lq,ω2 (B(x,r))

≤ C ‖b‖BMO r
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

+C
∥∥MbχB(x,r)(z)

∥∥
Lq,ω2

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ C ‖b‖BMO r
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

elde edilir. Dolayısıyla

‖Tb,αh2‖Lq,ω2 (B(x,r)) ≤ C ‖b‖BMO r
n
qtp ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

s
− n
qtp
(

1 + ln
s

r

) ‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

(4.23)

bulunur. (4.17) ve (4.23) dan (4.16) elde edilerek ispat tamamlanır.

Teorem 4.5 b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn),

ω1 ∈ Fp (Rn) ve ω2 ∈ Fq (Rn)olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları

∞∫
r

(
1 + ln

s

r

)
s
− n
qt′

ess inf
s<t<∞

ϕ1(x, t) ‖ω1‖Lp(B(x,t))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
≤ Cϕ2(x, r) (4.24)

koşulunu sağlasın. Bu durumda Tb,α operatörü Mp,ϕ1
ω1 uzayından Mq,ϕ2

ω2 uzayına

sınırlıdır.

İspat. h ∈ Mp,ϕ1
ω1 olsun. (4.24) eşitsizliği, Tanım 2.32, Teorem 2.10, Lemma 4.1,

ν2(r) = 1
ϕ2(x,r)

, ν1(r) = 1
ϕ1(x,r)‖ω1‖Lp

, g(r) = ‖h‖Lp,ω1 (B(x,r))
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ve w(s) = s
− n
qt′−1

(
1 + ln s

r

)
‖ω2‖−1Lqt(B(x,s)) özel seçimleriyle

‖Tb,αh‖Mq,ϕ2
ω2

(Rn)

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r) ‖ω2‖Lq(B(x,r)

∥∥Tb,αhχB(x,r)∥∥Lq,ω2 (Rn)
≤ C ‖b‖BMO sup

x∈Rn,r>0

r
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

ϕ2(x, r)r
n
qt′ ‖ω2‖Lqt(B(x,r))

∞∫
r

(
1 + ln

s

r

)
s
− n
qt′
‖h‖Lp,ω1 (B(x,s))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s

≤ C ‖b‖BMO sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ1(x, r) ‖ω1‖Lp(B(x,r))
‖h‖Lp,ω1 (B(x,r))

= C ‖b‖BMO ‖h‖Mp,ϕ1
ω1

(Rn)

elde edilir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

1 ≤ p <∞ , h ∈ Llocp,ω(Rn) ϕ , Rn × (0,∞) üzerinde ölçülebilir pozitif bir fonksiyon

ve ω , Rn de negatif olmayan ölçülebilir fonksiyon olmak üzereMp,ϕ
ω genelleştirilmi̧s

ağırlıklıMorrey uzayı,

‖h‖Mp,ϕ
ω

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))
‖h‖Lp,ω(B(x,r)) <∞

olacak şekildeki fonksiyonların uzayıdır. Tezde ω ağırlıklarıFefferman-Pong sınıfın-

dan olmak üzere Iα Riesz potansiyeli ve onun komütatörü olan |b, Iα| nın genelleştir-

ilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarıMp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayından Mq,ϕ2

ω2 (Rn) uzayına sınırlılık

koşullarıelde edilmi̧stir.

• 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
ve (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve

ϕ2(x, r) fonksiyonları

∞∫
r

s
− n
qt′

ess inf
s<t<∞

ϕ1(x, t) ‖ω1‖Lp(B(x,t))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlasın. Bu durumda Iα operatörüMp,ϕ1
ω1 uzayındanMq,ϕ2

ω2 uzayına

sınırlıdır.

• b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn),

ω1 ∈ Fp (Rn) ve ω2 ∈ Fq (Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları

∞∫
r

s
− n
qt′
(

1 + ln
s

r

) ess inf
s<t<∞

ϕ1(x, t) ‖ω1‖Lp(B(x,t))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlasın. Bu durumda |b, Iα| operatörüMp,ϕ1
ω1 uzayındanMq,ϕ2

ω2 uza-

yına sınırlıdır.

Tezin dördüncü bölümünde elde edilen sonuçların uygulamasıolarak ω ağırlıkları

Fefferman-Pong sınıfından olmak üzere Tα ve Tb,α operatörlerinin genelleştirilmi̧s

ağırlıklıMorrey uzaylarıMp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayındanMq,ϕ2

ω2 (Rn) uzayına sınırlılık koşulları

elde edilmi̧stir.
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• 0 < α < n, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiy-

onları
∞∫
r

s
− n
qt′

ess inf
s<t<∞

ϕ1(x, t) ‖ω1‖Lp(B(x,t))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlasın. Bu durumda Tα operatörüMp,ϕ1
ω1 uzayındanMq,ϕ2

ω2 uzayına

sınırlıdır.

• b ∈ BMO(Rn), 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1
p

= α
n

+ 1
q
, (ω1, ω2) ∈ Fp,q(Rn),

ω1 ∈ Fp (Rn) ve ω2 ∈ Fq (Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları

∞∫
r

(
1 + ln

s

r

)
s
− n
qt′

ess inf
s<t<∞

ϕ1(x, t) ‖ω1‖Lp(B(x,t))
‖ω2‖Lqt(B(x,s))

ds

s
≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlasın. Bu durumda Tb,α operatörü Mp,ϕ1
ω1 uzayından Mq,ϕ2

ω2 uza-

yına sınırlıdır.

Bu tez çalı̧smasında, harmonik analizin klasik operatörlerinden biri olan Riesz potan-

siyelinin genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında iki ağırlıklısınırlılı̆gıFp,q(Rn)

Fefferman-Pong ağırlık sınıflarıyla literatürde ilk kez elde edilmi̧s olup bu alanda

yapılan iki ağırlıklıçalı̧smalar az sayıda bulunduğundan verilen tezin bu kapsamda

çalı̧sma yapacak olan lisansüstü öğrencilere yol gösterici bir kaynak olacağıdüşünülmek-

tedir.
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