ANKARA UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

GENELLESTIRILMiS AGIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA
RIESZ POTANSIYELLERI VE KOMUTATORLERI iCiIN iKi
AGIRLIKLI ESITSIiZLIKLER

Fatma GELERI

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ANKARA
2024

Her hakk: sakhdir



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

GENELLESTIRILMiS AGIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA RIESZ
POTANSIYELLERI VE KOMUTATORLERI ICIN iKi AGIRLIKLI ESITSIZLIKLER

Fatma GELERI

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danmigman: Prof. Dr. Canay AYKOL KOCAKUSAKLI

Bu tez galismasi besg boliimden olugmaktadir. Birinci boliim girig kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde tez icin gerekli olan tamm ve teoremler verilmistir. Uciincii bolim iki
kisimdan olusmaktadir. Bu béliimiin birinci kisimda genellestirilmis agirlikli Morrey uza-
ylarinda Riesz potansiyeli icin iki agirlikh esitsizlikler elde edilmistir ve elde edilen esitsiz-
likler yardimiyla Riesz potansiyelinin genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarindaki sinir-
lilig1 ispatlanmigtir. Bu boliimiin ikinci kisminda ise genellestirilmis agirlikli Morrey uza-
ylarinda Riesz potansiyelinin komiitatorleri igin iki agirlikl esitsizlikler elde edilmistir
ve elde edilen esitsizlikler yardimiyla Riesz potansiyelinin komiitatoriiniin genellestirilmis
agirlikli Morrey uzaylarindaki simirhiligr ispatlanmigtir. Doérdiincii boliimde elde edilen
sonuglarin uygulamasi olarak genellegtirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda Riesz potan-
siyelleri ve komiitatorleri tarafindan iiretilen altlineer ve altlineer komiitatér operatorler
i¢in iki agirlikli esitsizlikler elde edilmistir ve elde edilen esitsizlikler yardimiyla Riesz
potansiyeli tarafindan iiretilen altlineer ve altlineer komiitatoriin genellestirilmis agirlikli
Morrey uzaymdaki sinirliligi ispatlanmistir. Besinci boliimde ise elde edilen sonuclarin
analizi yapilmigtir.
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help of the obtained inequalities the boundedness of the Riesz potential in generalized
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spaces are obtained and with the help obtained of the inequalities , the boundedness of
the commutator of the Riesz potential in generalized weighted Morrey spaces has been
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are obtained in generalized weighted Morrey spaces. In the fifth chapter, the results
obtained are analyzed.
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SIMGELER DiZiNi

R n-boyutlu Oklid uzay1

B(z,r) R™ de = merkezli r yarigaph yuvar

|B(x,r)|  B(z,r) yuvarmin Lebesgue 6l¢iisii

“B(x,r) R™ de x merkezli r yaricapli yuvarin tiimleyeni
w Agirlik fonksiyonu

m Lebesgue ol¢iisii

L,(R™) Lebesgue uzay1
Lé"c (R™) p inci mertebeden lokal integrallenebilen fonksiyonlarin uzay:
L'¢(R")  R" de lokal integrallenebilen fonksiyonlarin uzay

LyA(R™)
L,,(R") R"de agirhkh L, uzay:

Morrey uzayi

MP#(R™)  Genellegtirilmis Morrey uzayi

MP#(R™)  Genellestirilmis agirhkli Morrey uzay:

Sl R"™ de birim kiire

Wn, Birim kiirenin hacmi

h h fonksiyonunun Fourier doniigiimii
XA A nin karakteristik fonksiyonu

A,(R™) Muckenhoupt agirlik siifi
F,(R"™) Fefferman-Pong agirlik sinifi
Supph h nin destegi

M Maksimal operator

M, Kesirli maksimal operator

M# Sharp maksimal fonksiyon

M, Maksimal komiitator

1, Riesz potansiyeli

b, I,] I,, Riesz potansiyelinin komiitatorii

|b, I, b olgiilebilir fonksiyon olmak iizere, I, Riesz potansiyelinin komiitatorii
T Singiiler integral operatorii

T, Riesz potansiyelinin iirettigi altlineer operatorii

Th.o Riesz potansiyelinin iirettigi altlineer komiitator operatorii

vi



1. GIRIiS

Yeterince diizgiin ve sonsuzda kiiciik olan bir A fonksiyonun Fourier doniisiimii ve

onun Ah = Z % Laplasyen’i
j=1

(—AR)" (z) = 47 |z|* h(x)

ile iligkilidir. |:c|2 deki 2 iissiinii genel bir ( iissii ile degistirerek ve boylece (en

azindan bigimsel olarak) Laplasyen’in kesirli kuvvetini
N ~
((=2)""h) = @rlal)’ i) (1.1)

ile tammmlayarak (1.1) integral operatorii elde edilir. Notasyonda kiigiik bir degisik-

likle 0 < @ < n olmak tizere
I (h) = (=A)™* (h)
bulunur, burada Riesz potansiyeli
la(x) = | |z =y "hly)dy
seklinde tanimlanir (Stein, 1970).
0 <a<nvehe Ll (R") olacak bigimde M, kesirli maksimal fonksiyon

Mah(z) = sup | B, r)| /" / )y
B(x,r

r>0

seklinde tammlanir, burada B(z, ) x merkezli r yarigapli yuvar olmak iizere | B(x, )|,
B(z,r) yuvarmn Lebesgue 6lgiisiidiir. « = 0 iken Hardy-Littlewood maksimal
fonksiyonu elde edilir. Maksimal operatorler, fonksiyonlarin tiirevlenebilirlik 6zel-
liklerinde, singiiler integrallerde ve kismi diferensiyel denklemlerde énemli rol oynar.
Bu alanlardaki sorunlar1 anlamak i¢in genellikle diger yontemlere gore daha derin
ve daha basitlestirilmis bir yaklagim saglarlar. 0 < a < n oldugundan dolay1 I,
Riesz potansiyeli zayif singiiler bir operatordiir. 1, Riesz potansiyeli ile M, kesirli

maksimal operator iligkilidir, oyle ki

Mh(z) < wi (LJA))(@) (1.2)
1



esitsizligi gergeklenir.

I, Riesz potansiyeli kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan harmonik
analizin temel araclarindan biri olup bu operatorlerin gesitli fonksiyon uzaylarindaki
simirhligr bircok matematikci tarafindan calisilmistir. Bu uzaylardan birkagi L, »
Morrey uzayi, MP¥ genellestirilmis Morrey uzayi, MP¥ genellestirilmis agirlikh
Morrey uzayr ve GM, ., global genellestirilmis agirlikli Morrey uzayidir. Mor-
rey uzaylar1 1938 yilinda Morrey tarafindan ilk defa ortaya gikarilmigtir. Morrey
uzaylar1 kismi diferensiyel denklemler teorisinde ve varyasyonlar teorisi alanindaki
problemler i¢in kullanighdir. Harmonik analizde, siklikla rastlanan operatorler olan
singiiler, maksimal ve Riesz potansiyelleri gibi ¢esitli fonksiyon uzaylarindaki egitsiz-
liklerinin ¢alisilmalar: oldukg¢a 6nemli bir yere sahiptir. Riesz potansiyelinin Morrey
uzaylarindaki simirhligi Adams tarafindan 1975 yilinda elde edilmisgtir. Nakai ve
Mizuhara gibi bilim insanlar1 genellestirilmis Morrey uzaylarinda Riesz potansiyeli,
singiiler integral ve maksimal operatorlerin sinirliligini elde etmiglerdir. Guliyev
2009 yilinda buldugu yeni yontemleri kullanarak genellestirilmis Morrey uzaylarinda
Riesz potansiyeli, singiiler integral ve maksimal operatorlerin simirliligini elde et-
migtir. 2012 yilinda Guliyev, hem genellestirilmis Morrey uzayimi hem de agirlikh
Morrey uzayini genellestirerek genellestirilmis agirlikli Morrey uzayini tanimlamistir.
Genellegtirilmig agirlikli Morrey uzayinin taniminda gecen agirlikli Lebesgue uzay-
larinda singiiler, maksimal operatorlerin ve Riesz potansiyelinin sinirhhigi Mucken-
houpt ile Wheeden ve Coifman ile Fefferman tarafindan bulunmustur. Riesz potan-
siyelinin genellegtirilmis agirlikli Morrey uzayindaki simirlihgr 2023 yilinda Aykol,
Hasanov ve Safarov tarafindan ispatlanmigtir. Riesz potansiyelinin global genellestir-
ilmis agirlikli Morrey uzaylarindaki sinirlihigi 2024’te Aykol, Geleri, Hasanov ve Sa-

farov tarafindan ispatlanmigtar.

"I <p<oo,heLX(R") ¢, R"*(0,00) de dlgiilebilir pozitif bir fonksiyon ve w, R™

loc
p?w
uzay1 iizerinde negatif olmayan olciilebilir bir fonksiyon olsun. MP?% genellestirilmis

agirlikli Morrey uzayn,

1
Il = sup 1l ey < 00
M z€R™,r>0 90(1', T) HwHLp(B(z7T)) P, ( ( ))

2




olacak bicimde fonksiyonlarin uzayidir. Burada h € L, (B(z, 7))

e = ([ Wpatiy) <o
B(x,r

olan dlgiilebilir A fonksiyonlarimin agirhkh L, uzayim belirtir.

|’h|’LP7w(B(w7T)) = HhXB(z,T)

Ayrica, h € WLL?SJ(R") olmak tizere W MP¥ zayif genellestirilmis agirhikli Morrey
uzayi
1
12/l agze = sup 1llwr, (B < 00

wern >0 P(2, 1) Wl L, (B
seklindeki fonksiyonlarin uzayidir, burada h € WL, ,(B(x,r))

1ollw Ly wB@r) = 1hxpe ) IWLpw@ = supt ( / \h(y)I%(y)dy) < o0
{yeBar) f W) >t)

t>0

olan h fonksiyonlarinin zayif agirhiklh L, uzaym belirtir (Guliyev, 2012)."
Eger w(z) = Xp(y, secilirse, bu durumda ME#(R") = MP#(R") genellestirilmis

A—n

Morrey uzayr ve o(x,r) = r » segilirse MP¥(R") = L, (R") agirhikh Morrey
uzayina esit olur.

"1 < p,q,t < oo olsun. Eger

1
qt p't

! : / Gy | < oo

|B(x,r
B(z,r) B(z,r)

a_141 1
s (Bl | o [ ety

z€R™,r>0 |B<l’7 r

Q

(w1, w2) agirlik fonksiyonlar: F, ,(R") smifina aittir, denir (Perez, 1994)."
Bu tezin amac1 w agirliklar1 Fefferman-Pong sinifina ait olmak {iizere, genellegtir-
ilmig agirlikli Morrey uzaylarinda I, Riesz potansiyeli ve |b, I,,| Riesz potansiyelinin
komiitatorii igin iki agirlikli esitsizlikler elde edilerek elde edilen bu esitsizlikler
yardimiyla [, Riesz potansiyelinin ve |b, [,| Riesz potansiyelinin komiitatoriiniin
oV (R™) uzaymmdan MEY?(R") uzayma simrhligim elde etmektir.  Ayrica bu-
rada I, Riesz potansiyelinin M7 (R™) uzaymdan MZE7?(R™) uzayma smirhhigim
ispatlarken Hardy esitsizliginden faydalanilmigtir. Son olarak ise uygulama ola-
rak, genellegtirilmig agirhikli Morrey uzaylarinda [, Riesz potansiyeli ve |b, I,,| Riesz
potansiyelinin komiitatorii tarafindan iiretilen 77, altlineer operatorii ve 7, , altlineer
komiitatorii igin iki agirliklh esitsizlikler elde edilecektir. Benzer bicimde elde edilen
esitsizliklerle birlikte altlineer operatériiniin ve altlineer komiitatoriintin Mg, * (R™)

uzaymdan MZy?(R™) uzayina sinirlihg elde edilecektir.

3



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda tez boyunca kullanilacak olan tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 "V bir K (R™ veya C) cismi tizerinde bir vektor uzay: olmak {izere eger

bir |.|| : V' — R déniigiimii her a,b € V' ve her § € K i¢in

(N1) |la|]| >0 ve |ja|| =0<=a =146

(N2) [|Ball = 5] lla|

(N3) [la+bfl < llall + (bl

sartlarim saghyorsa bu dontistim V' vektor uzay: iizerinde norm olarak adlandirilir.
(V,]-]]) ikilisine ise normlu bir vektor uzayi denir. (V) ||.||) normlu uzay: kisaca X ile

gosterilir. Bu tanmimdaki (N3) 6zelligindeki esitsizliginin yerine C' > 0 olmak iizere

la+bll < C([la]l + [[o[])

oldugu zaman bu doniigiime quasi-norm adi verilir (Kreyszig, 1989)."

Tanmim 2.2 "Bir 7' lineer oparatorii agagidaki sartlar: saglayan operatordiir:

(i) T lineer operatoriiniin D(T") tanim kiimesi bir vektor uzay1r olup R(7T) deger
kiimesi ayni cisim iizerinde bir vektor uzayidir.

(77) Her a,b € D(T) ve ( skaleri igin,

T(a+b)=Ta+Tb

T(Ba) = fTa

gergeklenir (Kreyszig, 1989)."

Tanim 2.3 "Herhangi bir p dl¢iisii u(B(x,2r)) < cu(B(x,r)) sartim saghyorsa p
olgiisii doubling sartini sagliyor denir (Guliyev, 2012)."

Tanim 2.4 "V ve U normlu uzaylar ve D(T') C V olmak iizere, T : D(T) — B

lineer operator olsun. Eger her a € D(T') igin || Ta|| < C4 ||a|| olacak bigimde bir C4
4



reel sayis1 varsa, T' operatoriine sinirlidir denir. Bir 7" operatoriiniin normu
Ta
= s I
a€D(T),a#0 HaH

seklinde tanimlanir (Kreyszig, 1989)."

Tanim 2.5 "V ve U normlu uzaylar ve D(T') C V olacak bigimde, T': D(T) — U
operator ve ag € D(T) olsun. Eger verilen her ¢ > 0 sayisina karsihik, ||a — ag|| < ¢
sartin1 saglayan her a € D(T) igin, ||T'a — Tag|| < € olacak bigimde bir 6 > 0 sayist

mevcut ise 1" ye ag a siireklidir denir (Kreyszig, 1989)."

Tanim 2.6 "V ve U normlu uzaylar ve D(T') C V olmak tiizere, T': D(T) — U
lineer operator olsun. Bu durumda 7' nin siirekli olmas icin gerek ve yeter sart T’

nin smirh olmasidir (Kreyszig, 1989)."

Teorem 2.1 "(Diferensiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi) h : [a, b] — R fonksiy-
onu [a,b] arahiginda siirekli ve her x € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir olmak iizere
(a,b) araliginda

() = MO 1)

olacak gekilde en az bir x noktas1 vardir (Kreyszig, 1989)."

Tanim 2.7 "V bir kiime olmak tizere eger V' nin alt kiimelerinin bir ¥ smifi i¢in
agagidaki sartlar saglaniyorsa bu durumda ¥ sinifina V' kiimesi tizerinde bir cebirdir

denir:

(a) Vel
(b) Her E € ¥ icin E° = V\E € ©

k
(¢)i=1,2,....,k icin E; € ¥ ise UEl €Y

i=1
Eger (c) sart1 yerine

Her i € Nigin E; € £ = | JE; € 2"

i=1
kosulu konulursa 3 cebirine bir o — cebiri denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."
Tanmim 2.8 "V bir kiime ve 3, V' kiimesi iizerinde bir o — cebiri olsun. Bu durumda
(V, %) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, ¥ daki her bir kiimeye ise X —6l¢iilebilir kiime

veya olgiilebilir kiime adi verilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."
)



Tanim 2.9 "(V,X) bir slgiilebilir uzay ve h : V' — R bir fonksiyon olmak iizere
eger her v € R icin

h (v, +oc]) ={a €V :h(a) >y} €V

oluyorsa h ye olgiilebilir fonksiyon denir. V' iizerindeki olgiilebilir fonksiyonlarin

ailesi M(V, X) ile gosterilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanim 2.10 "(V,X) bir olgiilebilir uzay olsun. ¥ iizerinde tanimli reel degerli bir

1 fonksiyonu

(i) u(0) =0

(77) Her A € ¥ igin pu(A) > 0

(73i) Her ayrik (Ay) dizisi i¢in p (U Ak> = Z,u(Ak)
k=1 k=1

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 6lgii denir. Eger her A € ¥ igin pu(A) < oo ise

o ye sonlu 6lgii denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanmim 2.11 "Bir V kiimesi, V' in alt kiimelerinin bir ¥ o — cebiri ve X iizerinde
tanmuml bir g 6lgiisiinden olusan (V, X, 1) olgiisiine bir 6lgii uzayr denir (Royden ve

Fitzpatrick, 2010)."

Tanim 2.12 "V bir kiime ve P(V') de V nin kuvvet kiimesi olsun. P(V') iizerinde

tanimli, genigletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu

i) p(0) =

it) Her E € P(V) i¢in p*(E) >0

iit) AC B CV icin p*(A4) < p*(B)

iv) Her bir k € N i¢in Ay, € P(V) ise u* (O Ak) < iﬂ*(Ak)

sartlarim saghyorsa p* fonksiyonuna V' uzekrirllde bir dkztl)lgu ad1 verilir (Royden ve

Fitzpatrick, 2010)."

(
(
(
(

Tanim 2.13 "(I;), R nin simirh ve agik alt araliklarinin bir dizisi

7@:ﬁ@yAcU@}

6



olsun. P(R) tizerinde

m*(A) = inf {ZL([k) (L) € TA}

k=1
bi¢ciminde tamimlanan m* bir dis dlciidiir. Bu dis 6lciiye Lebesgue dig dlciisii adi
verilir. Lebesgue dig 6lciisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu kargilik

getirir.
n — boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis ol¢iisiinii tanimlamak icin
I={z:a;, <z <b;, i=1,...n}

n — boyutlu kapali araliklarin1 goz 6niine alalim. Bu araliklarin hacimleri

bi¢imindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dig olgiisii

m*(E) = inf {ZU([k) S EC U Iy, Iy bir amlzk’}
k=1 k=1
ile tanimlanir. Her A C R" i¢in eger
m*(A) =m* (AN E)+m* (AN (R" — E))
ise F kiimesine Lebesgue ol¢iilebilirdir, denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanim 2.14 "(V, X, ) bir 6lgii uzayi olmak iizere, eger bir 6nerme 6lgiisii sifir olan
bir kiime diginda dogru ise, bu durumda o énerme hemen her yerde (h.h.y) dogrudur

denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

Tanim 2.15 "(V, X, ) bir 6lgii uzay: olsun. Boylece
P

) 1<p<ociken |A], ) = /|h|p du| <o

v
i1) p = oo iken ess sup |f(v)| < 0o
veV
i) ve ii) kosullarim saglayan fonksiyonlarin smifi p. mertebeden integrallenebilir
fonksiyonlar uzayi olarak adlandirilir ve ayrica L, seklinde gosterilir (Grafakos,

2014)."



Tanmim 2.16 "B C R" olciilebilir bir kiime olmak iizere B nin Lebesgue olgiisii

|B\:/dx

B

seklinde tanimlanir (Grafakos, 2014)."

Tanim 2.17 "K, R® Oklid uzayinda keyfi bir kompakt kiime olsun. h Lebesgue

olciilebilir fonksiyon olacak bicimde

/|h]du<oo

K

ise h fonksiyonuna R" de lokal integrallenebilirdir denir ve h € L?¢(R™) ile gosterilir
(Grafakos, 2014)."

Teorem 2.2 "(Holder Esitsizligi) p,q € (1,00) ve ]lj -+ % = 1 olacak bigimde eger
f€L, heL,iken fh € L, ise

1Rl < 112, IR,
esitsizligi saglanir ve bu egitsizlige Holder esitsizligi denir (Sadosky, 1979)."

Teorem 2.3 "(Minkowski Esitsizligi) p € [1,00) olacak bicimde eger f,h € L, ise
(f+h)€Lyve
If+ Rl <AL, + 1121,

esitsizligi saglanir ve bu esitsizlige Minkowski egitsizligi denir (Sadosky, 1979)."

Teorem 2.4 "(Fubini Teoremi) g, R"** iizerinde tlg¢iilebilir bir fonksiyon ve ayrica

Lo— / gl )| dady

R+

L, = / /|g(w,y)ldx dy
R \R™

L — / / gz, )| dy | de
R” k

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. Bu durumda
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1. Hemen her y € R* icin g(.,y) € L;(R"),

2. Hemen her z € R" igin g(z,.) € L;(R¥),

3. /g(.,y)dy € Li(R"),

RE

elde edilir (Grafakos, 2004)."

Teorem 2.5 "(Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) R™ de taniml lokal integral-

lenebilen bir A fonksiyonu olsun. Bu durumda
11II1|BZL"I“ / |h(y)| dy = h(x)

ifadesi hemen her z i¢in saglanir (Grafakos, 2004)."

Tanim 2.18 "Bir A fonksiyonunun destegi

Supph = {x € R : h(z) # 0}

seklinde tanimlanir. Eger Supph sinirh bir kiimeyse o zaman h fonksiyonu kompakt

destege sahiptir, denir (Royden ve Fitzpatrick, 2010)."

A, simfi 1972 yilinda Muckenhoupt tarafindan agirhkh L, ,,(R") Lebesgue uzaymda
tanimh Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin sinirhilik caligmalarinda tanim-

lanmagtir.

Tanim 2.19 "1 < p < oo, h dlgiilebilir bir fonksiyon ve w, R" de negatif olmayan
olgiilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda agirhikl Lebesgue uzay1 olan L, ., (R™)

o = | [ @ty | < o0

B(z,r)

olacak bigimde fonksiyonlarin uzayidir (Grafakos, 2014)."
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Tamm 2.20 "p € [1,00), ]%—l— 1% = 1 olsun. Eger
; ;
sup [ B(z,7)|™ / W (y)dy / w(y)dy | < oo
zeR™,r>0 B(xyr) B($7T)

ise w agirlik fonksiyonu A,(R™) siifina aittir, denir. Her z € R™ ve r > 0 i¢in

1
|B(z, )| / w(y)dy < Cess sup —— < 00
yeB(z,r) w(y)
B(z,r)
olacak sekilde C' var ise w agirlik fonksiyonu A;(R™) smifina aittir, denir (Mucken-

houpt, 1972)."

Tanim 2.21 "p € [1,0), }D—l— ]} =1 olsun. Eger
P I
swp (B | [ o | | [ e wd | <o
zER™ r>0
B(z,r) B(z,r)

ise (w1, ws) agirhik fonksiyonlar: EP(R”) smifina aittir, denir (Muckenhoupt, 1972)."

Tanim 2.22 "p,q € [1, 00), ]%+ % = 1 olsun. Eger
q p’
11 L
swp (Bl | [y | | [ e | <o
z€R™,r>0
B(z,r) B(z,r)

ise (w1, ws) agirlik fonksiyonlar A, ,(R™) siifina aittir, denir (Muckenhoupt, 1972)."

Tanim 2.23 "p € (1,00), 1 <t < 0o olsun. Eger

P p't

1 / D 1 / —p't
sup —_— wy(y)dy TS T wi (y)dy <0
S N B ] W B ) W
B(x,r) B(z,r)

ise (w1,wsq) agirhk fonksiyonlar1 F,(R"™) siifina aittir, denir (Perez, 1994)."

Tanmim 2.24 "1 < p,q,t < oo olsun. Eger

3R

Q|

1 1 1 /
sup |B(z,r)|» e | ——— / wi(y)d —_ / w; P (y)d
JJE]R",I?">O ’ ( )| |B(l’, T)| . 2 (y) Y ’B(I7 T)| . 1 (y> Y
B(x,r B(x,r

(w1, w2) agirlik fonksiyonlar: F, ,(R") smifina aittir, denir (Perez, 1994)."
10



Tanim 2.25 "(Mh Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonu) o € [0,n) ve h €

Ll¢ (R") olacak bigimde M maksimal fonksiyonu

r>0

Mh(a) =swp s [ o) dy
B(z,r)

seklinde tanmmmlanir (Grafakos, 2014)."

Teorem 2.6 " 1 < p < oo olsun. Bu durumda

1) w € A,(R") olacak bicimde M operatorii L, (R") uzaymdan L, ,(R") uzayma
stirhdir,

2) w € A;(R™) olacak bi¢imde M operatorii Ly ,(R™) uzaymndan WL, ,(R") uzayna
smirhdir (Aykol vd., 2022)."

Teorem 2.7 1 < p < 0o ve (wy,ws) € F, (R™) olsun. Bu durumda M operatorii

L, ., (R") uzaymmdan L, ,, (R") uzaymma siirhdir.

Tanim 2.26 "(M, Kesirli Maksimal Fonksiyon) h , R” de lokal integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Kesirli maksimal fonksiyon

M,h(x) = sup |B(z, r)\lJra/"/ |h(y)|dy, 0<a<n
B(z,r)

r>0
dir (Guliyev, 2012)."

Ayrica M, kesirli maksimal fonksiyonunda o« = 0 alirsak bize M h Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonunu verir.

Tanim 2.27 "(M?* Sharp Maksimal Fonksiyon) M* sharp maksimal fonksiyonu

hisgon (1) = | Blz,r)] / h(y)dy

B(z,r)

olacak bicimde

Mh(z) = sup | Bz, r)| " / ) = el
B(x,r

r>0

ile tamimlanir (Hao, 2020)."
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Tanim 2.28 "BMO(R") uzay:
lhlleso = sup B [ Jb) = haeldy < o
zeR",r>0 B(z,r)
veya

Ihllesio =inf sup (Bl [ Jhiy) - Cldy < o0
B(z,r)

z€R™,r>0

olacak gekilde tiim lokal integrallenebilir A fonksiyonlarinin kiimesi seklinde tanim-

lanir (Aykol vd., 2023)."

Tanim 2.29 "1 < p < oo olacak bi¢gimde BMO,,,,(R")

[(R(-) = hBa.r) )X B | Ly @)

|P|lBro,., = sup
x€eR™ r>0 ||w||Lp(B(afv7’))
veya
T L 1) = B Xon o o <
= Ssu — <) — T T o (R™ w , T [0 @)
BMOpe = SUP TR B X | pe @) 1Ly (5

tiim lokal integrallenebilir i fonksiyonlarimin kiimesi seklinde tanimlanir (Aykol vd.,

2023)."

Teorem 2.8 "1 < p < 0o ve w Lebesgue olgiilebilir fonksiyon olmak {izere, eger

w € Ay(R") ise, bu durumda || - || zaro,., ve || - || Bmo normlar: denktir (Ho, 2016)."

Lemma 2.1 "b € BMO(R") olsun. Bu durumda, 0 < 2r < s i¢in

S
[b50r) = boes)| < Clibllaoln ~

olacak gekilde bir C' sabiti vardir, burada C, b, z, r ve s den bagimsizdir (Guliyev

ve Shukurov, 2013)."

Tanim 2.30 "L ,(R;) agurhkh L, uzayinda olsun, normu

91y = 55 sup0(r)g(r)
>
dir. A Konisi,
Az{wemﬂRﬁD:%gMﬂZO}

seklindedir (Aykol vd., 2023)."
12



Tanim 2.31 "u, R, da siirekli ve negatif olmayan fonksiyon olsun. S, supremal
operatorii

(Sug)(r) == llugllLecior), 7€ (0,00)

ile tamimlanir (Aykol vd., 2023)."

Agagidaki teoremin ispat1 Burenkov tarafindan verilmistir.

Teorem 2.9 "Kabul edelim ki her r > 0 i¢in 0 < ||v1]| £ (0,r) < 00 olacak bicimde vy
ve vy negatif olmayan olciilebilir fonksiyonlar olsun. Ayrica u fonksiyonu R iizerinde

negatif olmayan siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda S,, operatérii A konisi iizerinde

Ly (Ry) dan Ly(R,) a smurhdir 6yle ki

esitsizligi gerceklenir (Guliyev, 2013)."

099, (||1)1HZ;(0,-)> HL &) ~°
[e's) -+

Tanim 2.32 "0 < r < oo ve w agirlik fonksiyonu olacak bigimde Hardy operatorleri

Hag(r) = [ gopuis)ds, Higl)i= [ glshuis)ds
0 r
seklinde tanimlanir (Guliyev, 2013)."

Teorem 2.10 "vy, vy ve w (0,00) iizerinde agirliklar olsun ve v;(r) orijinin bir

komsulugunun diginda sinirh olsun.

ess sup va(r)H: g(r) < C'ess sup vy (r)g(r)

w
r>0 r>0

esitsizligi bir C' > 0 ve (0, 00) iizerinde negatif olmayan ve azalmayan ¢ fonksiyonu

i¢cin vardir ancak ve ancak

> d
B = supvg(r)/ __wls)ds < 00
r>0 » esssupvy(7)
s<T<00

dir (Guliyev, 2013)."

Teorem 2.11 "vy, vy ve w (0,00) iizerinde agihklar olsun ve vy (r) orijinin bir
komsgulugunun diginda sinirh olsun. Bu durumda

ess sup ve (1) Hy,g(r) < Cess sup vy (r)g(r)
r>0 r>0

13



esitsizligi bir C' > 0 ve (0, 00) iizerinde negatif olmayan ve azalmayan ¢ i¢in vardir

ancak ve ancak

B :=ess Supvg(r)/ _wls)ds < 00
0

>0 ess sup vy (7)
0<r<s

dir (Guliyev, 2013)."
2.2 Morrey Uzaylar:

Bu boéliimde tez igerisinde faydalanacagimiz bazi tamim ve teoremler ile birlikte

ispatlar1 verilecektir.

Tamm 2.33 "(L,\(R") Morrey Uzay1) A € (0,n), p € [1,00) ve h € LI**(R")
olacak bicimde L, ,(R™) Morrey uzaylar

S =

s >

_A _
10l ey = sup Al = sup 7 W) dy | < oo

zeR™,r>0 zeR™,r>0
B(z,r)
seklindeki fonksiyonlarin uzayidir (Morrey, 1938)."

"L, » i¢in 6zel secimler yoluyla asagidaki sonuglar elde edilir:
e )\ =0iken L, = L, klasik Lebesgue uzayma esit olur.

e A >nve ) <O0iken L,, = 0 esittir ve burada ¢, R" deki 0’a denk olan

fonksiyonlar kiimesidir.
e AM=niken L, = L esittir.

Yukaridaki L,  norm tamiminda B(z,7) de x = 0 alinirsa Lé)‘jf\ lokal Morrey uzaylari

elde edilir (Guliyev ve Shukurov, 2013)."
Tanim 2.34 "p € [1,00) ve h € WLI“(R") olsun. WL, y(R") zayif Morrey uzaylar:

_a
12llwe, @) = sennb T 1w 2, gy < 0

olacak bi¢imdeki fonksiyonlarin uzayidir. Burada

1
HhHWLP(B(x,T)) = Stligt {y € B(z,r) : [A(y)] > t}|r < o0

dir. Ayrica A = 0 iken WL,(R") = WL, (R") esittir (Guliyev, 2011)."
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Tanim 2.35 w fonksiyonu hemen her z € R" 6yle ki w(z) > 0 i¢in R” iizerinde

lokal integrallenebilir ise w bir agirlik fonksiyonudur, denir.
Teorem 2.12 "1 < p < oo ve 0 < A < n olsun. Bu durumda
|MA],, < ClAl, (2.1)

dir. Burada C sabiti A den bagimsizdir. Bu teorem maksimal operatoriin Morrey

uzaylarindaki sinirhligini gosterir ve (2.1) esitsizligi gergeklenir (Guliyev, 2009)."

Teorem 2.13 "l < p < o0, 0 < a< %,%zi—ﬁveo<)\<n—apolsun.
Boylece

Mahll,, < ClIAl, |
dir. p=1 igin

t* |{{Lah] > t} N B, < Cr* ||, |
dir (Adams, 1975)."

M, kesirli maksimal operatorii ile 1, Riesz potansiyel operatorii arasindaki iligkiyi
gosteren egitsizlik

Moh(x) < wi (L|h) () (2:2)

dir. Bu sonucu ispatlamadan énce (2.2) esitsizligini ispatlayalim.

ispat.

Mh(z) = sup|B(a,r)[*! / Ih(y)| dy

r>0
B(z,r)
= sup|B(z, )| / @)z — 31" |z — y"* dy
r>0
B(z,r)
|z—y|
= (-l Ba [ e -y | et dy
>0
B(z,r) 0
< (0= a) Bl [l -y | [t | ay
Rn 0

= (n—a)wi (IR (@) (= a) !

a_
= wi  (La|h])()
15



elde edilir. m
Simdi M, kesirli maksimal operatoriin Morrey uzaylarindaki sinirliligimin ispatini

verecegimiz sonuca bakalim.

o
n—>\

Sonug 2.1 "1<p<§,0<oz<n,%= — ve 0 < A+ ap < n olsun. Bu

1
p
durumda M, kesirli maksimal operatorii L, x Morrey uzaymndan L, » Morrey uzayina

siirhdir (Adams, 1975)."

Ispat. (2.2) esitsizligi ve Teorem 2.13 yardimiyla

S

M.h — ~2 My h(y)|?d
[Mahl[, | sup 7 | Moh(y)|* dy
’ zER™ r>0
B(x,r)
1
q
_a a_q q
< sup ra wi Lo |h] (y)[" dy
z€R™ r>0
B(z,r)
< ¢ s | [l

zER™,r>0
B(z,r)

= OHhHLpA(Rn)

elde edilir. Boylece
[Mahll,, < ClAllL, @

bulunarak ispat tamamlanir. m

Tamm 2.36 "(M?#(R") Genellestirilmig Morrey Uzay1) p € [1,00), h € LI*°(R")
ve ¢, R™ x (0,00) iizerinde negatif olmayan olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere
MP#(R™) genellegtirilmis Morrey uzaylar

—-n

rp
|| HMZW(R ) zeﬂi}ll,gvo 90(3377’) || HLP(B(Q;’T))

A—n

sartin1 saglayan h fonksiyonlarinin uzayidir. Ozel olarak ¢(z,r) = r »

L, \(R™) Morrey uzay1 elde edilir (Guliyev, 2009)."

aliirsa

Tanim 2.37 "(WMP¥¢(R™) Zayif Genellegtirilmis Morrey Uzay1) 1 < p < oo ve
16



h € WLI*(R") olmak tizere

e
h - —— |k
1Pl agm.e m;ﬁ;0¢@%ﬂ|le%w@ﬂ>

rP )
- Sup sup ¢ € B(z,r): |h > tY7r < 0o
veRn 150 P(T,7) >0 {y (z,7) : [h(y)] H

sartin1 saglayan h fonksiyonlarina zayif genellestirilmis Morrey uzayi denir (Guliyev,

2009)."

Teorem 2.14 "1 < p < oo olsun. ¢, (z,t) ve @y(x,t) fonksiyonlar: C' sabiti z ve r

den bagimsiz olmak iizere

[e o]

/tflgpl(ﬂc,t)dt < Coy(x,T) (2.3)

r

esitsizligini saglasin. Bu durumda ¢) ve i) kosullar: gergeklenir.

i) p > 1 iken M maksimal operatorii MP#1(R™) den MP#2(R™) ye siurhdir.
ii) p = 1 iken M maksimal operatorii M1 (R™) uzaymdan W M5#2(R") uzayma
siirhidir (Guliyev, 1994)."
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3. GENELLESTIiRIiLMiS AGIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA
RIESZ POTANSIYELLERI VE KOMUTATORLERI iCiN iKi AGIR-
LIKLI ESITSiZLIKLER

Bu boliim iki kisimdan olusmaktadir. Ilk kisimda I, Riesz potansiyeli icin iki
agirhikh egitsizlikler elde edilecektir ve bu egitsizlikler ile birlikte, bazi teoremler
P71
w1

uzaymdan ME7? uzayma simirhhigi elde edile-

yardimiyla Riesz potansiyelinin M
cektir. Ikinci kisimda ise Riesz potansiyelinin komiitatorii icin iki agirhikli esitsizlikler
elde edilecektir. Daha sonra bu egitsizlikler ile birlikte bazi teoremler ve lemmalar
yardimiyla |b, I,| Riesz potansiyelinin komiitatoriiniin Mg;"! uzayindan M2 uza-

yina smirliligi elde edilecektir.

Tanim 3.1 "(MP¥(R") Genellestirilmig Agirhiklh Morrey Uzay1) 1 < p < oo, h €
loc n n . . IR o7 E . . n .
Lye(R™) @, R™ x (0, 00) tizerinde olgiilebilir pozitif bir fonksiyon ve w, R™ de negatif
olmayan olciilebilir fonksiyon olmak iizere MP¥ genellestirilmis agirhkli Morrey

uzayl

1
|l e = sup

HhHL w(B(z,r) < 00
sernr>0 ©(2, 1) ||wll L, (B p(B(z,r))

seklindeki fonksiyonlarim uzayidir. Burada h € L, ,(B(x,7))

P
ot = W iy = ([ Pty
olan olgiilebilir f fonksiyonlarimin agirhkh L, uzayim belirtir (Guliyev, 2012)."

Eger w(r) = Xp(, almrsa, bu durumda MP?(R") = MP#?(R") genellestirilmis

agirlikli Morrey uzay1 genellestirilmig Morrey uzayina egit olur ve ayrica eger ¢(x, )
r°7" ise 0 zaman MPP(R™) = L, \(R") genellestirilmis agirhklh Morrey uzay: agir-

likli Morrey uzayina egit olur.

3.1 Genellestirilmis Agirlikhh Morrey Uzaylarinda Riesz Potansiyelleri
icin Iki Agirlikli Egitsizlikler

Bu boliimde genellegtirilmig agirlikli Morrey uzaylarinda Riesz potansiyellerinin iki
agirlikli simirhiliklar: elde edilecektir. Ayrica agsagida bu simirhiliklar ispatlamak icin

kullanilacak olan teorem ve sonuglar birlikte verilecektir.
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Teorem 3.1 0 < a<n, 1 <p<Z, i = 2+ % ve (wy1,wa) € F,4(R™) olsun. Bu

durumda [,, operatorii L, ., (R™) uzaymndan L, (R") uzaymma siirhdir.

Sonu¢ 3.1 0 <a<mn,1<p<?2 % ==+ % ve (w1,w2) € Fp,(R™) olsun. Bu

«

durumda M, operatorii L, ,, (R") uzayindan L, (R") uzayma smirhdir.

Sonug 3.1 in ispat1, Sonug (2.2) esitsizligi ve Teorem 3.1 den elde edilir. Simdi vere-
cegimiz teoremde [, Riesz potansiyelinin genellestirilmis agirliklh Morrey uzayindaki

sinirhiliginda kullanacagimiz iki agirlikh esitsizligi elde edecegiz.

Teorem 3.2 0 < a<n, 1 <p<Z, % =2+ % ve (w1,wa) € F,4(R™) olsun. Bu

durumda keyfi bir h € L, ., (B(z,)) i¢in

s 3 —LHhHL wy (B(z,s ds
HIOLh’HLq’“Q(B(.T,T)) S C’I’Qt’ ”w2||th(B(1‘,7‘))/ S qt! M_ (31)
T [wallze(B.s)) S

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir.

Ispat. h yi h = hy + hy seklinde ayiralim. r > 0 olacak bicimde

dir. Teorem 3.1 den

Hahally, , Bary < Hahilly, @y < Clbally, , @y = ClklL, ., (5@en)

elde edilir. Dolayisiyla

Maally, oo < € Ihlls, . seany (32)

dir. (3.2) egitsizligi yardimiyla

n © _n HhHL (B(z,s)) ds
I.h < Crav |wallL,,(Bler / s at L 3.3
H 1”Lq,w2(B(3377”)) ” 2HLq (B(z,r)) . HWQHth(B(m’S)) S ( )
elde edilir.
|z — 2| <7 ve|z—y| > 2r oldugundan 1|z —y| < |z —y| < 2|z — y| elde edilir.

Bu esitsizlik kullanilarak
i@ < [y <0 [ oyl pl)ldy

cB(x,2r) cB(z,2r)
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elde edilir. Esitsizligin sag tarafindan, Holder esitsizliginden, Fubini Teoreminden

ve Tamm 2.24 ten

[ il = ¢ o] s a
CB(I72T) CB(m,Zr) xfy‘

{yeR™:2r<|z—y|<s}

= C’/s”‘”l / \h(y)| dy | ds
2r

a—n—1 -1
< 0/3 Hh’HLP,wl(B(x,s)) le HLP‘ (B(z,s)) ds
a—n+-—-—1 -1
< C/S B Hh”Lp,wl(B(x,s)) | wi HLW(B(;U,S)) ds
a—n+-" -ty n HhHLp’w (B(z,s))
< C s Pt P q pt ' qt 1 d
HwQHth(B(x,s))

r

_ a /°° -2 IhllLy e, (B ds

||w2||th(B(:L‘,8)) s
elde edilir. Buradan hem elde edilen esitsizligin iki tarafinin L, (B(z,r)) normu

alinarak hem de Holder esitsizligi uygulayarak

> ||hlL, ., (Bs) ds
[ah S C w . / s at’ P,w1 s
I 2|’quW2(B(m’T)) | QHLq(B( ) r HWZHth(B(ac,s)) s

S CT‘IHHWQHLW(B(CE,T'))/ H(JJQHL (B(z.5)) 3
T qt x,8

esitsizligi elde edilir. Boylece

0o |
_n

n |h||L (B(z.5)) ds
[ah o S ert’ w o / S Pr et AT
H 2||LQ7W2(B( ")) H 2HLQt(B( ) r ||W2Hth(B(:B,s)) §

(3.4)
bulunur. (3.3) ve (3.4) yardimiyla (3.1) elde edilir. m

Agagidaki teoremde Riesz potansiyelinin MP¥(R") uzayindaki iki agirlikli sinirlihig

icin gerek kosul verilecektir.

Teorem 3.3 0 < a <n, 1 <p< 2, 1 =2 +% ve (wi,w2) € F,,(R™) olsun.

a’ p n
©1(x, 1) ve @y(x,r) fonksiyonlar:

o0 ess inf o1(m,t) [Jwr |, (B(z,t)) d
/ — 1, s<t<oo ! < Cy(z,7) (3.5)
s

lew2ll 2, (5o,
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kosulunu saglasin. Bu durumda I,, operatorii ML uzaymdan MEY?

lidir.

uzaylina Simir-

Ispat. h € ML olsun. (3.5) esitsizliginden, Tanim 2.32, Teorem 2.10, Teo-

rem 3.2 ve va(r) = 5, ni(r) = m’ 9(r) = hllL, ., Bary) ve w(s) =
377’;’71”0"2”;;43(@8)) ozel segimleriyle
1
Ioh|| ez iy = SUD TohX g n
” ||Mw22(R ) z€R™ >0 QOQ(ZB,T) ||w2||Lq(B(x,T’)) || Bl )”Lq’%(R )

< C sup T
ekt r0 0y (2, 1) (wal oy

ro” wsllza e /SMCZS
HCUQ ”th(B(:E,S)) s

= C sup ——— F—
TER™ >0 QDQ(xaT) “W?Hth(B(w,S)) §
1
< C sup 12l L, (B

z€R™ >0 P (l‘, T) ||w1||Lp(B(z,r))

= Clhllpzer @)
elde edilir. m

3.2 Genellesgtirilmis Agirlikli Morrey Uzaylarinda Riesz Potansiyellerinin
Komiitatérleri icin Iki Agirlikli Esitsizlikler

Komiitatorler harmonik analiz igin 6nemli bir integral operatordiir. Coifman, Rochberg,
ve Weiss 1976 yilinda komiitatorii soyle tanimlamiglardir; o6lgiilebilir fonksiyonlar
kiimesi tizerinde tanimli lineer bir operator olan 1" operatorii ve b de bir fonksiyon

olmak iizere [b, T'| komiitatorii
[b, T h(z) = b(z)Th(x) — T(bh)(x)

esitligi seklinde tanimlanir.

Bu boliimde genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda Riesz potansiyellerinin komii-
tatorleri igin iki agirlikli egitsizlikler elde edilecektir ve bu esitsizlik yardimiyla |b, 1,,|
Riesz potansiyelinin komiitatoriiniin My (R") uzayimdan M2 (R™) uzayina simir-
liligr ispatlanacaktir. Asagida bu smirhliklar ispatlamak icin kullanilacak olan

tanim, teorem, lemma ve sonuglar verilmistir.
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Tanim 3.2 (I, Riesz Potansiyeli'nin Komiitatorii) b € BMO(R"), 0 < o < n ve

h € LP¢(R") olsun. I, Riesz potansiyelinin komiitatorii

[, La] h(x) = / (b(z) = b(y)) [z — y|* " h(y)dy (3.6)

Rn

seklinde tammmlamir. Benzer bigimde b € BMO(R"), 0 < a < n ve h € LP¢(R")

olmak {iizere Riesz potansiyelinin komiitatori
b, Ia| h(z) = / [b(z) = b(y)| |z — y|*™" [h(y)| dy (3.7)
]Rn
seklinde tanimlanir.

Tanim 3.3 "(M, Maksimal Komiitatorii) Vo € R" olacak sekilde

My(h)(x) = Sup!B(:m’)l_l/\b(fr) = b(y)| [h(y)] dy (3-8)

r>0

esitligi maksimal komiitator olarak adlandirilir (Guliyev vd., 2011)."

Tanmim 3.4 "b € L°(R") olmak tizere M Hardy-Littlewood maksimal operatériiniin
komiitatorii

[Mb] h(x) = M(bh)(x) — b(x)Mh(x)
seklinde tammmlanir (Agcayaz vd., 2015)."

[M, b] operatorii Milman ve arkadaglar: tarafindan incelenmigtir (Milman ve Schon-
bek, 1990 ve Bastero vd., 2000). M, ve [M,b] operatorleri aslinda birbirinden fark-
hidir. Gergekte M, operatorii pozitif ve altlineer operator iken [M, b] operatorii ne
pozitif ne de altlineerdir. Ancak b baz ek kosullar sagladigi zaman M, operatorii

ve [M, b] operaétiiriinii galigtirir.

Lemma 3.1 "bnegatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve h € Li°¢(R™)
olmak tizere

[[M,b] h| < My(h)(z), =€R"

esitsizligi gerceklenir (Agcayazi vd., 2015)."
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Teorem 3.4 "b € BMO(R") olsun. X, R" iizerinde taniml ¢l¢iilebilir fonksiyon-

larin Banach uzay1 olsun. M, X iizerinde siirl olsun. Boylece
1Ml x < C bl paro 10 x

esitsizligi gerceklenir. Burada C' sabiti, h den bagimsizdir (Agcayaz vd., 2015)."

Sonug 3.2 b € BMO(R"), 1 < p < oo ve w € F,(R") olsun. Bu durumda M,

maksimal komiitatorii Ly, (R™) de smirhdir.

Teorem 3.5 "b € BMO(R"),1 < p < oo ve (w1, ws) € Ay(R"), wy € A,(R") olsun.
Bu durumda M), maksimal komiitatorii L, ., (R") den L, ,,, (R™) stmirhdir (Aykol vd.,
2022)."

Ispat. "h € L,.,(R") ve b € BMO(R") olsun. Bu durumda
Myh(z) < C bl aso M2h(x) (3.9)

esitsizligi saglamir (Agcayazi vd., 2015, Teorem 1.2). (3.9) esitsizliginden, Sonug 3.2,
Teorem 3.4’den ve M?h(x) = M (Mh(z)) esitliginden

2
MR, ey < CI0lgao MR, )
C bl o 1M (MB)]],,, (e

ClIbll aro IMAl L, @y

VAN

IN

C HbHBMO HhHLP,WI(R”)

elde edilir." =

Lemma 3.2 "1 < s < oo ve b € BMO(R") olsun. Bu durumda

0 [

M# (b, 1] W) < C [l paso [(M Lh(@))F + (M3 |a())F] (310)

esitsziligi gergeklenir. Burada C sabiti, h ve x ten bagimsizdir (Di Fazio ve Ragusa,

1991)."

Asgagidaki 6nerme saglanir (Stein, 1993):
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Onerme 3.1 " 1 < p < oo olsun. Bu durumda h € L, (R") ve g € L, (R") olmak
tizere

<C|[ Mh(y)Mg(y)dy

/ ) h(y)g(y)dy

esitsizligi saglanir. Burada C' > 0 sabiti h den bagimsizdir."

R

Lemma 3.3 " 1 <p < oo vew € F, (R") olsun. Bu durumda

18z, < CIMPR|L,,,
esitsizligi saglanir. Burada C' > 0 sabiti h den bagimsizdir (Stein, 1993)."
Ispat. "Asagidaki denklik gerceklenir

|hwl|L, = sup
||!J||Lp, <1

/ ) h(y)g(y)a)(y)dy‘ _

Onerme 3.1 e gore

|hw||z, < C sup

||9HLP‘ <1

M”h(y)MW(y)dy‘

Rn

dir. Holder esitsizligi ve Teorem 2.7 den

|hwl|l, < C sup | M*h(y) M gw(y)| dy

lgllz,, <1 R

< C osup [ MPhwl, [ Mgw(y)w™ (y)lle

lglz,, <1

= C sup ||M*ho|L,|Myllz,

lglz,, <1

< C sup [[MPholl,llglle,

lgllz,, <1

< ClMhl,

P!

elde edilerek ispat tamamlanir." m

Teorem 3.6 0 < a <n, 1 <p < Z, ]l) = >+ %, b € BMO(R") ve (wy,wsy) €
F,4(R"), wy € F,(R"), we € Fy(R") olsun. Bu durumda |b, I,| operatorii L, ., (R")

den L, ., (R™) smirhdir.

Ispat. h € L,,,(R") ve b € BMO(R") olsun. Lemma 3.3 den

11D, Lol Al ., ey < C'|MF (b, L] 2
24
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elde edilir. (3.11) esitsizligininin sag tarafindan ve Lemma 3.2 den

| M# (|b, 1| B)]|, : :

< Clbllpaso || (M11I%)* + (M |A)

q.wz (R™) Lg,wy (R™)

| gar

1 1
s s

< ClLahlly, @y < CllRlL,,, @y
(3.12)

< Cltlpuo (01121

Loy (R?
elde edilir. Teorem 2.7 ve Teorem 3.1 den

1 1
s s

[exatadiy

<Oz

Lag,wy (R™ q,wz (R™)

elde edilir. Sonug 3.1 den

1 1
s s

|z 10y

<)

<ClHl,,, @y (313)

Lg,wy (R" Lpwy (R™)

elde edilir. Boylece (3.12) ve (3.13) den

b, Lol Pl gy < C bllas IRl - e (3.14)

(3.14) esitsizligi elde edilerek ispat tamamlanir. m

Teorem 3.7 b€ BMOR"),0<a<n,1<p<?Z, % = %—l—%, (w1,we) € F, ,(R™),

wy € F,(R™) ve wy € F,(R™) olsun. Bu durumda

o g s\ 1Pl Ly, (Ba,s)) ds
b7 Ia h s < Cra ||b w o / s at’ (1 +1n _) p,w1 $)) e
116 Lol By, .. (B 10l saro 1wl Ly (Bar)) : 3 e~

esitsizligi gerceklenir. Burada C' sabiti h ve x ten bagimsizdir.

Ispat. h yi h = hy + hy seklinde ayiralim. r > 0 olacak bicimde

olsun. Bu durumda
|b7 Ia| h(I) S |b7 Ia| hl(‘r) + ‘bv Ioz| h2<m>

dir. Teorem 3.6 dan

IN

b, al ially, ooy < b Zal il gy

< Cbllspo ||h1||Lp,w1(R")

C HbHBMO Hh”prl (B(z,21))
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elde edilir. Dolayisiyla

116; Lol Pl o, By < ClIbllaso 1PN, ., (BGe.2r) (3.16)

bulunur. (3.16) esitsizligi dikkate alinarak

n_ ° S
016, Lol Billy, ey < CT 1bllaso 102l () / (1+m>)s i

|| ||Lp wy (B(z, s)) dS

||w2Hth(B(w 5)) S

(3.17)
esitsizligi elde edilir.
|z — 2| <r, |z —y| > 2r ve |z — y| > r esitsizliklerinden faydalanarak
1 3
sle—yl<lz—yl < 5lz—yl (3.18)
2 2
elde edilir. (3.18) esitsizligi yardimiyla
blba() < [ ) = bz -yl )] dy
¢B(z,2r)
< ¢ [ - balle =" bl dy
¢B(x,2r)
esitsizligi elde edilir. Boylece
bl <C [ ) bl ol hldy (319)

¢B(z,2r)

bulunur. Buradan (3.19) esitsizliginin sag tarafindan ve Fubini teoreminden

[ o) = b o = o1 uty)] dy

¢B(x,2r)
e / 21 1h(w) / s | dy
x2r :c—y|
_ ¢ / / Ib(y) — b(2)| |h(y)| dy | ds
2r {yeRm:2r<|z—y|<s}
< o s [ ) = baen| bl dy | ds
r {yeRm:2r<|z—y|<s}

+C ‘b(z) — bB(W)‘ /so‘_”_l / |h(y)| dy | ds

{yeRm:2r<|z—y|<s}
= Ji+Jp
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elde edilir. Buradan Holder esitsizligi, Lemma 2.1, Tanim 2.29 ve Teorem 2.8 dan

o= o[ [ 1w a0 dy |
v {yeRm:2r<|o—y|<s}
< C{/QQ—”—I 16() — bes)| 11w dy | ds
r {yeR:2r<|z—y|<s}
40 [577 bptar) — bie) [ i as
r {yeR":2r<|z—y|<s}
a—n—1
< C/s Hb() — bB(a:,s)HLp‘ w1 (Bs) ||h“Lp,w1(B(m,s)) ds
—n—1 1
—f-O/Sa " ‘bB(a:,r) _b (z,s) ‘ ||h||pr1 B(z,s)) ||w1 ||L (B(z,s)) ds
< ClBllosso 5 bl e 1957, ey
+C||bHBMO/ o 1ln—||h||Lwl( a:s)HWIIHL (B(ms))ds
a—n— 1
= C“b”BMO /5 ! <1+1n >||h||LpW1 xs)le HL (B(z,s)) ds
— _;'_%
< C||b||BMO/s“ " <1+1H )HhHprl(B(xs) eI, A (Blasy) 98
T n_n [ 28
S O“Z)HBMO /Sa n+ p't! —1- a+ q+p‘t+qt ( +1 ) LPWI(B( ))ds
ozl 2, (301
r [ ) ds
S CHbHBMO/ (1—|—ln ) Lpw, (B(z,s)) AS

J HW2”th B(z,s)

elde edilir. Dolayisiyla

o0

_ H H w (z,s ds
B < Clbllgno [57# (L) s 8 (3.20)

||W2||L B(z,s))

r
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esitsizligi bulunur. Ayrica

bz) — bpen| = |6() — 1Bl r) ! / b(y)dy

B(z,r)

= |b(2) + |[B(z,r)|”" /(b(z)—b(y))dy— / b(2)dy

B(z,r) B(z,r)
= 1Bl [ (0 - o) dy
B(z,r)
< sup| B [ ) = bl dy = Mixpe (2
B(z,r)

elde edilir. Buradan

2) — bi| < sup B [ b))l = Mixpen(c) (320
B(z,r)

esitsizligi elde edilir. (3.21) den, Holder egitsizliginden ve Tanim 2.24 ten

Jo = C|b(z) = bpan| /sanl / h(y)| dy | ds
T {yeR™:2r<|z—y|<s}
a—n—1 -1
S C |b(z) - bB(x,r)| /S ||h||Lp,w1(B(I7S)) le HLp‘ (B(,5)) ds
a—n+ o -1 -1
< C |b(2> - bB(z,T)| /S p't HhHLp,wl(B(x,S)) le HLW(B(%S)) ds
T
7 n n n n n h T.s
< C |b(2) - bB(:c,r)| /Sa_n+zﬂ5_1_a+P_q+m+tﬁ Mds
. w21l 2, (B w,s)
[ In] d
< C |b(2) — bB(m,r)| /S qt! <1 +1n f) DLy (B(w,5)) @5

J ) wallr, Bws) S

o0

_n [[A]] ven d
< CMbXB(w,T)(‘Z)/S at <1 + In f) Ly, (B(5) 45

T ||W2||th(B(x,8)) o

T

elde edilir. Boylece

. B, ., (55 d
Jo < CMy o (2) / S (142 e & (3.22)
’ ) w2l a8
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esitsizligi bulunur. Dolayisiyla (3.20), (3.22) esitsizliklerinden

o

_ H “pr B(z,s)) ds
bl () < Clbllpuo [ (1410 ) b oD 2

lwallp,, (B(as) S

I T
+CMbXB(m,T)(Z)/8 ar (1 +1In ) DLy, (Blys)) @5

HW2”L B(z,s)

elde edilir. Teorem 3.4 ten

|||b’ Ia|h2||Lq,wQ(B(a:,r)) < ||J1||qu2(B(:cr) +||‘]2||qu (B(z,r))

00 1l 2,0, (Bas) ds
< ot Wllaro Neall s () Tl =
qt(B(z,s
- 2 vy (B(z,s)) ds
Y- . / : (Hln )m :
/ qt (B(z,s
L/ o || ||L w I,S)) dS
< Cri blpyro Woallgqotary [ 57 (141 7) (o Ee e
. qt(B(z,s

elde edilir. Dolayisiyla

o * 12, 000 ds
16, Lal hallz, ., aeaay < O™ Ibllsaso lwellz o) / s7# (141 ) e &
T

||W2Hth (z,8)) S

bulunur. (3.17) ve (3.23) ten (3.15) esitsizligi elde edilerek ispat tamamlanir. =
Bir sonraki teoremde Riesz potansiyelinin komiitatoriiniin M%7 (R™) genellestirilmis

agirliklh Morrey uzayidan MY (R™) uzayma simirhligh verilecektir.

Teorem 3.8 b € BMOR"),0<a<n,1<p<?Z, i = %—1—%, (w1,wa) € F, ,(R™),

wy € F, (R") ve wy € F, (R") olsun. ¢, (x,r) ve @y(x,r) fonksiyonlar:

o

i ess inf ¢, (x, 1) HW1HLP ) d
/s‘qt' (1 +1In f) scteoo DE < cpyfam) (3.24)
, 5

||W2 ||th(B(J?,S))

r

o . . srit MPP! uzant ”
kosulunu saglasin. Bu durumda |b, I,| operatoriic ML uzaymdan ME7? uzayma

simrhdir.

Ispat. h € M%7 olsun. (3.24) esitsizligi, Tamm 2.32, Teorem 2.10, Teorem 3.7,

va(r) = Gy 1) = Gam 90) = Wl o, s

ve w(s) =s o ' (1+In2) ngHqut(B(x’S)) ozel secimleriyle

1
116, Lo h”MZ;;P?(Rn) = [1bllparo  sUP H|b’ Lol hxp(a

z€R™r>0 P2 (:E7 ’I“) ||w2||th(B(a:,7“))
29

) Hquz (R™)



Tﬁ w J(Blz.r 7 _n S ||h|| w z,5)) dS
SR e— HH?HL(,/(B( ) /8 (1+1n_) : TI | (Bas)) ds
2€R™r>0 o (T, 7)1 0t Hw2||th(B(x,r)) r W2l (B(as) S

1
< b sup
BMO z€R™ >0 P1 (l’, T) ||w1 ||LP(B($,T‘))

r

||h||Lp7w1 (B(z,r))

= CHbHBMO HhHMf;'fl(Rn)

elde edilir. =

Y p n

wi € F,(R") ve wy € F, (R") ve (3.24) sartlar altinda |b, I,,| komiitatorii ME;™

Sonug 3.3 b€ BMOR"), 0 <a<n,1<a<? l—oay %, (w1, w2) € Fpq(R™),

uzaymdan MZLY? uzayma simirhdir.
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4. BAZI UYGULAMALAR

Uctincii boliimde elde edilen sonuglarin bir uygulamasi olarak MP:¥ genellestirilmis
agirlikli Morrey uzaylarinda Riesz potansiyelleri ve komiitatorleri tarafindan tiretilen
T, altlineer ve T; , altlineer komiitator operatorleri icin iki agirhikl esitsizlikler elde
edilecektir. Ayrica elde edilen bu esitsizlikler yardimiyla bahsedilen operatorlerin

genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda siirliliklar: elde edilecektir.

4.1 Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzaylarinda Riesz Potansiyelleri
Tarafindan Uretilen Altlineer Operatérler icin Iki Agirlikhi Esitsiz-
likler

"Tw, o € (0,n) mn bir lineer veya bir altlineer operatorii temsil ettigini varsayalim,

oyleyse kompakt destekli herhangi bir h € L; (R™) igin ve x ¢ Supph olacak bi¢imde

Tuh(z)| < C / o=y

R

dir, burada C, h ve x ten bagimsizdir (Guliyev vd., 2011)."

h(y)| dy (4.1)

"t € [r,2r] ve x € R™ olacak bigimde w(x,r) fonksiyonu
C'w(z,r) <w(z,r) < Cw(m, ) (4.2)

kosulunu saglar. Maksimal operatorler igin

/t_lw(x,t)pdt < Cw(zx,r)? (4.3)

saglanir, ayrica C' > 1 sabiti ¢ ve r ye bagh degildir. Potansiyel operatorler igin ise

/taplw(a:, t)Pdt < Cr*Pw(x,r)? (4.4)

esitsizlikleri saglamir. Ayrica C' > 0 sabiti r ve 2 € R™ ye bagh degildir (Guliyev

vd., 2011)."
Teorem 4.1 0 <a<n,1<p<Z, zla =2+ %, (w1,wa) € F,4(R™) olsun. Ayrica
(w1, ws) (4.2) ve (4.4) kogullarimi saglasin. Bu durumda 7}, altlineer operatorii (4.1)

kosulunu saglar ve L, (R") uzaymdan L,,, (R") uzayma siirhdur.
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Teorem 4.2 0 < a < n, 1 <p < 2, % = %4—% ve (wy,ws) € F,,(R™) olsun.
h € LI (R") olacak bicimde

n_ i _n ||h|| x.,8 d
HTahHLq L,_;2(B(£B,T')) S ert‘ Hw2||th(B(£B,T')) /S qt' M_S (4.5)

T ||w2||th(B($75)) §

saglanir.

Ispat. Keyfi bir z € R" secelim ve h yi h = hy + hy seklinde ayiralm. r > 0 olacak
bicimde

olsun. Bu durumda

ITahll, o, e < NTalilln, o, ) + 1 TahellL, 800

esitsizligi gerceklenir. hy € L, ., (R"), Tohy € Ly, (R™) ve Teorem 4.1’den

[ Tahallg, ., @) < 1Tahllp, @y < Clllg,, @y =ClhlL,. 6w

elde edilir. Burada

YA d
ey —n Ly, (B(z,5)) ds
Iy, owan < Cr sl / o Wy 0, (B ds

/ w2l 2, (B *

oldugundan
n T _n ||h||L (B(z,s)) ds
ooty < OF loals ooy [5 o 222D ag)
Lg,we (B(z,r)) Lqt(B(z,r)) / Hw2”th(B(x,s)) s
bulunur. |z — z| < r ve |z — y| > 2r esitsizliklerinden
1 3
sle—ylsle—yl <5l —yl (4.7)

oldugu aciktir. (4.7) esitsizliginden faydalanarak

Taha(2)] < / 2~y Jh(y)| dy < C / e — g Rl dy (48)
¢B(z,2r) ¢B(z,2r)
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elde edilir. (4.8) esitsizliginin sag tarafindan, Fubini teoreminden ve Holder esit-

sizliginden
o
[ e bl = @-n [ ml| [ s |y
¢B(x,2r) ¢B(z,2r) z—y|
= C’/sa_”_1 / \h(y)|dy | ds
2r {yeR™:2r<|z—y|<s}
a—n—1 -1
< C/S ||hHLp7w1(B(m,s)) le HLP‘ (B(z,s)) ds
a—n+-—-—1 -1
- C/S - ||h||Lp,w1(B(:c,s)) le HLp‘z(B(:c,s)) ds
S hHLp,wl(B(w,s)) ds

.,
o

O/Sa—n+£—1_a+;—;+p’;+;;
) ||w2||th(B(m,s))
o0

/ wall, (Bas)) S

elde edilir. Elde edilen esitsizligin iki tarafinin L, (B(z,r)) normu alinarak, ayrica

Holder esitsizligi uygulanarak

-y 1Al 2, ., (B(x.s)) ds

Twh < Cllw o / 5 atf
” @ 2||LQ»w2(B(I7T)) H 2||Lq(B( ) r ||W2||th(B(a:,s)) §

< —% ||h||Lp,w1 (B(JI,S)) @

< Cra’||wa| L, (B@r) /

r ||W2||th(B(ac,s)) s

esitsizligi elde edilir. Boylece

n . [|7]] v d
||Tah2||Lq,wz(B($uT)) < Cra ||w2||th(B(m,T)) /3 qt! Lpwn (B(5)) &5

T

(4.9)

||w2l|th(B(x,s)) 8
bulunur. (4.6) ve (4.9) dan (4.5) egitsizligi elde edilerek ispat tamamlanir. m

Teorem 4.3 0 <a <n, 1 <p< oo, % =2+ %, (w1,ws) € F, ,(R™) olsun. ¢, (z, )

ve oz, 1) fonksiyonlar:

% ess inf ¢, (z,t) |lwi ]|,
n o 0 ) (B(:Eat)) d
/ ", s<i< ’ < Cpyla,r) (4.10)
J w2l L, (Bs)) 5
kosulunu saglasin. Bu durumda T, operatorii MY uzayindan ME7? uzayina simir-

lidir.
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Ispat. h € MU olsun. (4.10) esitsizligi, Tamm 2.32, Teorem 2.10, Teorem 4.2

1 1

T
vo(r) = NCIL vi(r) = AT 9(r) = |l 1,0, (Bar) vew(s) = s = ngHqut(B(x’S))

ozel secimleriyle

1
T.,h P2 PRy — sup TahX r n
H HMLQ *(R) z€R™ r>0 902(‘737 T) HwQHLq(B(x,T)) H Bl )HLq’WZ(R )
< ¢ sup o ||wall . (B / i 1Pllz, ., By ds
> 2E€R™ >0 ¢2(I7 T)TW ||w2||th(B(£E,T)) / ||w2||th(B(z,s)) S
1
< C sup ||h||Lp,w1(B(a:7r))

z€R™,r>0 Spl(x7 T) ||Cd1 ”LP(B(CC,T))

= Clhllpeer @y
elde edilir. m

4.2 Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzaylarinda Riesz Potansiyelleri
Tarafindan Uretilen Altlineer Komiitatér Operatédrler icin ki Agir-

Lkl Esitsizlikler

Bu boliimde genellegtirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda Riesz potansiyelleri tarafin-
dan iiretilen altlineer komiitator operator igin iki agirlikh esitsizlikler elde edilecektir.
"Tha, @ € (0,n) nin bir lineer veya bir altlineer komiitator operatorii temsil ettigini
varsayalim, dyleyse kompakt destekli herhangi bir h € L; (R™) igin ve = ¢ Supph

olacak bicimde
[ Th.ah(z)] < 0/ [b(z) = b(y)| |z — y|*" [h(y)| dy (4.11)
Rn

dir, burada C, h ve x ten bagimsizdir (Guliyev vd., 2011)."

Teorem 4.4 b€ BMO(R"),0<a <n,1<p<oo, =2+, (wi,ws) € F (R,
w1 € F,(R") ve wy € F,(R") olsun. Ayrica (wy,ws), (4.2) ve (4.4) kosullarim
saglasm. Bu durumda |b, T,| altlineer operatoriiniin komiitatorii (4.1) kogulunu

saglar ve L, ,, (R") uzaymdan L, ., (R") uzayma smirhdir.

Ispat. h € L., (R") ve b € BMO(R") olsun. Lemma 3.3 den

16, Tal bl ., @y < C || M7 (I, Tal
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elde edilir. (4.12) esitsizligininin sag tarafindan ve Lemma 3.2 den

=

1
s

@

[ 2% (b, Tl 2 < Clpaso || (M ITuhl")* + (A2 |0I")

) HLWQ (R") La,wy (R™)

o+ azziar?]

1
s

< Clbllpwo (04 Tt

Lg,wq (R")>

< CITuhlly, gy < CllAl, @y (43)

Lq7w2 (Rn
bulunur. Teorem 2.6 ve Teorem 4.1 den

1
s

|1z

Lg,wy (R™)
elde edilir. Sonug 3.1 den

1
s

|z 10y

< Clhll,.. @ (4.14)

q,wz (R™)

bulunur. Boylece (4.13) ve (4.14) den

1, Tul Bll, .y < € 18l ag Il - e (4.15)
(4.15) esitsizligi elde edilerek ispat tamamlanir. =

Lemma 4.1 b€ BMO,0<a<n,1<p<?2 1= o+ %, (w1,wa) € F,,(R"),

a’ p

wy € F, (R") ve wy € F; (R") olsun. h € LI (R") olacak bigimde

o0

n s ||h||Lp7wl(B(J:,s)) ds

HTb,ah”Lq,wQ(B(w)) < Clbllgpore” ”W2||th(3(m,v*)) /S_Qt (1 i _)

) wallr, (Bws) S

(4.16)

r

saglanir.

Ispat. h yi h = hy + hs seklinde ayiralim. > 0 olacak bicimde

olsun. Buradan

HTb,O&hHLq’w2 (B(z,r)) S ”Tb,ahl ||Lq,u2 (B(z,r)) + ||Tb,ah2 “Lq,w2 (B(z,r))

dir. Teorem 4.4 ten

ITsahilly, ooy < IToahills, @ < C llsaro lills, . @ = C1ollsaio WAl . (5eany
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elde edilir. Buradan

[e.9]

n _n sy Allg (B(z,s)) dS
il ysery < CMBlloaio ™ ool ogery [57# (1410 ) qopese 28
quwz (B( I )) BMO Lq (B( kl )) J T ||u}2 ‘|th(B(:1t7s)) 8

(4.17)
esitsizligi elde edilir.
v — 2| <7, |z —y| > 2r ve |z — y| > r esitsizliklerinden faydalanarak
1 3
Sle—yl<lz—yl<5lz—y (4.18)
2 2
elde edilir. (4.18) egitsizligi yardimiyla
Thaha(2)] < / b(y) = b(2)| |2 = y|* " |h(y)| dy
¢B(x,2r)
< ¢ [ p)-balle - )l dy
¢B(z,2r)
bulunur. Dolayisiyla
Tiabo@) <C [ B =@l =" )ldy (419)
¢B(z,2r)

esitsizligi elde edilir. (4.19) esitsizliginin sag tarafindan ve Fubini teoreminden

/ b(y) = b(2)] |z —y|* " |h(y)|dy = C / 1b(y) — b(2)] [h(y)] /Sa_”_lds dy
cB(z,2r) cB(z,2r) z—y|
= oo [ b el | ds
2r {yeRm:2r<|z—y|<s}
< C / / 1b(y) — brger| ()| dy | ds
r {yeRn:2r<|o—y|<s}

1O [b(z) — bigen| / / Ih(y)| dy | ds
r {yeR™:2r<|o—y|<s}
= Ji+ Jo
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elde edilir. Buradan Holder esitsizligi, Lemma 2.1, Tanim 2.29 ve Teorem 2.8 den

o= o[ [ 1w a0 dy |
v {yeRm:2r<|o—y|<s}
< C{/QQ—”—I 16() — bes)| 11w dy | ds
r {yeR:2r<|z—y|<s}
40 [577 bptar) — bie) [ i as
r {yeR":2r<|z—y|<s}
a—n—1
< C/s Hb() — bB(a:,s)HLp‘ w1 (Bs) ||h“Lp,w1(B(m,s)) ds
—n—1 1
—f-O/Sa " ‘bB(a:,r) _b (z,s) ‘ ||h||pr1 B(z,s)) ||w1 ||L (B(z,s)) ds
< ClBllosso 5 bl e 1957, ey
+C||bHBMO/ o 1ln—||h||Lwl( a:s)HWIIHL (B(ms))ds
a—n— 1
= C“b”BMO /5 ! <1+1n >||h||LpW1 xs)le HL (B(z,s)) ds
— _;'_%
< C||b||BMO/s“ " <1+1H )HhHprl(B(xs) eI, A (Blasy) 98
T n_n [ 28
S O“Z)HBMO /Sa n+ p't! —1- a+ q+p‘t+qt ( +1 ) LPWI(B( ))ds
ozl 2, (301
r [ ) ds
S CHbHBMO/ (1—|—ln ) Lpw, (B(z,s)) AS

J HW2”th B(z,s)

elde edilir. Dolayisiyla

o0

_ H H w (z,s ds
B < Clbllgno [57# (L) s 8 (4.20)

||W2||L B(z,s))

r
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dir. Ayrica

) —baen| = 02) = 1B [ b)dty)

B(z,r)

= (=) + 1B ) / (b(=) — b(y)) dly) - / b(=)dy

B(x,r) B(z,r)

— 1B / (b(=) — b(y)) dy

B(z,r)

< sup]B:c?“ /|b ) = b(y)| d(y) = MyX (s (2)

dir. Buradan

2) — bi| < sup B [ b))l = M) (420
B(z,r)

elde edilir. (4.21) den, Holder esitsizliginden ve Tanim 2.24 dan

Jy = C|b(z)—b3(m,r)| / gan-l / |h(y)| dy | ds

{yeR™:2r<|z—y|<s}

C |b(z) - bB(sc,r)| /Sa_n_l ||h||Lp,w1(B(x75)) le_lHLp‘ (B(x,s)) ds

<
< C|b(2>_bB(z,r)|/Sa_ ‘f‘ HhHprl(B(:Jcs le HL.t(B(xs)) ds
T a—ntm _]_qin_nyn thH x,s
< C|b(2)—bB(:c,T)|/5 o Tlmety q+p‘t+qf—Lp’w1(B( ’ ))dS
oozl 5,09)
<

[ ol L
C1b(2) = bpn| /S (1 +1In- ) DLy (Bl@,s)) 45
[alymey ®

|7 ”prl(B(xs ) ds

< CMbXB(w,T)(Z)/S <1 +In- )

r

||W2||th(3(z s) S

elde edilir. Boylece

o)

il vs)) ds
Jo» < CMyxp(, T)(z)/s (1 +1In ) = e (Ble) €5 (4.22)
’ lwallp, (B(s)) S
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esitsizligi bulunur. Dolayisiyla (4.20) ve (4.22) esitsizlerinden

[e.e]

12ls, 0, Bes) ds
Thahalz) < C||b||BMO/ i (110 2 (e

ozl z,, By

T
o0

+CMbXB(z,T)(Z)/$£ (1 +1In— )

r

|| ||pr1 B(z,s)) dS

”wQHth(B(x s)

elde edilir. Teorem 3.4 ten

HTb,ah2Hquw2 (B(z,r)) < ‘|J1|’Lq7“,2(B(Z,T)) + |’J2||Lq’w2(3(x,7"))

N 1l ) ds
< Clbllgpor™ llwallr,, (e /S <1+1 )p—l_

r

||w2|qut(B(a: s)) §

o0

A€ [Mixpan (D, 57 (1412)

T

||h||Lp vy (B(2,)) d

HW2”L¢ B(z,s)

n T _n ||h||L w z,s dS
< Clpllgarore llwllr,, (8 /S " (1+ln )p—l

r

||W2||th(3(x 5) S

elde edilir. Dolayisiyla

n T n_ || ||L (B(xs)ds
ITyabally, . sy < C lbllsao ™ lwally,, (s / (14 m2) e
Faea (B po Far(BGen) ol ey

(4.23)

r

bulunur. (4.17) ve (4.23) dan (4.16) elde edilerek ispat tamamlamr. m

Teorem 4.5 b € BMOR"),0<a<n,1<p<?2, > %4—%, (w1,wa) € F, ,(R™),
wy € F, (R") ve wy € F, (R™)olsun. ¢, (z,7) ve g02(:1:, T) fonksiyonlar

00 _essinf o, (v,t) ”leLP(B( t

L, o8 I =) d
/ (1 +1n f) g 2SI & < Opy(a,7) (4.24)
T S

||W2 ||th (B(z,s))

r

kosulunu saglasm. Bu durumda T;, operatoric M uzaymmdan MEY? uzayma

simrhdir.

Ispat. h € M%7 olsun. (4.24) esitsizligi, Tanim 2.32, Teorem 2.10, Lemma 4.1,

1 1
va(r) = o i) = S, 90) = Az, e
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ve w(s) =s a " (1+In2) ngHqut(B(m’s)) ozel secimleriyle

IN

IN

1Tl oy

1
sup To.oh X B(ar ;
z€R™ >0 (p2<JI,T) ||w2||Lq(B(;c,r) H B(z, )HLq,MQ(R )
Ol sup 2l /< ) o 1B, ., ey ds
BMO n_ — _
2ER™ >0 @2(%7“)7"@/ ||w2l|th(B(x,r)) T ||w2||th(B(x78)) s

T

1
Clibllpao  sup

%1l ., (500
e 1 (2:7) [l ey e O

C bl a1 1l g o

elde edilir. =
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5. TARTISMA VE SONUC

1<p<oo,helLl(R") ¢, R"x(0,00) iizerinde dlgiilebilir pozitif bir fonksiyon
ve w , R™ de negatif olmayan olciilebilir fonksiyon olmak iizere MP¥ genellestirilmis

agirliklh Morrey uzayn,

1
h|| ppe = sup R L, .0(Bar)) < 00
H HMw U SO(CE, T)HWHLP(B(Z‘,’I‘)) H HLp, (B(=,r))

olacak gekildeki fonksiyonlarin uzayidir. Tezde w agirliklar: Fefferman-Pong sinifin-
dan olmak iizere I, Riesz potansiyeli ve onun komiitatorii olan |b, I,,| nin genellegtir-
ilmig agirlikh Morrey uzaylart Mg (R™) uzaymdan MEY?(R™) uzayma simrhlik
kosullar1 elde edilmigtir.

e 0<a<n l<p<? o=24_ve(w,w) € F,y(R") olsun. ¢ (z,7) ve

o, ) fonksiyonlar:

€3 ess inf (1) |w1ll; (Bos
/ — 1, s<t<oo r(B(zD) ds < Copy(x,7)
s

" ooz . o,09)

D1 uzaymdan MEE2

kosulunu saglasin. Bu durumda I, operatorii M uzayina

simirhdir.

e b€ BMOR"), 0 <a<n 1<p<?f o =242 (w,w) € Fu(R",

a’ p

wy € F, (R") ve wy € F, (R") olsun. ¢,(x,r) ve @,(x,r) fonksiyonlar:

T ess inf ¢, (7, 1) [|wi |, (B(zt) d
/Sqt’ (1 +In f) e - ® < Copy(x,T)
J r Hw2Hth(B(m,s))
kosulunu saglasin. Bu durumda |b, I,| operatorii ML;* uzayidan MZ;? uza-

yina sinirhdir.

Tezin dordiincii boliimiinde elde edilen sonuclarin uygulamasi olarak w agirliklar:
Fefferman-Pong smifindan olmak tizere T, ve T, operatorlerinin genellestirilmis
agirlikh Morrey uzaylart M7 (R™) uzaymdan M52 (R™) uzayma sinirhilik kogullar:

elde edilmistir.
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1

e 0<a<n, y==5+, (w,ws) € Fe(R") olsun. ¢ (z,7) ve py(x,r) fonksiy-

Q=

onlar

o0 ess inf (2, t) |w1ll ;. (Bt
/ — 1 §<t<oo p(B(z1) ds < Copy(x,7)
S

g ozl 2, (B,

q7502

D21 uzayidan ME7? uzayma

kosulunu saglasin. Bu durumda T,, operatorii M

simirhdir.

e b€ BMOR"), 0 <a<n 1<p<?f o =242 (w,w) € FuR",

a’ p

wy € F, (R") ve wy € F, (R") olsun. ¢,(x,r) ve @,(x,r) fonksiyonlar:

o0 ess inf o, (x,t) |lw1]l

n . pos Y (B(xyt)) d
/ (1 +In f) PR ASAS - e < Cipy(z,7)
T r lwallp,, (B(.s)) =

s uza-

kosulunu saglasimn. Bu durumda 7}, operatorii My, A

uzayimmdan M

yina sinirhidir.

Bu tez ¢alismasinda, harmonik analizin klasik operatorlerinden biri olan Riesz potan-
siyelinin genellegtirilmig agirhikli Morrey uzaylarinda iki agirhkh simirhligy F, ,(R™)
Fefferman-Pong agirlik simflariyla literatiirde ilk kez elde edilmis olup bu alanda
yapilan iki agirlikli ¢calismalar az sayida bulundugundan verilen tezin bu kapsamda
calisma yapacak olan lisansiistii 6grencilere yol gosterici bir kaynak olacagi diigiiniilmek-

tedir.
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