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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 
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𝐶[𝑎, 𝑏] [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı ve sürekli fonksiyonların sınıfı 

𝐶𝑘[𝑎, 𝑏] 𝑘- mertebeden türevlenebilen sürekli fonksiyonlar 

uzayı   

𝐶(𝑆𝛼,𝛽
𝑛  ) 𝑆𝛼,𝛽

𝑛  bölgesi üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlar uzayı  

𝑇𝑛                                            Lineer pozitif operatör olan harhangi bir dizi 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) İki Değişkenli Bernstein Operatörü 

𝐾𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦)  İki Değişkenli Bernstein Kantorovich Operatörü 

𝐵𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦)  İki Değişkenli Bernstein Operatörlerinin Üstel Formu 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦)  İki Değişkenli Bernstein Kantorovich Operatörlerinin 

Üstel Formu 

exp𝑖,𝑗
𝛼,𝛽

(𝑡, 𝑠)                            𝑒𝑖𝛼𝑡+𝑗𝛽𝑠 , 𝑖 ≠ 𝑗 𝑖, 𝑗 = 0,1,2 olacak şekilde test 

fonksiyonları  

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏]  𝐶[𝑎, 𝑏] uzayında ‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)| ile tanımlı 

norm 

𝜔(𝑓; 𝛿1, 𝛿2) 𝑅2 nin kompakt alt kümesi üzerinde tanımlı tam 

süreklilik modülü 

log𝛼
𝛽(⋅)                                    𝑒𝛼𝑡 fonksiyonunun 𝑡 =

1

𝛼
log𝑒(⋅) olacak şekilde ters 

fonksiyonu 
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1. GİRİŞ 

Matematikte yaklaşım teorisi, fonksiyonların daha basit fonksiyonlarla en iyi 

şekilde nasıl tahmin edilebileceği ve bununla ortaya çıkan hataların niceliksel olarak 

karakterize edilmesi ile ilgilidir. Sadece matematikte değil, temel bilimler ve 

mühendislik bilimleri başta olmak üzere, diğer alanlardaki birçok bilimsel probleme 

ışık tutması, yaklaşım teorisinin günden güne öneminin artmasına neden olmuştur. 

Yaklaşım teorisi, matematikte analizin harmonik analiz, fonksiyonel analiz, 

nümerik analiz, Fourier analizi gibi birçok dalıyla ilişkili olmasının yanı sıra; operatör 

teori, olasılık teorisi, sayılar teorisi, istatistik teorisi gibi diğer bilim dallarıyla da iç 

içedir. Buna ek olarak yaklaşım teorisi fizikte ve mühendislikte veri gösterimi, sinyal 

işleme, termografik görüntüleme, dalgacık analizi gibi birçok farklı konularda da 

kullanılmaktadır. 

Alman matematikçi Karl Weierstrass tarafından verilen teoremle birlikte sürekli 

fonksiyonlara yaklaşım probleminin temeli atılmıştır. K. Weierstrass [Weierstrass, 

1885],  kapalı ve sonlu bir [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli olan 𝑔 fonksiyonuna bu aralıkta 

düzgün yakınsayan en az bir polinom dizisinin varlığını ispat etmiştir. 1912 yılında 

Rus matematikçi Bernstein [Bernstein, 1912], 𝑔 ∈ 𝐶[0,1], 𝑥 ∈ [0,1] ve 𝜂 ∈ ℕ için 

𝐵𝜂(𝑔; 𝑥) = ∑ 𝑔 (
𝜁

𝜂
) (

𝜂
𝜁) 𝑥𝜁(1 − 𝑥)𝜂−𝜁

𝜂

𝜁=0

 

polinomlarını göstererek Weierstrass teoreminin kolay ve anlaşılır bir ispatını 

vermiştir. Bohman [Bohman, 1951] ve Korovkin [Korovkin, 1953] lineer pozitif 

operatörlerin sonlu aralıkta sürekli fonksiyona yaklaşımına ilişkin çok önemli 

teoremler vermişlerdir. 

1953 yılında Paul Leo Butzer, karesel 𝐾(𝑥, 𝑦) = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1} bölgesi 

üzerinde iki değişkenli Bernstein operatörünü 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonu karesel bölgede 

sürekli ve sınırlı olmak üzere 

𝐵𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) = ∑ ∑  𝑓 (
𝑘

𝑛
,

𝑗

𝑚
) 𝑝𝑛,𝑘(𝑥)𝑝𝑚,𝑗(𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

şeklinde ifade etmiş, operatörün 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonuna düzgün yakınsaklığını 
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göstermiştir. [Butzer, 1953]. Burada 𝑝𝑛,𝑖(𝑥) = (
𝑛
𝑖

) 𝑥𝑖(1 − 𝑥)𝑛−𝑖 dir. 

1963 yılında Dimitrie D. Stancu üçgensel bir 𝑆 bölgesi üzerinde iki değişkenli 

Bernstein polinomlarını 

𝑆 ≡ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2; 𝑥, 𝑦 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 1},  𝑓 ∈ 𝐶(𝑆) ve 𝑛 ∈ 𝑁 için 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) = ∑ ∑  𝑓 (
𝑘

𝑛
,

𝑗

𝑛
) 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

şeklinde tanımlamıştır [Stancu, 1963]. Yukarıda ki eşitlikte verilen 𝑝𝑛,𝑘,𝑗 ifadesi 

𝑝𝑛,𝑘,𝑗 = (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
) 𝑥𝑘𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑘−𝑗 

dir.  

İki değişkenli Bernstein operatörleri ile ilgili çalışmalar [Ditzian, 1986], [Adel 

ve ark., 1995], [Morales ve ark., 2008], [Başcanbaz ve ark., 2016], [Bilgin ve ark., 

2021], [Çiçek ve ark., 2022], [ Gairola ve ark., 2022] de verilmiştir.  

İki değişkenli Bernstein Kantorovich operatörü ile ilgili çalışmalar [Ditzian, 

1990], [Acu ve ark., 2015], [Sharma ve ark., 2016], [Acar ve ark., 2018], [Altomare 

ve ark., 2018], [Acu ve ark., 2019], [Agrawal ve ark., 2022], [Aslan ve ark., 2022], 

[Gupta, 2023], [Gairola ve ark., 2023], [Aslan, 2023] ile verilmiştir. 

Bernstein Kantorovich operatörlerinin üstel  formunu 2018 yılında [Aral ve ark., 

2018] de verilmiştir. İki değişkenli Bernstein Kantorovich operatörü ise [Pop ve 

Farcas, 2009] da verilmiştir. 

Bu tezin ilk bölümünde lineer pozitif operatörler ile ilgili temel tanımlar, Korovkin 

teoremi ve süreklilik modülünün tanımı ve özellikleri incelenmiştir. Bununla birlikte 

tezin devamında Bernstein Kantorovich operatörlerinin üstel formuna ait yaklaşım 

sonuçları incelenecektir. Daha sonra iki değişkenli Bernstein Kantorovich 

operatörünün yaklaşım sonuçları verilecektir. Son olarak iki değişkenli Bernstein 

Kantorovich operatörünün üstel formunun yaklaşım sonuçları, süreklilik modülü, 

Voronovskaya tip teoremi ve verilen bir fonksiyona yakınsaması grafikler yardımı ile 

incelenecektir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Lineer Pozitif Operatörler 

Tanım 2.1. Lineer normlu fonksiyon uzayları üzerinde tanımlı dönüşümlere operatör 

denir. 

Tanım 2.2. 𝑋 ve 𝑌 fonksiyon uzayları olmak üzere 

𝑇: 𝑋 → 𝑌 

şeklindeki 𝑇 operatörünü göz önüne alalım. Eğer her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋 ve her 𝜃, 𝛾 ∈ ℝ için  

𝑇(𝜃𝑓 + 𝛾𝑔) = 𝜃𝑇(𝑓) + 𝛾𝑇(𝑔) 

koşulu sağlanıyor ise 𝑇 operatörüne lineer operatör denir. 

Tanım 2.3. 𝑓 bir fonksiyon ve 𝑇 bir operatör olmak üzere  

𝑓 ≥ 0 iken 𝑇(𝑓) ≥ 0 

sağlanıyor ise 𝑇 operatörüne pozitif operatör denir. 

Lemma 2.1. Lineer pozitif operatörler monoton artandır. Yani 

𝑔 ≤ 𝑓 ⇒ 𝑇(𝑔) ≤ 𝑇(𝑓) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat 𝑔 ≤ 𝑓 olsun. 𝑓 − 𝑔 ≥ 0 olacağından ve 𝑇 operatörü pozitif olduğundan  

                                                                    𝑇(𝑓 − 𝑔) ≥ 0                                                   (2.1) 

dir. 𝑇 operatörünün lineerlik özelliğinden 

𝑇(𝑓 − 𝑔) = 𝑇(𝑓) − 𝑇(𝑔) 

olup (2.1)’ den ispat tamamlanır. 

Lemma 2.2. 𝑇 bir lineer pozitif operatör ise  

|𝑇(𝑔)| ≤ 𝑇(|𝑔|) 

sağlanır. 

İspat Herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için 

                                                                         −|𝑓| ≤ 𝑓 ≤ |𝑓|                                           (2.2) 

gerçeklenir.  



4 

Lemma 2.1. ve (2.2)’ den 

                                                          𝑇(−|𝑓|) ≤ 𝑇(𝑓) ≤ 𝑇(|𝑓|)                            (2.3) 

bulunur. 𝑇 lineer olduğundan 

𝑇(−|𝑓|) = −𝑇(|𝑓|) 

dir. Bu ifadenin (2.3)’ de kullanılmasıyla 

−𝑇(|𝑓|) ≤ 𝑇(𝑓) ≤ 𝑇(|𝑓|) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Tanım 2.4. Bir [𝑎, 𝑏] kapalı aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli tüm reel değerli 

fonksiyonlardan oluşan kümeye 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayı denir. 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayındaki 

norm 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olmak üzere 

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)| 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.5. 𝜂 ∈ ℕ olmak üzere 𝑓𝜂: 𝐷 ⊂ ℝ → ℝ şeklinde tanımlanan (𝑓𝜂) dizisine 

fonksiyon dizisi denir. 

Tanım 2.6. 𝜂 ∈ ℕ olmak üzere 𝑇𝜂: 𝑋 → 𝑌, 𝑇𝜂(𝑓; 𝑥) = (𝑇𝜂(𝑓)) (𝑥) şeklinde 

tanımlanan (𝑇𝜂) dizisine operatör dizisi denir. 

Tanım 2.7. Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

lim
𝜂→∞

‖𝑓𝜂 − 𝑓‖ = lim
𝜂→∞

maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝜂(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

koşulu sağlanıyorsa (𝑓𝜂) fonksiyonlar dizisi 𝑓 fonksiyonuna 𝐶[𝑎, 𝑏] normunda düzgün 

yakınsaktır denir ve  

𝑓𝜂(𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥) 

notasyonu ile gösterilir. 

Tanım 2.8. 𝜓𝜂,𝑘(𝑥) = 𝑇𝜂((𝑡 − 𝑥)𝑘; 𝑥) , {𝑘 = 0,1,2, … }                                            (2.4) 

ile tanımlanan ifadelere (𝑇𝜂) operatör dizisinin 𝑘 −yıncı merkezi momentleri denir 

[Lorentz, 1953]. 
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Teorem 2.1. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ve tüm reel düzlemde sınırlı  

                                                        |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓                                                          (2.5) 

olsun. 𝑥 ∈ [0,1] için 0 ≤  𝛼𝑘,𝑛 ≤ 1 olmak üzere 

𝑇(𝑓; 𝑥) =  ∑ 𝑓(𝛼𝑘,𝑛)𝑝𝑛,𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

 ,            𝑝𝑛,𝑘(𝑥) ≥ 0 

pozitif lineer operatör dizisinin 𝑇𝑛(𝑓; 𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥) olması için gerekli ve yeterli koşullar; 

i. 𝑇𝜂(1; 𝑥) ⇉ 1 

ii. 𝑇𝜂(𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥 

iii. 𝑇𝜂(𝑡2; 𝑥) ⇉ 𝑥2 

dır. 1953 yılında P.P. Korovkin aşağıdaki teoremi ispatlayarak, Bohman’ın 

koşullarının genel durumda da gerçeklediğini göstermiştir. 

Teorem 2.2. 

𝑇: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] ile tanımlı 𝐿𝑛 pozitif lineer operatör dizisi Teorem 2.1’in koşulları 

gerçekleniyorsa 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥),  [𝑎, 𝑏] de 𝑓 ye düzgün yakınsar. Yani 

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏]  = lim
𝑛→∞

maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0  

dır.  

İspat Kabul edelim ki, 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. Sürekli fonksiyonların tanımından her 

pozitif 𝜀 sayısına karşılık öyle bir 𝛿 bulabiliriz ki, |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿 için 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

olur. (2.5) ve üçgen eşitsizliğinden  

                                                              |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓(𝑡)| + |𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀𝑓          (2.6) 

yazılabilir. Eğer |𝑡 − 𝑥| > 𝛿  ise 
|𝑡−𝑥|

𝛿 
> 1 olacağından 

                                                                                 
(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
> 1                                        (2.7) 

bulunur. (2.6) ve (2.7) den 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀𝑓

(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
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yazılabilir.  

O halde |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿 için  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

ve |𝑡 − 𝑥| > 𝛿  için  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀𝑓

(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
 

olur. Dolayısıyla her 𝑥, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

                                                       |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 + 2𝑀𝑓

(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
               (2.8) 

gerçeklenir. (i), (ii), (iii) koşullarını sağlayan (𝑇𝜂) operatör dizisinin  

lim
𝜂→∞

‖𝑇𝜂(𝑓) − 𝑓‖
𝐶[𝑎,𝑏]

= 0 

eşitliğini sağladığı gösterilirse ispat tamamlanmış olur. Operatörün lineerlik 

özelliğinden ve üçgen eşitsizliğinden dolayı 

 |𝑇𝜂(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑇𝜂(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥) + 𝑇𝜂(𝑓(𝑥); 𝑥) − 𝑇𝜂(𝑓(𝑥); 𝑥)| 

= |𝑇𝜂(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑇𝜂(𝑓(𝑥); 𝑥) + 𝑇𝜂(𝑓(𝑥); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

= |𝑇𝜂(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥); 𝑥) + 𝑓(𝑥)(𝑇𝜂(1; 𝑥) − 1)| 

ve  

|𝑇𝜂(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑇𝜂(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥); 𝑥)| + |𝑓(𝑥)||𝑇𝜂(1; 𝑥) − 1| 

yazılabilir. Lemma 2.2.’ den  

|𝑇𝜂(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑇𝜂(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥) + |𝑓(𝑥)||𝑇𝜂(1; 𝑥) − 1| 

olup (2.5)’ den  

|𝑇𝜂(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑇𝜂(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥) + 𝑀𝑓|𝑇𝜂(1; 𝑥) − 1| 

yazabiliriz. 

(𝑇𝜂) monoton artan olduğundan (2.8)’ den 
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        |𝑇𝜂(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

≤ 𝑇𝜂 (𝜀 + 2
𝑀𝑓

𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) + 𝑀𝑓|𝑇𝜂(1; 𝑥) − 1|                  (2.9) 

elde edilir. 

Diğer taraftan (𝑇𝜂) lineer olduğundan 

𝑇𝜂 (𝜀 + 2
𝑀𝑓

𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) = 𝑇𝜂(𝜀; 𝑥) + 𝑇𝜂 (2

𝑀𝑓

𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) 

= 𝜀𝑇𝜂(1; 𝑥) + 2
𝑀𝑓

𝛿2
𝑇𝜂(𝑡2 − 2𝑥𝑡 + 𝑥2; 𝑥), 

𝑇𝜂 (𝜀 + 2
𝑀𝑓

𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) = 𝜀𝑇𝜂(1; 𝑥) + 2

𝑀𝑓

𝛿2
{𝑇𝜂(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2 − 𝑥2 + 2𝑥2 

−2𝑥𝑇𝜂(𝑡; 𝑥) + 𝑥2𝑇𝜂(1; 𝑥)} 

= 𝜀𝑇𝜂(1; 𝑥) + 2
𝑀𝑓

𝛿2
{𝑇𝜂(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2 + 2𝑥2 

−2𝑥𝑇𝜂(𝑡; 𝑥) + 𝑥2𝑇𝜂(1; 𝑥) − 𝑥2} 

= 𝜀𝑇𝜂(1; 𝑥) + 2
𝑀𝑓

𝛿2
{(𝑇𝜂(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2) 

                                +2𝑥 (𝑥 − 𝑇𝜂(𝑡; 𝑥)) +𝑥2(𝑇𝜂(1; 𝑥) − 1)} 

yazılabilir. Bu son ifade (2.9)’ da kullanılırsa 

|𝑇𝜂(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀𝑇𝜂(1; 𝑥) 

+2
𝑀𝑓

𝛿2
{(𝑇𝜂(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2) + 2𝑥 (𝑥 − 𝑇𝜂(𝑡; 𝑥)) 

+𝑥2(𝑇𝜂(1; 𝑥) − 1)} 

+𝑀𝑓|(𝑇𝜂(1; 𝑥) − 1)|                                                     (2.10) 

elde edilir.  

(i), (ii), (iii) koşullarının (2.10)’ da kullanılmasıyla 

‖𝑇𝜂(𝑓) − 𝑓‖ = lim
𝜂→∞

{maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑇𝜂(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|} = 0 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 
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Tanım 2.9. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. ∀ 𝛿 > 0 için 

                                               𝜔(𝑓; 𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑥|≤𝛿

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|                         (2.11) 

ile tanımlanan 𝜔(𝑓; 𝛿) ifadesine 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü denir [Altomare 

ve ark., 1994]. 

Süreklilik modülü aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

i. 𝜔(𝑓; 𝛿) ≥ 0, 

ii. 𝛿1 ≤ 𝛿2  ise, o zaman 𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2), 

iii. 𝜇 ∈ ℕ için 𝜔(𝑓; 𝜇𝛿) = 𝜇𝜔(𝑓; 𝛿), 

iv. 𝜆 ∈ ℝ+ için 𝜔(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ (1 + 𝜆)𝜔(𝑓; 𝛿), 

v. lim
𝛿→0

𝜔(𝑓; 𝛿) = 0, 

vi. 𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) ≥ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|, 

vii. |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (1 +
|𝑡−𝑥|

𝛿
) 𝜔(𝑓; 𝛿). 

İspat  

i. Süreklilik modülü, tanımı gereğince bir mutlak değerin supremumu 

olduğundan ispat açıktır. 

ii. 𝛿1 ≤ 𝛿2 için |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿2 bölgesinin |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿1 bölgesinden daha büyük 

olduğu açıktır. Bölge büyüdükçe alınan supremum büyüyeceğinden ispat 

tamamlanır. 

iii. Süreklilik modülünün tanımından dolayı  

𝜔(𝑓; 𝜇𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑥|≤𝜇𝛿

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

yazılabilir. Burada 

|𝑡 − 𝑥| ≤ 𝜇𝛿 ⇒ 𝑥 − 𝜇𝛿 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + 𝜇𝛿 

olup, 𝑡 = 𝑥 + 𝜇ℎ seçimiyle |ℎ| ≤ 𝛿 ve 

𝜔(𝑓; 𝜇𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿 

|𝑓(𝑥 + 𝜇ℎ) − 𝑓(𝑥)| 

şeklinde yazılabilir. 
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Diğer yandan 

sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿 

|𝑓(𝑥 + 𝜇ℎ) − 𝑓(𝑥)| = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿 

|∑[𝑓(𝑥 + (𝜁 + 1)ℎ) − 𝑓(𝑥 + 𝜁ℎ)]

𝜇−1

𝜁=0

| 

olup eşitliğin sağ tarafına üçgen eşitsizliği uygulanırsa 

sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿 

|𝑓(𝑥 + 𝜇ℎ) − 𝑓(𝑥)| ≤ ∑ sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿 

|𝑓(𝑥 + (𝜁 + 1)ℎ) − 𝑓(𝑥 + 𝜁ℎ)|

𝜇−1

𝜁=0

 

                ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) + ⋯ + 𝜔(𝑓; 𝛿) 

bulunur. Buradan 

𝜔(𝑓; 𝜇𝛿) ≤ 𝜇𝜔(𝑓; 𝛿) 

elde edilir. 

iv. 𝜆 ∈ ℝ+ sayısının tam kısmı [|𝜆|] ile gösterilirse  

[|𝜆|] ≤ 𝜆 < [|𝜆|] + 1 

eşitsizliklerinin yazılabileceği açıktır. O halde bu eşitsizlikleri ve 𝜔(𝑓; 𝛿)’ nın 

azalmayan fonksiyon olmasını kullanarak 

𝜔(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ 𝜔(𝑓; ([|𝜆|] + 1)𝛿) 

eşitsizliği yazılabilir. [|𝜆|] pozitif bir tam sayı olduğundan üstteki eşitsizliğin sağ 

tarafına (iii) özelliği uygulanabilir. Bu durumda 

𝜔(𝑓; ([|𝜆|] + 1)𝛿) ≤ ([|𝜆|] + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) 

eşitsizliği elde edilir.  

Ayrıca her 𝜆 ∈ ℝ+ için  

[|𝜆|] + 1 ≤ 𝜆 + 1 

olduğundan 

𝜔(𝑓; ([|𝜆|] + 1)𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) 

eşitsizliği elde edilir.  
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Sonuç olarak 

𝜔(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) 

yazılır. Böylece ispat tamamlanır. 

v. |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿 eşitsizliğindeki 𝛿’ nın sıfıra yaklaşması 𝑡 → 𝑥 olması anlamına 

gelir. 𝑓  

fonksiyonu sürekli olduğundan süreklilik tanımına göre 𝑡 → 𝑥 için |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| → 0 

    olduğundan ispat açıktır. 

vi. 𝜔(𝑓; 𝛿) ifadesinde 𝛿 = |𝑡 − 𝑥| seçilirse 

𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) = sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

elde edilir. O halde |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|’ lerin supremumu 𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) olacağından ispat 

aşikardır. 

vii. (vi) özelliğinden  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔 (𝑓;
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
𝛿) 

    yazılabilir. Bu eşitsizlikte (iv) özelliği kullanılırsa 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
+ 1) 𝜔(𝑓; 𝛿) 

    bulunur. İspat tamamlanır. 

    Tanım 2.10. (Tam Süreklilik Modülü) 𝐷 = [𝑎. 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ⊂ ℝ2 sınırlı bölge ve 

𝐶(𝐷) ≔ {𝑓|𝑓: 𝐷 → ℝ, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 için 𝑓 sürekli} olmak üzere her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷) ve 𝛿 >

0 için  

𝜔(𝑓; 𝛿) = sup
√(𝑡−𝑥)2+(𝑠−𝑦)2≤𝛿  

{|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑠, 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]} 

    veya 

𝜔(𝑓; 𝛿1, 𝛿2) = sup
|𝑡−𝑥|≤𝛿1
|𝑠−𝑦|≤𝛿2

{|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑠, 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]} 

    fonksiyonuna 𝑓 fonksiyonunun 𝐷 bölgesi üzerindeki tam süreklilik modülü denir. 

Burada  𝛿 ∈ (0, √(𝑏 − 𝑎)2 + (𝑑 − 𝑐)2)  dir [Anastassiou ve Gal, 2000].   
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3. İKİ DEĞİŞKENLİ BERNSTEIN KANTOROVICH OPERATÖRÜ 

İki değişkenli Bernstein Kantorovich operatörlerini 2009 yılında Pop ve Farcas 

aşağıdaki şekilde tanımlamıştır. 

𝐿1([0,1] × [0,1]) ağırlıklı uzayında 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓 ∈ 𝐿1([0,1] × [0,1]),   𝐾𝑛: 𝐿1([0,1] ×

[0,1]) → 𝐶([0,1] × [0,1]) ve  (𝑥, 𝑦) ∈ [0,1]  için 

𝐾𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)2 ∑ ∑  𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦) ∫ ∫ 𝑓(𝑡, 𝑠)

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑑𝑡𝑑𝑠,

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

    𝑘, 𝑗 ≥ 0  

şeklinde verilir [Pop ve Farcas, 2009]. Burada, 

𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦) = (
𝑛

𝑘
) (

𝑛 − 𝑘

𝑗
) 𝑥𝑘𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑘−𝑗 

dir. 

Lemma 3.1. 𝐾𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦)  operatörü için, 

i) 𝐾𝑛(1; 𝑥, 𝑦) = 1, 

ii) 𝐾𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) =
2𝑛𝑥+1

2(𝑛+1)
 , 

iii) 𝐾𝑛(𝑠; 𝑥, 𝑦) =
2𝑦𝑛+1

2(𝑛+1)
, 

iv) 𝐾𝑛(𝑡2; 𝑥, 𝑦) =
3𝑥2𝑛(𝑛−1)+6𝑛𝑥+1

3(𝑛+1)2 , 

v) 𝐾𝑛(𝑠2; 𝑥, 𝑦) =
3𝑦2𝑛(𝑛−1)+6𝑛𝑦+1

3(𝑛+1)2  

dir. 

İspat 

i) 𝑓(𝑡, 𝑠) = 1 için, 

𝐾𝑛(1; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)2 ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

∫ ∫ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑛

𝑘=0

 

= ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

= 1                                                        
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olarak elde edilir. 

ii) 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑡 için, 

𝐾𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)2 ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

∫ ∫ 𝑡 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

 

                     =
1

2(𝑛 + 1)
∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

(2𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

                

                     =
1

2(𝑛 + 1)
 (∑ ∑ (

𝑛

𝑘
) (

𝑛 − 𝑘

𝑗
) 𝑥𝑘𝑦𝑗(1 − 𝑥

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 𝑦)𝑛−𝑘−𝑗 2𝑘)                         +
1

2(𝑛 + 1)
 ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

   =
1

2(𝑛 + 1)
 (2 ∑ (

𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘𝑘

𝑛

𝑘=0

+ ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

) 

   =
1

2(𝑛 + 1)
 (2 ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! (𝑘 − 1)!
 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

+ 1) 

 =
1

2(𝑛 + 1)
 (2 ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘 − 1)! 𝑘!
 𝑥𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1

𝑛−1

𝑘=0

+ 1)     

 =
1

2(𝑛 + 1)
 (2 ∑

𝑛(𝑛 − 1)!

(𝑛 − 𝑘 − 1)! 𝑘!
 𝑥𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1

𝑛−1

𝑘=0

+ 1) 

 =
2𝑛𝑥 + 1

2(𝑛 + 1)
       

olarak elde edilir. 

iii) 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑠 için, 

𝐾𝑛(𝑠; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)2 ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

∫ ∫ 𝑠 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1
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                    =
1

2(𝑛 + 1)
∑ ∑ (

𝑛

𝑘
) (

𝑛 − 𝑘

𝑗
) 𝑥𝑘𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑘−𝑗

𝑛−𝑘

𝑗=0

(2𝑗

𝑛

𝑘=0

+ 1)                          

                  =
1

2(𝑛 + 1)
∑ 2 (

𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘 ∑

𝑗(𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 − 𝑘 − 𝑗)! 𝑗!
 𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑘−𝑗

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

+
1

𝑛 + 1
          

                      =
1

2(𝑛 + 1)
∑ 2 (

𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘 ∑

(𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 − 𝑘 − 𝑗)! (𝑗 − 1)!
 𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑘−𝑗

𝑛−𝑘

𝑗=1

𝑛

𝑘=0

+
1

𝑛 + 1
   

                =
1

2(𝑛 + 1)
∑ 2 (

𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘 ∑

(𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1)! 𝑗!
 𝑦𝑗−1(1 − 𝑥

𝑛−𝑘−1

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 𝑦)𝑛−𝑘−𝑗−1 +
1

𝑛 + 1
   

           =
2𝑦𝑛 + 1

2(𝑛 + 1)
                                                                                          

olarak elde edilir. 

iv) 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑡2 için, 

𝐾𝑛(𝑡2; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)2 ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

∫ ∫ 𝑡2 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑛

𝑘=0

 

                       =
1

3(𝑛 + 1)2
∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)(3𝑘2 + 3𝑘 + 1)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

                                           

        =
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑ ∑ 3𝑘2𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

+ ∑ ∑ 3𝑘𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

)              

+
1

3(𝑛 + 1)2
∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

              =
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑ (

𝑛

𝑘
) 3𝑘2𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 + ∑ (

𝑛

𝑘
) 3𝑘𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

𝑛

𝑘=0

+ 1) 
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         =
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!
3𝑘2𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

)                                           

           +
1

3(𝑛 + 1)2
 (∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!
3𝑘𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 + 1

𝑛

𝑘=0

) 

                =
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! (𝑘 − 1)!
3𝑘𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 + 3𝑛𝑥

𝑛

𝑘=1

+ 1)                   

              =
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘 − 1)! 𝑘!
3(𝑘 + 1)𝑥𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1 + 6𝑛𝑥 + 4

𝑛−1

𝑘=0

) 

       =
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘 − 1)! 𝑘!
3𝑘 𝑥𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1    

𝑛−1

𝑘=0

+ ∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘 − 1)! 𝑘!
3𝑥𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1

𝑛−1

𝑘=0

+ 3𝑛𝑥 + 1)            

             =
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘 − 1)! (𝑘 − 1)!
3 𝑥𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1 + 6𝑛𝑥 + 1

𝑛−1

𝑘=1

) 

             =
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑘 − 2)! 𝑘!
3 𝑥𝑘+2(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−2 + 9𝑛𝑥 + 4

𝑛−2

𝑘=0

)             

 

             =
3𝑥2𝑛(𝑛 − 1) + 6𝑛𝑥 + 1

3(𝑛 + 1)2
                                                                                         

olarak bulunur. 

Lemma 3.2. 𝐾𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) operatörü için, 

i) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑥  

ii) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑦 

iii) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑡2; 𝑥, 𝑦) = 𝑥2 

iv) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑠2; 𝑥, 𝑦) = 𝑦2 

limitleri gerçeklenir. 
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4. BERNSTEIN OPERATÖRÜNÜN ÜSTEL FORMU 

Bernstein operatörünün üstel formu [Aral ve ark., 2018] tarafından, 

𝑥 ∈ [0,1], 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ için, 

𝐺𝑛𝑓(𝑥) = 𝐺𝑛(𝑓; 𝑥) = ∑ 𝑒−𝛼(
𝑘
𝑛

−𝑥)𝑝𝑛,𝑘(𝑎𝑛(𝑥))𝑓 (
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

, 

şeklinde tanımlanmıştır. Eşitlikte verilen  𝑝𝑛,𝑘(𝑎𝑛(𝑥)) ifadesi   

𝑝𝑛,𝑘(𝑎𝑛(𝑥)) = (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛(𝑥))

𝑘
(1 − 𝑎𝑛(𝑥))

𝑛−𝑘
 

dır. Burada  

                                                                   𝑎𝑛(𝑥) =
𝑒𝛼𝑥/𝑛 −1

𝑒𝛼/𝑛−1
                                                        

dir. 

Aral ve arkadaşları [Aral ve ark., 2018] Bernstein operatörünün üstel formu ile klasik 

Bernstein operatörünü 

𝐺𝑛𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝𝛼(𝑥)𝐵𝑛 (
𝑓

𝑒𝑥𝑝𝛼(𝑥)
; 𝛼𝑛(𝑥)) 

olarak ilişkilendirmişlerdir ve burada üstel fonksiyon 𝑒𝑥𝑝𝛼(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥 dir.  

Lemma 4.1. 𝐺𝑛(𝑓; 𝑥) operatörü için 

i. 𝐺𝑛(1; 𝑥)         = 𝑒𝛼(𝑥−1)  (𝑒
𝛼

𝑛 + 1 − 𝑒
𝛼𝑥

𝑛 )
𝑛

, 

ii. 𝐺𝑛(𝑒𝛼𝑡; 𝑥)     = 𝑒𝛼𝑥, 

iii. 𝐺𝑛(𝑒2 𝛼𝑡; 𝑥)   = 𝑒2𝛼𝑥, 

iv. 𝐺𝑛(𝑒3𝛼𝑡; 𝑥)    = 𝑒𝛼𝑥 (𝑒
𝛼(𝑥+1)

𝑛
 + 𝑒

𝛼𝑥

𝑛
 − 𝑒

𝛼

𝑛
 )

𝑛

, 

v. 𝐺𝑛(𝑒4𝛼𝑡; 𝑥)    = 𝑒𝛼𝑥 (𝑒
𝛼(𝑥+2)

𝑛
 + 𝑒

𝛼(𝑥+1)

𝑛
 + 𝑒

𝛼𝑥

𝑛
 − 𝑒

𝛼

𝑛
 − 𝑒

2𝛼

𝑛
 )

𝑛

 

eşitlikleri gerçekleşir. 

İspat 

i. 𝑓(𝑡) = 1 için, 
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      𝐺𝑛(1; 𝑥) = ∑ 𝑒−𝛼(
𝑘
𝑛

−𝑥)𝑝𝑛,𝑘(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑘=0

                                                  

       = ∑ 𝑒−𝛼(
𝑘
𝑛

−𝑥) (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛(𝑥))
𝑘

(1 − 𝑎𝑛(𝑥))
𝑛−𝑘

 

      = 𝑒𝛼𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛(𝑥)𝑒−
𝛼
𝑛)

𝑘

(1 − 𝑎𝑛(𝑥))
𝑛−𝑘

  

     = 𝑒𝛼𝑥  (𝑎𝑛(𝑥)𝑒−
𝛼
𝑛 + 1 − 𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

                    

    = 𝑒𝛼𝑥  (𝑎𝑛(𝑥) (𝑒−
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

                      

 = 𝑒𝛼𝑥  ( (
𝑒

𝛼𝑥
𝑛 − 1

𝑒
𝛼
𝑛 − 1

) (𝑒−
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

       

 = 𝑒𝛼𝑥  ( (
1 − 𝑒

𝛼𝑥
𝑛

𝑒
𝛼
𝑛

) + 1)

𝑛

                           

= 𝑒𝛼(𝑥−1)  (𝑒
𝛼
𝑛 + 1 − 𝑒

𝛼𝑥
𝑛 )

𝑛

                          

olarak elde edilir. 

ii. 𝑓(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡 olsun, 

 𝐺𝑛(𝑒𝛼𝑡; 𝑥) = 𝑒𝛼𝑥 ∑ 𝑒
−𝛼𝑘

𝑛 𝑒
𝛼𝑘
𝑛 𝑝𝑛,𝑘(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑘=0

      

= 𝑒𝛼𝑥 ∑ 𝑝𝑛,𝑘(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑘=0

 

= 𝑒𝛼𝑥                               

olarak elde edilir. 

iii. 𝑓(𝑡) = 𝑒2𝛼𝑡 olsun, 

         𝐺𝑛(𝑒2 𝛼𝑡; 𝑥) = 𝑒𝛼𝑥 ∑ 𝑒
−𝛼𝑘

𝑛 𝑒
2𝛼𝑘

𝑛 𝑝𝑛,𝑘(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑘=0

                                              

        = 𝑒𝛼𝑥 ∑ 𝑒
𝛼𝑘
𝑛 𝑝𝑛,𝑘(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑘=0
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        = 𝑒𝛼𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛(𝑥)𝑒
𝛼
𝑛)

𝑘

(1 − 𝑎𝑛(𝑥))
𝑛−𝑘

 

       = 𝑒𝛼𝑥 (𝑎𝑛(𝑥) (𝑒
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

                       

    = 𝑒𝛼𝑥 ( (
𝑒

𝛼𝑥
𝑛 − 1

𝑒
𝛼
𝑛 − 1

) (𝑒
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

        

  = 𝑒2𝛼𝑥                                                              

olarak elde edilir. 
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19 

5. BERNSTEIN KANTOROVICH OPERATÖRÜNÜN ÜSTEL FORMU 

Bernstein Kantorovich operatörünün üstel formu [Aral ve ark., 2019] tarafından, 

𝑛 ∈ ℕ, 𝛼, 𝜇 > 0  ve 𝑥 ∈ [0,1],  𝐾̃𝑛: 𝐶[0,1] → [0,1], 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] için  

𝐾̃𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛

+ 1)𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))

𝑛−𝑘
∫ 𝑒−𝜇𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

 

𝑛

𝑘=0

 

olarak tanıtıldı. Burada 𝑎𝑛+1
′ (𝑥) =

𝜇

𝑛+1

𝑒
𝜇𝑥+1

𝑛+1⁄

𝑒
𝜇

𝑛+1⁄ −1
 ile verilir.  

Lemma 5.1.  𝐾̃𝑛(𝑓; 𝑥) operatörü için  

i. 𝐾̃𝑛(1; 𝑥)       = 𝑒
𝜇(𝑥−𝑛−1)

𝑛+1 𝑒𝜇𝑥 (𝑒
𝜇

𝑛+1 + 1 − 𝑒
𝜇𝑥

𝑛+1 )
𝑛

, 

ii. 𝐾̃𝑛(𝑒𝜇𝑡; 𝑥)    =
𝜇

𝑛+1

𝑒𝜇𝑥/(𝑛+1)

(𝑒
𝜇

𝑛+1−1)
𝑒𝜇𝑥, 

iii. 𝐾̃𝑛(𝑒2𝜇𝑡; 𝑥)  = 𝑒2𝜇𝑥, 

iv. 𝐾̃𝑛(𝑒3𝜇𝑡; 𝑥)  =
1

2
 𝑒𝜇𝑥+

𝜇𝑥

𝑛+1 (1 + 𝑒
𝜇

𝑛+1) (−𝑒
𝜇

𝑛+1 + 𝑒
𝜇𝑥

𝑛+1 + 𝑒
𝜇

𝑛+1
+

𝜇𝑥

𝑛+1)
𝑛

, 

v. 𝐾̃𝑛(𝑒4𝜇𝑡; 𝑥)  =
1

3
 𝑒𝜇𝑥+

𝜇𝑥

𝑛+1 (1 + 𝑒
𝜇

𝑛+1 + 𝑒
2𝜇

𝑛+1) 

× (−𝑒
𝜇

𝑛+1 − 𝑒
2𝜇

𝑛+1 + 𝑒
𝜇𝑥

𝑛+1 + 𝑒
2𝜇

𝑛+1
+

𝜇𝑥
𝑛+1+𝑒

𝜇
𝑛+1

+
𝜇𝑥

𝑛+1)
𝑛

 

eşitlikleri sağlanır. 

İspat 

i. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 1 için, 

𝐾̃𝑛(1; 𝑥) = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛

+ 1)𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))

𝑛−𝑘
∫ 𝑒−𝜇𝑡𝑑𝑡

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

 

𝑛

𝑘=0

                

 



20 

                = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛

+ 1)𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1

𝑛

𝑘=0

− 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑘

 ( 
𝑒

−𝜇(𝑘+1)
𝑛+1 − 𝑒

−𝜇𝑘
𝑛+1

−𝜇
 )  

 

             = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛

+ 1)𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))

𝑛−𝑘
𝑒

−𝜇𝑘
𝑛+1  ( 

1 − 𝑒
−𝜇

𝑛+1

𝜇
 ) 

𝑛

𝑘=0

 

             =  𝑒
𝜇(𝑥−1)

𝑛+1  𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥)𝑒−

𝜇
𝑛+1)

𝑘

(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑘

  

𝑛

𝑘=0

                     

                = 𝑒
𝜇(𝑥−𝑛−1)

𝑛+1 𝑒𝜇𝑥 (𝑒
𝜇

𝑛+1 + 1 − 𝑒
𝜇𝑥

𝑛+1 )
𝑛

                                                                 

bulunur. 

ii. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜇𝑡 için, 

 

        𝐾̃𝑛(𝑒𝜇𝑡; 𝑥) = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥) 

                             

×  (𝑛

+ 1)𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1

𝑛

𝑘=0

− 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑘

∫ 𝑑𝑡

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

                              

      = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)𝑒𝜇𝑥 ∑ (

𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))

𝑛−𝑘
 

𝑛

𝑘=0

                                 

 

=
𝜇

𝑛 + 1

𝑒𝜇𝑥/(𝑛+1)

(𝑒
𝜇

𝑛+1 − 1)
𝑒𝜇𝑥                                                                                  

elde edilir. 
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iii. 𝑓(𝑡, 𝑠) =  𝑒2𝜇𝑡 için, 

 

𝐾̃𝑛(𝑒2𝜇𝑡; 𝑥) = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1) 

                       × 𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))

𝑛−𝑘
∫ 𝑒𝜇𝑡𝑑𝑡

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

 

𝑛

𝑘=0

                 

                        = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1) 

                        × 𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))

𝑛−𝑘
( 

𝑒
𝜇(𝑘+1)

𝑛+1 − 𝑒
𝜇𝑘

𝑛+1

𝜇
 ) 

𝑛

𝑘=0

 

         = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1) 

         × 𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )𝑘(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))

𝑛−𝑘
𝑒

𝜇𝑘
𝑛+1 ( 

𝑒
𝜇

𝑛+1 − 1

𝜇
 ) 

𝑛

𝑘=0

 

                               

= 𝑒𝜇𝑥/(𝑛+1)𝑒𝜇𝑥 ∑ (
𝑛

𝑘
) (𝑎𝑛+1(𝑥) 𝑒

𝜇
𝑛+1)

𝑘

(1

𝑛

𝑘=0

− 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑘

                  

                                     

= 𝑒2𝜇𝑥                                                                                                                          

olup, ispat tamamlanır. 
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6. İKİ DEĞİŞKENLİ BERNSTEIN OPERATÖRLERİNİN ÜSTEL FORMU 

İki değişkenli Bernstein operatörlerinin üstel formu [Aral ve ark., 2021] tarafından 

 𝑆𝛼,𝛽 ≡ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2; 𝑥, 𝑦 ≥ 0, 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) + 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦) ≤ 1} ve her 𝑛 ∈ ℕ , 𝛼, 𝛽 > 0 ve 

𝐶(𝑆𝛼,𝛽) için  

𝐵𝑛
𝛼,𝛽

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ ∑ ∑  𝑓 (
𝑘

𝑛
,

𝑙

𝑛
) 𝑝𝑛,𝑘,𝑙

𝛼,𝛽
(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑘

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

şeklinde tanımlanmıştır. Eşitlikte verilen 𝑝𝑛,𝑘,𝑙
𝛼,𝛽

(𝑥, 𝑦) ifadesi 

𝑝𝑛,𝑘,𝑙
𝛼,𝛽 (𝑥, 𝑦) = (

𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑙
) 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)𝑘𝑟𝑛(𝛽, 𝑦)𝑙(1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))𝑛−𝑘−𝑙 

dir. 

Burada 0 ≤ 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) ≤ 𝑥 ve 0 ≤ 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦) ≤ 𝑦 dir.  𝛼, 𝛽 > 0 sabit reel parametreleri 

olmak üzere üstel fonksiyon 𝑒𝑥𝑝𝑖,𝑗
𝛼,𝛽(𝑡1, 𝑡2) ≔ 𝑒𝑖𝛼𝑡1 + 𝑒𝑗𝛽𝑡2 şeklinde ifade edilmiştir. 

Lemma 6.1. 𝛼, 𝛽 ∈ (0, ∞) ve 𝑛 > 1 için 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

𝑓(𝑥, 𝑦) operatörünün momentleri 

i. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

𝑒𝑥𝑝0,0
𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦) = 1, 

ii. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

𝑒𝑥𝑝1,0
𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝛼𝑥, 

iii. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

𝑒𝑥𝑝0,1
𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝛽𝑦, 

iv. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

𝑒𝑥𝑝2,0
𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦) = ((𝑒

𝛼

𝑛 + 1) (𝑒
𝛼𝑥

𝑛 − 1) + 1)

𝑛

, 

v. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

𝑒𝑥𝑝0,2
𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦) = ((𝑒

𝛽

𝑛 + 1) (𝑒
𝛽𝑦

𝑛 − 1) + 1)

𝑛

 

şeklinde elde edilmiştir. 

İspat 

i. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝0,0
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(1; 𝑥, 𝑦) olduğundan 

     𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝0,0
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦)

= ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑙
)

𝑛−𝑘

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)𝑘𝑟𝑛(𝛽, 𝑦)𝑙(1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)

− 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))𝑛−𝑘−𝑙 
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                                 = ∑ (
𝑛
𝑘

)

𝑛

𝑘=0

𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)𝑘(1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥))
𝑛−𝑘

 

                                 = (𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) + 1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥))
𝑛

 

                                 = 1 

dir. 

ii. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝1,0
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦) olduğundan 

𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝1,0
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = ∑ (
𝑛
𝑘

) (𝑒
𝛼
𝑛𝑟𝑛(𝛼, 𝑥))

𝑘𝑛

𝑘=0

(1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥))
𝑛−𝑘

 

                                    = (𝑒
𝛼
𝑛𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) + 1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥))

𝑛

= ((𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)) (𝑒
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

 

                                    = (𝑒
𝛼𝑥
𝑛 )

𝑛

 

                                    = 𝑒𝛼𝑥 

dir. 

iii. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝0,1
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) olduğundan 

𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝0,1
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = ∑ (
𝑛
𝑘

)

𝑛

𝑘=0

𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)𝑘 ∑ (
𝑛 − 𝑘

𝑙
) (𝑒

𝛽
𝑛𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))

𝑙𝑛−𝑘

𝑙=0

 

                                     × (1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑙

 

                                    = ∑ (
𝑛
𝑘

)

𝑛

𝑘=0

𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)𝑘 (𝑒
𝛽
𝑛𝑟𝑛(𝛽, 𝑦) + 1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))

𝑛−𝑘

 

                   = (𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) + 1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) + 𝑒
𝛽
𝑛𝑟𝑛(𝛽, 𝑦) − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))

𝑛

 

                   = (1 + 𝑒
𝛽
𝑛𝑟𝑛(𝛽, 𝑦) − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))

𝑛

 

                   = 𝑒𝛽𝑦 

dir. 

iv. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝2,0
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒2𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦) olduğundan 

𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝2,0
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = ∑ (
𝑛
𝑘

) (𝑒
2𝛼
𝑛 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥))

𝑘𝑛

𝑘=0

(1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥))
𝑛−𝑘
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                                    = (𝑒
2𝛼
𝑛 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) + 1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥))

𝑛

 

            = ((𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)) (𝑒
2𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

 

            = (𝑒
𝛼
𝑛

(𝑥+1)
+ 𝑒

𝛼
𝑛

𝑥 − 𝑒
𝛼
𝑛)

𝑛

 

elde edilir. Burada lim
𝑛→∞

(𝑒
𝛼

𝑛
(𝑥+1)

+ 𝑒
𝛼

𝑛
𝑥 − 𝑒

𝛼

𝑛)
𝑛

= 𝑒2𝛼𝑥 dir. 

v. 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝0,2
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = 𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒2𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) olduğundan 

𝐵𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝0,2
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) = ∑ (
𝑛
𝑘

)

𝑛

𝑘=0

𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)𝑘 ∑ (
𝑛 − 𝑘

𝑙
) (𝑒

2𝛽
𝑛 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))

𝑙𝑛−𝑘

𝑙=0

 

                                     × (1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑙

 

                                    = ∑ (
𝑛
𝑘

)

𝑛

𝑘=0

𝑟𝑛(𝛼, 𝑥)𝑘 (𝑒
2𝛽
𝑛 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦) + 1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))

𝑛−𝑘

 

                                    = (𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) + 𝑒
2𝛽
𝑛 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦) + 1 − 𝑟𝑛(𝛼, 𝑥) − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))

𝑛

 

                                    = (𝑒
2𝛽
𝑛 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦) + 1 − 𝑟𝑛(𝛽, 𝑦))

𝑛

= ((𝑟𝑛(𝛽, 𝑦)) (𝑒
2𝛽
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

 

                                    = (𝑒
𝛽
𝑛

(𝑦+1)
+ 𝑒

𝛽
𝑛

𝑦 − 𝑒
𝛽
𝑛)

𝑛

 

elde edilir. Burada lim
𝑛→∞

(𝑒
𝛽

𝑛
(𝑦+1)

+ 𝑒
𝛽

𝑛
𝑦 − 𝑒

𝛽

𝑛)
𝑛

= 𝑒2𝛽𝑦 dir. 
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7. İKİ DEĞİŞKENLİ BERNSTEIN KANTOROVICH OPERATÖRLERİNİN 

ÜSTEL FORMU 

Bu bölümde, iki değişkenli Bernstein Kantorovich operatörünün üstel formu ve 

yaklaşım özellikleri verilecektir. 

İki değişkenli Bernstein Kantorovich operatörünün üstel formu, 

𝑆𝛼,𝛽 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2; 𝑥, 𝑦 ≥ 0 , 𝑎𝑛(𝛼, 𝑥) + 𝑎𝑛(𝛽, 𝑦) ≤ 1} ⊂ 𝑆, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝛼, 𝛽 > 0 için 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝛼𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2 

           × 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥), 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

∫ ∫ 𝑒−𝛼𝑡−𝛽𝑠𝑓(𝑡, 𝑠)

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

𝑑𝑠𝑑𝑡 

olarak tanımlanır. Eşitlikte verilen 

𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥), 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))

= (
𝑛

𝑘
) (

𝑛 − 𝑘

𝑗
) (𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))

𝑘
(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))

𝑗
                          

× (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 

ve  

 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) =
𝑒

𝛼𝑥
𝑛+1⁄ − 1

𝑒
𝛼

𝑛+1⁄ − 1
,  𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦) =

𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1⁄ − 1

𝑒
𝛽

𝑛+1⁄ − 1
 

𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥) =

𝛼𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1⁄

(𝑛 + 1)(𝑒
𝛼

𝑛+1⁄ − 1)
      ve    𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦) =
𝛽𝑒

𝛽𝑦
𝑛+1⁄ − 1

(𝑛 + 1)(𝑒
𝛽

𝑛+1⁄ − 1)
 

şeklindedir.  Burada üstel fonksiyon 𝑒𝑥𝑝𝑖,𝑗
𝛼,𝛽(𝑡, 𝑠) ≔ 𝑒𝑖𝛼𝑡 + 𝑒𝑗𝛽𝑠 olarak tanımlanır. 

Lemma 7.1. 𝑥, 𝑦 ∈ ([0,1] × [0,1]) için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) operatöründe aşağıdaki eşitlikler 

sağlanır: 

i. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦)       = 𝑒

(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛼−𝛽

𝑛+1 (𝑒
−𝛼

𝑛+1 (1 − 𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1) + 𝑒
−𝛽

𝑛+1 (1 − 𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 +

𝑒
𝛽

𝑛+1))

𝑛

, 
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ii. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦)   =

𝛼𝑒
(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛽

𝑛+1

(𝑒
𝛼

𝑛+1−1)(𝑛+1)
(𝑒

−𝛽

𝑛+1 (1 − 𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 + 𝑒
𝛽

𝑛+1))

𝑛

, 

iii. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦)  =
𝛽𝑒

(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛼
𝑛+1

(𝑒
𝛽

𝑛+1−1)(𝑛+1)

(𝑒
−𝛼

𝑛+1 (1 − 𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 + 𝑒
𝛼

𝑛+1))

𝑛

, 

iv. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒2𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑒

(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 − 𝑒
−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 1))

𝑛

, 

v. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒2𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑒
(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛼

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 𝑒
−𝛼

𝑛+1 (𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 − 1))

𝑛

, 

vi. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒3𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦) =

1

2
(𝑒

𝛼

𝑛+1 + 1) 𝑒
𝛼𝑥+𝛽𝑦−𝛽

𝑛+1 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 (𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 (𝑒
𝛼

𝑛+1 + 1) −

𝑒
−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 1) − 𝑒
𝛼

𝑛+1)
𝑛

, 

vii. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒4𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦) =

1

3
(1 + 𝑒

𝛼

𝑛+1 + 𝑒
2𝛼

𝑛+1) 𝑒
𝛼𝑥+𝛽𝑦−𝛽

𝑛+1 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 (𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 (𝑒
2𝛼

𝑛+1 +

𝑒
𝛼

𝑛+1 + 1) − 𝑒
𝛼

𝑛+1 (𝑒
𝛼

𝑛+1 + 1) − 𝑒
−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 1))

𝑛

, 

viii. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛼𝑡+𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) =
𝛼𝛽𝑒

𝛼𝑥+𝛽𝑦
𝑛+1 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦

(𝑛+1)2(𝑒
𝛼

𝑛+1−1)(𝑒
𝛽

𝑛+1−1)

. 

İspat 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) operatöründe 

i. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 1 için 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦)

=
𝛼𝛽

(𝑛 + 1)2

𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1

(𝑒
𝛼

𝑛+1 − 1)

𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1

(𝑒
𝛽

𝑛+1 − 1)

(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦

× ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘,𝑗(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥), 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

∫ ∫ 𝑒−𝛼𝑡−𝛽𝑠𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1
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=
(𝑒

−𝛼
𝑛+1 − 1) (𝑒

−𝛽
𝑛+1 − 1)

𝛼𝛽
𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦

× ∑ (
𝑛
𝑘

) (𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥)𝑒
−𝛼

𝑛+1)
𝑘

∑ (
𝑛 − 𝑘

𝑗
) (𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦)𝑒

−𝛽
𝑛+1)

𝑗𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

× (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 

                           =
(𝑒

−𝛼
𝑛+1 − 1) (𝑒

−𝛽
𝑛+1 − 1)

𝛼𝛽
𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦)(𝑛

+ 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦

× ∑ (
𝑛
𝑘

) (𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥)𝑒
−𝛼

𝑛+1)
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦)𝑒
−𝛽

𝑛+1 + 1

𝑛

𝑘=0

− 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))

𝑛−𝑘

 

                                         = 𝑒
𝛼𝑥−𝛼+𝛽𝑦−𝛽

𝑛+1 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 (𝑒
−𝛼

𝑛+1 − 𝑒
𝛼𝑥−𝛼
𝑛+1 + 𝑒

−𝛽
𝑛+1 − 𝑒

𝛽𝑦−𝛽
𝑛+1 + 1)

𝑛

 

bulunur. 

ii. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝛼𝑡 için 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦)

= 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦

× ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                           × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥)

− 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

∫ ∫ 𝑒−𝛽𝑠𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

 

                      = 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦            

                      × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
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                      × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥)

− 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗 1

𝑛 + 1

(𝑒
−𝛽(𝑗+1)

𝑛+1 − 𝑒
−𝛽𝑗
𝑛+1)

−𝛽
 

                    =
(𝑒

−𝛽
𝑛+1 − 1)

−𝛽(𝑛 + 1)
𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

                    × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                    × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 

                =
𝛼𝑒

(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛽
𝑛+1

(𝑒
𝛼

𝑛+1 − 1)(𝑛 + 1)
(𝑒

−𝛽
𝑛+1 (1 − 𝑒

𝛽𝑦
𝑛+1 + 𝑒

𝛽
𝑛+1))

𝑛

 

bulunur. 

iii. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝛽𝑠 için 

  𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦     

                               × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                               × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

∫ ∫ 𝑒−𝛼𝑡𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

 

                 = 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

                 × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                 × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥)

− 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗 1

𝑛 + 1

(𝑒
−𝛼(𝑘+1)

𝑛+1 − 𝑒
−𝛼𝑘
𝑛+1)

−𝛼
 

 =
(𝑒

−𝛼
𝑛+1 − 1)

−𝛼(𝑛 + 1)
𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

 × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 



31 

 × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 

             =
𝛽𝑒

(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛼
𝑛+1

(𝑒
𝛽

𝑛+1 − 1)(𝑛 + 1)
(𝑒

−𝛼
𝑛+1 (1 − 𝑒

𝛼𝑥
𝑛+1 + 𝑒

𝛼
𝑛+1))

𝑛

 

bulunur. 

iv. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒2𝛼𝑡 için 

     𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒2𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦)  = 𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦        

                                     × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                                     × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 ∫ ∫ 𝑒𝛼𝑡−𝛽𝑠𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

 

= 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

× ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                                             × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 

                                × 𝑒
𝛼𝑘

𝑛+1
(𝑒

𝛼
𝑛+1 − 1)

𝛼
𝑒

−𝛽𝑗
𝑛+1

(𝑒
−𝛽

𝑛+1 − 1)

−𝛽
 

                                              

=
(𝑒

𝛼
𝑛+1 − 1) (𝑒

−𝛽
𝑛+1 − 1)

−𝛼𝛽
𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

                                              × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                                              × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 

                                              = 𝑒
(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 − 𝑒
−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 1))

𝑛

 

bulunur. 

v. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒2𝛽𝑠 için 
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𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒2𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦)

= 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦       

× ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
  

                                                    

× (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

∫ ∫ 𝑒−𝛼𝑡+𝛽𝑠𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

 

                                                 = 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

                            × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                            × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 

                                                     × 𝑒
−𝛼𝑘
𝑛+1

(𝑒
−𝛼

𝑛+1 − 1)

−𝛼
𝑒

𝛽𝑗
𝑛+1

(𝑒
−𝛽

𝑛+1 − 1)

𝛽
 

                                =
(𝑒

−𝛼
𝑛+1 − 1) (𝑒

𝛽
𝑛+1 − 1)

−𝛼𝛽
𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦) 

             × (𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘
 

           × (𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
(1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))

𝑛−𝑘−𝑗
 

                                = 𝑒
(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛼

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 𝑒
−𝛼

𝑛+1 (𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 − 1))

𝑛

 

bulunur. 

vi. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒3𝛼𝑡 için 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒3𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦)

= 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦

× ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
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                          × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥)

− 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

∫ ∫ 𝑒2𝛼𝑡−𝛽𝑠𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

 

                         = 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

            × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

 × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

𝑒
𝛼𝑘

𝑛+1 (𝑒
𝛼

𝑛+1 − 1) 

                                              ×
𝑒

2𝛼𝑘
𝑛+1(𝑒

2𝛼
𝑛+1 − 1)

2𝛼

𝑒
−𝛽𝑗
𝑛+1(𝑒

−𝛽
𝑛+1 − 1)

−𝛽
 

       =
(𝑒

2𝛼
𝑛+1 − 1) (𝑒

−𝛽
𝑛+1 − 1)

−2𝛼𝛽
𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦) 

                  × (𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘
 

                 × (𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
(1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))

𝑛−𝑘−𝑗
 

                                              =
1

2
(𝑒

𝛼
𝑛+1 + 1) 𝑒

𝛼𝑥+𝛽𝑦−𝛽
𝑛+1 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

            × (𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 (𝑒
𝛼

𝑛+1 + 1) − 𝑒
−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 1) − 𝑒
𝛼

𝑛+1)
𝑛

 

bulunur. 

vii. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒4𝛼𝑡 için 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒4𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦)

= 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦  

× ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
(1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥)

− 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

∫ ∫ 𝑒3𝛼𝑡−𝛽𝑠𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1
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                      =
(𝑒

3𝛼
𝑛+1 − 1) (𝑒

−𝛽
𝑛+1 − 1)

−3𝛼𝛽
𝑎𝑛+1

′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1
′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

× ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

                                      × (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

 

                                      =
1

3
(1 + 𝑒

𝛼
𝑛+1 + 𝑒

2𝛼
𝑛+1) 𝑒

𝛼𝑥+𝛽𝑦−𝛽
𝑛+1 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

                                   

× (𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 (𝑒
2𝛼

𝑛+1 + 𝑒
𝛼

𝑛+1 + 1) − 𝑒
𝛼

𝑛+1 (𝑒
𝛼

𝑛+1 + 1)

− 𝑒
−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 1))

𝑛

 

bulunur. 

viii. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝛼𝑡+𝛽𝑠 için  

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛼𝑡+𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦)

= 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦

× ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
                          

× (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗

∫ ∫ 𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

  

                           = 𝑎𝑛+1
′ (𝛼, 𝑥)𝑎𝑛+1

′ (𝛽, 𝑦)(𝑛 + 1)2𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

     × ∑ ∑ (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘

𝑗
)

𝑛−𝑘

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥))
𝑘

(𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑗
 

× (1 − 𝑎𝑛+1(𝛼, 𝑥) − 𝑎𝑛+1(𝛽, 𝑦))
𝑛−𝑘−𝑗 1

(𝑛 + 1)2
 

                                         =
𝛼𝛽𝑒

𝛼𝑥+𝛽𝑦
𝑛+1 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦

(𝑛 + 1)2 (𝑒
𝛼

𝑛+1 − 1) (𝑒
𝛽

𝑛+1 − 1)
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elde edilir. 

Lemma 7.2. 𝑥, 𝑦 ∈ ([0,1] × [0,1]) ve 𝛼, 𝛽 ∈ (0, ∞) için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) operatörünün 

𝑛 → ∞ iken limitleri 

i. lim
𝑛→∞

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦) = 1, 

ii. lim
𝑛→∞

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑒𝛼𝑥, 

iii. lim
𝑛→∞

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑒𝛽𝑦, 

iv. lim
𝑛→∞

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒2𝛼𝑡 + 𝑒2𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑒2𝛼𝑥 + 𝑒2𝛽𝑦  

dir. 

Teorem 7.1. 𝛼, 𝛽 ∈ (0, ∞) ve 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆𝛼,𝛽) için 𝑛 → ∞ iken  

lim
𝑛→∞

‖𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝𝑖,𝑗
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) − 𝑒𝑥𝑝𝑖,𝑗
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦‖
𝐶(𝑆𝛼,𝛽)

⇉ 0 

dır.  

İspat Teorem 2.1. den ve Lemma 7.2. den  

𝑓(𝑡, 𝑠) = 1 için  

lim
𝑛→∞

‖𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦) − 1‖ = 0 

olduğundan 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦) ⇉ 1 

dir. Bununla birlikte 

𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝛼𝑡 için 

lim
𝑛→∞

‖𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑒𝛼𝑥‖ = 0 

olduğundan  

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑒𝛼𝑡; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑒𝛼𝑥 

dir. 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝛽𝑠 seçildiğinde 

lim
𝑛→∞

‖𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) − 𝑒𝛽𝑦‖ = 0 



36 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑒𝛽𝑦 

dir. Son olarak 𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑒2𝛼𝑡 + 𝑒2𝛽𝑠 seçildiğinde  

lim
𝑛→∞

‖𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒2𝛼𝑡 + 𝑒2𝛽𝑠 ; 𝑥, 𝑦) − (𝑒2𝛼𝑥 + 𝑒2𝛽𝑦 )‖ = 0 

bulunduğundan  

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒2𝛼𝑡 + 𝑒2𝛽𝑠; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑒2𝛼𝑥 + 𝑒2𝛽𝑦 

elde edilir. Böylece Teorem 2.1. den 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑒𝑥𝑝𝑖,𝑗
𝛼,𝛽

; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑒𝑥𝑝𝑖,𝑗
𝛼,𝛽

(𝑥, 𝑦) 

olur ve ispat tamamlanır. 

Lemma 7.3. Her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛼,𝛽 için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) operatörünün merkezi momentlerinin 

limitleri 

i. lim
𝑛→∞

𝑛(𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦) − 1) = 𝛼2(−1 + 𝑥)𝑥 + 𝛽(−1 + (2 + 𝛽)𝑦 − 𝛽𝑦2) 

−𝛼(1 + 𝑥(−2 + 𝛽𝑦)), 

ii. lim
𝑛→∞

𝑛 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥); 𝑥, 𝑦)) =
1

2
𝛼𝑒𝛼𝑥(1 + 2𝛼𝑥2 − 2𝑥(1 + 𝛼 − 𝛽𝑦)), 

iii. lim
𝑛→∞

𝑛 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦); 𝑥, 𝑦)) =
1

2
𝛽𝑒𝛽𝑦(1 + 2𝛽𝑦2 − 2𝑦(1 + 𝛽 − 𝛼𝑥)), 

iv. lim
𝑛→∞

𝑛 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2; 𝑥, 𝑦)) = − 𝛼2𝑒2𝛼𝑥(−1 + 𝑥)𝑥, 

v. lim
𝑛→∞

𝑛 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

; 𝑥, 𝑦)) = − 𝛽2𝑒2𝛽𝑦(−1 + 𝑦)𝑦, 

vi. lim
𝑛→∞

𝑛2 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)4; 𝑥, 𝑦)) = 3𝛼4𝑒4𝛼𝑥(−1 + 𝑥)2𝑥2, 

vii. lim
𝑛→∞

𝑛2 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
4

; 𝑥, 𝑦)) = 3𝛽4𝑒4𝛽𝑦(−1 + 𝑦)2𝑦2, 

viii. lim
𝑛→∞

𝑛 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)(𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦); 𝑥, 𝑦)) = −𝛼𝛽𝑥𝑦𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑦 

olarak elde edilir. 
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7.1. İki Değişkenli Bernstein Kantorovich Operatörünün Üstel Formunun 

Yaklaşım Özellikleri 

Bu kısımda 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) operatörünün yaklaşım hızı süreklilik modülü ve 

Voronovskaya tip teorem ile verilecektir. 

7.1.1. İki Değişkenli Bernstein Kantorovich Operatörünün Üstel Formunun 

Süreklilik Modülü ile Yaklaşım Hızı 

Teorem 7.1.1.1. 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆𝛼,𝛽) olmak üzere  

|𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ (1 +

1

𝛼2
+

1

𝛽2
) 𝜔(𝑓, 𝛿) 

olur. Burada, 

 𝛿2 = 𝑒
(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛽

𝑛+1
 (𝑒

𝛼𝑥

𝑛+1 − 𝑒
−𝛽

𝑛+1 (𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 − 1))

𝑛

+ 𝑒
(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛼−𝛽

𝑛+1
 (𝑒

−𝛼

𝑛+1 (1 −

𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1) + 𝑒
−𝛽

𝑛+1 (1 − 𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1) + 1)
𝑛

(𝑒2𝛼𝑥 + 𝑒2𝛽𝑦) + 𝑒
(𝛼𝑥+𝛽𝑦)(𝑛+2)−𝛼

𝑛+1
 (𝑒

−𝛼

𝑛+1 (1 − 𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1) +

𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1)
𝑛

−
2

𝑛+1
[

𝛼𝑒
𝛼𝑥(3+2𝑛)+𝛽𝑦(𝑛+2)−𝛽

𝑛+1

𝑒
𝛼

𝑛+1−1
(𝑒

−𝛽

𝑛+1 (1 − 𝑒
𝛽𝑦

𝑛+1 + 𝑒
𝛽

𝑛+1))

𝑛

+

𝛽𝑒
𝛼𝑥(2+𝑛)+𝛽𝑦(3+2𝑛)−𝛼

𝑛+1

𝑒
𝛽

𝑛+1−1

(𝑒
−𝛼

𝑛+1 (1 − 𝑒
𝛼𝑥

𝑛+1 + 𝑒
𝛼

𝑛+1))

𝑛

]  

dır. 

İspat Her (𝑡, 𝑠), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛼,𝛽 ⊂ [0,1] × [0,1] için tam süreklilik modülü 

𝜔(𝑓, 𝛿) = sup
√(𝑡−𝑥)2+(𝑠−𝑦)2≤𝛿  

|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

şeklindedir. Buradan  

|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜔 (𝑓, √(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2) 

                                  ≤ (1 +
(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2

𝛿2
) 𝜔(𝑓, 𝛿) 

yazılabilir. 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

 𝑓 operatörü lineer olduğundan  

|𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽(|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) 
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                                               ≤ 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((1 +
(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2

𝛿2
) ; 𝑥, 𝑦) 𝜔(𝑓, 𝛿) 

                                               ≤ (1 +
𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽((𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)

𝛿2
) 𝜔(𝑓, 𝛿) 

elde edilir. Burada test fonksiyonları 𝑒𝑥𝑝𝑖,𝑗
𝛼,𝛽(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝑖𝛼𝑡+𝑗𝛽𝑠 şeklinde olduğundan ve 

ortalama değer teoremi kullanılarak,   

|𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|

≤ {1 + (
1

𝛼2
+

1

𝛽2
)

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2 + (𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

; 𝑥, 𝑦)

𝛿2
} 

                            × 𝜔(𝑓, 𝛿) 

olur. Son eşitsizlikte  

𝛿2 = 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2 + (𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

; 𝑥, 𝑦) 

seçilerek, 

|𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ (1 +

1

𝛼2
+

1

𝛽2
) 𝜔(𝑓, 𝛿) 

elde edilir. 

7.1.2. İki Değişkenli Bernstein Kantorovich Operatörünün Üstel Formu için 

Voronovskaya Tip Teorem  

Teorem 7.1.2.1. 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑆) olmak üzere her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛼,𝛽 için  

lim
𝑛→∞

𝑛 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦))  

= 𝑓(𝑥, 𝑦)𝛼2(−1 + 𝑥)𝑥 + 𝛽(−1 + (2 + 𝛽)𝑦 − 𝛽𝑦2)   

− 𝛼(1 + 𝑥(−2 + 𝛽𝑦)) +
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

1

2
(1 + 2𝛼𝑥2 − 2𝑥(1 + 𝛼 − 𝛽𝑦))  

              +
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

1

2
(1 + 2𝛽𝑦2 − 2𝑦(1 + 𝛽 − 𝛼𝑥))   
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              +
1

2
{(−

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
+ 𝛼

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
) 𝑥(𝑥 − 1) −

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
2𝑥𝑦  

+ (−
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
+ 𝛽

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) 𝑦(𝑦 − 1)} 

eşitliği gerçeklenir. 

İspat Öncelikle bazı gösterimlerden bahsedelim. 𝑒𝑥𝑝𝑖,𝑗
𝛼,𝛽(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝑖𝛼𝑡+𝑗𝛽𝑠 

fonksiyonunun sırasıyla birinci ve ikinci değişkene göre ters fonksiyonları 𝑙𝑜𝑔𝛼
𝛽 

(𝑡, . ) 

ve 𝑙𝑜𝑔𝛽
𝛼 (. , 𝑠) ile göstereceğiz. Gösterimsel olarak ifade edilecek olursa 𝑒𝑥𝑝1,0

𝛼,𝛽(𝑡, 𝑠) =

𝑒𝛼𝑡 fonksiyonunun ters fonksiyonu 
1

𝛼
𝑙𝑜𝑔𝑒(⋅) şeklinde ve 𝑒𝑥𝑝0,1

𝛼,𝛽(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝛽𝑠 

fonksiyonunun ters fonksiyonu 
1

𝛽
𝑙𝑜𝑔𝑒(⋅) şeklindedir. O zaman  

(𝑙𝑜𝑔𝛼
𝛽 

, 𝑙𝑜𝑔𝛽
𝛼 )(𝑒𝛼𝑡, 𝑒𝛽𝑠) = (

1

𝛼
𝑙𝑜𝑔𝑒 𝑒𝛼𝑥,

1

𝛽
𝑙𝑜𝑔𝑒𝑒𝛽𝑦) 

                                              = (𝑥, 𝑦) 

dır. 

Burada, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛼,𝛽 olmak üzere Taylor açılımından 

𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + (𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥) [
𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, . )] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)   

+ (𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦) [
𝜕

𝜕𝑦
𝑓(. , 𝑙𝑜𝑔𝛽

𝛼)] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)

+
1

2
{(𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2 [

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, . )] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)

+ (𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

[
𝜕2

𝜕𝑦2
𝑓(. , 𝑙𝑜𝑔𝛽

𝛼)] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)

+ 2(𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)(𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦) [
𝜕2

𝜕𝑦𝜕𝑥
𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, 𝑙𝑜𝑔𝛽

𝛼)] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)}

+ 𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦) ((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2 + (𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

)                         (7.1) 

olur. Burada (𝑡, 𝑠) → (𝑥, 𝑦) iken 𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦) → 0 dır. (7.1)’ denklemine 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) operatörünü uygulayarak; 
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𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦)

= 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦)

+ 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥); 𝑥, 𝑦) [
𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, . )] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)

+ 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦); 𝑥, 𝑦) [
𝜕

𝜕𝑦
𝑓(. , 𝑙𝑜𝑔𝛽

𝛼)] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦) 

                           +
1

2
{𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽
 ((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2; 𝑥, 𝑦) [

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, . )] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)     

+ 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

; 𝑥, 𝑦) [
𝜕2

𝜕𝑦2
𝑓(. , 𝑙𝑜𝑔𝛽

𝛼)] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)

+ 2𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)(𝑒𝛽𝑠

− 𝑒𝛽𝑦); 𝑥, 𝑦) [
𝜕2

𝜕𝑦𝜕𝑥
𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, 𝑙𝑜𝑔𝛽

𝛼)] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦)} 

                           +𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦) ((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2

+ (𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

) ; 𝑥, 𝑦)                         (7.2) 

bulunur. (7.2)’ denkleminde, 

[
𝜕𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, . )

𝜕𝑥
] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦) =

𝑒−𝛼𝑥

𝛼

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

                                     [
𝜕2𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, . )

𝜕𝑥2
] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑦) = 𝑒−2𝛼𝑥 (

1

𝛼2

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
−

1

𝛼

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
) 

  [
𝜕2𝑓(𝑙𝑜𝑔𝛼

𝛽
, 𝑙𝑜𝑔𝛽

𝛼)

𝜕𝑦𝜕𝑥
] |(𝑒𝛼𝑥,𝑒𝛽𝑣) =

𝑒−(𝛼𝑥+𝛽𝑦)

𝛼𝛽

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

eşitlikleri yazılırsa, 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) = 𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽(𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦) + 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥); 𝑥, 𝑦)
𝑒−𝛼𝑥

𝛼

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

                       +𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦); 𝑥, 𝑦)
𝑒−𝛽𝑦

𝛽

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
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                       +
1

2
{𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽
 ((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2; 𝑥, 𝑦)𝑒−2𝛼𝑥 (

1

𝛼2

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
−

1

𝛼

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
)

+ 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

; 𝑥, 𝑦) 𝑒−2𝛽𝑦 (
1

𝛽2

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
−

1

𝛽

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
)

+ 2𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)(𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦); 𝑥, 𝑦)
𝑒−(𝛼𝑥+𝛽𝑦)

𝛼𝛽

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
}

+ 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

(𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦) ((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2 + (𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)
2

) ; 𝑥, 𝑦)  (7.3) 

elde edilir. (7.3)’ te eşitliğin her iki yanına limit uygulanırsa, 

lim
𝑛→∞

𝑛 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) 

                           = 𝑓(𝑥, 𝑦) lim
𝑛→∞

𝑛(𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦) − 1) 

                           +
𝑒−𝛼𝑥

𝛼

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
lim

𝑛→∞
𝑛 𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽
((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥); 𝑥, 𝑦) 

                           +
𝑒−𝛽𝑦

𝛽

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
lim

𝑛→∞
𝑛 𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽
((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦); 𝑥, 𝑦) 

                           +
1

2
{𝑒−2𝛼𝑥 (

1

𝛼2

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2

−
1

𝛼

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
) lim

𝑛→∞
𝑛 𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽
 ((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)2; 𝑥, 𝑦)

+  𝑒−2𝛽𝑦 (
1

𝛽2

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2

−
1

𝛽

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) lim

𝑛→∞
𝑛 𝐾̃𝑛

𝛼,𝛽
((𝑒𝛽𝑠 − 𝑒𝛽𝑦)

2
; 𝑥, 𝑦)

+ 2
𝑒−(𝛼𝑥+𝛽𝑦)

𝛼 𝛽

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
 lim
𝑛→∞

𝑛 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

((𝑒𝛼𝑡 − 𝑒𝛼𝑥)(𝑒𝛽𝑠

− 𝑒𝛽𝑦); 𝑥, 𝑦)} 

olur. Lemma 7.3’ de verilen eşitlikler kullanılarak, 

lim
𝑛→∞

𝑛 (𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) 

= 𝑓(𝑥, 𝑦)𝛼2(−1 + 𝑥)𝑥 + 𝛽(−1 + (2 + 𝛽)𝑦 − 𝛽𝑦2) − 𝛼(1 + 𝑥(−2 + 𝛽𝑦))

+
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
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×
1

2
(1 + 2𝛼𝑥2 − 2𝑥(1 + 𝛼 − 𝛽𝑦)) +

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

1

2
(1 + 2𝛽𝑦2 − 2𝑦(1 + 𝛽 − 𝛼𝑥))  

+
1

2
{(−

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
+ 𝛼

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
) 𝑥(𝑥 − 1)    −

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
2𝑥𝑦 

+ (−
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
+ 𝛽

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) 𝑦(𝑦 − 1)} 

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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8. GRAFİK VE NÜMERİK ANALİZ 

Bu bölümde 𝑓 fonksiyonu için yaklaşım modellemesini gösteren iki değişkenli 

Bernstein Kantorovich operatörünün üstel formunun grafik ve nümerik analizleri 

verilmektedir.  

Örnek 8.1. 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
sin(𝑥) cos(𝑦)

𝑥+𝑦
 fonksiyonu için her 𝑥, 𝑦 ∈ [0.1,0.9], 𝛼 ∈ {0.5,0.75,1} ve sabit 

𝛽 = 2, 𝑛 = 20 için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

 operatörünün 𝑓 fonksiyonuna yaklaşımı Şekil 8.1. ile 

gösterilmiştir. 

 

Şekil 8.1. 𝛼’nın farklı değerleri ve 𝛽 = 2 seçimi için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

 operatörünün 𝑓 

fonksiyonuna yaklaşımını gösteren grafik.              

Ayrıca Tablo 8.1. ve Tablo 8.2’ de farklı 𝛼, 𝛽, ve 𝑛  değerleri için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

 operatörü ile 𝑓 

fonksiyonu arasındaki hata payı gösterilmiştir.  

𝛼 𝛽 ‖𝐾5
𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ ‖𝐾8

𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ ‖𝐾10
𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ ‖𝐾12

𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ ‖𝐾15
𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ 

0.5 2 0.7896 0.6460 0.6130 0.5964 0.5786 

0.75 2 0.7747 0.6369 0.6050 0.5895 0.5738 

1 2 0.7600 0.6291 0.5985 0.5838 0.5780 

Tablo 8.1. 𝛼 ∈ {0.5,0.75,1} ve 𝛽 = 2 değerleri için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

 operatörü ile 𝑓 fonksiyonu 

arasındaki hata payı gösterilmiştir. 
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𝛽 𝛼 ‖𝐾5
𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ ‖𝐾8

𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ ‖𝐾10
𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ ‖𝐾12

𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ ‖𝐾15
𝛼,𝛽(𝑓) − 𝑓‖ 

0.5 5 0.5443 0.3445 0.2868 0.2547 0.2285 

1 5 0.5674 0.4295 0.4122 0.4086 0.4066 

1.5 5 0.7364 0.5997 0.5778 0.5663 0.5571 

Tablo 8.2. 𝛽 ∈ {0.5,1,1.5} ve 𝛼 = 5 değerleri için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

 operatörü ile 𝑓 fonksiyonu 

arasındaki hata payı gösterilmiştir. 

Örnek 8.2. 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
cos(𝑥+𝑦)

𝑥+𝑦
 olsun. 𝐾̃20

0.01,0.2(𝑓; 𝑥, 𝑦),  𝐾̃20
0.5,0.3(𝑓; 𝑥, 𝑦) ve  𝐾̃20

1,0.4(𝑓; 𝑥, 𝑦)  için 

𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

 operatörünün 𝑓 fonksiyonuna yaklaşımı Şekil 8.2. ile gösterilir. 

 

Şekil 8.2. 𝑛 = 20 ve 𝛼, 𝛽’ nın farklı değerleri için 𝐾̃𝑛
𝛼,𝛽

 operatörünün 𝑓 

fonksiyonuna yaklaşımını gösteren grafik. 
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9. SONUÇ 

Bu çalışmada iki değişkenli Bernstein Kantorovich operatörlerinin üstel formunu 

oluşturduk. Daha sonra 𝐶(𝑆𝛼,𝛽) üzerinde tanımlanan fonksiyonlar için süreklilik 

modülü ile yakınsama oranını hesapladık. Ayrıca Voronovskaya tip asimptotik 

teoremi inceledik. Son olarak iki değişkenli Bernstein Kantorovich operatörlerinin 

farklı 𝑛, 𝛼 ve 𝛽 değerleri için hata tabloları ve grafikleri verilmiştir.
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