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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Kisaltmalar

S

n

ap
Cla, b]
C*[a, b]

C(Sag
Tn

Bn(f; xJ’)
Kn(f; x:Y)

BEP (f;x,v)
K22 (f;x,y)

expf}-ﬁ(t, S)
I llcia,n)
w(f;61,67)

logh ()

Aciklamalar

Kose koordinatlar1 (0,0), (1,0), (0,1) olan liggensel
bolge

Bir kenar1 hareketli liggensel bolge

[a, b] araliginda tanimli ve siirekli fonksiyonlarin sinifi
k- mertebeden tiirevlenebilen stirekli fonksiyonlar
uzayi

S, p bolgesi tizerinde tammli siirekli fonksiyonlar uzay:
Lineer pozitif operatdr olan harhangi bir dizi

Iki Degiskenli Bernstein Operatdrii

Iki Degiskenli Bernstein Kantorovich Operatorii

Iki Degiskenli Bernstein Operatdrlerinin Ustel Formu
Iki Degiskenli Bernstein Kantorovich Operatdrlerinin
Ustel Formu

elat+iBs i+ ji,j=0,1,2 olacak sekilde test
fonksiyonlari

Cla, b] uzaymnda ||fll¢c[a,p) = ﬂiléls,lf(x)l ile tanimh
norm

R? nin kompakt alt kiimesi iizerinde taniml1 tam
stireklilik modiilii

et fonksiyonunun t = %loge(-) olacak sekilde ters

fonksiyonu



1. GIRIS
Matematikte yaklasim teorisi, fonksiyonlarin daha basit fonksiyonlarla en iyi
sekilde nasil tahmin edilebilecegi ve bununla ortaya ¢ikan hatalarin niceliksel olarak
karakterize edilmesi ile ilgilidir. Sadece matematikte degil, temel bilimler ve

miihendislik bilimleri basta olmak tizere, diger alanlardaki bir¢ok bilimsel probleme

151k tutmasi, yaklagim teorisinin giinden giine 6neminin artmasina neden olmustur.

Yaklasim teorisi, matematikte analizin harmonik analiz, fonksiyonel analiz,
nlimerik analiz, Fourier analizi gibi bir¢ok daliyla iligkili olmasinin yani sira; operator
teori, olasilik teorisi, sayilar teorisi, istatistik teorisi gibi diger bilim dallartyla da i¢
icedir. Buna ek olarak yaklagim teorisi fizikte ve mithendislikte veri gosterimi, sinyal
isleme, termografik goriintiileme, dalgacik analizi gibi bir¢ok farkli konularda da

kullanilmaktadir.

Alman matematik¢i Karl Weierstrass tarafindan verilen teoremle birlikte stirekli
fonksiyonlara yaklasim probleminin temeli atilmistir. K. Weierstrass [Weierstrass,
1885], kapali ve sonlu bir [a, b] araliginda siirekli olan g fonksiyonuna bu aralikta
diizglin yakinsayan en az bir polinom dizisinin varligini ispat etmistir. 1912 yilinda
Rus matematikgi Bernstein [Bernstein, 1912], g € €[0,1], x € [0,1] ve n € N igin

n

By(g;x) = Z g (%) (?) x6(1—x)"~¢

=0
polinomlarmi gostererek Weierstrass teoreminin kolay ve anlasilir bir ispatini
vermistir. Bohman [Bohman, 1951] ve Korovkin [Korovkin, 1953] lineer pozitif
operatorlerin sonlu aralikta siirekli fonksiyona yaklasimina iliskin ¢ok 6nemli

teoremler vermislerdir.
1953 yilinda Paul Leo Butzer, karesel K(x,y) = {(x,y):0 < x,y < 1} bolgesi

tizerinde iki degiskenli Bernstein operatoriinii f(x,y) fonksiyonu karesel bolgede

sturekli ve sinirli olmak tzere
n m
Bun(Fix ) = Y Y (2 L) PGy )
k=0 j=0

seklinde ifade etmis, operatoriin f(x,y) fonksiyonuna diizgiin yakinsakligini



gostermistir. [Butzer, 1953]. Burada p,,;(x) = (?) xi(1 — x)™ dir.

1963 yilinda Dimitrie D. Stancu iiggensel bir S bolgesi iizerinde iki degiskenli
Bernstein polinomlarini

S={(x,y) ER%}x,y=>0,x+y <1}, f€C(S)ven€ N igin

Bn(f;x,y)—znjz_: (— —)pnk,(x )
==

seklinde tanimlamistir [Stancu, 1963]. Yukarida ki esitlikte verilen p,, . ; ifadesi

n\m-—=k i ki
pn,k,j = (k)( ] )xkyl(l—X—y)n k—j

dir.

Iki degiskenli Bernstein operatorleri ile ilgili calismalar [Ditzian, 1986], [Adel
ve ark., 1995], [Morales ve ark., 2008], [Bascanbaz ve ark., 2016], [Bilgin ve ark.,
2021], [Cigek ve ark., 2022], [ Gairola ve ark., 2022] de verilmistir.

Iki degiskenli Bernstein Kantorovich operatérii ile ilgili calismalar [Ditzian,
1990], [Acu ve ark., 2015], [Sharma ve ark., 2016], [Acar ve ark., 2018], [Altomare
ve ark., 2018], [Acu ve ark., 2019], [Agrawal ve ark., 2022], [Aslan ve ark., 2022],
[Gupta, 2023], [Gairola ve ark., 2023], [Aslan, 2023] ile verilmistir.

Bernstein Kantorovich operatdrlerinin tistel formunu 2018 yilinda [Aral ve ark.,
2018] de verilmistir. 1ki degiskenli Bernstein Kantorovich operatorii ise [Pop ve

Farcas, 2009] da verilmistir.

Bu tezin ilk boliimiinde lineer pozitif operatorler ile ilgili temel tanimlar, Korovkin
teoremi ve siireklilik modiiliiniin tanimi ve 6zellikleri incelenmistir. Bununla birlikte
tezin devaminda Bernstein Kantorovich operatorlerinin tistel formuna ait yaklagim
sonuclart incelenecektir. Daha sonra iki degiskenli Bernstein Kantorovich
operatoriiniin yaklasim sonuglar1 verilecektir. Son olarak iki degiskenli Bernstein
Kantorovich operatoriiniin {istel formunun yaklasim sonuglari, siireklilik modiili,
Voronovskaya tip teoremi ve verilen bir fonksiyona yakinsamasi grafikler yardimu ile

incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Tanim 2.1. Lineer normlu fonksiyon uzaylar iizerinde taniml1 doniisiimlere operator

denir.
Tamm 2.2. X ve Y fonksiyon uzaylari olmak {izere

T:X-Y
seklindeki T operatdriinii goz 6niine alalim. Eger her f, g € X ve her 0,y € R i¢in

T(6f +vg) = 0T(f) +vT(9)
kosulu saglantyor ise T operatoriine lineer operator denir.
Tamm 2.3. f bir fonksiyon ve T bir operator olmak tizere
f=0ikenT(f) =0
saglaniyor ise T operatOriine pozitif operator denir.
Lemma 2.1. Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani
g=f=>T(@ =T()
esitsizligi saglanir.
Ispat g < f olsun. f — g = 0 olacagindan ve T operatérii pozitif oldugundan
T(f—g) =0 (2.1)
dir. T operatoriiniin lineerlik 6zelliginden
T(f—9)=T{)-T(9)
olup (2.1)’ den ispat tamamlanir.
Lemma 2.2. T bir lineer pozitif operator ise
T <T(gD)

saglanir.
Ispat Herhangi bir f fonksiyonu igin

—Ifl <f <Ifl (2.2)

gergeklenir.



Lemma 2.1. ve (2.2)’ den

T(=lfD=T <TUfD (2.3)
bulunur. T lineer oldugundan
T(=IfD=-TdfD
dir. Bu ifadenin (2.3)’ de kullanilmasiyla
“TUfD =T <TAfD
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Tanmm 2.4. Bir [a, b] kapali aralig1 iizerinde tanimli ve siirekli tim reel degerli
fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzay1 denir. C[a, b] uzayindaki

norm f € Cla, b] olmak iizere
If llcia,p) = maks|f (x)]
asx<b
seklinde tanimlanir.
Tamm 2.5. n € N olmak iizere f,: D € R - R seklinde tanimlanan (fn) dizisine
fonksiyon dizisi denir.
Tamm 26. n €N olmak iizere T,:X -V, T,(f;x) = (Tn(f)) (x) seklinde

tanimlanan (Tn) dizisine operator dizisi denir.
Tamm 2.7. Her x € [a, b] i¢in

lim ||f,7 —f|| = lim maks|fn(x) —f(x)| =0

n—oo n—oo asx<b

kosulu saglantyorsa (f;, ) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C[a, b] normunda diizgiin

yakinsaktir denir ve
fr(x) 3 f(x)
notasyonu ile gosterilir.

Tamm 2.8. ), (x) = T, ((t —x)%;x), {k=0,1,2,...} (2.4)

ile tanimlanan ifadelere (T,]) operatdr dizisinin k —yinc1 merkezi momentleri denir

[Lorentz, 1953].



Teorem 2.1. f € C|a, b] ve tiim reel diizlemde sinirh
|f GOl < My (2.5)

olsun. x € [0,1] i¢in 0 < ay,, < 1 olmak iizere

T(Fix) = ) f(@n)pns(®) . Prsl) 20
k=0

pozitif lineer operator dizisinin T,, (f; x) = f(x) olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar;
L T,(Lx)31
i T,(tx)3x
iii.  T,(t%x) 3 x?
dir. 1953 yilinda P.P. Korovkin asagidaki teoremi ispatlayarak, Bohman’in
kosullariin genel durumda da gergekledigini gostermistir.
Teorem 2.2,

T:Cla,b] — Cla, b] ile taniml1 L,, pozitif lineer operator dizisi Teorem 2.1’in kosullar

gergekleniyorsa L, (f; x), [a, b] de f ye diizgiin yakinsar. Yani
lim “fn - f”C[a,b] = lim makslfn(x) - f(x)l =0
n—oo n—oo as<x<b

dir.

Ispat Kabul edelim ki, f € C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan her

pozitif € sayisina karsilik 6yle bir 6 bulabiliriz ki, |t — x| < § igin
lf@®-fl<e
olur. (2.5) ve liggen esitsizliginden

lf@) =fOI<IfOI+If <2Mp  (2:6)

yazilabilir. Eger |t — x| > 6 ise lt;—xl > 1 olacagindan

(t —x)?
52

>1 (2.7)

bulunur. (2.6) ve (2.7) den

(t —x)?

£ - FOOI < 2Mp



yazilabilir.
O halde |t — x| < § i¢in

If@®) - fl<e
ve [t — x| > & icin

(t —x)?

(O = FCO < 2My

olur. Dolayisiyla her x, t € [a, b] i¢in

(t —x)?
62

If () — fO)| < e+ 2M (2.8)

gerceklenir. (1), (i1), (ii1) kosullarin1 saglayan (Tn) operator dizisinin

lim 1, £l = 0

Cla,b

esitligini sagladig1 gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Operatoriin lineerlik

ozelliginden ve ticgen esitsizliginden dolay1
T, (f (1) %) = F O] = [T (F(£); %) = f(x) + T (f ()3 %) — Ty (f (x); )|
= |T, (f () ) = Ty (f (x); %) + Ty (f (%) x) = £ ()]
= |1, (F(®) = f(); ) + f)(T, (L %) — 1)
ve
T, (f(©); ) = F()| < [T, (F(©) = F ) 0| + IFCON|T, (1) — 1]
yazilabilir. Lemma 2.2.” den
T, (f(©); %) = F ()] < Ty (1f (&) = G0 + I G |T (1) — 1
olup (2.5) den
T, (F(; ) = F)| < Ty (If (&) = F ()] %) + Mg | Ty (15 %) — 1]
yazabiliriz.

(Tn) monoton artan oldugundan (2.8)’ den



T, (F () x) = £ ()]
My
<T, <£+2—(t—x)2 >+Mf|T,,(1;x)—1| (2.9)

elde edilir.

Diger taraftan (Tn) lineer oldugundan
My
T(£+2 (t —x)% ) T(ex)+T< ﬁ(t—x)z;x>
Mg
= T, (1; x)+2 T (t? — 2xt + x%; x),

T (£+2£(t—x)2 x) =T, (1 x)+2 LT, (t%0) — x% — 2% + 27
—2xT,, (8 x) + x*T, (1; )}
= eT, (1;x) + 2%{Tn(t2;x) — x? + 2x?
—2xT, (t; %) + x%T,(1; x) — x?}
= T, (1; x)+2M {(T,(t% x) — x?)
+2x (x = Ty (&%) ) +x3(Ty (1;,2) — 1))
yazilabilir. Bu son ifade (2.9)" da kullanilirsa
T, (f(©); x) = f ()| < eTy(1;%)
+2£{(T (t%x) —x%) + 2x (x — T, (t; x))
+x%(T,(1;x) — 1)}
+M;|(T,(1;x) — 1) (2.10)
elde edilir.

(1), (i1), (iii) kosullarmin (2.10)’ da kullanilmasiyla
1731 = £l = lim {malss|7; ;20 = £ 0|} =

bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.



Tamim 2.9. f € C[a, b] olsun. vV § > 0 igin

w(f;8) = xtSELEcI?b]lf(t) — f()] (2.11)
|t—x|<8

ile tanimlanan w(f; &) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir [Altomare

ve ark., 1994].
Siireklilik modiilii agagidaki 6zelliklere sahiptir:

i.  w(f;8) =0,

ii. &8, <96, ise,0zaman w(f;8;) < w(f;d,),
ii.  p € Nicin w(f;ud) = pw(f;9s),

iv. 2A€RYicinw(f;18) <1+ Dw(f;d),
V. (1312?) w(f;6) =0,
Vi w(f5lt—x) = |f(@) = FCl,

[t—x|

vii. 10 - f@1 < (14557 o(f: 8).
Ispat

i.  Sireklilik modilii, tanimi geregince bir mutlak degerin supremumu
oldugundan ispat agiktir.

ii. 0; <6, igin |t — x| < &, bolgesinin |t — x| < §; bolgesinden daha biiyiik
oldugu aciktir. Bolge biiyilidiikge alinan supremum biiyliyeceginden ispat
tamamlanir.

iii.  Sireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

w(f;ud) = xtselfgb] If(®) — f(0)l
|t—x|<ud

yazilabilir. Burada
[t—x|<pub=>x—pud <t<x+ué
olup, t = x + uh sec¢imiyle |h| < § ve

w(f;ud) = xtsel?gb]lf(x + uh) — f(x)|
|h|<5

seklinde yazilabilir.



Diger yandan

u—1

sup [f(x+uh) = f(Ol = sup S [FGe+ (+ DR) = £ (x + )]
x,ltfl [Saéb] x,lthel [Saéb] =

olup esitligin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanirsa

u—-1
sup [f(x+uh) = f()I < ) sup |fGe+ (@ +DR) = f(x+Th)
x,ltlfl[saéb] = x,|1;i£|[saéb]

Sw(f;0)+ -+ w(f;d)
bulunur. Buradan
w(f; ué) < pw(f;6)
elde edilir.
iv. 1€ R* sayisinin tam kismu [|1]] ile gosterilirse
[Al] <2 <[lAl] +1

esitsizliklerinin yazilabilecegi agiktir. O halde bu esitsizlikleri ve w(f;§)’ nin

azalmayan fonksiyon olmasini kullanarak

w(f;28) < w(f; ([1A1] + 1)6)

esitsizligi yazilabilir. [|A]] pozitif bir tam say1 oldugundan tstteki esitsizligin sag

tarafina (ii1) 6zelligi uygulanabilir. Bu durumda
w(f; ([1A] + 1D6) < (1211 + Do (f; 6)
esitsizligi elde edilir.
Ayrica her 1 € RY igin
[A]+1<21+1
oldugundan
o(f; ([1A]1+ 1) = A + Dw(f;6)

esitsizligi elde edilir.



Sonug olarak
w(f;16) <A+ Dw(f;6)
yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

V. |t —x| < esitsizligindeki 6’ nin sifira yaklagsmasi t = x olmasi anlamina
gelir. f
fonksiyonu siirekli oldugundan siireklilik tanimina gore t — x i¢in |f(t) — f(x)| = 0

oldugundan ispat aciktir.

vi.  w(f;9d) ifadesinde § = |t — x| segilirse

w(filt—x[) = sup [f(©) = f(x)]

x€[a,b]

elde edilir. O halde |f(t) — f(x)|” lerin supremumu w(f; [t — x|) olacagindan ispat

asikardir.
vii.  (vi) 6zelliginden
|t — x|
lf@)—f|<w f;TS

yazilabilir. Bu esitsizlikte (iv) 6zelligi kullanilirsa

[t — x|

If(t)—f(X)IS< +1>w(f;5)

bulunur. Ispat tamamlanur.

Tanmm 2.10. (Tam Siireklilik Modiilii) D = [a.b] X [c,d] € R? smirli bdlge ve
C(D) :={f|If:D - R,V(x,y) € D igin f stirekli} olmak tizere her f € C(D) ve § >

0 icin
w(f;6) = sup {If(t,s) = f(x,¥);t,x € [a,b],s,y € [c,d]}
J(t=x)2+(s—y)2<8
veya

@(f;01,82) = sup {Ift,s) = fx,y);it,x € [a,b],s,y € [c,d]}

t—xls 1
[s-y|<é2

fonksiyonuna f fonksiyonunun D bolgesi lizerindeki tam siireklilik modiilii denir.

Burada 6 € (0,\/(b —a)?+(d- c)Z) dir [Anastassiou ve Gal, 2000].
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3. IKi DEGISKENLIi BERNSTEIN KANTOROVICH OPERATORU

Iki degiskenli Bernstein Kantorovich operatorlerini 2009 yilinda Pop ve Farcas

asagidaki sekilde tanimlamistir.

L,([0,1] x [0,1]) aguliklh uzayinda n €N, f € L,;([0,1] X [0,1]), K,: L1([0,1] X

[0,1]) = C([0,1] x [0,1]) ve (x,y) €[0,1] i¢in

j+1 k+1

- n+l1 n+1

Kafix,y) = (0 + 17 ZZ prsCon) [ [ fs)dras,
k=0 gk

n+1 n+1

seklinde verilir [Pop ve Farcas, 2009]. Burada,

ny m—k . .
Pricj (%, y) = (k) ( j ) xkyl(1—x -y

dir.
Lemma 3.1. K,,(f; x,y) operatorii i¢in,

i) K,(L;x,y)=1,

.. 2nx+1
ID Rﬁ(tix,Y) ::E%E%ES!
. 2yn+1
iii) K,(s;x,y) = TCYEN,

3x°n(n—-1)+6nx+1
3(n+1)2 !

V) Ku(t%x,y) =

3y?n(n—-1)+6ny+1

V) Ka(s%Hxy) =

3(n+1)2
dir.
Ispat
i) f(t,s) =1ig¢in,
J+1 k+1
n n-k n+1 n+1
Ka(Lx)) = (it DY D Dy () f j dds
k=0 j=0
n+1 n+1
n ne
z Z n,k,j(x:y) =1
k=0 :

11



olarak elde edilir.

i) f(t,s) =tigin,

J+1 k+1
n n-k n+l n+1
K(txy)—(n+1)222pnk](xy) f f t dtds
k=0 j=0
n+1 n+1
n n-k

1
= mz Z Pnkj(x,y) 2k +1)

k=0 j=0
1 n n—k k
s (S50 (7
=— ( ) x“yJ(1—x
2(n+1) e k )i
n n—-k
— y)n—k-Jj ,
y) 2k Z(n +1) z Prk,j (%, )
k=0 j=0
1 Sk
s (25, a3 S
o O NAEIEEETES ) s

2(n+ 1) 2

M= I

(n— k)l(k D! k(l_x)n_kJrl)

3 B
»—\»—\

k+1(1___x)n—k—1_+ 1

2(n+1) (2 i (n - —1)'k'

k=0
n-1 ( 1)
nn —
) k+1 1— n—k—1 1
2(n+1) Litn—k D A0 +
_2nx+1
2(n+1)

olarak elde edilir.

i) f(t,s) = s i¢in,

j+1 k+1
n n-k n+i n+1
KaCsin) =t 2 ) Y pise) [ [ s deds
k=0 j=0 j k
n+1 n+1

12



n—k

2(n+1)i (n.k>xy1(1—x—y)nk1(2]

k=0]=0

+1)
n—k

_ 1 o j(n—k)! . i
_2(n+1);2(k)xkj=omy1(l—x—y) k=g

+
n+1

-0
2(n+1)z L= k= PIG - D1 VA =x=y) .

+
n+1

n n-k—1

1 n : (n — k)! ._
=z(n+1);2(k)x" Z —k—j—DIJ! Y1 —x

J=0

—_ y)n_k—j—l +

n+1
2yn+1
“2(n+ 1)
olarak elde edilir.

iv) f(t,s) = t?igin,

j+1 k+1
n n-k n+1 n+1

K,(t%x,y) = (n+ 1)22 Z Pk, (X, ¥) J f t? dtds
.k

o

n+1 n+1

n n—k

1
= mz Z Pk, (6, ¥)(3k? + 3k + 1)

k=0 j=0

n-k n n—-k

n
3(n +1)2 Z 3k Pnej (6, y) + Z Z 3kpnk,j(x,¥)
k=0 j=0

k=0 j=0

n n-k

+ mz Z Pr (%, ¥)
k=0 j=0
3(n +1)2 (Zn: 3k2x* (1 —x)" 7k + Z () 3k (1 =0 + 1)

k=0

13



1 - n!
= _3(7’1 + 1)2 (;ms’czxk(l - x)n—k>

1 - n! )
+ 3(n +1)2 (,Z:‘) (n—Ik)'k! Sk (1 ="+ 1)

1 n! B
3Dy (;(n—k)!(k—l)!3kxk(1_x) “+ 3nx

n—-1
B ﬁ (k=0( - kn—! D 3k + DA =) A 6nx + 4)
1 Ny 1 k xk+1(1 n—k-1
3(n+1)2<k=0(n—k—1)!k!3 2 (1=x)
Y n et n—-k-1
+k0( _ —1)'k' (1-x) +3nx+1>

n—1

3(n 3(n+ 1)? <Z (n—k— 1)l (k —1)! 3 (1 — )" + 6nx + 1)

;_\

n-2

1 n!
( 3xM2(1 —x)"* 2 + 9nx + 4)

- 2 — k= 2)k!
3(n+1)* \ & (n—k—2)!k!

_3x*n(n—1) + 6nx + 1
B 3(n+ 1)?

olarak bulunur.

Lemma 3.2. K,,(f; x, y) operatorii igin,
i) lim Ky (6x,y) = x
i) lim Kn(s;%,y) =y
iii) lim K,(t% x,y) = x?
V) lim k(%) = 7

limitleri gergeklenir.

14



4. BERNSTEIN OPERATORUNUN USTEL FORMU

Bernstein operatoriiniin iistel formu [Aral ve ark., 2018] tarafindan,
x € [0,1], f € C[0,1] ve n € N igin,

n

6/ ) = Gl = Y & G (aa )7 (),

k=0

seklinde tanimlanmustir. Esitlikte verilen p,, (an (x)) ifadesi

Pi(an@) = (1) (6 @) (1 = @)™

dir. Burada

eax/n -1
an(x) = ea/n_q1

dir.
Aral ve arkadaslar1 [Aral ve ark., 2018] Bernstein operatdriiniin iistel formu ile klasik

Bernstein operatoriinii

Gnf () = expa()Bn (- ()

expq(x)

olarak iligkilendirmislerdir ve burada tistel fonksiyon exp,(x) = e** dir.
Lemma 4.1. G,,(f; x) operatorii i¢in
a ax\ n
i G,(1;x) =ed D (ez +1— e?) ,

i.  Gpe*;x) =e*,

iii.  G,(e?%;x) = e?**,

; 3at a(x+1) ax a n
iv. Gp(e’®;x) =e%™|le n +en —en),

a(x+2) a(x+1) ax a 2a

n
V.  Gu(e*¥tx) =e“x(e n +e n +eT—eﬁ—eY>

esitlikleri gerceklesir.
Ispat

I.  f(t) =1igin,

15



n

61 = Y e 0 p(a,00)
k=0

= e_“(%_x) (:) (an(x))k(l — an(x))n_k

k=0

e ) (M) (ane ™) (1 - an)" ™

k=0

= e <an(x)e_% +1-— an(x)>

a n

= e (an(x) (e_ﬁ — 1) + 1)

olarak elde edilir.
ii. f(t) =e*olsun,

G,(e®: x) = e®* e%‘ke%k (a,(x))
n ) pn,k n
k=0

— oS (o)
k=0

= X

olarak elde edilir.

iii. f(t) =e?* olsun,

n
G 2 at. — pax %“k %
n(e?%x) = e en en pn(a,(x))
k=0
n

oS s 0n)

k=0

16



= g™ z an(x)en (1 — an(x))n_k

n

Il
Q
Q
®
N

a,(x) (eﬁ - 1) + 1)

% n
en —1 a

— e | [ £ (en—1)+1
en—1

olarak elde edilir.
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5. BERNSTEIN KANTOROVICH OPERATORUNUN USTEL FORMU
Bernstein Kantorovich operatoriiniin istel formu [Aral ve ark., 2019] tarafindan,
neN,a,u>0 vex € [0,1], K,:C[0,1] - [0,1], f € C[0,1] igin

Ko (f; %) = app () (n

k+1
n n+1
n n—k
+ 1Y (1) (@nn () (1 = ana )™ [ er(ode
k=0 k
n+1
ux+1
! u e n+1 . oy
olarak tanitildi. Burada a;,,; (x) = ———— ile verilir.

n+1 eﬂ/n+1_1

Lemma5.1. K,(f; x) operatérii igin

. . px-m-1) _td _px N7
. K,(1;x) =e n+t1 eH¥ (en+1 + 1 — en+1 ) ’
. - eux/(n+1)
i.  K,(et;x) =21 ehx,

n+1 (em_l)

iii.  K,(e?;x) = e?H,
p X ux u ux)n

~ o B Kx _H L BX
iv. Kn(e3“t; x) = % e v (1 + en+1) (—en+1 + enti 4 en+i nr1

_ 1 s w2
v. K,(e*;x) = 3 et et (1 + en+1 + en+1)

U 2u px 2 | px B px \™
X | —en+1 — en+1 4+ en+1 4+ en+1 n+i14en+1 n+1

esitlikleri saglanir.

Ispat
i. f(t,s) =1igin,

K,(1;x) = apy, () (n

41
n n+1
+ 1t Y () @@ (1= ana @) [ erae
k=
’ Rt

19



= Apyq () (n

+ Dt Y (1) (@na () (1 = @y ()" en

u(x—1)
= e n+t1 e#
u(x—n-1)
=e n+t1 e
bulunur.
ii.  f(ts)=e

K,(e*t; x) = a),

= aps1 () (n
+ et Z (:) (an+1(x) )k(l
k=0

—u(k+1) —uk
e n+l — en+l

—u

—ap41 (x))n_k

n
—uk

k=0

. Z (Z) (an+1(x)e_nﬂ?)k (1- an+1(x))n_k

s px T
ux (€n+1 + 1 — en+1 )
1¢in,

+1 (%)

X (n
+ Derr > (1) (@nn (041
k=0 kLi
— G ()|t
a,.q(x ) Lfl

n

= apy1 () Z (Z) (an41(x) )k(l - an+1(x))n—k

U

k=0

hx/(n+1)
eh*

:n+1(e%_1)

elde edilir.

20
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iii. f(t,s) = e** igin,

Ky (e x) = apyy () (n + 1)

et
n n+1
n -k
x et ) (1) @ @)1 = ana )™ [ etae
k=0 k
n+1
= a1 ()(n+ 1)
n u(k+1) k.
n x| e nt1 —en+1
x et 3 (1) (@na ()1 = anen ()"
k=0 K
= ap () +1)
< k [ enri—1
n —k Mk [ en+l —
x e > () (@nen(04(1 = anes ()" eiT | ———
k=0 K

= ehx/(n+1)oux zn: (:) (an+1(x) e%)k (1

k=0

- an+1(x))n_k

— e2ux

olup, ispat tamamlanir.
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6. IKi DEGISKENLI BERNSTEIN OPERATORLERININ USTEL FORMU
Iki degiskenli Bernstein operatorlerinin iistel formu [Aral ve ark., 2021] tarafindan
Sep ={(x,y) ER%x,y 2 0,1 (a,x) + 1, (B,y) <1} ve her neN , @, > 0 ve

C(Sap) i¢in

=

n—

Brf(xy) = Z £ () pificen)

k=0 1=0

seklinde tanimlanmustir. Esitlikte verilen pz”f' ;(x, y) ifadesi

pefiey) = () (7 ) e kB A = r(@ ) = m(B v
dir.
Burada 0 < r;,(a,x) < x ve 0 < 1, (B, y) < y dir. «a,f > 0 sabit reel parametreleri
olmak {izere iistel fonksiyon exp (tl, t,) = e'*1 4 eJBt2 geklinde ifade edilmistir.
Lemma6.1. a, B € (0,0) ve n > 1 igin B*? f(x,y) operatoriiniin momentleri
i. B, ﬁexpof(x y) =
ii. Baﬁexplf(x y) =e”

iii. B“ﬁexpof(x y) = eP?,

N—
~
®
=[8
|
—_
N——
+
—_
S

iv. Bﬁexpzf(xy)—<( +1

N——
/N
®
=
S
I
—_
N———
+
—_
3

B
V. By expoz(xy)—<( n+41

seklinde elde edilmistir.
Ispat

I. B“ﬁ(exp00 3 X, y) ,‘f’ﬁ(l;x, y) oldugundan

Baﬂ(expoo, ,y)
n—k

B Z i rn(“ )1 (B, ) (1 = 1 (@, %)

k=0 l=0

— (B, Y

23



i (Z) (e, )*(1 =1, (a, x))n_k
=0

—(n(a x)+1—1n(a, x))

dir.

ii. BYF (expf 'f ; X, y) ®F (eat; x,v) oldugundan

n “ k _
et St e
k=0

n
a

= ( nr(a,x) + 1 —nr(a, x)) = <(Tn(a,x)) (e% = 1) + 1)

dir.

iii. B,‘f’ﬁ(expgff;x, y) = B*F (es; x, ) oldugundan

n n-k l

Bt (expiliny) = ) () m@n* Y (") <e§rn<ﬁ, y))
k=0 =0

n—k-l1

x (1= t(a, %) = 1(8,3))

L B n—k
= > () m@n (eﬁrn(ﬁ,y) +1 -1y (ax) - rn(ﬂ.y)>
(rn(a x)+1—nr(a,x)+ eﬁrn(ﬁ y) — Tn(ﬁ,y)>

ﬁ n
<1 +enn(B,y) — Tn(ﬁ,Y)>
= ehY
dir.
iv. Baﬁ(expzf,x y) aﬁ(ezat x,v) oldugundan

n

2a k
B‘w(exp20 P X, y = Z (eTrn(a, x)) (1 —1,(a, x))n_k

=0

24



=< ZTa w(a,x) +1—1n(a, x))

((rn(a x)) ( n — 1) + 1)"
= (e%(x"'l) + e%x — e%)n

a a a\n
elde edilir. Burada lim (eﬁ(x“) + en* — eﬁ) = e2ax (jr,

n—-oo

V. Bj ﬁ(expoz P X, y) BY* (e2Ps; x,y) oldugundan

n n-k l
B,f””(expgf; X, y) = Z (Z) 1 (a, x)* Z (n ? k) <€¥Tn(ﬁ, y))
k=0 =0

n—k-l1

X (1 =m(a,x) —1(8,y)

I
NgE

B n-k
() e, 0¥ (e%rn(ﬁ,w + 17 x) — (B, y))

k=

o

/N

Ra(@x) +en Tn(ﬁ y)+1—=m(a,x) - Tn(IB'Y)>

28 n
= <eTrn(,B'y) +1- Tn(ﬁt}’))

<(rn(ﬁ y)(en —1)+ 1)n

B B B\"
=( (Y+1) + en y eﬁ)

B B B\™
elde edilir. Burada lim (ei(y“) +en” — en) = e2B¥ dir.

n—-oo
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7. iKi DEGISKENLiI BERNSTEIN KANTOROVICH OPERATORLERININ
USTEL FORMU

Bu boliimde, iki degiskenli Bernstein Kantorovich operatoriiniin iistel formu ve

yaklasim ozellikleri verilecektir.
Iki degiskenli Bernstein Kantorovich operatériiniin iistel formu,
Sep ={(x,y) ER%x,y 2 0,a,(a,x) + a,(B,y) <1} c S,n € Nvea, B > 0 igin

REP(fix,y) = apr (@ X) a1 (B, y) (0 + 1)2

k+1 j+1
n n-k n+1l n+1
xS pui(ana @D ana @) [ [ eI rs) dsde
k=0 j=0 ko

S
+
=
S
+
[N

olarak tanimlanir. Esitlikte verilen

pn,k,j (an+1(a' X), an+1(ﬁi y))
= (") @nn@0) @)

k
n—k—j
X (1 r an+1(a' x) - an+1(ﬁ' y))
ve
et —1 eﬁy/n+1 -1
an1(@0) =, anaa(B) = 5 ——
e /n+t1 —1 e nv1—1
ax/ ﬁY/
, ae /n+1 , ﬁe n+1 — 1
antq1(a,x) ve ani1(B,y) =

= a
(n+ 1) (e /nr1 —1) (n+1)(e /nt1 — 1)
seklindedir. Burada iistel fonksiyon expff ]'.ﬁ (t,s) = e'* + eJPs olarak tanimlanr.

Lemma7.1.x,y € ([0,1] x [0,1]) icin K (f; x, ¥) operatériinde asagidaki esitlikler

saglanir:

 —ap (ax+py)n+2)-a-p ( -a ax =B By
i K,"(Lxy) =e n+1 en+1 (1 — en+1) + en+1 (1 —en+1 +

27



n+1

ii. aﬁ(e“t x,y) = 1 — en+1 + en+1

(ax+ﬁy) (n+2)-pB <

(en+1 1)(n+1)

)
)

. e (ax+By)(n+2)—f
iv. (eZat X,y)=e n+1 en+1 — en+1 en+1 — 1

(ax+ﬁy)(n+2) a
~ n+1
iii.  KXF(efs;xy) = <

— en+1 + en+1 )
(en+1 1)(n+1)

> (ax+By)(n+2)-a [ By —a
V. Kg'ﬁ(eZﬁS; X, y) =e n+1 <en+1 — en+1 en+1 _ 1 )

ax+By—p

Vi ReP(edtxy) = %(em + 1) e nr1 e@X+BY (en+1 (enﬂ n 1)

=B ( By _a\"
en+1 <en+1 - 1) — en+1) ,

. a:[)’ 2a ax+py—pB ax 2a
vii. (e**t; x,y) = (1 +enii 4 en+1) n+r e *+hy en+1(

a a a -B By "
em+1)—em(em+1)—em(em—1) ,

ax+pLy
afe n+1 eax+By

(n+1)2(e%—1><e%—1>.

viii. aﬁ(eat+ﬁs

xy)—

ispat R (f; x,y) operatdriinde
i.  f(t,s) =1igin
Ry’ (5x,)

af en+1i en+1

= (n+ 1)2e™+hy
2 [24
(n+1) (en+1 - 1) (9% — 1)

n n-k

X z z Pn,k,j(an+1(a, x), an+1(ﬁ,y)) f f e~ MBS dsdt
k=0 kg

j=0
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(e — 1) (e — 1)

B any1 (@, X) a1 (B,y) (0 + 1)2e@*HFY

n—k

) z () (e 0e77) ("7 ) (anas, y)ei—ﬁ>j

k=0 0

-
Il

x (1= i (@ 2) = Qs B )"

(eﬁf%——1)<eﬁ¥%——1)

= B Ans1(@, x)ane1(B,y)(n

+ 1)Zeax+ﬁy

n

X 2 (Z) (an+1(a, X)em)k <an+1([>’, y)en__f1 +1

k=0
n-k
— ans1(@,x) — any1 (B, y))

ax—a+pBy—B - ax—a - By—-pB n
=e n+1 edX+By (en+1 —en+l 4+ en+l —e n+tl + 1)

bulunur.
i. f(t,s) =e%icin
KEP (e x,y)

= ap (@, x)an, (B, y)(n+ 1)2e™>+Fy

n n—k

<2 2 (") @) ()
k=0 j=0
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elde edilir.
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