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P- KONVEKS VE S-P- KONVEKS FONKSIYONLAR ICiN YENI
INTEGRAL ESITSIiZLIKLERI

OZET

Bu tezde, p-konveks ve ikinci anlamda s-p-konveks fonksiyonlar ile iliskin teoremler
ve sonuclar verildi. Birinci boliimde esitsizlik teorisi, konveks fonksiyonlarin tarihsel
gelisimi ve konvekslik teorisine iligkin bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde, tez icin ge-
rekli olan temel kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmis olup; ayn1 zamanda konveks
fonksiyonlarin siniflar1 arasindaki iliskilere de yer verilmistir. Uciincii boliimde, tezin
bulgular boliimiine fikir veren lemma ve teoremler yer almaktadir. Dordiincii boliimde,
p-konveks ve ikinci anlamda s-p-konveks fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler verilerek
sonuclar elde edilmistir. Calismada elde edilen esitsizliklerin literatiir ile Ortiistiigi
gosterilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: P-Konveks Fonksiyon, Ikinci Anlamda S-P- Konveks Fonksiyon,
Integral Esitsizligi, Hipergeometrik Fonksiyon, Beta Fonksiyonu



NEW INTEGRAL INEQUALITIES FOR P-CONVEX AND S-P-
CONVEX FUNCTIONS

SUMMARY

In this thesis, theorems and results related to p-convex and s-p-functions in the second
sense are given. In the first chapter, inequality theory, historical development of convex
functions and convexity theory are given. In the second chapter, the basic concepts,
definitions, and theorems necessary for the thesis have been provided, and the relati-
onships among the classes of convex functions are also addressed. In the third chapter,
lemmas and theorems that give ideas for the results section of the thesis are given. In
the fourth chapter, new inequalities for p-convex and s-p-convex functions in the second
sense are given and results are obtained. It is shown that the inequalities obtained in the
study coincide with the literature.

Keywords: P-Convex Function, S-P-Convex Function In The Second Sense, Integral
Inequality, Hypergeometric Function, Beta Function
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BOLUM 1. GIRIS

Matematikte esitsizlik, iki veya daha fazla matematiksel ifadenin karsilastirilmasiyla
elde edilen bir iligkidir. Esitsizlikler, esitlik olmadigin1 veya iki degerin birbirine gore
durumlarini belirten matematiksel ifadelerdir. Genellikle "<" (kiigiiktiir), ">" (biiyiik-
tiir), "<" (kiiciik esittir), ">" (bliyiik esittir) gibi sembollerle ifade edilirler. Matematik-
sel esitsizliklerin matematigin ¢esitli dallarindan yaninda fiziksel bilimler miihendislik
ve diger alanlardaki gelismelere faydasi son yillarda iyice ortaya ¢ikmistir. Yirminci
yiizy1l matematigi, matematiksel esitsizliklerin giiclinii kesfetti ve bu da cok sayida
yeni sonug¢ ve problemin yan1 sira matematigin yeni alanlarinin ortaya ¢ikmasina zemin
hazirladi. Bu gelismelerin ardindan sadece yeni bir matematik degil, ayn1 zamanda yeni
bir bakis agis1 ve bununla birlikte zor goriinen sonuglarin basit yeni kanitlar1 da ortaya

konmustur.

Esitsizlik teorisi, matematiksel analiz ve ¢esitli uygulamalarin etkileyen bircok calis-
maya konu olmus ve bu alanda bircok 6nemli eser kaleme alinmistir. Bu eserlerin ilki
ve temel kaynak kabul edilen 1934 yilinda yayinlanan Hardy, Littlewood ve Pélya’nin "
Inequalities " kitabidir [10]. Bu kitapta okuyucular ¢ok ¢esitli klasik ve yeni esitsizlikler,
problemler, sonuglar, ispat yontemleri ve uygulamalar bulabilirler. E. F. Beckenbach ve
R. Bellman, 1934-1960 yillar1 arasinda yapilan bir¢ok yeni esitsizlik ¢alismasini der-
leyerek "Inequalities" adl1 eseri kaleme aldilar [6]. Ardindan, 1970 yilinda Mitrinovic,
tiim yeni esitsizlikleri "Analytic Inequalities" adl1 kitapta topladi [19]. Bu ¢aligmalarin

ardindan, 1993 yilinda Mitrinovié, Pecari¢ ve Fink, genel bir bakis acis1 sunan "Classi-



cal and New Inequalities in Analysis" adl1 kitab1 yayinladilar [20]. Bu kitaplar, bircok
matematik¢i lizerinde etki birakmis ve daha sonraki zamanlarda bu alanda pek ¢ok

arastirma gerceklestirilmistir.

Son yillarda, matematiksel esitsizlikler iizerine 6nemli calismalar yapan arastirmacilar
arasinda Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham ve Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar
bulunmaktadir. Bu arastirmacilar, esitsizlik konusunun hem teorik hem de uygulamali
yonlerini kapsayan cesitli kitaplar, makaleler yaymlamiglardir. Bu ¢aligmalar, matema-
tiksel esitsizliklerin derinlemesine anlasilmasi ve ¢esitli bilim dallarinda kullanilmas1

icin Onemli bir katki saglamaktadir.

Esitsizlik teorisinin gelismesinde belirgin bir etkisi olan kavramlardan biri konveks
fonksiyonlar matematiksel analizin ve uygulamalarin temel taglarindan biridir. Bu fonk-
siyonlar, esitsizlik problemlerinin ¢oziimiinde ve matematiksel modellemelerde genis
bir kullanim alanina sahiptir, ayn1 zamanda bir¢ok alanda derinlemesine arastirmala-
riyla da dikkat ceker. Ornek olarak, tibbi olarak uygulanan tedavi planlamasinda ve sag-
lik verilerinin analizinde konveks optimizasyon teknikleri kullanilmaktadir. Endiistriyel
stirecler, iiretim ve lojistik, kaynak yonetimine ve verimliligin artirilmasina yardimci
olan konvekslik ilkelerine gore yonetilir. Malzeme biliminde yapilarin dayanikliliginin
degerlendirilmesinde, miihendislik projelerinde yapisal analizlerde ve mimari tasarim-
larda konvekslik prensipleri biiyiik 6nem tasir. Fiziksel sistemlerin modellenmesinde

ve optik alaninda konvekslik kavrami da 6nemli bir rol oynar.

Matematiksel konvekslik fikri antik Yunan’da bilinmekteydi. Oklid (MO 325-270),
Arsimet (MO 287-212), Pergali Apollonius (MO 262-190), Iskenderiyeli Heron (MS
10-70), Batlamyus (MS 100-160) ve diger matematikcilerin geometri ve optik iizerine

caligmalarinda mevcuttur. Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eski zamanlara dayan-



masina ragmen, modern anlamdaki baglangic1 genellikle 19. ylizyilin sonlar1 olarak
kabul edilebilir. "Konvekslik" kavramindan ilk olarak 1883 yilinda Charles Hermite
tarafindan bahsedilmesine ragmen konveks fonksiyonlarin sistemli olarak ¢alisilmasi
1905-1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile birlikte baglanmistir. A. W. Roberts ve D.
E. Varberg tarafindan 1973 yilinda kaleme alinan "Convex Functions" adli kitap [25],
konveks fonksiyonlari ayrintili bir sekilde ele almistir. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in
esitsizliklere iceren "Convex Functions: Inequalities” isimli kitap 1987 yilinda Pecari¢
tarafindan yayimlanmistir. Konveks fonksiyonlar ve ilgili esitsizlikler icin mevcut olan

diger kitaplar sunlardir: ([21], [24]).

Matematikgilerin, ¢alismalarim yiiriittiikleri bircok konvekslik tiirli vardir. Tezimizde
ele alacagimiz konulardan biri, p—konvekslik; digeri ise ikinci anlamda s — p— kon-

veksliktir.

Ik olarak p-konvekslik K. Zhang ve J. Wan tarafindan tanimlanmistir [28]. Bu tanim
p- konveks kiimeler iizerinde tanimlanmis fonksiyonlar1 kapsayan genel bir tanim-
dir. Belirli bir aralikta tanimlanmis fonksiyonlara odaklanan daha spesifik bir tanimi
Iscan tarafindan tarafindan yapilmustir [13]. Tezimizde Iscan tafarindan tanimlanan
p— konvekslik kullanilacaktir. p— konveksligi kullanarak Iscan arkadaslari tarafin-
dan Ostrowski , Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér tipi yeni esitsizlikler

olusturulmustur ([13], [14], [16]).

Bilal ve Khan , (s; r)-konvekslik kavramini kullanarak, Hermite-Hadamard esitsizligine

iligkin p-konveks fonksiyonlarla ilgili genellestirilmis sonuglar elde etmistir [7].

Sezer ve arkadaglar1 p-konveks fonksiyonlarin temel 6zellikleri ve bazi islemsel 6zel-

likleri sunmug ve farkli p degerleri i¢in p-konveks fonksiyonlar arasindaki iliskiler elde



etmistir [26].

Arshad ve Khan , 1.ve 2. tiirde s-p-konveksligi tanimlayarak 1.ve 2. tiirde s-p-konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipi esitsizliklerin p-konveksligi iizerine

genellestirmigtir [2].

Gauss-Jacobi tiirti genellestirilmis karekok formiilii, Esitlik (1.1)’de belirtilmigtir:

[ e sl = Y- By (1) + 9 tn
“ k=0

Burada belirli By, Y ve geriye kalan terim R, [w] degerleri igin gegerlidir [27].
Calismamizda (1.1) esitliginin sol tarafini kullanarak yeni integral esitsizligi olusturduk.

(1.1) esitsizliginin sol tarafin1 kullanarak yapilan bazi calismalar su sekildedir:

Liu ,mutlak degerin bir kuvveti p-konveks oldugunda fonksiyonlar i¢in
b
/ (x—a)? (b—x)9f(x)dx integralinin Euler Beta fonksiyonunu i¢eren bazi esitsizlikler

olusturmustur [18].

Iscan ve arkadaslart mutlak degerinin belirli kuvvetleri harmonik olarak konveks olan
b
fonksiyonlar kiimesi i¢in / (x—a)?(b—x)4 f(x)dx integralinin Euler Beta fonksiyonu
a

ve Hipergeometrik fonksiyonunu igeren bazi esitsizlikler olusturmustur [12].

Ozdemir ve arkadaslar1 (1.1)’in sol tarafina iliskin baz1 integral esitsizliklerini baz1

konvekslik tiirleri araciligiyla kurmuslardir [23].



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Temel Tanim ve Ozellikler
Tanim 2.1. Konveks Kiime: L bir lineer uzay ve G C L olmak iizere Vi, ¢ € G icin
H={veL:v=0x+(1-0)p, 0<6<1}CG

ise G kiimesi konveks kiime olarak adlandirihir. Eger v € H ise v=0sx+ (1—0)¢
esitligindeki s« ve ¢ ’nin katsayilari icin 6 4+ (1 — 0) = 1 bagintis1 daima saglanir.
Dolayisiyla konveks kiime taniminda 0, 1 — 0 ifadesi yerine 0 + ¢ = 1 kosulunu saglayan
ve negatif olmayan 6,q reel sayilarn se¢ilebilir. Geometrik bakimdan H kiimesi ug
noktalari s« ve ¢ olan bir dogru pargasidir. Dolayisiyla dogal olarak konveks kiime, bos

olmayan ve herhangi iki noktasimi birlestiren dogru pargasini iceren kiimedir [4].

/x
42

Sekil 2.1. Konveks Kiimeler

PLK

Sekil 2.2. Konveks Olmayan Kiimeler




Tamm 2.2. Konveks Fonksiyon: / bir R aralig1 olsun ve w : I — R bir fonksiyon olsun.

O zaman her 5, ¢ € I ve her 8 € [0, 1] i¢in

w(0x+(1-0)p) < Ow(sx)+(1—-0)w(p) (2.1)

esitsizligi saglaniyorsa, w konveks fonksiyon olarak adlandirilir. Eger (2.1)’deki esit-
sizlik sc # ¢ ve 6 € (0,1) i¢in kesin ise bu durumda w fonksiyonuna kesin konveks
fonksiyon denir. Eger (2.1)’deki esitsizlik tersine cevrilirse, w fonksiyonun konveks
oldugu soylenir. Eger tiim 3¢ # ¢ ve 6 € (0, 1) i¢in kesinse, o zaman w fonksiyonun

kesin konveks oldugu sdylenir [24].

b4 x+(1-60)¢ @

Sekil 2.3. Bir Araliktaki konveks fonksiyon

Geometrik anlamda 03¢+ (1 — 6)¢@ noktasinda, w fonksiyonunun egri iizerinde aldigi
deger, (s¢,w(5¢)) ve (¢, w(¢)) noktalarimi birlestiren dogru pargasinin iizerinde aldig1
degerden her zaman daha kiiciiktiir; yani bu iki noktay1 birlestiren kirig her zaman

egrinin [, @] arahiginda kalan kisminin istiindedir.

Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.

1. [ aralig1 tizerinde w fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi

w() —w(c)

x—C

bir ¢ € I olmak iizere fonksiyonu / araliginda artan olmasidir.



ii. w: (u,v) — R fonksiyonunun konveks olmast i¢in gerek ve yeter sart her ¢, >« € (u,v)
icin
W) —wic) = / " ¢(0)d6
¢
olacak bigimde bir g : (u,v) — R artan fonksiyonunun olmasidir.
iii. w diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, w fonksiyonunun konveks olmasi

icin gerek ve yeter sart w’ fonksiyonunun artan olmasidir.

iv.w”, (u,v) araligida olsun. Bu durumda w fonksiyonunun konveks olmast igin gerek
ve yeter sart W’ > 0 olmasidir.

v.w: (u,v) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her s € (u,v)
icin w fonksiyonunun en az bir destek dogrusuna sahip olmasidir. Yani V¢ € (u,v) igin
w(s2) 2w (50) + € (5 — )
esitsizliginin saglanmasidir. Bu esitsizlikte { degiskeni »¢y’a baghdir ve eger w’ var ise

C=w (30) yada w'_(300) # W, (509) ise § € [w'_ (300) , W/, (520)] dir.
vi.w: (u,v) — R fonksiyonunun konveks olmast i¢in gerek ve yeter sart; grafik iizerinde

secilen {i¢ ayr1 P, M, S noktalarin birlestiren kirigler icin
egimPM < egimPS < egimMS

esitsizliginin saglanmasidir [24].

Tamm 2.3. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): w, [ araliginda tanimli bir fonksiyon ve
1,20 de I ’da iki nokta olsun. O zaman

a. s > s igin w (522) > w(5¢1) oluyorsa w fonksiyonu /’da artandur,
b. 50y > 3 igin w (322) < w(5¢]) oluyorsa w fonksiyonu I’da azalandr,
C. 2 > s icin w(322) > w(3¢1) oluyorsa w fonksiyonu /’da azalmayandir,

d. 51, > 32 igin w(302) < w(3¢1) oluyorsa w fonksiyonu /’da artmayandir, denir [1].



Teorem 2.4. J acik bir aralik ve J C I olmak tizere w, I iizerinde siirekli ve J iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman

a. Her s € J icin w'(5¢) > 0 ise w fonksiyonu I'da artandur.

b. Her s € J icin w'(5¢) < 0 ise w fonksiyonu I'da azalandur,
c.Her 3 € J icin w'(3¢) > 0 ise w fonksiyonu I'da azalmayandur,

d. Her s € J icin w'(5¢) < 0 ise w fonksiyonu I'da artmayandir [1].
Asagida konveks fonksiyonlarin tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iligkiyi
iceren sonug ve teoremler verilmistir.

Sonug 2.5. w, g konveks fonksiyonlar ve g ayn1 zamanda artan ise g ow fonksiyonu

konvekstir [25].

Teorem 2.6. w : I — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise [ () ve f (s) var

ve bu fonksiyonlar I° 'de artandir (kesin artandir) [24].

Teorem 2.7. w fonksiyonu (u,v) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda w fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter sart w' ’nin artan

(kesin artan) olmasidir [24].

Teorem 2.8. w fonksiyonunun I acik araliginda ikinci tiirevi varsa, w fonksiyonunun

bu aralik iizerinde konveks (kesin konveks) olmasi icin gerek ve yeter sart » € I icin

w'(3¢) > (>)0
olmasidir [24].
Tamm 2.9. (Siireklilik): w: K CR — R, sy € K ve € > 0 verilmis olsun. Eger
€K ve |3— | < 0 igin [w(x) —w ()| < €

olacak sekilde bir 8 = 0 (&, 5¢) > 0 sayis1 varsa w fonksiyonu s ’da siireklidir denir

[S].



Tanmm 2.10. (Lipschitz Sart1): w : K C R — R fonksiyonu i¢in

w(se) —=w(@)| < M|>— 9|
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa, w fonksiyonu K kiimesinde Lipschitz sartini
sagliyor denir [6].

Sonug 2.11. w,K C R kiimesinde Lipschitz sartin1 sagliyorsa w, K kiimesinde diizgiin

sireklidir [5].

Tamm 2.12. (Diizgiin Siireklilik): w : K C R — R, 219 € K ve € > 0 verilmis olsun.
» € K ve | — 3| < § sartimu saglayan V|, 20 € K igin |w (5¢]) —w (312)| < € olacak

sekilde bir & > 0 sayis1 varsa w fonksiyonu K kiimesinde diizgiin siireklidir denir [5].
Teorem 2.13. Eger w fonksiyonu [u,v] araliginda konveks ise:

a. w, (u,v) araliginda siireklidir.

b. w, [u,v| araliginda stmirlidir [3].

Tanim 2.14. (Beta Fonksiyonu): sz, ¢ > 0 icin
(5¢,0) / 6*1(1— )40

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir [9].

Beta fonksiyonunun
i B(+1,0) = ——B(,9) € (0,%0)
* % 7(p _%+(P %7(p7 %7(1) )
1
ii. B(1,0) = —
B(1,9) o

1 9%
i Bl ) = [ 07 (1-0) a0 = [ x>0



T(T(e)

, ,0>0
Tt °

iV’ ﬁ (%7 (p) =
V- B(>,0) = B9, %)
kosullar1 sagladig1 kolayca goriilebilir [15].

Tanim 2.15. (Hipergeometrik Fonksiyon): ¢ > v > 0,|z| < 1 i¢in,

_
B(v,c—v)

1
2Fi(u,v;e52) = / 6" '(1-0)""1(1-20)""d6
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Hipergeometrik fonksiyon denir [17].

Tanim 2.16. (Harmonik Konveks Fonksiyon): / gercel sayilar kiimesindeki bir aralik

olsun. w : I — R fonksiyonu harmonik konveks ise , her s, € I ve € [0, 1] i¢in

%@
W(9%+(1—9)(p

) < Ow(@)+ (1 —0)w(x) (2.2)

esitsizligi saglanir. Eger (2.2) esitsizligi tersine cevrilirse, w fonksiyonuna harmonik

konkav denir [11].

Tanim 2.17. (Gauss-Jacobi Tiirii Genellestirilmis Karekok Formiilii): Gauss-Jacobi

tiirli genellestirilmis karekok formiilli, asagidaki formiille verilir:

/uv(%— u)? (v —20)w()ds» = kion’kW (V) + R [w]

Burada belirli B, «, ¥ ve artakalan terim R,,[w] degerleri i¢in gecerlidir [27].

2.2. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflar1 ve Temel Tamimlar

Tanim 2.18. (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f : R(J{ — RvelO<s<1

olsun. o + 8 = 1 olmak iizere her u,v € RJ ve her &, 8 > 0 i¢in

w(ou+ Bv) < a*w(u)+ Bw(v)

10



esitsizligi saglaniyorsa w fonksiyonuna ikinci anlamda s—konveks fonksiyon denir [8].

Tanim 2.19. (p- konvekslik): / C (0,0) gercek bir aralik ve p € R\ {0} olsun. Eger

her s, ¢ € I ve 6 € [0, 1] igin
w (1057 + (1 0)9"]'/7) < Bw(s¢) + (1 - 0)w(g)

esitsizligi saglaniyorsa w : [ — R fonksiyonuna p — konveks fonksiyon denir [13].
Tanim 2.19’da I C (0,0) olmak iizere p = 1 almdiginda p— konvekslik klasik kon-
vekslige, p = —1 alindiginda konvekslik p— konvekslik harmonik konvekslige indir-

gendir.

Tamm 2.20. (ikinci anlamda s-p-konvekslik): s € [0,1] ve p € R\ {0} olsun. w: I C

(0,00) — [0,0) fonksiyonu, eger her s, € I ve 8 € [0, 1] i¢in
1 , s
w ([0 + (1-0)9717) < O'w(>0) + (1-6)"w(p),

esitsizligi saglaniyorsa, ikinci anlamda s — p— konveks fonksiyonu olarak adlandirilir
[2]. Tanim 2.20 °de I C (0,0) olmak iizere p =1 ve s =1 alinir ise konvekslik tanimi,
p = —1 ve s =1 alinir ise harmonik konvekslik tanimi, p = 1 alinirsa ikinci anlamda

s— konvenksligin tanimi, s = 1 alinir ise p— konveksligin tanimi elde edilir.
2.3. Baza Onemli Esitsizlikler
Teorem 2.21. (Ucgen Egsitsizligi): Her s, ¢ reel sayilart icin

L+ o < ||+ o],
ii. ||| =@l <[>+ 9|,

iii.|xl+---+xn| §|X1|+---+|xn|

11



esitsizlikleri saglanir [20].

Teorem 2.22. (Ucgen Egitsizliginin Integral Versiyonu): w,[u,v] arahginda tamml

reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

/M Vw(%)d%' < / CwG)ldxe (u<v)

esitsizligi gecerlidir [20].

Teorem 2.23. (Integrallenebilir Fonksiyonlar icin Holder Esitsizligi): w ve h fonksi-
1 1
yonlar [u,v] aralginda tamimli reel degerli fonksiyonlar, ® > 1 ve P + — =1 olsun.

Eger |w|® ve |h|" fonksiyonlart [u,v] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise bu

takdirde

[ wtnGatae< ([ i “’d%)l/w ( /uvwhw)r”d%)l/n

esitsizligi saglanir [20].

Sonug 2.24. (Power Mean Esitsizligi): w ve h fonksiyonlari [u,v] arahiginda tanimli
ve integrallenebilir iki fonksiyon olsun. Eger n > 1 i¢in |w| ve |h|" fonksiyonlari [u, v]

araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise bu takdirde

[ WGt < ( [ weala) o ( /uvrww)r\h(%)Wd%)’%

esitsizligi saglanir [20].
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Harmonik Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Yeni integral Esitsizlikleri

Bu boliimde, mutlak degerinin belirli kuvvetleri harmonik olarak konveks olan fonk-
siyonlar sinif1 i¢in / v(% —u)® (v — 3¢)"w(¢)d integralinin Euler Beta fonksiyonu
u

ve Hipergeometrik fonksiyonunu igeren bazi teoremlere yer verilmistir. Bu boliimde
verilen sonuglar Iscan I. ve arkadaslarinin [12] calismasindan alinmustir.

Asagidaki lemma, harmonik konveks fonksiyonlarla ilgili baz1 yeni integral esitsizlik-
lerinin bulunmasinda kullanilacaktir.

Lemma 3.1. w: [u,v] C (0,00) — R, w € L[u,v] 6zelligini saglayan bir fonksiyon olsun

ve ®,M > 0 i¢in

/uv(%— w)®(v—3)"w(s)ds

1o?(1—-6)" [ uv
_ o+l n+l/  No+n+1
=u®" VT (v—u) /0 —Ag’+n+2 W(A—0>d9

esitligi saglanir. Burada Ag = Ou+ (1 — 6)v seklindedir. Lemma 3.1°de @ = n alinirsa,

/uv(%—u)w(v—%)ww(%)d%
= ()@ (v — u)20+! /] Mw (uv) 46

0 AXT? Ag

esitligi gecerlidir.

Ispat. Degisken degistirilerek istenen sonug kolayca elde edilir. [
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Teorem 3.2. w: [u,v] C (0,00) — R, w € L[u,v] olan bir fonksiyon olsun. Eger w, [u,V|

lizerinde harmonik olarak konveks ve @,n > 0 ise

/uv(%— w)?®(v—)Mw(s)d s
< (3)“’“ (v—u) @0+ [w(u)ﬁ(w+1,n 1 2)F (a)+n 12,0+ obn 31— %)

1%

+w(v)B(@+2,1+ 1)2F (w+n+2,w+2;w+n+3;1—%)}
3.1)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Ag = 0u-+(1—0)volsun. w, [u,v] iizerinde harmonik konveks oldugundan, her

0 € [0, 1] i¢in lemma 3.1 kullanilirsa

/uv(%— w)®(v—2)"w(s¢)ds

o1, n+1 otni1 (1 0C(1—6)T
<@ (p— )@ —— [ow(v)+ (1 —0)w(u)|dO (3.2)
0 A0+I+2
0
1 Qw(l_e)n-i-l 1 9a)+1(1 _9)17
_ 0+l n+l/  No+n+l
=u®"V1 (v —u) [w(u)/o —Ag’+n+2 d9+w(v)/0 —Ag’+”+2 de

esitsizligi elde edilir.

(3.2)°de

teo(1 o) o+ 1,n+2)
/0 Aa)+n+2 o pO+N+2

u
2 F (a)+n+2,a)+1;w+n+3;1—;>
0

(3.3)

A%~

teeri(1-6)1 o plo+2n+1)
/0 Aw+n+2 - pO+N+2

u
JF)| <w+n+2,w+2;w+n+3;1—;>.
0

(3.4)
(3.3) ve (3.4) esitlikleri (3.2) esitsizliginde yerine konuldugunda, gerekli sonug elde

edilir. Ispat tamamlanur. O
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Sonug 3.3. Teorem 3.1°de @ = n alinirsa (3.1) esitsizligi

/uv(%— u)®(v—2)w(s)ds

w+1
< (E) v—u)* T B(w+1,0+2) [w(u)zFl (2w+2,a)+ 1:20+3;1— E)
1% 1%

+w(v)2Fi <2w+2,a)+2;2a)+3;1 _ E)}
1%

esitsizligine doniisiir.
Teorem 3.4. w: [u,v] C (0,00) = R, w € L[u,v] ve { > 1 olacak gekilde bir fonksiyon

olsun. Ayrica |w|® fonksiyonu [u,v] iizerinde harmonik konveks olsun ve ®,1 > 0 olsun.

Bu durumda

1%
/(%—M)w(v—%)”w(%)d%
U O+1 ... | PRy
< (;) (V—M) (ﬁ(w+1,n+2)2Fl ((1)—{—1‘,4—2’(1)—1—1,@4_1’_’_2,1_;))
X [lw(u)|5l3(a)+1,n+2)2F1 <w+n+2,w+1;w+n+3;1_%>
1/¢

+lwW)[*B(®+2,n+1)2F <w+n+2,w+2;w+n+3;1_%)}

3.5

esitsizligi saglantr.

Ispat. Ag = 0u-+(1—0)volsun. |w|°, [u,v] iizerinde harmonik konveks oldugundan,

her 6 € [0, 1] i¢in

uyv

¢
(5] <omIe+ (1= o)t
Ag
esitsizligi vardir. Lemma (3.1)’1 kullanilarak, power mean integral esitsizligi ile

/uv(%— w)?®(v—3¢)"w(s)ds

Lo®(1—o)n

o+1. n+l/,  No+n+1

SutT VT (v —u) / otn+2
0 AG

uy
() |40
1-1/¢
1go(1— @) 1go(1—g)n
< uw+lvn+1(v_u)a)+n+1 (/ —d9> (/ e S
>~ +n+2 +n+2
0 Ag’ n 0 Ag’ n

15
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1-1/¢
< UOFI Ly o+l (/] 6°(1 —8)’7d9> [/] 6°(1—6)"
0 0

Aceu+n+2 Ata)+n+2
x (Bw(v)[E+ (1= 0)w(w)| ) dr|

< (Z)M (v=u)® " (B -+ 1,n+1)2F (“’*’7“’“’“;“’”“;1_%>>H/C

< (W@ B+ 1,n+ 2R (0+n+2 0+ Lo+n+31-)

1/¢
Hw(v)[*B(@w+2,m+1)2F <w+n+2,w+2;w+n+3;1— ”)}

esitsizligi elde edilir.

Sonuc¢ 3.5. Teorem 3.4’te @ = n alinirsa (3.5) esitsizligi
\4
/ (e —u)®(v—13¢)°w(3¢)d
u

o+1 1-1/¢
< (E) (v— )2 B0+ 1,0 +2) (2F1 <2w+2,(o+ 1;20+2;1 —5))
v 1%

X [|w(u)|C2F1 <2m+2,m+1;2w+3;1—ﬁ)
1%

1/¢
HwO)SF <2w+2,w+2;2a)+3;1_ %)}

esitsizligine doniigiir.

Teorem 3.6. w : [u,v] C (0,00) — Rve { > 1 olmak iizere, w € L[u,v] ve |w|® fonksiyonu
[u,v] iizerinde harmonik konveks ve @,n > 0 ise,
v
/ (e —u)®(v—3¢)"w(s¢)d s (3.6)
u

1
<(4)" -werp (@b + 1,10)

19 uy ()l +wmE)
% oF, ((a)+n+2)19,a)19+1,(w+n)19+1,1—;)

2

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/{+1/9 =1 dir.
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Ispat. A, =ta+ (1—6)v olsun. Lemma 3.1, |w|’nin harmonik konveksligi ve Holder

integral esitsizligi kullanilirsa

/MV(%— w)?®(v—3)"w(s)ds

Lo®(1—)n

o+l n+l/, No+n+1

<utTVIT (v —u) /0 40T +2
0

1/%
19&)19(1_9)7119 1
< o+Ln+lo o yo+n+l / /
<uVT (v —u) (0 Agw+n+2)19 46 0

1/9 1/¢
19(1)19(1_9)7719 1
o+l o+ ¢ _ ¢
<u®TWTH (p— )@t (/0 AE;HHH)@ d@) (/o [9|W(V)‘ + (1= 0)[w(u)| }d@)

1
< ()" w1 @9 1,0 )

Vv

1/¢
x 2 F /P ((a)+n+2)197w19+1 (@+m)+1,1— ) (‘W( ),C;Mv”c)

elde edilir.

Sonug 3.7. Teorem 3.6’da @ = n alinirsa (3.6) esitsizligi

/(%—u —30)®w()d

1
< (G)(M (v—u)22 T B (B + 1, 00),F,® ((2w+2)19,a)19+ 1,200 +1,1 - %)
1
. (\w<u>\¢+\w(v>r¢) /C

2
esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.8. w: [u,v] C (0,00) = R, w € L[u,v| ve { > 1 olan bir fonksiyon olsun.

\w| "un [u,v] iizerinde harmonik konveks ve ®,1 > 0 ise

/uv(%— u)®(v—3¢)"w(s¢)d

o+1 ¢
<(3) =B @0+ Lno+1) |oF ((0+n+2)¢ 121 =) 'W(;”
1/
¢
oF, ((co+n+2)§ 2:3; 1—v) |W(2)| ]
(3.7
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esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1 /£ +1/9 = 1'dir.

Ispat. Ag = 6Ou~+ (1—6)v olsun. Lemma 3.1 , |w|* nin harmonik konveksligi ve Hol-

der integral esitsizligi kullanilirsa

/uv(%— u)®(v—3)"w(s)d

Lo®(1—0)n

o+l . n+l/  No+n+1

<uTVI (v —u) /O—ACDHHZ
0

()l

1 1/
< uw+lvn+l(v—u)w+n+l (/ ewﬂ(l_e)nﬁd9>
0

1
I 1 uy Cd@ e
% [)Agw+n+2)C "\ 4y

< u@TIIHL (y — ) ONHIBY B (41, 0 + 1)

( ¢ [OIw)I€ +(1— ) pw(a) ] )”C
x /0 a0

Aéw+n+z)g

[w(w)|®
2

1
< ()" -we B @0+ 1,00+ 1)

2F ((w+n+2)(§,1;2;1—%)

<

uy w17
+ 2 F] ((w+n+2)C72§3§1—;>T]

esitsizligi elde edilir. O
Sonug 3.9. Teorem 3.8’de @ = n alinirsa (3.7) esitsizligi

/uv(%— w)?®(v—3)°w(3)d

1
< (4" =P (@0 + 1,00 +1)

u

2F1 ((2w+2)§,1;2;1_;))w

2

u wlv C I/C
a1 (20 12230 - 1) O ]

esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.10. w: [u,v] C (0,00) — R, w € L[u,v] ve { > 1 saglayan bir fonksiyon olsun.

¢, [u,v] iizerinde harmonik konveks ve @,n > 0 ise

Eger |w
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/uv(%— u)®(v—3¢)"w(s¢)d s

1
< (E)GH' (v_u)w+n+12F]l/19 (((L)+n—|—2)ﬁ,1;2;1 _E) (3.8)

< [Bl@g + 1L+ 2w+ B(@g + 2L+ D]

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 =1 dir

Ispat. A; =ta+(1—0)volsun. Lemma 3.1 ve |w|c’n1n harmonik konveksligi kullani-

larak Holder integral esitsizligi ile

/MV(%— u)®(v—2)"w(se)ds

1go(1— @)

o+1, n+1 o+1+1

<uTT (v —w) /0 A0 TNT2
t

uy
— ) |d
W(!“t)‘ 0

1/9
1 1 1
o+l n+l/,  No+n+l 081 p\né
<u®WIH (v —u) (/0 A,(‘”"”Wde) (/09 (1—6)

uy C I/C

co+1
a)-HH—l 1/9 ey U
g( ) oF,; ((a)+n+2)19,1,2,1 v)
1/¢
x (/ 995 (1—9)"¢ [mw( )|C+<1—9)yw(u)\é] d@)
u w+1 u)O+n+1, 1/19 g U
< (V) ((a)+17+2)19,1,2,1 ;)
¢ gV
x [ﬁ<w4+1,nc+z>|w<u>| +B(0C+2,nL + Dlw(v)|*]
(3.9)
esitsizligi elde edilir. O

Sonug 3.11. Teorem 3.10°da, @ = n alinirsa (3.8) esitsizligi

/uv(%— u)?®(v—3¢)®w(s)ds

w+1
< <3> (v—u)z‘*’“zFf/*"(2(a>+1)19,1;2;1—5)
1%

1%

X [B(a)C—i— l,a)C+2)|w(u)]§ +B(@l+2, 08+ 1)|w(v)|ﬂ Ve

esitsizligine doniisiir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, mutlak degerinin belirli kuvvetleri p— konveks ve ikinci anlamda s —

v
p—konveks olan fonksiyonlar sinifi i¢in / (3P —uP)® (VP — 5P)" w(3¢)d > ve
u

/V (3P —uP)® (WP — 5P)" w(3)

%(C‘H‘n)P

d s integrallerinin Euler Beta fonksiyonu ve Hiper-
geometrik fonksiyon iceren bazi teoremlere ve sonuglara yer verilmistir. Asagidaki
lemmalar, p— konveks ve ikinci anlamda s — p— fonksiyonlarla ilgili baz1 yeni integral

esitsizliklerinin bulunmasinda kullanilacaktir.

Lemma 4.1. w: [u,v] C [0,00) — R, [u,v] aralifinda siirekli bir fonksiyon olsun.

w,n>0,p>0ise
v
/ (3¢ —ul)® (VP — 5") M w(5¢)d 5
u

do

(vp_up)w+n+1 /
B 0

1 (1-6)%0"w <(9u1’+(1—9)vl’)1/P> 4.1)
p )

(-1

(BuP +(1—06)vr) v
esitligi saglanir.

Ispat. 3= (OuP + (1 — Q)W )1/ P alinip degisken doniisiimii yapilarak istenilen sonug

elde edilir. n

Sonuc¢ 4.2. Lemma 4.1 ’de @ = n alinirsa (4.1) esitligi
12
/ (3P —ul)® (VP — 3P) w(s)d s
u

do

(vP _up)20)+1 /1 (1-0)°6% ((Qup—f— (1— 9)\/”)1/”)
B 0

(p=1)
P (Our+(1—0)wr) 7
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esitligine doniisiir.
Sonug¢ 4.3. Lemma 4.1 °de p = 1 alinirsa (4.1) esitligi bilinen (bkz.[23],64)

/MV(%— u)?®(v—3¢)"w(s¢)d

_ (v—u)@tn! /01 (1—6)°0Mw((6u+ (1— 60)v))d6

esitlige doniisiir.

Lemma 4.4. w: [u,v] C [0,00) — R, [u,v] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun.

w,n>0,p<0ise

/uv (3 —ul)® (W — 5") M w(s¢)d 2

19wﬂ—9Ww(wwq%1_9WQUﬂ (4.2)
de

(p=1)

(0vP + (1 — 0)up) 7

esitligi saglanir.

Ispat. = (6v 4+ (1—0)u? )1/ P alinip degisken doniisiimii yapilarak istenilen sonug

elde edilir. n

Sonug 4.5. Lemma 4.4 ’te @ = 1 alinirsa (4.2) esitligi

/uv (3P —ul)® (VP — 5) P w(s¢)d 5

1 69(1— 0)%w ((evp +(1— e)up)l/f’) .

p—1

B (Vp _ up)ZaH-l
p /0 (6vP + (1 —0)uP)

esitligine doniistir.
Sonuc¢ 4.6. Lemma 4.4 ’te p = —1 alinirsa (4.2) esitligi

109(1-0)"w <9u+(ulvfe)v

(Bu+(1—0)v)? 49

=
200+M uln—1yo—1

Vi(se—u)?(v—30)Tw(se u—y)otntl
/u( )P —7)Twis) , _ (w—v)®T /0

21



esitligine doniisiir.

Teorem 4.7. w : [u,v] C [0,00) — R, [u,v] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun.

®,n > 0,p > 0 olmak iizere w, [u,v] aralaginda p- konveks ise

/MV (3 —ul)? (VP — 5") T w(5¢)d 5

p—1 uP
< L— : -
< P {w(u)ﬁ(n+2,m+1)2F1( ; MN+2n+o+3;1 vp)

-1 P
+w()B(M+ 1L, 0+2)F (_pp ,n+1;n+w+3;1—z—p)}
4.3)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Her 6 € [0, 1] igin w, [u,v]’de p—konveks olmak iizere Lemma 4.1 kullanilirsa

/uv (3P —uP)® (VP — 5PN w(3¢)d >

(vP w+n+1 /1 wenw<(9up+(1_9)vp)1/l7>
= — do
0 Mp+(1_9) )(Pp)
w+n+l 1 w .
- [ U=oorlomta) <1<}19)>w<v>Jm9
0 (BuP + (1 —0)v) 7
:( _up) @ /1 0)°0M[Ow(u )+(1—:97)1w(v)]d6
* -y
a)+n+1 . ) +1 4.4
_ - (1-6)®oN 46 (4.4)
(1= (1-%)0)7
)@+l
+w(v)/ o ——d6
: vp—'u—( ~)e)"
- o+n+1 1 . wan+1
SR L:[;)l w(u)/ (1= 0)"6" —d6
! P -(-5%)0)7

p—1

(1-(1={5)6) "

+w(v)/01 1-0)°76" g
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esitsizligi elde edilir.

1 1—6 w9n+1 1 »
/ ( ) —d0=B(N+2,0+1)2F p—,n+2,n+w+3;1—u—
o 7 p VP

1= (1-45)) 7

4.5)

veE

1 1—06 a)+19n 1 »
/ (1-9) —d0=B(M+1,0+2F (= n+1,n+0+31-=) 46)
-0 v a

(4.5) ve (4.6) esitlikleri (4.4)’de yerine yazilirak gerekli sonug elde edilir ve ispat

tamamlanir. O

Sonug 4.8. Teorem 4.7°de @ = n alinirsa (4.3) esitlisizligi

/uv (3 —ul)® (VP — 5)° w(3¢)d s«
S (Vp _up)2w+1

p—1 u?
w(u)B(@+2,0+1)2F —,a)+2,2w+3;1——p
p v

pvp!

—1 P
+w(v)B(o+1,0+2)F (p—,w+1,2w+3;1_”_p>}
V4 v

esitsizligine doniigiir.
Sonug 4.9. Teorem 4.7°de p = 1 alinirsa (4.3) esitlisizligi
1%
[ =)= o) < (=) T B0 +2, 0+ 1+ w(r)B (1 +1,0+2)
u
esitsizligine doniigtir.
Teorem 4.10. w : [u,v] C [0,00) — R, [u,v] araliginda stirekli bir fonksiyon olsun.

®,n > 0,p < 0 olmak iizere w,[u,v] aralaginda p- konveks ise

/uv (%P_up)w(vp_%p)nw(%)d% @7

(Vp _ up)(l)“‘n"‘l

p—1 ) ' vP
pup=1 {W(V)B(w+2vn+1)2F1 <T,w+2,n+w+3,1—u_p>

—1 p
+w(u)B(w+1,n+2)2F (pT,a)+l;n+w+3;1—Z—p>}
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esitsizligi saglanir.

Ispat. Her 6 € [0, 1] igin w, [u,v]’de p— konveks olmak iizere Lemma 4.4 kullanilirsa

/uv(%l’—up)w(vp—%p)nw(%)d%

(VP — )T /1 0°(1—0)"w <(8v1’ +(1— g)up)l/l’> .
. b 0 (le’—l— (1—0yur)"7
w+n+1 19(0 v)+ (1 —0)w(u
<V [ 8= OOw) (1 6wl
Vp—i— (1—0)ur) 7

- (vP — w+n+1 /1 0°(1 ow(v)+(1 —?_)lw(u)]d6

0 (ur ( 1-—(1-_vg)9))7r
b ( a)+n+l 9w+1( 9)?7 _ ” (4.8)

(1-(-%)6) "

+W(u)/01 960(1_9)714-1 e

(=1
(6vP +(1—0)ur) »

_ (vp_up)w+77+1 w(v)/l 9w+1(1 _ 9)17
"

. ——db
1-(1-5)6)7

+W(u)/0'( 0°(1— 9)n+! 16

1-(1-%)6)7

pup~!

esitsizligi elde edilir.

1 9(0-1—1 1—6)" 1 D
/ ( ) do =B(w+2,n+1)F (p—,w+2,n+w+3;1—v—>,
0 VP el p up
(1-(1=35)8) 7

4.9)

ve

1 60%(1—-06 n+1 —1 p
/ ( ) ——d0 =B(0+1,1n+2)2F (p—,w+1,n+w+3;1—v—)
0 yP = p upP

(1-(1=35)8) "
(4.10)
olmak iizere (4.9) ve (4.10) esitlikleri (4.8)’de yerine yazilarak gerekli sonug elde edilir.

Ispat tamamlanr. [
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Sonug 4.11. Teorem 4.10’da @ = n alinirsa (4.7) esitlisizligi

/uv (3 —uP)® (VP — 5") P w(3¢)d >

p—1 vP
w)B(@+2,0+1)F (——, 0+220+31-—
p

pup~! u

—1 P
tw(u)B(w+1,0+2)2F (”—,w+ 1,20+3;1— V—p)}
p u
esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.12. Teorem 4.10’da p = —1 alinirsa (4.7) esitlisizligi

V(e —u)?(v—20)Tw(se
[t
(u_v)aH—?H—l

u
< WWB(e+ 20+ 1oF (2 0+ 20+ 0+ 351-2)

u
Fw(u)B(o+ 1,17 +2)F (2,w+ Ln+o+3;1— ;)]
esitsizligine dontisiir.
Teorem 4.13. w: [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,v] iizerinde p — konveks ve @,1 >0, p > 0 ise

/MV (3P —ul)® (VP — ") T w(5¢)d 5

(Vp _ up)a)+n+1

1 PN 17

pvp!
uP

—1
x [|w<u>|¢ﬁ<n+z,w+1>za (an +2,n+w+3;1—v—p>

—1 P\1¢C
() EB(M+1,042)2F (PT,nH,HMg;l_Z_p)]

(4.11)

esitsizligi saglanir.

Ispat. |w|®,[u,v] Uzerinde p— konveks oldugundan , her 6 € [0, 1] i¢cin Lemma 4.1 ve

power mean integral esitsizligi kullanilirsa
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/uv (3P —uP)® (VP — 5P w(3¢)d 3¢

< (vP —up)w+n+1 /1 (I—6)®0omN ’W ((gup+ (1— e)vp)l/p) ’
0 -1)

(
P (Our + (1—0)vP) 7

-1
P _ 4P o+n+1 1 . wnn ¢
< (vP —uP) / (1-6)“6 B
p 0 (=1
(eul’+(1—9)vp) P
8 / (p=1)
’ (uP + (1 —6)vP) 7

-1
p_ o p\0+n+l 1 r wnn ¢
S(V ub) / (1-6)°0 _—
P O (Qur+(1—0)w) 7

( (1= 8267 (B1w(w|< + (1 - O)w(r) ) )4
« /0 6

do

1
¢

L (1-0)207 | (0w + (1 0)) /7 | y

(p—1)

(BuP 4 (1—6)vP) 7

1—1
B (vP _up)w+n+1 /1 (1—6)®@n b, 4
= —
’ (= (1-5)0)

( 1 (1-0)007 (6lw(w) ¢+ (1-8)lw(v) ) )g
“( p

(r—1)

(1= (1= %)) T

(vp _ up>w+11+1

—1
= <B(n+1»w+1)Fl (pT,n+1,w+n+2;1—bv‘p

pvp~!

4 p—1 u?
X [w)|>B(n+2,0+1)2F T,n+2,n+w+3;1—v—p

1

—1 P\7¢C
+|W(V)|Cﬁ(77+1,(0+2)2F1 (pT,n+1,n+w+3;1_:}‘_p)}

elde edilir.Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.14. Teorem 4.13’te @ = 1 alinirsa (4.11) esitsizligi

/-uv (%p _ MP)(D (vp . %p)a)w(%)d%

(vp . up)2w+1

pve~!
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¢ p—l u?
XB(o+2,0+1) | |w(u)|>2F T,a)+2,2w+3;1——p
.

1
— 1 D 7
+|W(V)’C2Fl (p—, w+1,20+3;1— ”_)]
p vP
esitsizligine doniisiir.

Sonuc 4.15. Teorem 4.13’te p = 1 alinirsa (4.11) esitsizligi

/MV(%— u)®(v—2)Mw(s)ds
< (-w B+ 1,0+ 1) @ ¢ B +2,0+1)

1

Hw)SB+1,0+2)]*
esitsizligine doniisiir.
Teorem 4.16. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u, V] iizerinde p-konveks ve @,m >0, p < 0 ise

/uv (3P —ul)® (VP — 5") T w(5¢)d 5

1-1
p—1 vP 4
o+ 1 F | — 1 21— —
pup—l <ﬁ( +ILn+ ) 1( p O+ 1, 0+1n+ up>)

C p—l Vp
x |lwv)[*B(@+2,1n+1)2F T,w+2>w+n+3;1—u—p
1

—1 P\¢
+Hw(w)*B(@+1,n+2)2F <p7,w+1,a)+n+3;1_;_p>}

(4.12)

esitsizligi saglanir.

Ispat. |W|C, [u,v] Uzerinde p-konveks oldugundan, her 6 € [0,1] igin Lemma 4.4 ve

power mean integral esitsizligi kullanilirsa

/uv(%p —uP)? (VP — 3P) M w(50)d 5

1 609(1-6)"w <(9Vp+ (1- G)M”)l/p)‘

do

(p=1)

(vp_up)w+n+l
<
/O (OvP+ (1 —0)ur) 7

P
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1—-1
p_ ,,p\O+Nn+l1 1 d(1_ p\N ¢
S(v ul) / 0°(1—-0) a6
p 0 p—1)
(6vP +(1—0)ur) »

) /1 6°(1—0)" w (0 + (1= )¢\ *
0

=1)
(6vP + (1 —0)ur) »

1—-1
p_ PO+l 1 01—\ °
< (VP —uP) / 0°(1—0) a6
p 0 p—1)
(6vP +(1—6)ur) »

1 99(1— )" <9|w(v)|€+ (1-6
g /0 (Ovr + (1 — 0)up) =)

et
=
—~
S
T~
SN—
Q
D
N——
=

e (S

’ (1= (1-3)0)) 7

( 1691 - 8)1 (B1w(v)|¢ + (1 - 8)w(w)|) )4
< [ pf do

(p=1)
v (1= (1-3)0) 7

(VP 4 up)(l)"‘”"‘]

—1 v
= — (ﬁ(w+1,n+1)2F1 (—p o+, 0+n+2;1——
pup p ub

¢ p—1 vP
x| wv)[>B(@+2,n+ 1)k T,w+2,w+n+3;l—u—p
1

—1 P\1¢
+w(u)|*B(w+1,m+2)F (pT,w+1,a)+n+3;1_:_p)]

elde edilir.Boylece ispat tamamlanir.

Sonucg 4.17. Teorem 4.16’da p = —1 alinirsa (4.12) esitsizligi

Vi(se—u)?(v—3)Tw(se
[,
<(u_v)a)+n+l

1%
S el (ﬁ(w+1»n+1>F1 (2,w+1;w+n+2;1—;>)

< [WO)EB(@+2,0+ 1 (2. 0+ 25040 +351-1)

1

YI1¢

() CB(@+ 1,0 +2)F (2. 0+ Lo+n+31-2)]

esitsizligine doniigtir.
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Sonug 4.18. Teorem 4.16’da @ = n alinirsa (4.12) esitsizligi

/M Y5 —uP)® (P — 52P)® w(36)d e

D

p_ ,,p\2® 1 -
u <B(a)+1,a)+1)F| <p—,w+1;2w+2;l—v—p>>
V4

pup~! u

4 p—1 vP
< (WOEB(@+2,0+ 1R | — = 0+220+31 -5
u
1

Fw(w)|*B(w+1,0+2)2F <p77a)+1;2a)+3;1_;_p>}

esitsizligine doniisiir.
Teorem 4.19. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve ¥, > 1 olmak iizere eger

\w\g, [u,v] iizerinde p — konveks ve @,m > 0,p > 0 ise

/MV (3P —ul)® (VP — 5P) T w(5¢)d 5

(v —u?) B3 (0N + 1,00 +1)

pvr~!

1/¢
1 _ p 4 ¢
X2 F’ ((—pp 1)19,n19+1;(w+n)19+2;1_;‘p) (|W(M)| + w(v)|

2
(4.13)

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 = 1'dir.

Ispat. Lemma 4.1°i ve \w\g ‘nin p— konveksligini Holder integral esitsizligi ile kulla-

narak

/uv(%p —uP)? (VP — 3P) M w(50)d 3¢

_ P —un) /1 (1—-6)26"
0

< . - ’w((@up+(l—9)vp)l/p)‘d9

(Our -+ (1— 0)vr) 7

1
)

—d6

- (Vp_up)w+n+1 /1 (1—6)00gn?
(r=1)
0 (Qur+(1—0)wp) 7

. P
X (/01 ‘w ((eup+ (1- g)vp)%> ’Cd(a)é
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Sl

do

<(vp_up)w+n+1 /1 (1—6)00gnd
°

(p—1)o
p Qur +(1—0)vp) 7

1

x (/01 (61w(w)|*+(1-8)w(v)I*) d9>€

=

v ypyetn+l 1 1 —9)0%gn?
0o (1- (1-%)0) 7"
1

1 4
x (/O (61w@)l* +(1-0)w(v)[¢) d9>
= ] Br(Md+1,00+1)

1/¢
1 -1 p ¢ ¢
<ot () om0 smos 21 -4 (lw(u» + )] )
4 vP 2
esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur. [

Sonuc 4.20. Teorem 4.19°da @ = n alinirsa (4.13) esitsizligi

/M "5 —uP)® (P — 3P)@ o (56)de

< %ﬁ%(anw 1,00 +1),F7 ((,;_) &, 00+ 1,200 +2;1 — ”—)
pvP p vP

. <|w<u>!4+|w<v>|€ )” ;
2

esitsizligine doniistir.
Sonug 4.21. Teorem 4.19°da p = 1 ise (4.13) esitsizligi

/Mv (3e—u)® (v—32)Tw(5¢)d

1/¢
<(v-w®BE(MY + 1,00 +1) <|W(”)|C + \W(V)I‘:)

2

esitsizligine doniigtir.
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Teorem 4.22. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve O, > 1 olmak iizere eger

\W\C, [u,v] iizerinde p konveks ve @, > 0,p < 0 ise

/MV (3 —uP)?® (VP — 3PN w(s¢)d >

(v —u?) B (00 +1,n0 +1)

pvr~!

1/¢
1 _ » ¢ :
x2F ((Pp 1) 19,a)19+1,(w+n)19+2;1_:_p) (IW(V)\ + |w(u)|

2
(4.14)

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 =1 dir.

Ispat. |w|®,[u, v] araliginda p—konveks oldugundan, her 6 € [0, 1] i¢in Lemma 4.4 ve

Holder integral esitsizligi kullanilirsa

/u " (5P —uP)® (WP = 5P) N w(56)de

o il g ()
- V4 0 (

OvP + (1 — e)ul’)@ ’W <(9vl’—l— (1— Q)ul’)l/P) ‘ 46

p__ ,p\O+N+1 1 0¥ (1 _ p\no
S(v uP) / 0°v(1—-0) | 16
p 0 p=1)?
(OvP 4+ (1 —0)ur) »
1
! ¢ 4
x (/ ‘w((evu(l—e)ulﬂ)%)’ de>
0
1
p__ ,p\O+N+1 1 0¥ (1 _ p\no v
S(v uP) / 0°v(1—-0) 46
p 0 (pfl)ﬁ
(OvP 4+ (1 —0)ur) »
1
1 4
x (/ (e|w(v)|4+(1—e)|w(u)|5)de)
0
1
£}
B (Vp_up)w+n+1 /1 9(019(1_6)1119
o p 0 o vl’ (pfl)ﬂde
G (1 (132 8)

u|—

x (/01 (6w +(1 —9)|w(u)|‘?)d9)
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(vp_up)(l)+7]+l )

Br(wd+1,n9+1)

pur~!

X 2F ((1’; )19 0O+ 1,(0+n)0+2;1— up) <|W( )C+W(u)|5>]/§

2

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanr.
Sonuc 4.23. Teorem 4.22°de w = n alinirsa (4.14) esitsizligi

/MV (3P —ul)® (VP — 3P) P w(se)d

p _ P)20 1 1 p
S—(V ,,ul) ﬁ5(w0+1,w6+1)zFll’ ((p—> ﬁ,w19+1,2w19+2;1—v—>
pv p

- <|w<v>r¢ + ()’ )” ;
2

esitsizligine doniisiir.

Sonuc 4.24. Teorem 4.22’de p = —1 alinirsa (4.14) esitsizligi

V(e —u)?(v—20)Tw(s
[ i,

(u_v)aH—?H-l i L y
Wﬁl’(wlﬂ L,nd+1)F (2z9,wz9+ 1,(w+n)19+2;1—;)

. <w<v>4+w<u>€>“
2

esitsizligine doniisiir.

x

Teorem 4.25. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde p — konveks ve ®,1 >0 ,p > 0 ise

/M " (5P —uP)® (WP — 5P) N (56)de

(vp_up)w+n+l .

< Br(Md+1,00+1)

pvP~1

(25 o)
¢

+2F] (w+n+(pp De s, 1——> |W(2)| ]

P

(4.15)
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esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1 /£ +1/9 = 1'dir.

Ispat. |w|®,[u, v] arahginda p— konveks oldugunda, her 6 € [0,1] igin Lemma 4.1 ve

Holder integral esitsizligi kullanilirsa

/u "5 —uP)® (WP — 5P) N (56)d e

_ — )T e (1—06)2N
> 0 —1)
(

(
p Qur +(1—0)wp) 7
yorntl 3

P _ 4P 1 v
< (V u (/ (l_e)wﬂenﬂde)
p 0

1 1 ¢
x / - ‘w(@u”-}— (1- e)vl’)l/f’( d6
O (Qur+(1—6)p) 7

w ((Gup F(1- e)vl’)l/l’) ‘de

o|—

(vp_up)a)‘l'TH—l |

= Y B +1,09+1)

(P —up)@t] (/01(1—9)““99"’%19)7; /01 (6wl + (1= 0)w(v)[¢) y
(6ur +(1—0)vr) 7
= (VP — P )@ (/01(1_9)(0199”19019)% /01 <9|w( e+ (1—0
2F1(< p )C23 1_:}‘_;))| (;t)|€

p (p—1)¢
M)
! WD (1 (1) 8) 7
w()|¢ ¢
+2Fl((0+rl+( ; )C131 vp)%]

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 4.26. Teorem 4.25’te @ = 1 alinirsa (4.15) esitsizligi

/uv(%” —uP)® (VP — 3P) P w(s¢)dx

< —(Vp;vbi,p_)lzwﬂﬁé(a)ﬁJr1,an9+1) »Fy <(P;1)C,2;3;1_Z_Z> |W(;)!C>
_ w12
+2Fl(<p 14 130 vp)r 0) ]
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esitsizligine doniigtir.

Sonug 4.27. Teorem 4.25’te p = 1 alinirsa (4.15) esitsizligi

/Mv(%— w)?®(v—3¢)"w(s¢)d >

<(—u)? MBI (Y + 1,00 +1) :

w(w)| + [w(v)[¢ ]

esitsizligine doniisiir.
Teorem 4.28. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde p-konveks ve ®,m > 0,p < 0 ise

/u "5 —uP)® (P — 5P) (3¢ d3e

(vp_up)w+n+l 1

< B (@9 +1,n9+1)

pup~!

F ((%) C,2;3;1_Z_Z> |W(;)|C
+2F (((pp De 13, 1_up) IW(Z)CF

esitsizligi saglamr. Bu egitsizlikte 1 /£ +1/9 =1 dir

(4.16)

Ispat. |w|®,[u, v] araliginda p— konveks oldugundan, her 6 € [0, 1] icin Lemma 4.4 ve

Holder integral esitsizligi kullanilirsa

/uv(%” —uP)? (VP — 3P) M w(5¢)d 5

(1)+77+1 1 [0} 1_
<0 / 67(1-6)" — ’w((evu(l—e)up)l/l’)‘de
O (Qur+(1—0)r) 7
(v — yp) @+t 1 5
< ( 9(1)19 nﬁde)
1
1 1 1 C :
x / e wwr + (1—0)v7) /7" a6
O (OvP 4+ (1 —0)ur) 7

1

D _ D o+n+1 1 5
_ (V u ) (/ 9(1)19(1 _e)nﬁde)
0

P
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| —

do

(p=1)¢
OV + (1—8)ur) 7

_ (V w+Tl+1 </ 9(919 nﬁde)

) /1 eyw \€+(1—e>yw(u)\€) ¢
0 (1_

) /1 (B1w()I€ + (1~ 8)w(w)|¢)
0

1

(p—1)¢
2y e) T

(0% +1,n0+1)

<I=

B oFy <(p_p1)5,2;3;1—ﬁ> po(v)|°

pu” !

w6
+2Fl(<”p D — Vp)| <2>| }

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.29. Teorem 4.28’de w = 1 ise (4.16) esitsizligi

/MV (3¢ —uP)® (VP — 5)° w(3¢)d >

p_ ,p)20+1 _ p ¢
g%ﬁ%(wﬁﬂ,wﬁﬂ) 5F| <(p 1)C,2;3;1—V—) w(v)
pub~ P P

wiw)|¢]*
+2F1<(pp De 1.3 I_MP>M

2

esitsizligine doniistir.

Sonug 4.30. Teorem 4.28’de p = —1 ise (4.16) esitsizligi

[,

2O+N
(u—v)ornt o1 g W) )
_Wﬁﬂ(Wﬁ‘i‘l,nﬁ‘f’l) 2F1 (2C,2,3,1—;> 2

1
ks
+oF) <2C,1;3;1—%) |W(;)| ]

esitsizligine doniigiir.
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Teorem 4.31. w: [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\W\C, [u,v] iizerinde p — konveks ve @,m > 0,p > 0 ise

/uv(}rp—up)w(vp — 3P\ w(5¢)d s

P il JF (—pp 1@,1,2;1—%) [B(néTwLZ,wé?wL1)|W(M)|C @.17)

pvr!
+B(E+1,08 +2)w(v) ]

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 = 1'dir.

Ispat. |w|®,[u, v] araliginda p—konveks oldugundan, her 6 € [0, 1] i¢in Lemma 4.1 ve

Holder integral esitsizligi kullanilirsa

/uv(%p —uP)? (VP — 3P) VM w(50)d 5

_ (vP —uP) @t /1 (1-6)°6"
0

< ; - ‘w<(eup+(1—9)vp)1/f’)‘de

(Our + (1 — 0)w) 7"

(vp_up)w+n+l 1 1
< (p—1)® do
p 0 p—1)
(BuP 4+ (1—0)vP) »

x (/1(1 —0)2¢07 |w (6w +(1-0))"/7 | df})é
0

L
)

L
)

do

= p 0

(p=1)®
(BuP 4+ (1—0)vP) »

1

x (/01<1 —0)250 (8w(w)|* + (1~ 6)|w(v)|*) dG) :

1
- / (p—1)® do
p 0 _ ub
v (1 —(1-43)0) 7

P

1

X (/01(1 _g)@¢gn¢ (9|w(u)|€ (1 e)\w(v)|€) d9> ‘
(2wl (o= ")

— B2 1
=k P

x [B(E+2.0¢ + Diw()* +BME + 1,08 +2)w(v) ]
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esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur. O

Sonuc¢ 4.32. Teorem 4.31°de @ = n alinirsa (4.17) esitsizligi

/uv (2 —uP)?® (VP — 3P)® w(3¢)dx
(Vp o up)ZaH-l 1

o (202120 -2 [plog +2.00-+1) (Wl + o))

pvpl

esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.33. Teorem 4.31°de p = 1 alinirsa (4.17) esitsizligi

v
/ (2e—u)® (v—32)"w(s)d s
1
< (r=w)® T B¢ +2,00 +1)|ww)* + BME + 1,08 +2)w(v)||*
esitsizligine doniigtir.
Teorem 4.34. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\W\C, [u,v] iizerinde p— konveks ve @, > 0,p < 0 ise

/uv(%p —uP)? (VP — 3P) M w(5¢)d 5
(WP — Pyl

o (=02 1= ) [B@g +2mg+ D)l

+B(0¢ + 1,0 +2) w(w)|]*

pur~!

(4.18)

esitsizligi elde edilir: Bu esitsizlikte 1/ +1/0 =1 “dir.

Ispat. |W|C, [u, v] araliginda p— konveks oldugundan, her 6 € [0, 1] icin Lemma 4.4 ve

Holder integral esitsizligi kullanilirsa

/V(%p —uP)? (VP — 3P) M w(5¢)d 5

u

SR el S (B
o 0

. - ’w((evp+(1—9)up)1/1’)‘de

(0v + (1 8)ur) 7
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1
< (VP —uP) / 1 — 16
p 0 p—1)d
(OvP + (1 —0)ur) »
1

([ oms1-or (o +11-ony2) o)

1
< V=) / ST,
p 0 p=1)
(OvP + (1 —0)ur) »
1

x </01 99 (1—0)1° (e|w(v)\f="+<1 —e)yw(u)|€> d9>€

1
(vp_up)a)+n+l 1 1 v
- / s 49
R D

upP
| t
< ([ o0 =07% (0wl + (1= 0)wiw)F) ao)
0
p_ PO+l — p
A )1 2FP (—p 1&,1;2;1-”—)
pup_ D upP

x [B@ +2,n8+ Dw()|* + B +1,nE +2)w(w)]*

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanr.

Sonuc¢ 4.35. Teorem 4.34’te @ = 1 alinirsa (4.18) esitisizligi

/uv(%”—up)w(vp—%p)ww(%)d%

D __ D 2m+1 1 _1 19 P
R LN (u,m_v_
puP— up

) [Bot+2.00+ DinwF

+B(0C + 1,18 +2) w(w)|¢|*
esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.36. Teorem 4.34’te p = —1 alinirsa (4.18) esitisizligi

Vi(se—u)?(v—20)Tw(se
[t

(u_v)w—HH—l 1 N u
< T (20,1212 [B(ol 42,0 L + 1wy

+B(0C + 1,18 +2)w(w)|*|*
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esitsizligine doniigtir.
Teorem 4.37. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

‘W‘C, [u,v] iizerinde s — p — konveks ve @, >0, p > 0,s € [0,1] ise

/M " (5P —uP)® (P — 5P) (3¢ d3e

(vp_up)w+n+1 %

p—1 uP\\ 1
— Bn+lLo+1)pF | —n+Lo+n+21——
pvP p P

1 p
X [’W(u)]gﬁ(n—i—s—kl,a)—i—l)zFl (p77n+s+l;w+n+s+2;l_z_ﬂ)

¢ p—1 ufP\ | ¢
+HwW)FB(M+ 1, 0+s+ 1)k T,n+1;a)+n+s+2;1—v—p
4.19)

esitsizligi saglanir.

Ispat. |w|®,[u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p - konveks oldugundan, her 6 € [0, 1]

icin Lemma 4.1 ve power mean integral esitsizligi kullanilirsa

/uv(%p —uP)? (VP — 3T w(50)d s

< (vP —uP) @t /1 (1-6)26M ‘W <(9Mp+ (1- G)Vp)]/p) ‘de
0

(p=1)
p (Oup+(1—OWp) 7

1—1
p_ o, p\O+n+1 1 _ p\Y®Aan ¢
< (VP —uP) / (1—-6)?6 _—
p 0 (p=1)
(Our+ (1—0)wr) "7

1 (1_9)0)9”‘“’ ((Qup—i—(l—e)vl’)l/p)‘g 4

x/o = do

(BuP + (1 —0)vP) »

1—-1
¢
(VP — )OI [ e (1—6)20n
S p /0 (p=1) do
(

Qur +(1— @)p) 7

1

1-6)20" (6%w(u)|* + (1— 0)*|w(v)[¢ ¢
X</1< 207 (|6°w(u)|° + ( ><>)de)
0

(p=1)

(BuP +(1—0)vP) 7

1—-1

_ )t /1 1-eem .\ °
- (p—1)
P O wet(1-(1-%)6)) 7
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u|—

y /1 (1—9)“’9"(95|W(M)\§+(1_G)S‘W(V”C)dg
0 vp—1<1_<1_:_£>9> P

:(V u?) (ﬁ(n+1,a)+l)Fl(—pp ,n+1;a)+n+2;l—z—p>)

pvr!
4 p—1 u?
x [[wm)|*B(n+s+1,0+1)F T,n+s+1;a)+n+s+2;1—v—p

uP

1
—1 4
Hwm)|* BN+ 1,0+s+ 1)k (p77n+1;n+w+s+2;l—v—p>}

elde edilir.Boylece ispat tamamlanir. [

Sonuc 4.38. Teorem 4.37°de @ = n alinirsa (4.19) esitsizligi

/uv(%p —uP)? (VP — 3P) P w(3¢)d >

1
1 PN\ !¢
- ([3(0)+1,(0+1)Fl (p—,a)+1,2w+2;l—u—))
pvP p vP
¢ p—1 u?
xBw+s+1,04+1) [|wu)|*F | —,0+s+1;2m+s+2;1 — —
p %
1
—1 P\ | ¢
Hw)|*F (p—,w+l;2w+s+2;1 —u—)]
p VP
esitsizligine doniigtir.
Sonug 4.39. Teorem 4.37°de p = 1 alinirsa (4.19) esitsizligi
14
/ (s —u)®(v—3¢)"w(s¢)d s
u

< (=) B+ Lo+ 1) [ CB( +s+1,0+1)

1
Hw()| B +1,0+s+1)|°

esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.40. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\W\C, [u,v] iizerinde s — p konveks ve @, > 0,p < 0,s € [0,1] ise
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/uv (3P —ul)® (VP — 2 ) N w(s)d s

p—1 AN
— Blw+1,n+1)F | —,0+L,0+1n+2;1——
pu[? p ubP

(4.20)
1 p
< [wep@+s L 0m (2 osst ko tn ez -2

C p—l vP %
+Hw)[*B(@+1,1m+s+1)2F T,w+1;w+n+s+2;1—u7

esitsizligi saglanir.

Ispat. |w|®,[u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p— konveks oldugundan, her 6 € [0, 1]

icin lemma 4.4 ve power mean integral esitsizligi kullanilirsa

/uv (3 —ul)® (VP — 2N w(s)d s

< (vP —uP)® ! /1 6°(1-6)" ‘w <(6"p +(1- e)up)l/p> ‘de
0

( *1)
D (6vr+(1—-06 ’

4 (vp—up)“’+n+1 /1 6(0(1_
- p O ((6vr +(1—6)

160°(1—0)" ’w ((QVP+(1 0)uP) 1/17 )
8 / p 1) de
' )7

u\ﬂ

((6vP 4+ (1 —0)ur

(VP_MP)“H"?H 1 0°(1—
<
- p (A ((BvP +(1—0) )
19wu—9w(mhwwﬁ+( —9)|w
X /0 =) d@

(6vP + (1 —0)ur) »
0] 0] 17%
_ (VP —uP) +n+1 /1 0°(1—0)" - 70
: Dwl(1-(1-35)0)) 7
( 169(1-0)1(6° | w(v) [¢ +(1—6)|w(w)|) )4
x A — 40

u\\

(p—1)
o (1-(1-%)6) 7
(Vp_up)(l)"rn"rl Y4

—1 1—
:_1(Ww+Ln+Dﬂ<p,w+nw+n+21_v>>
pup p ub
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-1 VP
< | wv)[*B(@+s+1,n+1)2F (pT,w+s+1;w+n+s+2;1—u—p)

4 pP— 1 vP 4
W)@+ L0 +s+12F (= 0t Lot ts+ 21— 7
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 4.41. Teorem 4.40’da @ = n alinirsa (4.20) esitsizligi

/uv(%p—up)w(vp—%p)ww(%)d%

p_ ,,p\20+1 1 D l_f
% (B(w+1,w+1)2F1 (p—,a)+1;2w+2;1—v—p))
P u

pup~!

1 P
X [yw(v)yéﬁ(w+s+1,w+1)zm (p—,(o+s+l;2(o+s+2;1—v—p)
p u

C p—l Vp %
+ww)|>B(o+1,0+s+1)2F T,w+1;2w+s+2;1—u—p

esitsizligine doniisiir.

Sonuc 4.42. Teorem 4.40’da p = —1 alinirsa (4.20) esitsizligi

d

/V (e —u)®(v = 5)Tw(>)

20+N
(M_V)w+n+1 ) ) u 1*%
= m-1,0+] (/3(0’+1771+1)2F1 <2,w+1,(0+7]+2,1—;>)

[|w(v)|§[3(a)+s+1,n+1)2F1 <2,w+s+1;w+n+s+2;1—%>

+lww) ¢ B(@+1,1n+s+1)2F (2,(»+l;co+n+s+2;1—%)}z

esitsizligine doniigiir.

Teorem 4.43. w: [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde ikinci anlamda s — p — konveks ve @, > 0,p > 0,s € [0,1] ise

/ "5 —uP)® (P — 5P) M () d e

u

B (On+1,08+1)

pvp~!
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1/¢
F((p—1)Y P\ [ w()|© +w(v)[®
[ . -1 —
X oF, < P N+ 1;(0+1n)%+2;1 vl’>< )
esitsizligi saglamir. Bu esitsizlikte 1/ +1/9 = 1'dir.

Ispat. Lemma 4.1 , |w|C’n1n Holder integral esitsizligini ve ikinci anlamda s — p—

konveksligi kullanilirsa

/uv (3 —ul)® (VP — 3") T w(5¢)d 5

o (O —ur)t /1 (1-6)°6"
- p 0 (

Oup + (1 — Q)VP)@ ‘W ((Qup +(1- Q)VP)I/P) ‘ 40

1

(vp_up)a)+n+1 1 (l_e)mﬁenﬂ v 1 1
e () (e oo

_ r—wn)tm /1 (1-e)®vem”
= (p—1)®
p O (Qup+(1—0)vr) 7

1

¢ [4
d@)

1

x (/01 (6 pwiw) ¢+ (1 - 9)“\w(v)\§>d9>g

1

R ke N (S LA
- p /0 1 P (p—1)v

v (1= (1=15)6) 7

x (/01 (6 Pwiw)l*+(1- 9)s|w(v)\§>d6>]§

(foup)w+n+1 1

. <|w<u>|¢+|w<v>|<)“

(p—1)0

,n19+1;((0+17)19+2;1—vp>

s+1
esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanr. 0
Sonuc 4.44. Teorem 4.43’te @ = 1 alinirsa (4.21) esitsizligi

/uv (3 —ul)® (VP — ") w(se)d

< (VP —ur)? % ((p—l)l9
- p

p B? (0 + 1,00 +1)2F?

8 <!w<u>\¢+rw<v>r€>‘“

uP
,a)19+1;2w19+2;1—>
vP

s+1

43



esitsizligine doniigtir.

Sonug 4.45. Teorem 4.43’te p =1 ise (4.21) esitsizligi

W)€ + w(v) ¢ )” :

/Mv(%—u)a’(v—%)”w(%)d% < (v—u)w+n+1ﬁ%(n0+ l,09+1) ( o

esitsizligine doniisiir.
Teorem 4.46. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\W\C, [u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p-konveks ve 0,1 > 0,p < 0,s € [0, 1] ise

/MV (2 —uP)?® (VP — 3PN w(¢)d 5

D _ P o+n+1
P —u?) B (00 +1,n0 +1)

pup~!

1/
1 _ % ¢ ¢
X oF ((—pp 1) 19,0)19+1;(w+77)19+2;1—_:p) (’Ww L)

s+ 1
(4.22)

esitsizligi saglamir. Bu esitsizlikte 1/ +1/9 = 1 dir.
Ispat. Lemma (4.5) i, |w|C ‘nin Holder integral esitsizligi ve ikinci anlamda s — p-

konveksligi kullanilirsa

/u " —uP)® (P — 5P) M () d e

w ((evP T e)up)l/l’) ‘ d6

)

<(vf”—-w”)“’“’“/1 6°(1—-6)"
(
0 (gvr+(1—B)up) 7

B P

do

- (vp . up)coJrTHl /1 9(01‘}(1 . 9)1917
>~ D 0

—1)0

(v +(1— 0)ur) "7

X (/01 ‘W <(9vl’—|— (1— g)up)%> ’Cd6>é

_ (vp_up)co+n+1 1 6(019(1 _9)1917
- p \/O (]7*1)9
(0vP +(1—0)uP) 7

1

x (/01 (93|w(v)|4+ (1- e)S\w(u)F) d6> ‘

=

do
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1
[

o ulp—1

T (- 2) e>>d9>
x (/01 (e~vyw(v)\4+(1 —9)“|w(u)|€)d9>g

P _ ,P\® 1 — P
- %ﬁ%((wﬂ,nﬁﬂ)ﬁ;’ (M,wﬁ+1;(w+n)0+2;1—v—)
puP p ub
1/¢
. (\w<v>|€ + () ¢ )

s+1

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanr. O

Sonuc 4.47. Teorem 4.46’da @ = n alinirsa (4.22) esitsizligi

1%

/ (3P —ul)? (VP — 3P)Cw(s)d s

u
wﬁ%(wﬁﬂ,wﬁﬂ)zm (%,wﬁ—l—lﬂwﬁ—l—z;l—v—)

puP*I ub

. (\W(WIC Ol ) .

s+1

esitsizligine doniisiir.

Sonuc¢ 4.48. Teorem 4.46’da p = —1 alinirsa (4.22) esitsizligi

/” (e —u)®(v—3)Mw(o) ,

SO
(u—v)otmHt oy 5 : U
< BT (09 L9+ 1R (20,00 + L (@)Y +21— )

8 <w<v>4+w<u>€>l“
s+1

esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.49. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde ikinci anlamda s — p — konveks ve ©,1 >0, p > 0,5 € [0,1] ise
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/uv(%p—up)w(vp — 3P\ w(50)d s

(P —u?) ﬁ%(nﬁ%—l,(m&‘jtl)

2Fi ((p_pl)c st 13542 1__,,> ()l

pvr~! vP

_ T
+2F1((p pl)g,l, I 1—vp) ‘S(+)1|

(4.23)

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1 /£ +1/9 = 1'dir.

Ispat. Lemma4.1, |w|C ‘nin Holder integral esitsizligi ve ikinci anlamda s — p— kon-

veksligi kullanilirsa

/uv (e —uP)® (VP — 3P w(s¢)d s

L (O —un)T /1 (1-6)°6"
- p 0

(Our + (1 — Q)VP)([),%U ’W ((Gup +(1— G)VP)I/P> ‘de

D _ D w+n+1 1 %
< (V u ) (/ (1 . e)a)ﬁenﬁde)
0

P

1
¢

1
|/ L o (0u” + (1 0)v7)"'7| a6
O (Qur+(1—0)Wr) 7

< L) (/1(1_9)““’9"%9)é /1 <05’W(u)|g+(l_G)Slw(v)‘§> d6
0 0

(r=1)¢
p (QuP +(1—0)wP)

)C(H—TH-I

1
P _ P 1 v
_ (V u (/ (l_e)wﬂenﬁ‘de)
p 0

1

(O (@)E+ (1= wm)) 1\ °

% / o 49
" (- (1)) T
_r—w) Br (N +1,00+1)

2F ((p—pl)C s+ 1;5+2; 1——> [wiu )|C

pyp 1 v ) s+1
(p—1) w> )|C
F l;s4+2;1—
+2F ( » ¢ Lis+ ) A
esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0
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Sonug 4.50. Teorem 4.49°da @ = n alinirsa (4.23) esitsizligi

/uv(%l’—up)w(vp — 3PP w(s)d s«

1 (p—1)¢ wP\ [w(u)|®
S(wd+1,00+1) | F | ———= I;s+2;1——
pyp ] B (0% +1,00+1) |2 1( » S+ 1s+ ) s+l
1
(p—1)¢ P\ w()|¢ | ¢
| ——1;s+1;1——
+2 1( p s+ v ) o s+1

esitsizligine doniisiir.
Sonuc¢ 4.51. Teorem 4.49°da p = 1 alinirsa (4.23) esitsizligi

/M "o — )@ (v — 30) ®w(¢)d ¢
w@lf |, pe)E ]

< (v—u)? OB (Y + 1,00+ 1) SeEh G

esitsizligine doniigtir.

Teorem 4.52. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u, V] iizerinde ikinci anlamda s — p — konveks ve @,1 >0, p < 0,s € [0,1] ise

/uv(%p —uP)? (VP — 3P) M w(5c)d 5

(P —ur)® (p—1)¢ v w)l°
< (@O +1,n0+1) |2F [ —2 s+ 1;54+2;1 — —
S B (@8 +1,n0+1) |2F 5 ST hst 7 ) 1
1
(P—=1)¢ VP (@)l |*
A2 1s+1;1——
+21( » s+ ) s+l

(4.24)
esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 =1 'dir.

Ispat. Lemma 4.4 ve \w|§ ‘nin Holder integral esitsizligi ile ikinci anlamda s — p—

konveksligini kullanarak
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/vu (3¢ = V2T (P — 5P)? w(5¢)d >«

()T /1 (1-6)76°
B P 0

(v + (1 — G)Mp)(”,%l) ’w ((OVP+(1 - Q)MP)I/P> ‘de

(v — w+n+1 %
< ( / 0°% (1 "ﬁde)

1
« / L o (0 + (1 —0)u?)" 17| a6
O (BvP+(1—B)ur) »
1

D _ P n+ow-+1 1 T
(I/t 1% ) (/ ewﬁ(l_e)nﬂde)
0

/1 O w(v)|¢ + (1-0)lww)¢)
0

| —

IN

X

do
(r=1¢
(6vP + (1 —0)ur) »

1 S
(ul’ n+w+ (/ 6“’” nﬂde)ﬂ

(O W)+ (= 0ywl) |
% /0 oz 49

—(1-37)0) 7

(V" “’”’“ i (p— l)C v w(v)[©
(v +1,n0+1) |2F Iis+2;1——
(p—1)¢ [w()|> )IC
F Jis+2; -
+2r] ( » s+ W) s+l
esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur. [

Sonug 4.53. Teorem 4.52’de @ = n alinirsa (4.24) esitsizligi

/uv (3 —ul)? (VP — 5")C w(s)d s

uﬁ%((m%r LLod+1)

pup~!

+2F (%,1, 11— up) [w()[* ]

4 u? ) s+1

2B <(p_1)C s+ 1542 1__p) [w(v)[*

s+1

esitsizligine doniisiir.
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Sonuc¢ 4.54. Teorem 4.52°de p = —1 alinirsa (4.24) esitsizligi

[,

200+M
=) g5 a1y O
SWﬁﬂ(wﬁ+1,nﬁ+1) »F (2C,s—|—1,s—|—2,1—;> o

1
¢\l 7
+2F ((ZC,I;erl;l—z) OIS
v/ s+1

esitsizligine doniigiir.

Teorem 4.55. w: [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w\g, [u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p — konveks ve ®,m >0, p > 0,s € [0,1] ise

/MV (3 —uP)® (VP — 5) N w(s¢)d 5

< W) g (M,l,z;l_”_p) (B® +5+1,00 + 1)lw(w) ¢
1%

pvp~1

+B(MD + 1,00 +5+1)|w(r)[*)*
(4.25)

esitsizligi saglamir. Bu esitsizlikte 1/ +1/9 = 1'dir.

Ispat. Lemma 4.1 ve |w|§ ‘nin Holder integral esitsizligi ile s — p— konveksligi kulla-

nilirsa

/MV (3P —ul)® (VP — 5") M w(s¢)d 5

<(vp—up)w+rHl 1 (1—6)“0"N
/O ( 7=y

w ((Gup T e)vl’)l/l’) ‘ d6

p OuP + (1 —0)vp) 7
1
< (VP —uP) / 1 - 46
p 0 p—1)%
(BuP +(1—0)vP) »

1

x (/01(1 —9)®¢gnt ‘w ((0ur+(1-0)v7)'7) ’§d6> :
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i

(vp - up)w+n+l 1 1
= / p=1)% a6
pP 0 (

(
Qur + (1— 0)wp) " 7

x </01(1 —g)@¢gn¢ (esyw(u)|€+ (1- e)S|w(v)|€) d9> ‘

S

1

1
p /0 yip—1)B (1_( _ﬂ) 9) =

VP

(vp - up)w+n+l

x (/01(1 _g)@tgnt (9S|w(u)|C+ (1— e)S|w(v)|C) de) :

(vP —up) Ot 1((p—1)ﬁ

— ]

,1,2;1—3—2) [B(né’+s+1,w§+1)]w(u)\§

+BME+ 1,0 +s+ Dw()|F|©

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonug 4.56. Teorem 4.55’te @ = 1 alinirsa (4.25) esitsizligi

/MV (2 —uP)?® (VP — 3P w(22)d s«

pvr~!

1 —1)0 P 7
caff (L0212 0) B0+ 1,08+ 1) (Wl + 1w )]
esitsizligine doniisiir.
Sonug 4.57. Teorem 4.55’te p = 1 alinirsa (4.25) esitsizligi
v
/ (e —u)® (v—32)Tw(5¢)d
u
1
< (r=w)® " (BME +s5+ Log+ Diw() +BME +1,08 +5+1)w(v)[)*
esitsizligine doniigiir.

Teorem 4.58. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde ikinci anlamda s — p-konveks ve @,1 >0, p < 0,s € [0,1] ise
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/uv(%p —uP)? (VP — 3") M w(5e)d s

[0} 1 1 — 1%
< W (P02 121 - Y Bt st g+ DO

pup~!

FB(@C + 1,0 +s+ Dlw(u) ]
(4.26)

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 =1 'dir.

Ispat. Lemma 4.4 ve |W|C ‘nin Holder integral esitsizligi ile s — p— konveksligini

kullanarak

/u " (5P —uP)® (WP — 5P) o (56)de

NS ey ()
- P 0 (

Ovr + (1 — 0)up) 1) ‘W ((Ovl’ +(1— O)MP)l/p) ‘ 46

_ (VP —uP) / 1 a6
P 0 (Bvr + (1—0)ur) L1

x (/01 99 (1— g)n¢ ‘w ((evp+ (1- e)up)l/l’> ’€d6>

1
- / —do
p 0 (p—1)®
(OuP + (1— 0)vr) 7

X (/01 6°%(1—0)"¢ (9S|w(v)|4+ (1— e)S|w(u)|C) de)

1
- / e 49
p 0 Lp—-1)o (1-(1-%)8) »
u

uf

X (/01 62 (1 - g)n¢ <9S]w(v)\§—|— (1— e)s\w(u)ri) d@) ‘

(vp_up)w+n+l 1

SO (P 2= ) [t s+ D)

| —

| —

FB(@C + 1,0 +s+ Dlw(u) ]

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [
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Sonug 4.59. Teorem 4.58’de @ = n alinirsa (4.26) esitsizligi

/ "5 —uP)® (P — 32P)© w(50)d e

u

P —w?)?® L (p-1) WP ¢
STZFI —’1’2’1_u_1’ [B(wé+s+l,wC+l)\W(V)!

1
+B(0C + 1,0 +s+ 1w(w)|]*
esitsizligine doniisiir.

Sonuc¢ 4.60. Teorem 4.58’de p = —1 alinirsa (4.26) esitsizligi

/V Ge—u)®(v—2)Tw() ,

Praanl

(u_v)w+n+l i < WP

< oF P 219,1;2;1—u—p) [ﬁ(wc+s+1,n§+1)|w(v)|g (4.27)

= 1011
+B(0C+ 1,0+ s+ Dlw(w)|]

esitsizligine doniigiir.

Lemma 4.61. w: [u,v] C [0,0) — R, [u, v] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun.

w,n>0,p<0ise

(o —uh)® (P — ) ()
/u %(wJFn)P dz

10°(1—8)Tw ((GVP+(1_9)MP)1/P> (4.28)
de

- )

p (evp + (1 . e)up)w+ﬂ+%]

esitligi saglanir.

Ispat. » = (6vF 4+ (1—0)u? )1/ P alinip degisken doniisiimii yapilarak istenilen sonug

elde edilir. n

Sonug 4.62. Lemma 4.61°de @ = n alinirsa
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dx

/V (3 —uP)? (v — ") w(52)
" 2020p

10°(1—0)Tw ((QVP +(1— g)up)l/P>
do

- J

—1
p (Ov0 + (1 — 0)ur) >+

esitligi elde edilir.
Sonug¢ 4.63. Lemma 4.61°de p = —1 alinirsa (3.1) esitligi elde edilir.

Lemma 4.64. w: [u,v] C [0,0) — R, [u, v] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun.

w,n>0,p>0ise

v (5P — up)w (VP — %p)n nes
/M %(wJFn)P dx
1 (1—0)°9My ((Gul’_|_(1_9)vp)1/ﬂ> (4.29)
do
(OuP + (1 — @)@+ 55"

- )

4

esitligi saglanir.
Ispat. 3= (0u” +(1—0)V?) 1/p alinip degisken doniistimii yapilarak istenilen sonug

elde edilir. ]

Sonug 4.65. Lemma 4.64 ’te @ = 1 alinirsa (4.29) esitligi

d

/V (3 —uP)? (v — 527)® w(>2)
" %Z(x)p

1 (1-6)26% ((eup (1 e)vp)l/l’) o

B 0

4

(p=1)

(Our + (1 0)wr)2*+5

esitligine doniisiir.

Sonug¢ 4.66. Lemma 4.64 ’te p = 1 alinirsa (4.29) esitligi

Ve—u)? (v—a)Tw(se) ® H1-6)?0"Tw(0u+(1—06)v)
/u (@) doe = (v=u) +W/o (Gur (1o

esitligine doniisir.
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Teorem 4.67. w: [u,v] C [0,00) — R, [u,v] araliginda stirekli bir fonksiyon olsun.

®,n > 0,p < 0 olmak iizere w,[u,v] aralaginda p- konveks ise

[t

s(@+n)p
(vp o up)(l)+n+1 p o 1 ' ' vp
S pu(w+n+])p_] W(V)B(w+27n+1)2Fl (0+77+T»(0+2’77+(9+3’1—u—p

—1 VP
+wu)B(®+1,n+2)F (w+n+p7,w+1;n+w+3;1—u—p

(4.30)

esitsizligi saglantr.

Ispat. Her 0 € [0, 1] ve w,[u,v]’de p- konveks olmak iizere Lemma 4.61 kullamilirsa

/V (3P —uP)® (VP — 5P)" w(3)

s(@+n)p ds
(vp—up)w+n+1 102(1—0)"f <(9vp_|_( 6)up)l/p>

! i /0 (6vP + (1 — §)ur) 175 a9 (4.31)
<(Vp_”p>w+"+'/’ 0°(1—0)"[ow(v) + (1 - 0)w(u)] o
) P 0 (v (1—0)ur) T
= (VP — yP) @t /1 6°(1-6)"[6w(v)+ (1 —6)w(u )]de

P 0 gy oniE

(wr (1= (1-37)6))

_ (vp_up)aH-n-H " V)/l 9w+1<1_9)n _ o

' (1= (1-3)8)" "

g)n+!
+w(u / (1 w+n+p
a)+n+1 0o+ (1 _ o)1

_( w+n+1 (1-96) o

1-35) )T

esitsizligi elde edilir.
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1 w+1 _
/0 0 (1,, e)np;ldezﬁ((oJrZ,nJrl)
(1-(1-7)6) 7 (4.32)

p—1 yP
xFllo+nN+—— 0+2;n+0+3;1——
P ub

ve

/1 9“’(1—9)"“1)1019 =B(w+1,n+2)
" (-(1-3)0)"

uP

(4.33)
p—1 vP
xoFilo+N+—— o0+ Lin+o+31-—
p ub

(4.32) ve (4.33) esitlikleri (4.31)’de yerine konuldugunda gerekli sonug elde edilir ve

ispat tamamlantr. O

Sonug 4.68. Teorem 4.67°de @ = n alinirsa (4.30) esitsizligi

dx

[ =
" %Za)p
(Vp _ Mp)2w+l

- pu(2co—|—l)p—1

—1 p
{w(v)ﬁ(a)+2,a)+l)2Fl <2a)+ p—,w+2;2w+3;1—v—p>
P u

—1 P
Fwu)B(o+1,0+2)F <2w+ p—,w+1;2w+3;1—v_p)]
p u

esitsizligine doniisiir.
Sonug 4.69. Teorem 4.67°de p = —1 alinirsa (3.1) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.70. w : [u,v] C [0,00) — R, [u,v] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun.0 <

u<v<oove®n>0,p>0olmak iizere w,[u,v| aralaginda p- konveks ise

/V (e =) (0P =)o) (4.34)

2 (0+1)p
(Vp . up)aH—TH—l (p_ 1) . . P
= ppl@rn )y ww)B(n+2,0+1)2F (0+n+ > ,T]+2,T[+(D+3,1—v—p

(p—1) u?
+w(v)B(M+1,0+2)F a)+n+T,n+1;n+a)+3;1—v—p
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esitsizligi elde edilir.

Ispat. Her 6 € [0,1] iginw, [u,v]’de p—konveks olmak iizere Lemma 4.64 kullanilirsa

dx

/V (3P —uP)® (v — 5P) T w(s2)
u »w(O+n)p

1 (1-6)?0"w <(9u1’ +(1- 9)vp)1/p>

do

(p—1)

(BuP +(1—0)vP) »

< (VP —up) @t /1 (1-6)°0M6w(u)+ (1 —6)w(v)]

- P 0 (Our + (1= 0)wr) 7

(P —ur)@tnt! /1 (1-6)°016w(u)+ (1 —6)w(v)]
0

: o (1 (=) 8) "7
. (vP — up)a)—HHl Wit /1 (1— 9)w9n+1 1o (4.35)
0 v(aH'n‘H)P_l (1 . (1 - ﬂ) 9)(1)+T[—|—(P;1)

P

+W(V) /01 (1 o 9)w+19n 16

p 0

do

do

plo+n+1)p—1 (1 _ (1 _ g_g) 9)w+n+@

do

0

- pv((D-HH—l)p—l (-1

(1-(1-2)0)*™ 7

P

+W(V)/()1 (1 _ 9)(04—1977 16

(p=1)

(1-(1-%)e)" "7

esitsizligi elde edilir.

1 1—-06 wen—i—l
/ ( ) o+ +@d9
O (1= (1)

_V_P

(4.36)

=B +2,0+1)2F <w+n+(p;1) ”p)

MN+2n+0+3;1——
P

A%~

1 1— w+1gn
[ e,
0 p—1)

(1= (1=1)* 4.37)
(p—1) u”)
P

=BMm+1,0+2)F (a)+n+ ,n+1;n+a)+3;1—v—p
(4.36) ve (4.37) esitlikleri (4.35)’de yerine yazilirak gerekli sonug elde edilir. ]
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Sonug 4.71. Teorem 4.70’te @ = 1 alinirsa (4.34) esitlisizligi

dx

/" (5P —uP)® (VP — 5P) T w(5¢)

2020p

< L) {W(u)ﬁ(w+2,w+1)zF1 (2w+(p ),a)+2;2w+3;1—u—)
plo+n+1)p—1 p VP
(p—1) uP
+w()B(o+1,0+2)F ( 20+ > o+ 120431 -

esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.72. Teorem 4.70’te p = 1 alinirsa (4.34) esitlisizligi

dx

/V (e —u)® (v =) Tw()

u sl
(v_u)ernJrl

< o WBM+2,0+1+w(v)B(n+1,0+2)]

esitsizligine doniigtir.

Teorem 4.73. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde p — konveks ve @,1 >0, p < 0 ise

dx

) (7 ) (o)
/u »w(O+n)p

(vp_up)a)-l-TH-l p—l WP 1_%
< - 1 - —
e (R s (ﬁ(w+1,n+1)2Fl (a)+n+ SO+ Lot +2] up))

C p—l Vp
x |lwv)[*B(@+2,1n+1)2F w+n+7,w+2;w+n+3;1—u—p

1
v\ | ¢

ub

—1
+MWW¢@H4JH4bH<w+n+3;nw+hw+n+&l—
(4.38)

esitsizligi saglanr.

Ispat. |w|®,[u,v] iizerinde p— konveks oldugundan, her 6 € [0, 1] icin Lemma 4.61 ve

power mean integral esitsizligi kullanilirsa
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dx

/”(%p—u@w(ﬂ“—%mnwi%)

%(w"‘n)P

(vp _ up)(l)+n+]

16°(1— )"

wﬁmw+a—emmVﬂ]

p

J ——2lag
0 (OvP + (1 —0)ur) 175

P

1 6°(1— )"

1—1
1 01 _g\n ¢
/ 0°(1-0) 6
O (BvP+(1—0)ur) T

1
¢

wl(evr —0)uP p\|°
((ovr+(1 9))1)‘d6

| ’
0 (0vP + (1 — 8)ur) 5%

- (vp o up)(l)+n+l

P

1—1
1 O -\ ¢
/ 0°(1—-6 46
O (BvP 4 (1 —0)ur)® ™t

~ |~

[ (e + =06 \*
X —d0
0 (GvP+(1— 6)u17)w+n+p7

(vp . up)(l)‘FTH-l

4

1—1
¢
1 Q) _ n
/ (1 - 0) 0
O umrorirt (1 (1- £)6))* T

uP

u|—

) (/01 0°(1— )" (81w(v)|* + (1-0)lw(u) <) de)

u+@+1)p=1 (1 — (1 — 22 9)w+n+”7*1

pu(w+n+1)p71

ub

—1 V
(Mw+hn+wﬂ<w+n+33nw+hw+n+21—w

1 p
x [|W(V)|Cﬁ(w+2,n+1)zF1 (w+n+p7,co+2,a)+n+3;1_:_p)

1

¢ p—1 vP\ | ¢
+w(u)]*B(@+1,1n+2)2F w+n+7,w+l,w+n+3;1 -

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir

Sonug 4.74. Teorem 4.73’te @ = 1 alinirsa (4.38) esitsizligi

dx

2020p

/V (5P —uP)? (VP — 5P) P w(5¢)

(Vp - Mp)2w+l
- pu(2w+l)p71

1
1 AN
(ﬁmr%Lw+lhﬂ<?w+g——3w+lﬂw+2A—l%)>
p

u
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4 p—1 vP
< |w)*B(@+2,0+1)F 20+ ——,0+220+3;1 - —
p u
1

¢ p—l vP 4
+w(u)|>B(0+1,0+2)F 2m+7,w+1;2w+3;1—u—p

esitsizligine doniisiir.
Sonuc 4.75. Teorem 4.73’te p=-1 alinirsa, (4.38) esitsizligi (3.5) esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.76. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,v] iizerinde p — konveks ve ®,1 >0, p > Oise

o ) (07— ) ()
/u w(O+M)p

(vp o up)(l)+n+1
py(@+n)p-1 (B(’? +1o+1)R (a)+n T

dx»x

1
1 PN\ !¢
L ),n+1;w+n+2;1—”—))
p vP

—1 P
<[po 204128 (010+ O D2 s 043 -4

1
-1 P\T¢
WIS+ 1,0+ 2)F, (w+n+<"p )’”“;"*“’”;l—z—pﬂ

(4.39)

esitsizligi saglanr.

Ispat. |w|®,[u,v] Uzerinde p— konveks oldugundan, her 6 € [0,1] igin Lemma 4.64 ve

power mean integral esitsizligi kullanilirsa

dx

[ ) )

2 (@+1)p

R (1-6)°0" | (0w + (1-0p)'7)|

(p=1)
p (QuP + (1 — @)yp)@ N+ 5
1—1
s el | L L
p O (Qur 4 (1 —0)v)* 1%
1
¢\ ¢
1 (1—6)@0n ‘w <(9u1’+ (1- e)vp)l/f’)]
« / — 6
0 pT

(QuP + (1 —@)yp) @t
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1-1
(v —wpyetntt [ (1—6)2@n :
= o+ PR
p O (Bup+(1—0)w) 5

1—6)207 (8]w(u)|s + (1—0)jw(»)| ¢
) </q< ) ( w(u)|s+(1-6)| <>>d9)
0

(p=1)

(OuP + (1 — Q)VP)wH’ P

1-1
_ow—wW“”lhf (1-6)°6" o)
o (p=1)
! St (1 (1-15) 0))

( 1 (1= 0)07 (8lw(w) € + (1 - 0)w(v)|) )C
x/o T

pl@+n)p—1 (1 _ ( _ ﬂ) 9)w+n@

P

(ﬁ(n+1,w+1)Fl <w+n+ (p;I)

1—
uP
pyl@tmp-1 ,n+1,a)+n+2,1—v—p))

—1 P
X {|W(M)|Cl3(77 +2,0+1)2F, (w+n+ (pp ),n+2;n+a)+3;1_z_p)
1

—1 rP\7¢
+’W(V)|C/3(n+1,w+2)21’1 ((0+n+ (pp ),n+1;n+w+3;1_z_p)]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonuc 4.77. Teorem 4.76’da @ = n alinirsa (4.39) esitsizligi

/" (5P —uP)? (VP — 5P) P w(5¢)

2.20p

dx

1
1 PN\ !~z
(ﬁ(a)+1,a)+1)Fl <a)+n+(p ),w+1;2w+2;1—u—p)>
P

pvP—1 v

— P
XB(w+2,0+1) [|w(u)|CF1 (co+n+ (pp 1),a)+2;2a)+3;1—u—>

P
(r—1)
p

1

uP\ | ¢
,w+1;2w+3;1——>]
vP

-waﬁﬂ(w+n+
esitsizligine doniigiir.

Sonuc¢ 4.78. Teorem 4.76’da p = 1 alinirsa (4.39) esitsizligi

dx

/" (5 —uP)® (VP — 5P) T w(5¢)

52O+

u|—

<=M+ 1,0+ 1) W@ B +2,0+ 1)+ W) B+1,0+2)]
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esitsizligine doniigtir.

Teorem 4.79. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve O, > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u, V] iizerinde p — konveks ve ,@ > 0 ,p < 0 ise

PCELA S
u %(w+n)l’
(v — uP) B (dw+1,n0+1) (4.40)

- pu(w+n+1)p71

up 2

4 - P ¢ ¢\ '/
X o F’ <(w+n+%) 19,a)19+1;(n+a))19+2;1_"_) <|W(V)’ + [w(u)| >

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1 /£ +1/9 = 1'dir.

Ispat. |w|®,[u, v] araliginda p—konveks oldugundan, her 6 € [0,1] i¢in Lemma 4.61

ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa

[,

%(w+n)P
By (R R
0 (Ovr+

’w ((Ov” L1 e)up)l/l’) ’d@

p (1— 0)ur) 15
1
p _ ,p\O+N+1 1 wd (1 _ g\nd v
S(V uP) / 0°v(1-0) 40
p 0

(0w 1 (1 - 0)ur)(©175)?
x (/01 w (v +(1—0)ur)?) ‘Cd9> ‘

(vp_up)a’+n+1 1 9(1)19(1 _9)1719
. [
P 0 (evp+(1—e)up)(“’+”+7)l9

1

X (/01 <0|w(v)|g+(1—6)|w(u)|g>d6)g

S0

do

S0

p . p\O+N+1 1 6(919 1—0 nd
(- (1-6) o

! ’ u((@+n+1)p-1)8 (1 B ( B ﬁ) 6) (w+n+"77‘)19
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x (/01 (e|w(v)|4+(1—9)|w(u>|5)de)é

(Vp_up)a)+n+1 1

= eyt PT@O+1LNY+1)

1/¢
1 _ » ¢ ¢
Xy Fy’ <(a)+7]+pp1)0,wﬁ+1;(n+w)19+2;1_:_p) (Iw(v)| + [w(u) )

2

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur. O

Sonug 4.80. Teorem 4.79°da N = @ alinirsa (4.40) esitsizligi

[T )

2¢2mp
(v —up)? o 1 p—1 WP
< v . -1
< pu(w+n+l)p_lﬁﬂ(w0+1,(019+1)2F1 2m+ 2 %, 0%+ 1,200 +2;1 "

. (\w<v>|€ )’ )” :

2

esitsizligine doniisiir
Sonuc 4.81. Teorem 4.79’da p = —1 ise (4.40) esitsizligi (3.6) esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.82. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve O, > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,v] iizerinde p — konveks ve ®,1 >0 ,p > 0 ise

[/ )

%(w+n)P ds
wP — ub o+n+1 1
= (pv(w+n)+1>p—1 Br(on+1,09+1) (4.41)
1/¢
1 -1 » ¢ ¢
><2F119 (((D—Fn—l—(ppf)) ﬁ,nﬁ_{_l;(a)_}_n)ﬁ_FZ;l_z_p) (‘W(uﬂ ;'W(V)‘ )

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1 /£ +1/9 = 1'dir.

Ispat. Lemma 4.1°i ve |w|§ ‘nin Holder integral esitsizligi ile p— konveksligini kulla-

nilirsa
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dx

V(5 —uP)® (VP — ) w(5)
/u %(w"‘n)P

B i /1 (1—-6)°0n
< 5 A

p—1

(Our + (1— ) 5"

< (VP_MP)“H‘TI“'I /1 (1 _9)601991119 10
= (p—1)v
p O (Qur+(1—0)vp) 7

X (/01 ‘W<(9up+(1_9)vp);>’éde>é

< (VP_MP)“H‘TI“'l /1 (1 _9)601991119 6
= (p—1)v
p O (Qur+(1—6)vr) »

1

x (/0] (6w +(1 —9)]w(v)lc>d9)g

w((@up—f—(l —G)VP)I/”> ’d@

B

(A0

_ (VP—MP)OH—?H—I 1 (l_e)wﬂenﬁ o
p O L(@+n+hp-1)p <1 B < B %) 9) (0+n+2;1 )0

1

x (/01 (9|w(u)|g+(1—8)|w(v)|§>d9)C

- pv(w+n+1)p71

1/¢
1 _ p ¢ ¢
X 2F? <(w+n+(pp 1))0,n0+1;(w+n)ﬁ+2;1_:‘p> (‘W(”)l +w(v)| )

ﬁ%(nﬁ%—l,(m&‘jtl)

2

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur. O

Sonuc 4.83. Teorem 4.82°de @ = n alinirsa (4.41) esitsizligi

dX

[ )

%2a)p
= (@or 1)

3 - r ¢ ¢\ ¢
X o F° <<m+n+(l’p 1))07w0+1;2w19+2;1_“p> <!W(u)\ +w()| )

Bi(@d+1,09+1)

v 2

esitsizligine doniisiir.
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Sonug 4.84. Teorem 4.82°de p = 1 alirsa (4.41) esitsizligi

x

(=)0 =) Tw()
|

_\o+n+l 1 1/¢
< %ﬁé(nﬁJrl,wﬁJrl)zFﬁ ((a)+n)19,n19+1;(a)+n)19+2;1—%>

. <w<u><+|w<v>é)“
2

esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.85. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde p — konveks ve ,@ > 0 ,p < 0 ise

/V (3 —uP)? (VP — %”)nw(%)d%

%((D+n)p
(vp o up)(()+77+1

1
: pul@+n+1)p=1 prl@d+1,19 +1)

2 Fy (<w+n+T) £,2:3; 1_%) w(v)|®

w) 2
+2F) (<w+n+7)c i 1_up) |W(2>|C]

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1 /£ +1/9 = 1'dir.

(4.42)

Ispat. |w|®,[u, v] arahginda p—konveks oldugundan, her 6 € [0,1] i¢in Lemma 4.61

ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa

/V (s —uP)® (VP — 5P) T w(5¢)

2(@+M)p d>
P p\O+HL o1 _ 1
L 0wl / 6%(1-9) ((evP+( )up)l/l’)‘de
P 0 (gvP + (1—O)ur)® 1
l
< (Vp (0+T]+1 ( 19(919 nﬂde)

1

¢
’ ‘w (0vF + (1 e)up)l/P(Cd9>

1
X / p—1
0 (evp+(1—e)up)<“’+’7+
p 0
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) /01((e|w<v>|4+<1—e>\w<u>|ﬁ))de §

(OvP + (1 — @)up) @1+ 558

p_ ,p\Otn+1 1 5
0

/1 (BmmE+a-omwwlf) N
0 ,lo+n+1)p— 1)(; ( (1 _ %) 9)(w+n+"7")é
(vp a)—i—n—H |

B7(wd+1,n9+1)

2F ((w—l—n—l—T) £,2:3; 1_u_1;) ’W(;)\C

+oF ((a)+n+7) £1:3; 1_u_p> |W(2)\C]

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

a)+T‘[+l p—1

Sonuc 4.86. Teorem 4.85’te @ = 1 alinirsa (4.42) esitsizligi

»

[t

272mp
(Vp _ up)20)+1
- pu(2a)+1)p71

+2F ((ZaH—pT) 131 — up) M]

esitsizligine doniisiir.

P ¢
B (00 +1,00+1) [2F (<2a)+1’_) 231" ) w(v)|
p up 2

Sonuc 4.87. Teorem 4.85’te p=-1 alinirsa, (4.42) esitsizligi (3.8) esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.88. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

|w|§, [u,v] iizerinde p — konveks ve ®,1 >0,p > 0 ise

[,

%((‘)+n)P
D _ D (D+TI+1
P = u?) —BHB+ 1,00 +1)

- pv((a)+’7+])P

+2F1(<w+n+(pp )C 1;3; 1_v_1’)| (2)|C> ]

(4.43)
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esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1 /£ +1/9 = 1'dir.

Ispat. |w|®,[u, v] arahginda p—konveks oldugundan, her 6 € [0, 1] i¢in Lemma 4.64

ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa

dx

/” (5P —uP)? (vP — 3P)" w(32)

200+1
_ ) /1 (1-6)°"
- P 0 (Bup +(1— 0)wr) M+

1

< (Vp_u;)w+n+l [(/01(1 —~ 9)“’1%‘91”115‘(19)9

1 1 ¢
« (w(eul’+(1—9)vp)l/f7 6

O (0ur + (1 o)) (0T 5
_ (P —u ) (/ (1_9)w09n0d6>
0

1 (Blw(w) (1—9)|w(v)|5)d9 :
. /() eup+<1 o))

(w( OuP + (1 — )v”)””)‘d@

1
¢

—_

(VP w+n+1 (/01(1 B e)wﬁen@d9>ﬂ
“ /1 (e\w(u)|é+(1 - 9)\W(V)|c>
0 pv((w+n+1)l’*1)§ (] _ ( _ ﬂ) 9> <w+n+(1”%1)>g

P

u|—

do

(Vp - Mp)w+n+1
o pv((w+n+1)P*1)

2 F ((w+n+(p;1)) £,2;3; 1__) w(u)|®

VP 2

+2F (<w+n+<pp )C,1,3 1__) w(v )Igr

B%(nﬁ+l,wﬁ+l)

X

vP 2

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 4.89. Teorem 4.88’de @ = n alinirsa (4.43) esitsizligi
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dx

/” (3P —uP)® (VP — ") w(>2)
" 2.20p

= @orp D)

R ((2w+ <p_1)) 5,1;3;1—f> Mr

p vP 2

B%(wﬁ%—l,(m}jtl)

2 Fi ((2(1)—%0)’%1)) §,2;3;1_Z_£) M

esitsizligine doniigiir.

Sonuc 4.90. Teorem 4.88’de p = 1 alinirsa (4.43) esitsizligi

V(30— )2 (v — 3)Mw( 5
/u ( )}(twm) (=),
V_uw ; u wlu C
_(va}—ﬂjwﬁﬂ(nﬁ—kl,wﬁ—l—l) 2F ((a)-}-rl)g’z;?,;l_;)l (2)|
uy w(v)|® :
+2£1 ((a)+n)§,1;3;1—;>’ (2)’ ]

esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.91. w: [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,v] iizerinde p — konveks ve ,@ >0 ,p < 0 ise

d

/V (5 —uP)® (VP = 3P) T w(5¢)
u %(w“‘n)l’

D pw+n+1 1 -1 P
Y 2 (@ n+ 22 00.1.21 - 2) [Bog 4208+ D)l

- pu(a)—HH-l)p—l

+B(0C +1,1¢ +2)w(w)l*|©
(4.44)

esitsizligi saglamir. Bu esitsizlikte 1/ +1/9 = 1'dir.

Ispat. |w|®,[u, v] araiginda p—konveks oldugundan, her 6 € [0,1] i¢in Lemma 4.61

ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa
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d

(G a?)® (P — ) ()
/u »w(O+n)p
< i /1 6°(1-0)"
a p O (@vr+

(1— @)ur) @+

p _ ,p)Otn+l 1
< (V2 —uP) (/ 1 a6
p 0 (gvP + (1 — @)up)(@TNT5)0

X (/01(1 _g)négot ‘w ((va L1 e)ul’)l/f’) ‘Cd@)é

P 0 (vp+ (1 — @)ur)(@T1+550)?

x (/01(1 —0)1409 (Bw(v)|* + (1 0) pw(w)|*) d9>€

(v —up)@tH /1 X .
i 0 ulnto+p=1(1—(1 vp)g)((w+n+”,%l)ﬁ

TP

W((va+(1 - 9)up)1/p) ‘d@

=

VAN
=

L
v

x (/01(1 _g)éget (e|w<v)\€+ (1- e)yw(u)\é) d@)é

_ (P —wn)otm p—1, . WP
— pulotn+p-1 2F (w+n+7)19,1,2,1——p

% [B(@C +2,8 + Diw(v)|* +B(@f + 1,18 +2)w(w) ]

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanr. O

Sonug 4.92. Teorem 4.91°de @ = n alinirsa (4.44) esitsizligi

dx

/V (5P —uP)? (VP — 3P)“ w()

22mp

(v —u) P=1\ o W ¢
< e 2hl (204 9,121 2 ) Bl +2,0f +1)w(v)|

=

+B(0¢+1,08 +2)ww)*]
esitsizligine doniigtir.

Sonuc¢ 4.93. Teorem (4.91)’de p=-1 alinirsa (4.44) esitsizligi (3.8) esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.94. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger
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\W\C, [u,v] iizerinde p — konveks ve ®,m > 0,p > 0 ise

dx

/V (5P —uP)® (VP — 3P)" w(3)

%(“H‘n)P

(P —uP)@FIHL p—1 P ‘
< a2 (et oz = ) B2, 00+ v

(4.45)
esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 = 1'dir.

Ispat. |w|*,[u, v] arahginda p—konveks oldugundan, her 6 € [0,1] i¢in Lemma 4.64

ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa

Y (3P —uP)® (v — 3eP)" w(s)
/u w(O+n)p

B L A /1 (1-6)°"
N p 0

dx

— |w((6u” +(1—0)v")/7) | a6
(Our +(1—0)w) "5 ( )

(vp_up)ahLTlJrl 1 1
= 4 /0 (a)+n+p1>19d9
(BuP + (1 —0)vP) P

1

X (/01(1 —9)°%9n¢ ’w ((6u”+ (1— e)vp)l/p> ‘gde) ¢

(vp_up)a)+n+l 1 1
< ST
p (/0 (Our -+ (1— @) (@177 )

X (/01(1 —g)@¢gn¢ <e|w(u)|€ +(1— e)|w(v)|€> d@)

4
_ w+n-+1 1
R ! ——do
g O J((@+n+1)p-1)0 (1 _ (1 _ u_) )(w+n+7)ﬂ

)6
X (/01(1 _g)@¢gn¢ (e|w(u)|C (1 e)\w(v)|€> d9> ‘

_ (r—wn)tnt -1 o
_pv((m+n+1)p_1)2F1 a)+n+7 19,1,2,1—v—p

x [BOIE+2,08+ D) +BME+1,08 +2) W]

=

=

L
v
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esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur. O

Sonug 4.95. Teorem 4.94’te @ = 1 alinirsa (4.45) esitsizligi

[,

2.20p

U
=

+B(@C + 1,08 +2)lw(v) ||
esitsizligine doniisiir.

Sonuc 4.96. Teorem 4.94’te p = 1 alinirsa (4.45) esitsizligi

dx

/[ (e =) (v — ) Tw(>1)

u %a)Jrn
v—p)otntl 1 y

< (V(E—anFlﬁ ((w+n)19,1;2;1—;> [ﬁ(n§+27mg+1)|w(u)|c

1
+B(ng+1,0¢ +2)|w(v) 4]
esitsizligine doniistir.
Teorem 4.97. w: [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve § > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,v] iizerinde s — p — konveks ve N, >0, p < 0,s € [0,1] ise

/V (5P —uP)? (vP — 3P)" w(3)

R dx

1
(vP — )@+t - | e
= puern Blotln+ipfi(@+n+—= 0+ Lotn+xl-7
(4.46)
¢ p—l P
X |WOFB(@+s+In+ DR (@+n+ == otsthotnts+21- 5

&: p—l vp %
+Hw@)|*B(o@+1,n+s+ 1)k w+n+7,w+l;w+n+s+2;l—v—p

esitsizligi saglanir.

Ispat. |w|®,[u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p— konveks oldugundan, her 6 € [0, 1]

icin Lemma 4.61°1 ve power mean integral esitsizligi kullanilirsa
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dx

/” (5P —uP)® (v = 5") T w(5)
u %(w"‘n)P

10°(1—0)" ‘w ((va—|— (1— e)up)l/P> ’

- (vp_up)TH-aH—] /
0

N p

- do
(6vP + (1 — @)ur) 175

1—1

B T
- —1
p 0 (va+(1—6)ul’)w+n+p7

1
¢

1 99(1— )" ‘w ((evp (1 O)MP)]/p) ‘Cde

< g
0 OV + (1 — O)ur) 15

1
D _ D n+o+l1 1 0 _ n l_f
) </ 0°(1—0) pld(a)
p 0 (va+(1—6)up)w+n+7

( 1691 = 0)7 (l6*w(v)|° + (1 - 8) lw(w)) )5
/0 do

X

(OvP -+ (1— B)ur) 15

-
_ (P )t /1 6”(1-6)" do
p 0, (m+o+1)p-1 (1 _ ( vl’) 9))60—0—71—0—’7—;1

o[—

uP

169(1— )7 (6°w(v)|¢ + (1 0) ()¢ | *
“\

—_

(=1
et (1 (1) 6) T
(Vp . up)a)-H‘H—l

= 1,n+1)F =1 o NELAN
= @ flotlnt+A{o+n+——0+hotn+nl--

1 P
X {\W(V)Igﬁ(erHl,nJrl)zFl (w+n+p7,w+s+1;w+n+s+2;1—:—p>

—1 P 7
@B L+ m (0rn+ 2 ot to -2 )]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonuc 4.98. Teorem 4.97°de w = n alinirsa (4.46) esitsizligi

[t

22mp
(Vp o up)2w+1

Lot1)F (2047~ 0120101 " -t
=, Blo+1,0+1)F w+7,a)+ 20+21-—

u
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-1 P

x (W) B(@+s+1,0+1)2F (2(D+p—,w+s—|—1;2w—|—s—|—2;1—v—p>
p u

¢ p—1 vP z
+ww)|*B(@+ 1,0+ s+ 1)2F 2w+—,w+1;2w+s+2;1—b—
P P

esitsizligine doniisiir.
Sonug 4.99. Teorem 4.97°de p = —1 alinirsa (4.46) esitsizligi

/uv (e —u)® (v—3¢)Tw(s0)d»

u

= (G)wﬂ(v_”)wﬂ'“ (B@+1.n+1):F <w+n+2,w+1;a)+n+2;1—%)>l_

1
¢

< [[we)EB(@+s+ 10 +1)sR (0+n+2,0+5+ Lo+n+s+21-)

=

+w(w)[*B(w+ 1,1 +s5+1)2F (a)—i—n+2,a)+1;a)+n+s+2;1 _%)]

esitsizligine doniistir.

Teorem 4.100. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\W\§7 [u,v] iizerinde s — p — konveks ve @, >0, p > 0,s € [0,1] ise

P =) () — ) ()
/u I dx (4.47)

1
(v —ur)® (p—1) _ o\t
Spv((w+n+1)p—1) B(m+1,0+ 1)k w+n+T,n+1,w+n+2,1_v_p

¢ (p—1) , o
x [w@)*B(n+s+1l, 0+ 1)k | 0+n+ p Ntsthotnts+2l-—

1
—1 p 7
0B+ 10+ ar (0n+ D i v oss 2 - 2]

esitsizligi saglanir.

Ispat. |w|C, [u,v] tlizerinde ikinci anlamda s — p - konveks oldugundan, her 6 € [0, 1]

icin Lemma 4.64 ve power mean integral esitsizligi kullanilirsa
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dx

V(5P —uP)® (VP — 32P) T w ()
/u sl(@+n)p

1 (1—8)20" ‘w ((gup +(1- e)vp>1/p> ’

(p=1)

(OuP + (1 —@)vp)* 15

1_
Bl e R S
=~ » 0 (Qup+(1 —G)VP)w+n+(p 1)

)4

")

(vp . up)a)+n+l
< J
0

N p

do

u|—

1 (1-6)267 |w ((0u” + (1 6)w
(p—1

=] ~—

|
0 (BuP + (1 — )yP) T+

1—1
N o R /1 (1—6)28" ” :

—0)20" (|65w(u)|* + (1—0)|w(v)|* ¢
X(/lu )207 (16%w(w)|° + (1 - 0)w(v) )de>
0

(p=1)
p

(eup _|_ (1 r 9)\/1’)@4—"4—7

1—1
_ P —ur)® /1 (1— )97 . ‘
p 0 plo+n)p-1 (1 1— ﬂ) 9))w+n+@

_( VP
( 1 (1-6)°6" (t3|w(u)lc+(1—0)S|W(v)|6) )¢
“\ o

plo+n)p-1 (1 _ (1 _ ﬂ) 6)w+n+@

vP

(0 —un)or (p—1) wP\\ 17
:pv((ﬂH—TH—l)p—l) (ﬁ(n+1,w+1)Fl<a)+n+ > ,n+1,w+n+2,1_v_p)>

(P;l) up)

X {|w(u)|cl3(n +s+1,0+1)F (a)+n+ ,n+s+1;w+n+s+2;1—v—p

1

—1 P\1¢
Hw)B(M +1,0+5+1)F (a)+n+ (”p )7n+1;n+w+s+2;1—z—p)}

elde edilir.Boylece ispat tamamlanir. [

Sonuc¢ 4.101. Teorem 4.100’de @ = n alinirsa (4.47) esitsizligi

dx

v (5P —uP)® (VP — 37)® w(se)
/u %pr
(Vp . up)2w+1 %

- pv(ZaH-l)p—l

uP 1=
,w+1;2w+2;1——)>
P

(B(w+1,w+1)F1 <2w+<p;1)
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¢ (p—1) _ ouP
xB(@+s+1,0+1)||lwu)>F 20+ ——0+s5+1;20+5+2;1-—
P 1%

1

-1 P\
+ \W(V)|CF1 <2w+u,w+1;2w+s+2;1—u_p)}
P v

esitsizligine doniisiir.

Sonuc 4.102. Teorem 4.100’de p = 1 alinirsa (4.47) esitsizligi

/V (2 =) (v = 2)Tw(>)

2c0+1 ds

(v_u)aH—TH—l . . u 1_%
S——eom (B(n+1,a)+1)zF1 <w+n,n+1,a)+n+2,1—;>>

X [|w(u)|§[3(n+s+1,w+1)2Fl (w+n,n +s+1;a)+n+s+2;l—%>

+ w0 BN +1,0+s+ 1) (a>+n,n+1;co+n+s+2;1—%ﬂé
esitsizligine doniisiir.
Teorem 4.103. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde ikinci anlamda s — p-konveks ve @,1 >0, p < 0,s € [0,1] ise

(o ) () (o)
/M ap dx (4.48)

- pu(w+n+1)p71

B3 (0O +1,m0+1)

1/¢
1 _ P ¢ ¢
X o Fy? <(w+n+p—p Lo, w0+ 1;(0+m)9+21— :p) <!W(V)\Si|1w(u)l )

esitsizligi saglamr. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 =1 dir.

Ispat. |w|®,[u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p— konveks oldugundan, her 6 € [0, 1]

icin Lemma 4.61 ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa

/V (5P —uP)? (vP — 3P)" w(s2)

dx»x
%((‘H‘n)P
p_ ,p\OtN+l ] o1 _ p\n
p 0 (evp+(1—e)up)(”’+"+7>
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1
_ () ( [ eraze de) ﬁ
P 0 (OvP 4+ >

(1 gyur) (@157
1

X (/01 ‘W ((Qvl’—{— (1— 9>up)%> )Cdg) z

N /1 697 (1 — 9)°n
< p 0 (va+(1—9)up)(w+n+7>ﬂ

1

x (/0] <9S]w(v)\c+(l—G)S\w(u)]‘:)de)C

(v — up)w+n+1 /1 0% (1— 9)0n o
P 0 u(((o+n+1)p—1)19 (1 . ( N Z_i) 9) <w+n+”771)19

X (/01 (95|w(v)|c+ (1— 9)S|w(u)|‘3) d@)é

(vP — up)wﬂHl 1

= @ B7 (00 +1,n0+1)

1/¢
1 r_ D ¢ ¢
X o F)? <(w+n+%> @,w0+1;(w+n)@+2;1_z_p> (Iw(v)lsilw(uﬂ )

l—

Pl

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur. O

Sonuc 4.104. Teorem 4.103’te @ = 1 alinirsa (4.48) esitsizligi

[t

220p
(vp_up 2m+1 N
_pu(T_H))p_lﬁﬁ(a)ﬁ—i—l,a)ﬁ—f-l)
; p-1 (el il
><2Ff9 ((w-i-n-l-—) 19,(019-1—1;2@19-;—2;1——)
P ub s+1

esitsizligine doniisiir.
Sonuc 4.105. Teorem 4.103’te p = —1 alinirsa (4.48) esitsizligi

/MV(%— u)® (v —2)Mw(s¢)ds

+1
< (%)w (V)BT (B + 1,0 +1)
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4 uy ()l + wile )
X2 F’ ((a)+n+2)19,a)19+1;(n+w)19+2;1—;) )

esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.106. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde ikinci anlamda s — p-konveks ve @,1 > 0,p > 0,s € [0,1] ise

(o ) ()T
/u %(w+n)P
(vp o up)(l)+n+1

— pv(a)—i-n—i—l)p—l

1/¢
1 _ P ¢ ¢
><2F1’19 <(60+17+pr)19,7119+1;(w+n)0+2;1—”—) ('WW + )l )

dx (4.49)

B (0N + 1,00 +1)

vP s+ 1

esitsizligi saglanr.

Ispat. |w|®, [u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p— konveks oldugundan, her 6 € [0, 1]

icin Lemma 4.64 ve Holder integral esitsizligi kullananilirsa

/V (2P —ul)® (" = 2") T wi(e)
u %(w+n)P
D _ D o+n+1 1 _ wAgn
L 0= ) / (1-6)%6 — (w((euu(l—e)vp)l/f’)‘d(a
P O (gur + (1 — gy (01 F)
1
p_ o, p\0+N+l1 1 _pyodgnd v
S(v ul) / (1-6)°Y6 46
p 0

(Our + (1 — o)y (0F1+551)?

X </01 ’W ((Gup+(1 — g)vp)%> ‘Cde)é

- (Vp_up)w+n+1 /1 (1—g)0?gnd
< > A

@l—

do
(QuP + (1 — e)vp)<“’+”+”71)”

x (/01 (6wl +(1- 9)5|w(v>|4)de)é

_ (v —un)?t /1 (1-0)79"
0

p p((@+n+1)p=1)3 (] — (1 — 1) 9)(“’*"“/’;1)”

vP

=

do
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X (/01 (6 wiw)l*+(1 —9)~‘|w(v)|‘=“)de)é

(vp_up)w+n+1 N
B pv((a’JrT]Jrl)pfl)ﬁBﬂ(l?n+1,(1)19—|—])

1¢
1 _ » C C
x2F1ﬂ<(w+n+%> 19,m9+1;(w+n)19+2;1—1‘_p) (lw(u)| +w()] >

s+1

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur. O

Sonug 4.107. Teorem 4.106’da @ = n alinirsa (4.49) esitsizligi

V(3P — P\P (vP _ , P\?
/ (5P —uP)™ (VP — 3P) W(%)d%
u %((D"‘n)P
(Vp_up)2w+1 1
_Wﬁﬂ(a)ﬁ+l,a)ﬁ+l)
1/¢
woF (20427 ) 5 .00+ 1000 +2:1- )|+ w(v)|*
1 p ) ’ s Vp S+1

esitsizligine doniisiir.

Sonuc 4.108. Teorem 4.106’da p = 1 alinirsa (4.49) esitsizligi

' e=1)® (=) w()
/M (@) dx
(-0 % | L
< BTN+ L v+ 1)F, ((+mo.no+1(0+mo+21-2)

9 <w<u>4+w<v>4>”g
s+1

esitsizligine doniigiir.

Teorem 4.109. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde ikinci anlamda s — p-konveks ve ,@ > 0,p < 0,s € [0,1] ise

Y (5P —uP)? (v —52P) w()
/u 2(@+M)p dx

(w7 — ) (4.50)

B (00 +1,n0+1)

— pu(w+n+1)p71
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w(v)|®
s+1

P— |w(u)]* HC
+2F1<(w+n+—p )C,l, +1;1— up) e

X

2 Fj (<w+n+—) C s+ 1;5+2; 1——>
P ub

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 =1 'dir.

Ispat. |w|C, [u,v] tizerinde ikinci anlamda s — p— konveks oldugundan , her 6 € [0, 1]

icin Lemma 4.61 ve Holder integral esitsizligi kullanilarsa,

G =) (0 ) (o)
/u w(O+n)p dz

07 _up)etnt /01 o 0°(1—0)" ’w ((9v”+(1 B e)up)l/p) ‘a’@

- p (1— 0)ur) 157

pyoN+l
< (V (/ 8(019 T[ﬁde)

1 1
X w (v + (1—0)uP)'/? | d6

0 (GVP+(1—9)MP)<CO+”+( 1>€

1

1
4

<o i (/1 6“7 (1~ 9)”%9) % /1 <9S|W(V)|C H G)S|W(u>|c) do
0 0

p

| 1
_ (v (D—HH- (/ ea)ﬁ nﬁde)

y /1 <QS|W(V)|§—|—(1—0)S|w(u>|c> 7
0 L

(8vP + (1 — e)up)(“””*’%l)c

do

y(M+o+1)p-1)¢ (1 _ (1 _ ﬂ) 9) (“’“7“771)5

ubP

= B

pu(a)—HH-l)p—l

VP
2F ((w+n+—><§ s+ 1;54+2; 1——)
p ub

==

(0% +1,n0+1)

w(v)|°
s+1

+2Fy (<w+n+7) £ 15428 1__) [w(w)|*

up s+1

X

1
¢

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [
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Sonug 4.110. Teorem 4.109°da @ = n alimursa (4.50) esitsizligi

vl

()0 () )
/u %Zmp
(vF —u?) ﬁ%(a)ﬁ—%l,wﬁ%—l)

- pu(2m+1)p71
p— w(v)|*
F 2 —_ 1; 2;1——
x21(<a)+ ) )Cs—l— S+ ul’> T
p— |w(u)]® )IC
F 2 R 1; 1;1—
(e ——

esitsizligine doniisiir.
Sonug 4.111. Teorem 4.109°da p = —1 alinirsa (4.50) esitsizligi

/btv(%—u)w(v—%)”w(%)d%

+1
< (9" =@ B @+ 1,09 +1)

v
w()|*
s+1

X

2k (((0+n+2)C s+1;5+2; 1_v>
+2F ((w+n+2)§ s+ 1; 1_;) |W(+)1|C]

esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.112. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

|W\C, [u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p-konveks ve @,m > 0,p > 0,5 € [0,1] ise

dsx

/V (5P —uP)® (VP — 3P)" w(3)

%((D+n)p

1
S @l Br(nd+1,00+1)

uP |W(u)|C 4.51)
X 2F1<(w+n+ . )Cs+1s+21—vp) .
1
w(v)|* | *
F —_— 1 1;1—
+2 1((w+n+ » )C, ;8 4+ vP) S
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esitsizligi saglanir.

Ispat: |w|®, [u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p— konveks oldugundan,her 6 € [0,1]

icin Lemma 4.64 ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa

»

[ )t

%(“H‘TI)P
_ (vP — uP) @t /1 (1-6)26"
p 0 (Bup+ (1 @)ww) @1+ 5"

(w ( (u” + (1 — )vp)l/l’) ‘ d6

1

- (VP —uP) (/ (1_9)w09n0d9>
0

P

u|—

1 : I/p ¢
2 w((0uP + (1 — 0N’ do
/0 (OuP + (1 — 9)vp)<w+"+(p;1))c ‘ y ( M

< (vp_up)w+n+1 (/01(1 —Q)wﬂenﬁde)ﬁ
Osw C 1—0)*|w(v)|®

x/l W) + HE)J))
(6uP + (1 — 6)vP )<w+n+ )C

b w+n+1 1 z
(V </ (l_e)wﬂenﬂd9>
0

) /1 (6wl + (1 - 8)w(v)¢)
0

y((@+n+1)p—1)¢ (1 _ ( N ﬂ) 9) (aH—TH- P;

vP
(Vp up CO+T]+1

1

| —

o~
—
=
N——
U

<=

@ Br(nd+1,00+1)

(s 25 £)
¢

w(v)|®
s+1

—1
2 (w+n+w) ¢, Lis+2; 1——)
p vP

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur.

Sonug 4.113. Teorem 4.112°de @ = n alinirsa (4.51) esitsizligi
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v

Y (5 —uP)® (v —5P)” w(s)
/u 2.20p d

p P\ |w(u)|®
Fil20+—— Lis+2:1——
<l (o 7 e )
1
uP\ wv)[© | ¢
Fi(20+—— lis+1;1——
+2 1<( w+ >C s+ vp) Y

esitsizligine doniistir.

Sonug 4.114. Teorem 4.112°de p = 1 alinirsa (4.51) esitsizligi

/V (e —u)®(v —2)Mw(3) ,

S0+ «

(v_ u)(o+n+1

¢
o (@t mE st s 21 - 1) P

1
¢

w)|¢
+2h1 ((w+n)C s+ 1; 1_v_p) |s(+)1|

esitsizligine doniigiir.

Teorem 4.115. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde ikinci anlamda s — p-konveks ve ,@ > 0,p < 0,s € [0,1] ise

/V (3P —uP)® (WP — 5P)" ()

selo+m)p d

(vp up)a)+n+1 119 p o 1 vp
< pu(w+n+1) 2F a)+n+7 19,1,2 1—u—p (452)

X [[3((1)194—s+1,1]19—1—1)|w(v)|§—Fﬁ(coﬁ—k1,1‘[19+s—f-1)|w(u)|§]é

esitsizligi saglamr. Bu egitsizlikte 1/ +1/9 =1 'dir.

Ispat. Lemma 4.61 ve |w|° *nin Holder integral esitsizligi ile s — p- konveksligini kul-

lanarak
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d

EE A
u %((D-H])p
By N (I
a p O (@vr+

p—1

(1 . e)up)a)+n+T

(vp_up)a)-HH—l 1 1
= (ormez)o
(6vP + (1 —0)uP) »

1

x (/01 99 (1 g)n¢ ‘w ((9v”+ (1- e)up)l/l’> ‘Cd6> ‘

< W) / a0
p 0 (evp+(1_9)up)(w+n+7)ﬁ

W((va+(1 - 9)up)1/p) ‘d@

S0

=

1

x (/0' 99 (1— 91t (esyw(v)\5+ (1- e)s\w(u)yé“) d@) :

:(vp_up)w+n+l 1 do ’
p (/0 u((n+o+Dp=1)3 (] _ ( )9)( ) )

1

(/ 6°%(1—9)"¢ (95|w( )6+ (1—6)°|w(u |C dG)
Uit Fl<(w+n+—pp1)19,1;2;1—v—>

pul@+n+1)p-1 25 uP

[BloC+5+1,nL+ 1)<+ B¢ +1,0L +5+ 1w

esitisizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonuc¢ 4.116. Teorem 4.115’de @ = n alinirsa (4.52) esitsizligi

»

i <%p_up>w<vp—%p>ww<%>d

272mp

| — h@

+B(wO + 1,00 + 5+ 1)yw(u)\5]
esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.117. Teorem 4.115°de p = —1 alinirsa (4.52) esitsizligi
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/uv(%— u)®(v—3¢)"w(s¢)d s

u\ e+l wn+l_pg _4 4
<(9)7 -0 R (@40 +2)8,1,21- ) (B9 s+ 1,00+ 1)lw()
1

B0+ 1,0 +5+ 1)|w(n) )

esitsizligine doniigiir.

Teorem 4.118. w : [u,v] C [0,00) — R siirekli bir fonksiyon ve { > 1 olmak iizere eger

\w|®, [u,V] iizerinde ikinci anlamda s — p — konveks ve ©,1 >0, p > 0,5 € [0,1] ise

V(40— PP (vP — . P\N
/ (5P —uP)™ (VP — 5P) W(%)d%
u %(wJFTI)P
= 3 _ 4.53
O (R )y 2F, o+n+ > 9,1,2;1 o (4.53)

X [BOIC+s5+ 1,00+ 1) W) B¢ +1,08 + s+ 1)|w(v) ]

esitsizligi saglamir. Bu esitsizlikte 1 /£ +1/9 = 1'dir.

Ispat. |w|®, [u,v] iizerinde ikinci anlamda s — p— konveks oldugundan, her 6 € [0, 1]

icin Lemma 4.64 ve Holder integral esitsizligini kullanilirsa

v (30— P\P (vP _ o P\N
/ (5P —uP)™ (VP — 5P) w(%)d%
u w(o+n)p
D _ D o+n+1 1 _ wAgn
L 0P =u) / (1-6)%6 (euP+( )v”)””)‘d@
p O (Bur+(1—0)vP)

1

< (VP — )T /1 1 . ’

N p 0 (Qup + (1— )yp) @500

1

X (/01(1 —0)°c"¢ ‘w ((Gul’+ (1— e)vp)l/p> ‘Cde) ¢

(Vp - Mp)aH—TH-l

@l—

1 1
N p /0 (Bup + (1 — @)yp)(@ N+

do
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1

X (/01(1 —g)@tgné <GS|w(u)|€+<1 - e)S|w(v)|C) d6> :

el

p_ ,,p\O+n+l1 1 1
_ (=) / S
p 0 v(w+n+1)p71)0(1_(1 up)e)(wHH )
l
1
x (/ (1—9)‘049”C<93|w( )+ (1-0) \C d9>
0
(vp_up (D+n+1 l up
- pv(a)_l,_rlz_l)p_] 2F w+r’+ p 07172 1— V_p [ﬁ(nc+s+1,a)c+1)|W(1/l>|c
1
+BME+ 1,08 +s+ Dw()||*
esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 4.119. Teorem 4.118’de @ = n alinirsa (4.53) esitsizligi

»

[ ),

2.20p

< earny 1 A 2w+—p 9,121 = =) [B(@C +5+ 1,0 +1)|w(w)|

1

+B(0C + 1,0 +s+ 1) w(v)[*)*

esitsizligine doniisiir.

Sonuc 4.120. Teorem 4.118’de p = 1 alinirsa (4.53) esitsizligi

V(e —u)?(v—20)Tw(se
[t

y—pup)etn+l 1 u
< (192)—””25‘9 ((w+n)19,172;1—;> [ﬁ(nC+S+17wC+1)|W(”)|C

+BME+1,08 +s+ Dw(v)]*

esitsizligine doniisiir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Tezimizde, mutlak degerinin belirli kuvvetleri p— konveks ve s — p— konveks olan fonk-

v V (3P — PP (P — 5P\T
siyonlarsmlfligin/ (3P —uP)? (VP — 5P ' w(5¢)d > Ve/ (2 —uP)™ (VP — 5e) W(%)d%
u u %(GHW)P

integrallerinin Euler Beta fonksiyonu ve Hipergeometrik fonksiyon iceren bazi teorem-
ler ve sonuglar elde ettik. Elde edilen bu sonuglarin bazilari literatiirde yeni olup bazilar

ise literatlirde daha Once elde edilmis sonuglara indirgenmektedir.
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