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SIMGELER

Bu calismada kullanilan simgeler aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar
p—2
op ol >+ (p relativistik operatdrii)
(I—lef”) 7"
o L;;l (g egrilik operatorii)
(1+[e]?)
@y |”~2 e (yarl lineer operatdr)
ht maks {0, hy (t)} (hy fonksiyonunun negatif olmayan kismu)
C![a,b] [a,b] aralifinda siirekli ve birinci basamaktan tiirevlenebilir
fonksiyonlar kiimesi
X, X, NOrmu
o, hit L b): hh+ . [(s_a)(b_s)]piil %id
‘ ¢ € e (@ )af ¢ () iI:_Il (s—a)?i " (b—s)"i " § < oo
Ll Yerel olarak integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1



1. GIRIS

a,b € R i¢in a < b iken Vr € (a,b) i¢cin x(t) # 0 ve h(t) reel degerli siirekli pozitif bir

fonksiyon olmak iizere x(¢), ikinci basamaktan

diferensiyel denkleminin
x(a) =0=x(b)

Dirichlet sinir kosulunu saglayan asikar olmayan ¢6ziimii olmak iizere

b

4
h(s)ds >
/(S) S_b—a

esitsizligine klasik Lyapunov esitsizligi denir. Bu esitsizlik ve bircok genellemeleri
diferensiyel denklemlerde, fark denklemlerinde ve zaman skalasinda; salinim teorisi,
kararlilik, varlik teklik teoremleri, 6zdeger problemleri, diskonjuge vb. uygulama alanlarina
sahiptir. Lyapunov’un temel makalesinin [1] ortaya ¢ikisindan bu yana cesitli ispatlar,

genellemeler ve iyilestirmeler ortaya ¢ikmistir [2-7].

Bu tezde farkli sinir kosullarina sahip lineer olmayan diferensiyel denklem sistemleri igin

elde ettigimiz yeni ve orijinal Lyapunov tipi esitsizliklere iliskin sonug¢lardan bahsedilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde yiiksek basamaktan diferensiyel denklem ve diferensiyel denklemlerden olusan

sistemlere iligkin temel kavramlar verilecektir [8].

2.1. Baslangic Deger Problemleri icin Varlik Teklik Teoremleri

Bu alt boliimde bagimsiz degiskenin bir tek degerine iliskin baslangi¢ deger problemlerinin

varlig1 ve tekligi tizerinde durulacaktir.
2.1.1. Tanim (Birinci Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemin Coziimii)
I={t:t €R, a<t < b} tizerinde tanimli reel degerli bir ¢(¢) fonksiyonu,

(i) t€ligin ¢ () var

(i1) tp €1 icin ¢(t0) = X0

(i) (r,0(t)) eI xR

(iv) 1€ 1igin@'(r) = p(1)9 (1) +ql(r)

sartlarini sagliyorsa

/

x = p(t)x+q(t)

x(t()) = X0

2.1)

baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimiidiir.

Simdi birinci basamaktan lineer Es. 2.1 baslangic deger probleminin varlik ve tekligi icin

yeter sartlar veren bir teoremden ispati ile birlikte bahsedilecektir.



2.1.1. Teorem

p(t) ve g(t) fonksiyonlart bir I C R, aralifinda siirekli fonksiyonlar olsun. Ayrica, fy € 1

olsun. Bu durumda Es. 2.1 baglangi¢ deger probleminin / araliginda bir tek x(¢) ¢coziimii

vardir.
Ispat
, ~ [ pls)ds
x = p(t)x+ ¢(t) diferensiyel denkleminin her iki yanini e ile carpilirsa
o~ Ipl)ds — I pls)ds ~ I pls)ds
x(t)e " —p(t)x(t)e " =q(t)e " (2.2)

elde edilir. Es. 2.2 esitliginin sol tarafi iki fonksiyonun carpiminin tiirevi seklinde yazilirsa

!

atfp(s)ds f‘rfp(s)ds
x(t)e ' =q(t)e (2.3)
bulunur. Es. 2.3’lin fy’dan #’ye integral alinirsa
’ ~ [ plu)du " T
/ x(s)e ds:/q(s)e 0 ds, (2.4)
o To
s t ¢ s
= p(u)du = p(u)du
x(s)e " :/q(s)e 0 ds (2.5)
) 1o
ve
~[pls)ds o Ipud
x(t)e " — x(to) :/q(s)e 0 ds (2.6)
fo



elde edilir. x(r) yalniz birakilirsa

*f
x(t) = e’O x() +/ e ds 2.7

¢oziimii elde edilir. Es. 2.7°den x(tp) = x¢ baglangi¢ sartinin saglandigi agik¢a goriiliir.
Tersine Es. 2.7°nin tiirevini alip diferensiyel denklemde yerine yazilirsa diferensiyel

denklemi saglar.
2.1.2. Tanim (Birinci Basamaktan Lineer Olmayan Diferensiyel Denklemin Coziimii)
I iizerinde taniml reel degerli bir ¢ (¢) fonksiyonu,

(i) telicin ¢ () var
(i) to €1igin @(19) = xo
(i) (r,0(r) €IxR

(iv) 1€ 1igin ¢'(r) = g(1,9(r))
sartlarim1 sagliyorsa

x = g(t,x)

x(t()) = X0

(2.8)

baglangi¢ deger probleminin bir ¢oziimiidiir.

Simdi Es. 2.8 baslangic sinir deger problemine karsilik gelen integral denklemini i¢eren bir

lemma verilecektir.



2.1.1. Lemma

g (t,x) fonksiyonu R(a,b) = {(t,x) : |t —to| < a, |x—xo| < b} bolgesinde siirekli ise Es. 2.8

baglangi¢ deger problemi, |t — #p| < a arahigindaki her ¢ i¢in
t
x(t) =xo —|—/g(s,x(s))ds (2.9)
fo

integral denklemine denktir [8, Lemma 1.3.1].

Simdi |t — #p| < a olmak iizere Es. 2.9 integral denkleminin bir ¢oziimiinii bulmakta yardimci
olacak ardigik yaklagimlar metodu tanimlanacaktir. Bu metot; xo(¢),x;(¢),...,x,(¢), Es. 2.9

integral denkleminin bir ¢oziimiine ardigik yaklagimlar olmak iizere n = 1,2, ... icin

xo(t) = X0

a() = xo—l—/g(s,xo(s))ds

Ty

: 1
x(t) = x0+/g(s,xn1(s))ds (2.10)

olarak tanimlanan fonksiyonlarin bir dizisini gerektirir ve boylece Es. 2.8 baslangic deger

probleminin bir ¢oziimiidiir.

Simdi birinci basamaktan lineer olmayan Es. 2.8 baslangi¢c deger probleminin varlik ve
tekli8i icin yeter sartlar veren bir teoremi vermeden dnce sonuglarda yardimci olacak temel

kavram, tanim ve lemmalardan bahsedilecektir.

g(t,x) kapali ve sinirli R(a, b) bolgesinde siirekli ise o bolgede sinirlidir. Yani, (¢,x) € R(a,b)

icin

lg(t,x)| < (2.11)



esitsizligi saglanacak sekilde u > 0 vardir. Simdi & = min <a, %) olsun.
J = {t:|t—1n| <h} aralig1 ve R’ye gore daha kiigik ~ bir
D ={(t,x) : |t —to| < h, |x—x0| < b} dikdortgensel bolgesi goz Oniine alinsin.

2.1.2. Lemma

ag{gi’x) , D bolgesinde siirekli ise (¢,x1), (f,x2) € D igin

|g(2,x1) — g(t,%2)| < K |x1 — x2 (2.12)

olacak sekilde pozitif bir K sayist vardir [8, Lemma 1.3.2].

2.1.3. Tanim (Lipschitz Sarti)

D bolgesindeki her (7,x1), (¢,x2) i¢in Es. 2.12 esitsizligini saglayan bir g fonksiyonuna D

bolgesinde bir Lipschitz sartin1 sagladigi soylenir ve K Lipschitz sabiti olarak tanimlanir.

Simdi Es. 2.10 ile tanimlanan {x, (¢)} fonksiyonlar dizisinin, J iizerinde Es. 2.9 integral
denkleminin ¢6ziimiinii temsil eden bir x() limit fonksiyonuna yakinsadigi ispat edilecektir.

Bunun i¢in agsagidaki sonuca ihtiyag vardir.

2.1.3. Lemma

g (t,x) fonksiyonu bir D bolgesinde siirekli ise Es. 2.10 ile tammlanan Picard ardigik
yaklagimlar ~ {x,(¢)} dizisi J araliginda siireklidir ve her ¢ € J icin

(t,x,(t)) € D’dir [8, Lemma 1.3.3].

Ispat

t € J i¢in {x, (¢) }’nin J araliginda siirekli oldugu gosterilsin. xo (#) = xo oldugundan xo ()
vardir ve J’de siireklidir. Es. 2.10 ve D bolgesinde g fonksiyonunun siirekli olmasindan tiim

x1(t),x2(t), ...,x,(¢) ardigik yaklagimlart vardir ve J aralidinda siireklidir.



Simdi (z,x,(t)) € D oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in # € J ve k = 1,2,...,n i¢in x;(t) €
(xo — b,xo+ b) oldugu gosterilmelidir. g, kapali ve siirli R bolgesinde siirekli oldugundan

V(t,x) € Rigin |g (¢,x)| < u olacak sekilde u > 0 vardur. ¢ € J olmak iizere

t t
a0 =l = o+ [ g(sro(s)ds—| = | [g(s.10()ds| <l
fo Iy

< uh<b= (t,x1(t)) €D

t t
|x2(2) —xo| = xo+/g(s,x1(s))ds—xo = /g(s,xl(s))ds < plt—1ol
to Iy

< puh<b= (t,xy(t)) €D

a(t) —x0| < ple—to] < ph <b = (t,x5(t)) €D (2.13)

saglanir ve k = 1,2,...,n icin x;(¢) € (xo — b,x9 + b) oldugundan (¢,x,(¢)) € D olur.

Simdi birinci basamaktan lineer olmayan Es. 2.8 baslangic deger probleminin varlik ve

tekligi icin yeter sartlar veren bir teoremden ispati ile birlikte bahsedilecektir.
2.1.2. Teorem

g(t,x), R(a,b) kapal ve sinirhi bolgesinde ¢ ve x’in siirekli bir fonksiyonu ve R’de Lipschitz
sartim saglar ise J araliginda Es. 2.8 baglangi¢ deger probleminin bir tek x(¢) ¢6ziimii vardir

[8, Teorem 1.3.3].

Ispat

{x, (¢)} fonksiyonlar dizisinin yakinsakligin1 gostermek icin ardigik yaklagimlar arasindaki

fark tahmin edilecektir. ¢ € [ty + h] olmak iizere

V() = x5 () — X1 (1) (2.14)



olsun. ¢ € [t,f)+ h] i¢in Lemma 2.1.3.’ten
vi(6)] < p(t—1o) (2.15)

esitsizligi saglanir ve (¢,x0(¢)),(¢,x1 (t)) € D olur. Yani, g, D bolgesinde Lipschitz sartini

sagladigindan 4 = min (a, ﬁ) olmak iizere
i@ < (1) —xo @) S p(t—10) <ph<b (2.16)

esitsizligi saglamir. Benzer sekilde p > 0 sabiti i¢in g fonksiyonunun |g (¢,x)| < g ve h =

min <a, ﬁ) oldugu g6z 6niine alinirsa ¢ € [tg,t9 +h] ve m = 1,2,....n i¢in

t

O / (3(5,31(5)) — g (5,30()) s

< /r (5:51(5)) 8 (5,%0(s)))| ds
< K/|x1 —xp(s |ds-K/|v1 (s)|ds
Io
< K,u/ s—1p) a’s—K,u(t_tO)
0]
i 3
)] < 0
vlt)] < pint U0 @.17)
m!

esitsizligi elde edilir. 7 € [ty — h,1p] icin ispat ¢ € [ty,tp + h] i¢in yapilan ispata benzerdir.

Boylece t € J i¢in

n

— n h
va(2)] < uK”‘lw <pK"' = (2.18)
n. n.
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esitsizligi saglanir. Simdi
xo () +vi(t)+va(t)+... +vu(t) + ... (2.19)

seklindeki sonsuz seri goz oniine alinsin. Bu serinin n-inci kismi toplamlar dizisi x,, (¢) dir.

Yani
Xn (1) = x0+ Z V(1) (2.20)

saglanir. Sonug olarak {x, (#)} dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Es. 2.19

sonsuz serisinin yakinsak olmasidir. Es. 2.18 esitsizliginden
oo 0 hm
xo+ Y om0 <xo+p Y K" (2.21)
m=1 :

m=1

esitsizligi saglanir. Oran testinden Es. 2.21 esitsizliginin sag tarafindaki seri yakinsaktir.
Boylece kargilastirma testinden Es. 2.19 sonsuz serisi ayrica yakinsaktir (aslinda diizgiin

yakinsaktir). J iizerinde Es. 2.19 serisinin toplami x (¢) olsun. Boylece Es. 2.20’den

limx, (1) = x(7) (2.22)

n—yoo

olur. Son olarak limit fonksiyonu x (¢)’nin Es. 2.9 integral denklemini sagladig1 gosterilsin.
t
X (1) =x0+ /g (8,201 (5))ds (2.23)
To

oldugundan esitligin her iki tarafinin n — oo iken limiti alinirsa

t
}Egoxn (1) :x0+}i£§°/g(s,xn1 (s))ds (2.24)
Io
t
= x(1) :xo—l—/ 1i_r>ng(s,x,,_1 (s))ds (2.25)

To
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= x(f) = xo+ /g <s,r}i_r)r°1°xn_1 (s)> ds (2.26)
t) :x0+/g(s,x(s))ds (2.27)

elde edilir. Bu ise ¢6ziimiin varliginin ispatini tamamlar. Simdi ¢oziimiin tekligini gostermek
icin x(7) ve v(t), Es. 2.8 baslangic deger probleminin herhangi iki ¢oziimii olsun. w(t),

w(t) = |x(t) — v(t)| seklinde tanimlansin. w(ty) = O saglanir. Ayrica

]x—v\</\g 5,x(s)) —g(s,v(s ))]ds<K/ (2.28)
Iy
oK) |y, _ g / wds| <0 (2.29)
To
veya
% ¢—Ki=10) / w(s)ds| <0 (2.30)

elde edilir. Es. 2.30 esitsizliginin 79’dan #’ye integrali alinirsa
t
e—K<’—’0>/ ()ds<0:>/ s)ds < 0= w(t) <0 (2.31)
) 1o

elde edilir. J iizerinde w(t) = 0 saglanmaz ise w(¢) > 0 olmasi ile gelisir. Sonug olarak,

x(t) = v(t) olacagindan ¢6ziim tektir.
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2.1.4. Tanim (Yiiksek Basamaktan Lineer Olmayan Diferensiyel Denklemin Coziimii)

Egert € I = (a,b) i¢in taniml ve n defa tiirevlenebilir ¢ () fonksiyonu,

(1), ..., ¢("—1>(z)> (2.32)

esitligini saghyor ise a < t < b iizerinde

/

K (t)=g (t,x(t) ,x (1), ...716('H> (t)) (2.33)

diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii ¢ (7) fonksiyonu olarak tanimlanur.

Es. 2.33 diferensiyel denklemini, birinci basamaktan bir diferensiyel denklem sistemine

cevirmek i¢in

X = X1
X = x
(2.34)
denilirse
(
X, = x
2 : (2.35)
. X; - g(t,xl,)Q,---,Xn)
elde edilir.

Es. 2.35 diferensiyel denklem sistemini vektor-matris notasyonu seklinde gostermek igin



X1

X2

Xn

alinirsa

X2 -

\x”:

!
X, = fl(t,xl,xz,...

f2 (t7x17x27

fn (t,x1,x2, ...

denilirse X =

ve F(t,X)=

fn (1, X)

X2

X3

| g (t,x1,x2, ...

13

(2.36)

biciminde bir diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Boylece vektor-matris notasyonu ile

birinci basmaktan diferensiyel denklem sistemi,

/

X =F(t,X)

biciminde yazilir.

fisfosees frr B C R °de verilen fonksiyonlar olmak iizere

(

/
X, = f1(Z,X17x2,...
/
Xy = fz(t,x17x2,...
/
L X = fu(tx1x2, .

(2.37)

(2.38)

diferensiyel denklem sistemi goz oniine alinsin. Bu diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimii

icin asagidaki tanim verilir.
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2.1.5. Tanim (Diferensiyel Denklem Sisteminin C6ziimii)
Egert € I icin ¢ = (¢1, ¢, ..., 9,) fonksiyonu,
ORCAORSAGREY
() (t,¢1(t),....0,(t)) e BCR"!

(iil) i=1,2,...nigin §;(t) = fi (t,91(¢),.... $u(?))

sartlarin1 saglhyorsa [ iizerinde ¢(¢) fonksiyonuna Es. 2.38 diferensiyel denklem sisteminin

¢Oziimil denir.

Diferensiyel denklem sistemin ¢oziimiinii bulmak icin Ozdeger ve Ozvektor, Belirsiz
katsayilar, Parametrelerin degisimi, Ustel Fonksiyon, Yok etme, Laplace doniisiimii ile
Sylvester ve Putzer Metodu gibi cesitli yontemler yardimiyla kantitatif inceleme
yapilabilmekte ve elemanter yontemler ile ¢6ziim bulunabilmektedir. Ancak, bu tez

boyunca kalitatif inceleme yapilarak ¢6ziimii bulmadan ¢6ziimiin davranisi incelenecektir.

2.2. Sir Deger Problemleri icin Varlik Teklik Teoremleri

Onceki bolimde bagimsiz degiskenin bir tek degerine iliskin baglangic deger
problemlerinin varligi ve tekligi iizerinde durulmustur. Bu bolimde ise bagimsiz
degiskenlerinin iki degerine iligkin olarak sinir deger problemlerinin varlig1 ve tekligi

iizerinde durulacaktir [9, s. 216].
2.2.1. Tanim (Sinir Deger Problemi)

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini bagimsiz degiskenin birden fazla noktasinda
belirten yardimci kosullara smir kosullari, sinir kosullart ile birlikte diferensiyel

denklemden olusan probleme de sinir deger problemi adi verilir.

Smir deger problemleri ile ilgili calismalar arasinda ©zdegerler, ©z fonksiyonlar,
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Sturm-Liouville problemleri, Fourier serileri, 6z fonksiyon acilimlari, Green fonksiyonu ve

de Lyapunov tipi esitsizlikler onemli yer tutar.

J, R’de kapali bir aralik olsun ve bu araliktaki 7 degerleri i¢in po(¢)Z O olsun. n-yinci

basamaktan
Lu(x) = po(£)x™ + p1 (x4 .+ pp_ i (0)x + pult)x = £(2) (2.39)

lineer diferensiyel denklemini goz Oniine alinsin. a ve b’ler J aralifinda ve a;; ile b;; reel

sabitleri hepsi birden sifir olmayan sayilar olmak tizere 1 <i < nicin
n . n .
Ux) =Y apx V(@) + Y bixU=D (b) = 3, (2.40)
j=1 j=1

kosullarina iki noktali sinir kosullar1 denir. Dolayisiyla Es. 2.39 ve Es. 2.40’tan olusan

probleme de iki noktal1 sinir deger problemi ad1 verilir. Ornegin n = 2 alinirsa,

Ly(x) = f(r)
ui(x) = anx(a)+anx (@) +byx(b)+bix (b) = (2.41)
uz(x) = 6121)6(61) —|—a22xl(a) + b21x(b) + bzzx, (b) =%

siir deger problemi elde edilir. Ik asamada

L(x) = x +pt)x +q(t)x = f(1)
ui(x) = awx(a)+ax (@) =mn (2.42)
ur(x) = bix(b)+bx'(b) =

iki noktal1 sinir deger problemi iizerinde durulacaktir. Es. 2.42°deki sinir kosullarina ayrilmis

stnir kosullar1 denir.

Ikinci basamaktan Es. 2.42 smr deger problemi goz oniine alinsin. Burada p, g ve f

fonksiyonlar1 J = [a, D] araliginda siirekli ve a1, by, ap ve by’ler

la1| + |b1| # O ve |az| + |ba] #0 (2.43)
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ozelligine sahip reel sabitlerdir. f(¢) =0 ve y; = 7> = 0 ise sinr deger problemine homogen

sinir deger problemi denir.

Genel anlamda bir sinir deer problemini ¢6zmek icin Oncelikle diferensiyel denklemin
genel ¢6ziim uygun yontemler yardimiyla bulunur, daha sonra siir kogullari uygulanarak
keyfi sabitler belirlenir. Sinir deger problemleri ile baslangic deger problemleri her noktada
uygulamalarda ayn1 derecede oneme sahip iseler de esas olarak sinir deger probleminin
¢Oziimii daha zordur. Sinir deger problemi icin hatta lineer olanlar i¢in bir tek ¢dziim

olabilir, cok ¢oziim olabilir ya da ¢6ziim olmayabilir.

Simdi literatiirde onem tegkil eden sinir deger problemi icin varlik ve teklige iligkin temel

sonuglar ifade edilecektir.

2.2.1. Teorem

p(t) ve q(t), J araliginda siirekli olsun.

X —|—p(t)xl +4(t)x=0 (2.44)
diferensiyel denkleminin iki lineer bagimsiz ¢oziimii x; ve x, olsun. Buna gore

Lz (X) =0
ui(x) = aix(a)+bix(a)=0 (2.45)
uy(x) = apx(b)+byx (b) =0

homogen sinir deger probleminin asikar olmayan ¢oziimlere sahip olmasi

D(U) = alxl(a)—l—blxll(a) alxz(a)—l—blx/z(a) 0 (2.46)

ayxy(b) + bzx/1 (b) axxp(b)+ nglz ()

olmasiyla esdegerdir. Eger Es. 2.46’daki determinant sifirdan farkl ise tek ¢oziim asikar

¢cOziimdyir.
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Ispat

Es. 2.44 diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimii x(z) = c1x1(¢) 4 cpx2(¢) olsun. Coziim, sinir

kosullarini sagladigindan

ay [e1x1(a) + cpxp(a)] + by [clxll (a) —I—clez(a)} =0

, , (2.47)
as [e1x1 (B) + caxa (b)] + ba [c1x] (b) + czxZ(b)} —0

elde edilir. ¢y ve ¢ ortak parantezine alinarak diferensiyel denklem sistemi yeniden

diizenlenirse

<a1x1 (a) +byx, (a)) c1+ (alxz(a) —|—b1x/2(a)> ¢ =0

<a2x1 (D) + ngll (b)) c1+ (azxz(b) + bzx/z(b)> ¢ =0 (2.48)

elde edilir. Bu diferensiyel denklem sisteminin sifirdan farkli ¢6ziime sahip olmast icin

Es. 2.46’nin var olmas: gereklidir.
2.2.2. Teorem

p(t),q(t) ve f(t),J arahiginda siirekli olsunlar.

X +p)x +q(t)x = f(t)
aix(a)+bix (a) =m (2.49)
ax(b) +bx (b) =p

homogen olmayan sinir deger probleminin bir tek ¢Oziime sahip olmasi bu probleme
karsilik gelen Es. 2.45 homogen sinir deger probleminin sadece asikar c¢oziime sahip

olmasiyla esdegerdir.

Ispat

x1 ve xp homogen denklemin lineer bagimsiz iki ¢oziimii, x,’de homogen olmayan
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diferensiyel denklemin bir 6zel ¢oziimii olmak iizere

X+ p(0x +q(0)x=f(0)

diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii

x(t) = cix1(t) + c2xa (1) +x, (1)

bigimindedir. x(¢) ¢6ztimii, sinir kogullarini sagladigindan

ai (c1x1(a) + coxa(a) +xp(a)) + by (clxll (a) +czx/2(a) —l—x;,(a)) =7
a, (C1X1 (b) +C2X2(b) +)Cp(b)) + by <C1x/1 (b) +C2x/2(b) +xp(b)> =%

ve boylece

(am(a) +bix, (a)> c1+ (al)Cz(a) +b1x/2(a)> c2 =N —aixp(a) —bix,(a)
<a2x1 (b) +bax, (b)) c1+ (azxz(b) + b, (b)) ¢2 = 1o — axcp(b) — box, (b)

elde edilir. Parametrelerin degisimi yonteminden

xlt) = / xi(e)xa(t) —xa(sha(t)

w(x1,22) (5)

f(s)ds

a

oldugu bilinmektedir. x,(a) degerinin

xp(a) _ /X1 (S)Xz(a) —XQ(S)XI <a)f(s)ds -0

/ w(x1,x2) (5)

oldugu kolaylikla goriiliir. Leibnitz formiilii yardimiyla da x;, (1)

/ _ 9 [xa(s)xa(t) —xa(s)xi (1) N x1(1)xa(t) — x2(2)x1 (1)
I s e o) L o
ve boylece

roy 40 [xi(s)xa(t) —xa(s)x(2) B
xp(a) = {E [ ) ) f(s)] ds=0

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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elde edilir. Es. 2.55 ve Es. 2.57, Es. 2.53’te yerine yazilirsa

(am (@) + bix; (a)) c1+ (am(a) +b1x/2(a)> =N

, , , (2.58)
(ale (b) + box, (b)) o1+ (agxz(b) + b, (b)) ¢2 = 1 — azxy(b) — box, (b)

elde edilir.

Bilindigi iizere Es. 2.58 diferensiyel denklem sisteminin tek ¢6ziim agikar ¢oziime sahip
olmas1 icin homogen kismin katsayilar determinantinin sifirdan farkli olmasi gerekmektedir.
Yani,

D) = up (x1) up(x) _ a1x1(a)—|—b1x,1(a) alxz(a)—f—b]xlz(a) 40 (2.59)

wp (x1) u (x2) axx1 (b) 4 baxy (b)  axxa(b) + byxy(b)

olmalidir. Buradan homogen olmayan sinir deger probleminin bir tek ¢éziime sahip oldugu

goriliir.

2.3. Diferensiyel Denklemlerden Olusan Sistem icin Varlik Teklik Teoremleri

Birinci basamaktan diferensiyel denklemlerden olusan

X, = fl (t,X],Xz,...,Xn), X1 (IQ)IX]O
X, = ft,x1,x2,.%), x2(f0) = x20 2.60)
\ x;l = fa (t,X1,XQ,...,xn), Xn(t()) = Xn0

baglangic deger problemi goz Oniine alinsin. Xo = (X10,X20, -+, Xn0)s X = (X1,X2,..., %) Ve
F = (f1,/2,-, fn), R"™de vektorler olmak iizere yukaridaki diferensiyel denklemlerden
olusan sistem vektor notasyon formunda

X =F(t,X)

(2.61)

X (t()) =Xy
seklinde yazilabilir (Bkz. s. 6). Burada Q, R"*!’de bir acik kiime olmak iizere
F € C(Q,R")dir [8].
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2.3.1. Tanim (Diferensiyel Denklemlerden Olusan Sistem icin Baglangic Deger Probleminin

Coziimii)
J iizerinde tanimli reel degerli bir ®(¢) fonksiyonu

(i) re€Jicin® () var
(i) f9 € Jicin @ (to) = Xp
(i) (t,®(t)) € Q C R"H!

(iv) t€Jigin® (1) =F (1,9(r))
sartlarini saghyorsa Es. 2.61 baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ztimiidiir denir.

J iizerinde tiirevlenebilir X (¢) fonksiyonun Es. 2.61 baglangi¢ deger probleminin bir ¢oziimii

olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ € J i¢in X (¢) nin

X(1) = Xo + / F (s,X(s))ds (2.62)

Io

Volterra integral denkleminin bir ¢oziimii olmasidir.

Simdi Boliim 2.1°de elde edilen sonuglar, Es. 2.61 seklindeki baslangi¢ kosullarina sahip
diferensiyel denklemlerden olusan bir sisteme genigletilir. n tane birinci basamaktan
diferensiyel denklemden olusan bir sistem, n-inci basamaktan bir tek skaler diferensiyel
denkleme doniistiiriilebilir. Elde edilen sonuclarin genelde herhangi basamaktan
diferensiyel denklemlerden olusan bir sistem i¢in ve n-inci basamaktan skaler diferensiyel

icinde gecerli olduguna dikkat edilmelidir.

F(t,X), Q’de X in bilesenlerine ve #’ye gore siirekli tiirevlenebilir ise F € o (Q) yazilir.
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i=1,2,..,nicin 9, (1,X) € Qicin

esitsizligini saglayacak sekilde pozitif bir L sabiti var olsun. By, R"*!’de herhangi kapal1 ve

dF

E <L (2.63)

sinirh bolge olmak iizere F € c' (Bp) ise Es. 2.63 esitsizliginin otomatik olarak
saglandigina dikkat edilmelidir. Her degiskene ayr1 ayr1 ortalama deger teoremi uygulanirsa

(1,X), (t,Y) € Qigin

IF(,X) = F (,Y)| <L|IX =Y (2.64)
elde edilir.

Es. 2.64 esitsizligi i¢in bir bagka ispat agsagidaki gibidir. 0 < o < 1 i¢in G fonksiyonu
G(o)=F(t,Y+o(X—-Y)) (2.65)
seklinde tanimlansin.

!/

F(t,X)—F(1,Y) = G(1) - G(0) :/G (6)do (2.66)
0

oldugu agiktir. Zincir kuralindan

G (o) = F(t,Y+o(X=Y))(x1—y1)+F, (t,Y +0 (X =Y)) (x2—y2) +
it B, (0, Y +0(X—Y)) (X0 —yn)

(2.67)

elde edilir. Es. 2.63 esitsizliginden

1
IF@e.X)-Fey) < [6(o)do
0

IN

L(Jx1 —y1]+x2—y2|+ ...+ |x0n —yn|)

< L|x-Y| (2.68)
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elde edilir. Bu ise Es. 2.64 esitsizliginin ispatin1 tamamlar.

Bir F fonksiyonu, (¢,X),(¢,Y) € Q i¢in Es. 2.64 esitsizligini sagliyorsa L Lipschitz sabiti
olmak iizere Q’da F’in Lipschitz kosullarin1 sagladigi soylenir. Fakat Es. 2.64 esitsizligini
saglayan bir F' fonksiyonunun C' sinifindan olmasina gerek yoktur ve Boliim 2.1°deki skaler

g fonksiyonu i¢in de gecerlidir.
Simdi Es. 2.61 baslangi¢ deger probleminin varlig1 ve tekligi baz1 sonuglar verilsin.
2.3.1. Teorem (Picard-Lindelof Teoremi)

a ve b pozitif reel sayilar olmak iizere  F(¢,X) fonksiyonu,
By = {(¢,X) :t0 <t <ty+a;||X —Xo|| < b} iizerinde siirekli ve By iizerinde Lipschitz

sartin1 saglasin.

= maks |F(t.X)| ve &= min (a, 9) (2.69)
(t,X)eBy u

olsun. Boylece Es. 2.61 baglangi¢ sinir deger problemi [f, 7y + ¢] tizerinde bir tek ¢6ziime

sahiptir.
2.3.1 Uyan

Picard-Lindelof Teoreminin ispati, mutlak degerin vektor degerli X € R” fonksiyonunun bir
normu ile yer degistirmesi disinda benzerdir. |-|| normu, R"’deki herhangi uygun bir norm

olabilir.

n
1X]| =Y |xi| veya || X]|| = 1/x% +...+x2 (Oklidyen normu) (2.70)

i=1

olmak zorunda degildir.

2.3.2 Uyarn

Teorem 2.1.2. ve Lemma 2.1.3.’{in ispatlarindan ¢&¢ = min (a, ﬁ) ‘nin se¢imi dogaldir.
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Teorem 2.3.1. iin ispatu:

to<t<ty+avek=1,2,.. nicin

X()(l‘) = Xp
: (2.71)
Xe(t) = Xo+ [F (s, Xe—1(s))ds

Io

fonksiyonlarinin bir dizisi tanimlansin. F (£,X(t)), [to,fo+ & kapali aralifinda siirekli
oldugundan X(¢),X;(¢),...,X,(t), [to,fo+ @] iizerinde tamiml ve siirekli fonksiyonlar

oldugu aciktir. Yani, (¢,Xo(¢)) € By dir. Sonug olarak
1X1(t) = Xo|| < u(t—10) <po<b (2.72)

esitsizligi saglanir ve boylece (¢,X)(t)) € Bo’dir.  Ayrica, || X (1) —Xo| < b oldugu

tiimevarim yontemiyle gosterilebilir ve sonug olarak k = 2,3, ..., ni¢in (¢, X, (1)) € By’dur.
Zn (1) = Xu(t) — Xp—1(2) (2.73)

tamimlansin. F, Byp’da Es. 2.64 Lipschitz sartin1 sagladigindan

Ty

1220l < /HF(S,Xl(S))—F(SvXo(S))HdSSL/HXl(S)—Xo(S)HdS

(t —19)*
< L/,u (s—19)ds =Lu 51 (2.74)
o '
esitsizligi elde edilir. Tiimevarim yontemiyle 7 € [to,f0 + a] ve k = 1,2,...,n i¢in
k
11—t
12 ()] < prt-1 =00 (2.75)

k!
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bulunur. Bunu ispat etmek i¢in 7 € [rg,70 + a] ve k = 2,3, ...,n igin

) < s 20 2.76)
k—1 S U (k _ 1)' .
olsun. Boylece t € [ty,to + ¢] igin
t
1Z,) < [IF (5 X01(9) = F (5. X, -2(5)) | ds
fo
t t
< L[ X1 ()= Xo2 (9l ds =L [ 1Z,-1(5) ] ds
o To
s =1o)"! (t—1o)"
< ! / V0 gy =pr 20 (2.77)
(n—1)! n!
Iy
elde edilir. Boylece Es. 2.75 esitsizligi elde edilir. Simdi
Xo+ Y Z (1) (2.78)

k=1

sonsuz serisini goz Oniine alinsin. Bu serinin n-inci kismi toplamlar dizisi X, (¢), yani,

X, (1) =Xo+ Y Z (1) (2.79)
k=1

saglamir. Sonug olarak, {X,(¢)} dizisinin yakinsak olmasi gerek ve yeter sart Es. 2.78
serisinin de yakinsak olmasidir. Es. 2.75 esitsizliginden Es. 2.78 serisi, [tp,#p + o] kapali
aralifinda diizgiin yakinsaktir. Eg. 2.78 serisinin toplami X (¢) olsun. Boylece

limX, (1) = X (t) (2.80)

n—oo

oldugundan X, (¢), X (t)’ye diizgiin yakinsak ve By iizerinde F (¢, X)’in siirekliliginden n —

e iken [fo,fo+ | tizerinde F(1,X,(t)) — F(t,X (t))’e diizgiin yakinsaktir. Sonug olarak,
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Es. 2.71 fonksiyonundaki integraller i¢in terim terime integral alinabilir ve
=X0+/F (5,X (s))ds (2.81)

saglanmir. Boylece X (), Es. 2.61 baglangi¢ deger probleminin bir ¢oziimiidiir. Tekligi ispat
etmek igin [fo,7o + a]’da Es. 2.61 baslangi¢c deger probleminin herhangi diger bir ¢oziimii

Y (¢) olsun. Boylece

Y (1) = Xo + / F(s,Y (5))ds (2.82)

)

elde edilir. Sonug olarak, negatif olmayan Z(¢) = ||X (¢) — Y (¢)|| fonksiyonu
Z(ty) =0 (2.83)

ve

/||st (sY())Hds<L/Z (2.84)

Io

esitsizligini saglar. Bu ise Z(r) = 0 degil ise Z(¢) > 0 ile ¢elisen Z(¢) < 0’dir.

Simdi, teklik iddias1 ve Lipschitz sarti olmadan bir ispatsiz varlik teoremi verilecektir. Bu
varlik teoremini ispat etmek icin asagidaki gibi [8]’deki Lemma 1.3.4’iin genellemesine

ihtiyac vardir.
2.3.1. Lemma (Ascoli-Arzela)

Bir kompakt X € By C R” iizerinde n = 1,2, ... icin {F, (x)}, diizgiin sinirl ve es siirekli
fonksiyonlarmn bir dizisi olsun. Bu durumda By’da {F,, (X)}’in diizgiin yakinsak bir alt

dizisi vardir.
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2.3.2. Teorem (Peano’nun Varlik Teoremi: Vektér Durumu)

By={(t,X)eQ: tn<t<ty+a, ||X —Xo|| <b} olmak iizere F € C[By,R"] olsun ve By

izerinde ||F (#,X)|| < p olsun.  Boylece Es. 2.61 baslangic deger probleminin,

b

0 = min (a,u

> olmak iizere fy <t < tp+ o aralifinda en az bir X (¢) ¢oziimii vardir.
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3. LITERATURDEKI LYAPUNOV TiPI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, cesitli sinir kosullart altinda sistemler ve yiiksek basamaktan sinir deger
problemleri icin literatiirde elde edilen Lyapunov tipi esitsizliklerine iligkin baz1 sonuglar

verilecektir.

3.1. Literatiirdeki Ikinci Basamaktan Simr Deger Problemleri icin Lyapunov Tipi
Esitsizlikler

Lyapunov’un temel makalesi [1]’de elde edilen

b
4
/h(s)ds > - 3.1)

klasik Lyapunov esitsizliinin ilk kez ortaya c¢ikisindan bu yana literatiirde ¢esitli ispatlar,

genellemeler ve iyilestirmeler ortaya ¢ikmustir [2-7], [10-16].

Simdi bu alt boliimde ikinci basamaktan sinir deger problemleri icin elde edilen Lyapunov

tipi esitsizlikler verilecektir. Hartman [5] 1982 yilinda,

x(a) =0=x(b) (3.2)
Dirichlet sinir kosullar1 altinda

—x" = h(t)x (3.3)

lineer diferensiyel denklemi icin Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmistir. Hartman eger
x(t), Es. 3.3 lineer diferensiyel denkleminin Eg. 3.2 Dirichlet sinir kogulunu saglayan agikar

olmayan bir ¢oziimii ise
b —a) (b—
/ Ih(s)| (S;l)#ds > 1 (3.4)
a —da

Lyapunov tipi esitsizliginin saglandigin1 gostermistir. Es. 3.4 esitsizligindeki /4 fonksiyonu
pozitif alinip yanindaki fonksiyonun maksimumu alindiginda Es. 3.1 klasik Lyapunov

esitsizligi elde edildigine dikkat edilmelidir. Burada 6nemli olan en iyi olasilikl sabiti elde
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etmektir. Es. 3.1 esitsizliginde 4 sabitinin daha biiyiik bir sabitle degistirilmesi durumunda
esitsizligin saglanmamasindan dolayi, 4 sabiti bu esitsizligfin miimkiin olan en 1iyi
olasihigidir [5, s. 345], [6, s. 267]. Bu anlamda en 1yi sonug olarak kabul edilir. Yukarida
maksimum almak ile kastedilen acgik bir gsekilde ifade edilecek olunursa; Es. 3.4

esitsizligindeki (s —a) (b — s) fonksiyonun maksimumundan

M(t) = (t —a) (b—1) < maksM () :M(“*b) _ (”‘“)2 (3.5)

a<t<b 2 2

elde edilir. Sonug olarak, Es. 3.4 esitsizliginden Es. 3.1 klasik Lyapunov esitsizligi elde

edildiginden Es. 3.4 Lyapunov tipi esitsizligin daha iyi bir sonu¢ oldugu goriiliir.

Simdi tez boyunca 6nem arz eden bir fonksiyonun tanimi ve bir 6zelliginden bahsedilecektir;

Wt (t) = maks{0,h(t)}, (3.6)
h(t)’nin negatif olmayan kismidir ve |h(z)| > h™ (¢) esitsizligi saglanir.

x(t), Es. 3.2-Es. 3.3 sinir deger probleminin ¢ € (a,b) i¢in x’(¢) = 0 kosulunu saglayan asikar

olmayan bir ¢6ziimii ise

1

c—da

1
b—c

/C Wt (s)ds > ve /b ht(s)ds > 3.7)

esitsizliklerinin gecerli oldugu Kwong [17] tarafindan 1981 yilinda gosterilmistir.

Dolayisiyla

b 1 1 b—a 4
h* (s)d = > 3.8
/a (5) S>c—a+b—c (c—a)(b—c) " b—a (3-8)

esitsizligi saglanir. Es. 3.8 Lyapunov tipi esitsizlikte /(z) pozitif alindiginda Es. 3.1 klasik

Lyapunov esitsizligidir.

Boylece Es. 3.1 klasik Lyapunov esitsizligini Kwong, Es. 3.2-Es. 3.3 sinir deger problemi
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icin daha iyi bir sonug olarak

4
b—a

b
/ I+ (s)ds > (3.9)
a
esitsizligiyle giiclendirdi.

Pinasco [18] 2004 yilinda; Lyapunov esitsizligini, lineer diferensiyel denklemden Eg. 3.2

Dirichlet simir kosulu altinda p > 1 igin @, (x) = |x|” ~2 x olmak iizere

—(@p(x))" = h(t)@p(x) (3.10)

ikinci basamaktan yar1 lineer diferensiyel denklemine genellestirmistir. Pinasco eger x(7),
Es. 3.2 Dirichlet sinir kosulunu saglayan Es. 3.10 yar1 lineer diferensiyel denkleminin agikar

olmayan bir ¢oziimil ise

b 2 p—1
/a h(s)dszz(b_a) (3.11)

esitsizliginin saglandigini gostermistir. Sonug olarak, Es. 3.1 klasik Lyapunov esitsizliginden

daha genel bir sonug elde edilmistir.

Sim ve Lee [19] 2010 yilinda, Es. 3.11 Lyapunov tipi esitsizligini, Es. 3.2 Dirichlet sinir
kosulu altinda Es. 3.10 ikinci basamaktan yar1 lineer diferensiyel denklem igin
gelistirmistir. Sim ve Lee eger x(¢), Es. 3.2 Dirichlet sinir kosulunu saglayan Es. 3.10 yar1

lineer diferensiyel denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimii ise

/ahh(s) {2@ _b“z(f_s)r_lds >0 (3.12)

esitsizliginin saglandigin1 gostermiglerdir. Sonu¢ olarak, Es. 3.12 Lyapunov tipi
esitsizliginde A(¢)’nin yanmindaki fonksiyonun maksimumu alindiginda Es. 3.11 esitsizligi

elde edildiginden daha iyi bir sonucun ortaya konuldugu goriilmektedir.

Yang [20] 2003 yilinda, Es. 3.11 Lyapunov tipi esitsizliini, p > 1 olmak iizere Es. 3.2
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Dirichlet sinir kosulu altinda

— (r)op()) = h(1)@p(x) (3.13)

ikinci basamaktan yar1 lineer diferensiyel denklem igin genellestirmistir. Yang eger x(7),
Es. 3.2 Dirichlet sinir kosulunu saglayan ikinci basamaktan Es. 3.13 yari lineer diferensiyel

denkleminin asikar olmayan bir ¢oziimii ise

P
(ff r1/(1=p) (s)ds)

b
/ It (s)ds > (3.14)

p—1

esitsizliginin saglandifini gostermistir. Es. 3.14 esitsizliginde h(t) >0, p =2 ve r(t) = 1

alindiginda klasik Lyapunov esitsizligi elde edilmektedir.

Wang [21] 2011 yilinda, Es. 3.14 Lyapunov tipi esitsizligini, Es. 3.2 Dirichlet sinir kosulu
altinda genellestirmistir. Wang eger x(¢), Es. 3.2 Dirichlet sinir kosulunu saglayan ikinci

basamaktan Es. 3.13 yar1 lineer diferensiyel denkleminin asikar olmayan bir ¢oziimii ise

b s ,.1/(1=p) b 1/(1-p) p-l 1 ,1<p<?2
/ () [ [5r (u)du [ r (u)du] p

ds > 3.15
S 0P (u)du | 22, p>2 o

esitsizliginin saglandigini gdstermistir.

2019 yilinda Yang ve digerleri [22],
b
o =dhell ((ab),0,): /h(s) (s—a) (b—s)ds < oo (3.16)

olmak tizere h € o7 ve Es. 3.2 Dirichlet sinir kosuluna sahip ve lineer olmayan

| =] =h()x (3.17)
112
1= x|
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probleminin pozitif bir ¢oziimii varsa

b
/h(s)(s—a)(b—s)ds>b—a (3.18)
a

Lyapunov tipi esitsizligin saglandigini gostermislerdir. Bu calisma p relativistik operatoriinii
iceren bir sinir deger problemi i¢in Lyapunov tipi esitsizlik elde eden ilk caligma olarak

dikkat cekmektedir.

3.2. Literatiirdeki Yiiksek Basamaktan Sinir Deger Problemleri icin Lyapunov Tipi
Esitsizlikler

Bu alt boliimde yiiksek basamaktan sinir deger problemleri i¢in elde edilen Lyapunov tipi

esitsizlikler verilecektir.

Cakmak [23] 2010 yilinda, n € N, n > 2, h(t) € C([a,b]),a=11 <tr < -+ <ly_1 <l =D

olmak tizere k = 1,2,....n— 1,1 € [a,b], t € (t, 1) i¢in

x(a) =x(t) =---x(thy—1) = x(b) =0 (3.19)
Dirichlet sinir koguluna sahip

—x" =n(t)x (3.20)

n-inci basamaktan sinir deger problemi ele alindiginda x(¢) # 0 olmak iizere bir x(¢) ¢oztimii

varsa

(n—2)!n"
n—1)""1b—a)!

b
/|h(s)|ds > (3.21)

Lyapunov tipi esitsizliginin saglandiin1 gostermistir. Ayrica, Cakmak k =0,1,....n—1 ve

t € (a,b) igin

x(a) =xP () =0 (3.22)



32

Dirichlet sinir koguluna sahip
—x) = p(n)x (3.23)

¢cift basamaktan siir deger problemi ele alindiginda x(¢) # 0 olmak iizere bir x(z) ¢oztimii

varsa

b 22n
[|h(s)|ds > m (3.24)

Lyapunov tipi esitsizliginin saglandigin1 géstermistir.

Wang [24] 2012 yilinda, @, (x) = |x|? ~2x olmak iizere (n+ 1)-inci basamaktan

/

(00 (x)) =1(") 9p) (3.25)
yart lineer diferensiyel denkleminin k = 0,1, ...,n olmak tizere
8 (a)+xP () =0 (3.26)

anti periyodik sinir kogulunu saglayan agikar olmayan x () ¢6ziimii varsa

g 5 \np-1)

Lyapunov tipi esitsizliginin saglandi§in1 gostermistir. Ayrica; Wang, k =0, 1,...,n i¢in

— (@ () = Ak (1) @y (x)

(3.28)
x5 (a) 4+ xM) (b)) =0

0z deger probleminin bir 6z degeri A olmak iizere Es. 3.27 esitsizligini kullanarak A 6zdegeri

icin

2 2 n(p—1)
A > p (b a) (3.29)
J1h(s)|ds

a
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seklinde bir alt sinir bulmustur. Boylece elde edilen Es. 3.27 Lyapunov tipi esitsizlik

yardimiyla A 6zdegerinin bir alt sinirin1 bularak bir uygulama vermistir.

Aktag [25] 2021 yilinda, p > 1l icinn € N, k =0,1,....n — 1, I (t) € C([0,0),R) olmak

tizere k =0,1,...,n i¢in x () nin

X8 (a)+x* (b) =0 (3.30)
anti-periyodik sinir kosulu altinda ¢, (v) = LZIVH ve O, (u) = LZZ,] olmak iizere
(1=p?) 7~ (I[ul*) 7
(n+ 1)-inci basamaktan
/ n—1
— (05 (x)) = ¥ (1) @) (331)
k=0

lineer olmayan sinir deger problemi i¢in Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmistir. Eger x(¢),

Es. 3.30 anti-periyodik sinir kogullar ile birlikte Es. 3.31 probleminin agikar olmayan bir

I oy r. (22-1)(b—a)™!
¢oziimii ise Re(z) > 1, {(z) = ¥  ven=1,2,...i¢in S, = stz G (2n) olmak
k=1
uzere
n—1 b
Y (b=@$u)" ™2 [ (s)ds >2 (3.32)
k=0 J
ve
n=1/p_ g\ #Re-1) b
y ( . ) /|hk (s)|ds > 2 (3.33)
k=0 J

Lyapunov tipi esitsizliklerinin saglandigini gostermistir.

Burada elde edilen sonuclar, p relativistik ve g egrilik operatorlerini iceren yiiksek
basamaktan bir sinir deger problemi i¢in Lyapunov tipi esitsizlik elde eden ilk caligma

olmasi acisindan dnemlidir.
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3.3. Literatiirdeki Diferensiyel Denklem Sistemleri icin Lyapunov Tipi Esitsizlikler

Bu boliimde oncelikli olarak genel belirli problemler tanitilip sonrasinda bu problemlere

iligkin 6zelden genele dogru literatiirde elde edilmis sonug¢lardan bahsedilecektir.

Simdi, r € R ve k = 1,2 igin ry, iy € C([a,b],R), i (t) >0 ve p > 1 igin @, (x) = x|’ x

olmak uizere

(09, (x’l))l, = i e) 0o (1) ol (3.34)

~(nO9n () =m0 9p, (x2)

diferensiyel denklem sistemi g6z 6niine alinsin. a,b € R i¢in a < b iken [a,b] olmak iizere
0zdes olarak sifirdan farklh k = 1,2 icin x, Es. 3.34 diferensiyel denklem sisteminin reel ve

asikar olmayan bir ¢oziimii olsun. Ayrica,
X (a) =0=x;(b) (3.35)

Dirichlet sinir kosulunu saglayacak sekilde 1 < p; < oo ve ap >0, 1 > 0;

o o BB, (3.36)

p1r P2 P D2
sartlar1 saglansin. Diger yandan, 1 € R ve k = 1,2,...,n i¢in r, b € C([a,b],R), r () >0
ve ¥ > 1igin @y (x) = x|""%x olmak iizere n € N igin (x1 (1) ,x2 (1) ;... %, (),

X (@) =0=x; (b) (3.37)

Dirichlet sinir kosulunu saglayacak sekilde
/ ! n .
~(n @ (%)) =m0 ga (5) [T bul® (3.38)
i=1(#k)

diferensiyel denklem sisteminin reel ve asikar olmayan bir ¢6ziimii olsun. 1 < p < oo ve
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negatif olmayan o parametreleri
n
O
Z K (3.39)
—1Pk

kosulunu saglasin. Ozdeger problemlerinde 6zdegerin alt sinirmi bulmanin, probleme
karsilik gelen Lyapunov tipi esitsizligi bulmaya dayandig: bilinmektedir. Simdi ele alinan
problemlerin bir uygulamasini vermek icin asagidaki 6zdeger problemleri géz Oniine
alinsin. Es. 3.38 diferensiyel denklem sisteminde k = 1,2,....n ve t € R icgin
h (1) = A oyr (t) > 0 alinirsa Es. 3.38 diferensiyel denklem sistemi Es. 3.37 Dirichlet sinir
kosulu ve Es. 3.39 kosulu altinda

! n

(0 (5)) = e (1) 9 () ,-_Eék) bl (3.40)

problemine indirgendigine dikkat edilmelidir.

Simdi yukaridaki problemlerin 6zel durumlarinda bilinen problemlere indirgendigi
gosterilecektir. n =1, p; =2 ve r;(t) = 1 ise Es. 3.38-Es. 3.39 problemi, Es. 3.37 sinir

kosulu altinda
—xll/ =N (t)x1 (341)

problemine indirgenir. Ayrica k = 1,2,...,nicin o = prikeni=1,2,...,ni¢ini #k o; =0

olmak iizere Es. 3.38 diferensiyel denklem sisteminden yine Es. 3.41 tek denklemi elde edilir.

Simdi tezde kolaylik saglamasi agisindan bazi kisaltmalar verilsin. k = 1,2, ..., n olmak tlizere

b (t) = maks {0, hy (1)} (b (¢) nin negatif olmayan kismu) (3.42)
X b
Ec(t) = / /0P (5)ds, my (1) = / /0P (5) ds, (3.43)

a X
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AOL 0] o (GO m(n) \P
Dilr) = ,f"_l(t)—l—n,f"_l(t)7Ek(t)_zp (ék(t>+nk(t>) ’ (49
ve
b Pr—1
Fo=2"P (& () +me (1) =277 / /0P (5) ds (3.45)

a

ifadeleri tanimlansin.

Simdi yukaridaki problemlere iliskin ©zelden genele dogru literatiirde elde edilmis
sonuc¢lardan bahsedilecektir. n = 1 i¢in a; = p; olmak iizere Es. 3.38-Es. 3.39 problemi
Es. 3.37 Dirichlet sinir kosulu altinda

!

—(n0en (%)) =h O o () (3.46)

problemine indirgedigi acgikca goriiliir. Hatirlanacagi iizere bu dogrultuda Wang [21],
calismalar1 sonucunda
I ,1<p1<2

b

/ 1t (s)Ey (s)ds > 272 (3.47)
2—p1

a 2 5 P1 > 2

esitsizliginin saglandigim1 gostermistir (Bkz. s. 26).

Napoli ve Pinasco [26], n =2 ve k = 1,2 i¢in r; () = 1 olmak iizere Es. 3.38 diferensiyel
denklem sistemi i¢in Lyapunov tipi esitsizlik bulma problemiyle ilgilenmislerdir.

hy € C([a,b],[0,%0)) olmak tizere

b
4
/hl (5)ds = - (3.48)
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ve

b -1
2 p1
/h1 (s) ds>?2 (b ) (3.49)

—da

esitsizliklerinin genellestirilmesinde k = 1,2 i¢in /i € C([a, b],[0,0)) ve (x1 (1) ,x2(2)), [a, ]
araligindan =2 ve k=1,2i¢in r; (t) = 1 olan Es. 3.38-Es. 3.39 problemi i¢in asikar olmayan

bir ¢oziim ise

o/ pk
2

b
TT( [#(s)as > 00+ () g)l=(@ta) (3.50)
k=1 a

esitsizligi elde edilmistir. Napoli ve Pinasco, ayrica, Es. 3.50 esitsizligini kullanarak n = 2

ve k=1,2i¢in ry (1) = 1 ve Es. 3.39 kosulu ve Es. 3.35 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.40

probleminin her genellestirilmis 6zdegeri (A, 4,) igin
Ay > ki (A1) (3.51)

esitsizligi saglanacak sekilde

b _1\ P2/
1

kl(ll):az R0t (p _ g)l=leta) | () 0/P1 /r(s)ds (3.52)

a

fonksiyonunun var oldugunu gosterip, Es. 3.40 sisteminin 6zdegerlerinin bir alt sinirin1 elde
etmiglerdir. Boylece 6zdeger probleminin bir 6zdegeri icin alt simirt Es. 3.50 esitsizligi

yardimiyla bularak bir uygulama vermislerdir.

Cakmak ve Tiryaki [27], Es. 3.34 diferensiyel denklem sistemi i¢in, kK = 1,2 olmak iizere
hi € C([a,b],R) ve (x1(t),x2(¢)), Es. 3.35 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.34-Es. 3.36

problemi i¢in [a, b] arahiginda agikar olmayan bir ¢6ziim ise
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Bi(p1-1) a(pa-1)
b Pl b P2
/ 1/(1_p1)(s)ds /r;/(l—Pz)( )ds

b ”
X / hi (s)ds / Wi (s)ds | >2%th
a

esitsizliginin saglandigini bulmuslardir.

(3.53)

Cakmak ve Tiryaki [28], k = 1,2,...,n i¢in h; € C([a,D],R) ve (x1(t),x2(t),...,xx (2)),

[a,b] arahi@inda k = 1,2,...,ni¢in r; () = 1 ile birlikte Es. 3.38-Es. 3.39 probleminin agikar

olmayan bir ¢oziimii ise k = 1,2, ...,n i¢in |x; (cx)| = maks lxx (¢)] olmak iizere

a<t<b

o/ pk

b
H /h/ir (s)ds 2 H [(ck —a) TP (b— ) T
k=1\"q k=1

O/ pk

(3.54)

esitsizligini elde ederek diferensiyel denklem sistemini ikinci boyuttan n-inci boyuta

genigletmis ve genellestirmiglerdir.  Ayrica, Cakmak ve Tiryaki, Es. 3.54 esitsizligini

kullanarak k = 1,2,...,n igin r (t) = 1 olan Es. 3.40 sisteminin 6zdegerlerinin alt sinirinu,

Es. 3.39 kosulu ve Es. 3.37 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.40 probleminin her

genellestirilmis 6zdegeri (41,4, ..., A,) icin

A'n > kn—l (11;127---7ln—1)

saglanacak sekilde k = 1,2, ...,ni¢in |x (cx)| = mallfs |xx (1)] olmak iizere
a<r<

kn—l (1171’27 "'72%—1)

Pn

k=1 k=1

K { f [(Ck —a) P (b—ck)l_pk} ) rﬁl (o) 7 Zr(s) ds] _] } an

(3.55)

(3.56)
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fonksiyonunu elde etmislerdir.

Diger yandan, m (t) := ﬁ + ﬁ fonksiyonundat € (a,b) icinA=t—a>0veB=b—1t>0
secilerek
4AB < (A+B)* (3.57)
esitsizligi kullamldiginda min m (t) =m (#) = % icin
a<t<b
1 1 4
+ > (3.58)

t—a b—t  b—a

esitsizligine ulagmislardir. Es. 3.39 kosulu ve Es. 3.37 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.40
probleminde n = 2 alinirsa, Es. 3.58 esitsizligi saglandigindan Es. 3.55 esitsizliginin Es. 3.51
esitsizligini gelistirdigi ve genellestirdigi gozlemlenir. Benzer sekilde Es. 3.58 esitsizligi

kullanilarak Es. 3.53 esitsizligi Es. 3.50 esitsizligini genellestirir.

Tang ve He [29], Cakmak ve Tiryaki’'nin [27], [28] fikirlerinde kiigiik degisiklikler yaparak
sirastyla Es. 3.35 ve Es. 3.37 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.34 ve Es. 3.38 diferensiyel

denklem sistemleri i¢in asagidaki sonuclari elde etmiglerdir:

Ik olarak, iki boyutlu diferensiyel denklem sistemi icin asagidaki sonucu elde ettiler; k =
1,2 icin Ay € C([a,b],R) ve (x1 (t),x2(¢)), Es. 3.35 Dirichlet sinir kogulu altinda Es. 3.34-

Es. 3.36 problemi i¢in [a,b] araliginda agikar olmayan bir ¢6ziim ise

b Lgl b b0
(th (5)D) <s>ds) " (fh; ($)D1 (s) ds) "
¢ Broo by (3.59)

5

<t opawyas) ™ (Fit D2(01as) >

esitsizligi saglanir.

Ayrica, n boyutlu diferensiyel denklem sistemi i¢in elde ettikleri sonu¢ asagidaki gibidir;

k=1,2,...,nicin hy € C([a,b],R) ve (x;(t),x2(t),...,x, (¢)), Es. 3.38-Es. 3.39 problemi
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icin [a, D] arahiginda agikar olmayan bir ¢6ziim ise

O %
PkPi

b
T1I1 / h (s) Dy (s)ds > 1 (3.60)
k=1i=1 a

esitsizligi saglanir.

(0p =0 ve oy = py) veya ( By =0 ve By = py) igin Es. 3.59 esitsizligi veya n = 1 igin
Es. 3.60 esitsizliginin Wang [21] tarafindan verilen Es. 3.47 esitsizli§inden 1 < p; < 2 ve

p1 > 2 durumlarinda da daha iyi bir sonug verdigine dikkat edilmelidir.

Tang ve He [29], Napoli ve Pinasco [26]’nin, Es. 3.51 esitsizligini elde etmek igin
kullandi@1 teknige benzer bir teknik kullanarak, k = 1,2,...,n igin ry (t) = 1 olan Es. 3.40
sistemi igin Es. 3.60 esitsizliginden A,’nin n-inci 6zdegeri i¢in alt sinir veren asagidaki

sonucu elde etmiglerdir.

Es. 3.39 kosulu ve Es. 3.37 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.40 probleminin her
genellestirilmis 6zdegeri (A;,A2,...,A4,) i¢in Es. 3.55 esitsizligi saglanacak sekilde ve

k=1,2,...,ni¢in r (t) = 1 olmak iizere

n o o (" s—a)(b—s)P !

(3.61)
fonksiyonu vardir.

Simdi, Tiryaki ve digerleri [30] tarafindan elde edilen genellestirilmis Lyapunov tipi

esitsizliklerden bahsedilecektir.

Eger k = 1,2 i¢in b € C([a,b],R) ve (x1(¢),x2(¢)), Es. 3.35 Dirichlet simir kogulu altinda
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Es. 3.34-Es. 3.36 problemi i¢in [a, b] araliginda agikar olmayan bir ¢6ziim ise

Bi/pv /sy /p2

b
1< / 16D (1) DS (1)t / 1t (D7 (D72 (1)t (3.62)
ve

b Bi/pi sy /P2
1< / i (OEM P () EZ/P (1)dt / 1l (OEPP () EPY P2 (1) ar (3.63)

esitsizlikleri saglanir. Yukarida goriildiigii gibi Tiryaki ve digerleri Es. 3.34-Es. 3.35
problemi icin iki tane Lyapunov tipi esitsizlik elde etmislerdir. Bu iki sonug kendi igerisinde
kargilastirilirsa; k = 1,2 icin p; > 2 oldugunda Es. 3.62 esitsizligi Es. 3.63 esitsizliginden
daha 1iyi iken k = 1,2 i¢cin 1 < py < 2 oldugunda Es. 3.63 esitsizliginin Es. 3.62

esitsizliginden daha iyi bir sonu¢ olduguna dikkat edilmelidir.

Eger k = 1,2,...,ni¢in b € C([a,D],R) ve (x1 (t),x2(¢),...,x, (¢)), |a,b] lizerinde Es. 3.37

Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.38-Es. 3.39 problemi i¢in asikar olmayan bir ¢6ziim ise

b O/ Pi
1<]] / it (O] [P/ (¢)ar (3.64)
k=1 a i=1
ve
L (b . O/ Pi
1<T] / Bt (O TES™ (¢)dt (3.65)
k=1 \", i=1

esitsizlikleri saglanir.

Yukarida goriildiigii gibi Tiryaki ve digerleri Es. 3.38-Es. 3.39 problemi i¢in de iki tane
Lyapunov tipi esitsizlik elde etmiglerdir. Bu iki sonu¢ kendi icerisinde karsilagtirilirsa; k =
1,2 icin py > 2 oldugunda Es. 3.64 esitsizligi Es. 3.65 esitsizliginden daha i1yi iken k = 1,2
icin 1 < py < 2 oldugunda Es. 3.65 esitsizliginin Es. 3.64 esitsizliginden daha iyi olduguna
dikkat edilmelidir.
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Diger yandan, Tiryaki ve digerleri yukaridaki elde ettikleri sonuglarin genel durumda
literatiirdeki ~ sonuglar  ile  karsilagtirnlamadigina  sadece  6zel  durumlarinda

kargilastirilabildigine dikkat edilmelidir.

Son olarak; Tiryaki ve digerleri [30], elde ettikleri sonuglarin bir uygulamasi olarak, Es. 3.39
ozdeger probleminin n bilesenli (41,4, ..., A,) genellestirilmis herhangi bir 6zdegeri i¢in alt

sinir veren asagidaki sonucu elde etmislerdir.

Es. 3.64 Lyapunov tipi esitsizlik i¢in

_pn/an

b
1 n—1
et (Ao 1) = —— | [T (ea) ™™ [ (s HD )%/ P11 (3.66)
n | k=1 ;
Es. 3.65 Lyapunov tipi esitsizlik i¢in
b —Pn/0n
1 n—1 n
kn—1 (A1, 22,00, A1) = pr I1 (Agoy) /e /r(S)HE,-(t)O‘i/”i(t)dt (3.67)
n | k=1 i=1

a

olmak iizere Es. 3.37 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.39-Es. 3.40 probleminin herhangi
bir (A1, 42, ...,A,) genellestirilmis 6zdegeri igin

kn—1 ()q,)tz,...,knfl) <An (3.68)

olacak sekilde k,_; (A1, 42, ...,A,—1) fonksiyonu vardir.

Aktas [31] 2022 yilinda, Lyapunov tipi esitsizlikler iizerine

x1(a)=x1(b)=0 (3.69)

Dirichlet sinir kosulu altinda p relativistik ve g 6ngoriilen operatorlerini iceren

p—2
X, = (e 4 P22
(1+ Pl ") 7 (3.70)
’ X X
Xy = ()

(1+x[7) o
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Hamiltonian tipi diferensiyel denklem sistemi i¢in yeni sonuclar ortaya koymustur.

Eger (x;(t),x2(¢)), Es. 3.69 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 3.70 probleminin agikar

olmayan bir ¢6ziimii ise

b n
1 g/ hy (5) ds 3.1

ve
I—g
/ 1 1
1< / 242 i + A it (s)ds (3.72)
S —p[hy(0)do b —p[hy(6)dO
i Je ph(0) . 4 P h(0) v
a S

esitsizliklerinin saglandigimi gostermistir.  Yiiksek basamaktan Es. 3.31 diferensiyel
denklemi ve Es. 3.70 diferensiyel denklem sisteminin 6zel durumlarinda hangi diferensiyel
denkleme indirgendigini gérmek igin sirasiyla, p=2ven=1ve p=g=2 ve hp(t) =0

alinirsa

!

\/1—‘)51!2 \/1+]x1\2

tek diferensiyel denklemine indirgendigine dikkat edilmelidir.

— (1) (3.73)

Ayrica, p relativistik ve g egrilik operatorlerini iceren Hamiltonian tipi diferensiyel denklem
sistemi seklindeki sinir deger problemi i¢in Lyapunov tipi esitsizlik elde eden ilk calisma
olmas1 acisindan onemlidir. Bu dogrultuda literatiirde yer alan, p relativistik veya g egrilik
operatorlerini iceren sinir deger problemi i¢cin Lyapunov tipi esitsizlige iliskin sonuclardan
esinlenerek; bu tezde, yiiksek boyutlu belirli bir diferensiyel denklem sistemi i¢in farkli sinir

sartlar1 altinda yeni ve orijinal Lyapunov tipi esitsizlikler elde edilmistir.
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4. LYAPUNOV TiPI ESITSiZLIKLER UZERINE YENi
TEOREMLER VE SONUCLAR

Butezde v € (—1,1) ve p > 1 i¢in p relativistik

"~y
¢p (v) = Y= (4.1)
— |y P
operatoriinii ve u € R ve g > 1 i¢in g 6ngoriilen egrilik
q—2
Dy (u) = e uq_l (4.2)
(14 |u|?)

operatoriinii iceren n € N ve k = 1,2, ..., n i¢in farkli sinir kosullar1 altinda lineer olmayan

' n Ol

(900 () = ) Pag 0 [T 3

ot (1)

diferensiyel denklem sistemi i¢in yeni Lyapunov tipi esitsizlikler elde edilecektir. Lineer

olmayan Es. 4.3 diferensiyel denklem sistemi n = 1 ve &; = p; = 2 alinirsa

/

:hl(l‘)

!

\/1—‘)51!2 \/1+]x1\2

tek diferensiyel denkleme indirgenir. Tezde bundan sonraki kisimlarda kolaylik saglamasi

(3.73)

acisindan agagidaki notasyonlar kulanilacaktir. Herhangi kompakt [a, b] alt arahiginda n € N
ve k=1,2,...,n i¢in h; # 0, Es. 3.42°de verildigi gibi olmak iizere, k,i = 1,2,...,n i¢gin
1 < pr < oo, 0o; negatif olmayan sabitler olmak iizere

Y
n

b s—a —5 pi—1 P
=t €Ll (ab): / 0 (S)H ((sﬁa)pi)l(i (bi)ﬂ" 1) ds < oo (4.4)

a

olsun. a,b e Rikena <bvem=0,1, k=1,2,....n igin x;, [a,b] araliginda 6zdes olarak
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sifirdan farkli olmak iizere

A" (@) +2" (b) =0 4.5)
k k o :

anti-periyodik sinir kogsullar1 veya

xi (@) =0=x; (b) (4.6)

Dirichlet sinir kosulunu saglayan lineer olmayan Es. 4.3 sinir deger probleminin 6zdes

olarak sifirdan farkli bir reel ¢oziimii (x1,xs,...,x,) olsun. x; € C'[a,b],

‘x;CHM <1 ve
k=1,2,...,nig¢in ¢, (x;{) , (a,b) herhangi bir kompakt alt araliginda mutlak siirekli ve x,
lineer olmayan Es. 4.3 diferensiyel denklem sistemini ve Es. 4.5 anti-periyodik sinir
kosulunu (veya Es. 4.6 Dirichlet sinir kosulunu) saglarsa (xj,x3,...,Xx,) ¢Oziimiiniin lineer

olmayan Es. 4.3 diferensiyel denklem sisteminin bir ¢oziimii oldugu sdylenir.

117 +%1 = 1 olmak lizere p relativistik operator ¢, nin tersinin @, (u) = ¢, '(u) olduguna
dikkat edilmelidir. Ayrica; ¢,, d=1’de tekil bir fonksiyon iken @, simirh diizgiin bir
fonksiyondur (‘d>q| < 1). p = g = 2 alinirsa bunlar diferensiyel geometri ve kismi
diferensiyel denklemde ¢ok dikkat ceken relativistik ve egrilik operatorii olarak ortaya
cikarlar [32,33]. Bu tezde, Es. 4.5 anti-periyodik sinir kosulu (veya Es. 4.6 Dirichlet sinir
kosulu) altinda p relativistik operator ¢, ve g egrilik operatorii ®,’yu igeren lineer olmayan
Es. 4.3 diferensiyel denklem sistemi icin yeni ve orijinal Lyapunov tipi esitsizlikler ele
alimmistir. Bu operatdrleri iceren sonuglar i¢in [25, 31, 34-36]’daki makaleler incelenebilir.
Bu ¢aligma bilindigi kadariyla p relativistik operatorii ¢, ve g egrilik operatoriin &, iceren
Es. 4.3 diferensiyel denklem sistemini ilk defa gbz oniine alarak Lyapunov tipi esitsizlikler
tizerine sonuglar elde eden ilk calismadir. Motivasyonumuz Aktas [25, 31, 37-40], Tiryaki
ve digerleri [30,41], Aktas ve digerleri [42] ve Yang ve digerlerinin [22] makalelerinden

gelmektedir.

Cesitli sinir kosullar1 altindaki farkli diferensiyel denklem sistemleri icin Lyapunov tipi
esitsizlikler lizerine en son yapilan ¢alismalarin bazilar i¢in [19, 27, 28, 30, 36, 38, 43-45]

referanslarina bakilabilir.
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4.0.1. Teorem

n
0< Yy el-2 vek=1,2,...,nicin 0 < ¢; olmak tizere
i=1

o, Lo
ek<1—ﬂ> ~Y “ei=0 4.7
Pk i—=1 Pk
i#k
lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdes olarak sifirdan farkli bir ¢oziimii (e, ez, ...,ey,)
olsun. Eger (xi(t),x2(t),...,xn(t)), Es. 4.6 Dirichlet sinir koguluna sahip Es. 4.3 problemi

i¢in [a, b] arah@inda 6zdes olarak sifirdan farkli bir ¢6ziim ve k = 1,2,...,n i¢in h,j € a7 ise

" (1), Es. 3.42°deki gibi tanimlanmak iizere

Qe €

b ki
N A | A
1< kl:II a/hk (S)E ((s—a)p"_l " (b—s)p"_1> ds (4.8)

esitsizligi saglanir.

Ispat

neNvek=1,2,...ni¢in a,b € R iken a < b ve x;, |a,b] aralig1 iizerinde sifirdan farkl
olmak iizere Es. 4.6 Dirichlet sinir kosulu saglansin. k = 1,2, ...,n i¢in x;(a) = 0 ve Holder

esitsizliginden ¢ € [a,b] i¢in

()] < / G|ds< - | [ ds 9)

esitsizligi elde edilir. Boylece, k = 1,2,...,n vet € [a,b] i¢in

t

()| (1 — ) =P < /

a

Pk
ds (4.10)

/

xi ()

esitsizligi saglanir. Ote yandan, x;(b) = 0 ve Holder esitsizliginden k = 1,2,....,n ve t € |a, b]
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icin

b
e () [P (b — 1) P S/ @.11)
t

esitsizligi elde edilir. Es. 4.10 ve Es. 4.11 esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa k = 1,2, ...,n

vet € [a,b] igin

—1 b
e (1) 7% < [(t —a)(b—1)]" / x(s)| ™ ds 4.12)

T = -t

esitsizligi saglanir. V¢t € (a,b) ve k = 1,2,...,n igin x;( () # 0 olduguna dikkat edilirse, ¢t €
(a,b) vek=1,2,...,ni¢in x;c(t) = 0 ise Es. 4.12 esitsizliginden Es. 4.6 Dirichlet sinir kosulu
ile gelisen ¢ € (a,b) ve k = 1,2,...,n igin x;(¢) = 0 elde edilir. Boylece, Vr € (a,b) ve k =
1,2,...,ni¢in x;c(t) # 0 saglamir. Sonug olarak, k = 1,2,...,n vet € [a,b] i¢in

Pk —a)(b—1)!
dsve Cult) = £<; )”")l(l:t ( ;)L)pkl (4.13)

x(s)

olmak uizere
|k (£)]7% < BrCy (1) (4.14)

esitsizligi elde edilir. Es. 4.14 esitsizliginin %—inci kuvveti alinirsak = 1,2,...,nve t € [a,b]
icin

ik

i (1) % < B[ C’T( ) (4.15)

elde edilir. Es. 4.15 esitsizliginde i = k alinip h; (r) H xi(t)|% ile garpilir ve a’dan b’ye

l;ék
integral alinirsa k = 1,2, ...,n icin
ek ek
/h+ H|x, )| % ds < B /h+ ¥ (s H|x, )[% ds (4.16)

l;ék

elde edilir. Ote yandan; lineer olmayan Es. 4.3 diferensiyel denklem sisteminin k-inci
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denkleminin, x; ile ¢carpilmasi ve a’dan b’ye integral alinmasiyla k = 1,2, ...,n i¢in

IN
\w
Pyl
bl

(s) fl lxi(s)|% ds (4.17)
i=1

esitsizligi elde edilir. Es. 4.16 esitsizliginde Es. 4.17 esitsizligi kullanilarak k = 1,2, ...,n i¢in

Ok O‘kk

By < B / h! (s H|x, )| % ds (4.18)
l;ék

esitsizligi elde edilir. Boylece Es. 4.18 esitsizliginde Es. 4.15 esitsizligi kullanilarak k& =

1,2,...,ni¢in

O %

_ %k Pk n
. </h+ )C (s HB” G (s (4.19)
z;ék
esitsizligi saglanir ve dolayisiyla
Ok O ki

1
B, " <HBP’ /h+ Hcpl (4.20)
l;ék a

elde edilir. Es. 4.20 esitsizliginin her iki tarafinin sirasiyla her k = 1,2,...,n i¢in eg-inci

kuvvetleri alinirsa ve elde edilen esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilirsa

€k

n ek( p) n 0‘7@1‘ ‘ n b n %
[15. : <H 187 | 11 / hi () IC” (s)ds (4.21)
k=1 j k=1 \ 7y, i=1

i=1
i#k
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ve boylece

n ek<17%kkk) n i;[]{ Pk n b N n % €
I18, <T1IB I1 / hE()IC” (s)ds (4.22)
k=1 k=1 k=1 i=1

esitsizligi elde edilir.

Simdi, £k = 1,2,...,n i¢cin By > 0 oldugu ispatlanacaktir. k = 1,2,...,n i¢in B > 0
b
saglanmiyorsa By, = [
a

/

Prg :
Xt (s)‘ ds = 0 olacak sekilde ko € {1,2,...,n} vardir. r € [a,b]

icin

!

X, (1) =0 (4.23)

elde edilir. Es. 4.12 esitsizligini Es. 4.23 ile birlestirilerek Es. 4.6 Dirichlet sinir kosulu ile
celisen a <t < bigin xy,(t) = 0 elde edilir. Sonug olarak, k = 1,2,...,n igin By > 0 saglanir.

Boylece, k =1,2,...,nicin

(07 "oy
O = ey (1 —ﬁ) — Y e (4.24)
Pk i=1 Pk
ik

olmak tizere

ek
ki

b
T18% <11 / i) TS (s)ds (4.25)
k=1 =1\ i=1

esitsizligi saglanir. Varsayimdan j € {1,2,...,n} i¢in en az bir 0 < e; ve k = 1,2,...,n i¢in
0 < ¢; olmak iizere k = 1,2,...,n i¢in 6y = 0 olacak sekilde Es. 4.7 lineer diferensiyel
denklem sisteminin ©6zdes olarak sifirdan farkli (ep,ep,...,e,) bir ¢oziimii vardir.
(e1,e2,...,en) ¢oziimlerinden biri segilirse Es. 4.25 esitsizliginden Es. 4.8 esitsizligi elde

edilir. Boylelikle ispat tamamlanmisg olur.
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4.0.1 Uyan

hi(t) > 0 olmak iizere Es. 4.8 esitsizliginde n = 1 ve a;; = p; = 2 alrsa, Es. 4.8

esitsizliginin Es. 3.18 esitsizligine indirgendigine dikkat edilmelidir.

a+b

—1
[t—a)(b—n)]™ fonksiyonunun mutlak maksimum degerini <5~ noktasinda alir.

(t—a)Pk " (b—1)Pk !

Yani, k =1,2,...,nicin

M(1) =

a+b (b—a)P<!
< = = .
M(t) < %gM(t) M ( 5 ) T (4.26)

esitsizligi saglanir. Buradan, asagidaki sonug elde edilir.
4.0.1. Sonug

Es. 4.7 lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdes olarak sifirdan farkli bir ¢oziimii
(e1,e2,...,ey) olsun. Es. 4.6 Dirichlet sinir kosuluna sahip Es. 4.3 problemi i¢in [a,b]
aralifinda 6zdes olarak sifirdan farkli (xi(¢),x2(¢),...,x,(¢)) bir ¢oziimse ve k = 1,2,...,n

icin
ah={hi Ll (a,b): / 1t (s)ds < oo 4.27)

ise ve h,:’ (1), Es. 3.42°de verildigi gibi olmak iizere

ktb

<11 H<(b il ),,, /h+ (4.28)

k=1

esitsizligi saglanir.
4.0.2 Uyarn

hi(t) > 0 olmak iizere Es. 4.28 esitsizliginde n = 1 ve o) = p; = 2 alinirsa

b
/ hi(s)

(4.29)
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klasik Lyapunov esitsizligi elde edilir.
Buradai=1,2,...,n
n
Ok
Z = (4.30)
—1 Pk
kosulunun saglanmasi halinde Teorem 4.0.1.’den asagidaki sonug elde edilir.
4.0.2. Sonug

Eger Es. 4.30 kosulu altinda Es. 4.6 Dirichlet sinir kosuluna sahip Es. 4.3 problemi i¢in [a, b]
araliginda 6zdes olarak sifirdan farkli bir ¢oziimii (x;(7),x2(2),...,x,(¢)) ve k=1,2,...,n i¢in
hl (1) € o ise hyf (1), Es. 3.42de verildigi gibi olmak iizere

nooo.
jk
i .21 Pk

b
- +(\dsT [(s—a)(b—s)"~" |7 |
l </<I_-Il a/hk( M ,I:-! ((S—a)p’1+(b_s)Pi1> ds|’ (4.31)

esitsizligi saglanir.

Ispat

Teorem 4.0.1."in ispatindaki gibi devam edilirse k = 1,2,...,n i¢in

(0% oA
o — et (1 _£> _y Gk, (4.24)
Pk i—1 Pk
iZk

olmak tizere Es. 4.25 esitsizligi elde edilir. Teorem 4.0.1.’denk=1,2,...,ni¢cin 0 < ¢, ve j €
{1,2,...,n} igin en az bir 0 < ¢; olmak iizere k = 1,2, ...,n i¢in 6; = 0 olacak sekilde Es. 4.7
lineer diferensiyel denklem sistemi, (6zdes olarak sifirdan farkl) (ey,ez,...,e,) ¢oziimiine

sahiptir. Es. 4.7 lineer diferensiyel denklem sisteminde Es. 4.30 kosulu kullanilirsa k =

1,2,...,ni¢in
04 a

e N — Z—lkel (4.32)
i=1 DPi i=1 Pk
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diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Es. 4.32 homogen diferensiyel denklem sistemin
katsayilar matrisi tizerinde elemanter satir islemleri yapilirsa sifir satirl bir matris elde edilir.
Dolayisiyla Es. 4.32 homogen diferensiyel denklem sisteminin sonsuz sayida 6zdes olarak
stfirdan farkli (e, ey, ...,e,) ¢oziimii vardir. Dolayisiyla j,k=1,2,....,n ve j # kigin ¢, = %

alinabilir ve Es. 4.25 esitsizliginden

%k
% Pk

b
1<]] / it (s)ds[[C (s)ds (4.33)
=1 \/ =1

elde edilir. j =1,2,...,n i¢in j # k olmak iizere elde edilen esitsizlikler carpilirsa Es. 4.31

esitsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Holder esitsizligi, Es. 4.31 esitsizligine uygulanirsa asagidaki sonug elde edilir.
4.0.3. Sonug¢

k=1,2,...,n i¢in h,‘: € 7 ve Es. 4.30 sart1 altinda Es. 4.6 Dirichlet sinir kosuluna sahip
Es. 4.3 problemi i¢in (x1(¢),x2(2),...,x4(¢)), [a,b] arahginda 6zdes olarak sifirdan farkli bir

¢oziimse /1} (t), Bs. 3.42°de verildigi olmak iizere

pPi i1 Pk
‘/7

b
T o l5—a) (b—s)]""! R
1<k1;11i11 a/hk( )(S—a)pi_1+(b—S)pi_ld : (559

esitsizligi elde edilir.

Simdi Es. 4.30 kosulu yerine k = 1,2,...,n i¢in

oy _
i=1 Pk

1 (4.35)

kosulu alinirsa, Teorem 4.0.1.°den asagidaki sonug elde edilir. Ispat, k = 1,2,...,n igin
e = 1 alimirsa Sonug 4.0.2.°nin ispat1 ile hemen hemen aynidir bu nedenle ispatsiz olarak

verilecektir.
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4.0.4. Sonug

k=1,2,...,nicin h,j € a7, ve Es. 4.35 kosulu altinda Es. 4.6 Dirichlet sinir kosuluna sahip
Es. 4.3 problemi i¢in (x1(¢),x2(2),...,x(¢)), [a,b] arahginda 6zdes olarak sifirdan farkli bir

¢oziimse /1; (t), Bs. 3.42°de verildigi olmak iizere

Oki

n b n —a — pi—1 Pi
<11/ h,j@)l‘[( s—a)(b=s)] 1) ds (436)
k=17, i=1 \ (s —a)”

" (b—s)Pi™

gecerlidir.

Simdi Es. 4.5 anti-periyodik sinir kosulu altinda Es. 4.3 problemi i¢in elde edilen sonuglarin
ispatlarinda kullanilacak bir lemma verilecektir. Asagidaki lemmanin ispati, [24, Lemma
3.1] ve [45, Lemma 2.1]’deki lemmalarin ispatlarina benzer oldugundan burada

verilmemistir.
4.0.1. Lemma

Es. 4.5 anti-periyodik sinir kosulu altinda Es. 4.3 probleminin 6zdes olarak sifirdan farkli bir

¢ozimii (x1(7),x2(t),...,x,(t)) ise k = 1,2,...,n igin

1
P! b P

e (2)] < W /)x}c(s) ds (4.37)

>

esitsizligi saglanir.

Asagidaki teorem, Es. 4.5 anti-periyodik sinir kosulu altindaki Es. 4.3 problemi i¢in bu tezin

diger bir ana sonucudur.
4.0.2. Teorem

Es. 4.7 lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdes olarak sifirdan farkli bir ¢oziimii
(e1,e2,...,en) olsun. Es. 4.5 anti-periyodik sinir kosuluna sahip Es. 4.3 problemi i¢in [a, D]

arahinda k = 1,2,...,n i¢in h (1) € @% olmak iizere (xi(¢),x2(t),...,xn(r)) Szdes olarak
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stfirdan farkli bir ¢oziimii ise h,:r (1), Es. 3.42°de verildigi gibi olmak iizere

ktb

<11 H<<b ay" )pl /h+ (4.38)

k=1

esitsizligi saglanir.

Ispat

a,b € R iken a < b olmak iizere m = 0,1 ve k = 1,2,...,n i¢in Es. 4.5 anti periyodik sinir
kosulu ve k = 1,2,...,n igin xi, [a,b] arah@inda dzdes olarak sifirdan farkli olsun. Lemma

4.0.1.’deki Es. 4.37 esitsizligi kullanilarak k = 1,2, ...,n i¢in

=l p

< CS0 |

a

Pk
ds (4.39)

/

X ()

elde edilir. Vr € (a,b) ve k =1,2,...,n igin x;c(t) # 0 durumu Teorem 4.0.1.’in ispatinda
gosterildigi gibidir. Sonug olarak, k =1,2,...,n i¢in

/ Pk

b Pk x(s)
e (4.40)

o ( ;C(S)‘Pk>7

esitsizligini gérmek kolaydir. Teorem 4.0.1.’in ispati ile benzer islemler yapilarak ispat

p—1

tamamlanir ve bu nedenle ispatin geri kalan kismina devam edilmemistir.
4.0.3 Uyar

n=1ve o) = p1; =2 oldugunda h]” € @ ve x;(t), [a,b] arahinda Es. 4.5 anti-periyodik
stnir kosuluna sahip Es. 3.73 tek denkleminin 6zdes olarak sifirdan farkli bir ¢oziimii ise

Es. 4.38 esitsizliginden Es. 3.1 klasik Lyapunov esitsizligi elde edilir.

Es. 4.5 anti-periyodik sinir kosulu altinda elde edilen asagidaki sonuglarin ispatlari sirasiyla
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Es. 4.6 Dirichlet sinir kosulu altinda elde edilen sonuclarin ispatlartyla hemen hemen aynidir.

Bu sebeple asagidaki sonuglar ispatsiz olarak verilecektir.
4.0.5. Sonug

a,b] araliginda (x;(t),x2(t),...,x(¢)), Es. 4.30 kosulu ve k = 1,2, ..., n i¢in 1] € @ sartlari
altinda Es. 4.5 anti-periyodik sinir kosuluna sahip Es. 4.3 problemi i¢in 6zdes olarak sifirdan

farkl1 bir ¢oziimse ve h; (1), Es. 3.42’de verildigi gibi olmak iizere
n ﬂ

n n (b_a)p,‘fl % b ]'—1 Pk
R{IH(-ET» /@@w#k (4.41)
esitsizligi saglanir.
4.0.6. Sonug

a,b] araliginda (x; (), x2(t), ...,x,(¢)), Es. 4.35 kosulu ve k = 1,2, ..., n i¢in i € @ sartlar1
altinda Es. 4.5 anti-periyodik sinir kosuluna sahip Es. 4.3 problemi icin 6zdes olarak sifirdan
farkli bir ¢oziimse ve ;' (1), Es. 3.42°de verildigi gibi olmak iizere

kzb

HU(waM)”/W )

esitsizligi saglanir.

Simdi Teorem 4.0.1. ve Teorem 4.0.2.’nin dogrudan sonuclar1 olarak Es. 4.5 anti-periyodik
sinir kosulu veya Es. 4.6 Dirichlet sinir kogsuluna sahip Es. 4.3 sinir deger probleminin agikar

olmayan ¢oziimlerinin var olmamasi i¢in yeterli kosullar1 verilecektir.
4.0.7. Sonug

(a) (e1,e2,...,en), Es. 4.7 lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdeg olarak sifirdan farkli
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bir ¢oziim olsun, A" (1), Es. 3.42°de verildigi gibi olmak iizere

O Ck

b
. n( s—a) -5\
1 ZkII] a/h]j(s)il__!<(s_a)pi1+(b_s)pl.1> ds (443)

esitsizligi saglanir ise Es. 4.6 Dirichlet sinir kosulu altinda Es. 4.3 probleminin agikar

olmayan ¢oziimii yoktur.

(b) (e1,e2,...,ey), Es. 4.7 lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdes olarak sifirdan farkli

bir ¢dziim olsun, A (¢), Es. 3.42°de verildigi gibi olmak iizere

%i p Ck

n n _ \pi—1\ pi
1> H(%) [ )as (4.44)

esitsizligi saglanir ise Es. 4.5 anti-periyodik siir kosulu altinda Es. 4.3 probleminin agikar

olmayan ¢oziimii yoktur.

Simdi ¢ € (a,b) iken Es. 4.5 anti periyodik veya Es. 4.6 Dirichlet sinir kosullar1 altinda
neN, k,i=1,2,...n,t € (a,b) igin hy, fr € C([a,b],R), pr > 1 ve o; negatif olmayan bir

sabit olmak iizere

I n Olgei

(00 (%)) =) Py (0[] — o+ 10 (4.45)
L1

homogen olmayan sinir deger problemi ile Es. 4.8 ve Es. 4.38 Lyapunov tipi esitsizliklerin

uygulamasi olarak ¢oziimiin tekligi icin yeterli bir kosul verilecektir.

4.0.3. Teorem

(e1,e2,...,en), Es. 4.7 lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdes olarak sifirdan farkli bir
coziim olsun. Eger Es. 4.43, Es. 4.44 esitsizlikleri gecerliyse Es. 4.45 homogen olmayan

sinir deger probleminin tek bir ¢oziimii vardir.
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Ispat

Tekligi ispatlamak icin Es. 4.45’in homogen sinir deger problem kisminin sadece asikar
¢oziimii oldugunu gostermek yeterlidir. Aksine x(¢) # 0, Es. 4.45’in homogen sinir deger
problem kisminin bir ¢oziimii olsun. Boylece Es. 4.8 veya Es. 4.38 Lyapunov tipi

esitsizliklerini kullanarak sirasiyla Es. 4.43 veya Es. 4.44 esitsizlikleri ile ¢elisen

% Ck

b
L n s—a)(b—s pi—1 pi
kl;ll /|hk (S)|111 ((sﬁa)lji—)lg_ (b?sy)i_l) ds| >1 (4.46)
veya

Y%y Ck

pi—1\ i
H H<%> /|hk(S)|ds > 1 (4.47)

a

elde edilir. Bu nedenle Es. 4.45’in homogen sinir deger problemi kismi sadece asikar bir
coziime sahiptir. Sinir deger problemlerinin teorisi nedeniyle Es. 4.45 homogen olmayan

sinir deger probleminin tek bir ¢oziimii vardir.

Teorem 4.0.3."e 6rnek olarak ¢ € (7, 7”) olmak iizere x (5) =0 = x( %) Dirichlet sinir

kosulu veya x ( ) +x ( ) =0,x (%) +x (37”) = 0 anti periyodik sinir kosullar altinda

/

li
X X 1 coSst

— |+ e — (4.48)
712
V=[x

4 /I—Hx\z cos’t  4+/1+cos?t

homogen olmayan sinir deger problemi gdz Oniine alinacaktir.

Es. 4.43, Es. 4.44 kosullan saglandigindan Es. 4.48 probleminin tek bir ¢oziimii vardir.
Es. 4.48 probleminin bu tiir bir ¢6ziimii x(¢) = cost seklindedir. ‘xl‘ < 1 ve Es. 4.48’in
homogen smir deger problem kisminin sadece asikar coziimii olduguna dikkat

edilmelidir.

Simdiki kissmdan € N, m = 0,1, k = 1,2,...,n, p; > 1 i¢in 7 € (a,b) olmak iizere Es. 4.5

anti periyodik veya Es. 4.6 Dirichlet sinir kogullar1 altinda n € N ve k,i = 1,2,....n h; €
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C ([a,b],R) igin og; negatif olmayan bir sabit ve A bir 6zdeger parametresi olmak tizere

, / n : Ol
- (¢pk (xk)) = Ay (1) Poy () [ b T (4.49)
i=1 (1 + |x‘|aki) o
i#k l

lineer olmayan sinir deger probleminin 6zdegerleri i¢in bir alt sinir Es. 4.8 ve Es. 4.38
Lyapunov tipi esitsizlikler yardimiyla bulunacaktir. Teorem 4.0.1. ve Teorem 4.0.2.’nin

dogrudan sonucu olarak asagidaki teorem elde edilir.

4.0.4. Teorem

(a) (ey1,e2,...,en), Es. 4.7 lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdes olarak sifirdan farkl

bir ¢oztimii oldugunu ve A’nin Es. 4.49 sinir deger probleminin bir 6zdegeri olsun. Boylece

1

o < |A| (4.50)

%

n b " » B
[(s—a)(b—s)]Pi Pi
kl;Il [!'hk (S)|i:1 <(s_a)pi71+(b—s)pi*1> dS]

esitsizligi saglanir.

(b) (e1,e2,...,ey), Es. 4.7 lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdes olarak sifirdan farkli

bir ¢oziimii ve A’nin Es. 4.49 sinir deger probleminin bir 6zdegeri olsun. Boylece

1

fi | fi (23" fcora

k=1 |i=1

o <A (4.51)

esitsizligi saglanir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, diferensiyel denklem sistemi iceren sinir de8er problemleri i¢cin elde edilen
Lyapunov tipi esitsizlikler lizerinde durulmustur. Giris Boliimiinde, klasik Lyapunov
esitsizliginin tarihgesinden kisaca bahsedilmistir. Ikinci Boliimde; sirasiyla, baglangic ve
sinir deger problemlerine ek olarak diferensiyel denklem sistemleri icin temel tanimlar ve
varlik-teklik teoremleri verilmistir. ~ Uciincii Béliimde; sirasiyla ikinci ve yiiksek
basamaktan sinir deger problemlerine ek olarak sistemler i¢in literatiirdeki bazi sonuglardan
atiflar yapilarak bahsedilmistir. Son Boliimde ise p relativistik ve g egrilik operatorlerini
iceren ilk defa tanimlanan bir sistem i¢in yeni ve orijinal Lyapunov tipi esitsizlikler ispatlari
ile birlikte verilmistir. Ayrica; uygulama olarak, ¢oziimlerin var olmamas1 ve tekligi i¢in
yeter kosullarin yani sira homogen olmayan problemin tek ¢oziimiiniin varlifina iliskin
sonuglar verilmistir. Problemin dnemini ortaya koymak i¢in homogen olmayan bir problem
icin ¢Oziimii bilinen bir 6rnek verilmistir. Son olarak, lineer olmayan bir sinir deger

probleminin 6zdegeri icin bir alt sinir bulunmustur.

Diferensiyel, fark, zaman skalasi ve g-analizde yer alan salinimlilik, diskonjuge, 6zdeger
problemleri, kararlilik, varlik-teklik ve diger uygulamalarda Lyapunov tipi esitsizliklerin
kullanmiglt bir ara¢ olmasindan dolay:1 tezde bu alaninda ¢alisacak olan bilim insanlarini
bilgilendirecegi ve caligsmalarinda yardimci olabilecegi diisiincesindeyiz. Bu tezde sistem
iceren sinir deger problemleri i¢in Lyapunov tipi esitsizlikler tizerine ¢alismamiza ragmen
farkli analizlerde farkli sinir deger problemleri icin bu tezdeki yontem kullanilarak yeni
Lyapunov tipi esitsizlikler elde edilip uygulamalar1 verilebilir. Bu konuya ilgi duyan
okuyucular tarafindan, Once ikinci ve daha sonra yiiksek basamaktan siir deger
problemleri icin Lyapunov tipi esitsizlikler iizerine incelemeler yapabilir. Dolayisiyla
buradan elde edilen bilgiler 15181inda farkli sinir deger problemleri icin yeni ve dnemli

sonuglar elde edilebilir.
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