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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

HEMEN HEMEN SUPRA B-SUREKLILiK VE
SUPRA STRONG B-¢-ACIK KUMELER

Fatma TALAS

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Prof. Dr. Aynur KESKIN KAYMAKCI
2024, 39 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Aynur KESKIN KAYMAKCI

Tez, ii¢ temel boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim; supra topolojik uzaylarla ilgili temel bilgileri i¢cermektedir.
Boylece; diger boliimler i¢in gerekli alt yap1 olusturulacaktir.

Ikinci boliim; supra topoloji kavramindan daha genel ideal supra topoloji kavrami
ile ilgilidir. Ayrica; temel diizeyde bu kavrama ait gerekli tim kavram ve ifadeler de
bulunmaktadir. Ustelik; anlasilabilirlik agisindan érnekleri de barindirmaktadir.

Son béliim; iki kistmdan olusur. 11k, supra b-agik kiimeler yardimiyla tanimlanan
hemen hemen siirekli fonksiyon ve bu fonksiyonun 6zelliklerini igermektedir. Ikincisi
ise; ideal supra topolojik uzaylarda tanimladigimiz ve &6zelliklerini inceledigimiz supra
strong B-g-acik kiime kavramu ile ilgilidir.

Anahtar Kelimeler: Supra b-agik kiime, hemen hemen supra b-siireklilik, supra
strong B-c-agik kiime, ideal supra topolojik uzay



ABSTRACT

MS THESIS

ALMOST SUPRA B-CONTINUITY AND SUPRA STRONG B-¢g- OPEN SETS

Fatma TALAS

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
SELCUK UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE / DOCTOR OF PHILOSOPHY
IN MECHANICAL ENGINEERING

Advisor: Prof. Dr. Aynur KESKIN KAYMAKCI

2024, 39 Pages

Jury
Advisor: Prof. Dr. Aynur KESKIN KAYMAKCI

The thesis consists of three main components.

First part; it contains basic information about supra topological spaces. Like
this; necessary infrastructure will be created for other sections.

Second part; It is related to the more general concept of ideal supra topology
than the concept of supra topology. Moreover; at the basic level, there are all necessary
concepts and expressions of this concept. Besides; it also includes examples for clarity.

Last part; consists of two parts. The first includes the almost continuous function
and its properties defined with the help of supra b-open sets. The second is; It is related
to the concept of supra strong -g-open set, which we define in ideal supra topological
spaces and examine its properties.

Keywords: Supra b-open set, almost supra b-continuity, supra strong p-g-open
set, ideal supra topological space.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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1.GIRIS

Topolojik uzaylardaki kiime ¢esitleri ve ilgili fonksiyonlar; veri analizi, bilgi
sistemleri, dijital topoloji gibi bilim ve teknolojinin bazi alanlarinda kullanilmaktadir.
Topolojik uzaydan daha zayif olan supra topolojik uzaylardaki kiime g¢esitleri ve
fonksiyonlar i¢in de benzer yaklasimlar s6z konusudur. Bu nedenle; b-agik kiime ile ilgili
hemen hemen siireklilik kavrami tanimlanip, 6zellikleri incelenecektir. Ayrica, supra
topolojik uzaylarin bir genellemesi olan ideal supra topolojik uzaylarda; supra strong B-¢
acik kiime tanitilacaktir. Bu kiimenin sagladigi temel 6zellikler incelenecektir.

Genel topoloji; matematigin dallarinda oldugu kadar dijital topoloji, bilgi
sistemleri vs. uygulamali bilimlerin pek¢ok alaninda Onemlidir. Bu nedenle;
calismalardan hari¢ genellestirmeleri de yapildi. ilk &nce, genellestirilmis topolojiler
olarak adlandirilan bu topolojiler arasinda; supra topoloji (Mashour, Allam, Mahmoud ve
Khedr, 1983) kavramu, verildi. Topolojik uzaylarin daha zayif hali olan supra topolojik
uzay kavrami tanitilmis ve siireklilik, ayirma aksiyomlar1 gibi bazi topolojik kavramlar
supra topolojik uzaylara genellestirildi. (Mashour, Allam, Mahmoud ve Khedr, 1983)
supra topolojinin elemanlar1 olarak adlandirilan supra agik kiimelerin bazi zayif
cesitlerinin tanitilip, 6zelliklerinin verildigi pek ¢ok calisma (( Devi, Sampathkumar ve
Caldas, 2008), (Sayed, 2010), (Al-Shami, 2017), (Sayed ve Noiri, 2010), (Jafari ve
Tahiliani, 2013)) yapildi. Supra kompaktlik ve gesitleri (Al-Shami, 2016) de ele alindi.
Zayif supra acik kiimelerle ilgili siireklilik ve kompaktlik pek¢ok yazar tarafindan
tanitilmig ve oOzellikleri incelendi ((Al-Shami, 2017), ( Al-Shami, 2018), (Al-Shami,
Asaad ve El-Gayar, 2020), (J. M. Mustafa, 2013)). Ayrica ilgili kiimelere ait limit noktas1
kavramlari ve ayirma aksiyomlari da ¢alisildi ((Al-Shami, Asaad ve El-Bably, 2020), (Al-
Shami, Abo-Tabl, Asaad ve Arahet, 2020), (EI-Shafei, Zakari ve Al-Shami, 2020)).

Ideal kavramu, ilk olarak Kuratowski (Kuratowski, 1966) ve Vaidyanathswamy
(Vaidyanathswamy, 1960) tarafindan tanitildi. Topoloji ile birlikte kullanilarak; ideal
topoloji (Jankovic ve Hamlett, 1990) kavrami ve supra topoloji ile birlikte kullanilarak;
ideal supra topoloji (Modak ve Mistry, 2012) kavrami tanimlandi. ideal topolojik uzaylar
ve ideal supra topolojik uzaylardaki ¢alismalar, yillardir devam etti ((Keskin ve Noiri,
2003), (Keskin ve Noiri, 2005), (Kandil, Tantawy, Sheikh ve Hazza, 2015), (Latif, 2018)
ve (Sangeetha ve Chacko, 2019 )).

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Genellestirilmis topolojik uzaylardan birisi de, supra topolojik uzaylardir. Tezde;
supra b-ag¢ik kiime igin, hemen hemen b-siireklilik tanitilacak ve bu fonksiyon ¢esidinin
ozellikleri incelenecektir. Ayrica; ideal ile birlikte kullanilarak elde edilen supra ideal
topolojik uzaylarda, supra strong 3-¢-acik kiime ve tiimleyeni olan supra strong 3-¢-kapali
kiime kavramlari tanitilacaktir.Bu kiimelere ait temel 6zellikler verilecektir. Ayrica; supra
siirekli fonksiyon gesitlerini ele alip, siirekli fonksiyon ¢esitleri arasinda karsilastirmalari
da verecegiz. Ilgili kiime cesitleri ile ayirma aksiyomlari tanimlar1 verilip, 6zellikleri de
incelenecektir.



1.2. Kaynak Arastirmasi

Kaynak arastirmasi boliimiinde, supra topolojik uzay, ideal topolojik uzay ve ideal
supra topolojik uzaylar ile ilgili matematikg¢ilerin yaptigi literatiirdeki c¢alismalari
inceleyecegiz.

(A. S. Mashhour, A. A. Allam, F. S. Mahmoud ve F. H. Khedr,1983), “On supra
topological spaces” isimli ¢alismasinda topolojik uzaylardan daha zayif olan supra
topolojik uzay kavrami tanimlandi ve 6zellikleri ile karakterizasyonlar1 elde edildi.

(Andrijevic D., 1996), “On b-open sets” isimli ¢alismasinda topolojik uzayda b-agik
kiime ozellikleri verildi.

(A. Keskin and T. Noiri, 2009), “Almost b-continuous functions” isimli ¢alismasinda
topolojik uzayda hemen hemen b-siireklilik kavramini ve 6zellikleri elde edildi.

(Arockoni, I. and Trianata Pricilla, M., 2011 ), “ On supra generalized b-Closed
sets” isimli ¢alismasinda supra topolojik uzaylarda b-kapali kiimelerin genellestirilmis
tanim ve Ozellikleri elde edildi.

(A. Kandil , O. A Tantawy, S. A. El-Sheikh, S. 4. Hazza, 2015), “ New supra
topologies from old via ideals” isimli ¢alismasinda idealler ve 6nceki supra topoloji
kavrami yardimiyla yeni supra topoloji elde edildi.

(Carnahan D., 1972), “ Locally nearly-compact spaces” isimli ¢aligmasinda uzaylarin
local nearly kompaktligini incelendi ve 6zellikleri verildi.

(Carnahan D., 1973 ), “ Some properties related to compactness in topological spaces”
isimli ¢alismasinda topolojik uzayda kompaktlikla ilgili baz1 6zellikler verildi.

(D. Jankovic and T. R. Hamlett, 1990), “New topologies from old via ideals”, isimli
calismasinda yeni topolojik uzay kavrami ve Ozelliklerini ele aldi. Topolojik uzay
tizerinde ideallden bahsederek ideal topolojik uzay kavrami tanimlandi.

(E.Hayashi, 1964), “ Topologies defined by local properties” isimli ¢alismasinda
topolojik uzayda local 6zellikleri elde edildi.

(E. Hatir, A. Keskin and T. Noiri, 2002), “On decomposition of continuity via
idealizition” isimli ¢alismasinda ideal topolojik uzayda siirekliligin 6zellikleri elde edildi.

(E. Hatir, A. Keskin and T. Noiri,2003), “On a new decomposition of continuity via
idealization” isimli caligmasinda ideal topolojik uzayda stirekliligin 6zellikleri elde edildi.

(E. Hatir, A. Keskin and T. Noiri, 2005), “ A note on strong 3-I-sets and strongly p-I-
continuous functions” isimli ¢alismasinda ideal topolojik uzayda strong B-I-kiimelerin
tanimi ve diger kiimelerle iliskisin,; strong B-I-siirekli fonksiyon 6zellikleri elde edildi.



(Ekici E., 2005), “Generalizition of perfectly continuous, regular set-connected and
Clopen functions” isimli ¢aligmasinda miikemmel srekliligi genellestirmis, diizenli
baglantili kumeleri ve Clopen fonksiyonlar kavramlar1 ve 6zellikleri elde edildi.

(J. Dontchev, 1966), «“ On pre —I-open sets and decomposition of I-continuity” isimli
calismasinda pre-l-agik kiimeler ve I-stirekliligin ayristirllmasinin 6zellikleri verildi.

(J. M. Mustafa,2013), “Supra b-compact and supra b-Lindel6f spaces” isimli
calismasinda supra topolojik uzaylarda supra b- kompakt ve supra b-lindel6f uzaylarin
ozellikleri verildi.

(Jasim and Zaben, 2015), “On ideal supra topological space” isimli ¢alismasinda ideal
supra topolojik uzay kavrami ve 6zellikleri verildi.

(K. Kuratowski, 1966), “ Topology” isimli ¢alismasinda topolojik uzaylarin tanimini
ve Ozellikleri elde edildi.

(Mashour, A.S., Allam, A. A., Mahmoud, F. S. and Khedr, F. H., 1983), “ On supra
topological spaces” isimli ¢alismasinda topolojik uzaydan daha zayif olan supra topolojik
uzay kavrami ve ozellikleri elde edildi.

(M. V. Sangeetha and B.Chacko, 2019), “ On supra ideal topological space via R-I-
open sets” isimli ¢alismasinda supra topolojik uzay kavramindan daha zayif olan ideal
supra topolojik uzay araciligiyla R-1I agik kiimeler kaavrami tanimlandi.

(M. E. El-Shafei, A. H. Zakari and T.M.Al-Shami, 2020), “ Some applications of supra
preopen sets” isimli calismasinda supra pre acik kiimelerin bazi uygulamalari ve
ozellikleri verildi..

(Noiri T., 1988), «“ Almost a- continuous functions” isimli ¢alismasinda hemen hemen
a-siirekli fonksiyonlar: elde edildi.

(Nasef AA and Noiri T., 1997), “Some weak forms of almost continuity” isimli
caligmasinda hemen hemen siirekliligin bazi zayif ¢esitleri ele alindi.

(O.R.Sayed,2010), “ Supra pre-open sets and supra pre-continuity on topological
spaces” isimli caligmasinda supra pre-acik kiimeler ve supra pre stireklilik kavrami
tanimlandi, 6zellikleri ve karakterizasyonlar1 verildi.

(O. R. Sayed ve T. Noiri, 2010), “ On supra b-open sets and supra b-continuity on
topological spaces” isimli ¢aligmasinda supra topolojik uzayda b-agik kiimeler kavrami
tanimlandi, 6zellikleri ve karakterizasyonlari; supra topoljik uzayda b-siirekli fonksiyon
kavrami verildi.

(R. Vaidyanathaswamy, 1960), “ Set topology” isimli ¢alismasinda topolojik uzaydaki
kiime cesitleri tanimlar1 ve 6zellikleri verildi.

(R.Devi, S.Sampathkumar ve M.Caldas,2008), “ On supra a-open sets and Sa-
continuous functions” isimli calismasinda supra topolojik uzayda a-agik kiimeler kavrami
ve Sa-siirekli fonksiyon kavramlar1 tanimland1 ve 6zellikleri verildi.



(Ravi, O., Ramkumar, G.and Kamaraj, M., 2012), “ On supra p-open sets and supra 3-
continuity on topological spaces” isimli ¢alismasinda supra B-agik kiimeler ve supra -
stirekli fonksiyon kavramlari verildi.

(R. M. Latif, 2018 ), “Supra-l-compactness and supra I-connectedness” isimli
calismasinda ideal supra topolojik uzayda kompaktlik ve baglilik kavrami ve 6zellikleri
ele edildi.

(Singal MK. and Singal AR., 1968), “ Almost continuous maps” isimli ¢aligmasinda
hemen hemen siirekli fonksiyonlar arasindaki iliski verildi.

(Singal MK. and Mathur A., 1969), “On nearly compact spaces” isimli ¢alismasinda
topolojik uzayda nearly kompaktlig1 incelendi.

(Sayed, O. R. and Noiri, 2010), “ Supra pre-open sets and supra pre-continuity on
topological spaces” isimli ¢calismasinda topolojik uzayda supra pre-agik kiimeler ve supra
pre-siireklilik kavramlari verildi.

(Sayed, O. R. and Noiri , T., 2010), “ On supra b-open sets and supra b-continuity on
topological spaces” isimli ¢alismasinda supra topolojik uzayda supra b-agik kiime ve
supra b-siireklilik kavramlari elde edildi.

(S. Modak and S. Mistry, 2012), “Ideal on supra topological space” isimli ¢alismasinda
ideal kavraminmi topolojik uzaydan daha zayif supra tapolojik uzayda tanimlandi.
Ozellikleri ve kiime gesitleri elde edildi.

(S. Jafari ve S. Tahiliani, 2013), * Supra B-open sets and supra B-continuity on
topological spaces” isimli c¢alismasinda supra B-acik kiimeler kavrami tanimlandi,
ozellikleri ve karakterizasyonlari; supra topolojik uzayda B- siirekli fonksiyon kavrami
verildi.

(T.M Al-shami, 2016), “Supra results related to supra topological spaces” isimli
calismasinda supra topolojik uzaylar ile ilgili yapilan ¢aligmalardan elde ettigi sonuglari
verildi.

(T.M.AI-Shami,2017), “ On supra semi open sets and some applications on topological
spaces” isimli ¢aligsmasinda supra topolojik uzayda semi agik kiimeler kavrami tanimlandi
ve yapilan uygulamalar agiklandi.

(T.M.Al-Shami, 2017), “ Utilizing supra oa-open sets to generate new types of supra
compact and supra Lindel6f spaces” isimli ¢alismasinda supra a-agik kiimeleri kullanarak

supra topolojik uzayda kompaktlik ve Lindel6f uzaylarinin yeni 6zellikleri ve tiirleri elde
edildi.

(T.M.Al-Shami,2018), “ Supra semi —compactness via supra topologican spaces” isimli
calismasinda supra topolojik uzaylar iizerinden supra semi kompaktlik kavrami verildi.



(T.M.Al-Shami, B. A.Asaad ve M. A. El-Gayar, 2020), “ Various types of supra pre-
compact and supra pre-Lindelof spaces™ isimli ¢alismasinda supra topolojik uzaylarda
supra pre-kompakt ve supra pre-Lindel6f uzaylarin 6zellikleri verildi.

(T.M.Al-Shami, B. A.Asaad ve M. K. EI-Bably, 2020), “Weak types of limit points and
separation axioms on supra topological spaces” isimli ¢alismasinda supra topolojik
uzaylarda limit sinir noktasi tiirleri ve ayirma aksiyomlart tiirleri verildi.

(T.M.Al-Shami, E. A. Abo-Tabl, B. A.Asaad ve M. A. Arahet, 2020), “ Limit points and
separation axioms with respect to supra semi-open sets ” isimli ¢aligmasinda limit
noktalar1 ve ayirma aksiyomlari, supra semi acik kiimelerin 6zellikleri verildi.

(Velicko N., 1968), “ H-Closed topological spaces” isimli ¢alismasinda topolojik uzayda
H-kapalilik kavrami verildi.



2. SUPRA TOPOLOJIK UZAYLAR

(Mashour, Allam, Mahmoud ve Khedr, 1983), topolojik uzaydan daha zayif olan
supra topolojik uzay kavramini tanimladilar. Ustelik; supra topolojide de topolojide
oldugu gibi, kiime ¢esitleri ve fonksiyonlar i¢cin benzer yaklagimlar s6z konusu oldugunu
gosterdiler. Bu boliimde; tezin diger boliimlerinde yardimci olacak supra topolojik

uzaylar ile ilgili bazi temel kavramlar ve 6zellikler ele alinacaktir.

Tamim 2.1. (Mashour, Allam, Mahmoud ve Khedr, 1983) pc ¢ (X) ailesi, eger asagidaki
iki sart1 saglarsa; bu durumda p ailesine, X iizerinde supra topoloji denir.

(i) Xep,

(i) Her iel i¢in, Rj ep iken; (Uiex Ri) e p.

Ayrica; p (X,p) ikilisi de, supra topolojik uzay kisaca s-uzay olarak adlandirilir. Pep
ise; P ye, supra acik kiime ve (X-P) ye ise; supra kapah kiime denir. Tez boyunca;
supra agik kiime ve supra kapali kiime kavramlarinin yerine, sirastyla; s-acik kiime ve s-
kapal kiime kavramlarini kullanacagiz.

Tamm 2.2. (Mashour, Allam, Mahmoud ve Khedr, 1983) (X,0) uzay ile p, s-topolojisi
verilsin. Eger 0  p ise; p, 0 topolojisine baghdir denir.

Tamim 2.3. (Mashour, Allam, Mahmoud ve Khedr, 1983) (X,p) s-uzayi ile bir P < X
kiimesi verildiginde; P nin supra igi, P nin biitiin s-agik alt kiimelerinin bilesimi ve
benzer sekilde; P nin supra kapanisi, P yi kapsayan biitiin s-kapali kiimelerin kesisimi
olup, asagidaki gibi gosterilirler:

int°(P) = U{ T: TP, Tep },
clP(P) = ~{ Z: PcZ, (X-Z)ep }.

Tezimizde; supra i¢ ve supra kapanis yerine sirastyla; S-i¢ ve S-kapanis
kavramlarini kullanacagiz.

Onermelerin ve teoremlerin ispatlarinda yardime1 olmast agisindan kiimelerin s-
ici ve s-kapanist ile ilgili 6zellikler agagidaki gibi verildi:

Onerme 2.4. (Mashour, Allam, Mahmoud ve Khedr, 1983) (X,p) s-uzayi ile P, R <
X kiimeleri verildiginde; asagidaki 6zellikler saglanir:
(i) int ? (P), s-acik ve cl P (P), s-kapali kiimedir.

(i) P, s-acik kiimedir & P = int P (P).

(iii) P, s-kapali kiimedir. < P=cl ? (P).

(iv) Eger P c R ise, int? (P) c int® (R).

(v) Eger P c R ise, cI?(P) c clP(R).

(vi) int° (int? (P))=int? (P).

(vii) cle( clp(P)) = clP(P).

(viii) (int? (P) v int? (R)) < int? (PUR).

(ix) (cl? (P) U cl? (R)) < cl? (PUR).



(x) int? (PNR) < (intP (P) N intP (R)).

(xi) cl’ (PAR) < (cI* (P) nclP (R)).

(xii) int? (X—P) = (X = cl? (P)).

(xiii) clP (X=P) = (X—intf (P)).

(xiv) clP (intP (clP (intP (P)))) = clf (intP (P)).
(xv) int (P) = P c ¢l (R).

S-uzaylarda agik kiime gesitleri, Tanim 2.5 deki gibi verildi.

Tamim 2.5. Herhangi bir (X,p) s-uzay1 ve PcX verilsin. Eger

(i) P cint® (cl? (int? (P)) ise; P ye, s- a-agik (Devi, 2008),

(if) P ccl? (int? (P)) ise; P ye, s-semi agik (Sayed ve Noiri, 2010),

(iii) P < int? ( cl? (P)) ise; P ye, s-pre-acik (Sayed, 2010),

(iv) P < cl? (int? (P)) w intP ( cl® (P)) ise; P ye, s-b-agik (Sayed ve Noiri, 2010),

(V) P cclp (inte (cl? (P))) ise; P ye, s-p-acik (Ravi et al., 2012),

(vi) P = int? ( cl? (P)) ise; P ye, s-regiiler acik kiime (Trinita Pricilla ve Arockiarani,
2011) denir.

(X,p) s-uzayindaki tiim s-a-agik ( S-semi agik, s-pre agik, s-b-agik, s-p-agik, s-regiiler
acik) kiimeler ailesi, sa(X,p) (sS(X,p), sp(X,p), sp(X,p), SB(X,p), sr(X,p)) seklinde
gosterilirler. Ayrica; S-a-acik (s-semi agik, s-pre agik, s-b-agik, s-p-acik, s-regiiler agik)
kiime yerine, sa-agik (ss-agik, sp-acik, sb-acik, sB-acik, sr-agik) kiime ifadeleri
kullanilacaktir.

Tanimlar ile ilgili gegisler, (T.M.Al-shami, 2017) tarafindan asagidaki gibi
verildi.

sr- acik s-agik Sa-agik sp-agik
ss-agik s-b-agik
sP-acik
Sekil 1

Tezimizin diger boliimlerinde yardimei olmasi igin s-topolojik uzayda s-b-agik
kiimelerin 6zellikleri ve diger acik kiimeler ile iligkileri asagidaki teoremler ve 6rneklerle
ele alind1.

Teorem 2.6. (Sayed ve Noiri, 2010) Her ss-a¢ik kiime, sb-agiktir.

Ispat: P, (X,p) s-uzayinda ss-acik bir kiime olsun. flgili tanimdan P < cl? ( int? (P) )
gecerlidir ve P — cl? (int? (P) ) u intP ( cl? (P)) saglanir. O halde; PcX, sb-agiktir.



Teoremin tersinin genelde dogru olmadig1 asagidaki gibi verildi.

Ornek 2.7. (Sayed ve Noiri, 2010) X= {p,q,r} kiimesi ve iizerineki p = {
X.3.{p}{p,a}.{a,r}} s-topolojisi ile birlikte (X,p) S-uzayt verilsin. Bu durumda;
P={p,r}cX, sb-a¢ik kiimedir fakat ss-acik degildir.

Teorem 2.8. (Sayed ve Noiri, 2010) Her sa-agik kiime, ss-agiktir.

Ispat: (X,p) s-uzayinda herhangi bir sa-agik kiime Polsun. O halde; Pc int? ( cl® ( int?
(P) ) ve dolayisiyla P < clf (int? (P) ) gegerlidir ki, bu da PcX nin ss-agik oldugunu
gosterir.

Teoremin tersi, genelde dogru degildir.

Ornek 2.9. (Sayed ve Noiri, 2010) X= {u,v,w,y} ve p= {X,& {u},{v}.{u,v}} olmak
tizere; (X,p) s-uzayi verilsin. P={u,v}cX, ss-a¢ik olmasina ragmen; Sa-agik degildir.

Uyan 2.10. (Sayed ve Noiri, 2010) sh-agik kiimelerin herhangi bilesimi, sb-a¢ik olmasina
ragmen; iki sb-agik kiimenin kesisimi, sb-agik olmayabilir. Ornek 2.7 deki s-uzayinda;
P={p,r} ve R={q,r}, sb-agik kiimedirler. Ancak; bu kiimelerin kesisimi olan
T=P~R={p,r}n{q,r}={r}, sb-acik kiime degildir.

Onerme 2.11. (Sayed ve Noiri, 2010) sa-agik bir kiime ile sh-acik bir kiimenin kesisimi
de, sb-agiktir.

Tamm 2.12. (X,p) bir s-uzayi ile RcX verilsin. Eger

(i) cl? (int? (cl? (R))) < R iken; R ye, s-a-kapah (Devi, 2008),

(ii) int? (cl? (R)) < R iken; R ye, s-semi kapah (Sayed ve Noiri , 2010),

(iii) cl? (int? (R) ) < R iken; R ye, s-pre kapah (Sayed, 2010)

(iv) cl? (int? (R) ) nint? ( cl? (R)) < R iken; R ye, s-b-kapal (Sayed ve Noiri , 2010)
(v) int? (cl® (int? (R)) ) < R iken; R ye, s-p-kapal (Ravi, 2012),

(vi) cl? (int?(R))=R iken; R ye, s-regiiler kapah kiime(Trinita Pricilla ve Arockiarani,
2011) denir.

Ayrica; s-a-kapalt (s-semi kapali, s-pre kapali, s-b-kapali, s-B-kapali, s-regiiler
kapal1) kiime yerine, sa-kapali (ss-kapali, sp-kapali, sb-kapali, SB-kapali, sr-kapali) kiime
ifadeleri kullanilacaktir.

Teorem 2.13. (Sayed ve Noiri, 2010) (X,p) s-uzayinda asagidakiler gegerlidir:
(i) sb-kapali kiimelerin keyfi kesisimi, sb-kapalidir.
(i1) sh-kapali kiimelerin sonlu bilesimi, sh-kapali olmayabilir.

Ispat: i) Ispat, Sonug 2.10 dan elde edilir.
i) Ornek 2.7 de; {p} ve {q}, sh-kapal1 olmalarina ragmen; bu kiimelerin bilesimi;
{p,q}, sb-kapali degildir.



Tamm 2.14. (X,p) s-uzay ile Pc X kiimesi verilsin. P igindeki biitiin So-agik (ss-agik, sp-
acik, sb-agik, sp-agik) kiimelerin bilesimi; P nin sa-igi (Devi, 2008) (sirasiyla; ss-i¢i
(Sayed ve Noiri, 2010), sp-i¢i (Sayed, 2010), sb-i¢i (Sayed ve Noiri, 2010), sp-i¢i (Ravi
et al.,2012) olarak adlandirilir ve aint? (P) (sirasiyla; sint? (P), pint® (P), bint® (P), Binte
(P) )seklinde gosterilir.

Tamm 2.15. (X,p) s-uzay: ile PcX verilsin. P yi kapsayan biitiin Sa-kapali (ss-kapali,
sp-kapali, sb-kapali, spB-kapali) kiimelerin kesisimi, P nin sa-kapams: (Devi, 2008) (ss-
kapams1 (Sayed ve Noiri, 2010), sp-kapams1 (Sayed, 2010), sb-kapams1 (Sayed ve
Noiri, 2010), sp-kapanis1 (Ravi, 2012) olarak adlandirilir ve acl?(P) (sirasiyla; sclP(P),
pcl? (P), belp (P), Belf (P)) seklinde gosterilir.

bintP ve bclP operatorleri ile ilgili 6zellikler, asagidaki gibidir:

Teorem 2.16. (Sayed ve Noiri, 2010) (X,p) s-uzay: ile herhangi P, RcX verildiginde;
asagidaki ozellikler saglanir:

(1) bint® (P) < P chbcl? (P).

(it) P=bcl? (P) < P, sbh-kapalidir.

(iii) P= bintr (P) < P, sh-agiktir.

(iv) (X = bint® (P)) = bcl? (X-P).

(V) (X=bcl? (P))= bint? (X-P).

(vi) (bint? (P) U bint® (R)) < bint? (PUR).

(vii) bel? (PMR) < (bel? (P) m bel? (R)).

Tamim 2.17. (X,0) ve (Y,oc) uzaylar, 6 ve ¢ topolojilerine bagli p ve o, s-topolojileri ile
bir  g:(X,0) — (Y,o) fonksiyonu verildiginde; eger her Zeo igin,
(i) gX(2) € p ise; g ye, S-siirekli (Mashhour, 1983),
(i) g1(2) e sa(X,p) ise; g ye, s-a-siirekli (Devi, 2008 ),
(iii) g1(2) € ss(X,p) ise; g ye, s-semi siirekli (Sayed ve Noiri 2010),
(iv) gX(2) e sp(X,p) ise; g ye, s-pre siirekli (Sayed 2010),
(V) gX(2) e sh(X,p) ise; g ye, s-b-siirekli (Sayed ve Noiri, 2010),
(vi) gX(2) e sB(X,p) is; g ye, s-p-siirekli (Ravi, 2012),
(vii) gY(2) e sr(X,p) ise; g ye, s-regiiler siirekli fonksiyon (Arockiarani ve Trinita
Pricilla, 2011) denir.

Tezde; S-siirekli (s-a-stirekli, s-semi siirekli, S-pre stirekli, s-b-siirekli, s-p-siirekli,
s-regiiler siirekli) fonksiyon yerine; s-stirekli (So-siirekli, ss-siirekli, sp-siirekli, sb-
stirekli, sB-stirekli, sr-siirekli) fonksiyon kavrami kullanilacaktir.

sr-siirekli s-stirekli sa-siirekli sp-siirekli
ss-stirekli sb-siirekli
sp-surekli
Sekil 2



Teorem 2.18. (Sayed ve Noiri, 2010) Her siirekli fonksiyon sb-siireklidir.

Ispat: g: (X,0) — (Y,0), siirekli bir fonksiyon olsun. Her Zeo igin, f1(Z) €6 saglanur.
P, 0 ya bagl oldugundan; 0 < p gecerlidir. O halde; f1(Z) ep olur. Béylece; her Zec
icin, F1(Z) ep yani; f nin supra b-siirekli oldugu elde edilir.

Teoremin tersinin dogru olmadigini gosteren 6rnek asagidaki gibidir:

Ornek 2.20. (Sayed ve Noiri, 2010) X={p,q,r,s} kiimesi iizerinde; 6={X,2,{p,q}}
topolojisi ve 0 ya bagh p={X,J,{p,r}.{q,s}.{p.r,s}} s-topolojisi verilsin. g(p)=g(s)=p,
g(g)=r ve g(r)=q seklinde tanimlanan g: (X,0) — (X,0) fonksiyonu sb-siireklidir fakat
siirekli degildir. Ciinkii; {p,q}e0 icin, g ({p.q})={p,rresb(X,p) ancak, g
L{p,g})={p.r} 0 gecerlidir.

Asagidaki drnek, sb-siirekli bir fonksiyonun s-semi siirekli olmasi gerekmedigini
gostermektedir.

Ornek 2.21. (Sayed ve Noiri, 2010) X={p,q,r,s} ile bu kiime iizerinde tanimlanan
0={X, I {p,r}.{q,s}} topolojisi ve p={X,I{p,a}.{r.s}.{p.r.s}} s-topolojisi verilsin.
Ayrica; Y={x,y,z} ile c={Y,J,{z}} topolojisi verilsin. O halde; g(p)=y, 9(q)=z, 9(r)=z,
g(s)=x seklinde tanimlanan g: (X,0) —(Y, o) fonksiyonu, sb-siireklidir fakat s-semi
siirekli degildir. Gergekten; {z}eo icin, g ‘({z})={a,r}esb(X,p) ancak ¢
‘{zh={a,r}ess(X,p).

Tamim 2.22. (Sayed ve Noiri, 2010) (X,0) ve (Y,oc) uzaylari, 6 ve ¢ topolojilerine bagl
p Ve o, s-topolojileri ile g: (X,0) — (Y,o) fonksiyonu verilsin. Eger

(i) her Ce6 i¢in, g(C)eSB(Y,w) ise; g ye, supra b-agik,

(if) her DCY kapali kiimesi i¢in, g(D)cY sb-kapali kiime ise; g ye, supra b-kapah
fonksiyon denir. Tezde; supra b-agik ve subra b-kapali fonksiyon yerine, sirasiyla; sb-
acik ve sb-kapal fonksiyon kavramlarini kullanacagiz.

Tamm 2.23. (Mashour, Allam, Mahmoud ve Khedr, 1983) (X,0) uzay1 ve X kiimesi
tizerinde taniml1 O ile baglantili p, s-topolojisi verilsin.

(i) Eger X deki her farkli nokta ¢ifti uve vigin;ue P, v ¢ PveyaVv € R, u ¢R olacak
sekilde P,Rep varsa; (X,p) na, S-00 uzay denir.

(if) Eger X deki her farkli nokta ¢ifti uve vigcin;u € P, v Pvev € R, u ¢R olacak
sekilde P,Rep varsa; (X,p) na, S-01 uzay denir.

1ii) Eger X deki her farkli nokta ¢ifti u ve v igin; ueP, v eR ve P n R = olacak sekilde
P,Rep varsa; (X,p) na, S-02 uzay denir.

Acik ve s-acik kiimelerle ilgili {i¢ temel ayirma aksiyomu aralarindaki iliskiler,
(Mashour, Allam, Mahmoud ve Khedr, 1983) tarafindan asagidaki gibi verildi.
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Sekil 3

Lemma 2.24. (EI-Atik, 1997 ) A ve Xo kiimeleri (X,t ) uzayimin iki alt kiimesi olsun.
Eger AeBO(X) ve Xo € 1t ise; (AN Xo )eBO(X) dur.

Lemma 2.25. (Andrijevic D., 1996 ) A ve B, (X,t ) uzaymin herhangi iki alt kiimesi
olsun. Eger Ae t ve B € BO(X) ise; (AnB) eBO(X) olur.

Topolojik uzaylarda verilen bu lemmalar1 supra topolojik uzaya asagidaki iki lemma
ile tagidik.

Lemma 2.26. A ve Xo kiimeleri (X,p ) s- uzaymin herhangi iki alt kiimesi olsun. Eger
AeSBO(X) ve Xo € v oldugunda (AN Xo)eSBO(X) dir.

Lemma 2.27. A ve B, (X, p ) s-uzayinin herhangi iki alt kiimesi olsun. Eger A€ p ve B
e SBO(X) ise; (AnB) eSBO(X) olur.
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3. IDEAL SUPRA TOPOLOJIK UZAY

Bu béliimde; tezin diger boliimlerinde yardimer olacak ideal supra topolojik
uzaylar ile ilgili bazi temel tanimlar ve teoremler ele alindi.

Tammm 3.1. (Kuratowski, 1966) Bos olmayan bir X kiimesi i¢in, ¢ < (X) ailesi
verildiginde; eger asagidaki sartlar saglaniyorsa; g ailesine, X iizerinde bir ideal denir.

(i) Dec.
(i) Pegve R c P iken, R ec.
(iii) P,R ecg iken, (PUR)ec.

Tamm 3.2. (Hayashi,1964) (X,0) uzay1 ve X lizerinde ¢ ideali verilsin. Her PcX igin,
P*(c,0)={ueX :her ZeB(u) icin, (ZNP)ec}

seklinde tanimlanan ()*: @ (X) — @ (X) fonksiyonuna, ¢ ve 0 ye bagh lokal fonksiyon
denir. P*(c,0) ye ise; P nin ¢ ve 0 ye bagh lokal fonksiyonu olarak adlandirilir. P*(c,0)
yerine, kisaca P*(c) veya P” kullanilir.

Lemma 3.3. (Jankovic, Hamlett, 1990) (X,0) uzayi, X tizerinde ¢ ve & idealleri ile P,R <
X verilsin. Asagidaki 6zellikler gecerlidir:
(i) Eger P — Rise; P'c R™;

(i) P"=cl(P*) c cl(P);

(iii)) (P") < P,

(iv) (PUR)"= (P"URY);

(v) (PPR)’c (P"nRY);

(vi) (P-R)"= (P~ RY);

(vii) Eger Te0 ise; (TAP") < (THP)’;
(viii) Eger ¢ & ise; P*(E) < P(c) ;

(%) P* (18 < (P Q) N P Q)

) (P ()P (&) =P (cw i)

Tamim 3.4. (Jankovic ve Hamlet, 1990) (X,0) uzay1 ve X flizerinde ¢ ideali verilsin.
(X,0,¢) t¢liisiine, ideal topolojik uzay denir.
Tez boyunca kisaca; ideal uzay kavramini kullanacagiz.

Tamim 3.5. (Jankovic ve Hamlet, 1990) (X,0,c) ideal uzayi verilsin. Bu durumda; her Pc
X icin cl"(P)=PUP’(¢,0) seklinde tanimlanan cl”: o (X)— @ (X) fonksiyonu, bir
Kuratowski Kapams Operatoriidiir. Yani;

(i) I () = 2,

(i) cI"(PUR)=cI"(P) U clI"(R),

(iii) Pc cl*(P),

(iv) cI” (cI” (P))=clI” (P) .
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Tamm 3.6. (Jankovic ve Hamlet, 1990) (X,0,c) ideal uzay: ile birlikte P<X verilsin.
0" (c)={P<=X: (X-P)= cI"((X-P))} seklinde tanimlanan aile, X iizerinde bir topolojidir ve
iistelik; © = 07(c) gegerlidir.

S-uzayinda benzer sekilde lokal fonksiyon kavrami asagidaki gibi tanimlandi:

Tamm 3.7. (Modak ve Mistry, 2012) (X,p) s-uzayi ile X iizerinde ¢ ideali verilsin. Her
PcX icin, (P)™? (c,p)={u eX : her T € p(u) igin, (T " P) ¢c} G p(u) ={ Tep:ueT})
seklinde tanimlanan ( ) : o (X)— g (X) fonksiyonuna, ¢ ve p ya bagh lokal fonksiyon
denir. Bu durumda (P)* (c,p) ise; P nin ¢ ve p ya bagh lokal fonksiyonu olarak
adlandirilir. Kisaca; P*? gosterimini kullanacagiz.

Asagidaki teoremde p-lokal fonksiyonun 6zellikleri verilmistir.

Teorem 3.8. (Modak ve Mistry, 2012) (X,p) s-uzayi, X tizerinde ¢ ve & idealleri ile P,R
< X verilsin. Asagidaki 6zellikler gegerlidir:
(i) TP=0,

(ii) Eger PcRise; PP c R™;

(iii) PP < cl(P);

(iv) P*?, kapali bir kiimedir.

(V) (PP c P7P;

(vi) (PUR) P (PP UR™);

(vii) (PAR)Pc (P"PMR™);

(viii) Eger Sec ise; (P LS)P=P" = (P-S)P;
(ix) Eger Tep ise; TN(TP)? < (TNP'P);
(x) Eger g = E ise; P (8) = P (q).

Asagidaki 6rnek, (P U R?) = (P U R) " esitliginin genel olarak gecerli
olmadigin1 géstermektedir.

Ornek 3.9. (Modak ve Mistry, 2012) X={p,q,s,t} kiimesi ile ¢={@ {s}} ideali ve
p:{X,®,{p},{q},{p,q},{p,s},{p,t},{q,S},{q,t},{p,q,S},{p,q,t},{p,S,t},{q,S,t}} . S-
topolojisinden olusan (X,p,c) ideal s-uzay: verilsin. P={p,s}, R={q,s}cX i¢cin, P P={p}
ve RP={q} olmasi nedeniyle; (P U R™ ) ={p,q} elde edilir. Ustelik; (PUR) P
={p,q,s}? = {p,q,s,t} bulunur. Boylece; (PP U R™) # (PUR) P gecerlidir. Bu nedenle;
s-lokal fonksiyon yardimiyla bir kapanis operatorii, dolayisiyla topoloji tanimlanamaz.

Tamm 3.10. (Modak ve Mistry, 2012) (X,p) s-uzay1 ile X iizerinde ¢ ideali verilsin.
(X,p,c), ideal supra topolojik uzay olarak adlandirilir. Kisaca; ideal s-uzay kavramini
kullanacagiz.
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Tamm 3.11 (Modak ve Mistry, 2012) (X,p,c) ideal s-uzay: verilsin. cI"® (P)=PUP™ (c,0)
seklinde tanimlanan cl™?: o (X)— ¢ (X) fonksiyonu, bir s-kapams operatériidiir. Yani;
(i) ol (D) = @,

(ii) cI"°(PUR) < (cI"? (P) L cI"(R)),

(iii) Pc cI*?(P),

(iv) cl*r( cl"P(P)) = cI"P(P).

Tamm 3.12. (Modak ve Mistry, 2012) (X,p,c) ideal s-uzayi ile birlikte PX verilsin.
p (©)={Pc=X: (X-P)= cI"?((X-P))} seklinde tanimlanan aile, X iizerinde s-topolojidir ve
iistelik; pc p*(c) gegerlidir.

Ideal s-uzaylarindaki bazi acik kiime gesitleri, asagidaki gibi verildi:

Tamim 3.13. (Jasim ve Zaben, 2015) (X,p,c) ideal s-uzayi ile PcX verilsin. Eger

(i) P cintr (PP) ise; P ye, p-s-agik,

(i) P cinte (cI™® (int? (P)) ise; P ye, a-p-s-acik,

(iii) P c inte (cI™® (P)) ise; P ye, pre-p-s-acik,

(iv) P c cI’? (int° (P)) ise; P ye, semi-p-s-acik,

(v) P < (cI'? (intP (P)) W inte (cI™® (P))) ise; P ye, b-p-s-acik kiime denir.

Tezimizde; p-s-agik (a-p-S-agik, pre-p-s-agik, semi-p-S-agik, b-p-s-agik kiime) yerine,
ps-acik (aps-acik, preps-acik, semips-agik, bps-agik kiime) kavramlarini kullanacagiz.

Onerme 3.14. (Jasim ve Zaben, 2015) Her semips-agik kiime, bps-agiktir.

Ispat: (X,p,c) ideal s-uzay ile semips-acik bir P=X verilsin. O halde; P< cl™(int° (P))
ve dolayisiyla; P < cI’? (int? (P) ) u int® (cI’? (P)) saglanir. Bdylece P, bps-agik bir
kiimedir.

Onermenin tersinin dogru olmadigini gdsteren drnek, asagidaki gibi verildi.

Ornek 3.15. (Jasim ve Zaben, 2015) X={k(Imn}, p={X, T{kI}{I}.{kIn}} ve
c={{I}} olmak tizere; elde edilen (X,p,c) ideal s-uzayinda, P={l,n}=X bps-acik
kiimedir fakat semips-acik degildir. Gergekten; int® (cI"P(P)) L cl? (intP(P)) = int® ({I,n}"?
U{l,n}) w el (intt({l,n}) = int? (X) U {I}"P U {IH)= XU{I} = X o P olur ki; boylece P
nin bps-agik kiime oldugu elde edilir. Ayrica; cl™ (inte (P))=clP(int?
{1,n}) ={1}? U {1} = GU{I}={l} ve Pz cI’? (int? (P)) gegerlidir. O halde; P,
semips-agik degildir.

Onerme 3.16. (Jasim ve Zaben, 2015) Her bps-acik kiime, bs-agiktir.
Ispat: (X,p,c) ideal s-uzay1 ile PcX verilsin. Eger P, bps-acik bir kiime ise; bu durumda

P cinte (cI™ (P)) L cI™® (int? (P)) saglanir. ¢ < ¢"? oldugu icin, cI”? (P)c cl® (P) gecerli
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oldugundan; P c int? (cI"? (P)) L cl™ (int? (P)) < inte (cl® (P)) L cl (int® (P)) ve bdylece
Pc inte (clp (P)) w cle (int? (P)) elde edilir. Bu ise; P nin bs-agik oldugunu gosterir.

Onerme 3.17. (Jasim ve Zaben, 2015) Her preps-agik kiime, bps-agiktir.

Ispat: (X,p,c) ideal s-uzay1 ile PcX verilsin. Eger P, preps-agik bir kiime ise;
P < intt (cI"" (P)) saglanir. Bilesim islemi tammmi  kullanilarak;
P c int? (cI'? (P)) < int? (cI™ (P)) w cI™P(intP(P)) ve bdylece P inte (¢l (P)) L cl™(inte
(P)) elde edilir. Bu ise; P nin bps-acik oldugunu gosterir.

Onermenin tersinin dogru olmadigini gdsteren 6rnek asagida verildi.

Ornek 3.18. (Jasim ve Zaben, 2015) X={1,2,3,4}, p={X, ,&{2}.{3.4}.{2.3,4}} ve
c={,{3},{4}.{3.4}} ile verilen (X,p,c) ideal s-uzayinda; P={1,2}cX, bps-a¢ik kiimedir
fakat preps-agik degildir.

Onerme 3.19. (Jasim ve Zaben, 2015) Her ops-acik kiime, semips-aciktir.

Ispat: (X,p,c) ideal s-uzayi ile aps-agik bir P<X verilsin. O halde; P < int? (cI™ (int (P)))
gegerlidir. P < inte (cI"(int?(P)) < (cI"?(int°(P)), cI® operatorii tammindan elde edilir.
Boylece P < (cl™(int?(P)) saglanir. O halde; PcX, semips-aciktir.

Onermenin tersinin dogru olmadigini gdsteren 6rnek asagida verildi.

Ornek 3.20. (Jasim ve Zaben, 2015) X={k,|Im,n}, p={X, @ {k}{kI1}{I}} ve
c={,{m}} ile elde edilen (X,p,c) ideal s-uzayinda; P={I,m}cX, semips-a¢ik kiimedir
fakat aps-agik degildir.

Onerme 3.21. (Jasim ve Zaben, 2015) Her aps-acik kiime, preps-agiktir.

Ispat: (X,p,c) ideal s-uzayi ile aps-acik bir P=X verilsin. O halde; P < inte (cI"? (int (P)))
saglanir. Dolayisiyla; int operatorii tamimi geregi, P < int° (cI' (int° (P))) < int
(cI"P (P)) elde edilir. Boylece; P < int (¢l (P)) olur ki, bu da P nin preps-agik oldugunu
gosterir.

15



4, HEMEN HEMEN SUPRA B-SUREKLI FONKSIiYONLAR VE SUPRA
STRONG B-¢ ACIK KUMELER

Bu boliim, iki kistmdan olusmaktadir.

4.1. Hemen Hemen Supra B-Siirekli Fonksiyonlar

Keskin ve Noiri, 2009; b-agik kiimeler yardimiyla hemen hemen siirekli
fonksiyon ¢esidi tanimladilar ve bu fonksiyonun ¢esitli 6zelliklerini elde ettiler. Bu
boliimde; topolojik uzaylardan daha zayif olan s-uzaylarda hemen hemen supra b-
stireklilik kavramini verip, inceleyecegiz.

Tamim 4.1.1. (Keskin ve Noiri, 2009) (X,0) ve (Y,o0) uzaylar ve f: (X, 8) —(Y, o)
tanimlanan f fonksiyonunda her xeX ve f(x) i i¢ceren her W regiiler acik kiimesi i¢in
f(K) < W olacak sekilde x noktasini kapsayan bir K b-agik kiimesi var ise; bu taktirde f
fonksiyonuna, hemen hemen b-siireklidir denir.

Tamim 4.1.2. (Keskin ve Noiri, 2009) (X,0) ve (Y,0) uzaylar ve f : (X,0) —(Y, o)
fonksiyonu verilsin. Eger

(i) Her WeRO(Y) i¢in, f 1(W) eRO(X) ise; f ye, hemen hemen R-fonksiyon(Carnahan
,1973)

(ii) Her WeRO(Y) i¢in ,f 1(W) et ise; f ye, hemen hemen siirekli fonksiyon(Singal ve
Singal, 1968)

(iii) Her WeRO(Y) icin, f 1(W)ea(X) ise; f ye, hemen hemen o-siirekli fonksiyon
(Noiri, 1988)

(iv) Her WeRO(Y) icin, f 1(W)eSO(X) ise; f ye, hemen hemen semi siirekli fonksiyon
(Munshi, 1981)

(v) Her WeRO(Y) icin, f}(W)ePO(X) ise; f ye, hemen hemen pre-siirekli
fonksiyon(Nasef ve Noiri, 1997)

(vi) Her WeRO(Y) icin, f}(W)eBO(X) ise; f ye, hemen hemen B-siirekli fonksiyon
(Nasef ve Noiri, 1997)

(vii) Her WeRO(Y) igin, f}(W)eBO(X) ise; f ye, hemen hemen b-siirekli fonksiyon (
Keskin ve Noiri, 2009) denir.

Yukarida bahsedilen fonksiyonlar i¢in sirastyla a.r.c., a.c., a.a.c., a.s.c., a.p.c., a.p.c., a.b.c.
kisaltmalar1 kullanacagiz.

Sekil 4 ve Sekil 5, sirasiyla; (Dontchev ve Przemki, 1996) ve (Nasef ve Noiri, 1997)
tarafindan verildi.
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regiiler agik kiime — acik kiime — a-agik kiime — pre-acik kiime
semi a¢ik kiime — b-acik kiime
B-acgik kiime
SEKIL 4

arc. — acC. — aocC — ap.C

as.c. —» ab.c.

a.p.c.

SEKIL 5

Onerme 4.1.3. (Keskin ve Noiri, 2009) f :(X,0) —(Y,o) tanimlanan bir f fonksiyonu
verilsin. Bu durumda; asagidaki 6zellikler gegerlidir:

(1) f fonksiyonu, a.p.c. ise; f, a.b.c. dir.

(ii) f fonksiyonu, a.s.c. ise; f, a.b.c. dir.

(i) f fonksiyonu, a.b.c. ise; f, a.p.c. dir.

Ispat: Onermenin ispati Tanim 4.1.1, Sekil 4 ve Sekil 5 ten agiktir.
Onermenin tersinin var olmadigin1 gésteren drnekler verildi.

Ornek4.1.4. (Keskin ve Noiri, 2009) X={p,q,r,s} kiimesi ile bu kiime iizerinde
tanimlanan o={X,&,{p}.{a}{r}.{p.a}{p.r}{a.r}{p.a.r}} ve 6={X.J.{p}{a}{p.a}}
topolojileri verilsin. Bu durumda; f(p)=f(r)=q, f(s)=f(q)=s seklinde tanimlanan f : (X,0)
—(X,0) fonksiyonu, a.s.c. ve a.b.c. olmasina ragmen; a.p.c. degildir. Gergekten;
V={q}eRO(X,0) i¢in, F1({q})={p,s} kiimesi (X,0) da pre acik kiime degildir. Bu
nedenle; f, a.p.c. fonksiyon degildir.

Ornek 4.1.5. (Keskin ve Noiri, 2009) X={p,q,s,t}; o={0,X.{p}.{a.,s}.{p.q,s}} ve
0={0,X,{s}{p.t}.{p.s.t}} uzaylarinda; f:(X, 0)—(X,0) fonksiyonu f(p)=Ff(q)=Ff(s)=p;
f(n)=t ile tanimlansin. V={p} kiimesi f fonksiyonunda a.p.c ve a.b.c fakat a.s.c degildir.

V={p}eROX,0) iken fY({p}H)={p,a,s} kiimesi (X, 6) da semi agik degildir.
Bundan dolayi f, a.s.c degildir.
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Ornek 4.1.6. (Keskin ve Noiri, 2009) X={p,q,s,t} kiimesi iizerinde

0={X,9 {s}.{p.t}.{p.s,t}} ve 6={X,I.{p}.{q,5}.,{p.q,s}} tanimlanmak tizere; f(p) = f(q)
= p ve f(s) = f(t) = t seklinde tanimlanan bir f : (X, 0) —(X,o) fonksiyonu verilsin. f
fonksiyonu, a.p.c. olmasina ragmen; a.b.c degildir. Gergekten; V = {p}eRO(X,0) i¢in, f~
Y{p}) = {p.q¥=X kiimesi (X,0) da b-acik bir kiime degildir. Bu nedenle f fonksiyonu,
a.b.c. degildir.

Literatiirdeki bu bilgilere dayanarak hemen hemen supra b-siirekli fonksiyon ve
Ozelliklerinin tanimlarini verdik.

Tamim 4.1.7. (X, 0) ve (Y,o0) iki uzay, 6 topolojisi p s-topolojisine bagli olsun. f: (X, 0)
—(Y, o) tanimlanan f fonksiyonunda her xe X ve f(x) noktasini kapsayan her WeRO(Y)
icin, f(K) < W olacak sekilde x noktasini kapsayan bir K < X s-b-agik kiimesi var ise; bu
taktirde f fonksiyonuna, hemen hemen s-b-siireklidir denir.

Tamm 4.1.8. (X, 0) ve (Y,0), iki topolojik uzay ve 6 topolojisi, p s-topolojisine bagli
olmak iizere; f : (X, 8) —(Y, o) fonksiyonu verilsin. Eger
(i) Her WeRO(Y) igin f1(W)eSRO(X) ise; f ye, hemen hemen s-R-fonksiyon

(i) Her WeRO(Y) icin f1(W)ep ise; f ye, hemen hemen s-siirekli fonksiyon

(iii)  Her WeRO(Y) icin f1(W)eSa(X) ise; f ye, hemen hemen sa-siirekli fonksiyon

(iv)  Her WeRO(Y) icin f1(W)eSSO(X) ise; f ye, hemen hemen s-semi siirekli
fonksiyon

(v) Her WeRO(Y) icin f1(W)eSPO(X) ise; f ye, hemen hemen s-pre-siirekli
fonksiyon

(vi)  Her WeRO(Y) icin f1(W)eSBO(X) ise; f ye, hemen hemen s-p-siirekli
fonksiyon

(vii) Her WeRO(Y) icin f1(W)eSBO(X) ise; f ye, hemen hemen s-B-siirekli

fonksiyon denir.

Yukarida tanimlar1 verilen fonksiyonlar i¢in sirasiyla; a.s.r.c., a.s.c., a.s.o.c.,
a.s.s.Cc., a.s.p.c., a.s.p.c. ve a.s.b.c. kisaltmalar1 kullanacagiz.

Onerme 4.1.9. (X,0) ve (Y,o0), iki topolojik uzay ve p, 0 ya baglh herhangi bir s-
topolojisi olmak iizere; f :(X,0)—(Y,o) fonksiyonu verilsin. Eger f, hemen hemen s-
regiiler siirekli bir fonksiyon ise; f, hemen hemen supra siirekli fonksiyondur.

Ispat: Herhangi bir WeRO(Y) alinsin. f, hemen hemen s-regiiler fonksiyon oldugu i¢in
f1(W)eSRO(X) elde edilir. Sekil 1 deki iliskiye gore; her s-regiiler acik kiime, s-agik
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kiime oldugundan; f*(W)ep olur. Bu durum, her WeRO(Y) i¢in de saglanir. O halde; f,
hemen hemen s-siirekli bir fonksiyondur.

Onermenin tersinin dogru olmadigini gdsteren bir drnek verelim.

Ornek 4.1.10. X={k,I,m,n} kiimesi ile iizerinde 8={X,,{k,I},{I}} topolojisi ve p, 6 ya
bagli herhangi bir s-topolojisi olmak iizere; p={X,d,{k,1}{1},{m,n},{l,m,n}} s-
topolojisi ve Y={x,y,z} kiimesi ile iizerinde ¢ ={Y,J,{z},{X,y}} topolojisi verilsin. f(k) =
f(m)=x, f(I) = z ve f(n) = y seklinde bir f:(X,0) —(Y,o0) fonksiyonu tanimlansin. Bu
durumda; f fonksiyonu, a.s.c. olmasina ragmen; a.s.r.c. degildir. W = {z} < Yigin
int(Cl{z}) = {z} € RO(Y) olup, flint (ClL(W)))=Ff1({z})={1}veintr (f-
Liint (CI(V)))) =intt ({I}) ={1}SO(X) elde edilir. Bu ise; f fonksiyonunun hemen
hemen s-siirekli bir fonksiyon oldugunu gosterir. Ustelik;
inte ( Cle ({1}) = int° ({k,1}) = {k,I} ve dolayisiyla f1({z}) = {I} # intr(CIP{I}) = {k,I}
elde edilir. O halde; f, hemen hemen regiiler siirekli bir fonksiyon degildir.

Onerme 4.1.11. (X,0) ve (Y,o), iki topolojik uzay ve p, © ya bagh herhangi bir s-
topolojisi olmak tizere; f :(X,0)—(Y,o0) fonksiyonu verilsin. Eger f, hemen hemen s-
stirekli bir fonksiyon ise; f, hemen hemen s-a-siirekli fonksiyondur.

Ispat: Herhangi bir WeRO(Y) icin, f (W) ep oldugundan; f, hemen hemen s-siirekli bir
fonksiyondur. f 1 (W)ep oldugundan; f 1 (W) =int° (f * (W)) elde edilir. Dolayisiyla;
f1 (W) = inte(f 1 (W)) < CI° (inte(f ) (W))) ve inte(inte (f 1(W))) < int? ( CI° (inte(f 1
(W)))) ile birlikte int? (f 1 (W)) < int? ( CI° (inte (f 1 (W)))) ve f 1 (W) cint? ( CIP (intP
(f 1 (W)))) bulunur ki; boylece f fonksiyonu, hemen hemen s- a-siireklidir.

Onermenin tersinin dogru olmadigini gésteren bir drnek verelim.

Ornek 4.1.12. X={k,1,m,n} kiimesi ile iizerinde 6={X,& {I},{k,1}} topolojisi ve p, 8 ya
bagli herhangi bir s-topolojisi olmak iizere; p={X,J{1}{k 1} {m,n}{kI,m}} s-
topolojisi ve Y={x,y,z} kiimesi ile tizerinde ¢ ={Y,J,{x,y},{z}} topolojisi verilsin.
f(k) = z = f(I), f{(m) = x ve f(n) =y seklinde bir f:(X,0)—(Y,c) fonksiyonu tanimlansin.
Bu durumda f fonksiyonu, a.s.a.c. olmasina ragmen; a.s.c. degildir. Gergekten; V = {z}
kiimesi i¢in, int(CI{z}) = {z} € RO(Y) olup, buradan f ** ({z}) = {k,I,n} ve int* ( CI°
(int? ({k,1,n}))) = X elde edilir. Boylece f1({z}) = {kI,n} cint° (CI° (int°
({k,I,n})) = X oldugundan; f, hemen hemen s-o-siirekli bir fonksiyondur. Ancak f -
({z}) = {k,I,n}&p oldugundan hemen hemen s-siirekli fonksiyon degildir.

Onerme 4.1.13. (X,0) ve (Y.,o), iki topolojik uzay ve p, 0 ya bagli herhangi bir s-
topolojisi olmak iizere; f : (X,0) —(Y,o0) fonksiyonu verilsin. Eger f, hemen hemen s-a-
stirekli bir fonksiyon ise; f, hemen hemen s-pre siirekli fonksiyondur.
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Ispat: Her bir WeRO(Y) igin, f* (W) c int? ( CI? (int? (f 2 (W)))) oldugundan; f
fonksiyonu hemen hemen supra o-siireklidir. int? (f * (W)) < f 1 (W) ve CI° (inte (f '
(W))) < CIP (f ! (W)) dolaysiyla int> ( CIP (int> (L (W)))) < int® ( CI° (f L (W)))
oldugundan; f, hemen hemen s-pre-siirekli bir fonksiyondur.

Onermenin tersinin genelde dogru olmadigin1 gdsteren bir 6rnek verelim.

Ornek 4.1.14. X = {k,],m,n} kiimesi ile iizerinde 0 = {X,&,{k},{1}}.{k,I}} topolojisi ve
P, 0 ya  bagh herhangi  bir s-topolojisi olmak iizere; p
= {X,.8,{k}{1}{k,1},{m,n} {k,m,n},{l,m,n}} s-topolojisi ve Y = {x,y,z} kiimesi ile
tizerinde 6 = {Y,J,{x}{y,z}} topolojisi verilsin. f(k) = f(m) = x, f(l) =y ve f(n) =z
seklinde bir f: (X,0)—(Y,o) fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu, a.s.a.c.
olmasmna ragmen; a.s.c. degildir. Gergekten; W={x} < Y kiimesi igin,
int(cl{x})={x}eRO(Y) ve f 1 ({x}) = {km} ve int* ( CI° ({k,m})) = {k,m,n} ve
dolayisiyla {k,m} < int? ( ClI° ({k,m})) oldugundan; f, hemen hemen s-pre siirekli bir
fonksiyondur. Fakat, int° ( CI° (int° ({k,m}))) ={k} ve f 1 (W) < int? ( CI? (int? (f 1 (W))))
olup bu durumda f, hemen hemen s-a-siirekli bir fonksiyon degildir.

Onerme 4.1.15. (X,0) ve (Y.o), iki topolojik uzay ve p, 6 ya bagl herhangi bir s-
topolojisi olmak tizere; f:(X,0)—(Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger f, hemen hemen s-semi
stirekli bir fonksiyon ise; ayn1 zamanda f, hemen hemen s-b siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: Her WeRO(Y) igin, f 1 (W) < CI° (int (f ** (W))) oldugundan; f, hemen hemen
s-semi-siirekli bir fonksiyondur. CI° (int? (f* (W)) cint? ( CIP (f 1 (W)) U CIP (inte (f 2
(W))), birlesim islemi tanimindan gegerlidir. O halde; f** (W) < int? (CIP (f 1 (W)) U CIP
(int® (f 1 (W))) saglanir ve dolayisiyla; f 1 (W) < X, s-b acik kiimedir. Bdylece f, hemen
hemen s-b siirekli bir fonksiyondur.

Onermenin tersinin dogru olmadigini gésteren bir drnek verelim.

Ornek 4.1.16. X = {k,l,m,n} kiimesi ile iizerinde 6 = {X,,{k}{1}}.{k,1}} topolojisi ve
o} 0 ya bagh herhangi bir s-topolojisi olmak lizere;
p = {X,.Z{k}{I}.{k I} ,{m,n} {k,I,m}{l,m,n}} s-topolojisi ve Y = {x,y,z} kiimesi ile
tizerinde ¢ = {Y,J,{x},{y,z}} topolojisi verilsin. f(k) = f(m) = x, f(I) =y ve f(n) =z
seklinde bir f: (X,0) — (Y,0) fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu, a.s.b.c.
olmasina ragmen; a.s.s.c degildir. Ger¢ekten; her WeRO(Y) igin, f 1(W) < int? (ClI° (f-
L(w)) L CIe (int (f1(W))) oldugundan; f fonksiyonu, hemen hemen s-b siireklidir. Ancak
W = {x} c Y kiimesi i¢in, int(cl(W))=int(cl({x}))={x}=W yani; WeRO(Y) gecerlidir.
f YwW) = f {xP={a,c} ve CI° (intt (f }(W)))= CI° (intt ({a,c})) ={a} olup, f -
Y w) = {a,c} « {a} = CI° (int® (f 1(W))) elde edilir. Bu ise; f “1(W) < X nin s-semi agik
kiime olmadigin1 gosterir. O halde; f, hemen hemen s-semi siirekli degildir.
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Onerme 4.1.17. (X,0) ve (Y,o), iki topolojik uzay ve p, 0 ya bagli herhangi bir s-
topolojisi olmak tizere; f:(X,0)—(Y,o0) fonksiyonu verilsin. Eger f, hemen hemen s-a-
stirekli bir fonksiyon ise; ayn1 zamanda f, hemen hemen s-semi siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: Her WeRO(Y) igin, f 1 (W) c int® (CI° (int° (f 1 (W)))) oldugundan; f, hemen
hemen s-o-siirekli bir fonksiyondur. Ayrica; f 2 (W) < int? (CIP (int® (f T (W))))  CIP
(inte (f 1 (W))) ve boylece f L (W) < CIP (int? (f “{(W))) elde edilir yani: 1 (W) < X, s-
semi agik kiime olur. Boylece f, hemen hemen s-semi siirekli bir fonksiyondur.

Onermenin tersinin dogru olmadigimi gdsteren bir 6rnek verelim.

Ornek 4.1.18. X = {k,I,m,n} kiimesi ile iizerinde 6 = {X,@,{I}}.{k,1}} topolojisi ve p, 6
ya bagli herhangi bir s-topolojisi olmak iizere; p = {X, I {I}.{k,I}.{k,m}{k,I,m}} s-
topolojisi ve Y = {x,y,z} kiimesi ile iizerinde 6 = {Y,J,{X,y},{z}} topolojisi verilsin.
f(I) = x, f(n)=y ve f(k) = f(m) = z seklinde bir f: (X,0)—(Y,o) fonksiyonu tanimlansin.
Bu durumda f fonksiyonu, a.s.s.c. olmasina ragmen; a.s.o.c degildir. Her WeRO(Y) igin,
f1 (W) < CI° (int® (f 1 (W) )) oldugundan; f fonksiyonu, hemen hemen s-semi siireklidir.
Ancak W = {x,y} < Y kiimesi i¢in; int(CI({x,y})) = {x,y} oldugundan; WeRO(Y) elde
edilir. Bu durumda; f 1 (W) = f 1 ({x,y}) = {I,n} ve dolayistyla CI° (int° (f 1 (W) )) = CI°
(int* ({1,n})) = {I,n} bulunur ki; sonugta f* (W) < int® (CI° (f* (W))) saglanir. Fakat intP
(CI? (int> ({1,n}))) ={I} ve {I,n} & {I}=int? (CI° (int* ({I,n}))) oldugundan; f* (W) &
inte (CIP (inte (f (W) ))) bulunur. Bu da, f * (W) < X in s-a-acik bir kiime olmadigini
gosterir. Sonug olarak; f, hemen hemen s-a-siirekli bir fonksiyon degildir.

Onerme 4.1.19. (X,0) ve (Y,o), iki topolojik uzay ve p, 0 ya bagh herhangi bir s-
topolojisi olmak tizere; f : (X,0) —(Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger f, hemen hemen s-pre-
stirekli bir fonksiyon ise; ayn1 zamanda f, hemen hemen s-b siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: Her WERO(Y) igin, 1 (W) c int? ( CI° (f  (W))) oldugundan; f, hemen hemen
s-pre-siirekli bir fonksiyondur. int? ( CIP (f 1 (W))) < int? (CIP (f 1 (W))) U CI° (inte (f -
1 (W))) gecerli oldugundan; sonug olarak f * (W) < int° ( CIP (f 1 (W))) U CI° (int® (f
(W))) elde edilir. O halde f, hemen hemen s-b siirekli bir fonksiyondur.

Onermenin tersinin dogru olmadigini gosteren bir drnek verelim.

Ornek 4.1.20. X={k,l,m,n} kiimesi ile iizerinde 0={X,,{1}},{k.1}} topolojisi ve p, 6 ya
bagl herhangi bir s-topolojisi olmak iizere; p={X,J,{I}{k1},{m}{l,m}{kI,m}} s-
topolojisi ve Y={x,y,z} kiimesi ile iizerinde ¢ ={Y,J,{X,y},{z}} topolojisi verilsin. f(k) =
X, f(l) =y ve f(m) = f(n) = z seklinde bir f:(X,0)—(Y,o) fonksiyonu tanimlansin. Bu
durumda f fonksiyonu, a.s.s.c. ve a.s.b.c. olmasina ragmen; a.s.p.c. degildir. Gergekten;
W={z} c Y kiimesi i¢in, int(cl{z}) = {z} € RO(Y) gecerlidir. f 1 (W) =1 ({z}) = {m,n},
Cle (inte ({m,n})) = {m,n} ve f 1 (CI° (int?)) = f 1 ({z}) = {m,n} < CI° (f 1 ({z}))) = ClI°
(intP ({m,n})) oldugundan; £1 (W) < CIe (inte (f 1 (W) )) elde edilir. Dolayisiyla;
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f 1 (W) = X, hemen hemen s-semi agiktir. Onerme 4.1.15° ¢ gére Hemen hemen s-semi
acik oldugu icin hemen hemen s-b-agiktir.
Dolayisiyla; f, hemen hemen s-b siirekli bir fonksiyondur. Ustelik; W={z}< RO(Y) i¢in,
inte (CIP({m,n})) = {m} ve {m,n} < int* ( CI? ({m,n})) ve dolayistyla; f 1 (W) & int° (
ClP ({m,n})) saglanir ki; bu da £ 1 (W) nin hemen hemen s-pre agik olmadigini
gosterir. O halde; f fonksiyonu, hemen hemen s-pre siirekli degildir.

Onerme 4.1.21. (X,0) ve (Y.,o), iki topolojik uzay ve p, 6 ya bagli herhangi bir s-
topolojisi bagli olmak iizere; f : (X,0) —(Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger f, hemen hemen
s-b siirekli bir fonksiyon ise; aynit zamanda f, hemen hemen s-f siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: Her WeRO(Y) igin, f (W) c inte (CIP (f1(W))) L Cle(int? (f1(W))) oldugundan;
f, hemen hemen s-b-siirekli bir fonksiyondur. CI° kapanis islemi oldugundan; tanimi
geregi

int? (CIP (f 1(W))) L CIP (inte (f 1(W))) < CIP[int?(CIP(f 1(W))) L CIP(inte(f 1(W)))]
(1) saglanir. Ustelik; CI° kapanis islemi oldugu icin, sirastyla;

Cle[inte(CIP (f L(W)))UCIe(inte (f L (W)))]=CIe[int(CIP (f (W)))JUCIP[Cle(inte (f -
HW))]
ve CIP[CIP(inte (f "1(W)))] = CIe(inte (f 1(W))) saglanir. Ayrica; f2(W) < CIP (f 1(W))
oldugundan (1) bagintisi, sirasiyla;

inte (CIP (F “L(W))) L CIP (inte (f "L(W))) < CIP[int?(CIP (F “L(W)))] L Clo(int® (F (W)
(2)

inte (CI° (f 1(W))) U CIP (int® (f 1(W))) < CIP(inte(CIP (f 1(W)))) (3)
sekline déniisiir. s-b acik kiime tanimiyla (3) kullanilarak; f "1(W))) < Cl°(int°(CIP (f -
L(W)))) elde edilir. Bu ise; f! (W)X in s-B acik kiime oldugunu gosterir. O halde; f
fonksiyonu, hemen hemen s- siireklidir.

ve

Onermenin tersinin dogru olmadigmni gosteren bir rnek verelim.

Ornek 4.1.22. X = {k]lmn} kiimesi ile iizerinde 6 = {X,&{m}{k.n}}.{km,n}}
topolojisi ve p, O ya bagh herhangi bir s-topolojisi olmak iizere;
p = {X,.3,{k}{I,m}{k,I,m}} s-topolojisi ve X = {k,I,m,n} kiimesi ile iizerinde ¢ =
{X,J{k}{l,m},{k,I,m}} topolojisi verilsin. f(k) = f(I) = k, f(m) =1ve f(n) =n seklinde
bir f: (X,0)—(X,0) fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu, a.s.b.c. olmasina
ragmen; a.s.s.c degildir. Gergekten; her WeRO(X) i¢in, f 1(W) < Cle(intP(CIP (f 1(W))))
oldugundan; f, hemen hemen s-f siirekli fonksiyondur. Ancak; W={k} eRO(X,0) i¢in, "
Yw) = f 1({k})={k,I}, s-b acik bir kiime degildir. O halde; f, s-b siirekli bir fonksiyon
degildir.
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h.h.s-regiiler siirekli — h.h.s-stirekli — h.h.sa-stirekli — h.h.spre-stirekli
h.h.ssemi siirekli — h.h.Sb-siirekli
h.h.sB-stirekli
SEKIL 6
Yukaridaki dnerme ve 6rnekler yardimiyla Sekil 6 verildi.

Teorem 4.1.23. (X,0) ve (Y,o0), iki topolojik uzay ve p, 6 ya bagli herhangi bir s-topolojisi
olmak {lizere tamimlanan bir f:(X,0)—(Y,0) fonksiyonu igin, asagidaki oOzellikler
esdegerdir:

(1) f fonksiyonu, hemen hemen s-b siireklidir.

(if) f(x) noktasim igeren her VeRO(Y,o0) i¢in, f(U) < intP(CI° (V)) olacak sekilde x
noktasini igeren en az bir UeSBO(X) vardir.

(iii) Her FeRC(Y) igin, f* (F)eSBC(X).

(iv) Her V e RO(Y) igin, f* (F)eSBO(X).

Ispat: Ispat, Teorem 4.1.7 geregi aciktir.

Teorem 4.1.24. (X,0) ve (Y,o0), iki topolojik uzay ve p, 6 ya bagli herhangi bir s-topolojisi
olmak {iizere tanimlanan bir f:(X,0)—(Y,0) fonksiyonu icin, asagidaki oOzellikler
esdegerdir:

(i) f, h.h.sb siireklidir.

(ii) Her DcX i¢gin, f (bCl® (D)) c 5-CI(f(D)).

(iii) Her TCY igin, bCIP (f 1(T)) < f 1(5-CI(T)).

(iv) Her FedC(Y) igin, f 1(F)eSBC(X,p).

(v) Her WedO(Y) icin, f1(W)eSBO(X,p).

Ispat (i)=(ii). Her DcX igin, 8-CI(f(D))cY &-kapali bir kiimedir. Dolayisiyla; tanim
geregi, 0-CI(f(D)) = n{(F.): (Fu)eRC(Y,0), a€V} (5 V indis kiimesidir.) gecerlidir.
Teorem 4.1.23 kullanilarak; D < f 1(5-ClI° (f(D))) = ~{ f }(F.): aeV}eSBC(X,p) ve bCIP
(D) < f }(3-CI(f(D)) elde edilir. Boylece f ( bCIP (D) < 5-CI(f(D)) saglanir.

(ii)=(iii). Her TCY igin, f(bClIe (f 1(T)) < 8-Cl° (f(f 1(T)) < f 1(5-Cl° (T)) oldugundan;
sonucta f (bCIP (f 1(T))=f 1(5-ClP (T)) saglanur.

(iii)=(iv). FCY, 8-kapal1 bir kiime olsun. Bu durumda; bCI°(f 1(F)) < f (3-ClI° (F)) = f-

YF) ve dolayistyla bCIP(f 1(F)) < f "X(F) saglanir. O halde; f* (F) < X, s-b-kapali bir
kiimedir.
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(iv)=(v). WY, o-acik bir kiime olsun. O halde; (Y-W) kiimesi, d-kapalidir. Hipotez
geregi (iv) kullanilarak, ( f 2(Y-W)=(X-f "}(W))eSBC(X, p) ve dolayisiyla f 1(W)e
SBO(X) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(V)=(vi). WCY, regular agik bir kiime olsun. O halde; Wed0(Y) olup, bu durumda
hipotez geregi (v) kullanilarak, f *(W)eSBO(X) elde edilir. Bu ise; Teorem 4.8 geregi, f
fonksiyonunun a.s.b.c. oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.25. f: (X,0)—(Y,o0) fonksiyonu, 0 ya bagli s-topolojisi p ve her xeX igin,
9(x)=(x,f(x)) seklinde tanimlanan ¢:(X,0)—(XxY,0xc) grafik fonksiyonu verilsin. Eger
g fonksiyonu, h.h.s.b-siirekli ise; f fonksiyonu da, h.h.s.b-stireklidir.

Ispat : xeX ve V, f(X)eY noktasini igeren herhangi bir regiiler agik kiime olsun. Bu
durumda; g(xX)=(x,f(x)) e (XxV) eRO(XxY) saglanir. g, h.h.s.b-siirekli oldugundan;
g(U) < (XxV) olacak sekilde xeX noktasini igeren bir UcX, s-b-ac¢ik kiimesi vardir.
Boylece f(U)cV elde edilir ki; bu da f fonksiyonunun h.h.s.b-siirekli oldugunu gésterir.

Teorem 4.1.26 f: (X,0)—(Y, o) ve g: (Y, 06)—(Z,y) iki fonksiyon verilsin. p, 0 ya bagl
s-topolojisi olmak iizere; gof : (X,0)—(Z,y) bileske fonksiyonu, asagidaki ozellikleri
saglar:

(i) f fonksiyonu, hemen hemen b-siirekli ve g fonksiyonu, R-siirekli ise; gof fonksiyonu,
hemen hemen s-b-siireklidir.

(ii) f fonksiyonu, hemen hemen b-siirekli ve g fonksiyonu, d-siirekli ise; gof fonksiyonu,
hemen hemen s-b-siireklidir.

Tamim 4.1.27. (Ekici, 2005) (X,0) uzayindaki farkli herhangi iki X,yeX nokta ¢ifti i¢in,
XEW, y¢& Wvey €T, x & T olacak sekilde W,TeRO(X) var ise; (X, 6) uzayimna, r-0:
uzay denir.

Tamim 4.1.28. (X,0) uzay: ile 0 ya bagli s-topolojisi p verilsin. Eger X deki herhangi
farkli x ve y nokta ¢ifti igin, xeW, ygW ve ye T, X¢ T olacak sekilde W,T esb(X,p) varsa;
bu durumda (X,p) uzayma, S-b-01 uzayi denir.

Teorem 4.1.29. f: (X,0)—(Y,o) fonksiyonu ve 0 ya bagl s-topolojisi p verilsin. Eger f,
birebir bir fonksiyon ve (Y, o), r-61 uzay ise; bu durumda (X,0), sh-61 uzayidir.

Ispat : (Y,0), r-81 uzay olsun. O halde; x=y olacak sekildeki herhangi x,ye X igin,
fx)eV, f(y)eV, f(x)gW, f(y)eW olacak sekilde V,We RO(Y) vardir. f fonksiyonu,
h.h.s.b-siirekli oldugundan; x €U, y e T, f(U)cV ve f(T)cW olacak sekilde U, T €
SBO(X,p) vardir. Ustelik; ygU ve x¢T gecerlidir. Bu ise; (X,p) nin sb-01 uzay oldugunu
gosterir.
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Tamm 4.1.30. (X,p) s-uzaymndaki farkli x,ye X nokta gifti i¢in, xeW, ye T ve WNT=
olacak sekilde W,T € SBO(X, p) varsa; bu durumda (X,p) uzayina, sb-02 uzayi denir.

Teorem 4.1.31. f: (X,0)—(Y,0) fonksiyonu ve 6 ile ilgili herhangi bir p s-topolojisi
verilsin. Eger f, birebir ve h.h.s.b siirekli bir fonksiyon ve (Y, o), 02-uzayi ise; (X,0), sb-
02 uzayidir.

Ispat : x#y olacak sekildeki her X,y eX nokta cifti i¢in, f(x)eU, f(y)eT ve UNT = &
olacak sekilde U, T ec vardir. f fonksiyonu, h.h.s.b-siirekli oldugundan; xeK, yeM,
f(K) < int(CI(U)) ve f(M) < int(CI(T)) olacak sekilde K,MeSBO(X,u) vardir. Ustelik,
UNT=Y oldugundan; int(CI(U)) N int(CI(T)) = & ve dolayisiyla K n M = I elde edilir.
Boylece (X,u), sb-62 uzayi olur.

Teorem 4.1.32. f: (X,0)—(Y,o) fonksiyonu ve 6 ya bagli s-topolojisi p verilsin. Eger f
ve g, h.h.s.b. siirekli ve (Y, o), 62 uzay1 ise; bu durumda A={xeX: f(xX)=g(x)}<=X, s-b-
kapalidir.

Ispat: f(U) c cl(K) olacak sekilde x € X noktasini kapsayan bir U< vardir. g fonksiyonu,
h.h.s.b-siirekli oldugundan ; g(V) ) < int(cl(M)) olacak sekilde MeSBO(X,p) vardir. En
az bir xeV vardir, T = U n V almirsa; Lemma 2.27 geregi T € SBO(X,p), XxeT ve
T N A= olur. Boylece x¢Cly? (A) olur ki; bu da AcX, s.b-kapali oldugunu gosterir.

Tamm 4.1.33. Herhangi bir (X,p) s-uzay1 verilsin. Eger X, ayrik iki s-b-agik kiimenin
birlesimi olarak yazilamiyorsa; (X,p) na, sb-baglantil uzay denir.

Teorem 4.1.34. f : (X,0)—(Y,0) fonksiyonu ve 0 ya bagl s-topolojisi p verilsin. Eger f,
h.h.s.b-siirekli ve 6rten bir fonksiyon ve (X,p), sb-baglantili ise; (Y,o), baglantilildir.

Ispat: (Y,0) baglantili olmasin. O halde; K "M = @ ve K U M =Y olacak sekilde bostan
farkli K, Meo vardir. R = int(CI(K)) ve W = int(CI(M)) olmak tizere; RUW =Y olacak
sekilde ayrik bostan farkli R,WeRO(Y,c) vardir. Hipotez geregi f, h.h.s.b-siirekli bir
fonksiyon oldugundan; f }(R), f 1(W)eSBO(X,p) bulunur. Ustelik; f fonksiyonu, érten
oldugundan; X =f1(Y)=f(R) U f (W) vef(R) f!(W)=0 saglanir. Dolayisiyla
(X,p), sb-baglantili degildir ki; bu hipotezle ¢elisir. O halde; (Y, o), baglantilidir.

Tamm 4.1.35. Herhangi bir f : (X,0) —(Y,0) fonksiyonu ile birlikte 0 ya bagl s-
topolojisi, p ve f nin G(f)={(x,f(x)): xeX} grafik fonksiyonu verilsin. Eger her
(X,y)e((XxY)-G(1))) i¢in, (UxV)NG()=D olacak sekilde xeX noktasini i¢eren bir
UeSBO(X,p) ve yeY noktasini igeren bir VeRO(Y,o) varsa; bu durumda G(f) grafik
fonksiyonuna, kuvvetli h.h.s.b-kapal denir.
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Lemma 4.1.36. f: (X,0) —(Y,o0) fonksiyonu ile birlikte 6 ya bagli s-topolojisi p verilsin.
f fonksiyonunum kuvvetli h.h.s.b-kapali grafige sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f(X)=y olacak sekildeki her xeX ve her yeY i¢in, f(U)"V= olacak sekilde x noktasini
igeren bir UeSBO(X,p) ve y noktasini i¢eren bir VeRO(Y,o) var olmasidir.

Teorem 4.1.37. f: (X,0) —(Y,o0) fonksiyonu ve 0 ya bagli s-topolojisi p verilsin. Eger f,
weakly siirekli bir fonksiyon ve (Y,c), 02 -uzay ise; G(f), kuvvetli h.h.b-kapalidir.

Ispat: (x,y)e((XxY-G(f))) olsun. Bu durumda y=f(x) saglanir. (Y,5), 02-uzayi
oldugundan; ye Ki, f(x)eKz ve KinKy= olacak sekilde K1, Kzes vardir. Ustelik;
KinKz = oldugundan; int(CI(K1))nint(CI(K2)) =& saglanir. Hipotez geregi; f
fonksiyonu, weakly siirekli oldugundan; f(U)c CI(K2) olacak sekilde x noktasini igeren
bir Ue0 vardir. Boylece f(U) int(CI(K1)) = saglanir ki; bu durumda Lemma 4.1.36.
geregi G(f), kuvvetli h.h.s.b-kapal1 olur.

Teorem 4.1.38. T : (X,0) —(Y, o), kuvvetli h.h.s.b-kapali G(f) grafigine sahip herhangi
bir fonksiyon olmak tizere; eger f fonksiyonu, birebir ise; (X,0), sh-01 —uzayidir.

Ispat: x=y olacak sekilde x,yeX alinsin. Bu durumda; (X,f(y))) e (XxY)-G(f))) saglanur.
G(f), kuvvetli h.h.s.b-kapali oldugundan; Lemma 4.1.36 geregi, f(U)NV=C olacak
sekilde x e X noktasini igeren bir Ue SBO(X, ) ve f(y) noktasini i¢eren bir VeRO(Y, o)
vardir. Dolayisiyla; Unf(V)=@ ve ye U saglanir. Boylece (X, 1), sb-01 -uzayidir.

Tamm 4.1.39. f : (X,0) —(Y,0) fonksiyonu ile X kiimesi {izerinde tanimli 0 ya bagh
s-topolojisi p ve Y kiimesi iizerinde tanimli ¢ ya bagl s-topolojisi ¢ verilsin. Eger her
UeSBO(X,p) igin, f(U)eSBO(Y, o) ise; bu durumda f fonksiyonuna, supra b*-ac¢ik
(s.b™-a¢i1k) fonksiyon denir.

Teorem 4.1.40. Herhangi bir kuvvetli h.h.s.b-kapali G(f) grafigine sahip f : (X, 6) —(Y,
o) fonksiyonu ve 0 ya bagli s-topolojisi p verilsin. Eger f, s.b"-a¢1k ve érten bir fonksiyon
ise; (Y,p), sb-02-uzayidir.

Ispat: y=z olacak sekilde y,zeY almsmn. f, érten bir fonksiyon oldugundan; bu durumda
f(x)=y ve (x,z) e((XxY)-G(f)) saglanir. G(f), kuvvetli h.h.s.b-kapali oldugundan; Tanim
4.1.35 geregi, (UXV)NG(f)=J olacak sekilde x e X noktasini i¢eren bir Ue SBO(X,p) ve
z noktasini i¢eren bir VeRO(Y,o) vardir. O halde; Lemma 4.1.36 geregi, f(U)NV=J
gegcerlidir. f fonksiyonu, s.b"-acik oldugundan; f(U)eSBO(Y,o), f(x)=y noktasini
igerir. Boylece (Y,), sb-02 uzayidir.

Tamim 4.1.41. (Singal, Singal, Mathur, 1969) (X,0) topolojik uzay1 verilsin. Eger X in
her regiiler agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa; (X,0) uzayina, nearly kompakt
uzay denir.

26



Tanim 4.1.42. (X,p) s-uzay1 verilsin. Eger X in her s.b-agik ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii
varsa; (X,p) s-uzayina, supra b-kompakt (kisaca s.b-kompakt) uzay denir.

Tamm 4.1.43. (J. M.Mustafa, 2013) (X,p) s-uzay1 ile AcX kiimesi verilsin. Eger
A c U{Ta: aeA} olacak sekildeki X in sb-acik alt kiimelerinin her {Ta: aeA} ailesi igin,
A < U{Tu: aeAo} olacak sekilde sonlu bir Ao A indis kiimesi varsa; bu takdirde A ya,
sb-kompakt kiime denir.

Tamim 4.1.44. (Carnahan, 1972) (X,0) topolojik uzay1 ve A < X kiimesi verilsin. A nin
X deki tiim regiiler agik kiimelerden olusan her ortiisii i¢in, sonlu bir alt ortiisii varsa; bu
durumda; A ya, N-kapal kiime denir.

Teorem 4.1.45. f: (X,0) —(Y, o), h.h.s.b stirekli bir fonksiyon ve K < X, sh-kompakt
bir kiime ise; bu durumda f(K) < Y kiimesi N-kapalidir.

Ispat: {To: aeA}, f(K)CY igin regiiler acik kiimelerden olusan bir 6rtii olsun. f, h.h.s.b.c.
bir fonksiyon oldugundan; {f }(T«): aeA}, X in s.b-a¢ik kiimelerinden olusur ve K < X
i¢cin bir ortiidiir. K, s.b-kompakt bir kiime oldugundan; K < U{f*(T): a.eAo} olacak
sekilde sonlu bir Ao A indis kiimesi vardir. Buradan f(K) c U {T«: aeAo} elde edilir
ki; bu ise f(K) <Y kiimesinin N-kapali oldugunu gosterir.

Sonug 4.1.46. T : (X,0) —(Y, o) fonksiyonu, h.h.s.b siirekli, 6rten fonksiyonu ile 6 ya
bagl s-topolojisi p verilsin. Eger (X,u), s.b-kompakt ise; (Y,c), nearly kompakt
uzaydir.

Son olarak asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 4.1.47.f: (X,0) —(Y, o) fonksiyonu (p, 6 ya bagl s-topolojisi) kuvvetli h.h.s.b-
kapal1 grafige sahip bir fonksiyon ise; X’e gore sb-kompakt olan her KX i¢in, f(K)CY;
o-kapalidir.

Ispat: yef(K) olsun. O halde; (x,y)e ((XxY)-G(f)) saglanir. G(f), kuvvetli h.h.b-kapali
grafik fonksiyonu oldugundan; f(Tx)"Vx=C olacak sekilde x noktasini igeren bir Tx €
SBO(X,) ve y noktasini i¢eren bir Vx eRO(Y, o) vardir.{Tx: XeK}, KcX i¢in X in sb-
acik alt kiimelerinden olusan bir ortiisiidiir. KX, sb-kompakt bir kiime oldugundan;
Kc{Tx: xeKo}olacak sekilde sonlu bir Ko cK kiimesi vardir. W = n{ Vx: XxeKo} olsun.
Bu durumda W, yeY noktasini igeren bir regiiler agik kiimedir. (f{K)nW) < (U{f(Tx) :
xeKo}nW) < U{ f(Tx) N W: xeKo}=Z saglanir. Boylece y¢(3-CI(f(K))) elde edilir.
Sonug olarak; f(K)cY, d-kapali kiimedir.

Lemma 4.1.48. (H.Velicko, 1968) (X,0) topolojik uzay1 ile herhangi bir KX verilsin.
Bu durumda asagidaki ifadeler gecerlidir:
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(i) 5-CI(f(K))=n{F : F, d-kapali ve KcF}

(i) F, 6-kapali kiimedir. <(X-F), 8-agik kiimedir.

(iii) F, 0-agik kiimedir. < Her xeF i¢in, xe WCF olacak sekilde en az bir WeRO(X,0)
vardir.

Teorem 4.1.49. 6 ya bagh s-topolojisi p ile birlikte herhangi bir f : (X,0) —(Y,0)
fonksiyonu verilsin. Eger f, h.h.s.b-siirekli bir fonksiyon ve Re0 ise; f | r: (R,Pr) —(Y,0)
kisitlanis fonksiyonu da, h.h.s.b-stireklidir.

Ispat: Herhangi bir Ze RO(Y, o) alinsimn. Bu durumda; Teorem 4.1.1 geregi, f* (2)e
sb(X,p) saglanir. O halde; Lemma 2.26 kullamilarak, (f|r) 1(2)=(f }(Z)"R)esb(R,Pr)
elde edilir. Sonug olarak; Teorem 4.1.1 ile birlikte flr kisitlanis fonksiyonunun h.h.s.b-
stirekli oldugu bulunur.

Teorem 4.1.50. 6 ya bagh s-topolojisi p ile birlikte herhangi bir f : (X,0) —(Y,0)
fonksiyonu verilsin. Eger f, h.h.s.b siirekli bir fonksiyon ve Rea/(X,0) ise; flr: (R, Pr)
—(Y, o) kisitlanis fonksiyonu da, h.h.s.b-stireklidir.

Ispat: Ispat, Teorem 4.1.49 ispatina benzer sekilde Lemma 2.26. kullanilarak elde edilir.

Sb(X,p) bir s-topolojidir. os, (Y,o) deki regular agik kiimelerin birlesimi seklinde olup; &
nin semi regiilerizasyonu olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.51. f : (X,0) —(Y, o) fonksiyonu (p, 6 ya bagl s-topolojisi) verilsin.
Asagidaki 6zellikler esdegerdir:

() T: (X,p) =(Y, 6) h.h.s.b-siireklidir.

(ii) f: (X,p) =(Y, os) s.b siireklidir.

(iii) T : (X,Sb(X,p)) —(Y, o) h.h.siireklidir.

(iv) f: (X,Sb(X,p)) —(Y, os) stireklidir.

Tamm 4.1.52. ( Keskin ve Noiri, 2009) Her U6 ve xeU i¢in, xeVcU olacak sekilde
bir VeRO(X,0) varsa; (X,0) uzaymna, semi regiiler uzay denir.

Teorem 4.1.53. . 6 ya bagh p, s-topolojisi ile birlikte herhangi bir f : (X,0) —(Y, o)
fonksiyonu verilsin. Eger f, h.h.s.b-siirekli bir fonksiyon ve (Y,c), semi regiiler uzay ise;
bu durumda f fonksiyonu, sh-stireklidir.

Ispat: xeX ve Xeofx olsun. Hipotez geregi, (Y,o) semi regiiler uzay oldugundan;
f(x)e(GNV) olacak sekilde bir GeRO(Y,0) vardir. f, h.h.s.b-siirekli bir fonksiyon
oldugundan; xeU ve f(U)cG olacak sekilde en az bir UeSB(X,p) vardir.
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4.2. Supra Strong B-¢ Acik Kiimeler

(Hatir, Keskin ve Noiri, 2003) ve (Hatir, Keskin ve Noiri, 2005) Ideal topolojik
uzaylarda strong B-¢ agik kiimeler kavrami ve Ozelliklerini incelemisler. Bu kisimda
topolojik uzaylardan daha zayif olan s-topolojide strong B-¢ agik kiimeler kavramini ve
bazi 6zelliklerini verecegiz. S-strong B-¢agik kiimeler kavramina ait 6zellikleri vermeden
once; tezde gerekli olacak olan ve literatiirde yeralan strong B-¢ agik kiimeler kavramini
ve Ozelliklerini hatirlayalim.

Tamm 4.2.1. (X,0,¢) ideal uzayi ile herhangi bir T < X kiimesi verilsin. Eger

(i) T cint(T") ise; T ye, ¢ -acik kiime (Monsef, Loshien, Nosef, 1992)

(i) T < cl(int(T")) ise; T ye, hemen hemen ¢-acik kiime (Monsef, Mahmoud, Nosef,
1999)

(iii) T c int(cl"(T)) ise; T ye, pre ¢ -agik kiime (Dontchev, 1996 )

(iv) T ccl” (int(T)) ise; T ye, semi g-acik kiime (Hatir ve Noiri, 2002)

(v) T < cl(int(cl’(T) ise; T ye, B-g-acik kiime (Hatir ve Noiri, 2002)

(vi) T cint(cl’(int(T)) ise; T ye, a-¢g-acik kiime (Hatir ve Noiri, 2002)

(vii) T < cl*(int(cl"(T))) ise; T ye, strong B-¢ acik kiime (Hatir, Keskin ve Noiri, 2003)
(viii) T < cI(int(T")) ise; T ye, hemen hemen ¢ -acik kiime (Hatir, Keskin ve Noiri,
2003) denir.

Acik kiimeler arasindaki iliskileri asagidaki 6nerme ile verdiler.

Onerme 4.2.2. (X,0,¢) ideal uzay: ile herhangi bir T < X kiimesi verildiginde; asagidaki
ozellikler gecerlidir:

Q) Eger Tepg (X,0) ise; TesPg (X,0).

(i)  Eger TesPg (X,0) ise; TePg (X,0).

(iii)  Eger Tefg (X,0) ise; TepO(X,0).

(iv)  Eger Tesg(X,0) ise; Te sPg(X,0,9).

Ispat: (i) Te pg (X,0) olsun. O halde; T int(cl(T)) saglanir. Her Tc X igin, int(T) T
ve T < cl’(T) gegerli oldugundan; T < int(cl(T)) < cl(int(cl’(T))) ve T <
cl*(int(cl™(T))) elde edilir. Bu ise, TesBg (X,0) oldugunu gosterir.

(i) Te sPg(X,0) olsun. O halde; T< cl”( int(cl”(T))) saglanir. Diger taraftan; her T X
i¢in, cl*(T) < cl(T) gegerli oldugundan; T < cl*(int(cl"(T))) < cl(int(cl’(T))) saglanir ve
boylece T cl(int(cl(T))) elde edilir. Bu ise; Tepg (X,0) oldugunu gosterir.

(iii) Te B¢ (X,0) olsun. O halde; T < cl( int(cl’(T))) saglanir. Diger taraftan; her Tc X
icin, cI”(T) < cl(T) gegerli oldugundan; T < cl( int(cl"(T))) < cl(int(cl(T)) elde edilir.
Boylece T < cl(int(cl(T)) saglanir ve TeBO(X,0) elde edilir.
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(iv) Te s¢ (X,0) olsun. O halde; T < clI”(int(T)) gegerlidir. Ayrica; her Tc X icin, T <
cl” (T) saglandigindan; T < cl”(int(T)) < CI"(int(cl*(T))) ve dolayistyla T — cl*(int(cl"(T))
elde edilir. Bu ise; Tespg (X,0) oldugunu gosterir.

Onerme 4.2.3. (X,0,0) ideal uzaymdaki herhangi bir T < X kiimesi i¢in, asagidaki
Ozellikler gecerlidir:

(i) Eger T, ¢-acik ise; T, hemen hemen strong g-acik kiimedir.

(if) Eger T, hemen hemen strong ¢ -acik ise; T, hemen hemen g-acik kiimedir.

(iii) Eger T, hemen hemen strong ¢ -acik ise; T, strong B-¢ -agik kiimedir.

Ispat: (i) Tc X, herhangi bir ¢-acik bir kiime olsun. O halde; T  int(T") gegerlidir. Her
Tc X igin, T < cl” (T) saglandigindan; T < int(T") < cl(int(T")) ve T < cl”(int(T")) elde
edilir. Bu ise; T < X kiimesinin hemen hemen strong g-acik oldugunu gosterir.

(i) Tc X, herhangi bir hemen hemen strong ¢ -agik bir kiime olsun. O halde; T <
cl*(int(T")) saglanir. Her T < X igin, cl"(T) c cI(T) gegerli oldugundan; T — cl”(int(T"))
c cl(int(T")) elde edilir. Béylece T < X kiimesi, hemen hemen ¢ -aciktir.

(iii) T< X, herhangi bir hemen hemen strong ¢ -acik bir kiime olsun. O halde; T <
cl*(int(T")) saglanir. Ayrica; her T < X igin, cI”(T) = (T U T") seklindeki cl” kapanis
operatdrii tanimi geregi; birlesim islemi tanimu ile birlikte T < cl(T), int(T") < int(cl"(T))
ve dolaysiyla cl(int(T")) < cl(int(cl”(T))) saglanir. Sonug olarak; T < cl™(int(T"))
ccl(intcl(T))) ve T ccl*(int(cl”(T))) elde edilir. O halde; T < X kiimesi, strong -
¢ aciktir.

Ornek 4.2.4. (Hatir, Keskin ve Noiri, 2005) (R,0) alisilmis uzayi ile R reel sayilar
kiimesi iizerinde tanimli herhangi bir ¢ ideali verilsin. Q rasyonel sayilar kiimesi, pre-¢
acik olmasina ragmen; semi agik degildir.

Ornek 4.2.5. (Keskin ve Noiri, 2005) X = {k,I,m,n} kiimesi ile birlikte iizerinde
tanimlanan 0 = {X,J,{k},{m}{k,m}} topolojisi ve ¢ = {J,{k}} ideali verilsin. Bu
durumda elde edilen (X,0,¢) ideal uzayinda; T = {m,n} < X kiimesi, semi-gagik olmasina
ragmen; pre-g agik degildr. T = {mn} < X kimesi igin,
cl*(int(T)) = cl"({m}) ={m}uo{m}) ={l,mn} ve dolayisiyla
T ={m,n} < {I,m,n} = cI"(int(T)) oldugundan; sonug olarak T < cl”(int(T)) elde edilir ki;
bu ise T = {m,n} < X kiimesinin semi ¢-acik oldugunu gosterir. Ancak; T~ = {I,m,n},
cl’(T) =T u T ={b,c,d} ve int(cl"(T))={c} oldugundan; T = {m,n} int(cl"(T)) saglanr.
O halde; T = {m,n} < X kiimesi, pre ¢ -acik degildir.

Ornek 4.2.6. (Hatir, Keskin ve Noiri, 2005) X={k,I,m,n}, 6={X,@ {n}.{k.m},{k,m,n}}
ve ¢={,{m},{n},{m,n}} olmak iizere; (X,0,c) ideal topolojik uzayi ile
birlikte T = {l,n} < X verilsin. T < X kiimesi, semi agik olmasina ragmen; strong -g acik
degildir. Gergekten; T = {l,n}, int(T) = {n} ve cl(int(T)) = {I,n} = T < T oldugundan; T,
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semi acik kiimedir. Ancak; T = {I,n} ve T" = {I} oldugundan; cI"(T) = T U T = {I,n} ve
dolayisiyla int( cI”(T)) = {n} elde edilir. Ayrica {n}e¢oldugundan; ({n})"= @ ile birlikte
[intcl"(M]” = {n})" = @ gecerlidir. O halde; cl(int(cl*(T))) = int(cl (T)) v
[int(cl"(T))]"={n} U & = {n} ve {I,n}z{n} ile birlikte T= {I,n}z{n}=cl*(int(cl"(T))) elde
edilir. Bu ise; T < X kiimesinin strong -¢ acik olmadigini gosterir.

Ornek 4.2.7. (Hatir, Keskin ve Noiri, 2005) X = {klmn} 6 =
{X,3,{n} {km},{k,m,n}} ve ¢={G {m} {n},{m,n}} olacak sekilde (X,0,c) ideal
topolojik uzayr ile T = {k,m,n} < X kiimesi verilsin. T kiimesi, pre ¢ -acik olmasina
ragmen; hemen hemen ¢ -acik degildir. T = {k,m,n} < X kiimesi icin T" = {k,I,m},
int(T") = {k,m} ve cl(int(T")) = {k,I,m} gecerlidir. Dolayisiyla; T = {k,m,n}z{k,I,m} =
cl(int(T")) elde edilir. Bu, T = {k,m,n} — X kiimesinin hemen hemen ¢ -a¢ik olmadigini
gosterir.

Ornek 4.2.8. (Hatir, Keskin ve Noiri, 2005) X = {klmn}, 6 =
{X,3 {n} {km} {k,m,n}} ve ¢ = {D,{m}{n},{m,n}} ile birlikte (X,0, ¢) ideal
topolojik uzayi verilsin. Bu durumda; T = {k,I} < X kiimesi, hemen hemen strong g-acik
olmasina ragmen; pre g-acik degildir. T kiimesi i¢in, T = {k,I,m} ve int(T") = {k,m}
oldugundan; cl*(T) = T U T = {kI,m} elde edilir. Ayrica int(cl"(T)) = {k,m} ve
(int(cl"(T)))" = {k,I,m} oldugundan; cl” kapanis operatorii tammindan cl”(int(cl”(T))) =
int(cl™(T)) u(int(cl™(T)))" = {k,m}u{k,I,m}={k,I,m} yani; cI"(int(cl"(T))) ={k,l,m} elde
edilir. Boylece Tc cl*(int(cl(T))) saglanir ve bu da, T = {k,I} < X kiimesinin hemen
hemen strong ¢ -a¢ik oldugunu gosterir. Diger taraftan; {k,1}< {k,m} olup, bu durumda
T ¢ int( cl(T)) saglanir. O halde; T = {k,I}< X kiimesi, pre ¢ -agik degildir.

Ornek4.2.9. (Hatir, Keskin ve Noiri, 2005) X={a,b,c.d,e} kiimesi ile iizerinde tanimlanan
0={X,J {a}{c}.{a,c}.{a,b},{ab,c}} topolojisi ve ¢ ={J,{a} {b},{a,b}} ideali verilsin.
Bu durumda elde edilen (X,6, ¢) ideal uzayinda T = {a,d,e} < X kiimesi, hemen hemen ¢
-acik olmasina ragmen; strong B-¢ -acik degildir. T = {a,d,e} < X kiimesi igin,
T ={a,b,d,e} ve int(T") = {a,b} oldugundan; sonugta cl(int(T")) = cl({a,b}) = {a,b,d,e}
elde edilir. Dolayisiyla T = {a,d,e} = {a,b,d,e} = cl(int(T")) saglanir ki; buda T = {a,d,e}
c X kiimesinin hemen hemen ¢-agik oldugunu gosterir. Diger taraftan int(T") = {a,b}e¢
oldugundan; (int(T"))" = @ ve cl(int(T")) = int(T") u (int(T"))" = int(T" ) = {a,b} yani;
cl*(int(T")) = {a,b} elde edilir. T"={a,b,d,e} ve cl’(T) =T U T ={a,b,d,e} oldugundan;
int(cl”(T)) = {a,b} = int(T") ve dolayisiyla cI"(int(cl"(T))) = cI"(int(T")) = {a,b} gecerlidir.
Ancak; {a,d,e} « {a,b} olup, bu durumda; T = {a,d,e} & {a,b} = cl*(int(cl"(T))) yani, T
& cl*(int(cl”(T))) elde edilir. O halde; T = {a,d,e} kiimesi, strong B-¢ -acik degildir.

Ideal uzayda inceledigimiz strong B-¢ a1k kiimeleri ideal s-uzaya tasiyalim.

Tamim 4.2.10. (X,p, ¢) ideal s-uzay ile birlikte herhangi bir T < X kiimesi verilsin. Eger
(i) T < clP” (inte (cIP™ (T))) ise; T ye, s-strong p-¢ -acik kiime,
(i) T ccl, (int, (T7)) ise; T ye, hemen hemen s-¢ -acik kiime denir.
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(X,p,¢ ) ideal s-uzayindaki tiim s-strong B-g-acik kiimeler ve hemen hemen s-g-agik
kiimeler ailesi, sirasiyla; ssPg (X,p) ve assg (X,p) seklinde gosterilir.

Onerme 4.2.13. (X,p, ¢) ideal s-uzayi ile birlikte herhangi bir T < X kiimesi verilsin.
Eger T kiimesi, s- pre-¢ acik ise; T ayn1 zamanda S-strong B-g -agiktir.

Ispat: TcX kiimesi, s-pre -¢-acik olsun. O halde; T < (int° (cI°*(T))) saglamir. Her TcX
icin, Tc clP™(T) gegerli oldugundan; int (cIP*(T)) < clP*(intP (cIP” (T))) ve dogal olarak,
Tc intP (cIP*(T)) < clP”(inte (clP™ (T))) yani; T< clP*(int? (cIP” (T))) elde edilir. Bu ise; T
nin

s- strong B-¢ -acik bir kiime oldugunu gosterir.

Onermenin tersinin genelde dogru olmadigini bir drnekle gdsterelim.

Ornek 4.2.14. X={a,b,c,d} kiimesi, p={X,,{a},{b}.{a,b}.{a,b,c}} s-topolojisi ve ¢
={J,{a}} ideali ile birlikte elde edilen ideal s-uzay1 verilsin. T = {b,c} < X kiimesi, s-
strong B-¢ -acik olmasina ragmen; s-pre -¢ -acik degildir. Gergekten; T = {b,c} < X
kiimesi ele alindiginda,

cl?” (inte (cl”"({b,c })))= cl’” (int* ({b,c,d}))= cl?*({b})={b,c,d} bulunur. Boylece T
kiimesi, T< cl?” (int (clP” (T))) bagmtisini saglar yani; T, s-strong B-¢ -acik bir kiimedir.
Diger taraftan;

int? (clP” ({b,c}))) = (int? ({b,c,d}))={b} ve T = {b,c} « {b} = int?(cl" (T)) ) oldugundan;
T ={b,c} < X, s-pre -¢ acik bir kiime degildir.

Onerme 4.2.15. (X,p, ¢) ideal s-uzayi ile birlikte herhangi bir T < X kiimesi verilsin.
Eger T kiimesi, s-strong B-¢ acik kiime ise; T ayn1 zamanda s-B-¢ -agiktir.

Ispat: TcX kiimesi, s-strong B-¢ -acik olsun. O halde; T < clP” (int° (cIP” (T))) saglanr.
Her TcX icin, cl?*(T) < clP(T) gegerli oldugundan; cl?”(int? (clP*(T))) < cl? (inte (cIP*(T)))
ve dolayistyla T < clP*(intP (cl?"(T))) < cl® (int° (cIP*(T))) yani; T < cl® (int? (cl°™(T))) elde
edilir. Bu ise; T nin s-strong B-¢ -a¢ik bir kiime oldugunu gosterir.

Onermenin tersinin dogru olmadigini bir érnekle gosterelim.

Ornek 4.2.16. (X,p, ¢) ideal s-uzay1 X={ab,c,d}, p={X,2{a}.{b}.{a,b}} ve ¢
={J,{a}} seklinde verilsin. Bu uzaydaki T = {a,c}, s-p-¢ acik kiime olmasina ragmen;
s-strong B-¢-acik bir kiime degildir. Gergekten; cl® (inte (cl?"({a,c}))) = cl® (int° ({a,c,d})
= clr({a}) = {a,c,d} olup, bu durumda T = {a,c} c cl® (int* (clI’"({a,c}))) = cl? (int
(cIP*(T))) ve dolayisiyla T c cl? (int? (cIP*(T))) elde edilir. Bu ise; T = {a,c}=X
kiimesinin s-B-¢-agik oldugunu gosterir. Ancak clP*(int (cl?*({a,c}))) = cl?” (int° ({a,c,d})
= cl?” ({a})={a} oldugundan; bu durumda T = {a,c} ¢ {a} = cl’(int* (clI’"({a,c}))) =
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clP*(int? (cIP*(T))) yani, T & clP*(inte (cIP*(T))) saglanir. Béylece T = {a,c} kiimesinin S-
strong B-¢ a¢ik olmadigi elde edilir.

Onerme 4.2.17. (X,p, ¢) ideal s-uzayi ile birlikte herhangi bir T < X kiimesi verilsin.
Eger T kiimesi, s-pB-g-acik kiime ise; T ayn1 zamanda s-B-agiktir.

Ispat: TcX kiimesi, s-B-g-acik olsun. O halde; T < clP(int (cl?” (T))) saglanir. Her T&X
icin, clP"(T) < cIP(T) gecerli oldugundan; cle(int® (cIP*(T))) < clp (int® (cI?(T))) ve
dolayistyla T < clr(inte (cIP*(T))) < cl? (intP (cIP(T))) yani; T < cl? (int? (cI°(T))) elde
edilir. Bu ise; T nin s-B-acik bir kiime oldugunu gosterir.

Onermenin tersinin dogru olmadigin1 bir drnekle gdsterelim.

Ornek 4.2.18. X={ab,c,d} kiimesi, p={X,& {a,b},{a,b,c},{c,d}} s-topolojisi ve ¢
={J,{a}} ideali ile birlikte elde edilen ideal s-uzay: verilsin. Bu uzaydaki T={a,d}
kiimesi, S-B-acik olmasina ragmen; S-p-¢-acik degildir. T igin, cl? (int®(cl? ({a,d})))=cl?
(int? (X))=cl? (X)=X oldugundan; T < cI? (int® (cI°” (T))) elde edilir. Bu ise; T nin s- B-¢
acik kiime oldugunu gésterir. Ancak, cl® (inte (cl?*({a,d}))) = cl? (int° ({a,d}) = cI?* (D) =
& ve {a,d}z & olup, bu durumda T = {a,d}z @ = cl? (int° (cl?"({a,d}))) = cl? (int
(clP*(T))) elde edilir. O halde; T,

s-B-¢ -a¢ik bir kiime degildir.

Onerme 4.2.19. (X,p, ¢) ideal s-uzay1 ile birlikte herhangi bir T < X kiimesi verilsin.
Eger T kiimesi, S-semi-¢ -a¢ik kiime ise; T ayn1 zamanda S-strong [-¢ -agiktir.

Ispat: TcX kiimesi, s-semi-¢ -agik olsun. O halde; T < cl?” (intP (T))saglamir. Her TcX
i¢in, T  clP"(T) gecerli oldugundan; clP” (int? (T)) < clIP” (intP (cIP” (T))) ve dogal olarak
T cclP” (inte (T)) < clP” (inte (clP” (T))) yani; T < clP” (intP (¢l (T))) elde edilir. Bu ise;
T nin s-strong B-¢ acik bir kiime oldugunu gosterir.

Onermenin tersinin dogru olmadigin bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 4.2.20. X={a,b,c,d} kiimesi, p={X,,{a,b},{c,d}} s-topolojisi ve ¢ ={@{c}}
ideali ile birlikte elde edilen ideal s-uzay:1 verilsin. T={a} kiimesi, s-pB-a¢ik olmasina
ragmen; s-B-¢-acik degildir. cl?” (inte (clP*({a}))) = cl°” (int? ({a,b}) = cl*({a,b}) = {a,b}
oldugundan; kolaylikla T ={a} < cI°” (int° (cI?"({a})))= cl®” (int® (cIP*(T))) yani, T clP*
(intP (clP” (T))) elde edilir. Bu ise; T nin s-B-acik bir kiime oldugunu gosterir. Ancak, ¢l
(int ({a})) = cIP* (D) = & ve {a} « @ oldugundan; T={a}z & = cl?” (int* ({a})) = cI°”
(int? (T)) yani; T clP” (int? (T)) elde edilir. Bdylece T, s-semi-¢ -agik bir kiime degildir.

Onerme 4.2.21. (X,p, ¢) ideal s-uzay: ile birlikte herhangi bir T < X kiimesi verilsin.
Eger T kiimesi, S-¢ -acik kiime ise; T ayn1 zamanda hemen hemen s-strong ¢ -agiktir.
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Ispat: TcX kiimesi, s- ¢ agik olsun. O halde; T(int® (T")) saglanir. Her TcX igin, T <
clP*(T) gegerli oldugundan; int? (T7)) < clP*(int? (T7)) ve T < (int° (T7)) < clP*(intP (T7))
elde edilir. Boylece T clP*(intP (T7)) saglanir ki; bu, T nin hemen hemen s-strong-¢ agik
kiime oldugunu gosterir.

Onermenin tersinin dogru olmadigin1 bir drnekle gdsterelim.

Ornek 4.2.22. X={a,b,c,d} kiimesi, p={X,,{a},{b}.{a,b}} s-topolojisi ve ¢ ={ {a}}
ideali ile birlikte elde edilen ideal s-uzay1 verilsin. T={b,c}, hemen hemen s-strong-¢ acik
bir kiime olmasina ragmen; s-g-acik bir kiime degildir. Gergekten; T={b,c} =X i¢in, cl?”
(int ({b,c}))= clP”* (int> ({b,c,d})= cl’"{b})={b,c,d} ve T={b,c} c{b,c,d}= cl** (int*
(T)) oldugundan;  Tc clP” (int° (T")) elde edilir. Bu ise; T nin hemen hemen s-strong-
¢ acik bir kiime oldugunu gosterir. Ancak, (int* (T7)) =(int* ({b,c})) ={b} ve
T={b,c}z{b}=(int* (T7)) yani; Te(int® (T")) elde edilir. O halde; T, s-¢ -acik bir kiime
degildir.

Onerme 4.2.23. (X,p, ¢) ideal s-uzay: ile birlikte herhangi bir T < X kiimesi verilsin.
Eger T, hemen hemen s-strong ¢ -acik bir kiime ise; T ayn1 zamanda hemen hemen s-¢
acgik kiimedir.

Ispat: TcX kiimesi, hemen hemen s-strong-¢ acik olsun. O halde; T< ¢l (int° (T))
saglanir. Her TX igin, clP”(T) <cl(T)gegerli oldugundan; cl®”(int? (T7)) < cl? (int? (T7))
ve dolayistyla T clP*(intP (T7)) < clP (intP (T7)) elde edilir. Béylece T< cle(int? (T7))
saglanir ki; bu, T nin hemen hemen s-¢ -acik kiime oldugunu gosterir.

Onermenin tersinin dogru olmadigini bir drnekle gosterelim.

Ornek 4.2.24. X={k,,mn}kiimesi, p={X,Z {I}.{k,|,m}{l,m}} s-topolojisi ve ¢
={{1}} ideali ile birlikte elde edilen ideal s-uzay1 verilsin. T={k,I}, hemen hemen s-
strong-¢ agik bir kilme olmasina ragmen; s-g-ac¢ik bir kiime degildir. Gergekten; T =
{k,I}=X kiimesi igin, cl® (int* ({k,I1}") = cl? (int* ({k,n})) = cl? (({I,m})) ={k,I,n}
oldugundan; Tc cl?*(int° T7)) elde edilir. O halde; T, hemen hemen s-¢ acik kiimedir.
clP*(intP(T7))= clP*({I,m})= {m,n} ve {k,I} ¢ {m,n} oldugundan; T & cl?*(int° T")) elde
edilir. Boylece; T, hemen hemen s-strong-g acik bir kiime degildir.

Onerme 4.2.25. (X,p, ¢) ideal s-uzay1 ile birlikte herhangi bir T < X kiimesi verilsin.
Eger T, hemen hemen s-strong ¢ -agik bir kiime ise; T ayn1 zamanda S-strong p-¢ agik
kiimedir.

Ispat: TcX kiimesi, hemen hemen s-strong-¢ acik olsun. O halde; T< ¢l (int° (T7))
saglanir. Her TcX icin, T"c cl” (T) gegerli oldugundan; int® (T") < intP (cl?"(T) ve dogal
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olarak;  cl?*(int° (T7) ) < clP*(int® (clP” (T))) elde edilir. Sonug olarak; T clP*(int? (clP”
(T))) saglanir ki; bu, T nin s-strong B-¢ agik kiime oldugunu gosterir.

Onermenin tersinin dogru olmadigini bir érnekle gosterelim.

Ornek 4.2.26. X={k,I,m,n}kiimesi, p={X,2 {k,1}{k},{m},{km}.{k,|,m}} s-topolojisi
ve ¢={,{k}} ideali ile birlikte elde edilen ideal s-uzay1 verilsin. T={k,m}, s-strong
B-¢ agik bir kiime olmasina ragmen; hemen hemen s-strong- ¢ agik kiime degildir.
Gergekten; T={k,m}c=X igin,
clP(inte(clP* ({k,mP))=clP*(intr({k,m,nP=clP*"({k.mP={k,m,n} ve {km}c{k,m,n}
gecerli oldugundan; T< clP*(intP(clP*(T))) elde edilir. Bu ise; T nin, s-strong B-¢ acik bir
kiime oldugunu  gosterir. ¢l (intP(T")=cl?*(int({k,m}")=cl?*(int/({m,n}))=clr
{m,nP)={m,n} ve {km} & {m,n} oldugundan; T cl?"(int* (T")) elde edilir. Boylece; T,
hemen hemen s-strong- ¢ acik bir kiime degildir.
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5. SONUC VE ONERILER
5.1. Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda; dncelikle (Keskin ve Noiri, 2009) tarafindan verilen hemen
hemen b-siireklilik kavramini supra topolojik uzaylara aktaracagiz. Supra topolojik
uzaylar, topolojik uzaylarin bir genellemesi oldugundan; iki uzayda so6z konusu
stirekliligin benzer ve farkli o6zelliklerini elde ettik. Daha sonra ise; ideal topolojik
uzaylardaki strong B-g-acik kiimeler (Hatir, Keskin ve Noiri, 2003) ve (Hatir, Keskin ve
Noiri, 2005) kavramini, ideal supra topolojik uzaylara genellestirilip, hangi 6zellikleri
saglayip saglamadigin arastirdik.

5.2.Oneriler

Calismamizda hemen hemen supra b-stirekli fonksiyonlarda hemen hemen supra b-
acik kiime kavrami tanitildi, diger acik kiimelerle iliskileri verildi. Bu kavram yardimiyla;
hemen hemen supra b-siirekli fonksiyon kavrami tanitildi ve diger siirekli fonksiyonlarla
iligkileri verildi. Bu ozellikler kullanilarak; hemen hemen b-siirekli fonksiyonlarda
baglantililik, kompaktlik ve ayirma aksiyomlar1 gibi konular {lizerinde calisildi. Daha
sonra supra strong -c-acik kiimeler kavrami ve diger kiimeler ile iligkisi verildi.

Bu ozellikler kullanilarak supra strong B-c-acik kiimelerde siireklilik, kompaktlik,
baglantililk ve ayirma aksiyomlar1 gibi konular iizerinde ¢aligilabilir.
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