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OZET

SEZGISEL BULANIK NORMLU UZAYLARDA BAZI
TOPLANABILME METODLARI ICIN TAUBER TiP
TEOREMLER HAKKINDA

AKSIN, Sinem

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damgmani: Prof. Dr. Ibrahim CANAK

2024, 52 sayfa

Bu caligma esas olarak beg béliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, sezgisel bulanik normlu uzay ile iligkin 20. yiizyilin
baglarindan gilintimiize kadar uzanan yakin tarihi hakkinda bazi temel kav-
ramlara ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, sezgisel bulamk normlu uzayda Cesaro toplanabilme
metodu i¢in bazi Tauber tipi kosullar incelenmis ve bu kogullara iliskin bazi
sonuglar verilmigtir.

Uciincii boliimde, sezgisel bulanik normlu uzayda logaritmik toplana-
bilme metodu icin bazi Tauber tipi kogullar incelenmig ve bu kogullara iligkin
bazi sonuglar verilmistir. Ek olarak, sezgisel bulanik normlu uzayda Cesaro top-
lanabilme metodu ile logaritmik toplanabilme metodunun karsilastirilmasina
deginilmigtir.

Dordiincti boliimde, sezgisel bulanik normlu uzayda istatistiksel Cesaro
toplanabilme igin baz1 Tauber tipi kogullar incelenmis ve bu kogullara iligkin
baz1 sonuclar verilmistir.

Son boliimde, tez siiresince yapilan tiim calismalar oOzetlenmistir, bu
caligmalar neticesinde ortaya c¢ikan sonuglardan kisaca bahsedilmigtir.

Anahtar sozciikler: sezgisel bulanik normlu uzay, logaritmik toplanabilme,
Cesaro toplanabilme, istatistiksel yakinsaklik, Cesaro istatistiksel yakinsaklik, ista-

tistiksel yavag salinimhilik, Tauber teoremleri ve kosullari, yavag salinimlilik.
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ABSTRACT

ON TAUBERIAN THEOREMS FOR SOME SUMMABILITY
METHODS IN INTUITIONISTIC FUZZY NORMED SPACES

AKSIN, Sinem

MSc. in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ibrahim CANAK

2024, b2 pages

This thesis essentially consists of five chapters.

In the first chapter, some basic concepts and theorems about the
intionistic fuzzy normed space and its recent history from the beginning of
the 20th century to the present are given.

In the second chapter, some Tauberian type conditions for the Cesaro
summability method in intionistic fuzzy normed space are examined and some
results related to these conditions are given.

In the third chapter, some Tauberian conditions are examined and
some results related to these conditions are given for logarithmic summation
method in intionistic fuzzy normed space In addition, the comparison of Cesaro
summability method and logarithmic summation method in intionistic fuzzy
normed space is mentioned.

In the fourth chapter, some Tauberian conditions for statistical Cesaro
summability in intionistic fuzzy normed space are examined and some results
related to these conditions are given.

In the last section, all the studies carried out during the thesis are
summarized and the results of these studies are briefly mentioned.

Key words: intionistic fuzzy normed space, logarithmic summability, Cesaro
summability, statistical convergence, Cesaro statistical convergence, statistical slow

oscillation, Tauberian theorems and conditions, slow oscillation.
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1 GIRIS

1965’te Zadeh, klasik kiime teorisinin genellestirilmesi olarak bulanik
kiime teorisi kavramini tanitti. Bulanik kiime kavrami konusuna gore aragtirma-
cilar bu fikirden yararlanmiglardir. Son yillarda, bu teori ¢ok gesitli disip-
linlerdeki yazarlardan daha fazla ilgi gordii. Amag, bulamiklik kavramim
neredeyse tliim teknoloji ve bilimlerde teorikten pratige farkli bir duruma sahip
bireysel ¢aligmalara uygulamaktir. Arastirmacilar, oriintii tanima, yapay zeka,
bilgisayar bilimi, finans, karar teorisi ve borsa, niikleer bilim, tarim, cografya,
biyotip, istatistik vb. alanlarda bu teorinin gesitli ve sayisiz uygulamalarin
elde ettiler. Saf matematikte, gesitli yazarlar bulanikligi genig bir uygulama
yelpazesinde kullanmiglardir. Matloka (1986), bir bulanik gercek sayilar di-
zisinin adi yakinsakligi kavramini baglatti ve bulanik sayilarin yakinsak ve
simurh dizilerini ve bazi 6zelliklerini inceledi. Nanda (1989), bu diziler igin
bazi temel seyleri arastirdi ve bulanik gercgek sayilarin tiim yakinsak dizilerinin
tam bir metrik uzay olugturdugunu gosterdi. Dahasi, Nuray ve Savag (1995),
bulanik gercek sayilar dizisinin yakinsaklik kavramini, istatistiksel yakinsaklik
kavramina genisletti. Sezgisel bulanik kiimelerin ardindan, Park (2004) sezgisel
bulanik metrigi tanmitt1 ve Saadati ve Park (2006), sezgisel bulanik norm (kisaca
IFN) uzaylar1 kavramini daha fazla analiz etti. 2008 yilinda Lael ve Nourouzi
sezgisel bulanik norm uzayini tanimlamig ve bazi temel teoremleri incelemistir
(Lael ve Nourouzi, 2008). Esi ve Agikgoz (2014), bulanmk sayilarin neredeyse
A-istatistiksel yakinsamasim analiz etti. Savag (2000), bulanik sayilarin dizisi
tizerinde ¢aligmigtir. Alaba ve Norahun (2019), sézde tiimlenmis yar1 kafeslerin
bulanik ideallerini ve bulanik filtrelerini inceledi. Bunlara ek olarak, IFN
uzaylarindaki diziler i¢in istatistiksel yakinsama tanimlanmig ve bazi 6énemli

sonuglar elde edilmistir Karakug (2018).



2 TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tanim 2.1. (Lael and Nourouzi, 2008) Eger V bir reel vektor uzayr ve p, v
her x,y € V wve s,t € R i¢in asagqidaki kosullar: saglayan V' x R de bulanik

kimeler ise (V, u,v) sezgisel bulanik normlu uzay olarak adlandirir:

(a) Her pozitif olmayan s reel sayst igin p(zx,s) = 0,

(b) Her s € R d¢in p(xz,s) = 1 kosulunun gerceklenmesi igin gerek yeter
kosul x = 0 olmasidar,

(¢c) Her s € RT ve ¢ # 0 igin p(cx,s) = p (:c, ﬁ),

(d) Wz +y,s+t) >min{u(,s), u(y, 1)},

(e) limg_,oo pu(z, s) =1 ve limg_,o pu(z, s) = 0,

(f) Her negatif olmayan s reel sayst i¢in v(z,s) =1,

(g) Her s € RT icin v(z,s) = 0 kosulunun gerceklenmesi i¢in gerek ve yeter

kosul x = 0 olmasidar,
(h) Her s € RY ve ¢ # 0 igin v(cx,s) =v (x, ﬁ),
(i) max{v(z,s),v(y,t)} > v(z+y,s+t),
() im0 v(x,8) = 0 ve limg o v(z,s) = 1.
Ornek 2.1. (V,|| - ||) bir normlu uzay olsun ve asagidaki sekilde tansmlanan
Lo, Vo V X R de bulanik kimeler olsun:

s [l

—— egers >0, , eger s >0,

vl s) = 4 5+ Tl ve volus) = 4 5+ ul
0, eger s < 0 1, eger s < 0.
(2.1)

O halde (p1,v) bulanik normdur.

Teorem 2.1. (Lael and Nourouzi, |2008) (V, u,v) bir sezgisel bulanik normlu

uzay olsun.

Her s >0 i¢in pu(x,s) >0 ise x =0



kosulunun gerceklendigini varsayalim. o € (0,1) i¢in ||z||, = inf{s > 0 :
w(x,s) > a ve v(z,s) < 1—a} olarak tanimlansin. O halde {||z||, : @ € (0,1)},
V' dzerinde bir artan norm ailesidir. Dolayisiyla bu normlar V tuzerinde
(V,u,v) sezgisel bulanik normlu wuzayina karsibk gelen V dizerindeki o —

normlar olarak adlandirilir.

Tanim 2.2. (Lael and Nourouzi, |2008) (x,,) dizisi (V,u,v) sezgisel bulanik
normlu uzayinda bir dizi olsun ve m € V sonlu olsun. Her bir s > 0 wve

e € (0,1) igin,
Ty, —x,8) >1—cvev(x, —x,s) <e , her m>my

kosulunu saglayan bir mg € N varsa, (z,,) dizisinin x € V' degerine yakinsak

oldugu soylenir ve x,, — x ile gosterilir.

Tanim 2.3. (x,,) dizisi (V,p,v) sezgisel bulanik normlu uzayinda bir dizi

olsun. Her bir s > 0 ve ¢ € (0,1) igin,
w(zk — Tm,s) >1—¢ ve v(zg —pm,s) <e , k,m>mg

kosulunu saglayan bir mg € N warsa, (z,,) dizisi bir Cauchy dizisi olarak

adlandurilur.

Tanim 2.4. (x,,) dizisi (V,p,v) sezgisel bulanik normlu uzayinda bir dizi

olsun. s > 0 ve p € N ig¢in,

Im g (Tmip — Tm,s) =1 ve lm v (2pqp — Tp,s) =0
m—0o0 m—0o0

kosulu gercekleniyorsa bir (z,,) dizisi bir G-Cauchy dizisidir.
Bu tanwmlardan hareketle, limy, o0 pt (Tmi1 — Tm, $) = 1 ve limy, oo V (Tppg1—

T, 8) = 0 ifadelerine denktir.

Her yakinsak dizinin bir Cauchy dizisi ve her Cauchy dizisinin bir sezgisel
bulanik normlu uzayinda G-Cauchy dir.
Bir sonraki tanimda, sezgisel bulanik normlu uzayda simirlilik ve g-smirlilik

kavramlar: verilecektir.



Tanim 2.5. (Efe and Alacad, |2007) (V, u, v) uzayr bir sezgisel bulanik normlu

uzay ve A kumesi ,V kiimesinin herhangi bir alt kumesi olsun.

(i) Her x € A i¢in p(x,s0) > 1 —1r vev(x,s9) <r kosullarna saglayacak
sekilde birr € (0,1) ve so > 0 varsa, A kiimesinin sinirly oldugu séylenir.
(i)
0a(s) = nf{u(z, ) : 7 € A},
Ya(s) =sup{v(z,s):xz € A}
seklinde tanimlanan ¢ (s) ve 4(s) kiimeleri i¢in, lim oo ¢4(s) = 1 ve

limg oo ¥ a(s) = 0 ise A kiimesi q-simirly olarak adlanduriler.

Bir (z,,) dizisi (V,p,v) sezgisel bulanik normlu uzayinda siirl olmasy igin
gerek wve yeter kosul her pozitif m tam sayisy i¢in p(Tm,,S0) > 1 — 1 wve
V(Zm, So) < 1 olacak sekilde dyle bir sg > 0 ve r € (0,1) bulunmasidir ve
q-simarly olmast i¢in gerek ve yeter kosul

lim inf u(z,,s) =1 ve lim sup v (x,,,s) =0 (2.2)

s—o00 meN 5—=00 ;meN

kosullarinin gerceklenmesidir.



3 Sezgisel Bulanik Normlu Uzayinda Cesaro
Toplanabilme Metodu

Simdi sezgisel bulanik normlu uzayda, Cesaro metodu ve bu metoda

iliskin Tauber tipi teoremleri verecegiz.

Tamim 3.1. (Talo and Yavuz, |2021) (z,), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu

uzayinda bir dizi olsun. (x,,) dizisinin aritmetik ortalamas,

1 m
k=0
olarak tanimlanir. Eger
nll_rgo Om =0 (3.2)

ise o zaman (x,,) dizisinin sonlu bir a degerine Cesaro toplanabilir oldugu

soylenir.

Cesaro toplanabilme metodunun sezgisel bulanik normlu uzayinda regiiler

oldugunu gosterelim.

Teorem 3.1. (Talo and Yavuz, |2021) (x.,), (V,u,v) sezgisel bulanik normiu
uzayinda bir dizi olsun. Eger (z,,) dizisi sonlu bir a € V' degerine yakinsiyorsa,

0 halde (x,,) dizisi a degerine Cesaro toplanabilirdir.

Kanat. (z,,), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu uzaymnda bir dizi ve (z,)
dizisinin a € V ye yakinsak oldugunu varsayalim ve s > 0 sabit olsun. O
zaman, verilen € > 0 igin,

e m > mg icin p(z, —1,5) >1—¢ ve v(x, —I,3) < e olacak sekilde bir

mg € N degeri vardir.
e m > my igin,

v (Zo(xk -1, @) <e

k=0
olacak gekilde bir m; € N degeri vardir.



Buradan yola ¢ikilarak, m > m; degeri i¢in,

, Zmo (m+1)s
it (ko(xk - 2
ve
_ s (m+1)s
] Y A S
A (Z =07

limitine ulagilir.

O halde, m > max{mg, m,} olmak iizere,

1 m
g (m—HZxk - “)
k=0
.
= — xp—1),s
a m+1 - s
= | D (e —1),(m+ 1)5>
k=0
mo m
(m+1)s (m+1)s
k=0 k=mo+1
, e m+1)s - m+1)s
me{u S (-0, Y ,u< > (a1, 2D
k=0 k=mgo+1
. o m+1)s “ m — mg)s
me{u S (-0, Y ,u( > (o p), P
k=0 k=mgo+1
_ o m+1 s S
2 min {/vb Z(‘rk—l)a ( 2 ) 7N<xmo+175)7”(mm0+27§)7“-7
k=0
s
wlond, )}
>1—c¢
elde edilir ve benzer bir siireg izlenerek,
1 m
14 (m—H Zxk — l, S)
— m+ 1)s s s
< max < v Z (xp = 1), ———— | . v(Tmg+1, 5),V(l’m0+2, 5),
k=0

S

2

m_la

)

<e€



bulunur. Sonug olarak, (x,,) dizisi bir a degerine Cesaro toplanabilirdir. ]
Fakat bu onermenin tersi dogru degildir. Bir ornek ile aciklayalim.

Ornek 3.1. (Talo and Yavuz, |2021) (R, po, o) uzayr sezgisel bulanik norm
uzayn olmak dizere, bu wuzaya ait bir (xn,) dizisi (xn,) = ((—1)™") olarak

tanamlansin. O halde (0a,,) dizisinin limiti incelenirse,

I ( ) i 1
m Oom,S) = lim — , 8
m—)oouo 2 m—>oo'u0 2m + 1
) s
B
T om 1

I ( ) ! 1
im vy(oom,s) = lim vy | — , S
m—o00 0\~2 m—oo 0 2m + 1

= pm 2t g
m—00 1 n
— S
‘ 2m+1‘

elde edilir. Buradan yola gikilarak, (o9,,) dizisi 0 degerine yakinsar. Diger

taraftan, (og,,41) dizisinin limiti incelenirse,

S
limy, o0 mt1,8) = li 0,s) = li =1,
Mmoo o (Tami1,8) = iy pol0:9) = 0550

0

=0

limy, oo o (U2m+17 S) = Til_lpoo VO(O, 5) = n}l_I}Cl)O 0+ s

elde edilir. O halde (09,,41) dizisi 0 degerine yakinsar. O halde (z,,) dizisi
0 degerine Cesaro toplanabilirdir. Fakat (zo,) dizisi (-1) degerine ve (Z9;,+1)
dizisi 1 degerine yakinsadigi igin (x,,) dizisi yakinsak degildir. O halde (z2,,)

dizisi incelenirse,

lim fi (22 — (=1),8) = lim po(=1—(=1),5) = lim 1(0,s)
m—o0

m—0o0 m—0o0
— lim —— =1,
m—oo § + 0
lim vy (9, — (—1),s) = lim vo(—1—(—1),s) = lim 15(0,s)
m—0o0 m—0o0 m—r0o0
0

m—oo ) + §



elde edilir ve xg,, 1 dizisi incelenirse,

lim Ko (me-‘rl - ]-7S> = lim /'LO(]- - 17 S) = lim :U’O(Ou S)
m—00 m—00 m—00

m—>oo$—|—0—

Y

lim vy (xomi1 —1,8) = lim (1 —1,s) = lim 14(0, s)

m—0o0 m—00 m—0o0
. 0
= lim =0
m—oo () + s

elde edilir. Dolaysiyla (z,,) dizisi yakinsak degildir. Bu noktada bazi lemma-

lara ihtiya¢ duyulur.

Lemma 3.1. (Talo and Basar, |2018) (\), her A > 0 i¢in (\) = A— | \| olarak
tanimlansin. O zaman asagidaki kosullar saglanar:

(i) X > 1 saglamyorsa m > (X\)~' olmak tizere her bir m € N\{0} icin \,, > m
bulunur.

(1) 0 < A < 1 saglamyorsa A\,, = [Am] olmak idizere her bir m € N\{0} i¢in

Am < m bulunur.

Lemma 3.2. (Talo and Basar, |2018) Asagidaki kosullar saglanar:

(1) A > 1 ise her birm € N\ {0} i¢in m > (3X — 1)/A(A — 1) olmak tzere,
A Am +1 2\

)\—1<>\m—m<A—1' (3.3)
(ii) 0 < A < 1 ise her bir m € N\ {0} i¢in m > =" olmak dizere,
Am +1 2\
0< + < : (3.4)

m-—>N, 1—2A\

oldugu kolayca gorilir.
Simdi temel sonuglar1 verelim.

Teorem 3.2. (Talo and Yavuz, 2021) (x,,) dizisi sezgisel bulanik normlu
uzayinda bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi a € V degerine Cesaro toplanabilir
ise o halde (x,,) dizisinin a degerine yakinsak olmast icin gerek ve yeter kosul
her s > 0 degeri i¢in,

A
1 m
sup lim inf x4 (}\ - E (T — ), s) = (3.5)

m—00
A>1 m JR——




ve

>1 m—oo m jR—)

by
- 1 —
inf lim sup v (/\ - E (x) — ) ,5> =0 (3.6)

kosullarinin saglanmasidar.

Kanat. (z,,) dizisi (V, p, v) sezgisel bulanik normlu uzayida bir dizi ve a € V
degerine Cesaro toplanabilir olsun.
(Gereklilik) (z,,,) dizisi a degerine yakinsak olsun ve s > 0 sabit olsun. Lemma

yardimiyla herhangi keyfi bir A > 1 ve m > |\~ igin m € N\ {0} olmak

uzere,
Am 41 1 A
Ty — Om = )\m —m (U)\m — O'm) — )\nl——m k:;rl (ZE‘].C — Qfm) (37)

esitligi bulunur. Lemma [3.2| yardimiyla m > (3A — 1)/A(A — 1) olmak iizere,

Am + 1 s
H )\m_m(axm—am),S =u UAm—UWF

ve

Am + 1 s
v )\m_m(akm—am),s =v|ox, — Om, pvEs]

elde edilir. (o,,) dizisi bir Cauchy dizisi oldugu i¢in,

Am + 1
lim M()\ +m(0—)\m_0—m)73) =

m—ro0

m

ve

lim v
m—r00

Am + 1
( _'_ (O->\77L - O-m) ) S) = 07

m

1
denklemleri elde edilir. Dolayisiyla :\ m +

(On,, — Om) terimi 0 degerine
o

yakinsadigi bulunur. (3.7)) esitligi ve hipotezler géz 6niinde bulunurulursa,

Am

i 1
,i:f%w(A =T <xk—”m>’8):1

m k=m-+1
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ve

A
: 1 —
i (5 3 ) -0

k=m+1
sonucuna varilir. Dolayisiyla (3.5)) ve (3.6) kogullarinin saglandigi kanitlanir.
(Yeterlilik) (3.5) ve (3.6 kogullarmin saglandigini varsayalim ve s > 0 sabit

olsun. O zaman verilen € > 0 igin,

e m > my i¢in

A
1 = S
M(Am—m E (xk—$m),§>>1—5

k=m-+1
ve

A
1 = s
V()\m—m g (xk—xm),§)<6

k=m+1

olacak gekilde bir A > 1 ve my € N degeri vardir.

,%) >1—cvev (O‘m —a ﬁ) < ¢ olacak gekilde

om>mli(;in,u(am—a 05

bir m; € N degeri vardir.

Am + 1 : . w
° 5 i (on,, — 0m) ifadesi 0 degerine yakinsar. Buradan hareketle,
m— M
Am + 1
(2220 o D)1
ve

)\m+1( B )s -
v pu—— Trm —Om) s 3 €

kosullar1 saglanacak sekilde bir ms € N degeri vardir.
O halde m > min {mg, my, ms} olmak iizere,

pw(xm —a,s) =p(Tm — 0m + om — a, s)

A
Am +1 1 -
=M<>\mjm(axm—0m)—)\m—_m Z (l'k_xm)+0m_aa3)

k=m+1
. Am +1 s
me{u(/\ _m(axm—am),g),
1 o s S
u<>\m_mk§i_1(xk_xm)’§> 7M<0m_a7§>}
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ve

{ ()\m—i—l s)
v(x, —a,s) <maxqv — :

A, — M

V()\ml—m Zm (xk—xm),§> ,V(am—a,g)}

<€

elde edilir. Dolayisiyla, (x,,) dizisinin a degerine yakinsak oldugu gosterilmis

olur. O]

e 0 < A\ < 1 degeri i¢in de incelenirse,

Am + 1 1 =
Top, — O, = (am—a,\m)+m_)\m Z (xp — 1)
k=Am+1

esitligi elde edilir ve benzer bir siire¢ izlenerek yapilabilir.
Teorem 3.3. (Talo and Yavuz, |2021) (x.,), (V,p,v) sezgisel bulanik normiu

uzaywnda bir dizi olsun. (z,,) dizisi a € € degerine Cesaro toplanabilirse o halde

() dizinin a degerine yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter kosul,

1 m
sup liminf p ( Z (Tm — 1) 3) =1

m—00 m— A
0<A<1 mo N
ve
1 m
inf limsupv ( S E (Tm — k) ,5) = 0.
0<A<1 m —
m—00 m kf:)\m'i‘l

kosullarinin saglanmasidar.

Tanmim 3.2. (Talo and Yavuz, 2021) s > 0 olmak tizere,

supliminf min p(xp — zp,s) =1 (3.8)
A>1 Mmoo m<k<Am,

ve

inf li — Xy, s) =0 3.9
o, g, v o) 39

kosullar saglanyorsa ise (x,,) dizisi sezgisel bulanik normlu uzayinda yavas
salinamly olarak adlanduriler.

Buna ek olarak, (x,,) dizisinin yavas salmamle olmast i¢in gerek ve yeter
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kosullar her s > 0 ve ¢ € (0,1) i¢in A > 1, s ve € degerine bagh olmak

uzere,
p(xy — Tm,s) >1—¢ ve v(zg — T, s) <e¢
olacak sekilde bir mo € N degerinin olmasidar.

Teorem 3.4. (Talo and Yavu, |2021) (x.,), (V,p,v) sezgisel bulanik normlu
uzayinda bir dizi olsun. Her s > 0 i¢in yavas salimamlinin (@ ve (@)

kosullar, siraswyla,

sup liminf min p (2 — 2p,s) =1 (3.10)

O<i<l M—00 Ap<k<m

ve

f1 - = A1
0i1)1\<1 lgljo%pAﬂ%me(xk Tm,S) =0 (3.11)

kosullarima denktir.

Ornek 3.2. (Tulo and Yavuz, |2021) (x,) dizisi (R, po, o) sezgisel bulanik
normlu uzayinda bir dizi olsun ve pg ve vy fuzzy bulanik kimeler: Ornek
de verilidigi sekilde tanimlansin. O zaman x,, = Z}"zl % seklinde tanimlanan
() dizisi (R, po,vo) wzayinda yavas salimemly bir dizidir. Bunun igin,

s > 0 sabit olsun. Verilen ¢ € (0,1) igin A = 7= + 1 olarak almsin. O zaman

1 <m <k <\, olmak tzere,

S S

Tk — T, S) = > 1—¢
Mo(k ma) $+‘$k—$m’ s+ SE
—€
ve
Tk — T =
Vo (T — T, ) = LI B G S
0 (T = T, 5) T — 2| +5 =45
bulunur. Burada,
k
1 — k €
- ¥ = ckem ka8
Pt f m m 1—¢

esitligi saglandigindan (x,,) dizisi (R, o, 1) sezgisel bulanik normlu uzayinda

yavas salinvmlbidar.
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Teorem 3.5. (Talo and Yavuz, 2021) (V,| - ||) normiu uzay olsun ve Ornek
deki gibi tanmwmlanan (V) o, vo) uzayr sezgisel bulanik normlu uzay olsun.
Bir (z,,) dizisi (V|| - ||) uzayinda yavas salinuimle olmasi igin gerek ve yeter

kosul (x,,) dizisinin (V, po,vo) de yavas salinimly olmasidur.
Cauchy = Yavag Salinimli = G-Cauchy iligkisini soylemek miimkiindyiir.

Ornek 3.3. (Talo and Yavuz, 2021) Ornek deki gibi tanwymlanan pg, v

fuzzy kimeleri araciligiyla olusturulan (R, po,vo) sezgisel bulanik normlu

uzayinda ele alalvm. Burada, (x,,) dizisi x, =Y -, \/LE olarak tamimlansin.

Oyleyse () dizisi G-Cauchy dir. Fakat yavas salimymly degildir. Diger
1

taraftan, (Ym) dizisi ym = >, 7 olarak tammlansm. O halde (y,) dizisi

yavas salinvmlidir ama bir Cauchy dizi degildir.

Teorem 3.6. (Talo and Yavuz, |2021) (V,p,v) kosulunu saglayan sezgisel
bulanik normlu uzay olsun ve (x,,) dizisi bu uzayda q-siarl bir dizi olsun.
() dizisinin (V, p,v) de yavas salinamly olmast icin gerek ve yeter kosul (z,,)

dizisinin her bir a € (0,1) icin (V.| - ||) wzayinda yavas salinemle olmasidar.

Teorem 3.7. (Talo and Yavuz, 2021) (zn,), (V,p,v)sezgisel bulanik normlu

uzayinda bir dizi olsun. Eqger (z,,) dizisi yavas salinaml ise o zaman (@ ve

kosullary saglanar.

Kanat. (z,,), (V, p, v) sezgisel bulanik normlu uzayinda yavag salimml bir dizi
olsun. s > 0 sabit olsun. O zaman verilen £ € (0,1) i¢in A > 1 olmak {izere

mo <m < k <\, iken,
Ty — Tm,s) >1—¢  vev(ry —am,s) <e

olacak sekilde bir mg € N degeri vardir. Bu durumda, mog < m < k < A\,

olmak fizere,
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> min {f (i1 — Ty ) 5 1 (Tma2 — Ty 8) 5 1 (T, — Ty S) }

> 1—¢

ve
1 &
v (}\m_m Z (mk—xm),s>
k=m+1
Am
= V( Z (ack—xm),()\m—m)s)
k=m+1
< max{v (Tmi1 — Tm, S), V (Tmio — Ty S) -,V (Tn,, — T, S)}
< €
elde edilir. Dolayisiyla, (3.5)) ve (3.6)) kogullar1 saglanir. H

Teorem 3.8. (Talo and Yavuz, 2021) (x,,), (V,p,v) sezgisel bulanik normlu
uzayinda bir dizi olsun. Eger (z,,) dizisi a € V degerine Cesaro toplanabilir

ve yavas salimwml ise o halde (x,,) dizisi a degerine yakinsar.

Teorem 3.9. (Talo and Yavuz, 2021) (x,,), (V,p,v) sezgisel bulanik normlu
uzaywnda bir dizi olsun. Eger {m (x,, — x,,_1)} dizisi g-sinurly ise o halde ()

dizist yavas salimimlidar.

Kanit. ¢ € (0,1) verilsin. {m (x,, — p,—1)} dizisi g-siurh oldugundan, her
s > M. igin,

t>M5:>ianu(m(xm—xm_l),s)>1—€
me

ve sup v (m (T, — Tm_1),s) < €.
meN

olacak gekilde bir M, > 0 vardir.
Buradan hareketle, her bir s > 0 i¢in, A < 1+ A alirsak ve mg <m < k < A\,

iken,

p(xp = T, s) = u( > (xf—xf1)>$>

f=m+1

v

. s
mglgflékﬂ ((xf — o), k— m)

=  min /L(f(xf—xfl)’k]:s )

m+1<f<k m
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S £ ms
min -
- m+1if<k'u S y "k—m
> mi o i
= A\ S e Tk
> f(z t
> i Sy =) 5
> inf p(m(x ), —2
m Tm — Tm-1),
- mENM ! A—1
> 1—¢

ve benzer gekilde,

v(xg — Ty, s) = V( Z (xf—xf_l),s>

f=m+1

S
A

meN A—1
< €
bulunur. Dolaysiyla, (x,,) dizisi yavag salinimhdir. O

(Talo and Yavuz, 2021)) Teorem (3.9) da bahsedilen duruma bir 6rnek

vermek icin, Ornek i diigtinelim.

Ornek 3.4. (Talo and Yavuz, 2021) [0,1] kiimesi tizerinde tanwmlanan tim
stirekli fonksiyonlarin kiimesi C[0,1] olsun. Ayrica, || f|| = max,eoq | f(2)]
olarak tanvmlansin ve || - || normunu C[0,1] de norm alalim. (C[0, 1}, o, vo)
sezgisel bulanik normlu vzaym diginelim. { f,(z) = 2"} olarak tanimlansin
ve {fm} dizisi (C[0,1], uo, vo) sezgisel bulanik normlu uzayinda olsun. Ayrica,

{m (fm — fme1)} dizisi g-sinarldar. Oyleyse,

S
| f —f = i f
Jim inf pto (m (fm = fm-1) ) = i inf =
lim inf i
= lim in
s=oomeN § + MaZzeoq] |M (fn(2) — fino1())]
S
=1 f
i 'I’}’L%N s 4+ maxgep,1) [m (2™ — am+1)|
s
= lim inf ——
S%OOmGNS_{_ (miﬂ)erl

li =
o5+ 1/e
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ve

| | I (o= )l 1fe
lim sup vy (m (f, — fi—1),s) = lim su = lim ———
Jm sup vo (m (fm = Jm-1),8) = lim sup = =0 TFemme o = lim e

= 0.
elde edilir. Dolayiswyla, Teorem (@) yardvmayla { f } dizisinin yavas saliniml

oldugu gorilir.

Teorem 3.10. (Talo and Yavuz, |2021) (z,,) (V, p,v) sezgisel bulanik normlu
uzayinda bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisia € V degerine Cesaro toplanabilir ve

{m (X — 1)} dizisi g-sumarl ise o halde (x,,) dizisi a degerine yakinsar.
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4 Sezgisel Bulanik Normlu Uzayinda Logarit-
mik Toplanabilme Metodu

Tamim 4.1. (Yavu, |2020) (z,,), (V, 1, v) sezgisel bulanik normlu uzayinda bir

dizi olarak alalim. (x,,) dizisinin (7,,) logaritmik anlama,

olarak tanimlanar. Eqger,

lim 7,, = a
m—0o0

ise, (x,,) dizisinin a € V' degerine logaritmik toplanabilir oldugu séylenir.

Logaritmik toplanabilme metodunun sezgisel bulanik normlu uzayda

regiiler oldugunu gosterelim.

Teorem 4.1. (Yavuz, |2020) (x.,), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu uzaymda
bir dizi olarak alalim. Eger (x,,) dizisi a € V degerine yakinsiwyorsa o halde

() dizisi a degerine logaritmik toplanabilirdir.
Kanat. (z,,) dizisi a € V degerine yakisak olsun ve s > 0 sabit olsun. Verilen
her € > 0 i¢in,

e m > my icin (xm —a, %) >1—cvev (xm —a, %) < € olacak sekilde

bir my € N degeri vardir.

e m > m; igin,

mo B gm mo . gm
#(Zxkk a’75> >1—¢ e V(Zxkk a’75> <e

k=1 k=1

olacak gekilde bir m; € N degeri vardir. Diger bir ifadeyle,

mo mo
. rp—a lps) , rp—a lps)
A%M(Z_ : ’7>—1 . Azf;oV(Z : >7)—0-

k=1 k=1
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oldugu soylenebilir. Dolayisiyla, m > min{mg, m;} iken,

(B (tEse ) (e

k=1

ve

(%Zf— ,s) <max{u (Zxkk_a,ngs) ,V($m0+1—a,§)7

k=

<€

elde edilir. Sonug olarak, (z,,) dizisi a degerine logaritmik toplanabilirdir. [

(Yavuzl, 2020) Ancak bu 6nermenin tersi dogru olmayabilir. O halde bir

ornek ile aciklayalim.

Ornek 4.1. (Yavuz, 2020) Ornek deki gibi tamimlanan py ve vy fuzzy
kiimeleriyle birlikte, bir sezgisel bulamik normlu wuzay teskil eden R, g, 1y
uzayinda bir (x,,) = ((—=1)™) dizisi alalim. (z,,) dizisi 0 degerine logaritmik

toplananbilir ama yakinsak degildir.
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Teorem 4.2. (Yavu, 2020) (x.,), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu uzayinda
bir dizi olsun. Eder (x,,) dizisi a € V degerine logaritmik toplanabilir ise o
halde (x,,) dizisinin a degerine yakinsak olmasu igin gerek ve yeter kosul her
bir s > 0 i¢in,

[

1 - 4m
sup lim inf p E L sl =1 (4.1)
AS1 Mmoo KWJ — U, W k

ve
[

. 1 Tk — Tm
inf lim sup v ,s | =0. 4.2
A>1 mﬁoop ELWJ —4,, k_zm;rl k (4.2)

kosullarimin saglanmasidar.

Kanat. (Gereklilik) (z,,) dizisi a degerine yakmsak olsun. |m*| > m olmak
iizere yeterince biiylik her m ve her A > 1 icin,

mA
1 Tp — T,

Uor |~ lm (o, K

Cl o
== i (g =) -

(4.3)
esitligi vardir. Bu durumda (7,,,) dizisi Cauchy dizisi oldugu i¢in

lim p <TLka —Tm,8> =1 ve lim v <7’Lm>\J —Tm,8> =0

m—0o0 m—0o0
gerceklenir. Dolayisiyla yeterince biiylik her m i¢in

Cpmn | 2)
<
Ur| =l — A1

saglandigindan,

14 mA
K (gtkaJ—_JEm (TLmAJ - Tm> ,s)

ve
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5 s
= VT, Ty 5 <v TImA | = Tms 9x
g I\m>‘
bulunur. Diger bir ifadeyle, T <TLmA |~ Tm> terimi 0 degerine yakinsar.
[m2]
(4.3) esitligini kullanarak,
m)\
I 1 LX:J Tk — Tm |
im py| ——mm , =
meree ng*J —lm k=m-+1 k
ve
[
lmv| ——— Z k; ,s|1 =0

meree ngAJ o Zm k=m+1

sonucuna varilir. Bu limitlerin (4.1) ve (4.2) kosullarim gerektirdigi kolayca
goriiliir.
(Yeterlilik) (4.1]) ve (4.2)) kosullar1 saglansin. s > 0 sabit olmak iizere, verilen

her € > 0 igin,

e m > my i¢in,

[
1 Ty — Ty S
2 éL AJ_mk%l kk ,g >1—¢
ve
1 L] Ty — Loy, S

olacak gekilde bir A > 1 ve my € N degerleri vardir.

e m > my igin p (Tm —a, %) >1—evev (Tm —a, %) < € olacak sekilde bir
my € N degeri vardir.
flom )
° ———— (TL = Tm> terimi 0 degerine yakinsadigindan dolayr m >
ngAJ - Em m
mso i¢in,

[
Ll — Tm

- s
[ ko3

f LmA m k=m+1

>1-—¢
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ve

o
kiYL
k73

EL J—E

mX ™ p=m+1
olacak gekilde bir my € N degeri vardir.

Dolaysiyla esitligi yardimiyla ve m > min {mg, m;, ms} olmak iizere,

p(xm — a,s)

=0 (T, — Ty + Ty — @, S)

l mA
ng}J—_ng (7 =) - O | =l S K

=p

12
] |m*] 1 Tp — Ty S
2 min H (éLmAJ _gm <TLmAJ _Tm> 7§> y ELmAJ —ém kz . k ’g ’

)

>1—¢

ve

v(Tm —a,s)
¢ [m]
|m*| B s 1 Tk = Tm S
<max<{ v <—g . (TLka Tm> '3 U —ELmAJ - kz I

[ —m+1

bulunur. Sonug olarak, (z,,) dizisi a degerine yakinsar. O]

Teorem 4.3. (Yavuz, 2020) (), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu uzayinda
bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi a € V degerine logaritmik toplanabilir ise o
halde (x,,) dizisinin a degerine yakinsak olmasu igin gerek ve yeter kosul her

bir s > 0 i¢in,

1 - m—
sup liminfy | ——— Z v xk,s =1
0<A<1 Moo 1o —gtmw o] 41
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ve
o 1 N T — T
Oir)}ilhmsupy i Z T,s =0
e " [m*] k=|m> | +1
kosullarinin saglanmasidar.
Kanat.
KL A 1 - Ty — T
=™ _ - Im Tk
T~ Tm = gm — g R (Tm TLmAJ)_FZm — g R Z L (0 < A < 1)
Lm J Lm J k:LmAJ +1

esitligini kullanarak Teorem nin ispatina benzer bir stlireg izlenerek

yapilabilir. 0

Tamim 4.2. (Yavuz, |2020) (x.,), (V, u, v) sezgisel bulanik normlu uzayinda bir

dizi olsun. s > 0 i¢in,

supliminf min  p(zg — 2, s) =1
A>1 M0 g p< Lm/\J

ve

inf lim su max Vv(xr—Tm,Ss) =20
A>1 m—>oopm<k§Lm>‘J ( g e ) ’

kosullary saglanwyorsa (x,,) dizisi sezgisel bulanik normlu uzayinda logaritmik
toplanabilmeye gore yavas salinimiv olarak adlandurilur.

Eger her bir s > 0 ve her € > 0 i¢cin mog < m < k < Lm’\J tken
p(ry — xm,s) > 1—¢ ve v(xg — T, s) <€

olacak sekilde bir X > 1 ve my € N warsa, (v,,) dizisi sezgisel bulanik
normlu uzayinda logaritmik toplanabilmeye gore yavas salinimly bir dizi olarak

adlandyrilor.

Teorem 4.4. (Yavuz, 2020) (x.,), sezgisel bulanik normlu uzayinda bir dizi

olsun. s > 0 igin (?7) ve (4.4) kosullar: sirasiyla
sup liminf min  p(zg — xpm,s) =1
0<AKL M= | mA | <k<m

ve

sup liminf min  p(zg — xpm,s) =1
0<A<L M0 | mA | <k<m

kosullarina denktir.
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Ornek 4.2. (Yavuz, |2020) Ornek deki gibi tamimlary verilen g ve

vo vulanik kumeleriyle birlikte, bir sezgisel bulanik normlu uzay teskil eden

(R, po, o) wzayinda bir x,, = Z?:l% dizisini alalim. O zaman, bu dizi

logaritmik toplanabilmeye gore yavas salinimiy bir dizidir.

t > 0 sabit olsun. Verilen € > 0 i¢cin A = eTe secilsin. Bunun i¢cin, 1 < m <
1

k < |m*| olmak izere, |xy — x| = Z’;_mﬂ A < kodu In (k) <

m ulnu — Inm

In A = 7= egitligu elde edilir. Buradan hareketle,

S S

_ = > 1
Ho (xk L 5) s+ ‘xk _ xm‘ A se €
1—¢
ve
|1, — T _se_
_ -
Vo(xk_xm’s):|xk—x |m—|—8 ij—szg
m 1—e
olur.

Teorem 4.5. (Yavuz, |2020) (x.,), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu uzayinda

bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi logaritmik toplanabilmeye gore yavas salinvml

1se o halde ve kosullary saglanar.

Kanat. (z,,) dizisinin logaritmik toplanabilmeye gére yavag salmimh oldugunu

varsayalim. s > 0 sabit olsun. £ > 0 i¢in,
ey — xm,s) >1—¢ ve v(zg — Ty, s) <€

olacak gekilde bir A > 1 ve mg € N degerleri vardir. Dolayisiyla my < m <
k< Lm)‘J olmak tizere,

o
- Tk~ Tm
1 ko

™ k=m+1

[

AP CIVETOE

k=m-+1

o ) (M )]

:min{u(me—xm,s),...,;ﬁ(utmw —xm,s>}

>1-—¢
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ve
m)\
5 1 L] Tp — T, .
< max{z/(me — X, S) sV (uLmAJ —:Um,s)}
<€
elde edilir. O

Teorem 4.6. (Yavuz, 2020) (x,,), (V,p,v) sezgisel bulanik normlu uzayinda
bir dizi olsun. Eger (z,,) dizisi logaritmik toplanabilmeye gore yavas salinamly
ve a € V degerine logaritmik toplanabiliyorsa o halde (x,,) dizisi a degerine

yakinsar.

Teorem 4.7. (Yavuz, 2020) (x.,), (V,p,v) sezgisel bulanik normlu uzayinda
bir dizi olsun. Eger {mInm (x,, — x,,—1)} dizisi g-sinarly ise o halde (x,,) dizisi

logaritmik toplanabilmeye gore yavas salinimiidir.

Kanat. {mInm (x,, — 1)} dizisi g-sinirh olsun. g-simirhilik tanimindan ha-
reketle, s > M. olmak iizere,

ian p (mlnm (2, — Tp_1),s) >1—c¢
me

ve

sup v (mlnm (z, —x,_1),s) <ec
meN

kogullarimi saglayan bir M, > 0 degeri vardir.
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Her s > 0 igin A < 1+ 3 secilsin. O zaman mo <m < k < L J olmak tizere,

k
:U/(xk_xmﬂs)::u< Z (xf_xf—l)’8>

f=m+1

> min u
m+1<f<k

B S
l‘f ZL’f 1y 7 5~ ék—f )

(
~ min uEflnf 2y —2p), Slnf)
(

mA1<f<k b, — /¢
slnm
> _
> min  p\fIf e —we), g )

S
>  min Inf(zy—2x
> min g (h0f oy =), )

>  min u(flnf(ﬂﬁf—l'f D, )

m+1<f<k

> ﬂi%réfN,u <mlnm(wm—xm1),>\_ 1)
>1—c¢
ve

s
v(zg — xpm,s) <supv|{mlnm(z, —x,1),—— | <&
meN A—1

elde edilir. Dolaysiyla (z,,) dizisi logaritmik toplanabilmeye gore yavag

salinimhdar. O

Teorem 4.8. (Yavuz, 2020) (x.,), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu uzaymda
bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi a € N degerine Cesaro toplanabilirse, o halde

() dizisi a degerine logaritmik toplanabilirdir.

Kanat. (z,,) dizisi @ € V degerine Cesaro toplanabilir olsun. O zaman
oo = 0 olmak fiizere (x,,) dizisinin Cesaro ortalamasim temsil eden (o,)
dizisi a degerine yakinsadigindan, Teorem yardimiyla bu dizinin aymi
degere logaritmik toplanabilir oldugu soylenir. Diger bir ifadeyle a degerine
yakinsaktir.

O halde s > 0 sabit olsun ve verilen her € > 0 i¢in,

e m > my icin i (am —a, g) >1—cvev (O’m —a, %) < ¢ olacak gekilde

bir my € N degeri vardir.
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e m > my i¢in,

i s 1 Ok_1 s
M(f_ ’ —a,§>>1—5 ve I/(EZ k; —a,§><€

m k=1 k=1

olacak gekilde bir m; € N degeri vardir.

(bm—1)s

o lim,, oo pt <a, T) = 1 ve lim,,_yoo ¥ (a, (Zm;)s) = 0 oldugundan

dolayi, m > my icin p (a, M) >1—cvevr (a, (Em;1)8> < € olacak

sekilde bir msy € N degeri vardir.
Dolayisiyla n > min{mg, my, ms} oldugunda,

p (T — @, 5)

ve

V(T — a, s)

S (b —1)s 1 = 0k S
< — J— . A— _ — -
max{u(ffm &,2>,V(G> 5 )>V<gmk:1 2 a,2>}<€

elde edilir. Sonug olarak,, (x,,) dizisi a degerine logaritmik toplanabilirdir. []

Ornek 4.3. (Yavuz, 2020) Ornek deki gibi tanimlary verilen g ve
vy vulanik kimeleriyle birlikte, bir sezgisel bulanik normlu uzay teskil eden
(R, po, o) wzayinda bir (x,,) = ((=1)™) dizisini alalim. O halde her s > 0

wein, bu dizinin logaritmik toplanabilme olup olmadigin inceleyelim.

. ) 1 . s
lHm o (Toms1,s) = lim g (——,s = lim — =1,
m—00 m—oo €2m+1 m=0o0 + ‘_Z 1
2m—+1
| ‘— ;
. . . Lom+1
lim vy (72m41,s) = lim yy | — ;)= lim —————— =0
m—00 m—00 £2m+1 m—00 1 _|_ s
2m+1
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elde edilir ve buradan hareketle (T2m+1) dizisinin 0 degerine yakinsadigr elde

. . S
dm o (Tom, 8) = lim 11o(0,8) = lim —— =1
ve
10 (7o 8) = i 100, 8) = i 55 =

elde edilir ve bu da (o) dizisinin 0 degerine yakinsadigr anlamina gelir.
Dolayswyla imy, o 7, = 0 ile ifade edilir. Bu yizden (x,,) dizisi 0 degerine
logaritmik toplanabiliridr. Fakat (z,,) dizisi Cesaro toplanabilir degildir. O
halde,

lim g (02m, 5)

m—r
_ m(m + 1) , s
= m g\ 5y s) = m men|
m—0o0 m o m\m
$+ | mat

( i 1) m(m+1) ‘
lim vy (09, s) = lim 1 M,s = lim Ty
m—o0 m—o0 2m + 1 m—00 s+ m(m+1)

2m+1

elde edilir. Dolayiswyla In m(1,, —a) dizisinin 0 degerine yakinsak olduguna dair

bir kosul eklenirse, o zaman

p(om —a,s)

ve

v(om —a,s)

Smax{l/<€m(7'm—a),§>,y(%mg__:lfk(ﬂc—a),g>}—>O

sonucuna variir. Buradan hareketle, im,, 00 (0 —a) = 1 ve limy, 000 V(00—

a) =0 elde edilir. Dolayiswyla (0,,) dizisinin a degerine yakinsadige séylenebi-

lir.

Sonug olarak, sezgisel bulanik normlu uzayda logaritmik toplanabilme

metodu Cesaro toplanabilme metodundan giigliidiir.
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5 Sezgisel Bulanik Normlu Uzayinda Istatistiksel
Yakinsakhk

K C N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve K,,, = {k <m : k € K}

||

olsun. Eger (m+1

) dizisinin limiti varsa K kiimesinin asimptotik yogunluga

sahip oldugu soylenir. K kiimesinin asimptotik yogunlugu

J(K):= lim ;]{kgm:kef(}]

olarak tanimlanir. Eger € > 0 igin ,
d({keN:|zy—al>€})=0

ise (z,,) dizisinin a degerine istatistiksel olarak yakinsak oldugu soylenir ve

st — lim,,, .o *,, = a olarak gosterilir.

Tamm 5.1. (Karakus et al., 2008) (x,,) dizisi (V, u,v) sezgisel bulanik normlu

uzaywnda bir dizi olsun. Her e > 0 ve s > 0 i¢in,
SH{keN:pu(xg —a,s) <1—e€ veya v(xp—a,s)>e€}) =0,

ya da denk olarak,

1
lim —— [{k<m:p(zy—a,s)<1—¢€ yadav(zgy—a,s)>e}|=0
ise, 0 zaman (x,,) dizisi a € V' degerine sezgisel bulanik (p,v) normuna gére
istatistiksel yakwnsaktir, denir ve st,, — limy, 00 T, = a olarak gosterilir.

Buradaki a, sezgisel bulanik (u,v) normuna gore istatistiksel degeridir.

Lemma 5.1. (Karakus et all,|2008) x = (x,,), (V, p, v) sezgisel bulanik normlu
uzayimda bir dizi olsun. Her € > 0 ve s > 0 i¢in, asaqidaki ifadeler birbirine
denktir:

(1) sty — limy, oo Ty = a.

(i) o({meN:u(zy—a,s)<1l—€})=0({meN:v(x, —a,s)>e})=0.
(iii) 0 ({m e N: p(zy —a,s) >1—¢€ ve v(ry, —a,s) <e})=1.
(iv)d({meN:pu(zy —a,s)>1—€ep)=0({meN:v(z, —a,s) <e})=1.
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(V) st — limy, oo b (T, — @, 8) = 1 ve st — limy, oo v (T, — a,8) = 0.
Eger (z,,) dizisi sezgisel bulanik (u,v) normuna gore istatistiksel yakinsak ise
sty -limit tektir. Ayrica st,, — My, oo Tp, = @ igin (p,v) — iMoo T =

agereklidir.

Simdi (V, u, v) de Cesaro ve istatistiksel Cesaro toplanabilme metodunu

tanimlayalim.

Tanim 5.2. (Onder et al., |20253) v = (x,,), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu
uzayinda bir dizi olsun. (x,,) dizisinin aritmetik ortalamasi ya da birinci

dereceden Cesaro ortalamast,

olarak tanvmlanir. Eger (pu,v) — limy, o0 0y = a ise, (z,) dizisinin sezgisel
bulamik (p,v) normuna gore a € V degerine Cesaro toplanabilir oldugu
soylenir. Ayrica, sty , —limy, o 0m = a ise, (z,,) dizisi sezgisel bulanik (1, v)

normuna gore a € V degerine Cesaro toplanabilirdir.

Teorem 5.1. (Onder et al., |2025) © = (x,,), (V,u,v) sezgisel bulanik normlu
uzayinda q-sinerly olsun. Eger (x,,) dizisi sezgisel bulanik (p,v) normuna gére
a € V degerine istatistiksel olarak yakinsiwyorsa, o halde (x,,) dizisi sezgisel

bulamik (p, v) normuna gére a € V- degerine Cesaro toplanabilirdir.

Kamit. (x,,) dizisinin g-sinirh ve st , — lim,,_,oo Z,, = a oldugunu varsayalim.
O zaman, verilen her € > 0, s > 2M, igin,

inf p(xy,,s)>1—€ ve supv(x,,s) <e

meN meN
olacak sekilde bir M., M! > 0 sabitleri vardir ve her s > 2M] i¢in
inf,,en p(a, s/2) > 1 — € ve sup,,cy ¥(a, s/2) < € oldugu kolayca goriilmektedir
. Oyleyse s > min{2M,,2M} icin

S S
inf ji(n — a,s) = min ¢ inf i (w5 ), inf p(a,2) 0> 1-
nlzréN’u(x G7S)_mln{7711IéN/L Y R e ~ ‘

s s
sup v(x,, — a,s) < max {sup v <xm, —) , Sup v (a, —)} <e€
meN meN 2/ meN 2
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kogullar saglanmahdir. st,, — lim, o T, = a oldugu i¢in Lemma
yardimiyla, K, ,(e,5) = {m < M : p(z, —a,s) < 1 —€} ve K, ,(e,5) =

{m < M : v(x,, — a,s) > e} olmak iizere,
0 (Kuu(e,s) =0 (K, u(e,s) =0

elde edilir. |E| + |G| = m + 1 = |E'| + |G| olacak sekilde £ = {k € N : k €
Kuule,s)}, G ={k e N: k € K} ,(¢,5)} kiimeleri ile £/ = {k € N : k €
Kyu(e,s)}, G ={k € N: k € K (¢, 5)} kiimeleri tanimlansim. Burada, E N
G =0 = E'NG" oldugu kolayca goriilebilir. O halde, her s > min{2M,, 2M!} >

0 ve m > my igin

1 m
(om —a,s) = p (m—H Z(Ik —a), 3)

k=0

=u| D (@m—a)+ Y (z—a)(m+1)s

k€Ki keKS ,,

>windp | S (w—a)lBls | u | D (o —a)lGls

k€K, keKE .,

zmin{ min p,(xk—a,s),krr;gn u(xk—a,s)}
e c

EKU:U« MU

> min {}gellgu(:vk —a,s) kg}gnu(xk —a, S)}

>min{l —¢,1 — €}
=1—c¢
ve
v(om — a,s) < max {kgl[z(iyxu v(zg — a,s) ’krenf?,g}i v(z, — a, 5)}

< _ _
< max {ilelg v(zg —a,s) ,krenlz(xgi vz — a, s)}

<€
olacak gekilde bir mg € N degeri vardir. O halde,

{m eN:ulo,, —a,s) <1—e€ yada v(o, —a,s) > e}
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kiimesinin sonlu sayida terime sahip olmasini gerektirir. Dogal sayilar kiimesi-

nin sonlu herhengi bir alt kiimesinin dogal yogunlugu 0 oldugundan
{m e N: u(o, —a,s) <1—e¢ yada v(o, —a,s) > e}

kolayca goriilmektedir. Sonug olarak, (x,,) dizisinin (u,v) sezgisel bulank
(i, v) normuna gore a € V degerine istatistiksel Cesaro toplanabilir oldugu

sOylenir. O]

Ornek 5.1. (Altunda§ and Kamber, |2018) Ornek de tanimlar verilen
Lo, Vo bulanik kimeleriyle birlikte, bir sezgisel bulanik normlu uzay teskil eden

(R, po, o) uzayinda bir (x,,) dizisini,

p

14 (=)™ + m2, if m=k% keN,

Tm =1+ (=)™ = (m—1)% ifm=k+1keN,

14+ (-1)™, aksi takdirde.

\

olarak tanvmlansin. (x,,) dizisi sezgisel bulanik (1o, Vo) norma gore 1 degerine
istatistiksel Cesaro toplanabilir oldugu gorilmektedir. Fakat (x,,) dizisi sezgisel
bulanmik (po, v9) normuna gére istatistiksel yakinsak ya da g-simrle degildir.
Bununla birlikte, (z,,) dizisi sezgisel bulanik (o, v9) normuna gére Cesaro

toplanabilir ya da yakinsak da degildir.

Lemma 5.2. (Onder et all|,|2023) (x,), (wm) (V, u, v) sezgisel bulanik normlu
uzayinda ki dizi olsun. Eger (x,,) ve (wp,) dizileri sezgisel bulanik (u,v)

normuna gore ay,as € V' degerlerine istatistiksel yakinsiyorsa;

sty, — lim x,, =a; wve st,, — lim w, = as,
m—ro0 m—ro0

ise o halde herhangi ¢ # 0 sabiti i¢in,

sty — Um (2, + wp) = a1 +ay ve st,, — lim cz, = cay.

Kamt. st,, — lim xz, = a; ve st,, — lim w,, = ay oldugunu varsayalm.
m—r00 m—0o0

Verilen € > 0 igin min{1 — 21,1 — 23} > 1 — € ve max{z1, 22} < € olacak sekilde

bazi z1, 2o > 0 secilsin. O halde yeterince biiytik M ve s > 0 igin,

K, u(z1,8) ={m <M : p(x, —a,s) <1—2},
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K, u(z1,8) :={m <M :v(x, —ay,s) >z},

K

W

w(z2,8) ={M <M : p (W, — ag,s) <1— 2},
K, w(z2,8) :={m < M : v (wy, —asz,s) > 22} .
kiimelerini tanimlayalim.

(a) Hepsinden 6nce, verilen € > 0 ve herhangi bir s > 0 i¢in,

Kyuwle,s) ={m < M:p(xm+wn,— (a1 +az),s) <1—¢}

Ky uwle,s) ={m <M :v(x, +w,— (a1 +a2),s) > €}
kiimelerini tanimlayalim. Herhangi bir s > 0 igin,

. S S
p(Tm + wp — (a1 + ag), s) > min {u (:cm — ay, 5) M (wm — ag, 5)}
> min{l — 21,1 — 2}

>1—c¢€
ve

S s
V(xm +wm — (a1 + az),s) < max{u <a:m —ay, 5) U (wm — o, 5)}
< max{z1, 22}

<€

elde edilir. Bu durum
Kﬁ,u(217 S) N K/iw(z% 8) C K/i,u,w(ea S)

Kﬁ,u(zlv S) N Kﬁ,w(z% S) C Kiu,w(ﬁ 5)
ya da denk olarak,

Kﬂyww(ev 8) - KH,U(’Zl? S) U me(’z% 5)7 ( )
5.1
Ku,u,w(ea 8) g KI/,U(/Zla 8) U Ku,w(22> S)'

olmasini gerektirir. Eger (5.1 ifadesinde her iki tarafin yogunlugu alinirsa,

herhangi bir s > 0 igin,

0 <d(Kuuw(es) <0 (Kuulz1,8) UK, (2,5)) (5.2)
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5 (Rpao1,8)) 8 (2, 8)) — 8 (K1, 9) 1 Koa(22,5))
(5.3)
<O (K,u(z1,8)) + 0 (K w(22,s)) (5.4)
0<0 (K uw(e,s)) <o (Kyu(z1,s)) +0(Kyw(z2,8)). (5.5)

bulunur. (z,,) ve (w,,) dizileri sezgisel bulanik (u, ) normuna gore a;,ay € V
degerlerine istatistiksel yakinsadigindan, herhangi bir s > 0 i¢in Lemma [5.1

yardimiyla,
0 (Kpu(21,8)) =0 (Kyu(z1,8) =0 =10 (K,u(22,5)) =0 (K, u(22,5)) (5.6)

elde edilir. Eger (j5.6|) esitligi (5.2) ve (5.5 esitlikleriyle birlikte diigiiniiliirse, o
halde herhangi bir s > 0 i¢in 6 (K, 4u(€, 5)) = 6 (K, uw(€, s)) = 0 olur. Lemma
yardimiyla st,, — lim (z,, + wny) = a1 + a kanitlanir.

m—r0o0

(b) Simdi verilen € > 0 ve s > 0 igin,

K, (e, s) ={m <M : p(cxy, —car,s) <1—¢€}

K, cu(e,8) : ={m < M :v(cxy,, —cay,s) > €}
kiimelerini tanimlayalim. Herhangi bir s > 0 i¢in,

u(cxm—cLl,s):u<xm—a1,ﬁ> >1—2;>1—¢€
c

ve
s
v(exy, —cay,s) =v (xm —aq, H) < z1 <€,
olur. Bu durum, K (z1,8) C K, ., (€,8) ve Kj (21,5) C K, (¢, 5), ya da
denk olarak
K, (e, s) C K,u(z1,s) ve Kyles) C K, u(2,9) (5.7)

oldugu anlamina da gelir. Eger ifadesinin her iki tarafinin yogunlugu

alinirsa, o halde herhangi bir s > 0 i¢in,

0<0(Kueule,s)) <O(Kuu(z,8) ve 0<6(Kyel(es)) <6 (K u(2,9)).
(5.8)
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elde edilir. (z,,) dizisi sezgisel bulanik (u,r) normuna gore a; € V degerine
istatistiksel yakinsak oldugundan, herhangi bir s > 0 i¢in Lemma
yardimiyla,

0 (K u(z1,8)) =0 (Kyu(z1,8) =0 (5.9)

bulunur. Eger (5.8) ve (5.9) birlikte diigiiniiliirse, o halde s > 0 igin
0 (Kucule,s)) = 6 (Kyeu(e,s)) = 0 sonucuna ulagihir. Buradan, Lemma

yardimyla st,, — lim cz,, = ca; kanitlanir. ]
m—00

Lemma 5.3. (Onder et al, |2025) v = (z,), (V,p,v) sezgisel bulanik normlu
uzaywnda bir dizi olsun. (x,,) dizisi sezgisel bulanik (o, Vo) normuna gérea € V
degerine istatistiksel Cesaro toplanabilirse, o halde (oy,,) dizisia € V' degerine

istatistiksel yakinsar. Yani X > 0 i¢in,

Sty — wlLl_r}(l)o Oxny =5 Ay = [Am)]

kosulu saglanmalidar.

Kanat. st,, — lim o0, = a oldugunu varsayalim. O halde yeterince biiyiik M
m—0o0

ve verilen € > 0 i¢in,

kiimelerini tanimlayalim. Herhangi bir s > 0 icin K, ,,(€,s) € K, (€, s) ve
K, (€, 5) C K, (€ s) oldugu kolayca goriilebilir. Yani,
[ Kpuon (6,8)] _ A EKpo, (€ 9)|

— S )\|KN70'A(€78)| S /\|KM70'(€’ 8)|
M+1 AM + A v +1 v+ 1

ve
[Kvon(e8)| _ AMEvoi(€8)] _ \ [Buon(€8)] [ Kuo(e5)]
M+1 AM +X — Av+1 7 Ay +1

anlamina gelir. Bu ifadeler sirasiyla

(Ko, (€,5) <N (K, 0(€,5) ve 0(Kyq(€65) <A (K,,(€59))



35

olmasim gerektirir. (o,,) dizisi sezgisel bulanik (u,r) normuna gore L € V
degerine istatistiksel yakinsadigindan, herhangi bir s > 0 i¢in Lemma [5.1
yardimiyla,

0 (Kpuo(€, ) = 0 (Kyg(e s)) =0

elde edilir. Dolayisiyla herhangi s > 0 icin,
0 (Kpuoy(€,5)) = 0 (Kugy(€,8)) =0

elde edilir ve ayrica Lemma yardimmyla, st,, — lim oy, = a oldugu

m—o0

kanitlanir.

0 < A < 1 durumunu inceleyelim. Simdi, oy, terimi icerisinde aym o,
teriminden (1 4+ 1/A) den fazla kez meydana gelmedigi gosterilmedir. Bu
durumda, 7, f € N i¢in,

m=X=Xt1 == Aipr_1 < Aigs
ya da denk olarak,
m<N<Ai+1l)<--<ANi+f—-1)<m+1<Ai+f)
denktir. O halde
m4+Nf—1D <N+ AXf-1)=Ai+f-1)<m+1

bulunur ve bu A(f —1) < 1 oldugu anlamma gelir. Oyleyse f < 14 1/X esitligi

saglanir. Herhangi € > 0 ve s > 0 igin,

|KM’U,\(€7 S)| < (1 1 /\M+1|K,U7U(€v S)| §2(>\+1)|KM70(67 S)|
M+1 AN M+1 My+1 v+ 1
ve
Kom(es)l _ (1, 1Y Mt 1 Eugles) oy, Kunles)
M+1 AN M+1 dy+1 Ay +1

elde edilir. Bu egitsizlikler de sirasiyla

0 (Kpoy(€,5) <2(A+1)0 (K0(€,5)) ve d(K,q(€,5)) <2(A+1)6 (K, (€, s))
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anlamia gelir. (o,,) dizisi sezgisel bulanik (u,r) normuna gore a € V ye

istatistiksel yakinsadigi i¢in herhangi s > 0 i¢in Lemma yardimiyla,
5 (Ko €,5)) = 8 (Koo €, 5)) = 0

elde edilir. Dolayisiyla herhangi s > 0 icin
5 (Kipon (6,5)) = 8 (K (€,5)) = 0

elde edilir. O halde Lemma [5.1| yardimiyla st , — mh_rgo oy, = a de kamitlanir.
O]
Lemma 5.4. (Onder et al, |2025) v = (z,), (V,p,v) sezgisel bulanik normlu

uzayinda bir dizi olsun. Eger (z,,) dizisi sezgisel bulanik (u,v) normuna gore

a €V ye istatistiksel Cesaro toplanabilir ise, o halde

A
o . 1 =
A> 1 gin st — lim Y E T =a (5.10)
k=m+41
ve
o . 1 -
0 <A< dgin st,, — 7&1_1)120 o k; 3 Tp = a (5.11)

kosullar: saglanmalidr.

Kanat. st,,, — nllg(l)@ Om = a oldugunu varsayalim. Verilen ¢ > 0 i¢in min{1 —

21,1 — 25} > 1 — € ve max{z;, 22} < € olacak gekilde bir z1, 29 > 0 degerleri
secilsin. O halde yeterince biiytik M ve herhangi bir s > 0 i¢in

(21,8) == { p(om —a,s) <1—z},

(z1,8) == { V(om—a,s) 2 2},
Koy o(z2,8) :={m <M :p(or, —om,s) <1— 2},

(22,8) :={ V(0x, = Om,8) = 22}

kiimeleri tanimlansin. A > 1 durumunda verilen € > 0 ve herhangi s > 0 igin,

A
1 m
> —
T (u) = N m k}mH x, forallmeN

olmak tizere,

K, >(e,8):={m<M:pu(r, (u)—a,s) <1—¢}
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K,.>(e,8):={m <M :v(r, (u) —a,s) > e}

kiimeleri de tamimlansin. m > (3X — 1)/A(A — 1) ile m < ), olacak sekilde
herhangi A > 1 ve yeterince bityiik m € N\ {0} i¢in ve sg := (A — 1)t/4\ > 0

olmak fizere,

1 Am
M()\m—m Z xk—a,:;)
k=m+1
A m
A+ 1 1 = 1
(R e )
m m =0 m k=0
Am +1 Am+1—=X,+m)
= OxN, — m — a, S
Ap—m " Ay — M

>min pu | ox, — om,
2

()\m+1> i (om—L3)

A — M

> min {u (aAm — . ()\4—_)\1> S) y M <0m —a, §>}
= min {u (OA = Om, S0) , (Um — L §>}

>min{l — 25,1 — 2}

>1—c¢

ve

- A m 2
- B A—1 —Lf)
S max v O\, Om, 4)\ S|,V \0m 72
= maX{V (UAm - Um750) 3 v (Um - L? g)}

< max {22, Zl}

<€

elde edilir. Dolayisiyla herhangi bir s > 0 icin,

KlCLvU(Zl’ S) n KC (Z27 S) g Kﬁ,7> (67 5)

Hy0N,0

Klf,a('zl? S) NK; (227 5) C K1i7.> (6, S)

V,o\,0
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ya da denk olarak,

K, >(€,5) C K,o(21,5) UK,q, o(2,5),

(5.12)
Kz/,7—> (6) S) g Ky,cr(zla 8) U KI/,O’)\,O'(Z27 S)'
bulunur. Eger (5.12)) kapsama bagintisinin her iki tarafinin yogunlugu alinirsa,

herhangi bir s > 0 igin

0 < 8 (Kpr(6,5)) < 8 (Ko (21,5) U Kpon.o(22,9)
=9 (KM,U(Zlﬁ S)) +0 (Ku,ak,(;(ZQ, 5))
-0 (KM,U(Zla S) N KIMU,\,U(Z% S))
<0 (Kpuo(21,8)) + 0 (Kpoy0(22,5)) (5.13)
0<6(K,r>(€5) <6 (K,s(21,5)) +0 (Ko, o(22,9)) (5.14)

elde edilir. (0,,) dizisi sezgisel bulanik (u,7) normuna goére a € V degerine

istatistiksel yakinsaktir. Yani herhangi bir s > 0 icin
6<KM7U<Z178>> = 5(K1/,a(2175)) =0 (515)

esitliginden dolay1 (oy,,) dizisi de a € V' degerine istatistiksel yakinsar. Bu

durum, Lemma [5.2] yardimiyla,

Sty — nll_rgo (or, —0m) =0

oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla s > 0 icin
0 (Kpoyo(22,8)) =0 (Kyp, 0(22,8)) =0 (5.16)

esitligi saglanir. Eger (5.13) ve (5.14]) esitsizlikleri sirasiyla (5.15)) ve (5.16]) ile
birlikte digiiniiliirse o zaman s > 0 icin 0 (K, ,>(€,5)) = 6 (K, >(e,5)) = 0
bulunur. Sonug olarak, Lemma [5.1] hareketiyle (5.10)) kanitlanir.

0 < A < 1 durumunda benzer ispat yapilabilir. O]
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6 Sezgisel Bulanik Normlu Uzayinda Istatistiksel
Cesaro Toplanabilme Metodu igin Tauber
Tipi Teoremler

Teorem 6.1. (Onder et al., |2025) v = (x,), (V,p,v) sezgisel bulanik normlu
uzayinda bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisinin sezgisel bulanik (p,v) normuna
gore a € V degerine istatistiksel Cesaro toplanabilir ise o halde (x,,) dizisi
sezgisel bulamik (p,v) normuna gore a € V' ye istatistiksel yakinsak olmasu

icin gerek ve yeter kosul her ¢ >0 ve s > 0 i¢in,

A
e 1 -~ /
iriflhjgfipMH {mSM.u()\m_mkjmﬂ(:rk—:vm),s) Sl—e}‘ =0

(6.1)

A
1 = ,
{mSM:V(Am_mkjmﬂ(xk—xm),s) ZEHZO

(6.2)

ve

inf lim su
A>1 M_,oop M+1

kosullarinin saglanmasidar.

Kamt. Yeterlilik st,, — lim o, = a oldugunu varsayalim. 1) ve 1}

m—r0o0

kosullar1 saglansin. Herhangi ¢ > 0 ve s > 0 icin,

Am

1
KMma(e’,s)::{mSM:u(A Z(xk—xm),s)gl—e'},
—-m

m k=m+1

Ky’ma(g?s) = {mSM:V<)\ 1_ Zm (xk—xm),5> 26/}

m
m k=m+1

kiimeleri tanimlansin. Verilen bir €, ¢ > 0 igin min{1 — 2,1 — 25,1 —€'} > 1—¢
ve max{zy, 22, €'} < € olacak sekilde baz1 z1, z5 > 0 degerleri segilsin. O halde

yeterince biiytik M ve herhangi bir s > 0 igin,

K

Hmu

(6,8):={m <M :pu(ry, —a,s) <1—¢e},

€},

K, o(z1,8) ={m <M :p(oy, —a,s) <1—2},

K,.(e,s) ={m <M :v(z,, —a,s)

v
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K, ,(z1,8) ={m <M :v(o, —a,s) >z},
Ko o(22,8) ={m <M :p(oyr, —om,s) <1— 2},

Koy o(z9,8) :={m <M :v(ox, —Om,S) > 22}.

m

kiimeleri olugturulsun. Herhangi bir A > 1 ve yeterince biiyiikk m € N\ {0}
kogulu altinda m < A, olmak tizere sy := (A—1)s/6A > 0 geklinde tamimlanan

bir s > 0 icin, Lemma [3.2| den yararlanilarak,

w(xm, —a) = p(xy, — om + om — a, s)

A A
) 1 = 1 =
zmm{u(xm—i—)\m_m E wk_)\m—m E Ty

k=m+1 k=m-+1

1 Ay — M 2s S

- - y o ) m_L7_>
Am—m m—+1 kzzomk 3) N(J 3 }
A A

. 1 i Am + 1 1 =

:mm{u()\m_m Z(wm—xk)+)\m_m)\m+1zxk_
k=m+1 k=0

Am + 1 2s < s>
—O-m7_ b) O-m_a7_
Ap—m ™3 ) H 3

) 1 A + 1 2s
—mln{lu <)\m_m Z (xm_xk)‘{’)\m_m(O'Am—Um)a?)?

b0 3))

A — M
. 1 o S
>min $ i {5 D0 ()5 )
k=m+1
A—1 S
K (@\m Om, (W) 3) y (CTm a, g)}

)

2{1—6/,1—22,1—21}
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ve

< max{€, 29, 21}

<e€

elde edilir. Dolayisiyla herhangi bir s > 0 icin,

Ko (€,8) N K, (20,8) VK (21,8) € K (e, )

wma L0 ,0
Ko (€,8) N KD, (22,8) NKS , (21,5) € K (€, 5)

v,ma V,0),0

ya da denk olarak,

K u(€,8) C Ky (€,8) UK, o, 5(22,8) UK, (21,5),

(6.3)
Ku,u(€7 S) g Kl/,ma (6/7 8) U KI/,O')\,O'(Z27 3) U KV,J (Zh t)

esitlikleri elde edilir. Eger (6.3)) ifadesinin her iki tarafinin asimptotik yogunlugu
alinirsa, o zaman herhangi bir s > 0 i¢in,
0 < 6 (Kuale,5)) 8 (Kma (¢15)) + 6 (Ko o(22,5)) + 6 (Ko (1,5))

0 < 6 (Kyule, 5)) <8 (Kyma (€5)) + 06 (Kyoyo(22,5)) + 6 (Ko (21, 5))
(6.4)
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elde edilir. (0,,) dizisi de sezgisel bulanik (u, ) normuna gore a € V' degerine

istatistiksel yakisaktir. Oyleyse s > 0 icin
0 (K, o(21,5) =0 (Kyp(21,5) =0 (6.5)
oldugu icin (o, ) dizisi de a € V' degerine istatistiksel yakmsar. Oyleyse,

Sty — ﬂll_ril)o (or, —0m) =0

anlamina gelir. Dolayisiyla s > 0 igin,
0 (Kpporo(22,5)) = 0 (Kygy,0(22,8)) = 0 (6.6)

elde edilir. Eger , ve ile birlikte diigtintiliirse s > 0 igin
0 (Kuu(e,s)) = 0 (K,u(e,s)) = 0 esitligine ulasilir. Sonug olarak, Lemma
yardimiyla, (z,,) dizisi sezgisel bulanik (u,7) normuna goére a € V' degerine
istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.

Gereklilik st,,, — WlLlE}éo Tm = @ Ve St,, — TrILL)II(l)o om = a oldugunu varsayalim.
Lemma yardimiyla st , — WP_I}I;O (0m — ) = 0 elde edilir. Verilen ¢ > 0

icin min{l — 29,1 — 23} > 1 — ¢ ve max{zs, 23} < € olacak sekilde 29,23 > 0

segilsin. O halde yeterince biiyiik M ve herhangi bir s > 0 icin yardimiyla,
K,ou(zs,s) ={m < M :pu(oy, —Tm,s) <1—2},
K, ou(zs,s) :={m <M :v (o, — Tpm,s) > 23}

seklinde tanimlanan kiimelerin asimptotik yogunluklari

0 (Kpyou(23,8)) =0 (Kypu(zs,s)) =0, (6.7)

olarak bulunur. A > 1 olsun. A > 1 ve yeterince biiyiik m € N\ {0} igin
m > (3A—1)/A(A—1) kogulu altinda m < Ay olmak iizere sg := (A—1)s/4\ > 0

seklinde tamimlanan bir sq > 0 i¢in olmak iizere ve Lemma [3.2] yardimyla,

u(Aml_m > <xk—xm>,s)

k=m+1

A m
1 = 1 m+1
_M()\m—m Zxk+Am—m;0xk_Am—m0m_xm’s)

k=m-+1
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/\m—l—l( )+

= Ox. — Om Om — T, S

> s |l o)

min —Omy, ——~—————~ | » m — Tmy 5

= R om0 S (Pmt1 AN 2
A — M

min — - 5
el o O\, Om, 4)\ S| U Om Tm, 2
. S
= min {/JJ (UAm — Om, 50) ) b (Um — T, 5)}
> min{l — 29,1 — 23}

>1—¢

ve

V()\ml—m zm: (:vk—:zrm),s>

k=m+1

< max<{ v a,\m—am,z)\# ﬂ/(dm—xm;g)
A — M

. A—1 ( s>
maxsv oy —0om, ——5 )|,V (0m — T, =
r Am 4\ 2

s
= max {V (O, — Om,S0),V <0m — Ty, —)}

< max{zs, 23}

<€

elde edilir. Dolayisiyla herhangi bir s > 0 icin,
Ko o(22,8) VK, (23,5) € K, (€ 8),

TR, 0,

Ky, o(22,8) VK, (23,8) € K} ., (€,s)

V,0),0 V,0,u

ya da denk olarak,

Ku,ma (6,7 S) g K;},,O’)\,U(227 S) U Ku,a,u(z37 S)a (68)
Kzz,ma (6/7 S) g KV,O’)\,G'<227 5) U Ku,o,u(fz?n S)'

bulunur. Eger kapsama bagintisinin her iki tarafinin st asimptotik

yogunlugu alinirsa, herhangi bir s > 0 icin,
0 <0 (Kyma (¢,5)) < 0 (Kuoyal22,8)) + 0 (Kyouls, 9)) 69)

0 <0 (Kymal€,s) <0 (Kyoyo(22,8) + 06 (Kyoul23,8)).

)



44

sonucuna ulagilir. (o,,) dizisisezgisel bulanik (u,r) normuna goére a € V
degerine istatistiksel yakinsak oldugundan Lemma [5.3] yardimiyla (oy,) dizisi
de sezgisel bulanik (i, ) normuna gore a € V degerine istatistiksel yakinsaktir.

Yani Lemma [3.1] den yararlamlarak,

st,, — lim (o5, —0om) =0
m—0o0

esitligi elde edilir. Dolayisiyla herhangi bir s > 0 igin,
0 (Kpporo(22,5)) = 0 (Kygy,0(22,8)) = 0 (6.10)

esitligi kolayca gortlir. Eger esitsizlikleri sirasiyla ve ile
birlikte diigiiniiliirse, o zaman s > 0 i¢in § (K, ma (€', 5)) = 6 (Kyma (€, 5)) =0
elde edilir. Sonug olarak, ¢ > 0 ve s > 0 i¢in Lemma yardimiyla (6.1]) ve
kosullar1 saglanir. O

0 < A < 1icin de benzer stirecle ispat1 yapilabilir.

Teorem 6.2. (Onder et all, |2025) x = (z,,), (V, u,v) sezgisel bulanik normlu
uzaywnda bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi sezgisel bulanik (p,v) normuna gore
a € V degerine istatistiksel Cesaro toplanabilir ise o halde (x,,) dizisinin
sezgisel bulanik (u,v) normuna gére a € V degerine istatistiksel yakinsak

olmasu icin gerek ve yeter kosul her € > 0 ve s > 0 i¢in,

{mﬁM:,u(m_l)\ Z (xm—xk),s>§1_€/}

™ k=Am+1

=0

inf lims
oiIA1<1 ljf/lnﬁllop M+1

(6.11)
ve
inf limsup m<M:v ! i(:c —ax),s | =€ =0
0<A<l Ao M +1 - ’ m_)\mk:A ‘" " R -

(6.12)

kosullarinin saglanmasidar.

Her bir € > 0 ve s > 0 olmak fizere,

inf lim sup

A sl M+1Hm§M: min p(mk—xm,s)gl—e}‘zo (6.13)

m+1<k<\n,
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ve

inf lim sup
A>1 Moo

1
1‘{m§M: max V(J]k—CL’m,S)ZE}’:O (6.14)

m+1<k<Am

kogullanirini saghyorsa (x,,) dizisi sezgisel bulanik (u, ~) normuna gore istatis-

tiksel yavag saliniml bir dizi olarak adlandirilir. (6.13)) ve (6.14)) kosullar1 her

bir € > 0 ve s > 0 i¢in,

inf limsup

< : i — <1
0<A<L Moo M_|_1Hm—M min i (T, — 25, 5) < 1 6}

Am<k<m

=0 (6.15)

ve

inf lim sup

< . - > = .
0<A<L A7 500 ]\/[4_1‘{7” M max v (i, ZBk,S)_GH 0 (6.16)

- Am<k<m

kosullarina denktir.

Teorem 6.3. (Onder et al., |2025) v = (x,), (V, p,v) sezgisel bulanik normlu
uzayinda bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi sezgisel bulanik (u,v) normuna gére
a € V degerine istatistiksel Cesaro toplanabilir ve yavas salinimli ise o halde
() dizisi sezgisel bulanik (u,v) normuna gére a € V degerine istatistiksel

yakinsaktar.

Kamit. st,, — lim o, = a ve (z,,) dizisi sezgisel bulanik (x, ) normuna gore
m—00

istatistiksel yavag salimiml olsun. Ayrica,(6.13]) ve (6.14]) kosullarimin (6.1)) ve

(6.2) kosullarmi gerektirdigi gosterilirse, teoremin ispati tamamlanmig olur.

Oyleyse € > 0 verilsin. O halde yeterince biiyitk M ve herhangi bir s > 0 icin,

K, (€, ) = {m <M: min  p(rg—2m,,s) <1-— e} :

m+1<k<Am

m+1<k<Am

Ky, ) = {MSM: mex u(xk—xm,sme}

kiimelerini tanimlansin.

Herhangi A > 1 ve yeterince biiyiik m € N\ {0} i¢in m < \,, olmak iizere

N(Aml—m > <xk—xm>,s)

k=m+1
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> min {((Tmi1 = Tm, 8), 1(Tmy2 — Ty 8)5 -+ (WU, — Ty S) )

=, mn (T — Ty, 5)

>1—c¢

ve

1 &
y(/\m_m Z (:ck—:cm),s>

k=m-+1
< max {v(Tmi1 — Tm, S), V(Tmio — T, S), -+, v(Uy,, — T, S)}

= B, U )

<e€
elde edilir. Dolayisiyla herhangi bir s > 0 i¢in,

K, o(6,8) C K, ..(65) ve KJ (65)CK;,.,(€s)

1,80 V,50

ya da denk olarak,
K,u,ma (67 S) g K,u,so(ea 5) ve Kl/,ma (67 S) g KI/,SO(€7 S)

egitligi elde edilir. Eger her iki tarafin tist asimptotik yogunlugu alinirsa,

herhangi bir s > 0 igin,

0 <6 (Kpuma(6,5) <0(Kusw(es) ve 0<6(Kyma (e s)) <6 (K, wles))
(6.17)
elde edilir. (z,,) dizisi sezgisel bulanik (x, ) normuna gore istatistiksel yavag

salinimh oldugu igin, A > 1 ve s > 0 igin,
0 (Kuso(€,8) = 0 (K, s0(€,8)) =0
elde edilir. Sonug olarak, e > 0 ve s > 0 igin ([6.1]) ve (6.2]) kogullar1 saglanir. ]

Teorem 6.4. (Onder et al., (2025) v = (z,), (V, p,v) sezgisel bulanik normlu
uzaywnda bir dizi olsun. Eger (z,,) dizisi sezgisel bulanik (p,v) normuna gore
a € V degerine istatistiksel Cesaro toplanabilir ve {m(z,, — x,_1)} dizisi ¢-
sirl ise o halde (x,,) dizisi sezgisel bulanik (p,v) normuna gére a € V

degerine istatistiksel yakinsaktor.
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Kamit. st,, — lim o0, = a ve {m(z,, — Ty,—1)} dizisi ¢g-sinirh olsun. Burada
m—0o0
{m(xy, — xpm_1)} g-sirh ise (z,,) dizisi sezgisel bulamk (u, 7) normuna gére
yavag salimimhidir. O halde [6.3] yardimiyla kanitlanabilir. Verilen € > 0 igin,
inf pu(m(z, — xm-1),s) >1—€ ve supv(m(z, —xTm_1),s) <e€
meN meN

S

olacak gekilde s > M, olmak tizere 6yle bir M, > 0 vardir. Eger 1 < A <1+ i

aliirsa o halde mg <m < k < A\, icin,

:U’(J:k - Jlm,s) =M ( Z (xf - $f1)75>

f=m+1
> ] 5
I O
L s
r m+nllg}§k’u (f(xf T-1), k—m
= mi £ i~
= | £ = apm)
m
> mi £ ), —
min — _
_m+1§f§k'u Tf =i . i
S
> inf —Ts_
> inf (f(wf Zj-1)s 3 1)
>1—c¢
ve
( ) < £ i~
V(T — T, S _mirllg}cgky Tf— i) B
m
S
< supv f(xf—cf_l),)\ 1) <c¢
FeN -

elde edilir. O halde,

mo <m < M : min Ty — Ty, 8) < 1 —€
{ 0 >~ m+1Sk§>\m'u( k m> )_ }7

{mo <m<M: max v(rg—Tp,,S) > e}
mA1<k<Am

kiimeleri bos oldugu i¢in (x,,) dizisi sezgisel bulanik (u,r) normuna gore

istatistiksel yavag salimimhdir. O]
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SONUC

Ik boliimde sezgisel bulanik normlu uzaylarm tarihcesi ile girig yapilmistir.
Daha sonra sezgisel bulanik normlu uzaylara iligkin temel tanim ve teoremlere

yer verilmigtir.

Ikinci boliimde, sezgisel bulanik normlu uzaylarda toplanabilirlik teorisi ve
Tauber teorisine bir girig olarak, sezgisel bulanik normlu uzaylarda Cesaro
toplanabilirlik yontemini tanimlanmigtir ve Cesaro toplanabilirlik yontemi igin
bir Tauber teoremi ispatlanmigtir. Ayrica, sezgisel bulanik normlu uzaylarda
yavag salimimli dizi kavramini tanilarak , g-sinirh dizilerle iligkisini verilmigtir
ve yavas salinim ve g-sinirliligin sezgisel bulanik normlu uzaylarda Cesaro top-

lanabilirlik yontemi i¢in Tauber kosullar olarak hizmet ettigini gosterilmigtir.

Uciincii boliimde, sezgisel bulanik normlu uzaylarda logaritmik toplanabilirlik
tanitilmigtir ve logaritmik toplanabilirligin sezgisel bulanik normlu uzaylarda
yakinsama sagladigi bazi Tauber kogullar1 verilmistir. Ayrica, sezgisel bulanik
normlu uzaylarda logaritmik toplanabilirlige gore yavag salinim kavramini
tanmitilarak, g-sinirhilik kavrami ile iligkisini aragtirilmigtir ve g-sinirhlik ve
logaritmik toplanabilirlige gore yavag salimim araciligiyla Tauber teoremler
verilmigtir. Bu tezde ayrica sezgisel bulanik normlu uzaylarda Cesaro toplana-
bilirlik yontemi ile logaritmik toplanabilirlik yontemi arasinda bir kargilagtirma

teoremi de kanitlanmigtir.

Son boliimde, sezgisel bulanik normlu uzaylardaki diziler icin istatistiksel
Cesaro toplanabilirlik yontemi ile istatistiksel yakinsama arasindaki iligkisi
yorumlanmigtir. Bu boliimdeki temel amac, g-sinirlilik ve istatistiksel yavas
salimim gibi O-tipi olarak adlandirilan kosullarin, istatistiksel Cesaro topla-
nabilir dizilerin sezgisel bulanik norm (u,r) acgisindan istatistiksel yakisak

olmasim gerektirip gerektirmediginden bahsedilmistir.



49

Ek olarak, baz toplanabilirlik yontemleri 6zellikle Cesaro ve tiirevleri tizerine
mevcut Tauber tip teoremleri gesitli arastirmacilar tarafindan olugturulmustur.
Bu calismanin ardindan gelecek caligmalar adina, istatistiksel Cesaro top-
lanabilirlik yontemi istatistiksel logaritmik ve istatistiksel agirlikli ortalama
gibi alternatif istatistiksel yontemlerle degistirildiginde bir diziye uygulanan
kogullarin nasil geligtigine odaklanabilir. Bu alandaki herhangi bir katkinin,
yapisal tasarimda optimizasyon, sinyal igsleme, akilli sebekelerde enerji yone-
timi, endiistriyel otomasyonda ariza teshisi vb. gibi alanlara da hizmet etmesi

beklenmektedir.
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