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OZET

ZAMANA GORE GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE
INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE KARARLILIK
ESITSIZLIKLERI VE NUMERIK COZUMLERI

Hiilya ACAR
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. lhame AMIRALI
Nisan 2024, 161 sayfa

Bu tez calismasinda, farkli mertebelere sahip zamana baglh gecikmeli Volterra
integro-diferansiyel denklemlerinin Ozellikleri, kararlilik esitsizlikleri ve niimerik
coziimleri ele alinmustir. Ilk olarak, gecikmeli nétr tip Volterra integro-diferansiyel
denklemleri i¢in baglangi¢ veri fonksiyonuna gore kararlilik esitsizlikleri olusturulmustur.
Ardindan ele alinan probleme sayisal integrasyon formiillerinden dikdortgen metodu
uygulanarak diizgiin sebeke iizerinde sonlu fark semasi kurulmustur. Yapilan bu
analizler, ikinci mertebeden gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemleri ile aranan
fonksiyonun birinci mertebeden tiirevinde gecikme terimi bulunan ikinci mertebeden
gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemlere de uygulanmistir. Ele alinan her
bir problemin yaklagik ¢6ziimiiniin, diizgiin sebeke iizerinde maksimum normda diizgiin
yakinsak oldugu gosterilmis ve yakinsama hizlar1 belirlenmistir. Ayrica iki probleme de
yamuk metodu uygulanarak fark semalar1 olusturulmustur. Her bir problemin yaklagik
¢Oziimiiniin kesin ¢oziime ayrik maksimum normda diizgiin yakinsak oldugu gosterilmis
ve yakinsama hizlar belirlenmistir. Son olarak, yiiksek mertebeden gecikmeli lineer
Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin kararlilik esitsizlikleri elde edilmistir. Burada
yontemin sadece diisiik mertebeden tiirev iceren fonksiyonlarin kararlilik esitsizliklerinin
olusturulmasinda degil, ayn1 zamanda herhangi yliksek mertebeden denklemlerin kararlilik
esitsizliklerinin olusturulmasinda da kullanilabilecegi gosterilmigtir. Elde edilen teorik
sonuglarin niimerik sonuglar ile uyumlu oldugu gosterilerek, teorik sonuclar sayisal
ornekler ve bu 6rneklerin MatLab uygulamasi yardimiyla elde edilen tablo ve grafikler ile
desteklenmistir.

Anahtar sozciikler:  Gecikmeli Volterra Integro-Diferansiyel Denklem, Diizgiin
Yakinsaklik, Sonlu Fark Metodu, Kararlilik Esitsizlikleri, Sonlu Fark Semasi, Hata
Tahmini.
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ABSTRACT

STABILITY INEQUALITIES AND NUMERICAL SOLUTIONS FOR TIME
DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS

Hiilya ACAR
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. [Thame AMIRALI
April 2024, 161 pages

This thesis addresses the characteristics, stability inequalities and numerical solutions
of time-delay Volterra integro-differential equations at various orders. Initially, stability
inequalities have been formulated based on the initial data function for neutral Volterra
integro-differential equations. Furthermore, the rectangle method from numerical
integration formulas is applied to the problem to construct a finite difference scheme on a
uniform mesh. Linear second-order delay Volterra integro-differential equations and linear
second-order delay Volterra integro-differential equations with a delay component in the
first-order derivative of the desired function have also been subjected to these analyses. It
has been demonstrated that the approximate solution of each problem converges uniformly
on a uniform mesh to the exact solution and convergence rates have been determined.
Furthermore, for two different types of problems, finite difference schemes have been
separately established using the trapezoidal method. It is shown that the approximate
solution of each problem converges uniformly in the discrete maximum norm to the exact
solution and convergence rates are determined. Finally, stability inequalities for high-order
delay Volterra integro-differential equations are obtained. It is demonstrated that the
method can be used not only to establish stability inequalities for functions containing
only low-order derivatives but also for any high-order equations. Theoretical results have
been supported by demonstrating their compatibility with numerical results and theoretical
findings are supplemented with numerical examples, tables as well as graphs obtained
through the use of MatLab.

Keywords: Volterra Delay Integro-Differential Equation, Uniform Convergence, Finite
Difference Method, Stability Bounds, Finite Difference Scheme, Error Estimate.
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EXTENDED ABSTRACT

STABILITY INEQUALITIES AND NUMERICAL SOLUTIONS FOR TIME
DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS

Hiilya ACAR
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. [lhame AMIRALI
April 2024, 161 pages

1. INTRODUCTION

The field of mathematic plays a foundational role in advancing our understanding of the
natural world, continually evolving as researchers delve into intricate details, unveiling new
concepts, theories and applications. This thesis aims to contribute to these dynamic realms
by exploring stability inequalities and numerical solutions in delay differential equations
(DDEs) and integro-differential equations (IDEs), introducing a fresh perspective to the

mathematical landscape.

The motivation for this research stems from identifying gaps in the existing literature.
While significant progress has been made in various branches of mathematics, there is
a necessity to investigate and advance research in the domain of DDEs and IDEs. In
response to this need, this thesis delves deeply into stability inequalities and numerical
solutions in DDEs and IDEs, expanding our knowledge base. The goal is to enhance our
understanding and offer insights into stability inequalities as well as numerical solutions in

these equations.

The objectives of this research are twofold. Firstly, it aims to analyze and explore the
existing knowledge in the field of DDEs and IDEs. This involves a comprehensive
literature review encompassing pioneering works, recent developments and relevant
theories. Critically evaluating existing research will identify gaps, limitations and areas

with potential for further investigation.
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Secondly, the research aims to propose new methodologies, algorithms or models to
enhance our understanding of stability inequalities and numerical solutions for the
addressed equations. Various methods will be employed to obtain finite difference schemes
ensuring stability inequalities for the examined problems. Using MatLab implementation,
graphs and tables will be generated to demonstrate the comprehensibility and applicability
of the theoretical problems. These proposed methodologies may advance the field, provide

practical solutions or shed light on previously unexplored aspects of DDEs and IDEs.

The significance of this research lies in its potential contributions to both the theoretical and
applied aspects of mathematics. Theoretical contributions may provide new perspectives,
deepen our understanding and potentially lead to the development of new mathematical
theories. On the other hand, practical applications can offer innovative solutions to
real-world problems in physics, engineering, health, economics, ecology, population

dynamics and control systems.

In summary, this thesis addresses various-order Volterra delay integro-differential equations

(VDIDES) and their characteristics.

2. SOURCE SUMMARIES

Differential equations (DEs), dating back to ancient times, have emerged as a result
of human curiosity and exploration in mathematical as well as scientific studies. The
foundations of DE can be traced back to the ancient Greek period. Although some simple
DEs were used in Euclidean geometry and early studies of mechanics, the development and
systematic use of modern DEs began to take shape in the 17th century. The differential and
integral calculus developed by Isaac Newton and Gottfried Wilhelm Leibniz is considered
a significant step in solving DEs. Since then, DEs have been widely used in physics,

engineering, economics, biology and other scientific fields.

IDEs have evolved as a more general form than DEs expressed with derivatives, as DEs
were primarily used to describe the instantaneous change of a system or the speed of an
event by expressing it with the derivatives of variables. IDEs that incorporate dependencies
on past values of variables can also be used to express the past-dependent effects of
events, since they contain both integral and derivative terms. However, finding analytical
solutions for IDEs is often a challenging process and typically requires special techniques
for specific equations. Numerical methods, Laplace transformation, iteration methods and
transformation to eigenvalue problems are just a few of the well-known global methods
used by researchers [20]-[42].
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Volterra and Fredholm IDEs represent a special class within the theory of IDEs, which
is an extensive form of IDEs. These equations were independently developed by Italian
mathematician Vito Volterra and Swedish mathematician Ivar Fredholm. Today, Volterra
and Fredholm IDEs play a crucial role in various fields of mathematical analysis and
applied mathematics. These equations are used for mathematical modeling of problems in
physics, engineering, economics, biology and other areas. The theories of Volterra and
Fredholm form the foundation for the study of analytical and numerical solutions of IDEs,
making this area a significant research field [1], [24], [35],[33], [37], [41], [44], [47], [56].

Delay differential equations (DDEs), widely used from the 19th to the early 20th century,
emerged as mathematicians sought new methods to better understand and model the
delay effects of systems. DDEs, a more general and comprehensive form of IDEs, differ
fundamentally in that they model situations where the dynamics of a system are affected
not at the current instant but after a specific time delay. The distinction between these
two types of DE lies in the fact that the effects of events arise based on the values of the
previous time rather than instantly. DDEs often find application in modeling real-world

systems in more realistic and detailed situations [13], [14],[15], [18], [19].

Within the theory of IDEs, the area is divided into two main subcategories: Volterra and
Fredholm IDEs. In the broader context of IDEs, we can examine Volterra and Fredholm
delay integro-differential equations (VDIDE and FDIDE, respectively). VDIDE and
FDIDE, with their solutions involving delay terms and jump points in various derivatives,
pose a challenge in solving a kind of IDE. Over the years, various approaches have been
proposed to solve VDIDE:s, such as open and closed continuous Runge-Kutta methods.
These methods have assisted in obtaining general linear methods to solve Volterra DDEs,
as described by [32]. Researchers have also achieved the convergence of iterative schemes
required at each step and the convergence of numerical solutions for Volterra systems.
[4] demonstrated a discrete second-degree convergence in the maximum norm using a
quadrature formula, a numerical method for solving delay and neutral-type VDIDE:.
[22] applied mixed interpolation collection methods for first and second-order VDIDE:s.
Additionally, [17] provided a brief overview of approximate methods for VDIDEs. [46]
introduced more general and effective methods for the numerical solutions of high-order
Volterra/Fredholm IDEs.

Recently, there has been significant focus on developing numerical techniques for
solving VDIDEs. For instance, [53] proposed a Taylor method that approximates the

solution of high-order linear Volterra/Fredholm IDEs under mixed conditions using Taylor
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polynomials centered around any point. Additionally, [9] presented a comprehensive

review of various approximate methods for solving VDIDE:s.

The stability of VDIDEs remains a subject of ongoing debate among a small community
of researchers. Recent progress in fundamental knowledge suggests that this area will
continue to be a rich field for exploration. Noteworthy studies include [39], who examined
the stability of VDIDEs using the Runge-Kutta method for constant delay. [5] investigated
high-order linear VDIDEs, determining stability bounds and suggesting methods for
establishing exact solutions and creating stability inequalities for each derivative order. [2]
established stability inequalities for nonlinear homogeneous VDIDEs. Although there are
several approaches and techniques for solving VDIDE:s, there are still many unexplored
problems in terms of stability and accuracy. Ongoing research in this field suggests that

new methods and insights will emerge in the future.

Singular perturbation in generalized DDs represents a broad concept within the realm
of GDDs. These types of DDs encapsulate scenarios where one or more parameters
characterizing the system become either very small or very large in a specific region.
Singular perturbation theory is employed to mathematically model and solve situations
characterized by such conditions. The analysis in this field serves as a crucial tool for
understanding the interactions of parameters and changes in system behavior in solving
GDDs. This concept continues to be utilized in comprehending complex dynamic systems,
particularly in cases where inter-system interactions and time delays are significant, across

various physical, biological and engineering applications.

Studies in this area include the work of [10], which focuses on the finite-difference
solution of a singular perturbation coefficient-dependent initial value problem based on
delay linear first-order Volterra integro-differential equations (VIDEs). Additionally, the
study employs integral identities to analyze the convergence of the numerical method,
exhibiting regular convergence properties depending on the perturbation parameter. [29]
propose an approach for solving singular perturbed Fredholm integro-differential equations
(FIDEs) using a reduced second kind Fredholm equation. The problem is dissected using
a finite-difference approach that produces uniformly convergent numerical schemes and
integrated approaches are formed using Shishkin-type meshes. [27] address the numerical
solution of a nonlinear singular perturbed first-order FIDE. They develop and analyze
an approach with uniform convergence in the €—parameter. The numerical solution is
disentangled using interpolation power formulas for the differential part and the composite
rectangle rule for the integral part, while error estimates for the approximate solution are

provided.
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For an in-depth exploration of the analysis methods for singular perturbation in GDDs,
interested researchers may refer to the studies by [28], [40],[? ? ] and other relevant

sources mentioned in these works.
3. THEORETICAL FOUNDATIONS

In this section, definitions of general topics that will be used in other sections of the thesis,
such as grid, grid function, finite differences and Gronwall integral inequality are provided.
Additionally, issues related to the analytical solution of DDEs are addressed along with the
definition of DDEs. The theorems that establish the existence and uniqueness of solutions
for DDEs under specific conditions are explained. Finally, analytical solution methods
for linear DDEs are discussed. In particular, the Bellman step method and its application
methods, which are used to solve different types of DDEs are discussed. Furthermore,
the advantages and challenges of this method are illustrated in the graphs drawn in the

presented numerical examples.
4. MATERIALS AND METHODS
This section is examined under four main headings.

Neutral type VDIDE given below are discussed in the first subsection of the fourth chapter:
W (£) + a0y (t — r) + bt —I-/Kts —f(0), tel, (0.

u(t) = (), —r<t<0, (0.2)

where I = (0, T| = Uy, [, ={t:rp_1 <t <rp}, I<p<mandry=sr (0<s <
m); [ =10, T], Iy=[—r, 0]. b(¢) >0, f(t), a(t) (t 1), ¢(t) (t €ly) and K(¢,s) ((z, s) €
I x I) are given functions, r is a constant delay. Moreover, we will assume that a, b, f €
c(l), ¢ € C*(Ip) and 2K € () (s =0,1,2).

As the second heading, second-order VDIDE given in the following form will be discussed:

t

u" () +a()d (1) +b(u(t—r)+ | K(t,s)u(s)ds = f(t), tel, (0.3)

t—r

u(t) = (1), 0.4)
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W(0)=B, —r<t<o, (0.5)

where I = (0, T] :UZ;llp, I,={t:rp1<t<rp}, 1<p<mandry=sr (0<s

m); [ =0, T], Iy=[—r, 0].a(t) >0, f(t), a(t) (t €1), (t) (t €lp) and K(¢t,s) ((¢, ) €

I x I) are given functions, r is a constant delay. Moreover, we will assume that a, b, f €
2

C(I), 9 € C2(Ip) and $X € C(P?) (s=0,1,2), € Iy = [0, 7].

IN

As the third subheading of the fourth section, the second-order VDIDE, which contains a

delay term in the first derivative of the unknown function defined below, will be discussed:

u”(t)+a(t)u/(t)+b(t)u/(t—r)+/K(t,s)u(s)ds:f(t), tel, (0.6)

subject to initial conditions

ut)=o(t), -r<t<o, (0.7)

W (0) = B. 0.8)

The intervals / and /,, are defined as [ = (0, T] = U} I, and I, = {t : 1 <t <rp}, where
1 < p<mandr;=sr(0<s<m). The set of real numbers I is defined as I = [0, T] and
I = [—r, 0]. We assume that a, b, f € C(I), ¢ € C?(Iy) and %2{ € C(?) (s=0,1,2).

Under the three subsections of the fourth chapter mentioned above, difference schemes
are created for various VDIDEs investigated under the heading of each problem and their

stability, convergence and numerical properties have been analyzed separately.

In the fourth subheading, which is the final subheading of the fourth section, high-order
VDIDE are examined:

W™ (1) + a()u™ D (0) + b(t)ult — ) + / K(t,s)u(s)ds = f(t)  (0.9)

on (0, 7] with the interval conditions:
u(t)=o(t), u(0)=B; i=12,..,n—1 and t€l,  (0.10)
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where I = (0, T] :UZ‘:]IP, I={t:rp1<t<rp}, 1<p<mandry=sr (0<s<
m); [=[0,T], Iy=[—r, 0], a(t) >0, f(t), a(t) (t€l), o(t) (t €Iy) and K(z,s) ((z, s) €
I x I) are provided sufficiently smooth functions that satisfy specific regularity conditions

to be described, r is a constant delay. Moreover, we will assume that a, b, f € C(I), ¢ €

C(Ip) and 2K € C(P) (s=0,1,2).

The method obtained in this chapter is not only used in writing stability inequalities
of functions with low derivative orders, but also in writing stability inequalities of any
equations with high orders. This reveals how effective the method applied in this chapter

is compared to the methods found so far.
5. RESULTS AND RECOMMENDATIONS

In this section, a comprehensive review of the problems addressed in previous sections will
be conducted. The main results obtained in this study will be summarized. Additionally,
detailed recommendations for future studies that could contribute to the literature will be
provided. Moreover, some discussions regarding the uniqueness and applicability of the
ideas presented in this section will be addressed. Ultimately, the aim of this section is to

establish a foundation for readers to delve deeper into and enhance studies in this field.

In this thesis, the focus has been on the characteristics of generalized VDIDEs, stability
inequalities, finite-difference schemes on a uniform mesh and the design as well as analysis

of error evaluations between obtained solutions.
Four different problems related to VDIDEs were considered in this study.

Firstly, the initial value problem for a neutral type VDIDEs, given by (0.1)-(0.2), was
addressed. Stability bounds were established for the (0.1)-(0.2) problem. By applying the
rectangle rule to the integral part of the problem, a finite-difference scheme on a uniform
mesh was obtained. It was discovered that the (0.1)-(0.2) problem could be converted into
a finite-difference problem by comparing the approximate solution obtained through an
iterative method with the solution of the (0.1) problem. It was observed that the solution of
the finite-difference problem converges uniformly on a uniform mesh to the solution of the
(0.1)-(0.2) problem with a rate of O(h?). Sample problems were presented to demonstrate
the applicability and effectiveness of the proposed methods. The results were supported by
graphics and tables plotted with the help of a MatLab application for better observation of
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the test problems. Consequently, the applied method was observed to be consistent with

theoretical considerations.

Secondly, stability bounds for the second-order linear VDIDE given by (0.3)-(0.5) were
established. A trapezoidal rule was applied to the integral part of (0.3) to formulate
a finite-difference scheme on a uniform mesh. The stability and convergence of this
finite-difference scheme were examined. It was shown that the approximate solution
converges uniformly to the exact solution with a maximum norm rate of O(h?). The
consistency of the numerical results with the theoretical results was supported by graphical

and tabular evidence.

Thirdly, in addition to the problem discussed in (0.3)-(0.5), a problem of the form
(0.6)-(0.8) was considered, incorporating a delay term in the first-order derivative of
the unknown function. Stability bounds for (0.6)-(0.8) were established. Trapezoidal rule
was again applied to the integral term to formulate a finite-difference scheme on a uniform
mesh. The convergence of this scheme was analyzed. It was observed that the approximate
solution of (0.6)-(0.7) converges uniformly to the exact solution with a maximum norm
rate of O(h?). The effectiveness of the proposed method was demonstrated through sample

problems supporting the theory.

Fourthly, higher-order VDIDE:s of the form (0.9)-(0.10) were addressed. Critical points
were discussed in obtaining the exact solution of (0.9)-(0.10). Stability bounds were
obtained for the desired function and its different derivative orders. The method not only
provided stability bounds for the desired function but also allowed the determination of
stability equalities for any order of the derivative of this function. In terms of obtaining
stability equalities for higher-order derivative orders, the method proved to be more
effective compared to previously applied methods. The applicability and effectiveness
of the method were supported by example problems. The results were further observed
through graphics and tables generated using MatLab for a better understanding of the test
problems. From these results, it was observed that the applied method is consistent with

theoretical work.

In conclusion and recommendation, the finite-difference method applied in this study
for different-order VDIDE:s is a highly effective and economical solution approach in
establishing stability bounds. The visual graphics and tables used for solving numerical
examples for theoretical support add a new perspective to the thesis. Moreover, they
present significant results. In the literature review, it was observed that such problems have

not been widely studied yet. This thesis work is qualitative and contributes to researchers.

xxii



By utilizing the results of this study, future studies focusing on first and second-order
Volterra-Fredholm DDEs, non-linear VDIDEs and those with more complex initial
conditions can be conducted for more comprehensive analyses. Additionally, researchers
can compare different numerical methods for solving VDIDEs, in addition to the

finite-difference methods used in this thesis.

In conclusion, this thesis work marks a significant step in the numerical solution of VDIDEs.
Future studies in line with the recommendations can expand the use of VDIDEs in a wider
range of problems and improve the effectiveness of numerical solution methods. The
results of this study are an important source to contribute to the analysis and practical

applications of such equations.
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1. GIRIS

Matematik alani, dogal diinyanin anlagilmasim gelistirmede temel bir rol oynayan siirekli
gelisen bir disiplindir. Arastirmacilar matematikteki karmasik detaylara daha derinlemesine
girerken yeni kavramlar, teoriler ve uygulamalar ortaya ¢ikarmaya devam eder. Sergilenen
bu tutum matematik arastirmalarinin manzarasini sekillendirir. Matematik alanina yeni bir
perspektif sunan bu doktora tez caligmasi, gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD) ile
integro-diferansiyel denklemlerde (IDD) kararlilik esitsizliklerini ve sayisal ¢oziimlerini

aragtirarak bu dinamik alanlara katkida bulunmay1 amag¢lamaktadir.

Bu arastirmanin motivasyonu, mevcut literatiirdeki boglugun belirlenmesinden
kaynaklanmaktadir. Matematigin cesitli dallarinda 6nemli ilerlemeler kaydedilirken,
GDD’ler ile IDD’ler alaninda ilerlemelerin arastirilmasi ve gelistirilmesi de gereklidir.
Bu ihtiyaca yanit olarak bu tez, GDD ve IDD’lerde kararlilik esitsizliklerini ve sayisal
cOziimlerini derinlemesine arastirarak bilgilerimizi genisletmeyi saglar. Ayrica ele
alinan problemlerin kararlilik esitsizlikleri ve niimerik ¢oziimleri hakkinda bilgilerimizi

genisletmek ve goriisler sunmak amag¢lanmaktadir.

Bu arastirmanin hedefleri iki yonliidiir: Ik olarak GDD ve IDD’ler alanindaki mevcut
bilgiyi analiz etmeyi ve kesfetmeyi amaclar. Bu calisma; daha 6nce yapilan Oncii
calismalarin, son gelismelerin ve ilgili teorilerin kapsamli bir literatiir taramasini icerecektir.
Var olan aragtirmalar elestirel bir sekilde degerlendirerek bosluklari, sinirlamalari ve ileri

arastirma potansiyeli olan alanlar1 belirleyecektir.

Ikinci olarak ele alinan denklemlerin kararlilik esitsizliklerini ve sayisal ¢oziimlerini
anlamamiz1 gelistirmek i¢in yeni metodolojiler, algoritmalar veya modeller 6nermeyi
amaclar. Incelenen problemlerin kararlilik esitsizliklerini saglamak icin gesitli yontemler
kullanarak fark semalar1 elde edilir. MatLab uygulamasi kullanilarak elde edilen grafikler

ve tablolar araciligiyla incelenen teorik problemlerin daha anlagilir ve uygulanabilir



oldugunu gostermeyi amaglar. Bu 6nerilen metodolojiler alani ilerletebilir, pratik ¢oziimler

sunabilir veya gecikmeli fark ve IDD’lerin daha 6nce kesfedilmemis yonlerine 151k tutabilir.

Bu arastirmanin 6nemi, matematigin hem teorik hem de uygulamali yonlerine katki
saglama potansiyelinde yatmaktadir. Teorik katkilar yeni goriigler saglayabilir, anlayisimizi
derinlestirebilir ve potansiyel olarak yeni matematik teorilerinin gelistirilmesine yol
acabilir. Diger yandan pratik uygulamalar fizige, miihendislie, sagliga, ekonomiye,
ekolojiye, popiilasyona ve kontrol sistemlerine yonelik gercek diinya problemlerine

yenilik¢i ¢oziimler sunarak uzun vadeli sonuglar saglayabilir.

Bu tez calismasinda 6zet olarak cesitli mertebeden gecikmeli Volterra integro-diferansiyel

denklemler (GVIDD) ve 6zellikleri ele almmugtir.

Calisma bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra gelen ikinci boliimde tezle

ilgili literatiir 6zetinin verildigi Kaynak Ozetleri boliimii yer almaktadir.

Uciincii boliimde tez calismasinda faydalanilan temel tamim ve teoremlerin verildigi genel

Kuramsal Temeller baglig1 altinda bilgiler verilmistir.
Dordiincii boliimde ise tezde ele alinan problemler incelenmektedir.

Dordiincii boliimiin ilk alt basliginda asagida verilen nétr tip GVIDD ele alinmustir:

I[=0,T)=U)_ Iy, [y={t:ry-1<t<rp}, 1<p<mvers=sr (0<s<m), I=
[0,T], Io=[-r0]. b(t)>0, f(t), at) (tel), o) (t€ly) ve K(t,s) ((t,5) €IXI)
verilen fonksiyonlardir. r sabit bir gecikme terimidir. Ayrica a, b, f € C(I), ¢ € C*(I)
ve 2K e C(P) (s=0,1,2).



Dérdiincii boliimiin ikinci alt baglig1 olarak asagida tanimlanan ikinci mertebeden GVIDD

ele alinmigtir:

t—r

W(0)=B, —-r<t<O0,

I:(O,T]:Uszllp, L={t:rp_1<t<rp}, 1<p<mve ry=sr (0<s<m), =

[0,T], Io=[-r0]. a(t) >0, f(1), a(t) (t €I), @(¢) (t € ly) ve K(t,s) ((t,s) € Ix])

verilen fonksiyonlardir. r sabit bir gecikme terimidir. Ayrica a, b, f € C(I), ¢ € C*(I)
2

ve 2K € C(P) (s=0,1,2).

Doérdiincii boliimiin {igiincii alt bashi§inda asagida tanimlanan aranan fonksiyonun birinci

mertebeden tiirevinde gecikme terimi bulunduran ikinci mertebeden GVIDD ele almmustir:

I=0T]=U)_Ip, [y={t:rp-1 <t<rp}, 1<p<mve r,=sr (0<s<m), [=

[0,T], Io=[-r0]. a(t) >0, f(1), a(t) (t €I), @(t) (t €ly) ve K(t,s) ((t,s) €I x]I)

verilen fonksiyonlardir. r sabit bir gecikme terimidir. Ayrica a, b, f € C(I), ¢ € C*(I))
2

ve 2K € C2(P) (s=0,1,2).

Dordiincii boliimiin ii¢ alt baghg1 altinda arastirilan cesitli GVIDD igin fark semalar1

olusturulmus ve kararlilik, yakinsaklik, niimerik ¢oziimleri incelenmistir.



Dérdiincii boliimiin son alt baghginda ise yiiksek mertebeden GVIDD incelenmistir:
t
u™ () +a() "V (6) + b(t)u(t — r) + / K(t,s)u(s)ds = f(1), t€l,
t—r

u(t) =), u0)=B; i=12,..,n—1 ve t€l,

I=0T]=U_ I, Iy={t:rp,.1<t<rp}, 1<p<mve ry=sr (0<s<m), [=
[0,T), Io=[-r0], a(t) >0, f(t), a(t) t €I), o) (t € Ly) ve K(t,s) ((t,s5) €I x
I) belirli diizgiinliik sartlarin1 saglayan yeterince diizgiin fonksiyonlar olup r sabit bir

gecikmedir. Ayrica a, b, f € C(I), ¢ € C*(Iy) ve %ZTIZ( cC(P?) (s=0,1,2).

Incelenen bu son boliimdeki yontem sadece diisiik mertebeden tiirev iceren fonksiyonlarin
kararhilik esitsizliklerinin olusturulmasinda degil, ayn1 zamanda herhangi bir yiiksek
mertebeden denklemlerin kararlilik esitsizliklerinin olusturulmasinda da kullanildigini
gosterir. Bu da bu boliimde uygulanan yontemin bu zamana kadar bulunan yontemlere

gore ne kadar etkin oldugunu gozler oniine sermektedir.

Son bolim olan besinci boliimde tez ¢alismasinda ele alinan problemler bir arada

degerlendirilmisg, sonraki ¢aligsmalar icin goriis ve Oneriler sunulmustur.



2. KAYNAK OZETLERI

Tarihi oldukca eski olan diferansiyel denklemler (DD) matematiksel ve bilimsel
calismalarda insanoglunun meraki ve arastirmasi sonucunda ortaya ¢ikmigstir. DD’lerin
temelleri Antik Yunan dénemine kadar uzanir. Oklid geometrisinde ve mekanigin
erken calismalarinda, bazi basit DD’ler kullanilmis olsada modern DD’lerin gelisimi
ve sistematik bir sekilde kullanimi 17. yiizyilda olugsmaya basglamustir. ilk olarak Isaac
Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz’in gelistirdigi diferansiyel ve integral hesaplamalari,
DD’lerin ¢6ziimiinde biiyiik bir adim olarak kabul edilir. Bu donemden itibaren DD’ler;
fizik, mithendislik, ekonomi, biyoloji ve diger bilim alanlarinda yaygin olarak kullanilmaya

baglanmusgtir.

Degiskenlerin tiirevleriyle ifade edilen DD’lerin bir sistemin sadece anlik de8isimini veya
bir olayin anlik hizin1 agiklamak i¢in kullanilmasindan dolayr daha genel bir form olan
IDD’ler ortaya ¢ikmustir. IDD’ler tiirev ve integral terimlerini igeren denklemler olmasinin
yant sira de8iskenlerin ge¢cmis degerlerine olan bagimliliklariyla birlikte olaylarin ge¢cmise
dayali etkilerini ifade etmektedir. Ancak IDD’lerin genellikle analitik olarak ¢oziimlerinin
bulunmas zorlu bir siirectir ve genellikle belirli denklemler icin 6zel teknikler gerektirir.
Sayisal yontemler, Laplace doniisiimii, iterasyon yontemleri, 6zdeZer problemlerine
doniistiiriilerek ¢coziilmesi arastirmacilar tarafindan iyi bilinen kiiresel yontemlerden sadece

bazilaridir [20]-[42].

Volterra ve Fredholm IDD’leri, matematiksel analizin 6nemli bir alan1 olan IDD’ler
teorisi i¢inde 6zel bir simftir. Bu tiir denklemler, Italyan matematik¢i Vito Volterra ve
Isve¢ matematikgi Ivar Fredholm tarafindan bagimsiz olarak ¢alisilarak gelistirilmistir.
Giiniimiizde Volterra ve Fredholm IDD’leri, matematiksel analizde ve uygulamali
matematikte bir¢ok alanda 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu denklemler fizik, miihendislik,
ekonomi, biyoloji ve diger alanlarda problemlerin matematiksel modellemesi ic¢in
kullanilmaktadir. Volterra ve Fredholm teorileri, IDD’lerin analitik ve sayisal ¢oziimleri

izerine caligmalarin temelini olusturur ve bu alanda 6nemli bir arastirma alani olarak kabul



edilir. Volterra/Fredholm integral ve IDD’lerin temel teorisi i¢in [1], [24], [35], [33], [37],
[41], [44], [47], [56] gibi kaynaklardan incelemeler yapilabilir.

19. ve 20. yiizyillarin baslarinda yaygin olarak kullanilmaya baslanan GDD’ler ise
matematikgilerin sistemlerin gecikme etkilerini daha iyi anlamak ve modellemek icin yeni
yontemler arayiglar1 sayesinde ortaya ¢ikmistir. GDD’ler, adi diferansiyel denklemlerin
(ADD) daha genel ve kapsamli formu olsada aralarindaki en temel fark, GDD’lerin
sistem dinamiklerinin mevcut zaman aninda degil, belirli bir zaman gecikmesi sonrasinda
etkilendigi durumlar1 modellemesidir. Bu iki tiir DD arasindaki ayrim, olaylarin etkilerinin
anlik degil, bir onceki zamandaki degerlere dayali olarak ortaya ¢ikmasidir. ADD’ler,
bagimsiz degiskenin tiirevlerini igerir ve bu degiskenlerin anlik degerlerine dayanarak
sistem davramgimi ifade eder. Ornegin bir niifus dinamigi modelinde, popiilasyon biiyiime
hizinin anlik olarak mevcut popiilasyona bagli oldugu bir DD kullanilabilir. Diger yandan
GDD’ler, bir olayin gerceklesmesi ile bu olayin sonuglarinin sistem tizerindeki etkisinin
belirli bir zaman gecikmesi gosterdigi durumlart modellemek i¢in kullanilmasindan dolay1,
ozellikle zaman gecikmeli etkilerin 6nemli oldugu durumlarda, drnegin bir ekosistemdeki
tiirler aras1 etkilesimlerin modellenmesinde veya bir kontrol sisteminde geri besleme
dongiilerinin analizinde 6nemli bir rol oynar. Bu nedenle GDD’ler olaylarin ge¢mis
durumlarina olan bagimliliklar1 nedeniyle ADD’lerden daha karmasgik bir yapiya sahiptir.
Gecikmeli denklemler, genellikle gercek diinya sistemlerinin daha gergekci ve ayrintili bir

sekilde modellenmesi gerektigi durumlarda kullamilir ([13], [14], [16], [18], [19]).

IDD’ler teorisinde Volterra ve Fredholm IDD’leri olarak iki ana alt baghiga ayrilarak
incelenen alan1 IDD’lerin daha kapsamli formu olan GDD’ler icinde gecikmeli Volterra
ve gecikmeli Fredholm intgero-diferansiyel denklemler (sirastyla GVIDD ve GFIDD) alt
baslhig1 altinda inceleyebiliriz. GVIDD ve GFIDD’ler kesin ¢oziimiin gesitli tiirevlerinde
gecikme terimi ve sicrama noktalarinin varligi nedeniyle ¢6ziimii zor olan bir tiir
DD’lerdir. Yillar icinde agik ve kapali siirekli Runge-Kutta yontemleri gibi GVIDD’leri
cozmek icin cesitli yaklagimlar Onerilmistir. Bu yontemler, [32]’de agiklandig: gibi
Volterra GDD’leri ¢6zmek icin genel lineer yontemler elde etmede yardimci olmustur.
Ayrica aragtirmacilar her adimda gereken yinelemeli semanin yakinsamasini ve Volterra
sistemlerinin sayisal ¢oziimlerinin yakinsamasini da elde ettiler. [4] gecikmeli ve nétr

tip olan VIDD’lerin kararlilik esitsizliklerini olusturmanin yani sira, VIDD’leri ¢ozmek



icin niimerik integrasyon formiiliiniin kullanilmasi ile ayrik maksimum normda ikinci
derece yakinsama olusturdugunu da gosterdiler. [22]’de birinci ve ikinci mertebeden
VIDD’ler i¢in karisik interpolasyon koleksiyonu yontemlerini kullanmistir. Diger yandan
[17], [23] GVIDD’ler i¢in yaklagik yontemlerin kisa bir 6zetini sunmustur. [46] ise yiiksek
dereceli Volterra/Fredholm IDD’lerin sayisal ¢oziimleri icin daha genel ve etkili yontemler

tanitmistir.

Son zamanlarda, GVIDD’leri ¢bzmek icin sayisal teknikler gelistirme konusuna Snemli
olciide odaklanilmaktadir ([21]). Ornegin [53], karma kosullar altinda yiiksek mertebeli
lineer Volterra/Fredholm IDD’lerinin ¢ziimiinii herhangi bir nokta etrafinda merkezlenmis
Taylor polinomlar1 kullanarak yaklastiran bir Taylor yontemi Onermistir. Ayrica [9]

GVIDD’leri ¢6zmek icin cesitli yaklasik yontemlerin kapsamli bir incelemesini sunmustur.

GVIDD’lerin kararlihgs, kiigiik bir arastirmaci toplulugu arasinda devam eden bir tartisma
konusu olsa da temel bilgi alaninda son zamanlarda kaydedilen ilerlemeler, bu alanin
kesif i¢in zengin bir alan olmaya devam edecegini diisiindiirmektedir. Bu alanda
yapilan ¢caligmalardan [39] sabit bir gecikme i¢in GVIDD’lerin Runge-Kutta yonteminin
kararhiligimi incelemistir. [5] yiiksek mertebeli lineer GVIDD lerin kararlilik esitsizliklerini
elde etmis ve onerdikleri yontem ile sadece diisiik mertebeden tiirev iceren fonksiyonlarin
kararlilik esitsizliklerinin olusturulmasinda degil, ayn1 zamanda herhangi bir yiiksek
mertebeden denklemlerin kararlilik esitsizliklerinin olusturulmasinda da etkin oldugunu
gostermislerdir. [2] makalesinde, lineer olmayan homojen GVIDD’ler icin kararlilik
esitsizlikleri belirlemistir. Sonug olarak GVIDD’leri ¢6zmek i¢in birka¢ yaklasim ve
teknik olsa da, kararlilik ve dogruluk acisindan heniiz kesfedilecek ¢ok fazla problemin
oldugu ortaya koyulmustur. Bu alandaki arastirmacilarin devam eden ¢aligmalari, gelecekte

yeni yontemler ve anlayiglarin ortaya ¢ikacagini dngérmektedir.

Singular pertiirbe GDD’ler ise GDD’ler ile ilgili genel bir alan1 ifade eder. Bu tiir DD’ler,
sistemi karakterize eden bir veya daha fazla parametrenin belirli bir bolgede ¢ok kiigiik
veya ¢ok biiyiik oldugu durumlar igerir. Singular pertiirbe teorisi, bu tiir durumlarin
matematiksel modellemesi ve ¢oziimii icin kullanilir. Bu alanmin analizi, GDD’lerin
coziimiinde parametrelerin etkilesimlerini ve sistem davranisindaki degisiklikleri anlamak

i¢cin onemli bir aractir. Bu alan bircok fiziksel, biyolojik ve miihendislik uygulamasinda,



ozellikle de sistemler arasi etkilesim ve zaman gecikmesi onemli oldugu durumda
karmasik dinamik sistemlerinin anlagilmasi icin kullanilmaya devam edilmektedir. Yapilan
calismalara 6rnek olarak [10]’da gecikmeli lineer birinci mertebeden VIDD’lere dayanan
singiiler pertiirbe katsayisina sahip baglangi¢c-deger problemi icin sonlu fark ¢oziimiine
odaklanmugtir. Ayrica integral kimliklerini kullanarak sayisal yontemin yakinsamasin
analiz etmekte ve pertiirbe parametresine bagli olarak diizenli yakinsama 6zelliklerini
sergilemektedir. [29] singiiler pertiirbe Fredholm IDD’ini indirgenmis ikinci tip Fredholm
denklemi ile ¢6zmek icin bir yaklagim sunmaktadir. Problem; ikinci mertebeden diizgiin
yakinsayan sayisal yaklasimlar iireten sonlu fark yaklagimi ile ayristirilmig, Shishkin
tipi Orgiiler kullanilarak biitiinlesik yaklagimlar olusturulmustur. [27] ise lineer olmayan
singiiler perturbe birinci mertebeden Fredholm IDD probleminin sayisal ¢oziimii iizerine,
£— parametresinde diizgiin yakinsamaya sahip bir yaklasim gelistirilip analiz etmiglerdir.
Sayisal ¢oziim, diferansiyel kismi icin interpolasyon kuvvet formiilleri ve integral kismi
icin bilesik dikdortgen metodu kullanarak ayristirilmis, yaklasik ¢oziim i¢in hata tahminleri
olusturulmustur. Singiiler pertiirbe GDD’lerin yaklagim yontemlerinin analiziyle ilgili
detayl1 inceleme i¢in [8], [29], [40], [43] calismalarina ve bu calismalarda gecen diger
kaynaklara bakilabilir.

Bu boliimiin bir sonraki alt boliimlerinde, giinliik hayatimizda kargilagtigimiz problemlerin

matematiksel modellemesi tizerinde GDD’lerin etkileri incelenecektir.

Trafik Problemlerinde Kullanimi

Trafik akis ve kontrol problemlerinin modellemesinde GDD’lerin kullanilma sebepleri
arasinda siirticii davraniglarinin daha gergekci bir sekilde arastirilmak istenmesi yer
alir. Ozellikle trafikteki gecikmeler, siiriiciilerin tepkilerini etkiler. Gecikmeli modeller,
siiriiciilerin aninda tepki vermeyip bir siire bekledikten sonra hareket etmelerini daha
dogru bir sekilde yakalayabilir. Ayrica trafik akisi genellikle bir dizi aracin birbirleriyle
etkilesim icinde oldugu karmagik bir sistemdir. GDD’ler, bu etkilesimleri ve siiriiciiler
arasindaki zaman gecikmelerini modelleyerek daha kapsamli bir bakis sunabilir. Siiriicii
ve arag ile etkilesim halinde olan diger bir faktor de kullanilan 151k sistemleri ve diger
kontrol mekanizmalaridir. Bunlarda genellikle gecikmelerle ¢alisir. GDD’ler, bu kontrol

sistemlerinin etkilerini ve gecikmelerini daha dogru bir sekilde yakalayabilir. Ayrica



giiniimiiziin en biiyiik problemlerinden birisi olan trafik akisindaki dalgalanmalar1 ve
yogunluktaki degisiklikler GDD’ler yardimi ile daha dogru agiklanir. Diger yandan
aciklamalar sirasinda kullanilacak trafik simiilasyonlar1 ve yapay zeka algoritmalari i¢in

uygun bir matematiksel temel saglarlar.

GDD’lerin bu alanda ¢alisma modelinin gosterilmesi i¢in trafikte iki aracin arka arkaya
ilerledigi durumda, onde olan aracin aniden fren yapmasi halinde araglarin hiz degisimini

ve aralarindaki mesafe degisimini matematiksel olarak modelleyelim.

Ondeki aracin hiz degisimi

dV]
— = —a
dt 1

seklinde olur. Burada, % onde olan aracin hizinin zamanla olan degisimini gostermektedir.
Ondeki aracin hizinin zamanla azalmasindan dolay1 —a; negatiftir. Arkada bulunan aracin
hiz degisimi ise

dva
dt

d(x(t =) = y(1))

=k(vi(t—71)—w(t))—c o

seklinde ifade edilir. Yukaridaki denklemde % arkada olan aracin hizinin zamanla
degisimini, v (r — 7) onde giden aracin gecikme hizinin farkini, x(t — 7) — y(¢) uzaklik
farkindaki degisimin zamanla oranini, k ve c¢ sirastyla hiz, mesafe farkindan etkilenen hiz

degisim oranlarini temsil etmektedir. Araglar arasindaki mesafe degisimi

dx
— p— t
dt ()
dy
— = n(t
dt v2(t)

seklindedir. % ondeki aracin konumunun zamanla olan degisiminin hizina, d—f ise arkadaki

aracin konumunun zamanla olan degisiminin hizina bagl olan bir degisim hizidir.

Bu problem, birbirini takip eden iki ara¢ arasindaki mesafeyi modellemektedir. Onde olan
ara¢ aniden fren yaptiginda, arkadaki aracin ¢arpismay1 dnlemesi i¢in hizin1 degistirmek
zorunda kalmigtir. Araclar arasindaki mesafe ve hiz degisimleri GDD’ler kullanilarak

olusturulmustur.



Yukarida modelledigimiz probleme bir sayisal rnek olarak, hizlar1 80m /s ve aralarindaki
mesafe 10m olan iki arac1 ele alalim. Ondeki arag aniden fren yaptiginda arkadaki aracin
onde olan araca carpigsmamasi icin hiz ve mesafede meydana gelen degisimleri yukaridaki
matematiksel modellemeyi kullanarak ¢ozdiikten sonra elde edilen sonuglar1 Matlab ile

cizilmis grafikler ile gosterelim.

Araclarin Hizlari

80 T T T T T T
Ondeki arag
60 - Arkadaki arag | |
©
E 4o}
N
T
20
0 Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman (s)
Araglar Arasindaki Mesafe
600 T T T T T T T
Ondeki arag
Arkadaki arag
E 400 d
1S
]
S
< 200
0

Sekil 2.1. Baglangi¢ hizlart:
ondeki ara¢ = 80 m/s, arkadaki ara¢ = 80 m/s.

Baglangi¢c durumunda iki arag¢ arasindaki mesafe: 10 m.
Son hizlart:

ondeki ara¢ = 20.06 m/s, arkadaki ara¢ = 10.62 m/s.
Son durumda iki aracin aldig1 yol:

ondeki ara¢ = 509.50 m, arkadaki arag=256.53 m.
7=0.5,k=0.5,c=0..
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Bu problemin matematiksel modellemesi yapilirken GDD’ler yerine ADD’ler kullanilsaydi,
gecikme siiresi hesaba katilmayan bir model ortaya ¢ikardi. Boyle bir durumda arka arkaya
giden araglardan biri aniden fren yaptiginda, arkasindaki aracin tepki siiresi gecikmesiz
hesaplanacak ve aracin hizinda ani bir degisiklik meydana gelecekti. Ancak gercek hayatta
araclar arasindaki iletisim gecikmeleri nedeniyle tepki siiresi ve hiz degisimi gecikmeli
bir sekilde olusur. Ayrica gecikme siiresi araglar arasindaki mesafeyi korumak i¢in son
derece onemlidir. GDD’ler ile ¢aligirken gecikme yanitlar1 ve ge¢cmis durumlar hesaba
katilarak mesafe kontrolii gerceklestirilir. Ancak ADD’ler ile calisirken gecikme siiresi
g6z ardi edildiginden mesafe kontrolii daha sinirli olacak ve araglar arasindaki mesafenin

korunmasi tam olarak saglanamayacaktir.

Sonug olarak, GDD’leri kullanarak arka arkaya olan araclardaki hiz degisikliklerini daha
gercekei bir sekilde modellemek ve araglar arasindaki mesafeyi korumak miimkiindiir.
ADD’lerin kullaniliminda, gecikme siiresi goz ardi edileceginden bu hesaplamalarin dogru

bir sekilde modellenmesi miimkiin olmayacakti.

Sekil 2.1’in ¢iziminde kullanilan (1) numarali MatLab kodu ¢alismanin 9.1. boliimiinde

yer almaktadir.

Ekonomi Problemlerinde Kullanimi

GDD’lerin kullamildig1 diger alanlardan biri de ekonomidir. Bu alanda yapilan
arastirmalarda, yatirimer davraniglarindaki degisimlerin ve piyasa dalgalanmalarinin zaman
icindeki analizinde GDD’lerin kullanimi ele alinmaktadir. Bu amagla piyasada bulunan
yatirimcei sayisint N ve her yatirimeinin hisse senedi portfoyiiniin zamanin bir fonksiyonu
olarak degisim hizin1 P(r) olarak ifade edelim. Piyasadaki genel hisse senedi fiyatinin

degisim hiz1, F(¢) asagidaki denklem ile olugturulur:

F(t)=aP(t—1)+bF(t—9).

Elde edilen denklemde, a ve b denklemin sabit katsayilar1, T ve 8 gecikme siireleridir.
T yatirimci kararlarinin fiyat degisiklikleri iizerindeki etkisinin gecikme siiresini, J ise
gecmis fiyat dalgalanmalarinin gelecekteki fiyatlar {izerindeki etkisinin gecikme siiresini

temsil eder. Bu model, yatinmcilarin gecmis piyasa hareketlerine dayanarak mevcut
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kararlar vermesi ile ge¢cmis fiyat dalgalanmalarinin gelecekteki fiyat degisikliklerine

etkisini yansitir.

Yukaridaki modelledigimiz probleme bir sayisal 6rnek olarak a = 0.6, b =0.4, T=1 ve

0 = 2 olan basit bir hisse senedi fiyat degisim senaryosunu ele alalim.

0.5

0.48 |

0.46 |

Hisse Fiyati

Zaman

Sekil 2.2. Stok fiyat: degisikligi

Grafik; x ekseninde zamanin degisimi ile stok fiyatinin nasil degistigini, y ekseninde ise

stok fiyatin1 gostermektedir.

Problemin ¢oziimii ve Sekil 2.2’ nin elde edilmesi ic¢in kullanilan (2) numarali MatLab

kodu tezin 2.1. boliimiinde verilmigtir.
Uzay Problemlerinde Kullanim

GDD’ler ayrica uzay alanindaki calismalarda da kullamlmistir. Ornegin uzay araci
arasindaki iletigimle ilgili GDD’ler lizerine arastirmalar yapilmistir. Biiyiik mesafeler ve
uzak gezegenlerle ugrasirken uzay araci arasindaki iletisim sorunu yasanmasi kaginilmaz
olacaktir. Bu durum gecikmelere neden olur. Isik hizinin sinirlayici bir faktdr olmasit goéz
Oniine alindiginda, uzay araci ve uzay araci ile Diinya arasindaki iletisimde gecikmeler
olugmasi dogaldir. GDD’leri kullanarak bir uzay aracinin konumunu ve iletisim sinyalini

matematiksel olarak modellenebilir.
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Iletisim gecikmesi 7 olarak alinirsa, uzay aracinin konumu

seklinde tamimlanirken v(t) uzay aracinin hizini temsil eder. Iletisim sinyali ise

dy(t) kdx(t )
dr dt

Burada, & bir sabit olup, iletisim sinyali uzay aracinin hizinin gecikmis bir versiyonu olarak

modellenmektedir.

Yukaridaki matematiksel modellemesini olusturdugumuz probleme sayisal bir 6rnek olarak
T = 10 saniye boyunca 0 pozisyonundan baglayarak v = 0.5 birim/saniye hizla hareket
eden bir uzay aracini ele alalim. Iletisim sinyali, kK = 0.8 katsayis1 ve T = 2 saniye gecikme
stiresi ile uzay aracinin konumunun degisim hizini temsil etsin. Yukaridaki modellemeyi
kullanarak problemi ¢6zdiigiimiizde, buldugumuz sonuglar1 kullanarak MatLab yardimu ile

asagidaki grafikleri elde ederiz.
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Sekil 2.3. Arac¢ konumu ve iletigim sinyali
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Ik grafik uzay aracinin pozisyonunu, ikinci grafik ise iletisim sinyalinin zaman iginde

nasil degistigini gostermektedir.

Problemin ¢oziimii ve Sekil 2.3’iin elde edilmesi i¢in kullanilan (3) numarali MatLab kodu

tezin 2.1. boliimiinde verilmistir.

Saghk Alanindaki Problemlerde Kullanimi

GDD’ler biyolojik siireclerin dogasim1 daha iyi yansitabilen matematiksel modeller

olusturmak ve gercek¢i sonuglar saglamak i¢in tip alaninda kullanilmaktadir. Tipta

GDD’lerin kullanilmasinin baslica nedenleri:

a)

b)

d)

Zaman gecikmesi

Biyolojik sistemlerdeki bir¢ok olay ve etkilesim zaman gecikmeleri ile karakterize
edilir. Ornegin hormon salgis1, sinir iletimi ve hiicre bliinmesi gibi siirecler zaman
gecikmeleri icerir. GDD’ler, bu gecikmeleri modelleyerek daha gercekci sonuclar
elde etmek i¢in kullanilir.

Ilag etkileri

Ilaclar genellikle viicutta belirli bir siire etkilidir. GDD’ler, ilag etkilerinin zamanla
nasil degistigini modellemek i¢in kullanilir. Bu, ila¢ dozajinin optimize edilmesi,
tedavi stratejilerinin gelistirilmesi ve yan etkilerin 6ngoriilmesi gibi konularda 11k
tutar.

Immiinolojik etkilesimler

Bagisiklik sistemi, hastaliklarla miicadelede 6nemli bir rol oynar. GDD’ler,
enfeksiyonlarin yayilmasi, bagisiklik tepkilerinin zamanlamasi ve immiinoterapi
stratejilerinin optimizasyonu gibi konular1 ele almak i¢in immiin hiicre etkilesimlerini
ve aktivitelerini modellemek icin degerli bir ara¢ olarak kullanilir.

Tiimor biiyiimesi ve kanser tedavisi

GDD’ler tiimor biiyiimesi ve kanser tedavisi gibi alanlarda kullanilir. Timor
biiytimesi genellikle belirli bir zaman gecikmesiyle gerceklesir ve kemoterapi veya
immiinoterapi gibi tedavilerin etkileri de zamanla ortaya cikar. GDD’ler, timor

biiyiimesini ve tedavi etkilerini daha gercekei bir sekilde modellemek i¢in kullanilir.
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Bu alan ile ilgili yapilan bir ¢alismada, [52], bagisiklik hiicreleri ile tiimor hiicreleri
arasindaki etkilesimi hesaba katan bir GDD modeli iizerinde durmaktadir. Model, hiicre
dongiisiiniin belirli bir evresinde etki eden bir ¢cevrim-fazina 6zgii ilaclarin etkilerini
icermektedir. Tiimor popiilasyonunu farkli asamalara veya cevrimlere ayrilarak ilacin
etkisinin daha iyi modellenebilir ve kontrol edilebilir oldugu gozlenmistir. Arastirmacilar,
hiicre dongiisiiniin evrelerini dikkate alarak sistemi GDD’lerle modellemektedir.
Calismada, sistemin kararliligi analiz edilmekte ve bir sabit noktanin kararliligini
belirlemek i¢in argiiman prensibi temelli bir teorem kanitlanmaktadir. Ayrica kararlili§in
gecikmeye bagl olabilecegini ve Hopf Bifurkasyonlar1 araciligiyla periyodik ¢coziimlerin
ortaya cikabilecegini gostermektedir. Bu davranisi sergileyen parametrelerin bir 6rnegine
de makalede yer verilmistir. Diger yandan ¢alisma tiimor biiylimesi ve tedavisini anlama
acisindan onemli sonuglar ortaya koymaktadir. Ayrica arastirmacilar sistem dinamiklerini
belirleyen bu degerlerin biyolojik anlamini inceleyerek, uygun bir aralik i¢in olusabilecek
bir tahminde bulunarak uygun parametre degerlerini segme konusundaki sorunu ele
alirlar. Ozet olarak, makale tiimor biiyiimesi modellemesi ve dongii fazina 6zgii ilaclarin
bagisiklik sistemi ve tiimor hiicreleri tizerindeki etkileri konusunda degerli bilgiler icerir.
Arastirmacilarin GDD’leri kullanimi ve sistemin kararlilifina yonelik analizleri, kanser
modelleri konusundaki literatiire katkida bulunur ve bu alandaki gelecekteki arastirmalar

icin bir temel olusturur.

Bu alandaki bagka bir ¢calisma [14], gen diizenleyici aglarin ¢evredeki sinyal molekiillerinin
tiretimini kontrol eden ve diizenleyen bakteriler arasindaki hiicreler arasi iletisim
mekanizmasi olan kiimelenme-algilama iizerinde durmaktadir. Arastirmacilar, bir kiiltiirde
Pseudomonas putida bakterisi i¢in kiilmelenme-algilama isleminde iki farkli GDD iceren
basit bir sistem sunarlar. Bu sistem bir pozitif geri besleme ve bir gecikmeli negatif
geri besleme mekanizmasi icerir. Sistem, analitik ve sayisal yontemler kullanilarak
incelenmigtir. Elde edilen sonuglar; varlik, benzersizlik ve biyolojide matematiksel
modeller i¢in son derece dnemli olan istenilmeyen durumun olmamasi i¢in ¢dziimlerin
temel Ozelliklerini gostermektedir. Ayrica arastirmacilar ¢oziimlerin nitel davranigini,
ozellikle duragan durumlar1 ve istikrarlarin arastirirken belirli parametre degerlerinin
secilmesi durumunda, sistemin gecikme acisindan istikrar degisiklikleri gosterdigini
bulmuslardir. Dahas1 gecikme sifira ayarlandiginda, negatif geri besleme parametrelerinden

biriyle ilgili bir Hopf bifurkasyonu olusabilir. Buradaki Hopf bifurkasyonu, bir dinamik
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sistemde belirli bir parametre degeri gecildiginde, sistemde siirekli bir degisim ve
istikrarsizlik ortaya ¢ikaran bir tiir bifurkasyon tipidir. Yapilan bu ¢calismada da gecikmenin
sifira indirgenmesinden dolay1 ortaya ¢cikmaktadir. Ayrica yapilan arastirma, deneysel
verilere uyarlanan model parametrelerinin 6nemini vurgular. GDD sisteminin basit bir
model olmasina ragmen biyolojik gdzlemleri aciklamak ve dngdérmek i¢in yeterli oldugunu
gosterir. Ek olarak aragtirmacilar basit GDD sisteminin, gelismis modellemenin ve temel
nitel davranisin agik analizinin iyi bir uzlasma oldugunu ve birka¢ deneysel veriden

parametre belirlemede kullanilabilecegini 6nermektedir.
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3. KURAMSAL TEMELLER

Bu kisim; ilerleyen béliimlerde ihtiya¢ duyulan cesitli tanimlarin ve teoremlerin

sunulmasini icermektedir, zira bunlar tezin temel yap1 taglarin1 olusturmaktadir.
3.1. GRONWALL INTEGRAL ESITSIZLiGi

Gronwall esitsizligi, matematikte DD’lerle ilgili olarak fonksiyon davraniglarini sinirlayan

ve bu sinirlamalari belirli kosullar altinda analiz etmeye olanak saglayan bir esitsizliktir.

Lemma 3.1. f(r) ve g(¢t) fonksiyonlar1 ¢ € [a,b] aralifinda reel, pozitif degerli ve siirekli

fonksiyonlar olmak tizere eger
t
fr) < c—f—k/g(s)f(s)a,’s7 ¢, k>0, a<t<b
esitsizligini saghyorlarsa

fi)y <cewp | k [ gls)ds

S e—

olarak elde edilir ([25]).

3.2. ARZELA-ASCOLI TEOREMI

Teorem 3.2. {f,} kapali ve sinirl aralik olan [a, b] tizerinde tanimlanmug gergel, siirekli
fonksiyonlar dizisi olsun. Eger { f,,} dizisi [a, b] araliginda diizgiin sekilde sinirli ve diizgiin

sekilde essiirekli ise, bu dizi { f,, } seklinde diizgiin olarak yakinsayan alt bir diziye sahiptir.

Ifadenin tersi de dogrudur. Yani eger {f,,} dizisinin her alt dizisinin kendisi diizgiin olarak
yakinsayan bir alt diziye sahipse, o zaman {f;,} dizisi diizgiin bir sekilde sinirli ve diizgiin

bir sekilde essiirekli olacaktir ([45]).
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3.3. DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Diferansiyel denklemler (DD), bagimsiz ve bagimli de8iskenler ile birlikte bunlarin birinci
veya daha yiiksek mertebeden tiirevleri arasindaki bagintiy1 ifade eden denklemlerdir.

Bagimsiz degisken sayisina bagl olarak DD’ler adi ve kismi olmak iizere ikiye ayrilir.
3.3.1. Adi Diferansiyel Denklemler

Sadece bir bagimsiz degiskenin tiirevlerini i¢ceren
F(t,u,u ..., u") =0

formundaki DD’e adi diferansiyel denklem (ADD) denir. Burada ¢ bagimsiz degisken,
w (j = 1,2,...,n) aranan u fonksiyonunun farkli mertebelerden tiirevlerini temsil
etmektedir. F fonksiyonu R"*2 kiimesinin herhangi bir alt kiimesinde 7,u,u/,...,u"
seklindeki n + 2 tane degiskenler arasindaki bagintiy1 saglayan fonksiyondur ([20], [26],

[47]).
3.3.2. Kismi Diferansiyel Denklemler

Bir veya daha fazla bagimsiz deg8iskeni iceren ¢ok degiskenli fonksiyonlarin tiirevleriyle

ilgili DD’lere kismi diferansiyel denklem (KDD) denir ve

Flti.t t ﬂ @ @ 8_214 —821/{ =0
1727"'7nuah?atzw’watnuatl7atlat27"' -

seklinde tanimlanir. Bu denklemde u bir fonksiyon ve #1,1,, ...,t, bagimsiz degiskenlerdir.
% ve % gibi terimler, u fonksiyonunun sirasiyla #;’ye gore birinci ve ikinci mertebelerden

kismi tiirevlerini temsil etmektedir ([20], [26], [47]).

DD’ler verilis bicimine ve ¢dziimiin belirlenmesi i¢in gereken baslangi¢ kosullarina gore

baglangic-deger ve sinir-deger problemleri olmak iizere ikiye ayrilmaktadir.
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3.3.3. Baslangi¢c-Deger Problemi

DD’lerin belirli bir baglangi¢c noktasinda bilinen bir degerle ¢coziimiiniin bulunmasini
amaclayan problemlere baslangi¢c-deger problemi (BDP) denir. BDP’leri genellikle

d

= flu), n<r<T,

u(l‘o) = Uy
seklinde ifade edilir ([20]).
3.3.4. Smir-Deger Problemi

DD’in sinir sartlarini saglayan ¢6ziimiin bulunmasi problemine sinir-deger problemi (SDP)

denir ve

W' = ftuu), 0<t<l,

onu'(0)+ Pru(0) =y, oou'(1)+ Bou(l) = o

seklinde ifade edilir. Burada oy, B, w; (i =1,2) o7 +B? £ 0 (i = 1,2) esitligini saglayan
sayilar ve f de belirli bir fonksiyondur. o; = 0 (i = 1,2) durumu birinci tip simir sartlart,
Bi =0 (i = 1,2) durumu ikinci tip simir sartlart, o # 0, B; # 0 (i = 1,2) durumu ise

ticiincii tip sumir gartlart olarak adlandirilir ([20], [7]).
3.4. INTEGRAL DENKLEMLER

Integral denklemler, aranan u(t) fonksiyonunun inetgral isleminin diginda ve iginde yer

aldig1

B(x)
u(t)=f@)+ | K(t,s)u(s)ds

o(r)

seklindeki denklemlerdir. Burada f(z) bilinen fonksiyonu, K(z,s) integral denklemin

cekirdegini, a(t) ve B(t) integralin sirasiyla alt ve iist stnirlarini ifade etmektedir ([56]).
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3.4.1. Volterra Integral Denklemi

u(t) aranan bir fonksiyon, K(z,s) ve f(¢) bilinen fonksiyonlar, s ve ¢ [a,t] aralifinda
taniml reel degiskenler, A ise sayisal bir parametre olmak iizere, integral sinirlarindan

birisi degisken olan

mo:f@+x/ngmgw

seklindeki denkleme ikinci tip lineer Volterra integral denklemi denir. Burada K(t,s)
fonksiyonu Volterra integral denkleminin ¢ekirdegi olarak isimlendirilir. Ayrica f(t) =
0 oldugunda bu denklem ikinci tip homojen lineer Volterra integral denklemi olarak

adlandirilir.
t
O:ﬂﬂ+l/K@@M@w

seklindeki denkleme de birinci tip Volterra integral denklemi denir ([37], [56]).
3.4.2. Fredholm Integral Denklemi

u(t) aranan bir fonksiyon, K(¢,s) ve f(¢) bilinen fonksiyonlar, s ve ¢ [a,b] aralifinda
taniml reel degiskenler, A ise sayisal bir parametre olmak iizere, integral sinirlarinin

ikisinin de sabit oldugu

b
mn:f@+x/ngmgw

seklindeki denkleme ikinci tip lineer Fredholm integral denklemi denir. Burada K (t,s)
fonksiyonu Fredholm integral denkleminin ¢ekirdegi olarak isimlendirilir. Ayrica f(z) =
0 oldugunda bu denklem ikinci tip homojen lineer Fredholm integral denklemi olarak

adlandirilir.
b
0:ﬂ0+A/K¢gmgw

seklindeki denkleme de birinci tip Fredholm integral denklemi denir ([37], [56]).
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3.4.3. Volterra-Fredholm Integro-Diferansiyel Denklemleri

Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemi, Volterra ve Fredholm integral
denklemleri ile birlikte diferansiyel operatdriin birlesimini i¢eren bir integral denklemdir.

Genellikle
t b
WD) = £(1)+ / Ky (1, )u(s)ds + / Ko(t,s)u(s)ds

seklindedir. Burada K(z,s) ve K»(t,s) denklemin ¢cekirdekleri olarak isimlendirilir. n,

aranan u(t) fonksiyonunun tiirevinin mertebesini gostermektedir ([56]).

3.5. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN VARLIK VE TEKLIK
TEOREMLERI

Tezin bu boliimiinde

du
E_f(t7u(t))7 t0<t<Ta
Lt(l‘()) = Ug 3.1

seklinde tanimlanan BDP’lerinin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi hakkindaki tanim ve

teoremlere yer verilecektir.

3.5.1. Lipschitz Sarti

Tamm 3.3. f(z,u) fonksiyonu D bolgesinde tanimli siirekli bir fonksiyon olmak iizere

eger bir L sabiti (Lipschitz sabiti) bulanabilirse; D’den olan keyfi u;, u, ve keyfi ¢ icin

|f(t,ur) = f(t,u2)| < Lluy —up|, V(t,ur), (t,uz) € D (3.2)

esitsizligi saglanir. Bu durumda D bolgesinde tanimli f fonksiyonu ayni bolgede #’ye gore

Lipschitz sartint saglryor denir ([20]).
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3.5.2. Baslangic-Deger Probleminin ve Volterra Integral Denkleminin Birbirlerine

Doniigiimii

Lemma 3.4. u(r) fonksiyonu (3.1) BDP’nin bir ¢oziimii ise ayn1 zamanda u(r)
t
mn=%+/ﬂ&mmw (3.3)
To

Volterra integral denklemini de saglar.

u € C'[tg, t;]’de tanimli ve (3.3) Volterra integral denkleminin bir ¢6ziimii oldugu durumda

u(t) fonksiyonu (3.1) BDP’ni de saglar ([56]).

3.5.3. Baslangi¢ Deger Probleminin Coziimiiniin Varhk ve Tekligi icin Picard Teoremi
Teorem 3.5. (Teklik Teoremi)

f(t,u) fonksiyonu siirekli ve R C R?, a >0, b > 0 sabitler olmak iizere
R :={(t,u):|t—1t| <a, [u—up| <b}

seklinde tanmimlanan dikdortgensel bolgede t’ye gore L Lipschitz sartinin saglanmasi

kosuluyla (3.1) BDP’nin ¢6ziimii tektir ([25]).

Ispat. t € [ty,t1] olmak iizere u(t) ve v(t), (3.1)’in iki farkli ¢dziimii olsun. Lemma 3.4

kullanilarak u(z) ve v(t) fonksiyonlari

u(t) = %+/fQMQW& (3.4)
v(t) = v0+/f(s,v(s))ds (3.5)

seklinde yazilir. Buradan

u(t) =v(t) = uo+ [ (f(s,u(s)) = f(s,v(s)))ds.

S
-
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Boylece

u(t) —v(r)| < /If(syu(S))—f(S,V(S))lds

IA

L/t|u(s)—v(s)\ds.

Eger elde edilen
t
() ~v(0)| <L [ Ju(s) ~v(s) s
fo

esitsizligine Boliim 3.1’de tanimlanan Gronwall esitsizligi f(s) = |u(s) —v(s)| ,c=0,

g(s) =1 ve k = L degerleri i¢in uygulanirsa
u(t) —v(6)] =0

olarak elde edilir. Bu durum da u(z) = v(¢) oldugunu gostermektedir. Bu da (3.1)’in tek

bir ¢oziimiiniin oldugunun ispatidir. [

Teorem 3.6. (Picard Teoremi)

D C R? olmak iizere f : D — R tammli ve f(t,u) fonksiyonunun asagidaki sartlar:

sagladigini varsayalim:

a) f(tz,u) fonksiyonu birinci bileseni #’ye gore D ’de siirekli olsun. (fy,up) noktasi D

bolgesi i¢inde kalan bir nokta ve a > 0, b > 0 sabitler olmak iizere
R={(t,u):|t—1n| <a, lu—uy| <b} CD

dikdortgensel bolgesi tammmlansin. f fonksiyonu bu kapali ‘R bolgesinde siirekli

oldugundan ayn1 zamanda sinirhdir, yani M = max_|f(¢,u)| olur.
, U

b) f(t,u) fonksiyonu L Lipschitz sabiti alinda D bolgesinde ikinci bileseni u’ya gore

Lipschitz sartin1 saglayan fonksiyon olsun.
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Boylece (a) ve (D) sartlari ¢ergevesinde (3.1) BDP’i |t —tp| < h araliginda tanimli siirekli

bir tek u ¢oziimiine sahip olur, burada i = min (a, & ) dir ([25]).

Ispat. R, D’de tammlanmis kapal dikdortgensel bir bolge oldugu igin D bolgesinde

varstyalan f fonksiyonunun tiim 6zellileri R icinde de gecerlidir.
R = {(l,l/t) : |t—l‘0| <h, |u—u0| < b}

seklinde olmak iizere, eger a < 1\% ise h = a ve R1 = R olur. Diger yandan A% < aise

h= £ ve bu durumda da R; C R olur.

Teorem, Picard’in @y(¢), ¢(¢), ¢3(¢)... iterasyonu ile |t — 19| < h iizerinde ardisik

yaklagimlar yontemi kullanilarak ispatlanacaktir. @1 (¢), @2(¢), @3(¢)... iterasyonlar
t
01(t) = uo+/f(s,uo)ds,
Iy

02(t) = o+ [ £(s.01(s))ds.

ou(t) =0+ [ F(s.6,1(9)ds (3.6)

seklindedir. BDP’nin ¢6ziimiiniin tekligi Teorem 3.5’de ispatlanmigtir. Coziimiin varliginin
ispat1 [tg, to + h] aralifinda gosterilecektir. Benzer iglemler tekrar uygulanarak ¢oziimiin

varhig1 [fo — h, to] aralifinda da ispatlanabilir.

Teoremin ispatina ilk olarak (3.6)’da tanimlanan {¢,} fonksiyon dizisinin verilen R
bolgesinde tanimly, siirekli tiireve sahip, [to, fo + h| aralifinda |, (1) — up| < b esitsizligini
saglamasi1 ve sonug olarak f(t, ¢,(¢)) fonksiyonunun da ayni bolgede tanimli olacaginin

gosterilmesi ile baglanilacaktir. Ayrica ispat i¢in timevarim yontemi kullanilacaktir.
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Ik adim olarak n = 1 i¢in (3.6) Picard iterasyonlarindan
t
01(6) = o+ [ fls,u0)ds
To

ele alinsin. Buradan ¢ (¢) fonksiyonunun tanimli ve [fy, o + h] araliginda siirekli tiireve

sahip oldugu agikca goriilebilir. Ayrica

o) —wol < [ 1f(s,m0)lds

IN

M(t —19)

Mh

IN

IA

b.

(t,01(t)) fonksiyonu da R dikdortgensel bolgesinin icinde yer almaktadir ve sonug olarak
f(t,01(r)) fonksiyonu [fg, fo + h| araliginda siireklidir. Bu da n = 1 degeri igin tiim

ozelliklerin gegerli oldugunu gosterir.

Tiimevarim metodunun ikinci adimi olarak ¢, (¢) fonksiyonunun [fy, o + h] araliginda
tanimli ve siirekli tiireve sahip oldugunu, [fy, fo + A] aralifinda |@,—(f) —up| < b
esitsizligini sagladigim varsayalim. Bu durum (¢, ¢, (¢)) € R oldugunu gosterir. Ayrica
f(t,¢,—1(¢)) fonksiyonu da tamimly, 7 € [fo, to + h] i¢in birinci bileseni #’ye gore siireklidir

ve dolayisiyla
[f(t, $n1 (1)) <M, t € [to, 1o+

esitsizligini saglar. Boylece (3.6) seklindeki ¢, (7) fonksiyonunun tanimli ve siirekli tiireve

sahip oldugu goriiliir. Tekrar (3.6) kullanilarak
t
0n(0) — w0 = | [ £(s.601(5))ds
Iy

< [ 17601 )lds
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I
=
~
I
=~

(=]
~—

IN

Mh

b, h=min (a, 2)
M

elde edilir. Buradan (¢, @,(¢)) nin R dikdortgensel bolgesinin i¢inde yer aldig1 ve sonug

IA

olarak f(t,,(r)) tamml ve z € [ty, to+ h] araliginda siirekli oldugu goriiliir.

Tiimevarim metodu, (3.6) seklinde tanimlanan {¢,} fonksiyonlar dizisinin [z, fo + ]

aralifinda tiim ozellikleri saglandigin gostermektedir.

Simdi de { ¢, } fonsiyonlar dizisinin limit yaklagiminin gésteriminden 6nce dizi terimlerinin

her birinin [tg, fo+ | arahiginda

M (Lh)"

“Pn(t) _(Pn—l(t)’ < Z !

3.7

esitsizligini sagladigim1 gosterelim. Bu esitziligin ispati i¢in de tiimevarim metodu

kullanilirsa n = 1 degeri icin (3.6) iterasyonlardan

00—l < [Ifsu0)lds,

IN

M(t —to)

IN

Mh

esitsizliginin saglandig1 kolaylikla goriiliir. Tiimevarim metodunun ikinci adimi olarak

On—1(t) ve ¢,—»(¢) fonksiyonlarinin

|On—1(t) — Pp—2(t)| <

aralifinda esitsizligini sagladigini1 varsayalim. Buradan da

t

“Pn(t) - ¢n—1(t)| < /(f(sa ¢n—1(s)) _f(sa ¢n—2(s)))ds

Io
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/|f(S,¢n_1(S)) _f(sa¢n—2(s))|ds (3.8)

olur. (3.8) esitsizliginin devaminda da daha 6nceden ispatlanan tiim n degerleri i¢in {¢, }
fonsiyonlar dizisinin # € [ty, o+ h] arah@inda |@,(f) — up| < b esitsizligini saglamasi
ozelligi kullanilirsa, (¢, @,—1(¢)) ve (¢, ¢,—2(¢)) noktalarinin ¢ € [to, to+ h] araliginda R
bolgesinde oldugu goriiliir. f fonksiyonunun da Lipschitz sartim1 saglamasindan dolay1

(3.8) esitsizligi

00) = 91O < L [ 100-1(6) — du-2ls)| s

t
MLn—Z
L/ (s—1t0)" 'ds

<
- (n—1)!
fo
- ML (s—to)" |t
— (n—=1)! n fo
MLn—l
n
_ M(Lh)
- L n!

seklini alir. Boylece her bir n degeri i¢in {¢,} fonsiyonlar dizisinin (3.7) esitsizligini

sagladig1 gosterilmis olur.

Simdi de (3.7) esitsizligini kullanarak {¢,} fonsiyonlar dizisinin [ty, o+ &| arahginda
n — oo oldugunda her bir dizi teriminin siirekli bir fonksiyon olan ¢ fonksiyonuna diizgiin
bir sekilde yaklastigim ispatlayalim. ilk olarak (3.7) esitsizligi sonsuz seri toplami olarak

yazilirsa

(o] oo M
; — G ; f n! (3.9)
olur. Elde edilen esitsizligin sag tarafi
iM Mi@w
=L L= n!



FTEY

M
= —(eLh—l).
L

(3.9)’daki sonsuz toplam dizisi esitliginin sag tarafinin 2 (¢ — 1) yakinsamasindan dolay

M Lh (Lh)?
= Z(H +u+...—1>

Weierstrass M-teste gore Y. |@,(¢) — ¢,—1(¢)| sonsuz toplam dizisi de [fg, #o+ k] arahiginda
n=1
yakinsaktir.

Y |0n(t) — ¢p—1(2)| sonsuz toplam dizisinin yakinsadigi ¢ fonksiyonunun elde ediliginin
n=1

gosterimi i¢in sonsuz toplam dizisinden kismi toplamlar dizisini

Sult) = uo+i<¢,~<r>—¢,~_1<r>>
= ¢n(l)

ele alalim. {S,} = {¢,} oldugundan [ty, 7o+ h| araliginda limit fonksiyonu ¢’ye diizgiin
yakinsar. Bdylece (3.6) seklinde tanimlanan {¢,} dizisinin [fy, fop + h| araliginda ¢
fonksiyonuna yakinsadig1 gosterilmis olur. [fy, 7o + k] aralifinda her bir dizi teriminin

stirekli olmasi, limit fonsiyonu olan ¢’ nin de ayn1 aralikda siirekli oldugunun isaretidir.

Teoremin ispatinin son adimi limit fonksiyonu olan ¢ fonksiyonunun (3.1) BDP’ni
sagladigimin gosterilmesidir. Ispatin bu boliimiine [ty, to + h] aralifinda f(z,¢,(t))
fonksiyonunun f(z,¢(z)) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigin1 gostererek baglayalim. f
fonksiyonunun aym aralikta L Lipschitz sabiti altinda Lipschitz sartin1 saglamasindan

dolay1

[ (2,0a(2)) — £(2,0(2))| < L|¢n(r) — ¢ ()]

olur. Burada § = £ olarak alinirsa, {¢,} dizisi yakinsak oldugundan 6nceden verilen £’a

gore oyle 8 vardirkin > N ve t € [fy, to+ h] i¢in

|9u(t) =@ (1)] < &
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veya

f(2,0n(1)) = f(1,0(1))| < &

olur. Ayrica [fy, to + h] aralifinda f(r,¢,(¢)) fonksiyonu siirekli oldugundan, limit

fonksiyonu olan f(z, ¢ (¢))’de aym aralikta siireklidir. Buradan

¢(t) = lim 9,(¢)

n—oo

— u0+’}ij§o/f(sa¢n<s))ds
= u0+/r}i_r£of(sa¢n(s))ds
= M0+/f<s7¢(s))ds'

Son olarak Lemma 3.4 kullanilarak ¢ fonksiyonunun (3.1) BDP’ni sagladig1 goriiliir. Bu

da BDP’nin ¢6ziimiiniin varliginin ispatidir.
]

3.5.4. Baslangic-Deger Probleminin Coziimiiniin Varhg icin Cauchy-Peano Varhik

Teoremi
Tanmm 3.7. (e-Yaklagsik Coziimii)
¢ fonksiyonu I = |t —ty| < a aralif1 tizerinde (3.1) BDP’ne ait bir e-yaklagik ¢oziimii ise

D) (¢, 0(t)) €D, tel,
ii) 7 arahginda ¢ € C' (Yalmzca olasi sonlu S nokta kiimesi icin ¢’ fonksiyonu basit
stireksizlige sahip olabilir.),

iii) Vr € I/S degerleri icin |¢'(z) — f(¢,¢(2))| < €

ozelliklerini saglar.
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Teorem 3.8. (3.1) BDP icin f(¢,u) fonksiyonunun
R=A{(t,u):|t—1to| <a, |u—uy| <b}

dikdortgensel bolgede siirekli oldugunu varsayalim. Kapali bolgede siirekli olmasindan

dolay1 M = (m?x |f(t,u)| esitsizligini saglar. Boylece verilen her bir € > 0 degeri
t, u)eR

icin |t — 19| < h araliginda (3.1) BDP’nin tek bir e-yaklagik ¢oziimii vardir. Burada
h = min (a, 2) dir (25]).

Ispat. € > 0 verilsin. &-yaklagik ¢oziimiiniin incelenmesi [ty, fo + h] aralifinda
gosterilecektir. Benzer iglemler tekrar uygulanarak ¢oziimiin varligi [t — h, fp] arahiginda

da ispatlanabilir.

e-yaklagik ¢oziimiiniin varh@inin ispati i¢in, bu ¢oziimiin (fy, up) noktasindan baglayan,
yani ugtan uca birlestirilmis sonlu sayida dogrulardan olusan bir cokgen yol icerdigini
varsayalim. f(¢,u) fonksiyonu R bolgesinde diizgiin siirekli oldugundan tiim € > 0 i¢in

oyle bir 8 = §(¢g) degeri vardir ki |r —7| < 8 ve |u—ii| < 6 oldugunda
f(t,u) = f(T, @) <&
esitsiligini saglar. [rg, o+ h] araligin
W<t <th<..<t,=ty+h
seklinde n tane alt aralifa ayiralim ve
max |ty — ;1| < min (6(8), %)

olarak tanimlayalim. Simdi de (7, u) noktasindan baglayan, f(to, uo) egimine sahip ve

t = t; noktasina kadar devam eden dogru denklemini olusturalim.

u(t) = u0+f(to,uo)(t —t()).

Bu dogru pargast (g, ug) noktasindan baglayarak egimleri sirastyla M ve —M olan dogrular

tarafindan sinirlanan iiggensel bolge icinde yer almaktadir. Benzer sekilde her bir alt aralik
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icin dogru denklemleri yazilirsa

[t1, ©o) araligrigin  u(z) = u(t;) + f(t1,u(tr))(t —1),

[, t3] arahigricin = u(t) = u(ty) + f(t2,u(t2))(t — 12),

[l‘kfl, tk] arahgl igin u(t) = u(tk,l) +f(l‘k,1,u(tk,1))(t —l‘kfl)

olur. Burada k = 1,2,3,...’dir. Elde edilen dogru denklemlerinden de goriilebilecegi
gibi [fg, fo + h| tizerindeki u fonksiyonu, pargali tiireve sahip bir fonksiyondur, yani

u € C [to, to+h)’dur.

Simdi de e-yaklagik ¢oziimiiniin tanimindaki son maddenin gosterilmesi igin ¢, 7 € [fg, fp +
h] araliginda herhangi iki nokta alalim. Bu noktalar 7 € [t;_1, ;] , 1 € [tj—1, t;] (ti—1 <t; <

tj—1 <t;) olsun . Buradan da

u(t) —u@)] = |ulr) —u(ti-r) +ultj-r) = .. — u(t) +u(t) —u(@®)|

< fult) = ultj) [+ o+ () — ()|
< Mt —tiq|+...+Mt;—1|

< Mt —tig i+ 41— 1

= Mjt—1i

olur. Eger 7 = 1 olarak alinirsa son esitsizlik

Ju(r) —u(io)]

IN

M|t — 1o

IN

Mh

IA
Sy

seklini alir. Bu da ¢ € [ty, tp+ h| arah@inda (¢,u(t)) € R’de oldugunu gosterir. Sonug

olarak aym aralikta f(z,u(¢)) tamimlanmsg olur.

Son olarak da genel 7 € [t;_1, #;] aralig1 i¢in elde edilen

u(t) =u(ty_1) + f(tr—1,u(te—1))(t —tr—1) (3.10)
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dogru denklemini ele alalim. (3.10) denkleminden v/ (¢) = f(tx_1,u(tx_1)) oldugu goriiliir

ve yine ayni denklem kullanilarak

ju(r) — u(te—1)|

IAIA
< =
o5

T

I
>

esitsizligi bulunur. Buradan da f fonksiyonunun diizgiin yakinsak olmasindan dolay1

| (1) = f(t,u(®)] = [f(teor,u(te-1)) = f(2,u(1))]

< ¢

olur. Boylece u fonksiyonunun (3.1) BDP’nin &-yaklagik ¢6ziimii oldugu ispatlanmis olur.

O

Teorem 3.9. (Cauchy-Peano Varlik Teoremi)

f fonksiyonu
R=A{(t,u):|t—1to| <a, |u—uy| <b}

seklinde tanimlanan dikdortgensel bolgede siirekli oldugunda | —7p| < h araliginda (3.1)

BDP tek bir ¢6ziime sahiptir. Burada # = min (a, %) ve M = ( m?x |f(2z,u)| *dur ([25]).
t, u)eER

Ispat. n=1,2,3,... degerleri icin &, = % olarak alalim. Secilen her bir g, degeri icin
BDP’nin tek bir e-yaklagik ¢oziimii vardir. Teorem 3.8’den dolay1 |uy(t) —ug| < b
oldugundan |u,(t)| < |up| + b olur. Bu da {u, } dizisinin diizenli sinirli oldugunu gosterir.

Yine Teorem 3.8’de elde edilen ¢, 7 € [ty, to+ h] igin
| (t) = un (1) < Mt — 1]

esitsizligi kullanilarak {u,} dizisinin egsiirekli fonksiyonlar dizisi oldugu goriiliir. Bu
nedenle, Arzela-Ascoli Teoremi geregi, {u, }’in bir alt dizisi olan {u,, } bulunmaktadir.
Boylece [to, 7o + h] araliginda u,, — u’ya diizgiin sekilde yakinsar. Bu da u fonksiyonunun

ayni aralikta siirekli oldugunu gosterir.
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Elde edilen limit fonksiyonu olan #’nun (3.1) BDP’ni sagladigini gosterilmesi i¢in

u, (1) — f(t, up (t)), eger uﬁlktanlmh ise,

0, eger u, tanimli degilse

seklinde tanimlayalim. Buradan

U, (1) = f(t, tn (1)) + Dy (1) (3.11)

olur. (3.11) esitliginin iki tarafindan #y’dan ¢’ ye olmak iizere integrali alinirsa

i (1) = o + / (F(5, ttny (5)) + Doy (5)) ds. (3.12)

To

up, — u’ya diizgiin yakinsamasindan dolay1 f(z, uy, (1)) fonksiyonu da f(¢,u(t))’ye diizgiin

yakinsar. Bu da

t t
[ s (s)ds = [ fe.ute)
o fo
anlamina gelir. Dahasi
1
|Ank| S & = lTl
olmasindan dolay1 (3.12) esitligi
t
u(t) = o+ [ fsu(s))ds.
fo

u(to) = uo

seklini alir. Lemma 3.4’den u fonksiyonunun (3.1) BDP’nin de ¢6ziimii oldugu goriiliir.

Boylece Teorem 3.9 ispatlanmis olur. [
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3.6. COK KATLI INTEGRALLERIN TEK KATLI INTEGRALLERE
DONUSTURULMESI

n > 0, a bir sabit ve x = x| = xp = ... = x,_| = X, olmak iizere ¢oklu integralleri tek bir

integrale doniistiiren genel formiil

X1 X2 Xn X

//.../u(t)dt...dt: (n—ll)! /(x—t)"_lu(t)dt

a

seklindedir. Benzer sekilde

Xy X2 Xp—1 X

// / w(t)dido...dxy — (n_ll)!/(X—l)"_lu(t)dt

a

olarak da elde edilir ([56]).
3.7. GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

t bagimsiz degisken, u(z) aranan fonksiyon, i;(¢) (i = 1,2,...,n) verilen ve ul/)(h;(r))
u(t)’nin j. mertebeden tiirevinin /;(¢) noktasindaki degerini gosteren fonksiyonlar olmak

tizere, fonksiyonun kendisini ve farkli mertebelerden tiirevlerini iceren

F(t,u(t),u (t), ;™ (1), u(hy (0)), 6 (hy (), ... u™) () (1)), ..,
u(hn (), (B () oo ™) (R (£))) = 0 (3.13)

kapalt denkleme gecikmeli diferansiyel denklem (GDD) denir. Genellikle A;(t) =t — 7;(¢).
Boylece (3.13) ile ifade edilen denklem

F(t,u(t),u (t), .yl (1), u(t — 71(1)),d (¢t — 71 (1)), ..., u®) (£ — 7, (1)), ...,
w(t — (1)), 1 (t — Tu(2)), oy u™ (£ — 7, (1)) = O (3.14)

sekline doniisiir.  (3.14) denkleminde tiirevin mertebesi /,, farkin mertebesi ise

nwdir. Ayrica F, 1+ (I, + 1)(n+ 1) degiskenli bir fonksiyondur. 7;(¢), i =1,2,....,n

fonksiyonlarinin argiimanlarinin meyli, 7;(t) > 0 oldugu durumda ise fonksiyonun
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gecikmesi olarak isimlendirilir. Ozellikle, 7;(¢) fonksiyonlar1 sabit oldugunda, (3.14)

denklemi diferansiyel-fark denklemi olarak adlandirilir ([31], [38]).

Tezdeki diger boliimlerde, asagidaki denklemi ele alacagiz:

u® (1) = £t u(t),d (@), ... @), ut — (), d (1 — 11 (), ..., u") (1 — 7, (¢)), ...,
u(t — (1)), 1 (t — Tu(1)), oo™ (£ = T,4(1)). (3.15)

Burada 7;(1) >0 i=1,2,...,n. (3.15) denklemi i¢in ele alinan problemin ¢6ziimiiniin
varlig1 ve ozellikleri, /y ve aranan fonksiyonun maksimum tiirev mertebesinin birbirleri ile

olan iligkilerine bagh olarak degisir. p = imax {l;} olmak tizere:

e [y > pise (3.15) denklemi gecikmeli tip,
* [y = pise (3.15) denklemi notr tip,

* [y < pise (3.15) denklemi ileri tip denklem olarak adlandirilir.

Ornek 3.10. GDD’lerin cesitlerine 6rnekler asagida verilmistir:

o U (t) =2u(t—m),

lo =1 ve p = 0 oldugundan denklem gecikmeli tip,
e W (t)=u(t)—u(t—m),

lo =1 ve p =1 oldugundan denklem nétr tip,
o () =u"(t —m)+ulr),

lo =1 ve p =2 oldugundan denklem ileri tip diferansiyel denklem olur.

3.8. GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN BASLANGIC-DEGER
PROBLEMLERI

GDD’ler icin BDP sistemi diisiiniilecek olursa

u(t)=ft,u(t),ut—1)), t>t, (3.16)

u(t) = o(1), h—t<t<ty (3.17)
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¢(t), (t,T) araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon

seklinde olur. Burada f(¢,u;,uy) fonksiyonu, ¢, u,u; degiskenleri ile birlikte G bolgesinde

tanimlanmis bir fonksiyondur.

olmasinin Yyani Sira
re (t()v T)a

a) (t, (1), o(t—1)) €G,
t€(ty, T)

b) ¢'(t) = f(t, ¢(t), ot — 1)),
kosullarini sagliyorsa, o zaman u = ¢(¢) fonksiyonu, verilen aralikta denklem (3.16)’nin

bir ¢oziimii olarak adlandirilir.

— (t0, T

r
r
— (t_0-T, T-T)

Sekil 3.1. 7 gecikme parametresine bagh olarak ¢ degerinin degisimi

Sekil 3.1°de acikca goriilebilecegi gibi, ¢ degiskeni (¢g, T) arahiginda degistiginde, r — T

argiimani (o — 7, T — 7) arah@inda degismeye devam edecektir. Dolayisiyla, (tp, T)

aralifinda (3.16) denkleminin bir ¢6ziimii olan u = @(t) fonksiyonu, (tp — 7, fo] sag yari
acik aralig1 tizerinde de tanimlanmig olmalidir. Bu nedenle (7y, T) aralifinda (3.16)

denkleminin ¢6ziimiinii bulmak igin problemin baslangi¢ kosuluna (fo — 7, #o] sag yar1 agik

aralig1 iizerinde ek kosullar getirilmesi gerekmektedir.
Tanim 3.11. (1) — 7, 1] sag yar1 agik araliginda ¢(¢) fonksiyonuna esit olan ve (9, T')

araliginda (3.16) denklemini saglayan ¢oziimiin bulunmasi problemine BDP, fq noktasina

baslangi¢ noktasi, (to — T, to] baslangi¢c kiimesi ve @y(t) fonksiyonuna da baslangi¢

fonksiyonu denir.



Ornek 3.12. Driver (1977)

Asagida verilen test problemini ele alalim:

357 =— t=0
O0=t=1

3.0 7

2.5

u(t)

2.0

1.5 A

1.0~

T T T T
-2.0 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
t

Sekil 3.2. Problemin [0, 2] aralifindaki ¢6ziimiiniin grafigi

Yukaridaki problemi inceledigimizde, ¢ = 0 noktasi i¢in #/(0)~ =0 ve «/(0)T =u(—1) =
1 oldugundan, tiirev fonksiyonu «’(¢) nin ¢ = 0 noktasinda bir sicrama noktasina sahip
oldugu goriiliir. Problemin ¢6ziimiiniin verildigi Sekil 3.2°de de ¢t = 0 noktasinda tiirev
degeri olmadig1 goriiliir. Benzer sekilde, islemlere devam edilirse () = u'(r — 1)’in
t = 1 noktasinda bir sigrama noktasi oldugu ve u”'(t) = u"(t — 1) = u'(t —2)’nin t = 2
noktasinda sicrama noktalar1 oldugu elde edilir. Bu islemlere devam edildikce her gecikme

miktari igin u(¢) tiirevlerinin her mertebeden sicrama noktalarina sahip oldugu gézlemlenir.

Yukaridaki ornekte goriildiigii gibi ADD ve GDD’ler her ikisi de DD c¢esidi olsa da,
formiilasyonlar1 ve davraniglar1 bakimindan farklilik gosterirler. ADD’lerde aranan
fonksiyonun tiirevi, zaman bagimliligina dayanarak sadece mevcut degere ve belki de o
zamanda tiirevlerine baglh olurken GDD’lerde tiirevler fonksiyonun hem mevcut degerine
hem de gecmis degerlerine baghdir. Bu durum sistemde bir zaman gecikmesi etkisi

olusturur ve ayrica gecmis ile simdiki davraniglarini etkiler. Ayrica GDD’lerde gecikme
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terimleri, tiirevlerin herhangi bir zamanda dogru bir sekilde hesaplanmasi i¢in belirli bir

zaman arali§1 boyunca fonksiyonun degerlerinin bilinmesini gerektirir.

ADD ve GDD’lerdeki formiilasyon farklikliklarin yami sira kararlilhik analizindeki
farkliliklar1 da dikkat cekmektedir. GDD’lerde, gecikmenin varlig1 nedeniyle kararlilig1
analiz etmek genellikle ADD’lerden daha karmagiktir. Gecikme terimleri, osilasyonlar veya
hatta kaotik davranis gibi ek istikrarsizlik kaynaklarina neden olabilir. GDD’lerin kararlilik
analizi, karakteristik denklemlerin incelenmesini ve kararlilik kosullarinin belirlenmesini

igerir.

Sayisal ¢oziim yontemleri soz konusu oldugunda ise GDD’leri sayisal olarak ¢ozmek,
ADD’lere gore daha zordur. ADD’ler i¢in tasarlanmis geleneksel sayisal yontemler, Euler
yontemi veya Runge-Kutta yontemleri uygulanirken ge¢cmis bagimliligi hesaba katma
ihtiyacindan dolayr GDD’lere dogrudan uygulanamaz. Adimlar yontemi veya Laplace

doniisiimleri gibi 6zel teknikler, GDD’leri verimli bir sekilde ele almak icin gelistirilmisgtir.

GDD’lerin belirli durumlarda ADD’lere indirgenebilece8inin de altin1 ¢izmek gerekir.
Bu durum, gecikme terimleri ihmal edilebilir oldugu durumda veya sistem 6nemli bellek

etkileri gostermediginde gerceklesir.

3.9. GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN VARLIK VE TEKLIK
TEOREMLERI

Tezin bu boliimiinde

W (t) = f(t,u(t),u(t — (1), t =10, (3.18)
u(t) = o@(t), th—1(t) <t <t (3.19)

GDD i¢in BDP incelenecektir. Burada 7(¢) ve ¢() fonksiyonlart
R={(t,u):tp—a—1(t)<t<to+a, |u—ug|<b;abeR}

bolgesinde siirekli oldugunda ve f Lipschitz sabit kosulunu sagladiinda (3.18) denklemi

‘R tizerinde bir ¢6ziime sahip olur. Varlik teoreminin bir hipotezi, f, %, %’nin
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‘R bolgesinde siirekli olmasidir. Ayni1 zamanda bu durum, f’nin R i¢inde sinirli olmasi
gerektigi anlamina gelir. Bu da M pozitif bir gercek say1 olmak iizere R bolgesindeki tiim

noktalar i¢in | f(¢,u;,us) |< M esitsizligini sagladiginda olur.

h=min{a, 2} ve R'nin iginde kalan Ry = {(t,u) :|t —to |< h, | u—ug |< b} dikdortgensel

bolgeyi seklinde tanimlayalim. Lemma 3.4 kullanilarak (3.18) denklemi

0(0) = 90+ [ 1(5.0(5). 95— 7(s)))ds (320)

gecikmeli integral denklemi olarak yazilir. Bu denklemin Picard iterasyonu

(1) = 00 + / F(5, 0n1(5), Op1 (s — T(5)))ds (3.21)

Ty

seklindedir. Tezin bu boliimiinde bu ¢dziim dizisinin yakinsaklig1 kanitlanacaktir. Denklem
(3.18)’in varlik ve tekligi ile ilgili kanitin temel noktalarindan biri, ¢6ziim «’nun integral

denklemi olan (3.20) ¢6ziimiiniin ¢ ile esdeger olmasidir.

Bu boliimdeki teorem ve ispatlarinin agiklamasi icin [31] ile [38] kaynaklarina

bagvurulmustur.

Teorem 3.13. Eger |t — 1y |[< hise n = 1,2, ... degerleri i¢in | @,(t) — ¢y |< b olur.

Ispat. Teorem 3.13’iin ispat1 igin tiimevarim yontemini ele alalim. Ik adim olarak (3.21)

denklemini | 7 —#o |< h araliginda n = 1 degeri i¢in degerlendirilirse
t
o=l = | [ 7ls.00(s). @uls — T(s))ds
lo

< [ 176 00(9). 05— (5))) | ds

fo
t
< M/ds
To
= M(r—1)
< Mh

= b
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Tiimevarim metodunun ikinci adimi olarak eger |t — 1o |[< higin | @,—1(t) — @ |[< b

dogrulugu kabul edilir ve n degeri i¢in esitsizlik yazilirsa
t
[ on—0| = /f(s, Pn1(5), Pn1(s — T(5)))ds
To

< 150019 @015 7(5)) ds
< M/ds
= M(j‘—l())

< Mh

=i

Boylece tiim n degerleri i¢in | t — fy |< h aralhiginda | @, (1) — @p | < b esitizliginin saglandid1

ispatlanmis olur. 0

Teorem 3.14. Eger |1 —1o |[< hise n = 1,2,... degerleri i¢in (7, ¢,(¢)) fonksiyonlar1 R

bolgesindedir.

Teorem 3.15. (3.21) gecikmeli integral denkleminin { ¢, } ¢oziimleri R tizerinde diizgiin
sekilde yakinsar.

Ispat. @, fonksiyonunu

O =0+ (P1 — Q)+ ... + (Qr — Pr—1)

seklinde yazalim.

@0+ Y (Gur1—Pn) (3.22)
n=0

sonsuz toplaminin yakinsamasi {¢,} dizisinin yakinsamasi ile es degerdir. Bu yiizden,
Teorem 3.15’in ispati i¢in {¢@,} ¢6ziim dizisinin yakinsamasi yerine (3.22) sonsuz
toplaminin yakinsamasi ele alinacaktir. R, (¢) = @, (t) — @,(¢) olarak gosterilmis olsun.

Buradan

[Ra() [ = [ @ay1(1) — @u(t) |
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< [ 176 9u(5):9uls = 7(6)) = 1501 (5), 901 5= () ds

Io
t

< L [11945) = 01(5) |+ 9als— 7(5)) ~ @1 (5= 5(5)) s

fo
t

= L[ [ Rr9) |+ [Ria(s = 7(5)) [ ds.

T

Burada L Lipschitz sabitidir. (3.23) de n = 0 i¢in

[Ro(t) | =

IN

Benzer sekilde n =1 icin

| Ri(2) |

| @1(2) — @o(t) |

IN

IN

IN

oo(t) + [ £(5,90(5), 905~ (5))) ~ u(0)

| 92(1) — @1 (1) |

L [ 11 Ro(s) | +| Ro(s=(s)) [} s

L/[M\s—to | +M |5 —(s) 10 []ds

fo

t
L/[2M|s—to I
fo
|t —10|?
2!
2

2LMh—.
2!

2ILM
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ds



n =2 i¢in

[ Ra(1) | = [@3(t) — @2(1) |
t
< L[ IRG) [+ Rils = 7(5)) 1 ds
fo
r
2LM 2LM
< L/ |s—1o >+ |s—‘L'(s)—t0|2}ds
2! 2!
o
r o
2LM 2LM
< L/ T S—t0’2+ X ‘S—t0|2:|ds
o
gl
= AM—
h3
= 4L’M—.
3!

n degerlerini arttirarak yazmaya devam edersek n = m i¢in genel olarak

hm+1

R, (t < 2"["M——F—

M (2Lh)"+!

2L (m+1)!

formiilii elde edilir. Yukaridaki n = 0,1,2,...,m degerleri i¢in tiim R,(¢) fonksiyonlari

toplanirsa

olur. Bu yiizden

q)n—Hpo—i-éw—L(eth—l).
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Teorem 3.16. (3.21) denkleminin yaklagik coziimler dizisi, (3.20) denkleminin tam

cOziimiine yakinsar.

Ispat. lim,_e @,(t) = @(t) oldugunu gostermek icin (3.21) esitligi kullanilirsa

Jim @,1(1) = ,}gg{(pw/f(s,(pn(s),fpn(sf(s)))ds}

To

= 9o+ Jim [ £(s.0u(s),9uls = 7()))ds.

To

Buradan da

n—soo

tim [ £(5.01(5),9uls = T(6)))ds = [ £(5.9(s), (s (s))ds

oldugunu gostermek i¢in
/fsrpn , Pu(s ds—/fstp —7(s)))ds
)
t

< / | f(5,Pa(s), @uls — T(5))) — £ (5, 9(s), @(s — 7(5))) | ds

Io

< L/ [ @als) = @(s) | +| @als — 7(s)) — @(s — 7(s)) | ds

<tf ion Rafs) | + | Rals —2(5) [1ds

h n+1

IA
)

Bu yiizden

n—soo

lim @ue1(1) = o(t)+ [ (5,9(5), 005 — ¥(s)))ds
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Teorem 3.17. ¢(t) siirekli bir fonksiyondur.

Ispat. {@,} diizgiin yakinsak bir dizi ve her bir ¢,(¢) fonksiyou siirekli oldugundan limit
fonksiyonu olan @(z) de siireklidir. Bu nedenle sonug olarak, integral denklemi (3.20)’nin
siirekli bir ¢oziimii ¢ (7) mevcuttur. Bu da (3.18) denkleminin bir ¢6ziimiiniin var oldugu

anlamina gelir. O

Teorem 3.18. Eger (3.20)’de tanimlanan integral denklemi bir ¢oziime sahipse o zaman bu

coziim tektir. Bu durum, (3.18) GDD’in tek bir ¢oziime sahip olmasiyla esdegerdir.

Ispat. |(t) ve @2(t) fonksiyonlarimin her biri (3.20) integral denkleminin birer ¢6ziimii

olsun. O zaman
P1(t) — a(1) = / [f(s,01(5), @1 (s —7(s))) — f (s, @1(s), 1 (s — T(s)))] ds

seklinde yazilabilir. Ayrica V¢ € R igin (¢, (1), @1 (t — (1)) ve (t,02(1), p2(t — (1))
noktalarini igeren R kiimesinde tanimlanan tiim f fonksiyonlarinin L Lipschitz sabiti

altinda Lipschitz sartin1 saglamasindan dolay1

9= = | [ /(s p1(5), 91 (5= 7(5))) = £(5,91(5). 1 (s~ 7(s))) ] ds
< L1016~ @) |+ 0105~ 7() ~ oals ~ 7(s)) [1ds

< Lh sup [ @i(s) = @a(s) | + | @1(s — 7(s)) — pa(s — 7(s)) []

l‘oﬁsgb
0 < Lh < 1 olarak alimirsa
[ @1(s) = @2(s) | + [ @1(s —7(s)) —a(s — 7(s)) [| <&.
Sonug olarak V¢ € R i¢in ¢; (1) = ¢2(¢) olur. Bu da ¢6ziimiin tekliginin ispatidir. O

GDD’lerin sabit gecikmeli, gecikmesi degiskene bagli olan cesitleri ve farkli mertebelere
sahip sekillerinin varlik ve teklik teoremlerinin incelemesi i¢in [31] ile [38] kaynaklarina

bakilabilir.
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3.10. LINEER GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ANALITIK
COZUMLERI

GDD’lerin analitik ¢oziimleri, genis bir uygulama alanina sahiptir. Bu ¢oziimler, bir
sistemin ge¢cmis durumlarina dayanarak gelecekteki davraniglarini anlamak, sistemlerin
kararliligin1 degerlendirmek ve tasarim siireclerinde giivenilir sonuclar elde etmek i¢in
onemlidir. Ozellikle miithendislik, biyoloji, ekonomi ve fizik gibi alanlarda, GDD’lerin
analitik ¢coziimleri, sistemlerin dinamiklerini daha iyi anlamamiza ve karmasik olaylar
daha etkili bir sekilde modellememize olanak tanir. Ancak bu ¢oziimlerin elde edilmesi
genellikle karmagsik matematiksel hesaplamalar1 gerektirir ve bu da ¢6ziim siirecini zorlu
kilar. Matematiksel zorluklar, genellikle kesin ¢oziimlerin analitik ifadelerini bulmay1
zorlastirabilir. Bu nedenle GDD’lerin analitik ¢oziimleri genellikle 6zel durumlar1 kapsar
ve genel ¢coziimleri bulmak karmagik olabilir. Bu alandaki arastirmalar, analitik ¢oziimlerin
sinirlamalarin1 agsmak ve sayisal yontemlerle daha genis bir uygulama alanina yayilmak

icin devam etmektedir.

[lk olarak Bellman (1961)’de GDD’lerin ¢6ziimiinii bulabilmek i¢in ¢6ziim metoduna kendi
isminin verildigi Bellman (adim) yontemini tamtti. Uretilen bu yontem zaman gecikmesine
sahip problemler i¢in en uygun ¢oziimleri bulma ve dinamik programlama prensibine
dayanir. Bellman yonteminin temel fikri, GDD sorununu tekrarlayan alt problemler dizisine
indirgemektir. Uygulanan bu teknik, zaman arali@in1 ayr1 ayr1 zaman araliklaria ayirmayi
ve GDD’i ¢oziime dair geriye dogru kaymalar iceren bir 6zyinelemeli denklem olarak
formiile etmeyi icerir. Ayrica bu metot, sistemin gegmisini ¢dziim siirecine dahil etmeyi
miimkiin kilar. Iteratif siire¢ ilk olarak ¢oziim icin bir baslangi¢ tahmini tamimlayarak baglar.
Ardindan da her zaman adiminda 6zyinelemeli denklem, ¢oziimiin gecikme degerlerini
dikkate alarak ¢oziiliir. Siirec, her iterasyonda ¢oziimii iyilestirerek yakinsamaya ulagana
kadar devam eder. Bununla birlikte, Bellman’in bu sorunlar1 ¢6zmek i¢in kullandigi
iterasyonlar biiyiik 6lcekli sistemlerde maliyetli ve zaman alic1 olabilir. Ote yandan bu
Onerilen yontemde geriye dogru kaydirilmis ¢éztimleri depolamay1 gerektiren yaklagim,
ozellikle biiyiilk zaman adimlar1 veya uzun gecikme siireleri oldugunda biiyiik bellek
gereksinimlerini gerektirmektedir. Bunun yani sira Bellman yontemi ¢oziimii iteratif
olarak iyilestirirken bazi durumlarda yavas yakinsayabilecegi icin daha fazla iterasyon

gerektirebilir.
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[30] ise, GDD’leri ¢ozmek i¢in Euler formiiliinii kullanma yontemini onerdi. Bu yontem,
GDD’deki gecikme degerlerinin dogrusal interpolasyon ile yaklasik olarak hesaplanmasi
ve zaman alaninin kiiciik zaman adimlarina ayristirilmasi ile ilgilidir. Bu yaklagimlar
GDD’e yerlestirilerek, bir fark denklemi elde edilir. Iteratif islem, belirli bir zaman
adiminda ¢oziim i¢in baglangi¢ tahmini tanimlanarak baglar. Ardindan, Euler formiiliinden
tiiretilen fark denklemi kullanilarak, bir sonraki zaman adimindaki ¢6ziim hesaplanir. Bu
islem, istenen zaman arali§ina kadar her bir sonraki zaman adimi icin tekrarlanir. Elsgolts
yontemi, hesaplama acisindan oldukc¢a verimlidir ancak dogrusal interpolasyon kullanimi
sayisal hatalara neden olabilir. Ayrica ¢oziimiin dogrulugu secilen zaman adimi boyutuna
baghdir. Bu nedenle dogru sonuglar elde etmek icin zaman adiminin dikkatli bir sekilde

diisiiniilmesi ve yontemin kararlilik ile yakinsaklik 6zelliklerinin analiz edilmesi gereklidir.

[51] GDD’lerin ¢6ziimii i¢in yiiksek dereceli bir yontem gelistirmistir. Bu yontem, gecikme
degerlerini yiiksek dereceli interpolasyon teknikleri ile yaklasarak tek adimli bir yaklagim
kullanir ve belirli bir zaman araligina kadar her adimda ¢6ziimii tekrarh olarak giinceller.
Euler yontemi gibi daha basit yontemlerle karsilastirildiginda, Tavernini yontemi daha az
sayisal hata ile daha dogru bir yaklasim saglar. Ancak interpolasyonun yiiksek derecesi
daha fazla hesaplama kaynagi gerektirmesinden dolay1 yontemi uygularken dogruluk ve

maliyet arasinda bir denge saglanmalidir.

Literatiirden agikc¢a anlagilacagi gibi GDD’lerin sayisal ¢oziimiine genis bir ilgi oldugu
gozlemlenmektedir. Bu boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilma gerekliligi olan
bazi genel ¢oziimiin elde edilme yontemlerine yer verilecektir. Ayrica ¢éziim yontemlerinin
aciklanmasi icin ele alinan 6rnekler ve bu orneklerden elde edilen grafik ve tablolarla

detayl bir sekilde incelenecektir.
3.10.1. Bellman Adim Metodu

Bellman adim metodu anlatilirken GDD’in sahip oldugu gecikme terimi saysina ve
gecikme teriminin sabit veya bir degiskene bagli olarak verilis sekline gore gruplandirilarak

yontemler tamitilacaktir.
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1) Sabit Bir Gecikmesi Olan Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

(3.16)-(3.17) seklinde verilen GDD’in ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.
Burada 7 > 0 sabit bir gecikme, @o(t), I;,’da bir fonksiyon ve f(f,uy,uz), G={r>
ty, —oo < u; < oo, i = 1,2} kiimesinde siirekli bir fonksiyon olsun.

Ik olarak (3.16)-(3.17) probleminin ¢oziimiinii I, = [ty, o + 7] aralifinda
inceleyelim. Agik¢a goriilebilir ki, #g <t <ty + 7T ise, u(t — t) fonsiyonundaki
gecikmeden dolay1 7o — 7 <t — 17 <ty olur. Bu nedenle r € I icin u(t — 1)
fonksiyonu [y aralifindaki ¢g(r — 7) fonksiyonuna esit olur. Boylece denklem

sistemi, asagidaki BDP’nin ¢oziimiinii bulma problemine evrilir:

u' (1) = f(t,u(t), @o(t — 7)), (3.24)
u(to) = @(to)- (3.25)

Go={to <t <th+7, —oo<u <o, i=1,2} tizerinde f(r,u(t),po(t — 7))
fonksiyonu siirekli oldugundan, ¢6ziimiin varli§ina varlik ve teklik teoremine gore,
(3.24)-(3.25) probleminin [fy, fo + h] arahiinda tanimlanan en az bir ¢oziimii var
demektir. Burada ¢;(7), (3.24)-(3.25) denklem sisteminin ¢dziimiinii gostersin.
Benzer sekilde I = [ty + T, 1o+ 27] aralifinda (3.16)-(3.17) probleminin ¢oziimiiniin

bulunmasi sirasinda u(t — t) = @ (¢t — 7) oldugundan problem

u'(t) = f(t,u(t),o(t)) (3.26)
esitliginin ¢oziimiinii bulmay1 ve
u(t0+T) = (pl(t0+T) (3.27)

baslangi¢ kosulunu saglamay1 gerektirir.

f(t,u(t), @i (t — 7)) fonksiyonu Gy = {rg+7 <t <t9+27, —oo <u; < oo, i =1,2}
izerinde siirekli oldugundan (3.26)-(3.27) probleminin ¢6ziimii mevcuttur.

¢©2(t), I tizerinde tamimli olan (3.26)-(3.27) probleminin ¢oziimiinii gostersin.
LI = [to+27, 1o+ 37| aralig1 igin (3.16)-(3.17) probleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi

sirasinda u(t — 7) = @»(t — 7) olur ve problem asagidaki ADD’in ¢dziimiiniin
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bulunmas1 problemine doniisiir:

W (1) = f(t,u(t), e2(1)), (3.28)
u(t0+T) = (pl(l‘o—}-l'). (3.29)

Bu siirece devam edilerek elde edilen genel ¢oziim

.

©o(1), t €l
1), tel,
u(r) = o1(1) 1
(1), teb,
\

seklinde ifade edilir.
Yukaridaki yontemi kullanarak BDP’nin ¢oziimiinii bulma yontemi, adum yontemi
veya ardisik tiimleme yontemi olarak adlandirilir. Adim yonteminin 6zelligi, her

sonlu aralikta sapma egiliminde olan GDD’den ADD’e gecis yapilmasidir.

Ornek 3.19. Asagidaki sabit bir gecikmeye sahip GDD’i ¢dzmek icin adim

yontemini kullanalim.

u'(t) =u(t—m), tel0,2n],

u(t) = cos(t), tel—m, 0.

Adim yontemi kullanarak test probleminin ¢dziimiintin ilk olarak /; = [0, 7]
araliginda bulunmasi ile baglamildiginda ¢ € I, aralifinda iken t — @ € [—x, 0]

olacagindan test problemi

u'(t) = cos(t — 1),

u(0) =cos(0) =1

BDP’ne doniisiir. Elde edilen BDP ¢oziildiigiinde ise problemin /; araliindaki
¢coziimii @(r) = —sin(t) + 1 olarak elde edilir. Benzer sekilde, I, = 7, 27|
aralifindaki ¢6ziimiin bulunmasi i¢in ¢ € I, aralifinda alindiginda gecikmeden

dolay1 r — 7 € [0, 7|, yani t — & € I} arah@inda olacaktir. Dolayisi I, araliginda test
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probleminin ¢dziimiiniin bulunmasi

u'(t) = sin(t —2m) +1,

u(r)=1

BDP’nin ¢6ziimiiniin bulunmast problemine doniisiir. Bu denklem sisteminin
coziilmesi ile de I, aralifinda ¢oziim @, (1) = —cos(t) +t — @ olarak elde edilir.

Boylece problemin kesin ¢oziimii

)
cos(t), t€l-m, 0],

u(t) =< —sin(r) +1, t 0, x,

—cos(t)+t—m, te(m 2m].

\

Istenilen araliga ulasana kadar adim yontemini kullanarak problemin ¢dziimii
bulunmaya devam edilebilir.

Elde edilen kesin ¢oziimlerden veya ¢oziimleri kullanarak elde edilen grafiklerde
kolayca goriilebilecegi gibi denklemin sag tarafi ve baslangi¢ fonksiyonu herhangi
bir mertebeye sahip tiirevlere sahip olsa da ¢oziimiin birinci tiirevi #y’da, ikinci tiirevi
t = m’de ve siire¢ ayn1 sekilde devam edildiginde »’inci mertebede tiirevi t = nm’de

sahip olmadig goriiliir.

25
— Ut} = CcOS(L), te I0
2F u(t) = sin(t - =)+ 1, t |1
e U (1) = =COS(L) + E -, L |2
1571
1t
=1
0.5
ot
05
- L
T 1] T 2n

Sekil 3.3. Iy, I; ve I, araliklarindaki kesin ¢oziimlerin karsilastirilmasi
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2) Birden Fazla Sabit Gecikmesi Olan Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

(3.16)-(3.17) seklinde verilen GDD’in birden fazla gecikmeye sahip, genel hali

u(t) = ft,u(t),ult—11),....ult —Tn)) (3.30)

seklinde olan ve

u(l‘()) = (p(l‘()), e Ito = [t() — T, l‘o] (3.31)

kosulunu saglayan bir ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim. Burada 0 <
T1 < Tp < ... < T, olsun. Bir onceki boliimde sabit bir gecikmeye sahip GDD
sisteminin ¢oziilmesinde kullanilan adim metodunda oldugu gibi ilk olarak [fy, 7o +
71| araliginda probleminin ¢dziimiiniin aragtirilmasi ile baglayalim. ¢ € [tg, fo + T1]
oldugunda gecikme terimlerinden dolay1 r — 7y € [y, ..., — T,y € I, oldugu agikca

goriiliir. Bu nedenle [tg, 7+ 71] araliginda

u(t—1) =@t —11),....,u(t — Ty) = Po(t — Tp)

olur. Aragtirtlan problem, u(fy) = @o(tp) baslangi¢c-deger sartin1 saglayan

W' (1) = f(t,u(t), @o(t = 71), ., Po(t — Tm))

BDP’nin ¢6ziimiinii bulma iglemine doniisiir.

[k adimda, [t, to + 71] arahginda ele alinan problem igin ¢dziimii ¢@;(¢) olarak
gosterildigini varsayalim ve ikinci adim olarak [fo + 71, fo + 27| aralifini ele alalim.
Bu araliktaki ¢ i¢int — 7; € [to+ 71 — T;, 1o+ 271 — T;] i =1,2,...,m oldugundan,
u(t — ;) degerleri g () veya ¢ (¢) ile ifade edilir. Bu nedenle elde edilecek ¢oziim

asagidaki sekilde ifade edilir:

Qot), to—Tm <t <1y,
vi(t) =
(pl(t), t<t<ty+1.

(Coziimii arastirilan bu problemde tek bir gecikme olmamasindan dolayi her bir aralik
i¢cin elde edilen ¢6ziimlerin yazilimindaki araliklar birden fazla gecikme terimine

bagli olarak olusturulmaktadir. Ikinci adimda ise (3.30)-(3.31) probleminin ¢oziimii,
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v (1o + 11) baslangi¢ kosulunu saglayan ve

I/t/(l) :f(tvu(t)’WI(t_ Tl)a"-al//l<t_7m))

seklindeki ADD’in bir ¢dziimiiniin bulunmasi problemine doniisiir.

Ornek 3.20. Asagidaki birden fazla gecikmeye sahip GDD problemini ¢6zmek igin

yukarida ifade edilen adim yontemini kullanalim.

W' (t) =2u(t—0.6) —u(t—1),
ult)=1, te[-1,0].

Problem 71 = 0.6 ve 7o = 1 olmak iizere iki farkli gecikme sabiti icermektedir.
Bu yiizden adim yontemini kullanirken her iki gecikmeye de dikkat ederek
kullanacagimiz araliklari olusturmamiz gerekmektedir. ilk olarak /; = [0, 0.6]

alinirsa bu aralikta olusan problem:

t

t t
/u/(s)ds:2/u(s—0.6)ds—/u(s— 1)ds,
0 0 0
u(t)=1+t, tel

seklinde olur. r € [—1, 0] ve ¢ € I} aralid1 i¢in genel ¢oziim:

1, te[-1,0],
Q1) =
141, t€]0,0.6].

Daha sonraki adimda problemin 7, = [0.6, 1.2] araligindaki ¢6ziimiiniiniin bulunmasi
istenildiginde ise tekrar iki sabit gecikmeninde dikkate alinmasi1 gerekmektedir.
Ciinkii ¢ € I oldugunda t — 0.6 € [0, 0.6] araliginda olmasindan dolay1 /; arahiginda
bulunan ¢6ziim kullanilir. Ancak ¢ — 1 € [—0.4, 0.6] aralifina diistiigii igin bu
araliktaki ¢t — 1 degerleri i¢in hem /y’daki hem de /; araliginda bulunan iki ¢oziim
de kullanilmalidir. Yapilan bu islemden sonra problem ADD’de ¢6ziim bulma
problemine doniistiiriilir. Ancak gecikme teriminden dolay: olugan [—0.4, 0.6]
aralifinin daha 6nceden bulunan iki farkli ¢6ziimii de icermesinden dolayr ADD

probleminin ¢dziimii i¢in elde edilen integrallerin sinirlarina dikkat edilmesi
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gerekmektedir. Sonucta problem

u' (1) =2¢(t—0.6) — o(r — 1),
u(0.6) = 1.6

sekline doniisiir. Yukarida verilen BDP’nin ¢6ziimii i¢in denklemin her iki tarafindan

da O ile ¢ arasinda inttegrali alinirsa

t

1 t
/u/(s)ds = 2/us—06 /us—l
0.6

0.6 0.6

—

= g u(s—0.6ds+2/us—0.6)ds
.6

t
us—l /us—l
1

olur. Integral igindeki fonksiyonlar yerine koyulduktan ve gerekli islemler

=]

|
\ _

=
o

yapildiktan sonra asagida verilen genel ¢coziim elde edilir:

—0.2r+1.36, 0.6<t<1,
u(t) =
0.524+0.8t+0.86, 1<r<1.2.

GDD problemlerinde birden ¢ok sabit gecikme olsa bile yine de adim yontemini
kullanarak problemi ¢ozebiliriz. Ancak sadece bir gecikme olan problemleri
cozmekten daha zor olan kisim araliklar1 belirlemektir. Problemin farkli gecikmelere
sahip olmasi, aralik belirleme isleminde gecikme terimlerine sahip fonksiyonlarin
farkli araliklara sigramasina sebep olmaktadir.

Asagida test probleminin genel ¢6ziimiiniin farkli aralik degerlerinde elde edilen

coziimlerinin daha iyi goriilebilmesi icin grafikler verilmistir.
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[+1,0] and [0, 0.6] [0.6,1] and [1, 1.2]

- u(t)=t*- 0.2t + 1.36
= u(t) = 0.5t + 0.8t + 0.86

24

22

u(t)

241

-1 0.5 ] 0.5 1 0.6 0.8 1 1.2
t t

Sekil 3.4. Iy, I, ve I, araliklarindaki kesin ¢oziimlerin karsilastirilmasi

3) Gecikmesi Bir Degiskene Bagli Olan Gecikmeli Diferansiyel Denklemler
(3.18)-(3.19)’da verilen problemin c¢oziimiiniin bulunmasi problemine adim
metodununun uygulamasini ele alalim. Burada ©(f) > 0, @o(t) ve f(t,u1,up)
fonksiyonlar sirasiyla [fg, T], I, ve C={to <t < T, —oo < u; < oo, i =1,2}
araliklarinda siireklidir.

Bu boliimde 7(z)’nin mimkiin olan degerlerine karsilik adim metodunun
kullanilmasinda olusan farkliliklara yer verilecektir.

a) . gtli T’L‘(t) = 0 > 0 oldugu durumu ele alalim. ¢ argiimaninin I} = [fy, fo +

0] (to+ 0 < T) aralig1 icinde degismesi durumunda, h(t) =t —t(t) <tg olur.

Bu nedenle (3.18)-(3.19) problemi, /; aralifinda bir ¢6ziim bulma problemine

doniisiir. Ayni zamanda problem, asagidaki ADD’in ¢oziimiinii bulmakla

esdegerdir:

u' (1) = ft,u(t), @o(r — (1)), (3.32)
u(to) = @o(to)- (3.33)

Verilen kosullar altinda, f(¢,u(t),o(t — t(¢))) fonksiyonu, G = {fp <t <
fo+ 8, —oo < u; < oo} iizerinde siireklidir. Ayrica Peano teoremi, (3.32)-(3.33)

problemi i¢in 0 < o < & oldugu durumda [, 7y + ¢¢] arahiginda tanimlanmis
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en az bir ¢6ziimii olan ¢ (7) nin oldugunu gosterir. Bu durumda

oo(t), tel,,
vi(t) =
o1(t), te€(ty, o+

fonksiyonu (3.18)-(3.19) probleminin [y, to + ] aralifindaki ¢6ztimiidiir. Bu
¢6ziimiin, (3.18)-(3.19) probleminin zy +26 < T oldugu I, = [fo+ J, 19+ 26|
araliginda ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in kullanildig: diisiiniiliir ise (3.18)-(3.19)
probleminin ¢dziimiiniin bulunmasi asagida ifade edilen ADD’in bir ¢ozliimiinii

bulmakla esdeger duruma gelir:

W' (1) = ft,ult), yi(t (1)),
u(to+6) = @o(to).

Boylece . gzl£ , 7(t) = 6 > 0 oldugunda, adim yontemi (3.18)-(3.19) problemini
¢Ozmek icin uygulanir ve her adimda d sartin1 saglayan bir aralikta ¢oziim
bulunabilir.

7(t) fonksiyonunun tiirevlenebilir ve 7(¢) < 1 oldugunu varsayalim. Bu
durumda h(t) =t — 7(¢t) fonksiyonu kesin olarak artan bir fonksiyondur.
Dolayisiyla I, = [t — ©(fo), fo] mevcuttur. ¥(f), h(z)’nin tersi olarak
gosterilsin. 11k olarak y(fy) > #o durumunu ele alalim. Bu durumda ¢ €
&, = [to, Y(to)] igin h(t) <ty ve g&,, t’leri belirleyen en bilyiik pargadir.
Ik olarak (3.18)-(3.19) probleminin &, araliginda ¢oziimiiniin bulunmasi
islemini (3.32)-(3.33) probleminin &, lizerinde bir ¢Oziimiiniin bulunmasi
problemine doniistiiriilmesi ile baglayalim. Buradan y(fy) = t( esitliginin,
&, da sadece £y noktasindan olustugu goriiliir. Ote yandan y(h(1)) = 1o ve
¥(t) monoton artan bir fonksiyon oldugunda I, = {zp} olur. Bu durumda
sadece 7(f9) = 0 oldugu zaman gerceklesir. Bu nedenle (o) = fo oldugunda
adim yontemi uygulanamaz ve bu ozel bir durum olarak adlandirilir. Ozel
bir durum olmadiginda ve (3.32)-(3.33) probleminin &, tizerindeki ¢Oziimii
@1 (1) olarak tanimlandig1 durumda ikinci adim olarak (3.18)-(3.19) problemi

Eyty) = [Y(t0), Y(¥(t))] araliginda ele alinir. Daha sonra da problemin bu
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araliktaki ¢ozlimii, asagidaki problemi ¢ozme islemine doniistiiriiliir:

u'(t) = f(t,u(r), i (r — (1)),
u(y(t)) = @1(¥(%0))-

Boylece GDD’lerde sabit gecikmenin farkli bir degiskene bagli olmasi problemlerin
coziimiinde GDD’lerin ADD’lere doniistiiriilmesi veya her bir adim i¢in gecikme
teriminden kaynaklanan araliklarinin olusturulmasi, gecikme teriminin sabit olan

denklem sistemlerinin ¢dziimiine gore daha karmasik oldugu gosterilmis olur.

Ornek 3.21. Asagidaki gecikmesi bir degiskene bagh olarak verilen GDD’in

¢cOziimiinii bulmak i¢in adim yontemini kullanalim.

N — =
IA INA
A IA
)—i \:h

Bu problemi ¢6zmek icin yukarida anlatilan adim metodunu gecikmesi bir degiskene
bagl olarak verilen test problemine uygulayalim. Burada () = % Dolayisiyla ters
fonksiyon y(t) = 2 ve &, = [, 1] olacakur. Ilk aralik & = [1, y(1)] =1, 2]. &
aralig1 icin GDD

ADD’in ¢oziimiiniin bulunmasi problemine doniistiiriiliir. Bu problemin ¢6ziimii &;
araliginda u(r) = % + 2 olur.

Ikinci adim & = [y(1), y(y(1))] = [2, 4] alinirsa problem

2 3
/ —_— — —
W) =16+

7
2=~
)~

sekline doniisiir. Bu problemin de & icin ¢oziimii ise

B 71
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olur.
Asagida verilen grafiklerde test probleminin gecikme teriminden kaynakl

olusturulan araliklardaki ¢oziimleri incelenebilir.

Sekil 3.5. gy, & ve & araliklarindaki kesin ¢oziimlerin kargilagtiriimasi

4) Notr Tip Gecikmeli Diferansiyel Denklemler
Adim yontemini kullanarak sabit bir gecikmeli notr tip denklem icin baslangi¢

kosulunu saglayan ¢oziimiinii bulma metodunu ele alalim.

u'(t) = ft,u(t),u(t—1),u (t — 1)), (3.34)
ut) =@o(t), tel,. (3.35)

Burada gecikme sabiti t’dur. f(z,u;,u,u3) fonksiyonu, G = {19 <t < T, —oo <
uj < oo, i =1,2,3} kiimesinde siirekli ve ¢ () fonksiyonunun J;,’da siirekli tiirevi
olan fonksiyonlar olsun. Bu durumda ele alinan problem u(t) = @q(¢) baglangig

kosuluyla birlikte I} = [ty, to + 7] araliginda

u(t) = f(t,ut),u(t—1),d (t —1))

ADD’in ¢Oziimiinii bulma problemine doniistiiriiliir. Verilen kosullar altinda bu
problemin bir ¢6ziimii oldugu goriilebilir. ¢(z), I} = [to, to + t] araliginda
tanimlanmug bir ¢6ziimii olsun. O zaman, (3.34)-(3.35) probleminin I, = [ty + 7, fo+

2] araligindaki ¢oziimiinii bulmak i¢in baglangi¢ kosulu u(tg + 7) = @o(t + 7) olan

W' (1) = f(t,u(t),o1(t — 1), 9i(r — 7))

denkleminin bir ¢oziimiinii bulmamiz gerekir. Kabul edilen kosullar altinda,

¢coziimiin (fp — 7, t9), (to, to+ 7), (fo+ T, fo + 27),... noktalarinda sol ve sag

56



tiirevlerinin oldugu gozlemlenebilir. Ancak ¢oziim tg, 1o+ T, to+ 27, ... noktalarinda
tiirevlere sahip olmayabilir. Aslinda # noktasinda ¢6ziimiin sol tiirevi @y (7o — 7)’ye
ve sag tiirevi de @ (T— = 40) = f (10, @o(t0), ©'0(t9 — 7))’ ye esittir. Bu nedenle

¢coziim yalnizca asagidaki kosul saglandiginda 7y noktasinda tiirevlere sahiptir:

@o(to—0) = f(to+7,90(t0), Po(to — ), Pyt — 7)). (3.36)

Acikca goriilebilecegi gibi, )+ 7 noktasinda, ¢oziimiin sol tiirevi

fto+7,01(10+17),0(t0), 95 (to — 7))

fonksiyonuna, sag tiirevi ise

flto+7,01(to+7),0(t0), 9" 1(tg — 7))

fonksiyonuna esittir. Buradan (3.36) kosulu saglandiginda

flto+7,01(10+17),0(t0), 9o (to — 7)) = f(to + 7, 91 (to + 7), ¢ (20), @} (f0 — 7))

olur. Bu durumda, ¢6ziimiin 79 + 7 noktasinda siirekli bir tiirevi oldugu anlamina
gelir. Bu yontemle, (3.35) kosulu saglandiginda ¢oziimiin 7o + 27, o+ 37, to+47...
noktalarinda siirekli bir tiirevi oldugu gosterilebilir. Ancak genel olarak (3.35)-(3.36)
probleminin ¢dziimii, araliktan araliga gectikce daha diizgiin hale gelir. Yukarida
ifade edilen yontem, degisken gecikmeli nétr tip denklemler i¢in ayni sekilde

uygulanabilir.

Ornek 3.22. Asagida verilen test problemini ele alalim.

it =2u(5)u (5)

u(t) =t,

VA
[\
N

| =
IN
IN

Verilen problemin ¢6ziimii i¢in adim yontemini uygulamadan once, (1) = £, ¥(r)
2t ve & = [3, 1] olduguna dikkat edelim. Boylece, ilk aralik & = [1, y(1)] =

[1, 2] olur ve problem asagidaki ADD sisteminin ¢oziimiiniin bulunmasi problemine
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doniistiiriiliir:

Buradan da & araliginda ¢oziim u(¢) = 6¢> — 5 olarak bulunur. Benzer sekilde,

& = [y(1), y(y(1))] = [2, 4] alinirsa problem

W' (1) = 21613 — 7201,

u(2) =19

sekline doniisiir. Bu problemin de ¢oziimiinii bulmak i¢in gerekli islemler yapildiktan
sonra, asagida verilen genel ¢oziim elde edilir:

;

NI—
IA
IN

Z

IN
IA
S

u(t) =< 612 -5,

VAN
VAN
N

54t* —3601> +595, 2
\

Asagidaki grafikler, adim metodu yardimi ile ¢oziilen problemin gecikme nedeniyle

farkli araliklarda elde edilen ¢oziimlerinin daha iyi anlasilmasi ve goriilebilmesi i¢in

verilmistir.

Sekil 3.6. g, € ve & araliklarindaki kesin ¢oziimlerin karsilastirilmasi
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5) Ileri Tip Diferansiyel Denklemler

ut) = ft,ut—1),d(t—1))

seklinde verilen problem icin u(t) = @o(t), t € I;, kosulunu saglayan ¢oziimiinii
adim yontemini uygulayarak bulalim. ¢, fonksiyonunun /;, araliginda k. mertebeye
kadar siirekli tiirevlere sahip oldugunu ve f(z,u;,us) fonksiyonunun G = {7y <1t <
T, —co < uj < oo, i=1,2} kiimesinde (k— 1). mertebeye kadar siirekli tiirevleri
oldugunu varsayahm. Ilk adimda yani (¢, to + 7] yarim aralifinda, problemin

¢Ozimi

P1(t) = f(t, 9ot = 7), 5 (t — 7))

seklinde olacaktir. u = ¢ (¢) fonksiyonu da genel olarak (7o, o+ t| yarim aralifinda
(k—1). mertebeye kadar siirekli tiirevlere sahiptir. Ikinci adimda yani (to+ 7, o +27]

yarim araliginda, problemin ¢oziimii

@2(1) = f(t,01(t — 1), 01 (t — 7))

seklindedir. Acikca goriilebilecegi gibi u = @,(¢) fonksiyonu genel olarak (7o +
T, to+ 27| yarim aralifinda (k — 2). mertebeye kadar siirekli tiirevlere sahiptir. Bu
sekilde devam eden islemler ile (7, #p + k7] yarim araliginda ele alinan problemin

genel ¢coziimii:

©o(t), to—1<t<r,
01(t), to<t<t+r,

o) =< (1), to+71T<t<1+21,

\(pk(t), o+ (k—1)t <t <ty+kr.

@1(to+0) # f(t0, Po(to —T), o (to — 7))
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oldugunda ¢ = #p noktasinda ¢6ziimiin siirekli oldugu ve ayrica

@2(to+T+0) # f(to+ 7,91 (t0+0), o (10 +0))

oldugunda r =ty + 7 noktasinda ¢6ziimiin siirekli oldugu ac¢ik¢a goriilebilir. ¢ artarken
bir birim araliktan komsu araliga geciste ele alinan problem ¢oziimiiniin devamlilig

gozlenir.

Ornek 3.23. Asagida verilen test problemini ele alalim.

W' () =u(t) +u*(r—1), 0<r<2,

ut) =1, —-1<t<0.

Gecikmesi 7 = 1 olan GDD’1 adim yontemi kullanarak ¢6zmek icin, baglangi¢ kosulu
u(0) =1 olan /() = u(r) + 1 ADD’in ¢dziimiinii bulma problemi ¢6ziilmelidir.
Gerekli adimlar gergeklestirildikten sonra, ¢oziim u(r) = 2¢' — 1 olarak elde edilir.

Benzer sekilde, aralik 7 = [1,2] i¢in problem

W' (1) =u(t) + (21— 1)2,

u(l)=2e—1

olur. Yukaridaki problemi ¢ozdiikten sonra, asagida gosterildigi gibi genel ¢coziimii

ve buna karsilik gelen grafik elde edilir.

;

1, —1<t<0,

u(t) =9 2¢ —1, 0<r<1,

420D _gel =426l 1, 1<1<2,

\
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Sekil 3.7. Iy, I; ve I, araliklarindaki kesin ¢oziimlerin kargilagtirilmasi

3.10.2. Laplace Metodu

Laplace doniigiimii, bir fonksiyonu zaman alanindan frekans alanina tastyan bir integral
doniisiimdiir. GDD’leri ¢6zmek amaciyla Laplace doniisiimii uygulanirken, denklemler
s-alanina (Laplace alanina) tasinir ve orada daha sade hale getirilir. Bu siire¢, DD’leri
cebirsel denklemlere doniistiirmeyi saglar. Boylece ¢oziim siireci daha yonetilebilir hale
gelir. Laplace doniisiimii sayesinde, gecikmeli sistemlerin analizi daha sistemli bir sekilde

gercgeklestirilebilir.

Bu boliimde GDD’lerin Laplace metodu yardimu ile ¢oziimlemelerine deginilecektir.
u'(t) = Au(t) + Bu(t —r) (3.37)

seklindeki sabit katsayili, homojen, lineer GDD’lerin karakteristik denklemleri, (3.37)
denkleminin sifirdan farkli ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in ¢ reel bir sabit olmasi sart1 altinda
u(t) = ce* seklindeki ¢oziimlerin bulunmasi sirasinda elde edilir. u(r) = ce* esitligi

(3.37) denklminde yerine yazildiginda karakteristik denklem
A—A-Be* =0 (3.38)

olur. Buradan da goriilebilecegi gibi (3.37) GDD’in sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olmasi

ancak ve ancak (3.38) karakteristik denklem esitliginin saglanmasina baglidir.

ADD’lerin karakteristik denklemleri polinom seklinde olurken GDD’lerin karakteristik

denklemleri ierdikleri e’ teriminden dolay1 transandantal denklem seklindedir.

Lemma 3.24. Eger {A;}, (3.38) denkleminin j — oo gittiginde |A;| — o sartin1 saglayan

¢oziimleri ise j — oo giderken Re(A;) — —co olur. Bu nedenle (3.38)’nin tiim ¢6ziimlerini
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saglayan A igin Re(A;) < a olan bir & gergel sayist vardir. Ayrica karmagik diizlemdeki

her dikey seritte yalnizca sonlu sayida ¢6ziim bulunmaktadir.

Ispat. (3.38) denklemi herhangi A ¢oziimii icin
A —A| = |Ble”Re*) (3.39)

seklinde ele alisin. | A |— oo gittiginde |4 —A| — oo olur. (3.39) denkleminin sol tarafinin
sonsuza gitmesinden dolay1 esitligin saglanmasi i¢in (3.39) denkleminin sag tarafinin da

rRe(A.)

sonsuza gitmesi gerekir. Bu da r > 0 oldugunda e~ — oo oldugunu gosterir. Bu

durum da ancak Re(A) — —eo oldugunda gerceklesir.

h(A) = A —A — Be~*" tam bir fonksiyon oldugundan, 4(A ) nin herhangi bir sinirli kiimede

yalnizca sonlu sayida sifirlar1 vardir. Bu, Lemma 3.24{in ikinci kisminin ispatidir. [

Teorem 3.25. Eger A, (3.38) karakteristik denkleminin m defa tekrar eden kokleri ise tkeht ,
(k=0,1,2,...,m— 1) seklindeki fonksiyon da (3.37) GDD’in ¢oziimiidiir. (3.37) GDD’i
lineer ise bu formdaki ¢oziimlerin sonlu sayidaki toplamlar1 da yine (3.37) denkleminin
coziimiimii olacaktir. Ayrica yakinsaklik durumunu saglayan sartlar altinda sonsuz ¢éziim

toplamlar1 da ayn1 sekilde (3.37) denkleminin ¢6ziimii olabilir.

Ispat. Eger u(t) = t*e* coziimiinii (3.37) denkleminde yerine yazarsak
' (t) — Au(t) — Bu(t — r) = M (ki* =" + A65) — Atk — B(1 — r)ket =)

olur. Bu esitlikteki (z — r)* terimi icin Binom ag1lim yapilirsa

= M (A — Ak 4 keF! — Be M i (k> tk_j(_r)j]

J=0 \J

= M [(A—A= B (14 Be Mk

(3.40)

— M -Be_M f (k) I (—r)

J=2 \J

Burada

h(A)=A—A—Be ",
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olur. Boylece (3.40) esitligi

W' (t) — Au(t) — Bu(t — r) = & f (k) *IRD () (3.41)

J=0 \J

seklinde elde edilir. A, (3.38) karakteristik denkleminin m defa tekrar eden kokii
oldugundan j =0, 1,...,m — 1 icin h) (1) =0 olur. Buda (3.41) denkleminin sag tarafinin
sifir oldugunu gosterir. Sonug olarak k = 0, 1,...,m — 1 icin t*e* ¢oziimlerinin (3.37)

denkleminin ¢6ziimii oldugu goriiliir. 0

Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Laplace Metodu ile Temel Coziimii

0, <0,
X(1) =
1, =0
seklinde tanimlanan ve Laplace doniisiimii m olan X fonksiyonu, homojen (3.37)

formundaki GDD’lerin bir ¢oziimiidiir. Ayrica £(X) = #ﬂv)’ (3.37) denkleminin temel

coziimiidiir denir.

Teorem 3.26. X (), (3.37) denkleminin temel ¢oziimii ve L(X)(A) = ﬁ oldugunda

herhangi ¢ > b degeri i¢in

olur. Burada b degeri
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fonksiyonunun istel sinir degeridir.

Ispat. X fonksiyonu b degeri altinda iistel sinira sahip, Re(A) > b igin analitik ve (3.37)

denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan
X'(t)=AX(t)+BX(t—r) (3.42)
seklinde yazilir. (3.42) denkleminin her iki tarafina Laplace doniistimii uygulanirsa
LX'(1))(2) =ALX(1))(A) +BLX (t —1))(A) (3.43)

esitligi elde edilir. (3.43) denkleminde £(X (¢ —r))(A) doniisiimii igin

LX((=r)A) = /e“x (t—r)d
0

= /eMIH)X(t)dt

0

= N /e_MX(t)dt—{—/e_MX(t)dt
0

—r

= 0+ LIX)(A)

= e ML(X)A). (3.44)

elde edilip, (3.44) esitligi (3.43)’de yerine yazilirsa

ALX)A) =1 =ALX)(A)+Be " L(X)(A),
L(X)(1) [A—A—Bﬂr —1,
L(X)(A)h(A) =1,

£OO) = 7775

olur. X fonksiyonu (3.42) denkleminin temel ¢6ziimii oldugundan Teorem 3.26 ispatlanmis

olur. O]
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Ayrica L(X)(A) = 5 (1/1) esitliine ters Laplace uygulanirsa

X(r) = £7H(LX)A)

— / A LX) (A)dA
©

1
_ At
N / ¢ h(1) dA
(©)

olarak bulunur (Ger vd, 2022).
3.11. SEBEKE VE SEBEKE FONKSIYONU

[0, T] kapal1 araliginda tanimlanan ve sonlu sayida noktadan olugan parcalanisa sebeke
denir. Sebekenin amaci, bir bolgedeki matematiksel problemleri ¢6zmek icin matematiksel

modeller olusturmaktir.

Sebekede #; € [0, T] araligindan alinmig diigiim noktalarinda tanimlanmis g; = g(;)

fonksiyonuna sebeke fonksiyonu denir (Samarskii, 2001).
3.12. DUZGUN VE DUZGUN OLMAYAN SEBEKE
[0, T] araliginda diigiim noktalar1 esit aralikli olmak iizere

oy, = {ti =ih,i=1,2,...,.N; h= ]%}

seklinde tanimhi ifadeye diizgiin sebeke ve h sabitine sebeke adimi denir. Diger taraftan

[0, T] aralifinda tanimlt
oy={0=fn<t <.<ty1<tn=T, hi=ti—t;_1}

ayrik noktalar kiimesine de diizgiin olmayan sebeke denir ([49], [7]).

Diizgiin sebeke ve diizgiin olmayan sebeke arasindaki tercih, modellenen olayin
ozelliklerine baghdir. Diizgiin sebeke, basitligi ve hesaplama kolaylig1 nedeniyle basit

diferansiyel denklemlerin ve integral hesaplamalarinin sayisal ¢oziimleri i¢in tercih
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edilirken, diizgiin olmayan sebeke adaptif yontemler, hiicresel otomatonlar veya pargacik

tabanli simiilasyonlar gibi daha karmasik modellenmesi gereken durumlarda kullanilir.
3.13. SEBEKE NORMLARI

[0, T] aralifinda tanimlanan

o = . = = t
I8lles = 1110, 71 = ll8llcio, r) = max [ (1) |

ifadesine [0, T'] araligindaki g(r) fonksiyonunun maksimum normu denir. Ayrica ||g||c @y
ifadesine diizgiin ve diizgiin olmayan sebekelerde maksimum normun fark benzeri olarak

isimlendirilir ([33]).
3.14. DUZGUN SEBEKEDE FARK TUREVLERI

[0, T] aralifinda tanimlanan bir diizgiin sebekede herhangi bir g() fonksiyonu i¢in

g i= 8i+1 — &i
1, —h

esitligine birinci mertebeden ileri fark tiirevi,

g = 8i —8i-1
7,i h
esitligine birinci mertebeden geri fark tiirevi,

_ 8i+1 —8i-1
ST on

esitligine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,

C_ 8ir1 —28it i1
8it,i = 2

esitligine ikinci mertebeden fark tiirevi denir ([49]).
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3.15. DUZGUN OLMAYAN SEBEKEDE FARK TUREVLERI

[0, T'] araliginda tanimli diizgiin olmayan sebeke herhangi bir g(z) fonksiyonu i¢in

8i+1 — 8i
=
hit1

esitligine birinci mertebeden ileri fark tiirevi,

8i — 8i—1

8ii = hi

esitligine birinci mertebeden geri fark tiirevi,

o 8i+1 — &i
t, hl
esitligine birinci mertebeden fark tiirevi,
o 8 + 8i.i
gl,l 2

esitligine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,

8r,i — 81,

8iti = h;

esitligine ikinci mertebeden fark tiirevi denir. Burada

_ hithig

hi >

seklinde tanimlanmigtir ([49]).

3.16. DIKDORTGEN METODU

[0, T'] araliginda yeterince diizgiin g(¢) fonksiyonu i¢in

D=

1

z N
[edr =Yg (1) +Ralo)
0
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. . T. —_— h
(ti:lh, l—(),l,...,N, h_]T[’ ti—% _tl_§>

ifadesine kalan terimi integral biciminde olan genellestirilmis dikdortgen formiilii denir.

Burada Ry(g) kalan terimi

seklindedir ([7]).

Ornek 3.27.

|
Iz/tzdl
0

integralini N = 5 i¢in dikdortgen metodu kullanarak hesaplayalim.

Bu durumda diigiim noktalar1
th1=01,6=03,1=0514=071t%=09
oldugu i¢in yukaridaki dikdortgen metodunda ifade edilen formiil uygulanirsa
1~0.2{g(0.1)+g(0.3) +£(0.5)+£(0.7) +£(0.9) }
seklinde yazilacaktir.
g(t1) =0.01, g(2) =0.09, g(t3) = 0.25, g(t4) = 0.49, g(t5) = 0.81

degerleri hesaplanip yerine koyulduktan sonra

1~0.33

bulunur. Ayrica N = 10 degeri i¢in problemi dikdortgen metodu kullanarak c¢ozersek
I =~ 0.3325 olarak bulunur. Bdylece iki farkli N degeri i¢in iki farkli integral sonucu

elde etmis oluruz. Dikdortgen metodu yonteminin kullaniminda N degerlerini arttirdikca
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integral sonucuna daha ¢ok yaklastig1 gozlenir. Daha kiigiik alt aralik genislikleri ve daha
fazla diigiim noktas1 kullanarak hesaplamalar gercek degere daha yakin sonuclar verir.

Grafigik 3.8’in diigiim noktalariin ve bu diigiim noktalarindaki fonksiyon degerlerinin

n=5

09r

081

0.7r

0.6

()
o
)

0.4r

0.3r

02r

0.1F

09r

0.8f

0.7

0.6

()
o

0.4

0.3F

021

0.1f

0 0.5 1

t

0.5 1
t

Sekil 3.8. N =5 ve N = 10 icin dikdortgen metodu

elde edilmesinde, ayn1 zamanda grafiklerin ¢iziminde kullanilan (4) numarali MatLab kodu

tezin 9.1. boliimiinde yer almaktadir.

3.17. YAMUK (TRAPEZ) METODU

[0, T] aralifinda yeterince diizgiin g(¢) fonksiyonu i¢in

! N N
hi
[ sl1de= Y. 2 i)+ Rulg) = Y i+ Ru(e)
0 i=1 i=0

seklinde tanimlanan ifadeye kalan terimi integral biciminde olan genellestirilmis yamuk

(trapez) kurali denir. Burada Ry(g) kalan terimi

Ve
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seklindedir ([7]).

Ornek 3.28.

1
I:/tzdt
0

integralini N = 5 i¢in yamuk (trapez) metodunu kullanarak hesaplayalim.

Bu durumda diigiim noktalari

t0=0,161=02,16=04,13=0.6,14=0.8,t5 =1

oldugu i¢in yukaridaki yamuk (trapez) metodunda ifade edilen formiil uygulanirsa

1~0.33

seklinde elde edilecektir. Eger N degeri 10 alinirsa integral sonucu 0.335 olarak bulunur.

1
09
08
07
06

Eos
04
03
02
041

0

n=5

1
09
08
07
06

Eos
04
03
02

0.1

n=10

0

0.2 0.4 0.6 0.8
t

1

0

0.6 0.8 1
t

Sekil 3.9. N =5 ve N = 10 i¢in yamuk (trapez) metodu

Grafigik 3.9’un diigiim noktalarinin ve bu diigiim noktalarindaki fonksiyon degerlerinin
elde edilmesinde, ayn1 zamanda grafiklerin ¢iziminde kullanilan (5) numarali MatLab kodu

tezin 9.1. boliimiinde yer almaktadir.
3.18. YAKINSAKLIK VE DUZGUN YAKINSAKLIK

u(t) verilen problemin kesin ¢6ztimiinii, y; bu probleme uygun fark probleminin ¢6ziimiinii

ifade etsin. z = y — u ifadesine hata fonksiyonu denir. Ayrica ||.||; belli bir sebekedeki
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herhangi bir norm olmak iizere
h—0 iken ||z]i =y —uli—0

oluyorsa fark probleminin ¢6ziimii verilen prblemin ¢6ziimiine yakinsaktir denir. Yeteri

kadar kiiciik /4 sabiti i¢in
h—0 iken |[zlly =[ly —ulls <Ch", p>0

seklinde bir esitsizlik soz konusu oldugu durumda yaklagik ¢6ziim kesin ¢oziime O(h?)
hiz1 ile yakinsar denir. Diger bir deyis ile yaklagik ¢oziim O(h?) kesinligine sahiptir denir
([49D).

3.19. FARK SEMASININ KARARLILIGI

I;, ve Ly, @y, ’da tanimlanan fonksiyonlar kiimesinde etkili olan fark operatorleri , y, ve @y,

belli sebeke fonksiyonlar: olmak iizere

Iy =Xxn, tE€W,

Lyy=¢@y, t€wy

fark problemi seklinde tanimlansin. Bu fark problemi, yeteri kadar kiigiik /2 < hg ve belirli
siniflardan olan her bir ¥, ve wj, baslangic veri fonksiyonlar i¢in tek bir ¢oziime sahip
oldugunu varsayalim. Bu fark probleminin baslangi¢ veri fonksiyonlar1 j; ve @, olan
coziimiinii y ile ifade edelim. Eger dyle #’dan bagimsiz C; ve C; sabitleri varsa ve yeteri

kadar kiigiik 7 < hg icin

17—yl <Cill@—oll2+Coll X — xlI3

esitsizligi saglaniyor ise bu durumda fark semasi sag tarafa ve sinir (veya baglangi¢) sartina

gore kararlidir denir. Burada |.||1, ||.][2 ve ||.||3 sebeke normlaridir ([49]).

Kararlilik analizi, fark semasinin istikrarli veya kararsiz oldugunu belirlemek ve gerekirse
sema parametrelerini veya ¢oziim yontemini ayarlamak i¢in 6nemlidir. Bu sekilde, dogru

¢Ozlim elde etmek ve hatali sonuglardan kaginmak miimkiin olur.
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4. NOTR TiP GECIKMELI VOLTERRA INTEGRO-DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Bu béliimde, asagidaki sekilde tanimlanan notr GVIDD leri ele alacagiz:

ut) = (), -r<t<o, (4.2)

1= (0, T]:U’;’lep, L={t:rp1<t<rp},1<p<mvery=sr, (0<s<m); =
[0, T], Io=[—r, 0] olur. b(t)>0, f(), a(t) (t€I), @(t) (t €1y) ve K(t,s) ((t, s) €I
I) verilen fonksiyonlardir. r sabit bir gecikme terimidir. Ayrica, a, b, f € C(I), ¢ € C*(Iy)
ve 2K ¢ ([0, T] x [0, T]) (s =0,1,2) oldugunu dilsiinelim.

Tezin bu boliimiinde, (4.1)-(4.2)’nin kesin ¢6ziimiiniin baz1 6nemli 6zellikleri, kararlilik
esitsizlikleri ve fark semasinin ingas1 incelenmistir. Ayrica (4.1)-(4.2) problemi ile ilgili

yapilan ¢calismalar1 agiklayan sayisal orneklere yer verilmistir.
4.1. (4.1)-(4.2) PROBLEMI ICIN KARARLILIK ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, problemin kararliligii gosteren nétr GVIDD  lerin kesin ¢oziimii ve baglangic

kosulu icin bazi esitsiziliklerin olusumu incelenmistir.

Lemma 4.1. a, b, f € C(I), K<€ C([0, T| x [0, T]), ¢ € C'(I)) ise (4.1)-(4.2)

probleminin ¢oziimii u(¢) i¢in

[uflos, < Cp, 1< p<m, (4.3)
[ ]lees, <Dp, 1< p<m 4.4)
esitsizlikleri saglanir. Burada
_ -2
Ci = [l @ +rllflles +rlallcs |0 ot +Krll@]og] €,
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Dy = |alloos, [9'lles.ty + [1Blloo.s; Ct+ Kr (| @lleo sy +Ct) + [1flloo.t1

_ )

CP = |:Cp_1+er”°°71p+er_lHaH°°7Ip +Kr2Cp—l] eKr ) P:2737---»m>

Dp = ”a||°°7IpDP_1+||b||°°7[pcp+[2r(cp_l+CP)+||fH°°~,1p7 p:2737"'7m
ve

R = max | K(1,5) |
IxI

bicimindedir.
Ispat.

Lemma 4.1.’in ispat1 p i¢in tiimevarim yontemi kullanilarak yapilacaktir. r € I araliginda

yer aldiginda (4.1) denklemi

u'(t)+btu(t) = f(t)—a(t)u'(t—r)—/K(t,s)u(s)ds,

[b(s)ds / /
u(t)eob ‘ —u(0) = /f(s)ds—/a(s)u'(s—r)ds
0 0
- //K(l,s)u(s)ds,
0 s—r
ue) = 90)+ [ e 0" fs)ds
0
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seklini alir. Boylece

u)| < [9(0) |+ [ | £(s)|ds
0

o (T
0
t 0

i /ds/yms,snru(éﬂdé
0 s—r

n /ds/u«s,mu(éndé
0 0

r 0
< 19O) |+ [ 170) |dr+ s, [16/(E) |
0 —r

0 t
+ Rr [ o(©) |de+Rr [ |u(E)| g @5)
—r 0
< 1 @O) |+l flleots + rllallen,s; + 110"l gy + K[| @]ty

_ t
+ & [ u(e)|de
olarak yazilir. Burada da Gronwall esitsizligi kullanilirsa;

_ )
o0, Iy —|—Kr2H(p| °°,10) r = C

| u(®) 1< (| @(0) | +7l|flleesy + rllalloor, +1|9']

sonucu elde edilir.

Benzer sekilde u/(¢) fonksiyonunun sinirini olugturmak igin (4.1) denklemi kullanarak

u'(t)’yi yalniz birakir ve denklemin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa;

w'(t) = ft)—a(t)d(t—r)
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£ b0 )|+ [ 1K) L u(s) | ds

t—r

A

< N Flloosy 4 Nalloo,r 1197 loo gy + [1Blloe,ry [ 2e(2) |

+ K/0|u<s>|ds+K/!u(s>\
t—r 0

IN

lalleo, 1y 19" [l 1y + [1l]ee, 1, C

+ Kr(19llesy +C1) + | fllooy

D,

kesin ¢Oziimiin birinci mertebeden tiirevi icin kararlilik esitsiziligi elde edilir.

Tiimevarim yontemini devam ettirmek i¢in p </ oldugunda (4.1) ve (4.2) denklemlerinin
dogru oldugunu varsayalim. O zaman, ¢ € ;| araliginda oldugunda (4.5) icin asagida

verilen esitsizlik elde edilir:

IN

ult) | < Jutrt) |+ [ 1 7(0) | di
rl

t

+ /|a(s)uu’(s—r)|ds

- /\S/F:K(S’é)u(f)d& ds

* / /S|K(S»5)||”(§)|d§ ds
rl

rl

IN

Cr+rl /]

oo, 0141 +r|lal o001 4 Hu/Hle

+ IZrZCI—I—Kr/]u(?;) | dé&.
0

75



Buradan Gronwall esitsizligi kullanilirsa

— .2
| u(t) |< (P flloorsy +7ll@lleogy. Dr+ (1+Kr)C) 5™ = Cryg

olur. Eger (4.1) denklemini kullanarak u/(¢)’yi yalniz birakir ve daha sonra esitligin her iki

tarafinin da mutlak degeri alinirsa, asagidaki esitsizlik elde edilir:

(@O < [£@O) [+ ]al@) ][ (t=r)]

+ !b(t)Hu(t)H/IK(t,S)Hu(S)!dS

t—r

< lloozior +letlloo, g 1D2 4116l eo 14y G

t t
+ K/|u(s)yds+12/\u(s)|ds
rl 0
< [ fllootiay + Nalloo gy || 4+ 181 oo 1y Crir + K (Cr + Cig1)

= D
Dolayisiyla (4.3) ve (4.4) esitsizliklerinin p = [ 4 1 icin dogrulugu ispatlanmig olur. [
4.1.1. FARK SEMASININ KURULMASI

Bu béliimde (4.1)-(4.2) problemi icin diizgiin sebekede fark semasi olusturulacaktir. [

aralifinda
wNOZ{li:ih, = 1727"'7 No; h:T/N():I’/N}

seklinde tanimlansin (Kolaylik olmasi igin 7'/r tam say1 olsun; yani 7 = mr olur.). Burada

herbir 7, (1 < p <m) altaralig1 N tane sebeke noktalarini icermektedir.

oy, ={ti:(p—1)N+1<i<pN}, 1<p<m
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ve sonug olarak

m
wN() - Up:le7p7

@N,p = CONU{I() =0,y = T}
seklindedir.

oy, tizerinde tanimlanmus her bir #; noktasindaki g(7) fonksiyonunun g; = g(#;) seklindeki

gosterimi ile

o _8iT8i-1
gt,l ]’l )
0s5) |1
g,( ) = 5(8’1’"‘81‘71);

h
gi_% =8 <ti_%) =8 ti_i

esitlikleri tanimlanmis olsun. Ayrica wy, lizerinde tanimlanan herhangi bir g; sebeke

fonksiyonu icin kullanilan norm

18llee.p = [|leo, oy, = max|g(r)],
WN . p
18leo,8o = 118][ec, o,

bigimindedir. Bu gosterim, g(r) sebeke fonksiyonu igin #; noktasinin yakinindaki #;_;
ve t;+1 noktalarinda g degerlerini kullanarak tiirevinin yaklagimini gostermemize olanak
saglar. Bu yontem sayisal analizde, sonlu farklar kullanarak tiirevleri yaklastirmak icin

yaygin bir sekilde kullanilir.

(4.1)’de verilen denklemde 7 degiskeni yerine 7, 1 yazilirsa;

¢ (1) nog) o (g =)+ (1oy)u(ny)
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+ / K (1 ys)ulsdds =7 (1), 1<i<No (4.6)

sonucuna varilir. Bir sonraki adimda, agsagidaki bagintilar kullanilacaktir:

h2
u' (tl 1) :Mfyi—FRl(l), RSI):—ﬁum(é(l)), él-(l) € (Z‘i_l,ti), 4.7
/ _ e N i ) N )
u (fi,%—f”)—um—zvﬂLR,- , R; = Tt (&), &7 eltin-1,tin),
(4.8)
h2
u(toy) =u®+rY, R =€), &Y e ). (4.9)
(4.6)’nin integral terimi i¢in, dikdortgen kurali uygulanirsa
li—l
2 i—1 4
/ K(tii%,s>u(s)ds:h Z K(tii%,tj>uj+R§)
4 j=i—N+1
=2
elde edilir. Burada kalan terim
2, 12
@ _ ’g’d_< ( <4>> <<4>>> e E@
R = = 12 K ii%,gi ul(& » fid r<§ <fiy o (410)
seklindedir. Sonug olarak (4.1) problemi i¢in
~1
wita,_upin+b,_ 10"+ ZZ’ K. 1 uj=f,_1—R; 4.11)
i T4 JH =N T L o i—%,j i—% b :
Jj=i—N+1
R — R§1)+al_%R§2)+bl_%R53)+R§4), 1<i<Ny (4.12)

kalan terimi ile birlikte u (ti_ 1 ) ‘nin (4.11)’de ifade edilen kesin bagintis1 elde edilmis olur.
2

Boylece (4.11)’1 dikkate alarak (4.1)-(4.2) problemi i¢in

i—1
0.5 .
sita rin+b "V Y Ky ay=fy, 1Si<N,  @&13)
Jj=i—N+1
vi=¢, —-N<i<O0 (4.14)
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fark semasi olusturulur.
4.2. HATA DEGERLENDIRMESI

(4.1) ve (4.13) denklemlerine gore yaklasik ¢6ziim hatasini z; seklinde ifade edelim. Bu
hata fonksiyonu, #; noktasindaki yaklasik ¢oziim y; ve kesin ¢oziim u; arasindaki farki

temsil eder. Boylece

i—1
0.5 .
2 Y Ky =Ry 1<i<N, (4.15)

it a; 1%i-Nt bi_j
j=i-N+1
ziz=0, —-N<i<O0 (4.16)

problemi yazilabilir. Burada R; (4.12) ile verilen kesme hatasidir. Hata fonksiyonu z;’yi

incelemeden Once, siire¢ sirasinda kullanacagimiz bir Lemmayi ele alalim.

Lemma 4.2. | F; |< F; ve F; azalmayan bir fonksiyon olmak iizere;

(0.5)

vii+Am"Y =F, 1<i<N, (4.17)

— (4.18)

olur. Burada t; = xo +ih, h = (X —xp)/N, A; > 0’dir ve BDP’nin ¢6ziimii olan sebeke
fonksiyonu v;

[vi [<| | +(X —x0)Fi, 1<i<N (4.19)
esitsizligini saglar.
Ispat. (4.17)de verilen fark denklemi

2- A 2h
':—V‘i .
Y hA, T T kA

seklinde yazilir. Buradan

[vi |[<|viei [+h] F |

sonucu ¢ikarilir. Bu yiizden

i
|vi |[<[vo | +hZ | Fj |<|vo | +ihF;
=1
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olur. Bu durum da, (4.19)’un gecerliligini gosterir. [

Lemma 4.3. (4.15)-(4.16) probleminin z; ¢coziimii

147 (2|all, 7+ TK erzTKm—l
(147 (fllallws+TK))

K < Riles 4.20
(1+r(%’|a‘|ooj+TK))erzTK_1 H H ,No ( )

2]l eo, v <

esitligini saglar.
Ispat. t; € @y p igin
i—1

R; —4 1% i-N h Z Ki—%,jzj
j=i—-N+1

<|IR|

2
o, N,pt+ ]Tl”aHoo,I_Hd oo,p—1

i
+hK Y [zjo1 ]
j=i—-N+2

< |IR|

2

i
+TK||z]jwp-1+hE Y, |zj1]
j=i—N41

<|IR|

2 _
oy, T | 3 llalleo +TK ) |2l p-1

i
+hK Z | zj—1 |
j=i—N+1
olur. Daha sonra f; € @y, oldugu goz oOniinde bulundurularak Lemma 4.2, (4.15)

problemine uygulanirsa

[zl < [z [ IRl 0y

2 _
7 Zhalls+ TR ) el
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i
+ hKr ), Jzja|
=N+

2 _
< ARy + (147 (31l 78 ) ) el

i
+ hKr ) Jzj|
j=i—N+1

esitsizligine ulasilir. Buradan, Gronwall integral esitsizligini kullanilarak

2% 2 _ 2
1< re TRy + (15 (Gl + TR ) ) ¥l

esitsizligi elde edilir. Bu nedenle z; i¢in birinci mertebeden fark esitsizligi asagidaki gibidir:

Esitsizlikteki A ve B degerlert;

2 _ _
A= (1 +r (EHaHmJ-—{— TK)) TR

B=re"TX|[R|| v,
seklindedir. Sonug olarak
p_
ey <5 LB 1<p<m
P A _ 1 ’ p

genel formunu elde edilir. Bu da (4.20) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.

Lemma 4.4. u € C?[0,T] olsun. Bu durumda R; kalan terimi icin
IR[ls 0y, < CH?

esitsizligi saglanir.

Ispat. Rl(k) ‘nin (4.12)’deki her bir degeri i¢in asagidaki esitsizlikleri olugturalim:
2 2 2
1 h 2 h 3 h
RIS S s 1R 1< S g R 1< 5500
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d°K

5 Hu oo,z + [ Koo 2 12t e 7 | -

Yukaridaki esitsizliklerin diizgiinliik kosullar1 g6z Oniinde bulundurulursa (4.21)’in

|!u!|w1+2H

IR |_ 24

gecerliligi kolayca goriilebilir. [

Teorem 4.5. Lemma 4.4’lin sartlar1 saglanarak (4.1)-(4.2) probleminin ¢oziimii u,
(4.13)-(4.14) fark probleminin ¢6ziimii y olsun. Varsayilan kosullar altinda (4.13)-(4.14)
fark probleminin ¢6ziimii, (4.1)-(4.2) nin ¢6ziimiine diizgiin sebekede maksimum normda

O(h?) hiztyla diizgiin yakinsaktir:

1y — ][, iy, < CH.
Ispat. Bu teoremin ispati Lemma 4.3 ve Lemma 4.4 kullanilarak elde edilebilir. [
4.2.1. NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimde (4.1)-(4.2) problemi i¢in elde edilen teorik sonuclar asagidaki ornekler ile

denetlenmistir. Bu 6rnekler (4.13)-(4.14) fark semasindan elde edilen

2hf;_ 1+y, 1<2 hb,_ 1>+2a (y,-,N,l—yi_N)—2h2 Z K; 1Y

i—N—+1 .
yl 2+hbl_% 9 l )< yLY0,
(4.22)
yvi=¢;, i=-N,...,0 (4.23)

iteratif teknigi kullanilarak da ¢oziilmiistiir.

Ornek 4.6. Asagida verilen test problemini ele alalim:

t
W () -+ (t — 1)+ 2ult +/u te(0,2],
t—1
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Problemin kesin ¢oziimii:

u(t)

seklindedir. Yukaridaki problemin yakinsaklik durumunun aragtiritlmasi i¢in herhangi bir

N degerinde sebekedeki kesin hata ei.v ve sebekedeki maksimum hata eV asagidaki bicimde

gosterilir:

Notr GVIDD’in kesin ¢oziimii ve iteratif yontem ile bulunan yaklagik ¢oziimii kullanarak

_e_l(t_ 1)7

—e 7l (t—1)—e T2 -5t +4),

t ely,

tel,

el =yi—ui|, "= ||y—u||oo,a'>N0 :

elde edilen sonuclar Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 *de verilmistir.

tel

Cizelge 4.1. Test probleminin /; aralifindaki sayisal sonuclari

ti u;  yi (N=250) ey (N=100) e}
0.1000 0.8144 0.8178 0.0034 0.8152  0.0008
0.2000 0.6550 0.6686 0.0136 0.6684 0.0034
0.3000 0.5186 0.5465 0.0279 0.5356 0.0170
0.4000 0.4022 0.4465 0.0443 0.4235 0.0213
0.6000 0.2195 0.2976 0.0781 0.2594  0.0399
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Ornek 4.6’nin kesin ve yaklagik ¢oziimiiniin /; araligindaki grafigi asagida verilmistir:

Tam Gozim
09 N o+ N=50 igin Yaklagik Coziim | |
~+oe--- N=100 igin Yaklagik Goziim

0.8
0.7
0.6 -
051
04r
031
021

0.1 F 4

"

Sekil 4.1. I; araliginda N = 50 ve N = 100 degerleri icin problemin kesin ve yaklasik
coziimlerinin karsilastiriimasi

Tablo 4.1’in olusumu ve Grafik 4.1’in ¢izimi i¢in kullanilan (6) numarali MatLab kodu

tezin 9.1. bolimiinde bulumaktadir.

Sekil 4.1’de N = 50 degeri i¢in arastirilan problemin yaklagik ve kesin ¢oziimleri
araliginda bulunmus ve ¢oziim degerleri Sekil 4.1 ve Tablo 4.1 kullanilarak gosterilmistir.
Ayrica N = 50 i¢in ¢oziimlerin hata oranlar1 hesaplanarak Tablo 4.1°e eklenmistir. Yaklasik
¢Ozliimiin N degerlerinin arttikca kesin ¢coziime yaklastigin1 gostermek icin daha énce
bulunan noktalardaki ¢oziim degerleri N = 100 icin de hesaplanmis ve Tablo 4.1°e

eklenmigstir. Benzer sekilde N = 100 i¢in de hata oranlar1 hesaplanip, eklenmistir.

(6) numaral1 MatLab kodunda baglangi¢ fonksiyonu ve aralik degerleri degistirilip, tekrar
calistinlldiginda I, araligindaki ¢oziimiin tablo ve grafik degerleri elde edilmis olur.
I, aralig1 i¢inde asagida verilen grafik ve tablo kullanilarak /; aralifinda oldugu gibi
ayn1 yorumlar1 yapabilir. Ayrica (6) numarali MatLab kodunda farkli N degerlerinin

uygulanmasi ile farkli N degerlerine karsilik gelen sonuclar da karsilastirilabilir.
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Cizelge 4.2. Test probleminin I, aralifindaki sayisal sonuglari

f w  yi (N=50) e y (N=100) !
1.1000 0.2291 0.2188 0.0103 0.2280 0.0011
1.2000 0.3983 0.3799 0.0184 0.3883 0.0100
1.3000 0.5183 0.4793 0.0390 0.4796 0.0387
1.4000 0.5985 0.5465 0.0520 0.5668 0.0287
1.6000 0.6692 0.6001 0.0691 0.6003 0.0688
1.8000 0.6586 0.5830 0.0756 0.5868 0.0718

Ornek 4.6 nin sayisal ¢oziimii ve I, araliginda sebeke iizerindeki yaklagik ¢oziimii asagidaki

grafikte verilmistir:

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

[ 3
N
N

Tam Gozim
----- o---- N=50 igin Yaklasik Goziim
“++ge--- N=100 igin Yaklasik Géziim

1.4

1.5 1.6

1.7 1.8 1.9

2

Sekil 4.2. I, araliginda N = 50 ve N = 100 degerleri icin problemin kesin ve yaklagik
coziimlerinin karsilastirilmasi

Coziimii yapilan bu ornekte, grafikler ve tablolar kullanilarak N’ nin cesitli degerleri i¢in

sayisal ve yaklagik ¢oziimlerle problemin ¢oziimii karsilastirilir. Iki farkli metot ile elde

edilen ¢oziimlerin bu kargilagtirilmasi, yontemin dogrulugunu ve yakinsamasini gozler

Oniine sermekte; ayrica ¢oziimiin davranisi ve yontemin etkinligi hakkinda daha kapsaml

bir anlayis kazanmamiza olanak saglamaktadir.
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Ornek 4.7.

1
W () + 3u(t) +u (1 — 1) 4/u Vds—4—3, 1€(0,2],
t—1

ut)y=1, <0
probleminin kesin ¢oziimii:
1, t€ly,
ut) =4 fe ¥+ 3¢ tel,
tt—la —dt+4 _ T
2e'+€ 7' (3 2t)+e5 (12t—8)+3e . teh

seklindedir. Asagidaki grafikte, I; aralifinda Ornek 4.7 nin kesin ve yaklasik ¢oziim

degerleri verilmistir:

Tam Gozim A
1.050 | o+ N=50 igin Yaklagik Géziim /1
-+ N=100 igin Yaklasik Gozim o

0.95 - % ,
09
0.85 {*.g i
0.8 F {o-“ ,
0.75 F ' > o 1

.o
B o
0.7 '000000° b

0.65 . . . . . . . . .

Sekil 4.3. 1 araliginda N = 50 ve N = 100 degerleri i¢in problemin kesin ve yaklagsik
cOziimlerinin kargsilastirilmasi
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Asagidaki grafikte de, I, aralifinda Ornek 4.7 nin kesin ve yaklagik ¢6ziim degerleri

verilmisgtir:

3.5

3f
251

ot

Tam Gozim
15F ™™ [ o+ N=50 igin Yaklagik Gozim
“+gk- N=100 Igin Yaklasik Géziim
L

Sekil 4.4. I, araliginda N = 50 ve N = 100 degerleri i¢in problemin kesin ve yaklagik
cOzlimlerinin karsilastirilmasi
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5. IKINCI MERTEBEDEN GECIKMELI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

5.1. IKINCI MERTEBEDEN GECIKMELI VOLTERRA
INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu boliimde, asagida verilen ikinci mertebeden GVIDD'leri ele alacagiz:

t

W’ (t) +a(t)u (t) +b()u(t —r) + [_rK(t,s)u(s)ds =f@), tel, (5.1)
u(t) = @(t), (5.2)
W(0)=B, —r<t<0. (5.3)

I=0T]=U)_l,, ={t:r,.1 <t<rp}, I<p<mvery=sr, (0<s<m); =

0, 7], fo =[x, 0). a(t) =0, £(t), alt) (t €T), @(¢) ( €1o) ve K(t,s) ((t, ) € Tx])

verilen fonksiyonlardir. r sabit bir gecikme terimidir. Ayrica a, b, f € C(I), ¢ € C*(I)
2

ve 2K e ([0, T]x [0, T]) (s=0,1,2).

Tezin bu boliimiinde, (5.1)-(5.3) nin kesin ¢dziimiiniin baz1 6nemli 6zellikleri, kararlilik
esitsizlikleri ve fark semasinin olusumu ele alinmistir. Ayrica kararlilik semasinin yardimi
ile elde edilen yaklagik ve kesin ¢oziimiin karsilastirmasi alinan sayisal problemler iizerinde
incelenmigtir. Yapilan aragtirmalarin daha net anlagilmasi icin 6rnekler MatLab uygulamasi

yardimui ile elde edilen garfik ve tablolar ile desteklenmistir.
5.1.1. (5.1)-(5.3) Problemi i(;in Kararhlik Esitsizlikleri

Bu béliimde, (5.1)-(5.3) probleminin kararliligin1 gosteren ikinci mertebe GVIDD’lerin

kesin ¢oziimil ve baslangi¢ kosulu i¢in bazi esitsizliklerin olusumu incelenmistir.

Lemma 5.1. a, b, f € C(I), K€ C([0, T|x [0, T]) , ¢ € C'(I) ise (5.2)-(5.3)

probleminin ¢6ziimil i¢in

[tl|ws, <Cp, 1< p<im, (5.4)
[ ||cog, <Dp, 1< p<m, (5.5)
[ |[ows, <Ep, 1<p<m (5.6)
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esitsizlikleri saglanir. Burada

Ci = (|9©0)|+|B|rek

0
w,10+12/ | p(0) |6 | 2K,
—r

+ | [ flleoty +[1Blleory [ @]
p=23,..m,
5.7
Di = | B +r([l£lleoss + 1Bllecty |9]lec.tp) + K[| @]y +C1), (5.8)
Ei = || flleog + [@llooy D1 + [B]loo,py [|@loo,t + K (|| @]]eo, 1y +C1), (5.9)
Cp = [Cor+7|B|+7 (I fllos, + 1Blloos, ], +7RCp1)] 7,
p=2,3,..m,
(5.10)
Dy = |BI+r(I£lles, + 16lleos,Co1) + P R([@lles, , +Cp),
p=2,3,...,m,
(5.11)
Ep = ||flleg, +alloos,Dp+ ([[blles, +rK)Cp1 +rKCy,
p=2,3,....m
(5.12)
ve
K =max |K(t,s)|
IxI
bicimindedir.
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Ispat.

Lemma 5.1 ispat1 p lizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilacaktir. ¢ € I} icin

(5.1) denklemi

(5.13)

seklini alir. Boylece (5.13) esitliginin her iki taraftan mutlak degeri alinirsa;

i g
ut)| < 19O +|Blr+ [ [|76)]dsdg
00

| b(s) || u(s —r) [ dsdg

—r O T
\l\o

|K(5,0) || u(0) | dOdsd&

N

o
U

+
O O °o—_

S
/ o~ [ alman / | K(s,0) || u(6) | dOdsdE
0 0
< 1 @O0) [+ | Bl r+ 7| flloos + 2 1blleos, 28]l oo 1
0 t
+ rZIZ/](p(G)|d9+r213/\u(9)|d9
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(5.14)

olur. (5.14) esitliginin yazilimini kisaltmak i¢in

0
m,,0+r21€/ | 0(6) | d6

—r

Q0 =| @(0) | + | B| r+r?|flles +r*|0]

°°7Il |u|

seklinde alinmis olsun. Boylece
25 t
| u(t) |< Qo+ K/O | u(8) | d6
olur. Buradan da Gronwall esitsizligi kullanilirsa
[u(r) | < Qo ¥

bulunur. Boylece ¢ € I i¢in (5.1) probleminin ¢6ziimii olan u(¢) i¢in kararlilik esitsizligi

elde edilmis olur.
(5.1) problemini saglayan u/(¢) fonksiyonunun kararlilik esitsizligini elde etmek igin I
araliginda

F(t)=f(t)=b(t)u(t—r)— t K(t,s)u(s)ds

t—r
olsun. Buradan da
t t t
u' (t) = Be™ Joals)ds +/ e~ JsaMAn g (5)gs (5.15)
0
olarak bulunur. (5.15) esitliginin her iki tarafindan mutlak degeri alinirsa;

(@) ] < |B[+r|lf] oy + K9]l

00711 +er|

ool ]
_ r
+ (el +K) [ [u(6) | a6

< B (If ooty + 1Blloo.y [9]looty) + K| @llecty + 17K Cy
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u'(t) i¢in kararhilik esitsizligi elde edilmig olur. Aym yontemle (5.1) problemi kullanilarak

I arahiginda u”(¢) i¢in agaZida verilen kararlilik esitsizligi elde edilir:

| ") [< 1 flloo.y

1. D1+ ||Bl|sos | @loosy + 7K || @]|c0 sy + KFC .

Tiimevarim yonteminin kullanimina devam etmek icin p < [/ oldugunda (5.1)-(5.3)
esitliklerinin dogru oldugu varsayilsin. O zaman ¢ € ;| aralifinda oldugu zaman (5.14)

icin asagidaki esitsizlik elde edilir:

i &
u) | < Ju) |+ Ble+ [ [15(5)|dsag

rl rl
t &
[ [ 166 (s =) | dsag
rl rl
t & or
i ///yK(s,e)Hu(e)!desdé
rl rlS r
N // /]Ks@ 1u(6) | d6dsdE
rl rl

IN

Crrt | B r 22| fllo + 7 1Bl g et

+ 2K/ |d9—|—r2K/|u )| d6.

(5.16)

Buradan Gronwall esitsizligi kullanilarak
— 3
[ (t) < [Pl e+ rllallooy Dr (14 PR)C]

sonucuna ulagilir. Ayni iglemler (5.15) ve (5.1)’e uygulanirsa asagida verilen esitsizlikler

elde edilir:

[ ()| < [ BI+r (£l +[blleesy C) + 2K (Cr+Ciri),
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(") [ < W ooty + alleo sy Dt + 1Blloosy G + 7K (Cr + Cipr).
Dolayisiyla (5.4)-(5.6) esitsizliklerinin p = [+ 1 i¢in dogrulugu ispatlanmis olur. [
5.1.2. Fark Semasimin Kurulmasi

Bu boliimde (5.1)-(5.3) problemi icin diizgiin sebekede fark semasi olusturulacaktir.

[ araliginda
oy, = {ti=ih, i=1,2,...No; h=T /Ny = r/N}

seklinde tanimlanmig olsun (kolaylik olmasi igin 7' /r tam say1 olsun; yani 7 = mr olur).

Burada her bir /, (1 < p <m) alt aralig1 N tane sebeke noktalarini igermektedir.
oyp={ti:(p=1)N+1<i<pN}, 1<p<m
ve sonug olarak

m
N, = Up:le,p7

C?)NJ, = CONU{Z() =0, ty= T}
selindedir.

oy, tizerinde tanimlanmig her bir #; noktasindaki g(¢) fonksiyonunun g; = g(#;) seklindeki

gosterimi ile

_ 8i+1—8i o 8i—8i—1
i = 8ii=—"7
h
. 8i+1—8i-1 o 8itl —2gi+gi-1
8ii= " 8iti = 2

esitlikleri tanimlanmug olsun. @y, lizerinde tanimlanan herhangi bir g; sebeke fonksiyonu

icin kullanilan norm

||gH°°7P = ||g||°°7wN,p = Ig}\?{’f | &(1) |,
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181loo.Ng = 18] ]oe,0x,
bicimindedir.

(5.1)’de verilen denklemde ¢ degiskeni yerine #; yazilirsa;

u' () +a(t)d () +b(t)u(t;—r) + / K(t;,s)u(s)ds = f(t;), 1<i<Np.

ti—r
(5.17)
Bir sonraki adimda asagidaki bagintilar kullanilacaktir:
: M R P @)y )
() =um;+R’, R = T (&), & etion, tiy1), (5.18)
oy — O p@__F w0y @
u (l‘,') = uf7i+Ri , Ri = —gu (él )7 éi € (l‘i_l, ti—i—l)' (5.19)
(5.1)’tin integral terimi i¢in yamuk (trapez) kurali uygulanirsa
t; ;
/ K(ti,s) u(s)ds = Z th (t,',l‘j) Uj +R§3)
e JEEN
elde edilir. Burada
h . : :
hi_ny =h; = E, hj =h, j=i—N+1,i—N+2,...,i—1
ve kalan terim
@) 1 d 1j d?
RY =3 X [ (5-8) (51-8) jg (K Du(@)dg, nir <& <
i—N+171j-1
bicimindedir. Sonug olarak, (5.1) problemi kullanilarak
i -
Ut i —|—a,~u;7l~ +biu;_n+ Z th,'JLtj = f, —R;, (5.20)
j=i—N
5 1 2 3 :
Ri=RYW+arR?P+RY, 1<i<nN (5.21)
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kalan terimi ile birlikte u(#;) i¢in (5.20)’de ifade edilen kesin bagintist elde edilir. Eger

h

Upj = Uri— Euft,i

esitligi kullanilarak (5.20) ve (5.21) denklemlerini birlikte yazilirsa;

a;h i )
(1 B 7) Ui+ aiu i+ bty + Y, hiKijuj = fi—R; (5.22)
j=i—N

esitligi elde edilir. Son olarak (5.22)’de x = Fh igin

1 x2 1

l—x= — =
o 1+x 14+x 1+x

+0(x%), x>0

esitliginin kullanilmasiyla

i
kit i+ aiu i+ by + Y, 1K juj = fi—R; (5.23)
j=i-N

u(t;) icin (5.23)’de ifade edilen bagmnti elde edilir. Burada kalan terim

s 4 (k)2
Ri=R+RY, RW=_22_,.. (5.24)

142

ve

1
ki =

_ 5.25
1+ 5 629

bicimindedir. (5.1) probleminin (5.3) baslangi¢ kosulunun yaklasik degerini incelemek

icin isleme;

/ h ! h2 7
0 (0) = o — 5u'(0) — Tul" (&), 0<&<1 (5.26)
denklemi ile baglanilsin. (5.1)’de t = 0 i¢in
0
u"(0) = f(0) —a(0)u'(0) —b(0)¢'(—r) — /K(O, s)@(s)ds (5.27)
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esitligi elde edilir. (5.27) igindeki u/(0) yaklagik olarak hesaplanirsa

h
u'(O) =Uuo— 514”(51), 0< 51 <nh

ve elde edilen bu yaklasim (5.27)’de bulunan esitlik ile birlikte (5.26)’da yerine yazilirsa;

W (0) = (H—ga(O)) s o

2 2
— () + a0 (&) (5:29)

bulunur. Bdylece (5.3) degerini yaklasik olarak hesaplamak icin asagidaki form

kullanabilir:
U0 =Yr,0 + ”(0)-
Burada
_ h - h ) 0
vo=8 = (143a0) [543 (700000 - [ k0.p(5)05),
(5.29)
olur ve kalan terim
-1 2 2
0= (14300) |-Ewr@)+ faow @] 530

bicimindedir. Boylece (5.23) ve (5.29)’de elde edilen esitlikler yardimiyla, (5.1)-(5.3)’y1

yaklagik olarak hesaplamak i¢in asagidaki fark semasi olusturulur:

i
kiyi i +aiysi+biyi-n + Z hiKijyj=fi, 1<i<Np, (5.31)
=N

yi=@;, 0<i<Ny, (5.32)
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Y0 =B. (5.33)

5.1.3. Hata Degerlendirmesi

(5.1) ve (5.31) problemine gore yaklasik ¢oziim hatasini z; seklinde ifade edelim. Bu hata
fonksiyonu her bir #; noktasindaki yaklasik ¢oziim y; ve kesin ¢oziim u; arasindaki farki

temsil eder. Boylece

i
kiziri+aizei+bizion+ Y, hKijzi=Ri 1<i<Np, (5.34)
j=i—N
zi=0, 0<i<Ny, (5.35)
z0=—r" (5.36)

problemi yazilir. Burada R;’ler (5.24) ile verilen kesme hatasidir. Hata fonksiyonu z;’yi ele

almadan Once, siire¢ sirasinda kullanacak bir Lemma incelenecektir.

Lemma 5.2. | F; |< F; ve F; azalmayan bir fonksiyon olmak iizere;

viitAyvi=F, 1<i<N, (5.37)

vo =B (5.38)

olur. Burada t; = xg +ih, h= X;,x(’, A; > 0’dir ve BDP’nin ¢6ziimii olan sebeke

fonsiyonu v;
|vi|<B+ihF;, 1<i<N (5.39)

esitsizligini saglar.
Ispat. (5.37)de verilen fark denklemi

1 h
- . F
WA R WAl

Vi =
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seklinde yazilir. Buradan

R o
U Ty AL
i
< vl +h ) |F
j=1
< B+ihF;
sonucu ¢ikarilir. Bu durumda (5.39)’nin sagladiginmi gosterir. [

Lemma 5.3. (5.34)-(5.36) probleminin z; ¢coziimii

p—1
Izl < E Y F/,
j=0
(5.40)

esitsizligini saglar. Burada
E =8 (7 |rO - M1 Rl 0.5, )
ve
F=e"KMT|b)...;

seklindedir.

Ispat. t; € @y, noktalari igin z;; = v; olarak tanimlanmus olsun. Boylece (5.34) asagidaki

sekle doniisiir:

kivi;+aivi=D;, 1<i<Np, (5.41)

vo = r9. (5.42)
Burada

i
Di=Ri—bizi n— Y, hKijz
J=iN
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esitlifini ifade etmektedir. Lemma 5.2’u @y, lizerinde (5.41) ve (5.42)’e uygulanirsa;

vi| <

i
O (14 5 llls ) X I
=

bagintisi elde edilir. Burada M = (1+ %]|a\|m7 7) olarak tanimlanirsa daha sonraki adimda

i—1 i-1 s
i< YO Y Y D)
Jj=0 5=0 j=1

< T

i—1
rO |+ MT ] Y [2-]
j=1
izl i—1
+ MT?KhY |zj|+MThY |R;]
j=1 j=1
degerlendirmesi yapilir. Buradan
i—1 i—1
Aj=T|rO|+MT o]l h Y [2j-n] + MTH Y |R)|
j=1 j=1
olarak alindiktan sonra Gronwall esitsizligi kullanilarak

i1
| < T°KRY |z +A
=

S AieTZKti
ifadesi elde edilir. #; € I, i¢in

|z,~| < eT3K (T ‘r(O)’ +MT2HRHQO’G)’N0>

. i—1
+ " EMT|b||ih Y |2j-n]
j=1

degerlendirmesine ulasilacagi kolyalikla goriilebilir. Son olarak z; icin

E= % (7 ]/ + MT? ] 5,
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veE

F=e"KMT )., ;

oldugu durumda

ep < E4F|ellep

I2]

IN

p—1
EY F/
j=0

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur. 0

Lemma 5.4. Eger a, b, f € C(I), ¢ € C*(Iy), K € C*(I xI) ve u € C*|0,T] olursa, R;

ve r(©) kalan terimleri

IR|| <Ch*, 1<p<m, (5.43)

‘r(‘))‘ <Ch? (5.44)

esitsizliklerini saglar.

Ispat. (5.18)-(5.19), (5.24) ve Lemma 5.1’den yararlanilarak

2 2
(1)‘ h <4>H <2>’ h ‘(3)“
RV < = R | <
e e 1 ST Y e
2 2
(3) her || d
R < —||—(K
’ - 24 ’8s2( ) oo71'27
(hnau_% ) 2
2
’RIG)‘S AT ”(4)H ;
1 0, 0Ny oo,f

esitsizlikleri elde edilir. Yukarida belirtilen esitsizlikler dikkate alindiginda, (5.43) ve
(5.44)’nin gecerliligi kolayca goriilebilir. 0

Teorem 5.5. (5.1)-(5.3) probleminin ¢oziimii u ve (5.31)-(5.33) fark probleminin

¢Oziimii de y olsun. Varsayilan kosullar altinda (5.31)-(5.33) fark probleminin ¢dziimii,
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(5.1)-(5.3)’min ¢oziimiine diizgiin sebekede maksimum normda O(h?) hziyla diizgiin

yakinsaktir:

Iy =l < P2
Ispat. Bu teoremin ispati Lemma 5.3 ve Lemma 5.4’den elde edilir. U
5.1.4. Niimerik Sonuclar

Bu boliimde (5.1)-(5.3) problemi icin elde edilen teorik sonuclar agagida verilen 6rnekler

ile incelenecektir. Bu 6rnekler (5.31)-(5.33) fark semasindan elde edilen

B2 fi + yi(2ki + ha;) — yi_1ki — yi_nyh*b;i —h* Y. NhKi,jy j

j=i— .
i+1 = =1.2,....N
Yi+1 ki+hai 5 l 5 &y eeey V()

(5.45)
yi=@¢, —-N<i<O, (5.46)
y1 =Yo+hB (5.47)

iteratif tekinigi kullanilarak ¢oziiliir.

Ornek 5.6. Elde edilen sonuglar asagidaki problem icin test edilecektir:

W (t) +2u/ (t) + 3u(t — ) = 3e " " +cos(t), te(0,n,

u(t)=e", u0)=-1, t<O0.
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Bu problemin kesin ¢oziimii

e_l7 t € lp,
e — gcos(t +atan(2))+ 3, rel,
u(t) =
%’2’ (3et+n n 3l€2t) Y (%cos(t) + %sin(t) — %” — ?T)
2m+2t
- (35t€*™) — $5005 (105007 — 18913), t€b.

Herhangi bir N degeri i¢in sayisal yontem kullanarak elde edilen yaklasik ¢oziim ile

problemin kesin ¢oziimii arasindaki farki temsil eden kesin hata e/ bigciminde gosterilir:

N =lyi—uil, & =ly—ulg -

¢ maksimum noktasal hatadir ve tiim ayrik noktalardaki kesin hatanin maksimum

degeridir. Bu, herhangi bir noktada kesin ¢oziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki en biiyiik
sapmay1 temsil eder ve belirli bir aralikdaki N degeri i¢in de hesaplanir. Ayrica bu deger,
kesin ¢6ziimii yaklasik olarak hesaplayan sayisal yontemin etkililigini belirlemek i¢in

kullanilir.

Ornek 5.6’iin kesin ¢oziimiinii ve iteratif yontem ile bulunan yaklasik ¢oziimii kullanarak

elde edilen sonuclar Tablo 5.1°de verilmisgtir:

Cizelge 5.1. Test probleminin /; aralifindaki sayisal sonuclari

ti iy (N=32) e? y; (N=164) ey (N=128) e}
0.2702  0.8185 0.8314 0.0124 0.8288 0.0103 0.8353 0.0168
0.5040 0.7748 0.7698 0.0050 0.7829 0.0081 0.7789 0.0041
1.0040 0.8273 0.7921 0.0352 0.8222 0.0051 0.8275 0.0002
1.5040 0.9278 0.8537 0.0750 09154 0.0124 0.9206 0.0072
2.0040 0.9593 0.8747 0.0846 0.9495 0.0098 0.9639 0.0046
2.5040 0.9086 0.8039 0.1047 0.8891 0.0195 0.9062 0.0024
3.0040 0.7573 0.6425 0.1048 0.7370 0.0203 0.7514 0.0059
3.1573 0.7004 0.5940 0.1064 0.6871 0.0133 0.7042 0.0038
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Ornek 5.6’iin kesin ve yaklasik ¢6ziimiiniin /; aralifindaki grafigi asagida verilmistir:

0.95

0.9

0.85

0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

—©— Tam G6zimu

—©— N=32 igin Yaklasik Cozimii
N=64 igin Yaklagik Coziimii
N=128 igin Yaklasik Géziimii

0.55

0.5

1

1.5

3.5

Sekil 5.1. I} aralifinda N = 32, 64, 128 degerleri icin problemin kesin ve yaklasik
coziimlerinin karsilastiriimasi

b, araliginda Ornek 5.6’iin kesin ¢oziimii ve iteratif yontem ile bulunan yaklagik ¢oziimii

kullanarak elde edilen tablo ve grafik asagida verilmistir:

Cizelge 5.2. Test probleminin I, araligindaki sayisal sonuglari

ti U yi (N=32) ey (N=064) ey (N=128) e}
3.1331  0.6895 0.5496 0.1399 0.6195 0.0700 0.6195 0.0700
3.5040 0.5671 0.4096 0.1575 0.5233 0.0438 0.5233  0.0438
4.0040 0.2959 0.1297 0.1662 0.2172  0.0787 0.2180 0.0769
4.5040 -0.1327 -0.2376 0.1049 -0.1764  0.0437 -0.1770  0.0431
5.0121 -0.5787 -0.7187 0.1400 -0.6487 0.0700 -0.6490  0.0697
5.5040 -1.1385 -1.1210 0.0175 -1.1035 0.0300 -1.1055 0.0280
5.9960 -1.5845 -1.4971 0.0874 -1.5845 0.0000 -1.5845 0.0000
6.2782 -1.7857 -1.6983 0.0874 -1.7770  0.0085 -1.7775 0.0080
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051

051 .
qF -
—OS— Tam G6zUmU
—O— N=32 igin Yaklasik Goziimii
15k N=64 igin Yaklagik Cozimii ]
o N=128 igin Yaklasik Coziimii
-2 L L L L L L
3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

Sekil 5.2. I, araliginda N = 32, 64, 128 degerleri icin problemin kesin ve yaklagik
cOzlimlerinin karsilastirilmasi

Tiim tablolardan ve grafiklerden elde edilecek sonug, kesin ve yaklagik ¢6ziimiin arasindaki
fark, N arttikca azalmaktadir. Ayrica yaklasik ve kesin ¢oziimler arasindaki hata oran1 da
azalmaktadir. Coziimlerin birbirlerine yaklagmasi ve hata oraninin azalmasi, 6nerdigimiz

yontemin dogrulugunu gostermektedir.

Ornek 5.7.

t

probleminin kesin ¢oziimii:

sin(t), t e,

e7 cos (@) —e37t + %gsin (@) , tel

\

seklindedir. Asagidaki tabloda, I; araliginda Ornek 5.7 ’iin kesin ve yaklasik ¢dziimiiniin

degerleri verilmistir:
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Cizelge 5.3. Test probleminin /; aralifindaki sayisal sonuglari

f; ui  yi (N=32) e} yi (N=64) ey (N=128)  o)?®

l l

0.2009 0.1283  0.0561  0.0722 0.1071 0.0212 0.1071 0.0212
0.4000 0.1720  0.0357  0.1363 0.0969 0.0751 0.1071 0.0649
0.5991 0.0408 -0.0969 0.0561 -0.0153  0.0255 0.0459 0.0051
0.8018 -0.1341 -0.4337 0.2996 -0.2602  0.1261 -0.1582  0.0241
1.0009 -0.4752 -0.7806  0.3054 -0.5765 0.1013 -0.4643 0.0109
1.2037 -0.9475 -1.3316 0.3841 -1.0459 0.0984 -0.9439 0.0036
1.3991 -1.4723 -2.0153 0.5430 -1.6378  0.1655 -1.5663  0.0940
1.5687 -2.0845 -2.6684  0.5839 -2.2806 0.0961 -2.1173  0.0328

0.5

151

—6— Tam Go6zuimu
—O— N=8 igin Yaklagik Coziimii

2k N=16 igin Yaklagik Cozimii
—%— N=32 igin Yaklagik Cozimii

251

Sekil 5.3. I} aralifinda N = 32, 64, 128 degerleri icin problemin kesin ve yaklasik
coziimlerinin karsilastirilmasi

Ornek 5.6’de yaptigimiz aym1 yorumlar Ornek 5.7 igin de gecerlidir. N degerleri arttikca,
kesin ve yaklagsik cOziimler yakinsar. Ayrica hata oraninin azalmasindan ¢odziimlerin
yakinsamasini gorebiliriz. Coziimlerin birbirine yakinsamasi ve hata oranindaki azalma,

onerilen yontemin dogrulugunu goézler dniine sermektedir.
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5.2. ARANAN FONKSIYONUN BIRINCI MERTEBEDEN TUREVINDE
GECIKME TERIMI BULUNDURAN IKINCI MERTEBEDEN GECIiKMELI
VOLTERRA INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu boliimde, aranan fonksiyonun birinci mertebeden tiirevinde gecikme terimi igeren ikinci

mertebeden GVIDD’leri ele alinacaktir.

u'(t) +a(t)u (1) +b()u (t —r)+ / K(t,s)u(s)ds = f(t), tel, (5.48)
ult)=0(t), —r<r<o, (5.49)
£(0) = B. (5.50)

1= (0, T]zU?lepvelpz{t:rp_l<t§rp}, I<p<mvers=sr (0<s<m).

a, b, feC(I), ¢ €C(ly) ves=0,1,2icin 2K € C*([0, T] x [0,T]) oldugu dilsiiniilir.

Tezin bu boliimiinde (5.48)-(5.50)’iin kesin ¢dziimiiniin baz1 dnemli 6zellikleri, kararlilik
esitsizlikleri ve fark semasinin olusumu incelenecektir. Ayrica kararlilik semasinin yardimi
ile elde edilen yaklasik ve kesin ¢oziimiin karsilagtirmasini saglayan sayisal problemler
izerinde incelemeler yapilacaktir. Yapilan arastirmalarin daha net anlasilmasi i¢in drnekler

MatLab uygulamasi yardimu ile elde edilen grafik ve tablolar ile desteklenecektir.
5.2.1. (5.48)-(5.50) Problemi i(_,;in Kararhhlk Esitsizlikleri

Bu boliimde, (5.48)-(5.50) probleminin kararligin1 gosteren aranan fonksiyonunun birinci
mertebeden tiirevinde gecikme terimi bulunduran ikinci mertebeden GVIDD’lerin kesin

coziimil ve baslangi¢ kosulu i¢in bazi esitsizliklerin olusumu ele alinacaktir.

Lemma 5.8. a, b, f € C'(I), K € C?([0, T] x [0,T]) ve ¢ € C*(Iy) ise (5.48)-(5.50)

probleminin ¢6ziimi

[tf|oo, <Cp, 1< p<m, (5.51)

106



[ ||cog, <Dp, 1< p<m, (5.52)

W' |loos, <Ep, 1< p<m (5.53)

esitsizliklerini saglar. Burada

G

35

(1 @O |+ Bl r+r(lflor) ™

3
Pl @looty (216]le0.1, 7116 [|eo.ty + 7lIBlleo ry @l oo, ) €5
0
PR / | 0(6) | d6 | &, (5.54)

| B| 7 fllee + K (Il ]

g +C1)

P @lloo.ty (211t + 118 ooty + 1Blo,r; allen,y ) (5.55)

ooty F [[@lloe.r; D1+ [[Dl]en 1 ||

171 oo +PR(| @0ty +C1), (5.56)

_ 3
Cpt (1427]|bllec, + (18|l g, + 7 Bllus, [l g, +27°K) 5

3
(1B r+7]fllwq,) e,

p=2,3,....,m,
(5.57)
| B| +7(|fllee,t, + K (Cp-1+Cp)
rCp—1 (2|[b|oo,z, + 16 [o0.t, + 1loo.z, 1l ooz, )
p=2,3,...,m,
(5.58)

| Fllet, + s, Dy + B, D1 + FRCp1 + 1R
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(5.59)
ve
K = max |K(t,s)|
IxI
bicimindedir.
Ispat.

Lemma 5.8’in ispat1 p lizerinde tiimevarim yontemi kullanilarak yapilacaktir. ¢ € 11 icin

(5.48) denklemi

u(t) = <P(0)+B/e 0 dE

/ (

0

2 —Ja(n)dn

+ //(”(S—”)b'(s)+u(s—r)b(s)a(s)) Jam) ds

00

t &

/]

00
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N

r & ¢
~ / / o 1eman / K(s,0)u(6)d0dsdE (5.60)
00

0

seklini alir. Boylece (5.60) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa;
t &
) < 1p()]+[Ble+ [ [ 17| dsag
00
(lu(§ = N)b(S)[ + |u(=r)| [b(O)]) d&
(fu(s =) |B' ()] +[u(s = )] [6(s)l |a(s)]) dsd&

|K(s,0)||u(6)|d6dsd&

wl\o

13 s
—[a d
FN 1K (s, 0)]u(6) | d6dsag
0

Q

S L O O— | °o—_
S O — i O —

IN

|90+ Bl 7+ 72| flo,t

+ 1@ty (21lleo sy + 7116 [[eoty + 7l1B]lco py t]|ooty)
0 t

+ rZK/|¢(9)|d9+r2K/|u(9)|d9 (5.61)
r 0

olur. (5.61) esitsizliginin yazilimini kisaltmak icin

Q0 = || +|B|r+r|fllep

+ 7l Qlloosy (2lblloo.s, + 16 lloo.ty + 7([lleo [l

007[])

0
+ rZK/|¢(6)|d9
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olarak alirsak

u(t) |< Q0+r212/|u(9) 1d6
0

(5.62)

olur. Buradan da Gronwall esitsizligi kullanilirsa
[ u(t) |< Qo™ *

bulunur. Boylece ¢ € I; aralifinda (5.48) probleminin ¢6ziimii olan u(z) igin kararlilik

esitsizligi elde edilmis olur.

(5.48) problemini saglayan u'(¢) fonksiyonunun kararlilik esitsizligini elde etmek igin /;

araliginda

a

“\m

u'(t) = eO +/fe

f a(n)dn

- /Olb(s)u (s—r)e s ds

4
r — a d S
_ /e fatm ”/ K(s,0)u(6)d0ds
0
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esitligi ele alinsin. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

(1) |

IN

| B[ +rlf]

°°7Il
+ 2r|[blleo s, 1@l 1y
+ 1@ty (18 lleoty +10llo,r, oo,y )

)
+ ﬂmmmh+m/ﬁmmum
0

IN

| B|+r]f]

°°7Il

oo,y (2||b|

oo, I) T ||b/H°°J1 i ||b| |a||°°711)

+ rlle

oo, [y

+ K ([|@loety +C1)- (5.63)

Boylece (1) igin kararlilik esitsizligi elde edilmis olur. Aym yontemle (5.48) problemini

kullanarak 7; araliginda u”(¢) igin asagida verilen kararlilik esitsizligi elde edilir:

| " (t) |< | £lloos + lalloor; D1 + [[B]|ee, 1, || @]

oty T K ([[@]loe sy +C1)-
Sonug olarak (5.51)-(5.53) esitsizliklerinin p = 1 i¢in gecerli oldugu gosterilmis olur.

Tiimevarim yontemini kullanmaya devam etmek i¢in p < [/ oldugunda (5.51)-(5.53)
esitsizliklerinin dogru oldugunu varsayalim. O zaman ¢ € [} | aralifinda oldugu zaman

(5.61) icin asagidaki esitsizlik elde edilir:

6§
ut) | < Ju(rt) |+ Bl1+ [ [ 156 |dsag
rl rl
t &

+ [ 166 1= dsa

rl rl
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t & r
+ ///|K<s,e>||u<e>|dedsdé

rl rl s—r
té,é

+ //e /|Ks9||u()|d9dsdz;
rl rl rl

IN

Ci+ B 7+ 7 fllee.t

+ G (2||bH°°J/+1 +r||b/||°°-,11+1

)

+ 2K/\<p yde+r2K/yu )|d6é
+ PR / |d9+r2K/ | u(6) | d. (5.64)
Buradan Gronwall esitsizligi kullanilirsa

lu@) | < G4 21bllogy + 7216 ooy + 7 1Bl lallso sy, +27°K) 5

.
+ (Bl r 47 fllen,) e K

olur. Ayni islemler (5.61) ve (5.63)’ya uygulanirsa asagida verilen esitsizlikler olusturulur:

[W(0) | < | Bl +rlflloy, + R (CrtCrpn)

+ I’Cl(

+ & +1blloo sy lalleo sy )

W) <

+ Ha“‘x”IlJrlDlJrl + HbHM,I[JrlDl + rk (C[ +Cl+1) .

Dolayisiyla (5.51)-(5.53) esitsizliklerinin p = [+ 1 icin dogrulugu ispatlanmig olur. [
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5.2.2. Fark Semasimin Kurulmasi
Bu boliimde (5.48)-(5.50) problemi i¢in diizgiin sebekede fark semasi olusturulacaktr.
[ araliginda

oy, ={ti=ih, i=1,2,...No; h=T /Ny =r/N},

seklinde tanimlayalim. Burada, T'/r’nin bir tam say1 oldugu varsayilir (yani T = mr) ve

ayrica her I, (1 < p < m) alt aralik icinde N tane sebeke noktas1 bulunur. Bu yiizden
oyp={ti:(p—1)N+1<i<pN}, 1<p<m
ve sonug olarak

_m
N, = Up:le,p7

C?)NJ, = O)NU{IO =0, ty= T}
seklindedir.

oy, tizerinde tanimlanmug her bir #; noktasindaki g(z) fonksiyonunun g; = g(#;) seklindeki

gosterimi ile

_ 8it1—8i . 8i—8&i-1
8ti = e 8ri = T,
81 —8i- C_ 8it1 —28i+8i-1
8ti = 5 8iti = 2

esitlikleri tanimlanmusg olsun. @y, lizerinde tanimlanan herhangi bir g; sebeke fonksiyonu

icin kullanilan norm

18lleo.p = llglleo, v, = max | g(e) |, [|glleony = [18]les, v,
WN, p

bicimindedir.
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(5.48)’de verilen denklemde ¢ de8iskeni yerine ¢; yazilirsa;

u' () +a(t)u' () + b(t;)u r)+ /K ti,s)u(s)ds = f(t;), 1<i<N

seklinde olur. Bir sonraki adimda, asagidaki bagintilar kullanilacaktir:

h2
o) =t B R == ED), & € )
2
W' (t;) = ”i’,i‘*’REZ)? Rz(z) = _%u///(él@))’ gi(z) € (ti—1,tit1),
hZ
W(ti—r)=ui;_y +R§3), RES) F —Eu’”(ii@)), 5,-(3) € (tim1-Nstit1-N)

(5.48)’in integral terimi i¢in, yamuk (trapez) metodu uygulanirsa

j=i—N

t; 5
/ K(ns)u(s)ds= Y hK (t17) u(t) + RY
ti—r
elde edilir. Burada

h
hi—N:hi:§7 hth, j=i—N+1,i—N+2,...,i—1

ve kalan terim

bicimindedir. Sonug olarak (5.48) probleminden

i
i+ i+ b+ Y hiKijuj = fi—R;
j=i—N
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Ri=RY4+RP 4RO 4RY, 1<i<n, (5.71)

kalan terimi ile birlikte u(z;) i¢in (5.70)’de ifade edilen kesin bagintisi elde edilir. Eger

h
Upj = Uri— Euz‘m‘ (5.72)

iligkisi kullanilarak (5.70) ve (5.71) denklemleri ile birlikte yazilirsa:

ah i _
(1 — é) Ut i +ajuy i + b,-u;JfN + Z thl'JI/tj = fl —R; (5.73)
j=i—N
esitligi elde edilir. Son olarak (5.73)’de x = % i¢in
1 x? 1 5
l—x= — — o >0 5.74
4 l+x 1+x I—HC+ (), x>0, (5.74)
esitligini kullanarak
i

kit i+ @i+ big;_y+ Y, MK jup = fi—Ri, (5.75)

j=i—N

u(t;) igin (5.75)’de ifade edilen bagint1 olusturulur. Burada kalan terim

h b2
Ri=-R+R”, RY= G }L - (5.76)
2 145
ve
1
ki = ha
1+h

olur. (5.48) probleminin (5.50) baslangi¢ kosulunun yaklasik degerini incelemek icin
isleme;
h2 "

W (0) = u(t) — gu”(O) ~TG), 0<E <l 5.77)

denklemi ile baglanilsin. (5.48)’de t = 0 i¢in

0
u"(0) = £(0) —a(0)u'(0) — b(0)¢'(—7) —/K(O,S)q)(é‘)ds (5.78)
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esitligi elde edilir. (5.78) igindeki u’(0) yaklagik olarak hesaplanirsa
/ h !/
u'(0) :u(t)—iu (&), 0<é<1
ve elde edilen bu yaklagim (5.78)’de bulunan esitlik ile birlikte (5.77)’de yerine yazilirsa;

W (0) = (H—ga(O)) s o

2 2
(&) + a0 (€) 5.79)

sonucuna ulagilir. Ayrica (5.50) degerinin yaklasik olarak hesaplanmasi i¢in asagidaki

form kullanilabilir:

U0 =Yr,0+ ”(0)-

Buradan da
wo=5 = (1+5a0) 5+ (5000~ [ Ki0.100105)]
(5.80)
olur ve kalan teim
0= (145a0) [+ e 680

seklindedir. Boylece (5.48)-(5.50) probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in asagida verilen fark

semasi elde edilir:

i
kiyiei+aiyii+ by n+ Y, hiKijyi=fi, (5.82)
j=i—N
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h 0

= (1+’1a<o>)_1 545 (10 b0)6'0)-

' ' k0590005 |.

(5.84)

—r

5.2.3. Hata Degerlendirmesi

(5.48) ve (5.82) problemlerine gore yaklasik ¢oziim hatasini z; seklinde ifade edelim. Bu
hata fonksiyonunu her bir #; noktasinaki yaklasik ¢oziimii y; ve kesin ¢oziimii u; arasindaki

farki temsil eder. Boylece

kiziri+aizei+bizp; y+ Y, hjKijzj=Ri, 1<i<Ny, (5.85)
j=i-N

zi=0, —-N<i<O, (5.86)

z=—r0 (5.87)

problemi yazilir. Burada R;’ler (5.76) ile verilen kesme hatalaridir.
Lemma 5.9. (5.85)-(5.87) probleminin z; ¢coziimii

p—1
|2lleop <E Y F/ (5.88)
j=0

esitsizligini saglar. Burada

E= MK (T |10 4 MT2|Rllm 0, )

F = MK (T2MRh 4+ MT||b)]...;)

seklindedir.

Ispat. t; € oy, p noktalart igin z; ; = v; olarak tanimlanmig olsun. Boylece (5.85) denklemi

asagidaki forma doniisiir:
kivt-7,-~|—a,~v,- =D; 1<i<N, (5.89)
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vo = —r0, (5.90)
Burada

i
Di=Ri—bizj; y— Y, NKijzj
j=i-N

esitligini ifade etmektedir. Lemma 5.2°u @y ;, lizerinde (5.89)-(5.90)’e uyguladiktan sonra,

elde edilen

il <|r

T i
O+ (142 lalr) 1Y s
=1

olur. Burada M = (1 + %Ha“°<> 7) olarak tammlandiktan sonra
ol < ng | em L ¥ o)
s=0j=

Zj+1-N —Zi—1-N
2h

IN

i—1
O+ MTb]lo g Y,
=1

+ TthZ Z ]z,]+MThZ\R\
s=1 j=s—N

— T’r(O)‘ MTHbHoo_Z‘ 2 N‘ MTHbHoo Z| Zj N’

+ MTZKhZ\z,HMT Rh Z |z,|+MThZ|R|
j= j=i=1 j=

i—1
<O>( + (T°MRh+MT||b||..) ¥ |2j-n]
Jj=0

i—1 i—1
+ T?MKRLY |zj|+MThY |R;|
j=0 j=1

biciminde degerlendirmesi yapilir. Buradan da

Ai=T

1O+ (12MER+MT b)) Z|z, N|+MThZ\R |
=
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olarak alindiktan sonra

i1
| < MT?RRY 7] +A
j=0

esitsiziligi elde edilir. Daha sonraki adimda elde edilen son denklem i¢in Gronwall

esitsizligini kullanirsak

|Zi| SAl'eMTzkli

ifadesi elde edilir. Ardindan z; icin asagida verilen birinci mertebeden fark esitsizligi

gecerli oldugu kolaylikla gosterilir:

Sonug olarak (5.88) esitsizligi ispatlanmisg olur.

]

Lemma 5.10. a, b, f € C(I), ¢ € C*(Iy), K € C*>(I xI) ve u € C*|0, T] oldugunda kalan

terimler

IR|| <CH*, 1<p<m,

‘r(o)‘ < Ch?

esitsizliklerini saglar.

Ispat. (5.66)-(5.68), (5.76) ve Lemma (5.8)’den yararlanarak

2
M| w2 @ "6
gl I,
2 2
<3>‘ 2 <3>H <4>‘ h*r||9°K
R\ < RN <—||—=
‘ P =L P12 || o8t || p

RO)| < PlalZ;
i | = 24hlall.;

|
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esitsizlikleri elde edilir. Yukarida ifade edilen esitsizlikler ve Lemma (5.8)’in diizgiinliik

kosullarinin dikkate alinirsa (5.91)’lin gecerliligi kolayca goriiliir. [

Teorem 5.11. (5.48)-(5.50) probleminin ¢oziimii u ve (5.82)-(5.84) fark probleminin
¢Oziimii de y olsun. Varsayilan kosullar altinda (5.82)-(5.84) fark probleminin ¢6ziimii,
(5.48)-(5.50)’tin ¢oziimiine diizgiin sebeke lizerinde maksimum normda O(hz) hiziyla

diizgiin yakinsaktir:

[y — ttlloo,cay, < CH.
Ispat. Bu teoremin ispat1 Lemma 5.9 ve Lemma 5.10’den elde edilir. [
5.2.4. Niimerik Sonuclar

Bu boliimde (5.48)-(5.50) problemi icin elde edilen teorik sonuclar asagida verilen 6rnekler

ile incelenecektir. Bu 6rnekler (5.82)-(5.84) fark semasindan elde edilen

i
vi(4k; + 2ha;) + yi_1 (hb; — 2k;) + 2h? f; — 2h? .):Nh iKi v
i

L 1 =1,2,..., N
Yi+1 2k,+2ha,+hb, y 1 y &y eeey V0,
(5.93)
yi=¢, —N<i<O, (5.94)
y1 =yo+hB (5.95)

iteratif teknigi kullanilarak ¢oziiliir.

Ornek 5.12. Elde edilen sonuclar asagidaki problem icin test edilecektir:

') +4d (1) +u' (t—1)=0, te(0,n],

u(t) =sin(nt) -3, u'(0)=mxn, t<0.
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Bu problemin kesin ¢oziimii

¢

sin(mt) — 3,

oM 4sin(mt)—mcos(mt)
m2+16

)i

T
2416

>+ —12

t <0,

, te (0, ml

seklindedir. Herhangi bir N degeri i¢in sayisal yontem kullanilarak elde edilen yaklasik

¢oziim ile problemin adim metoduyla elde edilen kesin ¢6ziimii arasindaki farki temsil

eden kesin hata

eﬁv:’yi_

Mi|7

eV =|ly—u ||°°7(DN0

biciminde gosterilir. ¢ maksimum noktasal hatadir ve tiim sebeke noktalarindaki kesin

hatanin maksimum degeridir.

Ornek 5.12’un kesin c¢oziimiinii ve iteratif yontem ile bulunan yaklasik ¢oziimiinii

kullanarak elde edilen sonuglar Tablo 5.4’da verilmigtir:

Cizelge 5.4. Test probleminin /; aralifindaki sayisal sonuclar

t u; yi (N=32) e?z yi (N=64) el-64 yi (N=128) 6328
0.2621 -2.4242 -2.7653 0.3411 -2.6327 0.2085 -2.5300 0.1058
0.5040 -2.1297 -2.3857 0.1560 -2.2362 0.1065 -2.1522  0.0225
0.7782 -2.0423 -2.1122 0.0599 -2.0122  0.0301 -1.9796 0.0627
1.0040 -2.1122 -2.0796 0.0336 -1.9983 0.1139 -1.9749 0.1373
1.5040 -2.3601 -2.3245 0.0356 -2.2455 0.1146 -2.2222  0.1379
2.0121 -2.3280 -2.4306 0.1026 -2.3528 0.0248 -2.3015 0.0265
2.5040 -2.0423 -2.1449 0.1026 -2.0729 0.0306 -2.0449 0.0026
3.0040 -2.0860 -2.0265 0.0595 -1.9843 0.1017 -1.9609 0.1251
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Ornek 5.12’un kesin ve yaklasik ¢6ziimiiniin /; arali§indaki grafigi asagida verilmistir:

-1.8

| —©— Tam Gozim
-3¢ —6— N=32 igin Yaklasik Gézim | |
N=64 igin Yaklagik Coziim
30 —O©— N=128 igin Yaklasik Cozim |
3.4 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Sekil 5.4. I} araliginda N = 32, 64, 128 degerleri icin prolemin kesin ve yaklasik
coziimlerinin karsilastiriimasi

Ornek 5.13. Asagidaki sekilde tanimlanan diger bir test problemi ele alisin:

t
() 4+ 20 (t) —u/ (1 — 1) / t—s)u(s)ds=te 41, 10, 1],

seklindedir.
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Cizelge 5.5. Test probleminin /; aralifindaki sayisal sonuglari

7 ui yi (N=16) el® yi (N=32) e? yi (N=64) e
0.0997 0.9139 0.9137 0.0002 0.9142 0.0003 0.9159 0.0020
0.1999 0.8526 0.8441 0.0085 0.8463 0.0063 0.8463 0.0063
0.2991 0.8116 0.7984 0.0132 0.8005 0.0111 0.7999 0.0117
0.4003 0.7875 0.7586 0.0289 0.7682 0.0193 0.7727 0.0148
0.4995 0.7762 0.7393 0.0369 0.7529 0.0233 0.7608 0.0035
0.5997 0.7757 0.7342 0.0415 0.7529 0.0218 0.7614 0.0143
0.6999 0.7856 0.7405 0.0451 0.7637 0.0219 0.7773  0.0083
0.8001 0.8017 0.7592 0.0425 0.7863 0.0154 0.8005 0.0012

Asagidaki grafik, I} aralig1 icin Ornek 5.13 nin fark semasi kullanarak elde edilen yaklasik

cOziim ve kesin ¢oziimiinii gostermektedir:

1 T
Tam Gozim
----- #---- N=16 Igin Yaklasik Goziim
0.95 N=32 igin Yaklasik Géziim |
*  N=64 igin Yaklasik Goziim
091
x
b *
A **
0.85F *
* *** /
R *
* * *
*t**
0.8 A 5 B
Rk *
- Kok *** X
Dnlg = e
ool L S L
0.75 e e
[ TR
07 Il Il Il Il Il Il Il Il 1

Sekil 5.5. I} aralifinda N = 32, 64, 128 degerleri icin problemin kesin ve yaklasik
coziimlerinin karsilagtirilmasi

Ornek 5.12°da bahsettigimiz gozlemler, Ornek 5.13 icin de gecerlidir. N arttikca, kesin ve
yaklagik ¢oziimler birbirlerine yaklasir. Bu durum ayni zamanda azalan hata oranindan
da kolaylikla anlasilabilir. C6ziimlerin birbirine yakinsamasi ve hata oranindaki azalma,

Onerilen yontemin dogrulugunu ispatlamaktadir.
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6. YUKSEK MERTEBEDEN GECIiKMELI VOLTERRA
INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu béliimde, yiiksek mertebeli GVIDD’ler ele almmustir.
t
u™ (1) +a()u" V@) + b u(t —r)+ / K(t,s)u(s)ds = f(1), 6.1)
t—r

u(t)=o(), u0)=B;, i=12,..n—1 ve r€l. 6.2)

1= (0, T]:UZ’ZIIP, L={t:r,1<t<rp},1<p<m ve ry=sr, (0<s<m); [=
[0, T], I = [—r, 0], a(t) >0, f(t), a(t) (t €I), ¢(t) (t € L) ve K(t,s) ((t,5) € I x
I) belirli diizgiinliik sartlarin1 saglayan yeterince diizgiin fonksiyonlar olup, r sabit bir
gecikmedir. Ayrica a, b, f € C(I), ¢ € C*(Iy) ve %2( e C(IxI) (s=0,1,2) oldugu

diistiniiliir.

Tezin bu boliimiinde, (6.1)-(6.2) probleminin kesin ¢oziimiiniin tiiretilmesindeki énemli
yonleri ele alinacaktir. Ayrica aranan fonksiyon ve farkli mertebeden tiirevleri i¢in
kararlilik esitsizlikleri iiretilecektir. Onerilen kararlilik esitsizlikleri sadece diisiik
tiirev mertebelerinde degil, aym1 zamanda herhangi bir yiiksek tiirev mertebesinde de
denklemlerin iiretilmesi i¢in kullanilmas1 yoniinden uygulanan yontemin bu zamana kadar

bulunan yontemlere gore ne kadar etkin oldugunu gostermektedir.
6.1. (6.1)-(6.2) PROBLEMI ICIN KARARLILIK ESITSIZLIKLERI

Bu bolimde, (6.1)-(6.2) probleminin kararliligimi gosteren yiiksek mertebeden
GVIDD’lerin kesin ¢oziimiinii ve baslangi¢ kosulu igin bazi esitsizliklerin olusumu ele

alinacaktir.

(6.1) denklemi asagidaki gibi yeniden diizenlenirse;

u™ () +a()u" V() = £(t) = b(t)u(t —r) — / K(t,5)u(s)ds (6.3)
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ve (6.3)’in her iki tarafindan 0’dan #’ye kadar integrali alinirsa;

t t
—Ja(n)dn

+/f(s)e s ds

ffta(s)ds

—fa(n)d
u(n—Z)(t) — Bn—2+/3n—1€ ({ 1 nds

0
ot
+ //f(s)e ; ndsdtl
00
0 fa(ma
—fa
- / b(s)u(s—r)e s ! ndsdtl
00
T fa(ma
—Jan)an
- ///K(s,e)u(e)dee N dsdn
0 0s—r
ve bir adim daha ayni1 iglem uygulanirsa;
t
u" () = Bs+ / B,_ods
0
r S
—[a(n)d
+ //Bn_le dsdty
00
h 1
! —Ja(m)dn
+ ///f(S)@ J dsdtidty
0 00
t 1 n
—Ja(n)dn
- ///b(s)u(s—r)e 5 dsdtdt
000
t h s n
—Ja(m)dn
_ // /K(s,e)u(e)dee N dsdndr
00 0s—r
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sonucu bulunur. Yukarida bulunan denklemin sahip oldugu (n — 3) tiirev mertebesi kadar

tekrar O’dan #’ye integral alma iglemi devam edilirse;

t

t 131
M(l‘) = (p(O)+/BldS+//Bzdsdl1+...
0 00

t 1

+ /.../andsdl‘l...dtn3
0 0
——

n—2
t

h ~ Ja(n)dn
+ /.../Bn_le 0 dsdty...dt,_»

0 0
——
n—1
t 1
= [a(n)

t i
+ /.../f(s)e s dsdt;...dt,_
0 0

~——

n
t 1

‘
—Ja(n)d
= /.../b(s)u(s—r)e ! ndsdtl...dt,,_l
0

0
——

n

t
0 s

——

1

0

— d
/K(s,e)u(e)dee [ e iy
—r

n
ro fatnya
—la
_ /.../K(s,e)u(e)dee N dsdy .ty
0 0

N——
uzun bir u(t) esitligi olusturulur. Bu denklemin daha kapali bir forma dénmesi i¢in Wazwaz
(2011) da verilen doniisiim formiilii olan, diger bir ifadeyle herhangi bir ¢oklu integrali tek

bir integrale doniistiirme imkani saglayan formiil kullanilarak;

w

n—

u(t) = ¢(0)+

=

1
it

=]
~

t
/(t —5)'Bi1ds
0

1 / —fa(n)dn
0
1 / —fa(n)dn
+ (n_l)!/(t—s)”lf(s)e s ds
0

126



t ¢
—[a(n)d

_ l/kt—sYPJKXs,QﬁAG)dGe faman

0

esitligi elde edilir. Daha sonra (6.6) denklemini hesaba katarak

n—3ri+1
u@)] < 19O+ Y =By |
=0 "
rn—l
—|B,_
b (n—z)!’ a
r _
4 oy (e + 10l 19l + 2= DR 9l
rn—l
+

@_2ﬂk4ﬂugﬂds

sonucuna ulagilir. Burada

K = max |K(t,s)|
Ix1

ifade etmektedir. (6.7) esitliginin yazilimini kisaltmak i¢in

n—3 _i+1

.
Qo = |(P(0)|‘|‘Zl.—,|3i+1|
= v
.
(n=2)1 "
r _
+ (n_l)!(||f||oo,11+||b||oo,11||g0||oo,10+(n—1)K||(p||oo,10)
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kullanilirsa
ult) 1< Qo+ K/|u ds

olur. Buradan da Gronwall integral esitsizligi uygulanirsa

" R
| u(t) [< Qoe 2"

olarak bulunur. Yukaridaki aciklamalarin 1s181inda

pitl =1 "
G = |+Z ‘ H—l’""ﬁ‘Bn—” e(=2)

r' _ "R
+ ooyt Wl 4 10|ty + (2= DR @] 77
(6.8)
ifade ettigi durumda
[ u(?) [<C
esitsizligi kolaylikla yazilir. Ardindan 7 € I, aralig1 i¢in
1+1 rn—l " g
' i ( inz)'lz
gy (Ml Wl e 1= DR g ) €77
(6.9)

olmasi sonucuna varilir. Herhangi bir tiirev mertebesinde kararlilik esitsizligi elde etmek

icin eger ¢t € I; araliginda (6.5) esitligi kullanilirsa;

IO < Baal - rlBaal 47 Bac

P lleoty 18]ty 19111y
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0 t
+ r312/|u(9)|de+r31€/|u(e)|de
—r 0
< [Bys|+7|Bu-a| + 7 [By_i]

+ (1 ooty - 1Blleo 1 | @1leo.t0) + 7 K[ty +Ct)

olur. Bu ifade de fonksiyon (n —3). mertebeden tiireve sahiptir. Ancak daha genel formuyla

(n — k) tiirev mertebesine sahip olan fonksiyon i¢in

00711 |u| °°710)

k=1 .
‘u“*")(t)’ < X Bk | A Ul + 118
j=0

+ AR(ullws, +C1), k=1,2,...,n—1

seklinde yazilir. Yukarida ifade edilen esitsizligin yazilimini kisaltmak icin

k—1
Dy = Y [Buoiej| 7+ (1fllooty + 1Blleos, 1]
Jj=0

00710)

+ ARl +C1), k=1,2,.n—1 ve p=23,...m
(6.10)

olsun. O zaman 7 € I, i¢in

oy 1Blleo, 1]l os, )

k—1 .
W@ < Y Buks| P (1]
Jj=0

+ rk+11€(||u||m71p71+cp), k=1,2,...n—1
olur. Tekrar

k—1 ]
Dy = Y [Buoij| 7+ (I fllot, + 1Blo, ltl]oz, )
j=0
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+ rk+1K(\|u||m71p_l+Cp,1), k=1,2,...n—1 ve p=273..m

(6.11)

seklinde yazilabilir. Boylece Onerilen yaklasik ¢6ziim yonteminin analizinde kullanilacak

yiiksek mertebeli GVDD’in kesin ¢6ziimii i¢in 6n hazirlik agamasini gergeklestirmis olduk.

Teorem 6.1. a, b, f € C(I), K€ C(IxI), ¢ € C'(Iy) olsun. (6.1)-(6.2) probleminin

cozimii u icin
[ullos, <Cp, 1< p<m,
(6.12)

[t P ooy, <Dp, 1<p<m

(6.13)

esitsizlikleri saglamir. Burada Cy, Dy, C, ve D, daha Once ifade edilen (6.8)-(6.11)

esitliklerde tanimlanmustir.

Ispat.

Ispat p icin tiimevarim yontemi kullanilarak yapilacaktir. ¢ € I; igin Boliim 6.17in hazirlik
asamasinda C; ve Dy ’in sirasiyla (6.8) ve (6.10)’de elde edilisi gosterilmistir. Ikinci adim

olarak (6.6) denkleminden ¢ € [;4 icin

n—3 !
1 .
= M(V‘l) + ZZO l_‘/(t —S)lBi+1dS
- rl

t s

(n—2)!
rl
1 Fatnya
; a(n)dn
-I—(n_l)!/(t $)" 1 f(s)e ds
rl
t g
1 —Ja(n)dn

t rl
)" 2K (s5,0)u(0)d6e s“) ds

rlsr
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t

/(t—s)"_lK(s,G)u(G)dBe s” MM s

rl

(n—1)!

elde edilen esitligin her iki tarafindan da mutlak degeri alinirsa;

—3 i+l n—]
() | <€t 3 T Bt |y B

r}’l
(n—1)!

-1 r
T 2)!K/ﬂ | u(s) | ds

_|_

(I llooticr + 1Bllo.ty etlleog, + (= DK e[, 1,)

olur. Burada

1 -1

H— M
CH-Z 1+1|+( 21 | By |

rn

(n—1)!

+ (1Moo +(n—= DKl r,)

seklindedir. Gronwall esitsizligi kullanilarak

elde edilir. Ayrica (6.10) icin (6.1) denklemi kullanilarak

k—1

[0 | < Y | Buoej |74+
j=0

°°,I[+1 + HbHoo7Il+1Cl)

+ ARG+ Cryy)

sonucuna varilir. Bu nedenle p = [+ 1 icin (6.12)-(6.13) esitsizliklerinin gecerli oldugu

gosterilmis olur. [
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6.2. NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimde (6.1)-(6.2) problemi icin elde edilen teorik sonuclar agagida verilen 6rnekler

ile incelecektir. Ayrica tiim hesaplamalar1 desteklemek i¢in MatLab yazilimi kullaniimigtir.

Ornek 6.2. Elde edilen sonuglar asagidaki problem icin test edilecektir:

DO +2u3 @) +ut—2)=¢, 1t€(0,2],

u(t)=e* +3e * +¢, <0,

€ = 0 icin problemin kesin ¢oziimii:

4
e? 43¢, t <0,
u(t) =
( ) e2t74 36472[ 364741 67474[ ef4t 364—674—}—96 2 2
8 T 16 st T T (27 1)
3¢ 1le™* | 27
| —im — s T t€(0,2]

seklinde olur.

Ornek 6.2de, t € I igin verilen problemin farkli € degerleri altinda adim yontemi ile elde
edilen ¢oziimleri kargilagtirilmaktadir. Kiiciik € degerleri i¢in bu ¢oziimler arasinda pek fark
olmadig1 gozlemlenmektedir. Ayrica, € azaldikca, problemde farkli € degerleri i¢in elde
edilen ¢coziimler birbirine yaklasmaktadir. Bu yaklasimin daha iyi degerlendirilebilmesi
icin MatLab grafikleriyle birlikte /; araligindaki belirli noktalardaki fonksiyon degerlerini
iceren bir tablo olusturulmustur. Aym1 zamanda birden fazla € degeri icin hata oranlari

hesaplanmustir.
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Cizelge 6.1. Test probleminin /; aralifindaki sayisal sonuglari

ti

u; u; (8 = 10_1>

el-1071 ui (£=1072) 107

l

0.1
0.2
0.3
0.4
1.0
1.2
1.4
1.8

0.0219
0.0917
0.3143
0.6109
1.9564
1.4947
0.2527
-5.0878

0.0219
0.0917
0.3143
0.6109
1.9565
1.4949
0.2530
-5.0865

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0001
0.0002
0.0003
0.0013

O
8 %

epsilon=0
epsilon=0.1
epsilon=0.01

-10 :

0.0219 0.0
0.0917 0.0
0.3143 0.0
0.6109 0.0
1.9566 0.0002
1.4947 0.0
0.2527 0.0

-5.0876  0.0002

®

0 0.2 0.

4 0.6

0.8 1 1.2

t

1.4 1.6 1.8 2

Sekil 6.1. Ornek 6.2°de I; araliginda farkli € degerleri icin problemin kesin ¢oziimlerinin
karsilagtirilmasi

Omek 6.2°de € =0, 10~ ve 1072 degerleri icin Tablo 6.1’in olusumu ve grafik 6.1’un

ciziminde kullanilan (7) numarali MatLab kodu tezin 9.1. bdliimiinde yer almaktadir.

Ayrica farkli € degerlerinden kaynaklanan yukaridaki (7) MatLab kodunun yardim ile

elde edilen Ornek 6.2 nin ¢oziimiiniin farkl ¢ noktalarindaki degerleri icin (8)-(9) numarali

MatLab kodlar1 kullanilmistir.

Ornek 6.3.

u'(t) +3u' (t) +u(t — 1) — 2/tlﬂu(s)ds = —(sin(2(t — 7)) +cos(2(t — m))) + €,

u(t) =sin(2t)+e€, 1<0,
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€ = 0 i¢in problemin kesin ¢oziimii:

(

\

seklindedir. Herhangi bir € degeri i¢in, tam hata

sin(2t), t <m,

o dVID(32y3) (V31 (3,/345)

e — ¢ — A te€ (0, m|
ef =|yi—uil, € =|y—ull..g,

biciminde gosterilir. Burada y;, #; digiim noktalar1 icin u; kesin ¢oziimiiniin yaklasik

¢oziimiidiir. Yiiksek mertebeden GVDD problemine 6rnek olarak verilen Ornek 6.3’iin

kesin ¢oziimiindeki farkli noktalardaki degerleri Tablo 6.2°de ve Grafik 6.2’de verilmistir.
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Cizelge 6.2. Test probleminin /; aralifindaki sayisal sonuclari

t u; u; (e=10"1) e}071 u; (€=1072) el-l(r2
0.2597 0.3349 0.3330 0.0019 0.3349 0.0
0.5012 0.4425 0.4500 0.0075 0.4443 0.0018
1.0007 0.4670 0.4821 0.0151 0.4613 0.0057
1.5002 0.4330 0.4821 0.0491 0.4443 0.0113
1.9998 0.4632 0.5311 0.0679 0.4708 0.0076
2.2460 0.5594 0.6613 0.1019 0.5708 0.0114
2.9988 0.7387 0.8915 0.1528 0.7538 0.0151
3.1510 0.8160 0.9802 0.1642 0.8330 0.0170

09

0.8

0.7

0.6

05

0.4

0.3

—S— Solution for =0

0.2 *— Solution for e=10"
*— Solution for e=107>

01f

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Sekil 6.2. Ornek 6.3’in I; arahiginda farkli € degerleri icin problemin kesin ¢6ziimlerinin
kargilastirilmast
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde, 6nceki boliimlerde ele alinan problemlerin kapsamli bir incelemesi yapilacak
ve bu calisma ile ortaya c¢ikan ana sonuclar Ozetlenecektir. Ayrica literatiire katki
saglayabilecek sonraki calismalar hakkinda detayli 6nerilerde bulunulacaktir. Bununla
birlikte bu béliimde sunulan fikirlerin 6zgiinliigii ve uygulanabilirligi konusunda bazi
tartigmalar da ele alinacaktir. Sonug olarak bu boliimiin amaci, arastirmacilarin bu alandaki

calismalarin1 daha da derinlestirmesi ve gelistirmesi i¢in bir temel olusturmaktir.

Bu tez calismasinda GVIDD’lerin 6zellikleri, kararlilik esitsizlikleri, diizgiin bir sebeke
izerinde olusturulmus sonlu fark semalari, elde edilen coziimler arasindaki hata

degerlendirmelerinin tasarlanmasi ve analizi lizerinde yogunlagilmigtr.
Bu ¢alismada GVIDD igin dort farkli problem ele almmustir.

IIk olarak nétr tip GVIDD igin (4.1)-(4.2) baslangic-deger problemi ele alinmustir.
Baslangic olarak (4.1)-(4.2) problemi icin kararliklik sinirlart olusturulmus, problemin
integral kismui i¢in dikdortgen metodu uygulanarak diizgiin sebeke iizerinde fark semasi elde
edilmistir. (4.1) probleminin ¢éziimii ve olusturulan fark semasindan uygulanan iteratif
metod ile elde edilen yaklasik ¢oziimiin kiyaslanmasi sonucunda arastirilan (4.1)-(4.2)
problemi (4.15)-(4.16) fark problemine doniistiiriilmiistiir. Fark probleminin ¢6ziimiiniin
diizgiin sebekede (4.1)-(4.2) probleminin ¢oziimiine O(h?) hiziyla diizgiin yakinsadig
sonucu ele edilmistir. Bulunan yontemlerin uygulanabilir ve etkili oldugunu gostermek
icin Ornek test problemleri sunulmustur. Ayrica test problemlerinin daha iyi gézlenebilmesi
icin sonuglar MatLab uygulamasi yardimu ile cizilen grafik ve tablolar ile desteklenmisgtir.

Sonugtan hareketle uygulanan yontemin teorik caligmaya uygun oldugu gézlemlenmistir.

Ikinci olarak (5.1)-(5.3) ikinci mertebe lineer GVIDD’in kararlilik esitsizlikleri
olusturulmusgtur. (5.1)’lin integral kismi icin yamuk (trapez) metodu uygulanarak
diizgiin sebeke iizerinde fark semasi kurulmustur. Bu fark semasinin kararlilik ve

yakinsaklik incelemesi yapilmugtir. Yaklagik ¢6ziimiin, kesin ¢6ziime maksimum normda
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O(h?) mziyla diizgiin yakinsadig1 gosterilmistir. Elde edilen niimerik sonuglarin teorik
sonuclara uygunlugu verilen ornekler ve alinan 6rnekler icin iiretilen grafik ve tablolar ile

desteklenmistir.

Uciincii olarak (5.1)-(5.3)’da incelenen probleme ek olarak aranan fonksiyonun birinci
mertebeden tiirevinde gecikme terimi bulunduran (5.48)-(5.50) formundaki problem ele
alinmistir. (5.48)-(5.50) probleminin de kararlilik esitsizlikleri olusturularak, icerdigi
integral terimi i¢in yine yamuk (trapez) metodu uygulanarak diizgiin sebeke iizerinde
fark semas1 kurulmus ve yakinsaklik incelemesi yapilmistir. (5.48)-(5.50) probleminin de
yaklasik ¢Oziimiiniin, kesin ¢6ziime maksimum normda O(hz) hiziyla diizgiin yakinsadigi
gozlemlenmistir. Ayrica teoriyi destekleyen ornek problemler ile sunulan yontemin

etkinligi gosterilmigtir.

Dordiincii olarak (6.1)-(6.2) formundaki yiiksek mertebeli GVIDD’ler ele alinmustir.
(6.1)-(6.2) probleminin kesin ¢oziimiiniin iiretilmesinde 6nemli noktalara deginilmistir.
Ayrica aranan fonksiyon ve bu fonksiyonun farkli mertebeden tiirevleri i¢in kararlilik
esitsizlikleri elde edilmistir. Yontemin sadece aranan fonksiyonun kararlilik
esitsizliklerinin elde edilmesinin yam sira bu fonksiyonun herhangi bir yiiksek tiirev
mertebesinde de kararlilik esitsiliklerini bulunmasina olanak saglamasi yoniinden,
yontemin bu zamana kadar uygulanan yontemlere gore ne kadar etkin oldugu gozler
ontine serilmektedir. Sunulan drnek problemler ile yontemin uygulanabilirligi ve etkililigi
gosterilmigtir. Sonuclar, MatLab uygulamasi kullanilarak olusturulan grafikler ve tablolar
ile desteklenerek test problemlerinin daha iyi gézlemlenmesi saglanmistir. Bu sonuclardan

yola ¢ikarak, uygulanan yontemin teorik ¢alismaya uygun oldugu gosterilmistir.

Sonug ve dneri olarak bu ¢alismada ele alinan farkli mertebeden GVIDD’ler igin uygulanan
sonlu fark metodu problemin kararlilik esitsizliklerinin olusturulmasinda oldukga etkili
ve ekonomik bir ¢6ziim yaklasimidir. Incelenen teorik calismaya destek amaci ile alinan
sayisal orneklerin ¢oziimii i¢in kullanilan gorsel grafik ve tablolar teze yeni bir perspektif
katmistir. Ayrica incelemeye deger sonuglar sunmustur. Yapilan literatiir taramasinda, bu
tiir problemlerin heniiz yaygin bir sekilde calisilmadig1 anlasilmistir. Bu tez ¢alismasi,

arastirmacilara katki saglayabilecek niteliktedir.
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Bu calismanin sonuclarindan faydalanarak birinci ve ikinci mertebeden Volterra-Fredholm
GIDD’ler, lineer olmayan ve daha karmasik baslangic sartlari igeren GVIDD’ler iizerine
yogunlagilarak daha kapsamli analizler yapilabilir. Ayrica GVIDD’lerin niimerik ¢oziimleri
icin bu tez ¢alismasinda kullanilan sonlu fark yontemlerinin yani sira, arastirmacilar farkli

niimerik metotlar1 da uygulayarak ¢oziim yaklasimlarim karsilagtirabilirler.

Sonug olarak, bu tez ¢calismasi, GVIDD’lerin sayisal ¢oziimii konusunda 6nemli bir adim
olmustur. Oneriler dogrultusunda yapilan gelecekteki calismalar, GVIDD’lerin daha genis
bir yelpazedeki problemlerde kullanimini ve niimerik ¢6ziim yontemlerinin etkinligini
artirabilir. Bu calismanin sonuglari, bu tiir denklemlerin analizine ve pratik uygulamalarina

katki saglamak i¢in 6nemli bir kaynaktir.
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9. EKLER

9.1. MATEMATIKSEL MODELLEMELERDE KULLANILAN MATLAB

KODLARI

% Parameters

vi_bas = 80; % Ondeki aracin baslangig¢ hizi (m/s)
v2_bas = 80; ) Arkadaki aracin baslangi¢ hizi (m/s)
x_bag = 10; % Araglar arasindaki baglangig¢ mesafe (m)
al = 6; % Ondeki aracin yavaslama ivmesi (m/s"2)

tau = 0.5; % gecikme (s)

~
1]

0.5; %Hiz farki tarafindan etkilenen hiz degigim orani

(@]
1]

0.8; % Mesafe farki tarafindan etkilenen hiz degigim orani

% Zaman araligi ve adim sayisi
t_bag = 0; 7% Baglangig¢ zamani (s)
t_bit = 10; % Bitis zamani (s)
dt = 0.01; % adim uzunlugu (s)

num_steps = (t_bit - t_bag) / dt;

% Degiskenlerin baslangi¢ degerleri

x = zeros(num_steps, 1); % Ondeki aracin baslangig¢ konumu
y = zeros(num_steps, 1); %Arkadaki aracin baglangi¢ konumu
vi_vals = zeros(num_steps, 1); % Ondeki aracin hizi
v2_vals = zeros(num_steps, 1); % Arkadaki aracin hizi

% Baglangig¢ Degerler

x(1) = x_initial; % Ondeki aracin baglangig pozisyonu
y(1) = 0; % Arka aracin baslangi¢ pozisyonu (mesafe)
vi_vals (1) = vi_initial; % On aracin baslangig¢ hizi
v2_vals (1) = v2_initial; ), Arka aracin baslangig¢ hizi

% Sayisal entegrasyon

for i = 2:num_steps

t = (i-1) * dt;

% On aracin hizini giincelle (frenleme)

vi_t = vi_initial - al * t;
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e}

36

37

46

47

48

49

50

53

54

% Arka aracin gecikme hizini hesapla

if (i > round(tau / dt))

vli_delay = vi_vals(i - round(tau / dt));
else

vli_delay = vi_initial;

end

% Hiz degisimini hesapla

if (i > 2)

dv2_dt = k * (vli_delay - v2_vals(i-1))
- cx ((y@i-1) - y(i-2)) / dt);

else

dv2_dt = k * (vi_delay - v2_vals(i-1));

5| end

% Hizlari giincelle

vi_vals(i) = vi_t;

v2_vals (i) v2_vals(i-1) + dv2_dt * dt;

% Pozisyonlari giincelle

x(i) = x(i-1) + vi_vals(i) * dt;
y(i) = y(i-1) + v2_vals(i) * dt;
end

Listing 1. Sekil (2.1) i¢in MatLab kodu
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34

35

36

37

38

% Parametre tanimlari
a = 0.6;
b = 0.4,

% Zaman araligi ve adim sayisi
T = 10; % Simiilasyon siiresi

dt = 0.01; % Adim biyikliigi

N = round(T / dt) + 1; % Adim sayisi

% Baglangig¢ kosulu

F = zeros(N, 1);

F(1) = 0.5; % Baslangic hisse senedi

% Portfdy degisim orani tanimi

P = zeros(N, 1);

(dizinleme igin 1 eklenir)

fiyata

P(1) = 0.3; % Baglangi¢ portfdy degisim orani

% Modelin sayisal ¢ozimi
for i = 2:N

idx_tau = round(i - tau / dt);

idx_delta = round(i - delta / dt);

if idx_tau <= 0

P(i) = P(i-1);
else

P(i) = P(idx_tau);
end

if idx_delta <= 0
F(i) = a * P(i) + b * F(i-1);
else

F (i)

end

end

% Zaman vektdrinin olusturulmasi

a * P(i) + b * F(idx_delta);
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t = 0:dt:(N-1)*dt;

% GCizim

plot(t, F,

xlabel (’Zaman?’) ;

7b7’

’LineWidth’, 2);

ylabel (’Hisse Senedi Fiyati’);

5| grid on;

Listing 2. Sekil (2.2) i¢cin MatLab kodu
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IS

34

35

36

37

38

% Parametre tanimlari
k = 0.8; % Iletisim sinyali katsayisi

tau = 2; % Iletigim gecikmesi (saniye)

% Zaman araligi ve adim sayisi
T = 10; 7 Simiilasyon siresi (saniye)

dt = 0.01; % Adim biyikligi (saniye)

=
I

round (T / dt) + 1; % Adim sayisi (dizinleme igin 1 eklenir)

% Baslangig¢ kosullara
x = zeros(N, 1); % Arag pozisyonu

y = zeros(N, 1); % Iletisim sinyali

% Arac baslangig¢ pozisyonu ve hizi
x(1) = 0;

v = 0.5; % Arag hizi (birim basina saniye)

% Modelin sayisal ¢ozimi
for i = 2:N
% Arac¢ pozisyonu

x(1) = x(i-1) + v * dt;

% Iletigim sinyali (gecikmeli)

idx_gecikme = round(i - tau / dt);

if idx_gecikme <= 0

y(i) = 03

else

y(i) = k * (x(max(idx_gecikme,1)) - x(max(idx_gecikme-1,1))) / dt;
end

end

% Zaman vektorii

t = 0:dt:(N-1)*dt;
% Cizim

figure;

subplot (2,1,1);
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43

44

45

46

47

48

plot(t, x, ’b?’, ’LineWidth’, 2);
xlabel (’Zaman?’) ;
ylabel (’Arag¢ Pozisyonu’);

grid on;

subplot (2,1,2);

plot(t, y, ’r’, ’LineWidth’, 2);
xlabel (’Zaman’) ;
ylabel(’Iletigim Sinyali’);

grid on;

Listing 3. Sekil (2.3) i¢cin MatLab kodu
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29

3(

31

33

34

35

% Fonksiyon tanimi

f = 0(x) x.7°2;

% Entegrasyon araligi [a, b]
a = 0;

b = 1;

% Alt araliklarin sayisi

n = 53

% Her alt araligin genisligini hesapla

h=«(b - a) / n;

% Her alt araligin orta noktasinda fonksiyonu degerlendir

x_ortanoktalari = a + h/2 : h : b - h/2;

y_ortanoktalara f(x_ortanoktalari);

% Dikddrtgenlerin alanlarinin toplamini hesapla

alan_tahmini = h * sum(y_ortanoktalari);

% Digim noktalarini ve karsilik gelen fonksiyon degerlerini gdster
fprintf (’Digim Noktalari ve Fonksiyon Degerleri:\n’);

for i = 1:n

fprintf (’x_%d = %f, f(x_%d) = %f\n’, i, x_ortanoktalari(i), i,
y_ortanoktalari(i));

end

% Fonksiyonu ve dikdértgenleri ¢izdir (8nceki kod ile ayni)

% Baslik ve etiketler (8nceki kod ile aynui)

% Sonug¢ (6nceki kod ile ayni)

fprintf (’ Tahmini Alan: %f\n’, alan_tahmini);

% Fonksiyon tanimi

f = 0(x) x.°2;
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9% Entegrasyon araligi [a, b]
wla = 0;

4|lb = 1;

4% Alt araliklaran sayisi

4|/nl = b;

45| n2 10;
46
471% Her alt araligin genisligini hesapla
/hl = (b - a) / nil;

191 h2

(b - a) / n2;
50
si|% Her alt araligin orta noktasinda fonksiyonu degerlendir

| x_ortanoktalaril = a + h1/2 : hl : b - hl1/2;

s3s|y_ortanoktalaril = f(x_ortanoktalaril);

54

55| x_ortanoktalari?2 a + h2/2 : h2 : b - h2/2;

ss| y_ortanoktalara?2 f(x_ortanoktalari2);
57

ss| % Dikdértgenlerin alanlarinin toplamini hesapla

s9lalan_tahminiil h1 * sum(y_ortanoktalaril);

w|alan_tahmini?2 h2 * sum(y_ortanoktalari2);

@|% n=5 ve n=10 igin fonksiyonu ve dikdértgenleri yan yana ¢izdir

o3| x_degerleri linspace(a, b, 100);

o4|y_degerleri = f(x_degerleri);

65
| figure;

o7 subplot (1, 2, 1);

sl hold on;

w|plot (x_degerleri, y_degerleri, ’b’, ’LineWidth’, 2);

0| bar (x_ortanoktalaril, y_ortanoktalaral, hl, ’FaceColor’, ’r’,
711 ’EdgeColor’, ’none’, ’FaceAlpha’, 0.5);

721hold off;

7| title(’n=57);

72| xlabel (’t?);

75| ylabel (Pg(t) )

76

71 subplot (1, 2, 2);
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78

79

80

81

83

84

86

87

88

89

hold on;

plot(x_degerleri, y_degerleri, ’b’, ’LineWidth’, 2);

bar (x_ortanoktalari2, y_ortanoktalari2, h2, ’FaceColor’,
’EdgeColor’, ’none’, ’FaceAlpha’, 0.5);

hold off;

title(’n=107);

xlabel(’t?);

s|ylabel (7g(t)?);

% Tahmini alanlari géster
fprintf (’Tahmini Alan (n=5): %f\n’, alan_tahminil);

fprintf (’Tahmini Alan (n=10): %f\n’, alan_tahmini2);

7r7’

Listing 4. Sekil (3.8) i¢cin MatLab kodu
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% Fonksiyon tanimi
f = @e(t) t.72;

% Integral aralig:
a = 0;

b = 1;

% Adim sayiszi
nl = 5;
n2

10;

% Adim biyikligi
hi

(b - a) / nil;

h2 (b - a) / n2;

% Ilk ve son degerlerin hesaplanmasi (n=5)

integral_approxl =
for i = 1:n1-1
X = a + i * hil;
integral_approxl =
end

integral_approxl =

(f(a) + £(b)) / 2;

integral_approxl + f(x);

integral_approxl * hl;

% Ilk ve son degerlerin hesaplanmasi (n=10)

integral_approx2 =
for i = 1:n2-1
Xx = a + i * h2;
integral_approx2 =
end

integral_approx2 =

% Grafik c¢izimi

t_vals = linspace(a, b,
f_vals = f(t_vals);
figure;

subplot (1, 2, 1);

hold on;

(f(a) + £(b)) / 2;

integral_approx2 + f(x);

integral_approx2 * h2;

(n=5 ve n=10)

100) ;
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39 plot(t_vals, f_vals, ’b’, ’LineWidth’, 2);

40 x_ptsl = linspace(a, b, nil+1);

41 y_ptsl = f(x_ptsl);

42 bar(x_ptsl, y_ptsl, hl, ’FaceColor’, ’r’, ’EdgeColor’, ’none’,
3 ’FaceAlpha’, 0.5);

44 hold off;

45 title(’n=57);

46 xlabel (’t?);

47 ylabel (£ (t)?);

48
49 subplot (1, 2, 2);

50 hold on;

51 plot(t_vals, f_vals, ’b’, ’LineWidth’, 2);

52 x_pts2 = linspace(a, b, n2+1);

53 y_pts2 = f(x_pts2);

54 bar (x_pts2, y_pts2, h2, ’FaceColor’, ’r’, ’EdgeColor’, ’none’,
55 >FaceAlpha’, 0.5);

56 hold off;

57 title(’n=10");

58 xlabel (7t?);

59 ylabel (?£(t)’);

60
61 % Iki grafik arasindaki bogluk ayari

62 set(gcf, ’Position’, [100, 100, 1000, 400]);

Listing 5. Sekil (3.9) i¢cin MatLab kodu
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I N = [50, 100];
2 h = 1./N;
u = Q(t) -exp(-t).*x(t-1);
4
5 figure;
6 hold onj;

8 for k = 1:numel(N)
9 y = zeros(N(k)+1, 1);
10 y(l) = eXp(O);

2 for i = 2:N(k)+1
sum_term = 0;

14 for j = max(i-N(k),1):i-1

Is sum_term = sum_term + y(j);

16 end

17 y(i) = (y(i-1)*(1-h(k)) + y(max(i-N(k)-1,1)) - y(max(i-N(k),1))
5| - h(k)"2*sum_term) / (1+h(k));

19 end

20
21 x = 0:h(k):1;

»|  plot(x, y, ’0-7)

23 end

2 t = linspace(0, 1, 100);

25 plot(t, u(t), ’r--7)

26 legend (°’N = 507, N = 100’, ’u(t) = -e~{-t}(t-1)7)

27 hold off;

Listing 6. Matlab Code for Figure (4.1)
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% Degiskenlerin atanmasi

epsilon_values = [0, 0.1, 0.01];

u_prime_0 = -1;
u_doubleprime_0 = 16;
u_tripleprime_0 = -16;

% Denklem sistemi ve kogullarinin belirlenmesi
odefun = @(t, u) u(2); u(3); u(4);

-2*%u(4) -3*xexp(-2*t+4) +epsilon_values (1) *exp (2%t -4) ;
[t, ul = ode45(odefun, [0, 2],

[0, u_prime_O, u_doubleprime_O, u_tripleprime_01]);

ul = u(:, 1);

% Grafigin ¢izilmesi
plot(t, ul,’b’);

hold on;

% Denklem sistemi ve kosgullarinin belirlenmesi
odefun = @(t, u) u(2); u(3); u(4);

-2*%u(4) -3*xexp(-2*t+4) +epsilon_values (2) *exp (2%t -4) ;
[t, ul = ode45(odefun, [0, 2],

[0, u_prime_O, u_doubleprime_O, u_tripleprime_01]);

u2 = u(:, 1);

% Grafigin ¢izilmesi

plot(t, u2,’ro’);

% Denklem sistemi ve kogullarinin belirlenmesi
odefun = @(t, u) u(2); u(3); u(4);

-2*%u(4) -3*xexp(-2*t+4) +epsilon_values (3) *xexp (2*xt-4) ;
[t, ul = ode45(odefun, [0, 2],

[0, u_prime_O, u_doubleprime_O, u_tripleprime_01]);

u3 = u(:, 1);

% Grafigin ¢izilmesi

plot(t, u3,’mx’);

% Grafik ayarlar:
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39 xlabel (’t?);
40 ylabel (Pu(t) ’);

41 legend(’epsilon=0’, ’epsilon=0.1’, ’epsilon=0.017);

Listing 7. Ornek (6.1) icin MatLab kodu
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% Degiskenlerin atanmasi

epsilon_values = [0, 0.1, 0.01];

u_prime_0 = -1;
u_doubleprime_0 = 16;
u_tripleprime_0 = -16;

% Denklem sistemi ve kogullarinin belirlenmesi
odefun = @(t, u) [u(2); u(3); u(4);

-2*%u(4) -3xexp(-2*t+4) +epsilon_values (1) *exp (2*xt-4)1];
[t, ul = ode45(odefun, [0, 2],

[0, u_prime_O, u_doubleprime_O, u_tripleprime_01]);

ul = u(:, 1);

% Grafigin ¢izilmesi
plot(t, ul,’b’);

hold on;

% Denklem sistemi ve kosgullarinin belirlenmesi
odefun = @(t, u) [u(2); u(3); u(4);

-2*%u(4) -3*xexp(-2*t+4) +epsilon_values (2) *exp (2*xt-4)1];
[t, ul = ode45(odefun, [0, 2],

[0, u_prime_O, u_doubleprime_O, u_tripleprime_01]);

u2 = u(:, 1);

% Grafigin ¢izilmesi

plot(t, u2,’ro’);

% Denklem sistemi ve kogullarinin belirlenmesi
odefun = @(t, u) [u(2); u(3d); u(4);

-2*%u(4) -3*xexp(-2*t+4) +epsilon_values (3) *xexp (2*¥t-4)1];
[t, ul = ode45(odefun, [0, 2],

[0, u_prime_O, u_doubleprime_O, u_tripleprime_01]);

u3 = u(:, 1);

% Grafigin ¢izilmesi

plot(t, u3,’mx’);

% Grafik ayarlar:
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43

44

45

46

47

48

49

50

53

54

55

56

57

58

59

60

62

63

64

65

66

67

xlabel (’t?);
ylabel (Pu(t) ’);

legend(’epsilon=0’, ’epsilon=0.1’, ’epsilon=0.017);

% Kodun geri kalani, farkli epsilon degerleri ig¢in belirtilen

t degerlerindeki u(t) degerlerini verir.

fprintf ’Epsilon = 0: t=0.1, u(0.1)=%.4f, t=0.2, u(0.2)=%.4f,
t=0.3, u(0.3)=%.4f, t=0.4, u(0.4)=%.4f, t=1, u(1l)=%.4f,

t=1.2, u(1.2)=%.4f, t=1.4, u(1.4)=%.4f, t=1.8, u(1.8)=%.4f\\n’,
interpl(t, ul, 0.1), interpl(t, ul, 0.2), interpl(t, ul, 0.3),
interpl(t, ul, 0.4), interpl(t, ul, 1), interpl(t, ul, 1.2),

interpl(t, ul, 1.4), interpl(t, ul, 1.8);

fprintf ’Epsilon = 0.1: t=0.1, u(0.1)=%.4f, t=0.2, u(0.2)=%.4f,
t=0.3, u(0.3)=%.4f, t=0.4, u(0.4)=%.4f, t=1, u(1)=%.4f,

t=1.2, u(1.2)=%.4f, t=1.4, u(1.4)=%.4f, t=1.8,

u(1.8)=%.4f\\n’,

interpl(t, u2, 0.1), interpl(t, u2, 0.2), interpl(t, u2, 0.3),
interpl(t, u2, 0.4), interpl(t, u2, 1), interpl(t, u2, 1.2),

interpl(t, u2, 1.4), interpl(t, u2, 1.8);

fprintf ’Epsilon = 0.01: t=0.1, u(0.1)=%.4f, t=0.2, u(0.2)=%.4¢f,
t=0.3, u(0.3)=%.4f, t=0.4, u(0.4)=%.4f, t=1, u(1)=%.4f,

t=1.2, u(1.2)=%.4f, t=1.4, u(1.4)=%.4f, t=1.8,
u(1.8)=%.4f\\n’,

interpl(t, u3, 0.1), interpl(t, u3, 0.2), interpl(t, u3, 0.3),
interpl(t, u3, 0.4), interpl(t, u3, 1), interpl(t, u3, 1.2),

interpl(t, u3, 1.4), interpl(t, u3, 1.8);

Listing 8. Ornek (6.1) icin MatLab kodu
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19

20

Yukaridaki kod calistirildiktan sonra elde edilen degerler asagida verilmistir:

Epsilon
t=0.1,
t=0.2,
t=0.3,
t=0.4,
t=1,
t=1.2,
t=1.4,
t=1.8,

Epsilon
t=0.1,
t=0.2,
t=0.3,
t=0.4,
t=1,
t=1.2,
t=1.4,
t=1.8,

Epsilon

t=0.1,
t=0.2,
t=0.3,
t=0.4,
t=1,

t=1.2,
t=1.4,
t=1.8,

= 0:
u(0.1)=-0.0219,
u(0.2)=0.0917,
u(0.3)=0.3143,
u(0.4)=0.6109,
u(1)=1.9564,
u(1.2)=1.4947,
u(1.4)=0.2527,
u(1.8)=-5.0878

= 0.1:
u(0.1)=-0.0219,
u(0.2)=0.0917,
u(0.3)=0.3143,
u(0.4)=0.6109,
u(1)=1.9565,
u(1.2)=1.4947,
u(1.4)=0.2530,
u(1.8)=-5.0865

= 0.01:
u(0.1)=-0.0219,
u(0.2)=0.0917,
u(0.3)=0.3143,
u(0.4)=0.6109,
u(1)=1.9566,
u(1.2)=1.4947,
u(1.4)=0.2527,
u(1.8)=-5.0876

Listing 9. Ornek (6.1)’un ¢6ziimiiniin aldig1 degerler
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