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OZET
HOPFIELD TiPi SINIR AGLARININ GLOBAL KARARLILIK ANALIZi

GUNEL, Ayse Nur
Yiiksek Lisans Tezi, Yapay Zeka ve Robotik Anabilim Dali
Danisman: Dog¢. Dr. Muzaffer ATES
Mart 2023, 71 sayfa

Hopfield tipi yapay sinir ag1 ve diger sinir aglarinin denge noktalarinin varligi,
tekligi ve global asimptotik kararliligi ile ilgili bircok ¢alisma yapilmistir. Ancak yapay
sinir aglar1 gibi dinamik sistemlerin matematiksel ¢ézlimlerini ve kararliligini incelemek
kolay olmamuistir. Sistemin analitik ¢6ziimii imkansiza yakin bir durumken bu sistemlerin
davraniglart hakkinda bilgi edinmek miimkiindiir. Bu anlamda tasarlanmis en etkili
yontem Lyapunov’un dogrudan veya ikinci metodu kabul edilmektedir. Yontemin en
onemli oOzelligi sistemlerin diferansiyel denklemlerinin agik¢a ¢dziimiine ihtiyag
duymadan uygulanabilir olmasidir. Bu ¢alismada sistemlerin dinamik davranigini daha
kolay analiz etmek i¢in kullanilan modelleme probleminden hareketle, Hopfield tipi
yapay sinir agimin RC ve Opamp elektrik devresine nasil uygulanabilecegi sunulmustur.
Sistemin agirlik fonksiyonlar1 fiziksel olarak anlamlandirilmis ve sistemin fiziksel
anlamindan hareketle Lyapunov veya enerji fonksiyonu insa edilerek kararlilik analizi
incelenmistir. Sistem ydriingeleri boyunca Lyapunov veya enerji fonksiyonunun
tiirevinin, devre teorisinin gii¢ enerji iliskisinden hareketle sistemde harcanan giiclin
negatif degerine esit oldugu ispatlanmistir. Elde edilen teorik sonuglar Hurwitz matrisinin
Ozdegerleri ile test edilmistir.

Anahtar kelimeler: Dinamik sistemler, Hopfield, Lyapunov kararliligi,
Nonlineer sistemler, Yapay sinir aglari






ABSTRACT

GLOBAL STABILITY ANALYSIS OF HOPFIELD-TYPE NEURAL
NETWORKS

GUNEL, Ayse Nur
M.Sc. Thesis, Department of Artificial Intelligence and Robotics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Muzaffer ATES
March 2023, 71 pages

Many studies have been carried out on the existence, uniqueness and global
asymptotic stability of the Hopfield type artificial neural network and other neural
networks. However, it is not easy to analyse mathematical solutions and stability of
dynamic systems such as artificial neural networks. While analytical solution of system
is nearly impossible, it is possible to obtain information about behaviors of these systems.
The most effective method designed in this sense is accepted as Lyapunov's direct or
second method. The most important feature of the method is that it can be applied without
the need for an explicit solution of differential equation of systems. In this study, based
on the modeling problem which is used to analyse the dynamic behavior of systems more
easily, it has been presented how the Hopfield type artificial neural network can be
applied to the RC and Opamp electric circuit. The weight functions of the system are
physically examined and the stability analysis is examined by constructing the Lyapunov
or energy function from the physical meaning of the system. It will be shown that along
the system trajectories, the derivative of the Lyapunov or energy function is equal to
negative value of power dissipated in the system, based on the power-energy relationship
of circuit theory. The obtained theoretical results has been tested with the eigenvalues of
the Hurwitz matrix.

Keywords: Artificial neural network, Dynamic system, Hopfield, Lyapunov
stability, Nonlinear systems
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1. GIRIS

Son yillarda Hopfield tipi yapay sinir aglari, Hiicresel sinir aglari ve Cohen-
Grossberg sinir aglari, ¢ok fazla calisilarak ¢agrisimsal bellek tasarlama ve optimizasyon
problemlerini ¢6zmek gibi ¢esitli mithendislik uygulamalarinda kullanilmistir (Arik ve
Orman, 2005). Bu miihendislik uygulamalari, tasarlanmis olan sinir aginin dinamik
davranis analizine dayanmaktadir. Bu sebeple agin denge durumlarinin ve denge
kosullarinin kararlilik 6zelliklerinin analizi 6nem noktasinda ilk sirada yer almaktadir.
Agin kararlilik Ozelliklerini saglayan sinir sisteminin ag parametreleri, lizerindeki
kisitlama kosullari ile bir nevi yol haritasi olarak kullanilmaktadir. Uygulamanin amacina
gore ag parametreleri ilizerindeki kisitlama kosullar1 degiskenlik gostermektedir. Bir
yapay sinir ag1 ¢agrisimsal bellek islevi gorecekse eger bircok kararli denge noktasi
olacak sekilde tasarlanir, optimizasyon problemlerinin ¢oziilmesi durumunda tasarlanmis
bir yapay sinir aginin ise global asimptotik olarak kararli olan benzersiz bir denge
noktasinin olmas1 gerekmektedir. Bu sebeple, bir yapay sinir aginin benzersiz bir denge
noktasinin global asimptotik kararliliginin saglanmasi i¢in kosullarin olusturulmasi 6nem
tagimaktadir (Arik ve Tavsanlioglu, 2005).

Yakin donemde arastirmacilar Hopfield sinir aglari ve diger sinir aglar
siiflarinin denge noktasinin benzersizligi ve global asimptotik kararlilig1 icin yeterli
kosullar sunmustur. Bu kosullar Forti, Manetti ve Marini 1994; Arik ve Tavsanlioglu,
1996; Arik, 2000; Hu ve Wang, 2002°de yaptig1 ¢aligmalarda mevcuttur. Ancak yapay
sinir aglar1 gibi dinamik sistemlerin kararlili§ini incelemek kolay olmamistir. Hemen
hemen tliim sistemler dogalar1 geregi lineer formda olmadigindan bu sistemlerin analitik
¢oziimleri mevcut degildir (Vidyasagar, 2002). Arastirmacilar sistemlerin dinamik
davranisini analiz etmek i¢in modelleme problemine odaklanarak, sistemlerin enerji
kullanimina dayanan yontemler gelistirmistir. Bu sayede sistemin isleyisi ile ilgili
varsayimlarda bulunmusglardir (Ates ve Kadah, 2021). Dogrusal olmayan sistemler i¢in
giiclii kararlilik kisitlamalar1 getirmenin zorlugu bir asir dnce Rus matematik¢i A.M.
Lyapunov tarafindan fark edilmistir (Yerramalla vd., 2003). Lyapunov’un bu teoremi
(ikinci, dogrudan yontemi) sistemlerin diferansiyel denkleminin agik¢a ¢6ziimiine gerek

kalmadan uygulanabilir olmasidir. Ancak teoremler Lyapunov fonksiyonunun nasil



bulunacagiyla ilgili kesin bir bilgi vermemekle beraber deneme ve yanilmaya baghdir.
Sistemin enerji fonksiyonu Lyapunov fonksiyonu olarak hareket etmektedir (Rao, 1981).

Literatiirde enerji fonksiyonunun se¢imiyle ilgili net bir tanim bulunmamaktadir.
Arastirmacilar enerji fonksiyonlarini olustururken literatiirde yer alan aday Lyapunov
fonksiyonlar1 segmis veya deneme yanilma yoluyla enerji fonksiyonlari i¢in bir fiziksel
anlam olusturmadan Lyapunov fonksiyonlari insa etmislerdir. Fakat bu yontemler
Lyapunov kararliligin1 daha karmasik hale getirmistir (Haykin, 2008).

Bu c¢aligmada Hopfield tipi yapay sinir aglarinin kararlilik analizi incelenirken
sistemdeki agirlik fonksiyonlar1 fiziksel olarak anlamlandirilmistir. Sistem i¢in uygun
olan Lyapunov ya da enerji fonksiyonu sistemin fiziksel anlamindan hareketle
olusturulmustur. Basit bir Hopfield Yapay sinir ag1 fiziksel olarak bir RC ve Opamp
elektrik devresine benzemektedir. Ele alinan sistem Kirchhoff” un akim yasasi yontemi
ile olusturulmustur. Devre teorisinin gilic enerji iliskisinden hareketle; sistemdeki
kondansatorleri depolama elemani olarak kullanarak sistem igin bir enerji fonksiyonu
(depolama fonksiyonu) veya Lyapunov fonksiyonu insa edilmistir. Bdylece sistemler
icin olusturulmus enerji fonksiyonlar1 veya Lyapunov fonksiyonlarinin zamana gore
tiirevinin, sistemde harcanan giiciin negatif degerine esit oldugu kanitlanmistir. Boylece
Hopfield yapay sinir aginin Lyapunov kararliligi RC ve Opamp elektrik devre sistemiyle
basitlestirilmistir. Elde edilen sonug¢lar Hurwitz matrisi ile test edilmistir.

Hopfield Yapay sinir aglarinin Kararlilik Analizi’ni ele alan bu ¢alisma alt1
boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Giris basligi ile ¢alismanin amacina iliskin
bilgilere yer verilmistir. Ikinci boliimde Kaynak Bildirisleri bashiginda kararlilik analizi
ile ilgili yapilmis benzer calismalara deginilmistir. Uciincii boliimde ise Yapay Sinir
Aglar1, Hopfield ve Kararlilik bagligi ile bu kavramlar ele alinmistir. Dérdiincii boliimde
Materyal ve Yontem baslig1 ile ¢alisma icerisinde kullanilan matematiksel ifadelere yer
verilmis ve kararlilik kavrami bir¢ok yonii ile ele alinmis olup Hopfield yapay sinir ag1
ve RC ve Opamp elektrik devresi arasindaki benzerliklere yer verilmistir. Besinci
boliimde ise Bulgular bashigi altinda Hopfield yapay sinir ag1 ile RC ve Opamp elektrik
devresi arasindaki benzerlikten yola cikilarak kararlilik analizi gerceklestirilmistir,
kararlilik analizi sonuglarinin MATLAB programi ile simiilasyonu yapilmistir. Altinci

boliimde Sonug basligi ile calismanin genel bir degerlendirilmesi yapilmistir.



2. KAYNAK BILDIiRISLERI

Literatiirde Hopfield yapay sinir ag1 ve dogrusal olmayan elektrik devrelerinin
kararliligr ile ilgili bircok farkli ¢alisma yapilmistir. Bu boliimde konuya iliskin
literatiirde yer alan benzer ¢alismalara yer verilmistir.

Rao (1981), “Ordinary Differential Equations Theory and Applications” adl
kitap calismasinda diferansiyel ve integral esitsizliklerini ele alarak dogrusal ve dogrusal
olmayan sistemlerin kararlihigini incelemistir. iki boyutlu dogrusal otonom sistemlerin
denge noktalarini inceleyerek Lyapunovun ikinci yontemi ile kararlilik konusuna yer
vermistir.

Haddad ve Chellaboina (2008), “Nonlineer Dynamical Systems and Control” adl
kitap caligmasinda Lyapunov fonksiyonunun temel fikrinden hareketle yontemi daha
giiclii hale getirerek bu fonksiyonlarin gercek uygulamalarda; sistemin enerjisi veya
sistemin depolama fonksiyonlar1 seklindeki ifadelerle tanimlayarak yontemi daha
anlagilir kilmistir.

Samli (2006), “Cift Yonlii Cagrisimli Bellek Yapay Sinir Aglari’nin Kararlilik
Analizi” adli yiiksek lisans tezinde ¢ift yonlii ¢agrisimli bellek yapay sinir aglarinin genel
bir sinifinin kararlilik ile ilgili 6zelliklerini ele almistir. Calismada baglant1 matrislerinin
simetrik olup olmadigi, aktivasyon fonksiyonlarinin monoton, diferansiyellenebilir ve
sinirli olup olmadigini dikkate alinmadan CBA’nin denge noktasinin varligi, tekligi ve
global asimptotik kararlilig1 ile ilgili yeni gerekli kosullar sunmustur.

Orman (2007), “Cohen-Grossberg Yapay Sinir Aglarimin Dinamik Davranis
Analizi” adli yayinlanmamis doktora tezinde gecikme parametresinin sabit oldugu veya
zamanla degistigi Cohen Grossberg yapay sinir aglarinda denge noktasinin global
kararliligim1 saglayan farkli kosullar elde etmistir. Kararhilik kosullarinin bazisi
tanimlanmis yeni Lyapunov fonksiyonlarinin Lyapunov yaklagimi ile test edilerek elde
edilmistir. Baz1 kararlilik kosullariysa yine tanimlanmis Lyapunov fonksiyonlarina
Halanay esitsizligi prensibinin uygulanmasiyla elde etmistir. Bu kosullar, Cohen
Grossberg yapay sinir ag1 sisteminin ag parametreleri arasinda gecikme parametresine
bagl olarak veya gecikme parametresinden bagimsiz olarak ve bazi diger parametreler

iizerindeki kisitlamalar esnek tutularak elde edilmistir.



Demirel (2009), “Gecikmeli Yapay Sinir Aglarinin Kararlilik Analizi Icin Genel
Bir Yaklasim” adli yayinlanmamis doktora tezinde ayrik zamanl, siirekli-zamanli ve
coklu zaman gecikmeli yapay sinir aglarinin global robust yakinsama o6zelliklerinin
analizini ele almistir. Calismada Lyapunov foksiyonu kullanilarak denge noktalarinin
varligi, tekligi ve global asimtotik kararliligiyla ilgili baz1 yeterli kosullar sunmustur.
Sunulan kosullar sistemin ag parametreleri ile ifade edilerek sonuglarin kolaylikla
dogrulanabilmesi saglanmistir. Bu calisma sonucunda gecikmeli yapay sinir aglari ile
ilgili baz1 yeni robust kararlilik kriterleri belirlenmistir.

Hagan (2014), “Neural Network Desing” adli kitap calismasinda temel sinir ag1
yapisina ve Ogrenme kurallarina deginmistir. Bu aglarin matematiksel analizine ve
onlarin egitme yontemlerine yer vermis, ayrica bunlarin dogrusal olmayan regresyon,
orlintii tanima, sinyal isleme, veri madenciligi ve kontrol sistemleri gibi bir¢ok alan i¢in
pratik miihendislik problemlerine vurgu yapmistir. Ayrica Sinir Aglarinin yeniden
canlanmasinda etkili olan Hopfield Sinir Ag1’n1 genis bir ¢ercevede tartisarak Lyapunov
kararlilik teorisinin ag operasyonunu analiz etmis, agin bir ¢agrisimsal bellek olarak
davranacak sekilde nasil tasarlanabilecegini gostermistir.

Ates ve Laribi (2018), “New results on the global asymtotic stability of certain
nonlinear RLC circuits” adli ¢calismalarinda Lyapunov yontemini kullanarak dogrusal
olmayan RLC devre sistemlerinin global asimptotik karaliligini ele almislardir.
(Calismada her sistem i¢in uygun goriilen bir Lyapunov fonksiyonu ya da enerji benzeri
fonksiyonu olusturularak ilgili sisteme dogrudan Lyapunov yontemi uygulanmistir.
Sonrasinda sistem ¢oziimiinii GAS hale getiren her sistem i¢in degismez denge noktasi
belirlenmis belirli/ kesin dogrusal olmayan RLC devre sistemlerinin bazi yeni agik global
asimptotik karalilig1 kosullari, Lyapunov’un dogrudan yontemi ile tiiretilmistir.

Kadah (2019), “Dogrusal Olmayan RLC Devrelerinin Kararlilik ve Pasiflik
Analizi” adl yiiksek lisans tezinde sistemlerin kararliligmi ve pasifligini hem teorik
olarak hem de uygulamali bicimde ele almistir. Literatiirde bulunan ¢esitli nonlineer
elektrik devreleri ve mekanik sistemleri uygulama olarak se¢mis; bu sistemlerin
kararliligini, global asimptotik kararliligini ve pasif durumunu Lyapunov’un ikinci
metoduna uygulayarak incelemis ve her incelenen nonlineer sistem i¢in uygun olan bir
Lyapunov fonksiyonu elde etmistir. Literatiirde Hopfield yapay sinir aglarinin Lyapunov

yontemi ve kararlilik analizine iligskin bir¢ok farkli ¢alisma yapilmistir. Bu anlamiyla bu



tez caligmasmin da elde edecegi yeni teorik sonuclar ile literatiire katki sunmasi

beklenmektedir.






3. YAPAY SINiR AGLARI, HOPFIELD VE KARARLILIK

Bu caligmanin konusu “Hopfield Tipi Yapay Sinir Aglarinin  Global
Kararlilig1”dir. Calismada Yapay Sinir Aglaria, Hopfield tipi Yapay Sinir Agi’na ve
kararlilik kavrami ve denge noktasi ile ilgili baz1 temel kavramlara yer verilerek

caligmanin seyri olusturulmustur.

3.1 Yapay Sinir Aglar

En genel haliyle bir sinir ag1, beynin belirli bir gorevi veya ilgilenilen islevi yerine
getirme seklini modellemek icin tasarlanmis bir makinedir. Ag genellikle elektronik
bilesenler kullanarak gergeklestirilir veya bir dijital bilgisayardaki yazilimda simiile
edilmektedir. Beyin oldukc¢a karmasik, dogrusal olmayan ve paralel bir bilgi isleme
sistemidir. Noronlar olarak bilinen yapisal bilesenler, belirli hesaplamalari (6riintii/ model
tanima, algilama ve motor kontrol gibi) bugiin var olan en hizli dijital bilgisayardan ¢ok
daha hizli gerceklestirecek sekilde diizenleme yetenegine sahiptir. Biyolojik sinir
sisteminin blok diyagrami Sekil 3.1° de gosterildigi gibi ii¢c asamal1 bir sistem olarak
gorlilmektedir. Sistemin merkezinde, siirekli olarak bilgi alan, onu algilayan ve uygun
kararlar veren noral (sinir) agi1 ile temsil edilen beyin bulunmaktadir. Sekilde iki ok seti
gosterilmistir. Soldan saga isaret edenler, bilgi tasiyan sinyallerin sistem {izerinden ileri
iletimini gostermektedir. Sagdan sola isaret eden oklar, sistemdeki geri bildirimin
varligim gostermektedir. Reseptorler, insan viicudundan veya dis ortamdan gelen
uyarilari, noral aga (beyne) bilgi ileten elektriksel darbelere doniistiirmektedir. Efektorler,
sinir ag1 tarafindan iiretilen elektriksel darbeler, sistem c¢iktilar1 olarak fark edilebilir
tepkilere doniistiiriiliir (Haykin, 2008).

Yapay sinir aglari, 6zellikle sinir sistemi ve onun temel birimi olan néron dahil
olmak {izere bilgi isleme i¢in biyolojik siiregler iizerinde modellenmistir. Sinyaller,
hiicrelerin i¢i ve dis1 arasindaki potansiyel farkliliklar seklinde yayilmaktadir. Noronal
bir hiicrenin bilesenleri Sekil 3.2” de gdsterilmistir. Buradan da anlasilacag iizere bir sinir
hiicresi, hiicre gdvdesi (soma), baglantilar (sinapslar), giris (dendrit) ve c¢ikislardan
meydana gelir. Dentritler, diger noronlardan gelen sinyalleri hiicre gdvdesine veya

soma’da, hiicre kapasitans, akson tepeciginde toplanan sinyalleri biitiinlestirmektedir.



Kombine sinyal belirli bir hiicre esigini astiginda, bir sinyal, aksiyon potansiyelini, gelen
sinyallerin kombinasyonunun dogrusal olmayan bir islevi haline getirmektedir. Akson,
sinapslar yoluyla, sonraki ndronlarin dentritleriyle baglanmaktadir. Sinapslar, hiicreler
aras1 bosluklar boyunca ndrotransmiter kimyasallarin desarji yoluyla calisir ve uyarici
(bir sonraki ndronu atesleme egiliminde) veya engelleyici (bir sonraki ndronun

ateslemesini 6nleme egiliminde) olabilmektedir (Sarangapani, 2006).

uyarilar tepkiler
e

——— —— ——
Alici Sinir Agi Tepki
Sinirler SRS (Beyin) —— Sinirleri

Sekil 3.1 Biyolojik sinir sisteminin blok diyagram gdsterimi (Haykin, 2008)

Noronlar veya sinir hiicreleri, sinir sisteminin yapi taslarini olusturmaktadir. Diger
hiicrelerle benzer organizasyona ve biyokimyasal yapiya sahip olmalarina ragmen farkl
ozelliklere sahiptirler. Ayirt edici bir sekle, elektrik diirtiileri liretebilen bir dis zara ve
benzersiz bir yapiya sahiptirler. Bu biyolojik néronu: Hiicre gévdesi, dentritler ve akson
olarak ti¢ boliime ayirmak miimkiindiir (Poznyak vd., 2001).

Hiicre govdesi, hiicrenin destek fonksiyonlarini ve yapisini saglarken diger
noronlardan alinan bilgileri toplayarak islemektedir. Akson, hiicre gévdesinden uzaga
uzanir ve bilginin diger ndronlara gittigi yolu saglamaktadir. Dendritler, dallanan ve
hiicre govdesinin etrafinda giir bir aga¢ seklinde bulunan tiip benzeri uzantilardir.
Noronun gelen bilgiyi aldig1 ana yolu saglamaktadir. Aksonun kaynaginda, alinan bilgiye
yanit olarak hiicre gdvdesi tarafindan bir sinir uyarist tetiklenir; uyarti akson boyunca
ilerlemektedir. Bir aksonun baska bir néronun dendritiyle birlesme noktasina sinaps adi
verilmektedir. Burada, sinir uyarilari ile serbest birakilan kimyasal vericiler araciligiyla
nérondan ndrona bilgi iletilmektedir (Poznyak vd., 2001). Biyolojik ndron bilesenlerinin

semast Sekil 3.2” de gosterilmektedir.



baska bir
ndérondan gelen akson

. baska bir
\ ;endm ) néronun dendriti

sinaptik 4
|
bosluk Soma
t
Akson
o .
sinaptik baska bir
bosluk néronun dendriti
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Sekil 3.2 Biyolojik néron yapis1 (Fausett, 1994)

Bir yapay sinir ag1 (YSA), deneysel bilgiyi depolayabilen ve kullanima hazir hale
getirebilen biyolojik sinir aglarindan esinlenmis, biiyiik Ol¢lide paralel dagilmis bir
islemciden olusmaktadir. Beyinle bazi benzer ozellikleri vardir, 6rnegin; bilgi bir
ogrenme siireci yoluyla elde edilir; bu bilgiyi depolamak i¢in sinaptik agirliklar olarak
adlandirilan interndron baglantis1 kullanilmaktadir. Ogrenme siireci (learning process)
icin prosediir, bir 6grenme algoritmasi (learning algorithm) olarak bilinmektedir.
Fonksiyonu, dnceden belirlenmis bir hedefe ulasmak i¢in aglarin sinaptik agirliklarini
degistirmektir. Agirliklar modifikasyonu (weights modification), sinir aglar1 tasarimi ve
uygulamasi i¢in geleneksel metodu (traditional method) saglamaktadir. Noron, bir sinir
aginin ¢aligmasi i¢in temel birimdir. Yapay bir ndron semas1 Sekil 3.3’ de sunulmustur.
Bu semada ii¢ temel unsur s6z konusudur, bunlar:

1. Her bir elemanin kendi agirhig: ile karakterize edildigi bir sinapsis baglantisi
kiimesi,
ii.  Ilgili sinapsis agirh@ ile carpilan girdi sinyal bilesenlerini toplamak icin bir
toplayici (adder),
iii.  Toplayict ¢iktisin1 ndronun ¢iktisina doniistiiren dogrusal olmayan bir aktivasyon

fonksiyonudur (Poznyak vd., 2001).

Matematiksel olarak i inci néron su sekilde tanirmlanmaktadir:

n

v = Z Wijul'

Jj=1



yi = o; —p;)

Girdiyi aktivasyon fonksiyonuna azaltmak icin harici veya dis bir esik
uygulanmaktadir. Dogrusal olmayan hiicre islevi, aktivasyon islevi olarak bilinmektedir.
Aktivasyon fonksiyonlar1 uygulamalara 6zel olarak secilmistir ancak bazi genel
secenekler Cizelge 3.1° de gosterilmistir. Aktivasyon fonksiyonunun amaci, argiimanin
belirli bir degerinin altinda ¢iktinin olmadig: hiicrenin dogrusal olmayan davranigini
modellemektir. Sigmoid fonksiyonlar, —oo ve +oo arasinda sinirli degerler alan
monotonik olarak azalmayan fonksiyonlarin genel bir sinifin1 olusturmaktadir. Esik deger
veya sapma (bias) p; degistikce, etkinlestirme islevlerinin sola veya saga kaydigi not
edilmektedir. Bircok sinir aglar1 e§itim algoritmasi i¢cin geri yayilim dahil, secilen

aktivasyon fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasi i¢in ¢ (+) tiirevine ihtiya¢ duyulmaktadir

(Sarangapani, 2006).
Wil
u () .
1 No oo/l Aktivasyon
\ fonksiyonu
irig / 1
sinyalleri u, ) ’ } 0 () =P Cikt1
Wi, /'
u, ()
/
Sinaptik
agirhiklar

Sekil 3.3 Dogrusal olmayan yapay bir ndron modeli (Poznyak vd., 2001)

Verilen denklemde, u; girdinin j’inci bileseni, w;; j’inci giris bilegeninin i
noronuna baglayan agirhigi, v; toplayicinin ¢iktisini, p; esik degerini, ¢(.) dogrusal
olmayan aktivasyon fonksiyonunu, y; i noronunun ¢iktisini, ¥ yapay sinir hiicresine
gelen net girdiyi hesaplayan toplam fonksiyonu ifade etmektedir.

Noronun ¢ozmeye calistigl problemin bazi 6zelliklerini karsilamak i¢in belirli bir
transfer fonksiyonu seg¢ilmektedir. Cesitli aktivasyon fonksiyonlar1 Cizelge 3.1°de

verilmistir. Grafigi <’S”’ seklinde olan sigmoid fonksiyonu, sinir aglarinin yapiminda
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kullanilan aktivasyon fonksiyonlarmin agik ara en yaygini olmaktadir. Dogrusal ve

dogrusal olmayan davranis arasinda dereceli bir denge sergileyen kesin olarak artan bir

islev olarak tanimlanmaktadir.

Cizelge 3.1 Aktivasyon fonksiyonlar1 (Hagan, 2014)

Isim Girdi/ciktr iliskisi Simge MATLAB
e a=0 n<o0 .
Hard limit a=1 n>0 hardlim
. . o a=-1 n<o0 .
Simetrik hard limit d=41n>0 ‘ hardlims
Dogrusal a=n 74 purelin
a=0n<0
Saturating dogrusal 0=n0<n<1 / satlin
a=1 n>1
a=-1n<-1
Symmetric saturating dogrusal a=n-1<n<1 / satlins
a=1 n>1
1
Log-sigmoid = l logsi
g-s1g a=7 e gs1g
e — e N
Hiperbolik tanjant sigmoid a=—- 7C tansig
et +e™m
e 1w a=0 n<o0 / .
Pozitif dogrusal a=n 0<n poslin

Cizelge 3.2’ de Yapay Sinir Aglar1 (YSA) ile biyolojik sinir aglar1 arasindaki

benzerliklere ve karsilastirmalara yer verilmistir.

Cizelge 3.2 Biyolojik sinir ag1 ve yapay sinir ag1 karsilastirmas: (Haykin, 2008)

Biyolojik sinir ag1

Yapay sinir ag1

Sinir hiicresi (néron)
Sinaps

Dendrit

Hiicre govdesi

Akson

Islemci eleman

Sinirler aras1 baglanti agirliklar

Toplama fonksiyonu
Transfer fonksiyonu

Yapay noron ¢ikist
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3.2 Yapay Sinir Aglarinin Faydalari

Bir sinir aginin hesaplama giicti, biiyiik dl¢lide paralel dagitilmis yapisi, 6grenme
ve genelleme yetenegi yoluyla elde edilmistir. Genelleme, sinir aginin egitim (6grenme/
learning) sirasinda karsilasilmayan girdiler i¢in makul ¢iktilar {iretmesini ifade
etmektedir. Bu iki bilgi islem yetenegi, sinir aglarinin zorlu olan karmasik problemlere,
en yakin ¢oziimler bulmasini miimkiin kilmaktadir. Pratikte sinir aglar1 tek basina
calisarak ¢oziim saglayamadigindan tutarli bir sistem miihendisligi yaklagimina entegre
edilmeleri gerekmektedir. Ozel olarak ilgilenilen karmasik bir problem, bir dizi nispeten
basit goreve ayristirilir ve sinir aglarina, kendi dogal yeteneklerine uyan gorevlerin bir alt
kiimesi atanmaktadir. Bununla birlikte, insan beynini taklit eden bir bilgisayar mimarisini
insa etmeden dnce gidecek uzun bir yolun oldugunu kabul etmek 6nem tasimaktadir
(Haykin, 2008).

Sinir aglarinin 6zellikleri ve yetenekleri su sekilde 6zetlenebilmektedir:

Dogrusal Olmama: Yapay bir noron dogrusal (linear) olabildigi gibi dogrusal
olmayabilir (nonlinear). YSA’ nin en dnemli 6zelliklerinden biri de hayattaki dogrusal
olmayan yapilarida dikkate alabiliyor olmasidir. YSA’nin temel islem elemani olan hiicre
dogrusal degildir ve bu hiicrelerin biraraya gelmesiyle meydana YSA dogrusal
olmamakla birlikte biitiin aga yayilmis durumdadir. Karmasik problemlerin ¢éziimiinde
kullanilan 6nemli araglardan biri haline gelmistir (Bayir, 2006).

Dogrusal olmayan ndronlarin ara baglantili olmasindan olusan bir sinir aginin
kendisi dogrusal olmayandir. Dahasi, ag boyunca dagilmis dogrusal olmamasi
bakimindan 6zel bir tiirdiir. Dogrusallik, 6zellikle giris sinyalinin iiretilmesinden sorumlu
altta yatan fiziksel mekanizma (0rnegin, konusma sinyali) dogasi geregi dogrusal
olmamas1 6nemli bir 6zelligidir (Haykin, 2008).

Girdi-Cikt1 Esleme/ Haritalama (Mapping): Bir O6gretmenle 6grenme veya
denetimli 6grenme olarak adlandirilan popiiler bir 6grenme paradigmasi, bir dizi etiketli
(labeled) egitim oOrnegi veya gorev oOrnekleri uygulayarak bir sinir aginin sinaptik
agirliklarinin modifikasyonunu icermektedir. Her 6rnek, benzersiz bir giris sinyalinden
ve karsilik gelen bir hedef yanittan olusmaktadir. Ag, kiimeden rastgele secilen bir
ornekle sunulur ve agin sinaptik agirliklari (serbest parametreler), uygun bir istatistiksel

kritere gore giris sinyali tarafindan iiretilen agin istenen yaniti ile gercek yanit1 arasindaki
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farki en aza indirmek i¢in degistirilmektedir. Ag sinaptik agirliklarda daha fazla 6nemli
degisikligin olmadig1 sabit bir duruma ulagana kadar, agin egitimi kiimedeki bircok 6rnek
icin tekrarlanmaktadir. Daha 6nce uygulanan egitim ornekleri, egitim seansi sirasinda
yeniden uygulanabilir ancak farkli bir sirayla olmasi gerekmektedir. Boylece ag, eldeki
problem icin bir girdi-¢iktt eslesmesi/ haritalamast olusturarak o6rneklerden
ogrenilmektedir. Boyle bir yaklasim, modelden bagimsiz tahminle ilgilenen bir istatistik
dali olan, parametrik olmayan istatistiksel ¢ikarim caligmasini veya biyolojik bir bakis
acistyla tabula rasa learning’i akla getirmektedir (Geman vd., 1992). Burada ‘parametrik
olmayan’ terimi, girdi verileri i¢in istatistiksel bir model iizerinde 6nceden varsayimlarda
bulunulmadig1 gercegini belirtmek i¢in kullanilmastir.

Uyarlanabilirlik (Adaptivity): Sinir aglari, sinaptik agirliklarin1 cevreleyen
ortamdaki degisikliklere uyarlamak icin yerlesik bir yetenege sahiptir. Ozellikle, belirli
bir ortamda ¢alismak iizere egitilmis bir sinir ag1, ¢alisma ortam1 kosullarindaki kiictik
degisikliklerle basa ¢ikmak i¢in kolayca yeniden egitilebilmektedir. Ayrica, duragan
olmayan bir ortamda yani istatistiklerin zamanla degistigi bir ortamda calistiginda, bir
sinir ag1 sinaptik agirhiklarmmi  gercek zamanli olarak  degistirmek icin
tasarlanabilmektedir. Bir sinir aginin oriintii/ model siniflandirmasi, sinyal isleme ve
kontrol uygulamalar1 i¢in dogal mimarisi/ yapisi, agin uyarlanabilir yetenegi ile
birlestiginde, onu uyarlanabilir oriintii/ model siniflandirmasinda, uyarlanabilir sinyal
islemede ve uyarlanabilir kontrolde yararli bir ara¢ haline getirmektedir. Genel bir kural
olarak bir sistem ne kadar uyumlu hale getirilirse, sistemin her zaman kararli kalmasin
saglayarak sistemin duragan olmayan bir ortamda ¢alismasi gerektiginde performansinin
muhtemelen o kadar saglam (robust) olacagi sdylenebilir. Ancak, uyarlanabilirligin her
zaman saglamliga yol agmadig1 vurgulanmalidir; bunun akside séz konusudur. Ornegin,
kisa zaman sabitlerine sahip uyarlanabilir bir sistem hizla degisebilir ve bu nedenle sistem
performansinda ciddi bir bozulmaya neden olarak sahte bozulmalara yanit verme
egiliminde olabilmektedir. Uyarlanabilirligin tiim faydalarindan yararlanmak igin
sistemin temel zaman sabitleri, sistemin sahte bozulmalar1 goz ardi etmesine yetecek
kadar uzun ve yine de ortamdaki anlamli degisikliklere yanit verecek kadar kisa olmalidir;
burada agiklanan problem, kararlilik- plastisite ikilemi olarak adlandirilmaktadir

(Grossberg, 1988).
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Kanitsal Niteliginde Yamit (Evidential response): Oriintii/ pattern smiflandirmasi
baglaminda, bir sinir ag1, yalnizca hangi belirli driintiliniin secilecegi hakkinda degil, ayni
zamanda verilen karara olan giiven hakkinda da bilgi saglamak i¢in tasarlanabilmektedir.
Bu bilgi, belirsiz modelleri/ oriintiileri reddetmek ve bdylece agin siniflandirma
performansini gelistirmek i¢in kullanilabilmektedir (Haykin, 2008).

Baglamsal Bilgi (Contextual information): Bilgi, bir sinir aginin yapist ve
aktivasyon durumu ile temsil edilmektedir. Agdaki her noron, potansiyel olarak agdaki
diger tiim ndronlarin global aktivitesinden etkilenmektedir. Sonug olarak, baglamsal bilgi
dogal olarak bir sinir ag1 tarafindan ele alinmaktadir (Haykin, 2008).

Hata Toleransi: YSA birden fazla hiicrenin farkli bicimlerde baglanmasiyla
meydana gelmis olmasindan dolay: paralel dagilmis bir yapiya sahiptir ve agin sahip
oldugu bilgi, agdaki biitlin baglantilar tizerine dagilmis durumdadir. Bu sebeple, egitilmis
bir yapay sinir aginin belirli baglantilarinin ve belirli hiicrelerinin etkisiz duruma gelmesi,
agin dogru bilgi lretimini Onemli boyutta etkilemez. Bundan dolay1 geleneksel
yontemlere nazaran hatay1 tolere etme yetenegi yiiksektir (Ergezer vd., 2003).

Donanim bi¢iminde uygulanan bir sinir agi, olumsuz calisma kosullar1 altinda
performansinin dereceli diismesi anlaminda, dogas1 geregi hataya dayanikli olma veya
saglam hesaplama yetenegine sahip olma potansiyeline sahip olmaktadir. Ornegin, bir
noron veya baglanti noktalar1 hasar goriirse, saklanan bir modelin geri ¢cagrilmasi kalite
acisindan bozulur. Bununla birlikte, agda saklanan bilgilerin dagitilmis dogas1 nedeniyle,
agin toplam yamti ciddi sekilde bozulmadan O©nce hasarin kapsamli olmasi
gerekmektedir. Bu nedenle, prensipte, bir sinir agi, feci bir basarisizliktan ziyade
performansta dereceli bir bozulma sergilemektedir. Saglam hesaplama icin bazi deneysel
kanitlar vardir, ancak bu deneysel kanitlar genellikle kontrolsiiz olmaktadir. Sinir aginin
aslinda hataya dayanikli oldugundan emin olmak ve agi egitmek icin kullanilan
algoritmanin tasarlanmasinda diizeltici 6nlemlerin alinmasi gerekmektedir (Kerlirzin ve
Valet, 1993).

VLSI Uygulanabilirligi (VLSI Implementability): Bir sinir aginin biiyiik ol¢iide
paralel dogasi, onu belirli gorevlerin hesaplanmasi i¢in potansiyel olarak hizli hale
getirmektedir. Bu aym 6zellik, bir sinir agin1 biiytlik dl¢ekli tiimlesik (VLSI) teknolojisi

kullanilarak uygulamaya uygun hale getirmektedir. VLSI' nin belirli bir yararh 6zelligi,
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gergekten karmagik davraniglari oldukca hiyerarsik bir bicimde yakalamanin bir yolunu
saglamasidir (Mahowald ve Mead, 1989).

Analiz ve Tasarimda Tekdiizelik: Temel olarak, sinir aglar1 bilgi islemcileri olarak
evrensellik tasimaktadir. Bu sinir aglarinin uygulanmasini igeren tiim alanlarda aym
gosterimin kullanildigi anlaminmi tagimaktadir. Bu 6zellik kendini farkli sekillerde
gosterir:

i Noronlar, su ya da bu sekilde, tim sinir aglarinda ortak olan bir bileseni

(ingredient) temsil etmektedir.

ii. ~Bu ortaklik, sinir aglarimin farkli uygulamalarinda teorileri ve Ogrenme
algoritmalarini paylasmay1 miimkiin kilmaktadir.
iii. ~ Modiiler aglar, modiillerin sorunsuz entegrasyonu yoluyla olusturulabilmektedir.

Norobiyolojik Analoji: Bir sinir aginin tasarimi, hataya dayanikli paralel
islemenin sadece fiziksel olarak miimkiin olmadiginin ayni zamanda hizli ve giiclii
oldugunun canli kanit1 olan beyne benzetilerek (analogy) motive edilmektedir.
Norobiyologlar, ndrobiyolojik fenomenlerin yorumlanmasi i¢in bir aragtirma araci olarak
yapay sinir aglarma odaklanmislardir. Ote yandan miihendisler, geleneksel kablolu
tasarim tekniklerine dayali olanlardan daha karmasik sorunlar1 ¢6zmek i¢in yeni fikirler

bulmak i¢in nérobiyolojiye yonelmislerdir (Haykin, 2008).

3.3 Hopfield Yapay Sinir Aglari

1940’lh yillardan bu yana yapay sinir aglar1 siirekli olarak geliserek ve
cOziilemeyen problemleri ¢oziime kavusturarak ilerlemektedir. Bu sayede siirekli olarak
farkli yapay sinir ag1 modelleri liretilmektedir. Agdaki proses elemanlarinin yapilari,
aktivasyon ve toplama fonskiyonu, agin topolojisi, agda kullanilan 6grenme kurali gibi
etkenler farkli ag modellerinin olusmasini gerekli kilmaktadir (Oztemel, 2006).

Erken doénemde sinir aglaria ilginin yeniden canlanmasinin ¢ogu 1980’lerdeki
John Hopfield’in ¢alismalarina atfedilmektedir. Taninmis bir Cal Tech fizikgisi olarak
Hopfield’in taninmighigi ve bilimsel referanslari, 1960’larin ortalarindaki hype ile
kararmis olan sinir ag1 alanina yeni bir glivenilirlik kazandirmistir. Hopfield, kariyerinin
basinda 151k ve katilar arasindaki etkilesimi incelemis, daha sonra biyolojik molekiiller

arasindaki elektron transfer mekanizmasina odaklanmistir. Fizik ve matematikteki
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akademik caligmasinin biyolojideki deneyimleriyle birlestiginde, sinir aglarina verdigi
katkinin 6nemi goriilmiistiir. Yapay sinir aglarinin temeli kabul edilen Hopfield Yapay
Sinir Ag1 Modeli, Hopfield’in 1982 ve 1984’ te yazdig1 iki makalesiyle 6nem kazanmustir.
Bu makaledeki fikirlerin bir kism1 McCulloch ve Pitts’in néron modeli (McCulloch ve
Pitts, 1943), Grossberg’in eklemeli modeli (Grossberg, 1967), Kohonen (Kohonen, 1972)
ve Anderson (Anderson, 1972) gibi diger arastirmacilarin Onceki ¢alismalarina
dayanmaktadir. Hopfield’in makaleleri ¢ok okunabilirdi, bir dizi 6nemli fikri bir araya
getirerek net bir matematiksel analiz sunmustur. Buna Lyapunov kararlilik teorisinin
uygulanmasi da dahil olmustur (Hagan, 2014).

Hopfield zaman iginde karmasik, dogrusal olmayan dinamik bir sistemin
evriminden basit, yapilandirilmis bir davranisin ortaya ¢ikmasinin miimkiin oldugunu
gostermistir. Bu tiir bir dinamik davranisin olasiligi daha once baska aragtirmacilar
tarafindan ¢alisilmis ancak Hopfield’in makalesinde, tekrarlayan sinir aglarinin ortaya
cikan davranisinin temelleri ilk kez goriiniir ve ikna edici bir sekilde bir araya
getirilmistir. Hopfield’ in 1982 makalesinin etkileyici hale gelmesindeki sebepler
bunlardir (Haykin, 2008).

Hopfield, temel kabul edilen bu dinamik yapay sinir ag1 modeli i¢in pozitif deger
alan Lyapunov fonksiyonu onermistir (Forti vd., 1992). Hopfield, simetrik baglanti
matrislerinin varlig1 kosuluna dayanan bu fonksiyonun zamana bagh tiirevinin negatif
oldugunu gostermistir. Sistemin global kararliligini gosteren bu durum, denge
noktalarinin tek veya birden ¢ok oldugu konusunda bir yoruma gidememistir. Bu yorum
icin aktivasyon fonksiyonlarinin 6zellikleri ve néronlarin baglant1 katsayilarinin degeri
hakkinda bilgi sahibi olunmalidir (Dogan, 2019).

Gilintimiize kadar gelistirilen iki farkli tiirde Hopfield ag1 mevcut oldugu
goriilmektedir. Biri kesikli digeri ise siirekli olarak adlandirilmaktadir. Iki ag tiirii
arasindaki temel farklilik kesikli Hopfield aginda signum fonksiyonu kullanilirken siirekli
Hopfield aginda ise sigmoid fonksiyonun kullanilmasidir. Kesikli Hopfield ag1
cagirisimli bellek olarak kullanilmaktadir. Siirekli Hopfield agi ise optimizasyon
problemleri ¢6ziimiinde daha fazla kullanilmakta, optimizasyon algoritmasiyla
¢cOziimiiniin miimkiin olmadig1 ya da zor olan gezgin satici problemini ¢ézmektedir

(Oztemel, 2006).
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3.4 Kararhhik Kavrami ve Denge Noktasi

Calismanin konusu yapay sinir ag1 sisteminin kararliligiyla ilgili oldugundan bu
ve diger bu anlamdaki ¢alismalarin anlasilmasi i¢in kararlilik kavraminin agiklanmasi
onem tasimaktadir. Literatiirde ve konuyla ilgili ¢caligmalarda bahsedilen sistemlerin
kararli durumda nasil performans gosterdigi bilinmek istenmektedir. En ¢ok, agin sabit
bir ¢iktiya, yani sabit bir denge noktasina yakinsadigi durumlarla ilgilenilecektir.

Kararlilik kavramimin siirtinmeli bir bilyeli yatak ornegini iizerinden ele
alimmistir. Bir yer¢ekimi alaninda siirtiinmeli bir bilyeli yatagin hareketi izerinden Sekil
3.4 (a)’ da gosterildigi gibi, bir olugun dibine (a noktasi) bilyeli yatak yerlestirilmistir.
Yatak farkli bir konuma dogru hareket ettirildiginde oluk i¢inde ileri geri sanilim
yapacaktir. Fakat siirtinme sebebiyle salinimin sonunda bilye olugun dibine
yerlesecektir. Sonraki boliimlerde matematiksel olarak ifade edilecek bu konuma
asimptotik olarak kararli nokta denilecektir. Sekil 3.4 (b) ’de diiz bir ylizeyin ortasina
yerlestirilmis bir bilye yatagi oldugu varsayilirsa: Yatak farkli bir konuma yerlestirilirse
bilye hareket etmeyecektir. Yiizeyin merkezindeki konum asimptotik olarak kararlh
degildir, ¢iinkii yatak uzaklastirilirsa bilye merkeze geri donmeyecektir. Bununla beraber,
bir anlamda sabittir. Ciinkii top merkez noktadan daha uzaga yuvarlanmayacaktir. Bu tiir
bir noktaya, Lyapunoov anlaminda kararli denilmektedir. Sekil 3.4 (c) ’de ki tigiincii
sekilde bilyeli bir rulman tepenin iistiine yerlestirilse bu bir denge noktasi olacaktir.
Ciinkii dikkatli bir sekilde konumlandirildiginda top tepenin iistiinde kalacaktir. Fakat
rulman en ufak bir bozuklukta (disturbance) yokus asag1 yuvarlanacaktir. Bu kararsiz bir

denge noktas1 demektir (Hagan, 2014).

(@) (b) (c)

Sekil 3.4 Siirtiinmeli bir bilyeli yatak
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Biiyiik cekim havzasina sahip sinir aglar1 tasarlanacak olursa Sekil 3.5 A’daki gibi
havzalardan herhangi birine yiiksek siirtlinme ile donen bir top (hiz sifir kabul edilir)
yerlestirilecek olursa top o havzada kalarak ve sonunda dibe yani kararli noktaya dogru
yolunu bulacaktir. Fakat B durumu daha karmasik bir durumdur. P noktasina siirtiinmeli
bir top yerlestirilirse sonunda hangi sabit nokta ile topun duracagi net degildir. Top P’ ye
en yakin sabit noktada durmayabilir. Belirli bir sabit nokta i¢in ¢ekim havzasinin ne kadar

biiytikliikte oldugunun belirlenmesi pek miimkiin olmayacaktir (Hegan, 2014).

Blyuk Cekim Havzas

A 4 b

Karmasik Cekim Havzasi

Sekil 3.5 Cekim havzalari

Yapay sinir aglarindaki kararlilik sistemin bir denge konumuna ulasmasi ve
buradan disar1 ¢ikmamasi durumudur. Bu durumda 6ncelik sistemin en az bir denge
noktasina sahip olmasi ve denge noktalarinin kararlilik durumuna erismesidir. Sistemlerin
kararlilig1 dendiginde genel itibariyle ayn sey ifade edilmektedir. Bir¢ok kararlilik tiirii
mevcuttur. Bunlar; global kararllik, iistel kararlilik ve tam kararlilik tiirleridir (Samls,
20006).

Nonlineer sistemlerde birden fazla denge noktas1 oldugu gibi bu denge noktalari
kararli ve kararsiz olabilmektedir (Bao ve Lee, 2007). Esitlik (3.1)’ de gosterilen sistem
(k > 0, sabit sayilar) A noktas1 sistemin ¢éziimiidiir veya denge noktasidir (Edwards ve
Penny, 2008). Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 incelendiginde sisteme ait ¢oziim egrilerinin zamana
gore davraniglarina bakilarak denge noktasinin kararliligiyla ilgili yorumlar

yapilabilmektedir.
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x(t) = —k(x—A), x(0) =x,, (k>0) (3.1
Agik ¢oziim degiskenlerin ayrilmasi ile denklem c¢oziilerek Esitlik (3.2) elde edilmistir.

dx_ X A
dt_ (x )

tdx t
= —k(x-A)dS
0 dt -fO

x(t) = A+ (x, — Ae

21_}111O x(t) = A. (3.2)

Esitlik (3.1)’ in sonuclarinin davranisi, Sekil 3.6° daki faz diyagrami ile
Ozetlenmistir. Faz diyagrami, x' in kendisinin bir fonksiyonu olarak x' teki degisimin
yoniinii (fazin1) gostermektedir. Sag taraf f(x) = —k(x —A) = k(A —x), x < A ise
pozitif, x > A ise negatiftir. Bu gozlem, x = A ¢izgisinin iizerinde baslayan ¢6ziimlerin
ve bunun altinda baslayan ¢ozlimlerin, t arttik¢a (oklarla gdsterildigi gibi) sinirlayict
x(t) = A ¢oziimiine yaklasmasina karsilik gelmektedir (Edwards ve Penny, 2008).

Esitlik 3.1 i¢in gosterilmis olan Sekil 3.6’da kullanilan faz diyagrami ig¢in
kullanilan Esitlik 3.2” deki sinir, diger tiim ¢6ziim egrilerinin, denge ¢6zliim egrisi x =

A’ ya asimptotik olarak t¢ — +oo olarak yaklastigin1 gostermektedir.

x>0 e x<0

x<0 X= xX>A

Sekil 3.6 Esitlik 3.1 i¢in faz diyagrami
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Vil

Sekil 3.7 Esitlik 3.1 i¢in ¢oziim egrileri (Edwards ve Penny, 2008)

Ornek 3.1 Matematiksel olarak ifade edilen Esitlik (3.3) sisteminin denge noktalarinin

kararlilig1 ve ¢oziim egrileri Matlab ‘dfield’ bilgisayar programa ile incelenmistir.
x=x2—-5x+4 (3.3)

Sistemin denge noktalar1 incelendiginde, sistemin iki farkli kokii bir diger ifade
ile iki farkli denge noktasinin mevcut oldugu goriilmiistiir. Matlab ‘dfield” programi
yardimiyla matematiksel ¢oziimii yapilmadan elde edilen ¢oziim egrileri Sekil 3.8’ de
gosterilmigstir. Sisteme ait egriler zamanla x =1 noktasina yaklasirken x =4
noktasindan uzaklagsmaktadir. Bu sebeple x = 1 noktas1 kararli iken x = 4 noktasi

kararsiz bir denge noktasidir.
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"4\ dfield8 Display = O X

File Edit Options View Insert Desktop Window Help N

x'=x2-5x+4

X 2F - Print

i

Cursor posmon (1.14, 7 11)

'
w
T

Quit

t

Sekil 3.8 Esitlik (3.3) sistemine ait Matlab programu ile elde edilen ¢6ziim egrileri

Ornek 3.2 Matematiksel olarak ifade edilen Esitlik (3.4) sisteminin denge noktalarinin

kararlilig1 ve ¢oziim egrileri Matlab ‘dfield’ bilgisayar programi ile incelenmistir.

X = 3x — x? (3.4)

Sistemin denge noktalar1 incelendiginde, sistemin iki farkli kokii bir diger ifade
ile iki farkli denge noktasinin mevcut oldugu goriilmiistiir. Matlab ‘dfield” programi
yardimiyla matematiksel ¢coziimii yapilmadan elde edilen ¢6ziim egrileri Sekil 3.9’ da
gosterilmigtir. Sisteme ait egriler zamanla x = 3 noktasina yaklasirken x =0
noktasindan uzaklagsmaktadir. Bu sebeple x = 3 noktas1 kararli iken x = 0 noktasi

kararsiz bir denge noktasidir.
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Sekil 3.9 Esitlik (3.4) sistemine ait Matlab programu ile elde edilen ¢oziim e
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4. MATERYAL VE YONTEM

Yapay sinir aglar1 gibi dinamik sistemlerin karalilik analizinde denge noktalarinin
kararlilig1r incelenirken ara baglanti matrisleri {izerindeki kisitlama kosullarina
dayanmaktadir. Bu sebeple YSA’ nin kararlilik analizinde matrislerin bazi tiirleri
istenilen kararlilik kosullarinin tiiretilmesinde biiyiik bir role sahiptir. Genel anlamda
YSA’ da denge noktasinin analizinde matris teorisi onemli bir arag niteligi tagimaktadir.

Bu calisma kapsaminda onem arz eden matris ve vektorlere ait bazi temel
kavramlar aciklanarak matris ve vektorlere dair sembolik gosterimlerin anlamlar1 ele
alinmustir.

Matrisler biiyiik harf ile ifade edilmistir. Ornegin P. P matrisi igin asagida ifade
edilen gosterimler kullanilmistir:

PT: P matrisinin transpozunu gdstermektedir. Bir matrisin transpozu matris
satirlarinin ve siitunlarinin yer degistirilmesi ile olusturulur. Simetrik bir P matrisi i¢in,
P = PT°dir. P~ : P matrisinin tersini gosterir. A;: Herhangi bir matrisin i. 6zdegeridir.
A;(P) : P matrisinin i. 6zdegerini ifade eder. 4,,(P) ve Ay, (P): Simetrik bir P matrisinin
en kiigiik ve en biiyiik degerlerinin ifade etmektedir. det(P): P matrisinin determinanti
olarak ifade edilir. D = diag(d;) > 0: Pozif késegen bir D matrisidir. |P|: P matrisinin
her bir elemaninin mutlak degerinin alinarak olusturuldugu bir matristir.

Vektorleri kiigiik harfle ifade edilmistir. Ornegin x veya y gibi. x;, X, ..., X,
sayilar1 x vektoriiniin bilesenleridir. x vektorii, x = (xq, x5, ..., x,,)7 ile ifade edilir ve bu
ifade siitun vektoriinii gdstermektedir. x7* de x” in evrigidir ve bir satir vektoriidiir x” =
(%1x5 ... x,) seklinde tanimlanmaistir.

Gergek sayilar1 olusturan x4, X, ..., x,, ifadeleri n-boyutlu Oklid uzay1 olarak
tanimlanir. R" ile gosterilirken tiim gercek sayilari iceren tek boyutlu Oklid uzay: ise R

ile gosterilmistir.

4.1 Matris Simiflar:

Tanim 4.1.1 (Hurwitz Matrisi ve Hurwitz Kararlilik Teoremi)

x = f(x) taniml sistemin x = 0 denge noktasi1 olsun.



_of()

p ax |x=0

Burada, P, x = f(x) sisteminin Jacobian’1 olarak isimlendirilir.

x = f(x) sisteminin orijini, P’nin tim 6zdegerlerinin gercel kisminin negatif ya da sifir
olmas1 halinde kararlidir. P’nin tiim 6zdegerlerinin reel kism1 negatif ise orijin asimptotik
kararlidir. P’nin tiim reel 6zdegerlerinin reel kismi negatif oldugunda P matrisine
kararlilik matrisi veya “Hurwitz Matrisi” denilmektedir. Eger P’nin gergel kismi1 pozitif

olan en az bir 6zdegeri var ise orijinin kararsiz olacagi sdylenir.

Ornek:

-2 1 1 1
11 -2 1 1
Pa 1 1 -2 1
1 1 1 =2

eig(P) = —3,-3,-3,—1

4.2 Vektor Normlari

R™, gercek say1 bilesenleri olan tiim n-boyutlu kolon/siitun vektorlerinin kiimesini
gosterir R™’ de bir mesafeyi tanimlamak igin, gercek sayilar kiimesi olan R iizerindeki

mutlak degerin genellestirilmesi olan norm kavrami kullanilir.

Tanim 4.2.1

R™ {izerindeki bir vektor normu, asagidaki oOzelliklere sahip R™’den R’ye bir |||

fonksiyonudur:
i. |Ix]l =0,V x€R"igin,
ii. [Ix]l =0,V x = 0ise,
iii. lax || = lalllx |,V @ € R ve x € R i¢in,

iv. lx+yll <zl +llyll, vxy e R™
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R™ deki vektor siitun/kolon vektorleridir ve bir vektor, bilesenleri cinsinden temsil

edildiginde, devrik (transpose) gosterimi kullanilmistir. Ornegin, su vektor

X1
X2
Xn

X = (x4, x5, ..., X,,) seklinde yazilmistir.

Tanim 4.2.2

X = (X1, Xp, ..., X, )t vektorii i¢in I, ve o, normlari su sekilde tanimlanir:
no.27
lIxll; = {¥iL, xi 2 ve [Ixllo = max x;.
1<isn

Bu normlarin her birinin n =1 durumunda mutlak degere diistiigli (reduce)
bilinmektedir. [, normu, x vektériiniin Oklid normu olarak adlandirilir, ¢iinkii x” in R! =
R, R? veya R®’ de olmasi durumunda orijinden olagan uzaklik kavramini (usual notion
of distance) temsil etmistir. Ornegin, x = (xy, x, x3)* vektoriiniin I, normu, (0, 0,0) ve
(x4, X2, x3) noktalarini birlestiren dogrunun (straight line) uzunlugunu vermistir.

Ornek: x = (-1, 1, —2)¢ vektdriiniin [, normunun ve [,, normunu belirlenirse:

Coziim: R3* deki : x = (—1,1, —2)" vektorii su normlara sahip oldugu sdylenebilir:
x|l = max{|—-1],1]|-2[} = 2.
Tanim 3.1° deki 6zelliklerin [, normu i¢in gegerli oldugunu gostermek kolaydir ¢iinkii

bunlar mutlak degerler icin benzer sonuglardan gelmektedir. Cok fazla ispat gerektiren

0zellik Tanim 4.2.1 de yer alan (iv)’dir. Bu durumda eger;

X = (x4, %3, e, X)) vey = (¥1, Vo, oo, V)b ise,

0 zaman,
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Ix + ylle max x; +y; < giasﬁ(lxll + i) < 1rgl,ag;llxll + {gizgllyll 1%l +

Iy lleo-

Tanim 4.2.3
Eger x = (X1, X5, ..., X)) ve y = (¥4, ¥, .., V)b, R™ de bir vektorse, x ve y arasindaki

l, ve l,, uzakliklar1 sununla tanimlanir:
n 215
lIx — yll; = {X Gi—y)?}e ve llx — yllo = 1r£1ia<>fl|xi — yil-

4.3 Dinamik YSA Kararhhk Analizi

Dogadaki sistemlerin bircogu dogalar1 geregi dogrusal degildir. Bu sistemler
dogrusal olmayan sistemler olarak tanimlanmaktadir (Vidyasagar, 2002). Dogrusal
olmayan sistemler nonlineer denklemler ile ifade edilir. Nonlineer denklemlerin
matematiksel ¢oziimlerin lineer denklemlerdeki kadar basit olmadigi bilinmektedir.

Denge noktalar1 etrafinda dogrusallastirilmis dogrusal olmayan sistemler bu
noktalarda dogrusal sistem gibi davranarak sistemin yerel kararliligini1 gostermistir. Fakat
bu yontem yetersizlik gostererek yalnizca belli bir bélge i¢in dogru sonuglar
dogurmaktadir (Samli, 2006).

Bilgi isleme problemlerinde islenecek bilginin kararli durum formunda olmasi
gerekmektedir. Yapay sinir aglarinin dinamik davranislarinda kararlilik gdstermesi,
YSA’ nin bilgi isleme problemlerinde sik kullanilmasini da saglamistir. Diger tarafta,
noronlarin zamanla degisen durumlari incelendiginde bu davranis hareketine sahip olan
yapay sinir aglarinin tasarimi, sistem dinamigi analizinin 6nemini gostermistir. Farkl
denge noktalarinin kararlilik 6zelliklerini incelemek tasarlanacak sistem igin Onem
tasimaktadir (Semerci, 2007).

Son zamanlarda dinamik yapay sinir aglarinin hizla gelisim gostermesi bir¢ok
farkli (optimizasyon ve analogdan dijitale doniistiiriicli tasarimi) problemin ¢oziimiine
uygulanisi 6nemlidir. Bu uygulamalar i¢in tasarlanmis olan yapay sinir ag1 modelinin her
harici giris vektoriiniin tek ve global asimtotik kararli bir denge noktasina yakinsamasi

onemlidir (Samli, 2006).
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Hopfield 1980’ 1i yillarda islemsel kuvvetlendiriciler kullanarak RC devresi ile
sigmoid giris-¢ikis karakteristiginde bir dinamik néron modeli sunmus daha sonra bu
model ile elektronik bir yapay sinir ag1 sistemi kurmustur. Hopfield bu sistem ile bir¢cok
optimizasyon problemini ¢ozmiistiir. Hopfield sistemin dinamik davranisini analiz etmek
icin bir Lyapunov tipi enerji fonksiyonu dnermistir. Daha sonra denge noktalariin varligi
icin birtakim gerekli goriilen simetri kosulu ve aktivasyon fonksiyonu Tstiindeki
kisitlamalarin artik gerekli olmadigini ispatlamistir. Bu sayede literatiirde Hopfield
modelinden hareketle sistem paremetlerleri {lizerinde yapilan farkli varsayimlarla

kararlilik analizi ¢alismalarina katkida bulunmustur (Semerci, 2007).

4.3.1 Denge Noktasinin Kararhhg:

Hopfield Yapay Sinir Aglar1’ nin kararlhilik analizinden 6nce denge noktasinin
kararlilik kosullarinin belirlenmesi amaciyla dogrusal olmayan dinamik sistemlerin
kararlilik teorisinden elde edilecek olan bir kisim temel sonuglar agiklanmaya

calisiimastir.

Dogrusal olmayan bir dinamik sistemden hareketle:

X () = fi(xq, x5, i) X)), i=123..,n

Sistem x = (x4, X3, ..., X,)T durum vektoriinii gosterirken, vektdr formu Esitlik
(4.3) seklinde ifade edilmistir.

f(x*) = 0 kosulunu saglayan sabit x* vektoriine bu dinamik sistemin denge
noktast denir. Genel olarak sistemin denge noktasi etrafindaki davranis ile
ilgilenilmektedir. Denge noktasi etrafindaki sistem yoriingelerinin denge noktasindan
ayrilmasi, yakinsamasi veya denge noktasi etrafinda osilasyon yapmasi gibi davranis
hareketleri incelenmektedir (Orman, 2007).

f(x) fonksiyonu Esitlik (4.1)” i sagliyorsa Lipschitz olarak adlandirilmistir.

If () = FIl < Lllx =yl 4.1
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Esitlik (4.1)’ de gosterilen L, Lipschitz sabiti olarak adlandirilmaktadir. Tim x,y € R"
degerlerini saglamaktadir.

Sistemlerin dinamik analizlerini daha basit sekilde inceleyebilmek i¢in denge
noktasi orijinde kabul edilmelidir (Samli, 2006). Bu kisimdaki amag¢ dogrusal olamayan
x = f(x) sisteminin denge noktarinin kararlilik 6zelligini incelemektir.

Asagida yer alan teoremler denge noktasinin kararlilig1 ya da asimptotik kararliligi

ile ilgilidir.
4.3.2 Asimptotik Kararhhk

Dinamik bir sistem X; bir zaman kiimesi I € R, bos olmayan bir durum uzay
kiimesi X € R", bos olmayan bir giris degeri uzay kiimesi U S R"’den olusan soyut bir
matematiksel model olarak analiz edilir, burada n ve m negatif olmayan tam sayilardir.
X elemanlar1 ¢agrilan durumlardir, U elemanlar1 giris degerleridir. Bu baglamda, su

formun dinamik bir sistemi ele alinir.

x(t) = f(t,x(@®),u(t)), x(0) = x,, Vt =0, 4.2)

burada f: TXX' XU — X, ikinci degiskendeki global Lipschitz kosulunu saglamaktadir.
0’m bos vektor oldugu yerde, eger f(t,x,0) = 0 kosulu saglaniyorsa, sabit bir X € X
vektoriiniin Esitlik (4.2)’nin denge durumu oldugu soylenir. Hiz vektorii x(t), X denge
noktasinda kaybolur ve bu nedenle x(t) = X sabit fonksiyonu Esitlik (4.2)’ nin bir
¢oztimudiir. Esitlik (4.2)’ nin iyi konumlandig1 varsayilir, yani x(0) = x, € X baslangi¢
kosulu i¢in benzersiz bir x:[0,0) —» X ¢6ziimii oldugu varsayilir ve x, X iizerindeki
normlu topolojiye gore siirekli olarak x,’ a baghdir.

Bir diger ifade ile Sekil 3.4 a’ da gosterildigi gibi bilyenin konumu (sifir hiz ile),
bilyali yatagin stirtiinmesi oldugu siirece asimptotik olarak kararlidir. Siirtiinme yoksa
konum sadece Lyapunov anlaminda kararlidir (Hagan, 2014).

Bir diger ifade ile asimptotik kararlilik denge noktasinin, komsulugundaki diger
baska yoriingelerle uzun siireli zaman limitinde ¢ekim etkisine sahip olma durumu olarak

da tanimlanabilir. Bir denge noktasi, yerel kararlilik veya global asimptotik kararlilik
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gosteriyorsa sistemin tek denge noktasi oldugu kabul edilir. Bu nedenle bir¢ok denge

noktasi olan sistemler asimptotik kararlilik sartin1 saglamamaktadir (Dogan, 2019).
4.3.3 Lyapunov Fonksiyonu ve Kararhhk

Denge noktasmin kararlilik durumunu incelemek ve bu anlamda sonuglar
cikarmak icin pozitif bir enerji fonksiyonunu tanimlanmasi ve bu fonksiyonun zamana
bagl tiirevinin incelenerek denge noktasinin karakterize edilmesidir (Dogan, 2019).

Otonom, dogrusal olmayan bir sistem gosterilirse:
X = f(x), x(0) = xy, Vt =0, (4.3)

V(x): R® — R, siirekli, tiirevi alinabilen bir fonksiyondur. V (x) fonksiyonunun

tiirevi ise V (x) ile gosterilir.

n n

. av av av
Ve =) Py SN T iy - T fy

i=1 i=1

Lyapunov enerji fonksiyonu yukaridaki sekilde ifade edilir.

Teorem 4.1

Eger V(x) negatif yar1 tammli olacak sekilde pozitif tanimli bir V(x) fonksiyonu
bulunabilirse, o zaman Esitlik (4.3) sistemi igin orijin (x = 0) icin kararhdir. Eger V (x)
negatif tanimli olacak sekilde pozitif tanimli bir V(x)fonksiyonu bulunabilirse orijin
(x = 0) igin asimptotik olarak kararlidir. Ayrica V(x) pozitif ise x = 0°da kararsizdir.
Her durumda V, sistemin bir Lyapunov fonksiyonu olarak adlandirilir.

V(x)’ i genellestirilen bir enerji fonksiyonudur. Teoremin davranisi: Bir sistemin
enerjisi siirekli azaliyorsa (V (x) negatif taniml1), sistem bu durum sonunda bir minimum
enerji durumuna yerlesecektir. Lyapunov’un fikri enerji kavraminin genellestirilmesi ile
ilgiliydi. Boylece bu teorem, enerjinin ifade edilmesinin zor oldugu veya higbir anlami
olmayan sistemlere uygulanabilecektir (Hagan, 2014).

Lyapunov kararlilig1 bir ara¢ yakit 6rnegi ile somutlastirilirsa; belli bir noktadan
hareket ederek yol boyunca ilerleyen ve yakit takviyesi yapmayan bir ara¢ oldugu

varsayilir. Aracin enerjisi, aracin deposundaki mevcut yakitla es deger oldugu varsayilir.
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Yol boyu arag ilerledik¢e aracin yakiti azalacak ve yakit tamamen tiikendiginde arag
durarak hareketsiz konuma gelecektir. Aracin durdugu bu nokta orijin olarak kabul
edilebilir, bu nokta ayni zamanda ara¢ enerjisinin sifir oldugu noktadir. Temelde
Lyapunov fonksiyonu ara¢ yakit 6rnegindeki enerji fikriyle benzerdir. Kararli olan bir
cismin hareketiyle enerjisi iligkisi Sekil 4.1° de gosterildigi gibi kurulabilir: Cismin

enerjisinin sifir (minimum) oldugu noktanin orijin olmasidir (Kadah, 2019).

4 (a(0), b(0))

Baslangi¢ noktasi

(a(?), b(t))

Hareket hali

» a

(0,0)

Denge noktasi

Sekil 4.1 Kararl bir cismin hareketi (Kadah, 2019)

4.3.4 La Salle Degismezlik Teoremi

La Salle teoreminde Lyapunov teoreminden farkli olarak, V (x) olarak tanimlanan
Lyapunov fonksiyonunun PDF olmasin1 gerektirmemektedir. PDF fonksiyonlar i¢in
radyal sinirsizlig1 kosulunu saglamak daha kolay olmaktadir. Fonksiyonun pozitif taniml
olmayis1 yeterli olmayabilmektedir (Samli, 2006).

La Salle degismezlik teorisinde, Lyapunov’un direkt metodunda gosterilenin

aksine, V(x) Lyapunov fonksiyonun tiirevi V(x)’ in negatif tanimli olmadig1 zamanlarda
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da sistemin asimptotik kararliligin1 sonuglandirma firsat1 vermektedir. Fakat bu durumun
miimkiin olmasi i¢in ilgili Lyapunov fonksiyonun tiirevinin negatif yar1 taniml yani

V(x) <0 olmas: gerekmektedir. Ve bu ilke sadece otonom sistemlerde gecerlilik

gostermektedir (Kadah, 2019).

Teorem 4.2
X = f(x) sisteminin denge noktasi x = 0 olursaV: D — R, D i¢inde ve D komsulugunda

tanimlanmus siirekli ve tiirevlenebilen bir V(x) < 0 seklinde pozitif taniml1 bir fonksiyon

varsayilacaktir.
S={xeD|V(x) =0}

olmak {izere, orijin disinda higbir ¢oziimii S kiimesinde kalmadig1 varsayildiginda, bu

durumda sistemin orijini asimptotik kararlidir.

Teorem 4.3
% = f(x) sisteminin denge noktasi x = 0’dirve V(x): R® - R,,V x € R" i¢in V (x) <
0 olan stirekli tiirevlenebilir, radyal sinirsiz ve pozitif tanimli bir fonksiyon olsun yani,

||x|| = oo oldugunda V' (x) — oo’dur.
S ={x e R*| V(x) = 0}

Sistemin orijini disinda hicbir ¢oziimii S kiimesinde kalmiyor oldugu varsayilir ise bu

durumda sistemin orijini global asimptotik kararlidir (GAS).
4.4 Hopfield YSA Modeli ve Kararhlik Analizi
Pratik bakis acisina uygun olarak John Hopfield, yapay sinir ag1 modelini bir

elektrik devresi olarak sunmustur. Siirekli zamanli Hopfield Sinir Ag1, dogrusal olmayan

amplifikatdrleri baglayan bir RC agina dayanan elektrik devresi ile tanimlanabilir (Khalil,

1996).
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Islemsel kuvvetlendirici, kapasiteler ve direngten olusan elektronik olarak
gergeklenebilen bu model, yapay sinir aglarimin ilk dinamik modeli olarak kabul
edilebilmektedir (Hopfield, 1982a).

Yapay sinir aglarinin ilk dinamik modeli kabul edilen Hopfield Yapay sinir aginin

diferansiyel denklem tanimi Esitlik (4.4)’de gosterilmistir (Hopfield, 1982b).

dx; .
il = —Cl'xi(t) + Zzzl aikfk(xk(t)) + u; L= 1,2, - (44)

dt
Esitlik (4.4)’ de gosterilen ag modeli Esitlik (4.5)’ de gdsterilen vektor-matris formunda

da temsil edilebilmektedir.
XxX=-Dx+Tg(x)+u (4.5)

Diferansiyel denklem sisteminde n noéron sayisin1 gostermektedir, x =
(x1, %2, ., Xp) T durum degiskeni vektoriinii, ¢; devre gergeklenmesindeki direng ve
kapasite degerlerinden olusan D = diag(c; > 0) seklinde tanimlanan diyagonal
matrisini, a;, (k néronundan i néronuna sinaptik giicii temsil eden ara baglant1 agirligidir)
noronlarin  agirhk  katsayilarindan ~ olusan  baglantt  matrisi, g(x) =
(f1(xp), fo(x2), ..., fu(xy))Tsiirekli olarak diferansiyellenebilir ve monotonik artan
aktivasyon fonksiyonlarin1 (noron aktivasyonlarini), u = (Ug, Uy, ..., Uy) T giris
vektorinl, T = (a;)nxn agirlik katsayilarmi belirten ara baglantt mantisini, | =
(uy, Uy, ... uy)T dis giris vektoriinii gdstermektedir.

Hopfield Sinir Agr’nin dinamiginin incelenmesi i¢in Oncesinde bir ndronun
toplamsal modeline dayanan Sekil 4.2° de gdsterilen bir néronun gecikmesiz dinamik
modeli ele alimmustir. Fiziksel terimlerle ifade edilen modelde; wj; wj,, ... wjy sinaptik
agirliklar iletkenlikleri temsil eder ve ilgili girdiler x; (t), x,(t) ... x5 (t) potansiyelleri
temsil eder ve N giris sayisidir. Bu girisler diisiik giris direnci, toplam akim kazanci
(current gain of unity) ve yiiksek cikis direnci gibi karakterize edilen bir akim toplama

baglantisina uygulanir (Haykin, 2008).
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Wi kaynag
fi(xl)[j /\/\/\/ Wit fi(x) ynag
f[ ) f[X]\A ]j‘ Dogrusal olmama Sinirsel
2 X2/t e AN Akim ZW/:}f(x,) v ¢iktilar
Sinaptik toplama @ () —Ox
girdiler f[ ]D—/\/\/\/—,I’}Iﬁ/v baglantisi
3(X3

o = 2R

Sekil 4.2 j ile etiketlenmis bir ndronun toplamsal modeli (Haykin, 2008)

Boylece akim-toplama baglanti yeri, giris akimlar1 i¢in bir toplama diigiimii islevi
gormektedir. Sekil 4.3’ deki nonlineer elemanin (aktivasyon fonksiyonu) girdi diiglimiine

dogru akan toplam akimi asagidaki gibi ifade edilir:

Z jifiC) +;

Burada, birinci (summation) terim sirasiyla wj; w,

/i2s -y Wiy sinaptik agirliklar

(iletkenler) lizerinde etki eden x;(t), x,(t) ... x5 (t) uyaranlarindan kaynaklanmakta ve
ikinci terim, harici olarak uygulanan bir bias’i temsil eden mevcut J; kaynagindan
kaynaklanmaktadir. v;(t), dogrusal olmayan aktivasyon fonksiyonunu ¢(-) girisinde

indiiklenen yerel alani gosterirken daha sonra dogrusal olmayan elemanin giris

diigiimiinden akan toplam akimi iki terimin toplami olarak ifade edilmistir.

R; 7odt

Burada birinci terim kagak direng R;'den ve ikinci terim C; kagak kapasitanstan

kaynaklanmaktadir. Kirchoff'un akim yasasindan, bir elektrik devresinin herhangi bir

diigiimiine dogru akan toplam akimin sifir oldugu bilinmektedir. Kirchoff'un mevcut
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yasasint Sekil 4.3' deki dogrusal olmayan giris diiglimiine uygulamasiyla asagidaki

denklem elde edilmektedir (Haykin, 2008).

C. dv]-(t) Vj(t) _

J " at R, S wiifi(x) +J; (4.6)

Esitlik (4.6) nin sol tarafindaki kapasitif terlmC]st’(t)blr noéron modeline

dinamik bellek eklemenin en basit yoludur. Endiiklenen yerel alan v;(t) goz Oniine

alindiginda, asagidaki dogrusal olmayan iliskiyi kullanarak j ndronunun ¢iktis1 belirlenir

(Haykin, 2008).
fi(x;) = o(;(1)) 4.7)

Esitlik (4.6) ile agiklanan RC modeli, genellikle toplamsal model olarak

adlandirilmaktadir. Bu terminoloji, modeli  wy;'

nin x;” ye bagl oldugu c¢arpimsal
modellerden ayirmak i¢in kullanilmaktadir. Esitlik (4.6) ile agiklanan toplamsal modelin
karakteristik bir 6zelligi, i ndronuna bitisik olarak j néronuna uygulanan x;(t) sinyalinin
t zamaninin yavas degisen bir fonksiyonu olmasidir. Bu sekilde aciklanan model, klasik
norodinamigin temelini olugturmaktadir (Haykin, 2008).

Her birinin Esitlik (4.6) ve Esitlik (4.7) denklemlerinde agiklanan aymi
matematiksel modele sahip oldugu varsayilan N noronun ara baglantilarindan olusan
tekrarlayan bir ag varsayilsin. Ardindan, néronlar aras1 yayilma zaman gecikmelerini g6z

ard1 ederek asagidaki birlestirilmis birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi ile

agin dinamikleri tanimlanir:

C. dv]-(t) _ _ Uj(t)
7 at R;

+ I wifi) +;, j=12,.,N (4.8)

Bu denklem sistemi, Denklem (4.2)° deki durum denklemleriyle aym
matematiksel forma sahiptir. Esitlik (4.6)’ daki terimlerin basit bir yeniden

diizenlenmesinden kaynaklanmaktadir. Noron j' nin x;(t) ¢iktisini indiiklenmis yerel

alam v;(t) ile iliskilendiren aktivasyon fonksiyonunun ¢(-) siirekli bir fonksiyon oldugu
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ve dolayisiyla t zamanina gore tiirevlenebilir oldugu varsayilir. Yaygin olarak kullanilan

bir etkinlestirme islevi, asagidaki lojistik islevdir (Haykin, 2008).
1 .
(p(Uj) = m, ] = 1,2, ,N (49)

Asagida Hopfield Sinir Agr’nin kararliligr igin literatiirde kullanilan genel H
enerji fonksiyonunun veya Lyapunov fonksiyonunun nasil elde edildigi ve kararlilik
kriterlerinin nasil tespit edildigi asama asama ifade edilmistir.

Hopfield Yapay Sinir Ag1, tek katmanli ve geri doniisiimlii bir agdir. Sekil 4.3° de
gosterildigi gibi, birgok dongiilii geri doniit sistemi olusturan, bir dizi ndrondan ve karsilik
gelen bir birim zaman gecikmelerinden olusmaktadir. Geri doniit dongiilerinin sayisi,
noronlarin sayisina esittir. Temel olarak, her bir néronun ¢iktisi, agdaki diger néronlarin
her birine bir birim zaman gecikme elemani araciligiyla geri bildirilmektedir. Tiim proses
elemanlar1 agin hem girdi hem ¢ikt1 elemanidir. Agdaki baglanti degeri enerji fonksiyonu

seklinde saklanmaktadir (Haykin, 2008).

A A A A

4

@z
<«
Noronlar  Birim-zaman
gecikme

operatorleri

Sekil 4.3 N = 4 noérondan olusan bir Hopfield aginin yapisal grafigi (Haykin, 2008)
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Bir diferansiyel denklem sisteminin kararliligini incelemek i¢in ii¢ varsayim s6z konusu
olmaktadir:
i.  Sinaptik agirliklarin matrisi simetriktir. w;; = wy; tiim i ve j degerleri igin.
ii.  Her néronun kendine ait lineer olmayan bir aktivasyon fonksiyonu vardir. Esitlik
4.4’ deki ¢;(+) kullanimi gibi.

iii.  Dogrusal olmayan aktivasyon fonksiyonunun tersi vardir.
v=¢; () (4.10)

@, (v) sigmoid fonksiyonunun kendisi asagidaki hiperbolik tanjant fonksiyonu tarafindan

tanimlanir.

__ 1-exp(-a;v)

x = @;(v) = tanh (%) (4.11)

o 1+exp(—a;v)

Esitlik (4.11)” deki sigmoid fonksiyonuna dayanarak Esitlik (4.10)” un ters ¢ikti-girdi
iligkisi agagidaki gibi ifade edilebilir:
1+x

v=g¢; 1(x)= —aiilog (ﬂ) (4.12)

Birlik kazangli (unity gain) bir néron igin ters ¢ikti-girdi iligkisinin standart bigimi

asagidaki denklemle tanimlanir:

@ 1(x) = —log (P—x) (4.13)

1+x
Esitlik (4.12) bu standart bagint1 acisindan Esitlik (4.14) gibi yeniden yazilirsa:

97 W) =197 (0) (4.14)

Standart sigmoidal dogrusal olmayanligin ¢ (v) bir grafigini Sekil 4.4 (a) gosterirken ters
dogrusal olmayanhgin ¢;"1(x)' e karsilik gelen grafigi ise Sekil 4.4 (b) de
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gosterilmektedir. Sekil 4.3 deki Hopfield Aginin enerji (Lyapunov) islevi asagidaki gibi

tanimlanir:
:_-Z 121 1 WjiX;Xj +Z] oy ijfpl‘l(x)dx— ?’zljjxj (4.15)

Esitlik (4.15) ile tanimlanan enerji fonksiyonu H, birgok minimumu olan karmasik bir
manzaraya (landscape) sahip olabilmektedir. Agin dinamikleri, bu minimumlar1 arayan
bir mekanizma tarafindan tanimlanir. Minimumlar1 géz oniinde bulundurarak, H’ yi t

zamanina gore farklilastirarak asagidaki ifade elde edilir:

% == Z?lzl <Z 1 WjiXi — o +]]) 2 (416)

x= @) v=¢ 1(x)

(@) (b)

Sekil 4.4 (a) Standart sigmoidal dogrusal olmayanligin ¢izimi, (b) Standart sigmoidal
dogrusal olmayanligin tersinin ¢izimi

Esitlik (4.16) nin sag tarafinda parantez i¢indeki miktar Esitlik (4.4) sayesinde Lj(t)
olarak tanimlanir. Boylece Esitlik (4.16) asagidaki gibi sadelestirilebilir:

an _ avj\ dx;j

at 1C ( ) dt (4.17)

v;’yi x; cinsinden tanimlayan ters iliskiyi tanimlayalim, Esitlik (4.10)” nun Esitlik (4.17)

icinde kullanilmasi su ifadeyi verecektir:
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- d j
= —TL G [T e ()] (4.18)

Sel e

j=1

Esitlik (4.5)” deki (pi‘l(xj) ters ¢ikti- girdi iligkisinin x; ¢iktisinin monoton artan bir
fonksiyonu oldugu goriilmektedir. Bu nedenle koseli parantez iginde verilen ifade

asagidaki gibi olacaktir:
d _q , ..
d—xj(pi (xj) = 0 tim x; i¢in
Ayrica parantez i¢indeki ifade su sart1 sagladigindan:

N2
(&) =0 tim x; igin.
dt

Bu nedenle, Esitlik (4.15) tanimlanan H enerji fonksiyonu icin Esitlik (4.19) sart1

saglanmaktadir:
2% <0 (her ¢ igin). (4.19)

Esitlik (4.15) tanimindan, H enerji fonksiyonunun sinirl oldugu bilinmektedir.
Buna gore asagidaki yorumda bulunulur:

Bir Hopfield aginin (Lyapunov) enerji fonksiyonu ', zamanin monoton olarak
azalan bir fonksiyonudur. Buna gore, Hopfield ag1 Lyapunov anlaminda asimptotik
olarak kararhidir; ¢ekici sabit noktalar1 (attractor fixed points), enerji fonksiyonunun
minimumlaridir ve bunun tersi de gegerlidir.

Literatiirde enerji fonksiyonunun sec¢imiyle alakali net bir taniminin olmayis,
arastirmacilarin enerji fonksiyonlarini olustururken literatiirde yer alan aday Lyapunov
fonksiyonlarini secerek veya deneme yanilma yoluyla enerji fonksiyonlarini insa etikleri

fakat bu yontemin Lyapunov kararliligin1 daha karmasik hale getirdigi ifade edilmistir.
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Calismanin odak noktasi yapay sinir agi gibi dinamik sistemlerin elektrik
devrelerine modellenmesindeki pratiklikten faydalanmaktir. Basit bir Hopfield Sinir Ag1
fiziksel olarak bir RC ve Opamp elektrik devresine benzemektedir. Hopfield Yapay Sinir
Agiile RC ve Opamp elektrik devre sistemi arasindaki benzerlikten yola ¢ikarak Hopfield
tipi yapay sinir ag1 kararlilik analizi i¢in sistemdeki fonksiyonlar fiziksel olarak
anlamlandirilmistir. Kirchhoff’un mevcut yasast yontemi sinir agina uygulanarak bir
sistem elde edilmistir. Sistemdeki kondansatorler birer depolama elemani olarak
kullanilmistir.  Direngler dagitici elemanlardir ve yiikseltecler kendilerinin giri ve
cikislar1 arasinda haritalama/esleme rolii oynamaktadir. Devre teorisinin gii¢ enerji
iligkisine dayali olarak sistem i¢in uygun olan Lyapunov ya da enerji fonksiyonu sistemin
fiziksel anlamindan hareketle olusturulmustur. Boylece sistemler i¢in olusturulmus tiim
enerji fonksiyonlar1 ya da Lyapunov fonksiyonlarinin zamana gore tiirevinin sistemde
harcanan giiclin, Esitlik (4.20)’ de gosterildigi gibi negatif degere esit oldugu

kanitlanmustir.

2
n W _

H@E)=—-Y R IF ==X ==X, G VA (4.20)

i=1%,

burada V; = R;I; ve R; = %’ dir.

Hopfield Yapay Sinir Ag1 kararlilik analizinin anlasilabilir olmasi i¢in dncesinde,
time invariant yani zamana gore degismeyen devre elemanlarindan olugsmus nonlineer
RLC ve RC devrelerinin kararlilik analizine yer verilmistir. RLC ve RC devrelerine
karsilik gelen ikinci mertebeden dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin veya bdyle
davranan sistemlerin ¢ozlimiine girmeden Lyapunov’un direkt metodu ile denge
noktasinin (sifir ¢6ziimii) kararliliginin nasil elde edildigi gdsterilmistir.

Orneklerden sonra RC ve Opamp devresi ile Hopfield Sinir Ag1 arasindaki
benzerlikten yola ¢ikilarak sinir aginin kararliligi ispat edilmistir.

Asagida yer alan orneklerin genelinde kullanilan formiiller su sekilde ifade edilmistir:

elektrik devresinde yiikiin tiirevi akimi1 ¢ = I vermektedir, kondansator gerilimi V, = %,

. . e . 1 1q? ..
direncin gerilimi Vi = IR, kondansatoriin enerjisi E;, = EC V?= Py bobinin enerjisi
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Eg = %LI 2 devrenin giicii P = VI = I?R, devrenin enerjisi w = fot Pdt, iletkenlik G =

% =Wve I, =C Z—Z = CV seklinde gosterilmektedir.

Ornek 4.1

Asagida dogrusal olmayan bir kapasitor elemanli LRC devresi Sekil 4.5 de
gosterilmigtir. ¥ >0 ve B >0 sabitlerin oldugu R = yq(t) + uq3@) kQ ile
tanimlanmaktadir. C = 1F, L ve R elemanlar1 pozitif skalerdir. g = x elektrik yiik akigin

gostermektedir.

L=1H R

q=x

| C=1F

Sekil 4.5 Dogrusal olmayan kapasitif elemanli LRC devresi

Kirchhoff gerilim kanunundan hareketle:
VL + VR + VC == 0

oldugu bilinmektedir. Sekil 4.5 deki dinamik sistem, formun bir diferansiyel denklemini

olusturmaktadir.

G+ Rq®) +yq(®) + uq3@®) = u(d).

Yukaridaki denklem yerine Esitlik (4.21) kullanilmistir.

xX=y
{)'/= —R—yx—,ux3} (4.21)

Sistem (4.21) tartistlmustir.
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Teorem 4.4:

(4.21) sistemi u(t) =0 ve y >0, u>0 durumlarinda (0,0) denge noktasinin
komsulugunda izole edigmis denge noktasidir ve kararlidir.

Ispat 4.4:

(x(t),y(t)), t = 0 i¢in (4.21)’ nin bir ¢6ztiimii olsun. (0,0) noktasi Esitlik (4.21)’ nin
degismez denge noktasidir. Esitlik (4.21) sisteminin kararhiligi ig¢in; gilic-enerji
iliskisinden depolama enerji fonksiyonu, (0,0) denge noktasinin komsulugunda su

sekilde olusturulmaktadir:

1 X
H(0) = #,(9) =337 + | G+ )
0

1 2 1 2 1 4
Hi(t) = Hi(x,y) =z +oyxt+oux

Enerji fonksiyonu (Lyapunov) (H;: R = R, ) sunu karsilar: H;(0) = 0, H;(x,y) > 0,
V(x,y) € R, ve \/x? + y? # 0. H; radyal olarak simirsizdir fakat (0,0) komsulugunda

H, pozitif tanimlidir.
Esitlik (4.21) sisteminin yoriingeleri boyunca H; (t) enerji fonksiyonunun (Lyapunov)
tiirevi asagidaki ifadeyi vermektedir:
Hi () = yy + yxx + u(x)3%
Esitlik (4.21)’ yi kullanarak asagidaki denklem elde edilmektedir:
Hy () = (—Ry +vq — ua®)y +yay + uq’y

H,(t) = —Ry? (4.22)

Esitlik (4.22), Esitlik (4.2) ile dogrulanir ve Lyapunov fonksiyonu Esitlik (4.22)’ in

zamana goOre tiirevinin sistemde harcanan giliciin negatif degerine esit oldugu
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kanitlanmistir. Dolayisiyla Esitlik (4.20) saglanmistir. Bu durumda sistemin asimptotik
olarak kararli oldugu s6ylenmektedir.

Ornek 4.2

Asagida dogrusal olmayan kapasitor elemanli bir LRC devresi Sekil 4.6° da

gosterilmistir. g = x elektrik yiik akisini temsil etmektedir. C = %F ,R=5kQvel =

1H’dir.

L=1H R

Sekil 4.6 Dogrusal olmayan kapasitif elemanli LRC devresi

Kirchhoff gerilim kanunundan hareketle:
VL + VR + VC == 0

oldugu bilinmektedir. Sekil 4.6° daki dinamik sistem asagidaki denklem formunu

olusturmaktadir.
d+5q+6g=0.

Yukaridaki denklem yerine Esitlik (4.23) kullanilmistir.

{y _ x 5=yy_ . } (4.23)

Glig-enerji iliskisinden hareketle depolama enerji fonksiyonu asagidaki sekilde

olusturulmustur:
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1
Ho(0) = 3, (x,y) = 57 + 3%

Enerji fonksiyonu (Lyapunov) (H,:R — R,) sunu karsilamaktadir: #,(0) = 0,
H,(x,y) >0, V(x,y) € R, ve \/x? + y? # 0. H, radyal olarak sinirsizdir fakat (0,0)

komsulugunda H, pozitif tanimlidir.
Esitlik (4.22)’ nin yoriingeleri boyunca H, (t) enerji fonksiyonunun tiirevi ile asagidaki

ifade elde edilmistir:
H,(t) = yy + 6yx.
Esitlik (4.23)’yi kullanarak asagidaki denklem elde edilmistir:
H,(x) = y(=5y — 6x) + 6xy
H,(x) = —5y? (4.24)
Esitlik (4.24), Esitlik (4.2) ile dogrulanir ve Lyapunov fonksiyonu Esitlik (4.24)’ iin
zamana goOre tiirevinin sistemde harcanan giliciin negatif degerine esit oldugu
kanitlanmistir. Dolayisiyla Esitlik (4.20) saglanmis olur. Bu durumda sistemin asimptotik
olarak kararli oldugu sdylenir. Yani H,, Esitlik (4.24) ’lin herhangi bir hareketi boyunca
azalan bir fonksiyondur.
Sistemin analitik ¢oziimii:
Gg+59q+6g=0

q(t) = e 3t + et

tlim q(t) = 0.
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Ornek 4.3
Asagida dogrusal olmayan bir direng eleman1 Sekil 4.7°de mevcuttur,

%> %x) esitsizligini saglayan @ ve b sabitlerinin oldugu R = ax — bg(x) kQ ile

tanimlanmaktadir. C = 1F’dir ve g = x yiikiin akigini temsil etmektedir.

Sekil 4.7 Dogrusal olmayan direngli elemanli RC devresi

Kirchhoff gerilim kanunundan hareketle:

Ve + V. =0

oldugu bilinmektedir. Sekil 4.8 deki dinamik sistem asagidaki denklem formunu

olusturmustur:

Rx +x =0.

Yukaridaki denklem yerine Esitlik (4.25) kullanilmistir.

. x
x=- ax+bg(x) (4.25)

Glig- enerji iliskisinden hareketle depolama enerji fonksiyonu asagidaki sekilde

olusturulmustur:

1
H3(t) = Hz(x) = Exz
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Enerji fonksiyonu (Lyapunov) (H;:R — R,) sunu Kkarsilar: C > 0 oldugundan

H 5 pozitif tanimli bir fonksiyondur.

Esitlik (4.25)’ nin yoriingeleri boyunca H5(t) enerji fonksiyonunun tiirevi:

H(t) = xx.

Esitlik (4.24) kullanarak asagidaki ifade elde edilmistir:

. X
Hs(t) =x [— m]

}i‘?’(t) y [ax—;g(x)] x2

(4.26)

Esitlik (4.26), Esitlik (4.2) ile dogrulanir ve Lyapunov fonksiyonu Esitlik (4.26)’ in

zamana goOre tiirevinin sistemde harcanan giliciin negatif degerine esit oldugu

kanitlanmistir. Dolayisiyla Esitlik (4.20) saglanmis olur. Bu durumda sistemin asimptotik

olarak kararli oldugu sdylenebilir.
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5. BULGULAR

Bu bdliimde, zamana gore degismeyen devre elemanlarindan olusan dogrusal
olmayan RLC ve RC devresinin kararlilik analizinden hareketle; bir RC ve Opamp
devresi gibi hareket ettigi gosterilen Hopfield tipi yapay sinir agmin kararlilig:
Lyapunov’un direkt metodu kullanilarak denge noktasinin asimptotik kararlilig
gosterilmistir. Bu ¢alisma ile yapay sinir aglar1 dinamik sistemlerin matematiksel olarak
elektrik devrelerine modellenerek kararlilik analizinin yapilabilecegi gosterilmistir. Elde

edilen teorik sonuglar lineer matrisinin 6zdegerleri ile test edilerek yorumlanmustir.

5.1 Tek Noronlu ve Tek Girisli Sinir Aginin Kararhhk Analizi

Tek noronlu ve tek girigli sinir aginin modellendigi dogrusal olmayan bir RC

devresi Sekil 5.1° de verilmistir.

?
151 Rl U2 ' :
. b 'A'A% * —
L. &
g ; C 2R
, PR
. -
Sekil 5.1 Tek ndronlu ve tek girigli néron modeli
Kirchhoff akim yasasindan hareketle:
1(8) + Vin g—vz = Z_z + Cv,, (5.1)

Esitlik (5.1) elde edilir. Esitlik (5.1)’de, dis harici girdiler sifira ayarlandiginda (v;,, =
IiTL = O)



by = —=|—+—|v, (5.2)

clr, R,

Esitlik (5.2) elde edilir. Gii¢ enerji iliskisine gore yukaridaki devrenin enerji (depolama)
fonksiyonu asagidaki sekilde olusturulur:

Ha(t) = Hy(0;) = 5 C,”, (5.3)

Devrenin C parametresi pozitif bir say1 oldugundan dolayi, H, pozitif tanimli bir

fonksiyondur. Esitlik (5.3)’ilin zamana gore tiirevi alindiginda

1 1]1722_ [1 1
C

H,(t) =C '=—[—+— —+ =
4 () U,V c R, R, R, 'R,

elde edilir. Esitlik (5.3), Esitlik (4.2) ile dogrulanir ve Lyapunov fonksiyonu Esitlik (5.3)’
iin zamana gore tiirevi sistemde harcanan giiclin negatif degerine esit oldugu da
kanitlanmistir. Dolayisiyla Esitlik (4.20) saglanmis olur. Bu durumda Esitlik (5.2) tistel

ve asimptotik olarak kararhdir.

5.2 Tek Noronlu ve Cok Girisli Sinir Agimin Kararhhk Analizi

Sekil 5.2°de yapay bir sinir aginin i’ninci ndronuna ait devre modeli verilmistir.
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Ve
GIZ
V——"VMN—) ¢
G:? Ui i
Vie— AN > o ® |l> yo
Ici v [Ri
[ ]
* Ci ? Ri
[ ]
Gy
Vi @ ANV~ »

Sekil 5.2 Hopfield yapay sinir aginin i.néronuna ait dinamik devre modeli (Zurada,1992)

Elektrik devre analiz teknigi ile yukaridaki devreden Esitlik (5.4) elde edilir.

Ciai+:—i= nGi(v—w) + L), =127 (5.4)

Burada;

i
.
iii.
1v.
V.

vi.

vil.
Viii.

iX.

C; > 0, C; kapasitans1 gosterir,
Gij € Ry = [0,00), R;; <Gi), direnci ifade eder,
ij

R; > 0, direnci ifade eder,

[;(t): R > R, = [0,00) ve siirekli bir fonksyondur, I; harici bir girisi belirtir,

w; = du;/dt,

vi = 9i(W;), gi: R = (—a,a), a> 0, g; siirekli ve tiirevlenebilir monoton olarak
artan bir fonksiyondur, yani ;" > w;" ise g;(u;") > g;(w;"")’dir,

u;g;(u;) > 0, heru; # 0 ve g;(0) =0,

g (*) nonlineer bir fonksiyon olup amplifikator ¢ikisi anlamina gelmektedir,

u* = [ug*, -, u,*]T € R®, sistem (5.4) igin bir denge noktas1 olarak

tanimlanmaktadir.
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Esitlik (5.4)’tin denge ¢oziimleri; u; = 0, (i = 1, -+, n) oldugu durum sistemin dinlenme
pozisyonlarini ifade etmektedir. Sistem (5.4)’ln dis/harici girdilerini (I; = v; = 0,j =
1,---,3) sifira ayarlayarak asagidaki denklem elde edilir.

Ci‘l:l.i +Z_i = —anf GU U;.

]:

Burada;

Ciuy + R_ul = —Gy1Uy — G1oUy — Gy3uy,
1

Ciug + Grug = —GyqUy—G1U —Gy3Uy,
U = —i[G1 + G116y + Gizluy (5.5)
elde edilir. Gii¢ enerji iliskisine gore asagidaki enerji fonksiyonu olusturulur.
Hs(t) = H(w) =5 Cuy? (5.6)
Hs(t) = H(uy) = Cuy? (5.7)

Enerji fonksiyonu (Lyapunov) (H,:R — R,) karsilamaktadir. C > 0 oldugundan
Hs pozitif tanimli bir fonksiyondur.

Esitlik (5.6)’lin zamana gore tiirevi alindiginda
: . -1
Hs = Guguy = Gy C_1u1[G1 + Gy1 + Gyl
ﬂs = —[Gy + Gy1 + Gy]uy? (5.8)

elde edilir. Esitlik (5.7) ve Esitlik (5.8) kullanilarak:
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. 4
:7'[5 S _C_[Gl + Gll + GIZ + 613]:]-[5 = _AHS
1

burada
1 =206y + Guy + Gip + Gy,
olup, ve
Hy < e M,

olur. Sonug olarak, Esitlik (5.5)” in ¢6ziimii global iistel olarak kararhdir.

5.3 Cok Girisli ve Cok Cikish Sinir Ag1’nin Jacobian (")zdegerleri ve Lyapunov

Kararhhg:

Sekil 5.3°te Hopfield tipi dinamik yapay bir sinir aginin devresi verilmistir.

{ 1 I,
o t< :
@®  Direng / Kondiiktor G + G —1
Resistor / Conductor 12 | = il
Gll G21 ‘l;

Yikselteg
Amplifier
Cy % % Ry C, R,
u u
Evrimigi Yikselteg
Inverting Amplifier o 00
Vi

\£)

Sekil 5.3 Hopfield-tipi bir sinir aginin modeli (Michel vd., 1989)

Yukaridaki devreden asagidaki sistem elde edilir:
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'I:l,l' = —biui + Z;}:l Wl]g](u]) + Ul(t), = 1, e, n, (59)

burada, W;; = G;;/C;, b; = R;/C; ve U;(t) = I;(t)/C;’dir. (5.9)” un parametrelerinin ve
degiskenlerinin rolii (5.4) ile benzerdir. Sigmoidal giris-¢cikis 6zelliklerine (5.9) sahip
islemsel yiikseltecleri saglayan bir RC agma dayanan dinamik sinir aginin analog bir
uygulamasidir. Boyle bir agda, kapasitdrler depolama elemanlaridir, direngler
dagitict/yitirgen elemanlardir ve yiikseltecler kendilerinin giris ve c¢ikislar1 arasinda
eslesme/haritalama rolii oynarlar. (5.9)’ un U;(t) = 0 durumunda nitel analizi iki néron
icin yani i,j = 1,2 i¢in Xue Bin Liang’ in 2000 tarihli ¢aligmasinda yer almaktadir.
Sistem igin bir Lyapunov fonksiyon aday1 ele alinmistir fakat fonksiyonun ve tlirevinin
fiziksel anlami verilmemistir. Bu ¢alisma, Liang’ 1n 2000’11 yillarda yapmis oldugu bir
ve daha fazla néron igin fiziksel anlamlarla genisletilmistir (bkz., H, ve H,).

Sistem (5.9) icin asagidaki hipotezler kabul edilmistir:

. A; = (a;), ij=1,..nigin
trace(4;) <0, det(4;) > 0, Re(eig(Ai)) <0.
1l. Sistem (5.9) igin, tiim harici girisleri sifira ayarlanir:
U;(t) =0,U;(t), i=1,..,n.
1il. Asagidaki gibi simetrik bir a = (ai j), [,j =1,..,n matrisi vardir.

(0 i=j
aif_{aij=aji=1, l:pt]

iv. gi(xl-) = kl‘xl', ki = 1, i=1,..,n
V. bi > nki, ki = 1, i = 1, ey, N
Vi. diag(b;)) =n,i =1,..,n.

Bu tanimlamalar ile sonucu ifade edilebilecek ve ispatlanacak duruma gelinmistir.
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Teorem 5.1

Eger yukaridaki hipotezler saglanirsa, sistem (5.9)” un denge noktasi u = 0 tiim néronlar
icin Lyapunov enerji metoduna ve Hurwitz matrisine gore global asimptotik olarak
kararlidir.

Ispat: n = 1 igin:

U =—u 5.10
1 1 (

Sistem (5.10) asagidaki A; matrisine sahiptir.

Sistem (5.10)’ un enerji fonksiyonu:
1
Sl = Eu%

dir. S; pozitif tanimli1 bir fonksiyondur. S;’ in zamana gore tiirevi:
5'1 = ulul = _u% < O, Vul € R 1(;11’1
dir. Sistem (5.10) Lyapunov metoduna gore kararlidir. Ayrica, sistem (5.10)’ un matris

ozellikleri arastirildiginda:
trace(A;) = —1,det(4;) = -1 < 0,eig(4;) = —1

elde edilir. Burada eig(A4;) < 0 oldugu igin Sistem (5.10) lineer asimptotik olarak da

kararhidir.
n = 2 icin:

{111 = —Zul + U,

112 =u — ZuZ (511)

Sistem (5.11) elde edilir. Sistem (5.11) asagidaki A, matrisine sahiptir.
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A, = [‘f _12]

Sistem (5.11)” in enerji fonksiyonu:

5_1
272

2
2
u;
i=1

dir. S, pozitif taniml1 bir fonksiyondur. S, nin zamana gore tiirevi:

SZ == ul‘lll + uzuz = _Zu% + 2u1u2 - Zu%

‘dir. 2ab < a? + b? esitsizligi yukaridaki denklemde kullanildiginda ve Vu,,u, € R

i¢in
SZ = _u%_u% < 0,

‘dir. Sistem (5.11) Lyapunov metoduna gore kararlidir. Ayrica, Sistem (5.11)” in matris

ozellikleri arastirildiginda:

trace(A,) = —4, det(A,) =3 >0, eig(4,) = -3,—1
elde edilir. eig(A,) < 0 oldugu i¢in sistem (5.11) Hurwitz matrisine gore kararlidir.
n = 3 icin:

Ill = _3u1 + uz + u3
1l2 =u — SUZ + U3 (512)
113 = u1 + uz - 3u3

Sistem (5.12) elde edilir. Sistem (5.12) asagidaki A; matrisine sahiptir.
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-3 1 1
A; =1 -3 1]
1 1 -3

Sistem (5.12)’ nin enerji fonksiyonu:

1 3
i=1

dir. S pozitif tanimli bir fonksiyondur. S;’iin zamana gore tiirevi:

5'3 = ulﬂl + uzuz + u31:t3 s _SU% - Bu% - 3u§ + 2u1u2 + 2u1u3 + 2u2u3
S;=—u?—-u?—-u<0,
dir. Sistem (5.12) Lyapunov metoduna gore kararhidir. Ancak Sistem (5.12)” nin matris

ozellikleri aragtirildiginda:

trace(A3) = -9, det(43) = —16 <0, eig(43) = —4,—4,—1.
elde edilir. . eig(A3) < 0 oldugu igin Sistem (5.12) Hurwitz matrisine gore kararlidir.
n = 4 icin:

Uy = —4u; +u, +uz +uy
U, = U —4u; +uz +uy
U3 = Uy +Uy; —4Uus + Uy
Uy = Uy +Uy + U3 — 4Uy

(5.13)

Sistem (5.13) elde edilir. Sistem (5.13) asagidaki A, matrisine sahiptir:

411 1
1 o-2 11
Av=11 1 -4 1

11 1 -4

Sistem (5.13)’ {in enerji fonksiyonu:
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5_1
L)

4
2
u;
i=1

dir. S, pozitif tanimli bir fonksiyondur. S,’ilin zamana gore tiirevi:

54 = ulitl + uzuz + u3it3 + u4ll4

= —4u? — 4us — 4us — 4uj + 2uquy + 2u Uz + 2uuy + 2uyus

+ 2uyuy + 2U3zUy
Sy =—u?—us—u?—-u?<0,

dir. Sistem (5.13) Lyapunov metoduna gore kararlidir. Ancak Sistem (5.13)’ {in matris

ozellikleri arastirildiginda:
trace(4,) = =16 <0, det(A4,) = 125> 0, eig(4,) = =5,-5,-5,—1.

elde edilir. eig(A,) < 0 oldugu icin sistem (5.13) Hurwitz matrisine gore kararhdir.

n = 5 icin:

u1:_5u1+u2+u3+u4+u5
a2=u1—5u2+u3+u4+u5
‘l:l.3 = u1+u2 _SU3+u4+u5 . (514)

u4:u1+u2+u3_5u4+u5
Us = Uy + Uy + uz +uy — Sug

Sistem (5.14) elde edilir. Sistem (5.14) asagidaki A5 matrisine sahiptir:

-5 1 1 1 1
1 -5 1 1 1
As =11 1 -5 1 1|
1 1 1 -5 1
1 1 1 1 -5

56



Sistem (5.14)’ {in enerji fonksiyonu:

1 5
i=1

dir. Sg pozitif taniml1 bir fonksiyondur. Ss’in zamana gore tlirevi:

Ss = Uyl + Uylly + Uslly + Uglly + Uslls
= —5u? — 5uZ — 5u3 — 5u? — 5u? + 2u u, + 2u u; + 2u Uy
+ 2uqus + 2uyuz + 2uyuy + 2ujyus + 2uzuy + 2uzus + 2u,us
Se=—u?—u?—u—uZ-u?<0o,
dir. Sistem (5.14) Lyapunov metoduna gore kararlidir. Ancak Sistem (5.14)’ {in matris

ozellikleri arastirildiginda:

trace(As) = —20 < 0, det(Ag) = —1296 < 0, eig(4g) = —6,—6,—6,—6,—1.
elde edilir. eig(As) < 0 oldugu icin sistem (5.14) Hurwitz matrisine gore kararlidir.
n = 6 icin:

Uy = —6uy +u, +uz +uy +us + ug
Uy = Uy — 6Uy + U3 + Uy +Us +Ug
< 1%3= Uy +u, — 6uz +uy +us + ug
Uy = Uy + Uy + U3 — 6Uy + U5 +Ug
Us = Uy + Uy + Uz + Uy — OUs + Ug
\ Ug = Uy + Uy + U3z + Uy + U5 — OUg

(5.15)

Sistem (5.15) elde edilir. Sistem (5.15) asagidaki A4 matrisine sahiptir:

-6 1 1 1 1 17
1 -6 1 1 1 1
Al 1 -6 1 1 1
6 1 1 1 -6 1 1/
1 1 1 1 -6 1
L1 1 1 1 1 -6
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Sistem (5.15)’ in enerji fonksiyonu:

1 6
i=1

dir. S¢ pozitif taniml1 bir fonksiyondur. S’ nin zamana gore tiirevi:
SG = ul‘al + uz‘az + u3113 + u4it4 + u51'1,5 + u6u6
= —6u? — 6uZ — 6us — 6u? — 6ul — 6uZ + 2u u, + 2uus + 2u U,
+ 2uqUs + 2uqUg + 2UxUs + 2UnUy + 2UpUs + 2UpUg + 2UsUy
+ 2u3us + 2U3zUg + 2UuUs + 2UuUg + +2UsUg

Se=—u?—us—u?—uj—u—u<0o,

dir. Sistem (5.15) Lyapunov metoduna goére kararlidir. Ayrica sistem (5.15)’ in matris

ozellikleri aragtirildiginda:
trace(4g) = =36 < 0, det(4g) = 16807 > 0, eig(4¢) = —7,-7,-7,-7,-7,—1.

elde edilir. eig(A4¢) < 0 oldugu icin sistem (5.15) Hurwitz matrisine gore kararhdir.

n = 7 icin:

Uy = —7uy +u, +uz +uy +us +ug +uy
Uy = U — Uy + Uz Uy +Us +Ug + Uy
Uz = Uy Uy — 7Uuz + Uy +Us +Ug + Uy
A, =1 Uy =uy+uy +uz —7uy +us +ug +u; . (5.16)
Us = Uy + Uy + U3 + Uy — TUs +Ug + Uy
Ug = Uy + Uy + Uz + Uy +Us — TUg + Uy
\ U; = Uy + Uy + Uz + Uy +Us +Ug — TUy

Sistem (5.16) elde edilir. Sistem (5.16) asagidaki A, matrisine sahiptir:
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-7 1 1 1 1 1 17
1 -7 1 1 1 1 1
1 1 -7 1 1 1 1
A, =11 1 1 -7 1 1 1
1 1 1 1 -7 1 1
1 1 1 1 1 -7 1
-1 1 1 1 1 1 -7

Sistem (5.16)’ nin enerji fonksiyonu:

dir. S, pozitif taniml1 bir fonksiyondur. S, nin zamana gore tiirevi:

S7 = Uy + UyUy + Uslz + Uyl + UsUs + Uglg + U, U,

= —7u? — 7u? — 7u? — 7u? — 7u? — 7u? — 7u? + 2u u, + 2u us
+ 2uquy + 2uqus + 2uqug + 2uq Uy + 2uyuz + 2uyuy + 2uyus

+ 2uyug + 2UyUy + 2UzUy + 2UzUs + 2UsUg + 2UzUs + 2UUg

+ 2UyqUg + 2UyUs + 2UsUg + 2UsUs + 2UgUy

S, =—u?—us—u?—uj—u—-ui-u2<0,

dir. Sistem (5.16) Lyapunov metoduna gore kararlidir. Ancak Sistem (5.16)’ nin matris

ozellikleri arastirildiginda:

trace(A;) = —49 <0, det(4,) = —262140 < 0, eig(4,) =
—-8,—8,—8,—-8,—8,—8,—1.

elde edilir. eig(A;) < 0 oldugu icin sistem (5.11) Hurwitz matrisine gore kararhdir.
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n = 8 icin:

Uy = Uy — Buy +uz +uy +us +ug +u; +ug
Uz = Uy + Uy, —8uz +uy +us + ug +u; + ug
Uy = U + Uy + U3 — Buy +us +uUg +u; +ug
Us = Uy + Uy + U3 + Uy — Bug +Uug +u; +ug
Ug = Uy T+ Uy + U3 + Uy +Us — BUg +U; +Ug
U; = Uy + Uy + U3+ Uy +Us +Ug — BUy +Ug

\ Ug = Uy + Uy + Uz +Uy +Us +Ug +U; — Bug

Sistem (5.17) elde edilir. Sistem (5.17) asagidaki Ag matrisine sahiptir:

-8 1 1 1 1 1 1 17
1 -8 1 1 1 1 1 1
1 1 -8 1 1 1 1 1
1 1 1 -8 1 1 1 1
1 1 1 1 -8 1 1 1
1 1 1 1 1 -8 1 1
1 1 1 1 1 1 -8 1

-1 1 1 1 1 1 1 -8

Sistem (5.17)’ nin enerji fonksiyonu:

dir. Sg pozitif taniml1 bir fonksiyondur. Sg’ in zamana gore tiirevi:
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Uy = —8uy +uy, +uz +uy +ug+ug+u; +ug
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Sg = Uyl + Uylly + Uslly + Uglly + Uslls + Uglly + UL, + Ugllg
= —8u? — 8u? — 8u? — 8u? — 8uZ — 8uZ — 8uZ — 8ui + 2uu,
+ 2uquz + 2uquy + 2uqus + 2uug + 2uquy + 2uqug + 2u,us
+ 2uyuy + 2UyUs + 2UyUg + 2UyUs + 2UyUg + 2UsUy, + 2UsUg
+ 2U3Ug + 2UzU; + 2UzUg + 2UuUs + 2UuUg + 2UaUs + 2U UG

+ 2usug + 2UsUy + 2Ugug + 2ugus; + 2uglg

Sg=—u?—us—us—ui—ui—-ui—-uZ—-ui<o0

dir. Sistem (5.17) Lyapunov metoduna gore kararlidir. Ayrica sistem (5.17)’ nin matris

ozellikleri arastirildiginda:

trace(4g) = —64 < 0,det(Ag) = 4682969 > 0,
eig(4g) = -9,-9,-9,-9,-9,-9,-9,-1

elde edilir. . eig(Ag) < 0 oldugu i¢in. Sistem (5.17) lineer analiz olarak da kararlidir.

Yukaridaki sonuglardan hareketle; sistem (5.9) tiim ndronlar i¢in hem Lyapunov
ve hemde Hurwitz matris 0zelliklerine gore kararlidir. Bu kararlilig1 saglayan neden ise
tiim noranlar i¢in sistem (5.9)’un ilgili matrisinin diagonal olarak dominant olmasidir.
Tek noronlarda ilgili matrisin determinant1 sifirdan kiiciiktiir (detA < 0)’dir. Cift
ndronlarda ise bu determinant sifirdan biiyliktiir (detA > 0)’dur.

Sistem (5.12)’ nin matlab simiilasyonlar1 Sekil 5.4, Sekil 5.5, Sekil 5.6, ve Sekil
5.7° de gosterildigi gibidir.
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Sekil 5.4 Sistem (5.12)’nin faz portresi
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Sekil 5.5 Sistem (5.12)’ nin u; degiskeninin zamana gore davranis grafigi
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Sekil 5.6 Sistem (5.12)’ nin u,degiskeninin zamana goére davranis grafigi
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Sekil 5.7 Sistem (5.12)’ nin u; degiskeninin zamana gore davranig grafigi
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Sistem (5.12) i¢in, Lyapunov anlamindaki kararlilik ile simiilasyonlar ortiismektedirler.

Bu ortiisme asagidaki sonucu ifade etmektedir.
tlim u;(t) =0, i=1,23.

Sistem (5.12) i¢in, Lyapunov metodu ile simiilasyonlar kararlilik anlaminda ilgili Hurwitz

matrisi ile de ortiismektedir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Son yillarda yapay sinir aglarina olan ilginin artmasi ile beraber kararlilik analizi
caligmalar1 6nem kazanmistir. Bu baglamda literatiirde yapay sinir aglari ile ilgili bir¢ok
farkli makale ¢aligmalar1 ve uygulamalar1 mevcuttur. Bu denli 6nemli olan yapay sinir
aginin temelleri Hopfield’ in 1980’ lerde yaptig1 calismalara dayanmaktadir. En etkili
sinir ag1 modellerinden biri olan Hopfield tipi yapay sinir agi, Oriintii tanima ve
optimizasyondaki pratik sorunlarin ¢oziimiinde siklikla kullanilmistir. Hopfield’ n
literatiire katkilarindan biri de Lyapunov kararlilik teorisinin tekrarlayan sinir aglarinin
analizine uygulamas1 olmustur.

Yapay sinir ag1 gibi dogrusal olmayan sistemler gii¢lii kararlilik kisitlamalarina
ihtiya¢ duymustur. Bu ihtiya¢ Rus matematik¢i A. M. Lyapunov tarafindan fark edilmis,
Lyapunov sistemlerin diferansiyel denklemlerinin acik bir ¢oziimiine gerek duymadan
uygulanabilir olmasin1 Lyapunov’un Dogrudan Yontemi seklinde adlandirdigr ikinci
yontemi ile gelistirmistir. Sistemin enerjisini bir Lyapunov enerji fonksiyonu olarak
tanimlamustir.

Bir sistemin enerjisi o sistemin davranisini belirlemektedir. Bundan hareketle bu
caligmada Hopfield yapay sinir agiin bir elektrik devresi olan RC ve Opamp devresine
nasil uygulanabilecegi sunulmustur. Caligmada, sistemin fiziksel anlamindan yola
cikilarak enerji fonksiyonu elde edilmis ve sistem yoriingeleri boyunca bu enerji
fonksiyonunun tiirevinin sistemde harcanan giiciin negatif degerine esit oldugu ispat
edilmistir.

Bu c¢alismanin yapay sinir ag1 karalilik analizi ile ilgili diger ¢alismalardan farki,
literatiirde yer alan hazir Lyapunov fonksiyonu veya deneme yanilma yolu ile elde edilen
Lyapunov fonksiyonu kullanilmadan, sistemin fiziksel anlamindan yola ¢ikilarak devre
teorisinin glig-enerji iliskisine dayali olarak sistem i¢in yeni bir Lyapunov (enerji
fonksiyonu) olusturulmasidir. Yapay sinir aglar1 gibi dinamik sistemlerin matematiksel
olarak elektrik devrelerine modellenerek kararlilik analizi yapilabilecegi de
gosterilmistir. Elde edilen teorik sonuclar Hurwitz matrisinin  6zdegerleri ve

simiilasyonlarla test edilerek ¢alismanin 6nemi arttirilmastir.
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