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1. GİRİŞ 

 

 Frenet vektörleri yardımıyla bir eğriden başka bir eğri elde etme diferensiyel 

geometride ele alınan konulardan biridir. Örneğin   ’de karşılık gelen iki eğrinin 

normal vektörleri lineer bağımsız ise bu eğrilere bir bertrand eğri çifti denir (Nurkan 

vd., 2019). Bunun bir diğer örneği, bir eğrinin yay uzunluğu parametresi ile 

parametrelendirilmiş binormal vektörün integrali olarak (Choi vd. 2012, Deshmukh vd., 

2018, Nurkan vd., 2019) da tanımlanan adjoint eğridir (Arıkan vd., 2020). Adjoint 

eğriler singüleritelerin yapısına sıkı sıkıya bağlıdır. Bu nedenle Algoritmanın ana kısmi 

hedeflerinden biri bir düzlem eğrisinin tüm singülitelerini tanımlayan bir veri yapısını 

belirlemek veya denk olarak singüler olmayan bir modelin tanımını belirlemektir 

(Mňuk, 1997). 

 

 Eğriler, geometri başta olmak üzere, çeşitli bilim dallarında yaygın olarak 

kullanıldığından, birçok eğri türü ve dolayısıyla kullanım alanı ortaya çıkmıştır.    

Öklid uzayındaki eğriler teorisinin birçok önemli sonucu Monge tarafından ortaya 

çıkarılmıştır ve Darboux hareketli çatı fikrine öncülük etmiştir. Frenet ve Serret, kendi 

adlarıyla anılan hareketli çatı ile mekanik, kinematik ve diferensiyel geometride önemli 

rol oynayan özel denklemler elde etmişlerdir. Frenet-Serret çatısının tanımlanamadığı 

durumlarda, Bishop tarafından tanımlanan Bishop çatısı kullanılmıştır.    Öklid 

uzayında regüler bir eğrinin konum vektörü diğer bir eğrinin Frenet çatısı ile 

belirlenebiliyorsa, bu eğri Smarandache eğrisi olarak adlandırılmıştır (Ali, 2010). Bu 

özel eğri türü ile ilgili çalışmalar, geometrik modellemeye katkı sağlamaktadır. 

Literatürde sıklıkla çalışılan Smarandache eğrilerin bazıları aşağıdaki gibi özetlenebilir. 

 

 Solouma üç boyutlu   
  Minkowski uzayında spacelike bir M yüzeyindeki ζ 

eğrisinin eş formdaki Frenet çatısına yardımıyla eş formlu Smarandache eğrilerini 

tanıtmıştır. Ayrıca   
  deki Smarandache eğrilerinin Frenet invaryantlarını çalışmıştır 

(Solouma, 2017). Abdel-Aziz ve Saad üç boyutlu   
  Minkowski uzayında Darboux 

çatısına göre Smarandache eğrilerini incelemişlerdir (Abdel-Aziz and Saad, 2017). 

Yakut, Savaş ve Tamirci, Saban çatısına göre özel Smarandache eğrilerini tanıtmışlar ve 

De Sitter ve hiperbolik uzaylarda Smarandache eğrilerinin geodezik eğriliklerini 

incelemişlerdir. Ayrıca De Sitter ve hiperbolik uzaylarındaki Smarandache eğrileri 

arasındaki dualliğin varlığı gösterilmiştir (Yakut, Savaş and Tamirci, 2014). Solouma ve 
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Mahmoud   
  Minkowski uzayında bir   eğrisinin eş formlu Bishop çatısını 

çalışmışlardır. Bu çatıyı kullanarak,   
 'deki spacelike bir taban eğrisinin özel spacelike 

eş formlu Bishop Smarandache eğrilerini çalışmıştır (Solouma and Mahmoud, 2019). 

Al-Dayel ve Solouma, spacelike Smarandache ψ eğrilerinin   
  Minkowski uzayındaki 

μ spacelike eğrisinin Bishop çatısına göre özelliklerini incelenmiştir (Al-Dayel and 

Solouma, 2021). Altun, Cevahir ve Şenyurt uzaysal kuaterniyonik eğri ve uzaysal 

kuaterniyonik eğrinin involüt eğrisinin Frenet çatıları arasındaki ilişkiyi Darboux 

vektörü ile temel eğrinin binormal vektörü arasındaki açıyı kullanarak ifade etmişlerdir. 

Ayrıca, içeri involüt eğrinin Frenet vektörleri konum vektörü olarak alınmış ve elde 

edilen Smarandache eğrilerinin eğriliği ve burulmasını hesaplamışlardır (Altun, Cevahir 

ve Şenyurt, 2019). Nurkan ve Güven, üç boyutlu Öklid uzayında Smarandache eğrilerin 

integral eğrileri yardımıyla adjoint eğriler üretmişlerdir. Bu yeni adjoint eğrilerin Frenet 

çatı ile ana eğri arasında bazı bağlantılarını elde etmişlerdir. Bu eğrilerin hangi 

koşullarda genel helis ve slant helis olarak nitelendirildiği gösterilmiştir (Nurkan ve 

Güven, 2022). Turgut ve Yılmaz,   
  uzayında TB2 olarak adlandırılan Smarandache 

eğrilerin özel bir durumunu tanımlamışlardır (Turgut ve Yılmaz, 2008). Taşköprü ve 

Tosun     de Sabban çatısına göre özel Smarandache eğrilerini tanıtmışlar ve 

Smarandache eğrilerinin bazı karakterizasyonlarını ifade etmişlerdir (Taşköprü ve 

Tosun, 2012). Öztürk, Sarıkaya, Haskul ve Emir  üç boyutlu Afin uzayında bulunan bir 

   eğrisinin Smarandache eğrilerini tanıtmışlardır. Ayrıca, elde edilen her eğrinin 

Frenet çatısı arasındaki ilişkiyi vermişlerdir (Öztürk, Sarıkaya, Haskul ve Emir, 2022). 

Şenyurt, Altun ve Cevahir  Küresel göstergenin Mannheim eğrisini kullanarak Sabban 

çatısına göre özel Smarandache eğrilerini araştırmışlardır. Küresel göstergenin 

Mannheim eğrisi aracılığıyla Sabban çatısını oluşturmuşlardır (Şenyurt, Altun ve 

Cevahir, 2019). Kahraman ve Uğurlu bu çalışmada dual Darboux çatı yardımıyla bir 

birim dual kürede yatan dual Smarandache eğrileri çalışmışlardır. Dual küresel eğri ile 

onun dual Smarandache eğrisi arasındaki ilişkiyi vermişlerdir (Kahraman ve Uğurlu, 

2014). Elzawy ve Mosa,    4 boyutlu Galile uzayında Smarandache eğrilerini incelemiş 

ve   ’teki Smarandache eğrisi için Frenet-Serret değişmezlerini elde etmiştir (Elzawy 

and Mosa, 2017). Öztürk ve Koç, 3 boyutlu Minkowski uzayında spacelike yüzeydeki 

bir eğrinin Darboux çatısına göre Smarandache eğrilerini tanıtmışlardır (Öztürk ve Koç, 

2014). Şenyurt alternatif çatıya göre Darboux vektörünü ifade etmiştir. Daha sonra, 

diferensiyellenebilir bir eğri ile tanımlanan D-alternatif vektörünün küresel gösterge 
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eğrisinin Sabban çatısını oluşturmuştur (Şenyurt, 2018). Şenyurt ve Öztürk, Salkowski 

eğrisinin küresel göstergeleri yardımıyla Smarandache eğrileri Sabban çatısına göre 

tanımlamışlardır (Şenyurt ve Öztürk, 2020). 

 

 Bir adjoint eğrinin çalışmasında farklı yaklaşımlar Karacan tarafından yeniden 

incelenmiştir. Karacan bir taban eğrisi ve adjoint taban eğrisi ile normal ve binormal 

yüzeyler olarak regle yüzeyleri verdi. Daha sonra spine eğrisi bir adjoint eğri olan 

tubular yüzeyleri ortaya çıkardı (Nurkan vd., 2019). Mňuk adjoint eğriden verilen bir 

indirgenemez cebirsel düzlem eğrisinin sistemini hesaplamak için cebirsel bir yaklaşım 

tanımlamıştır (Mňuk, 1997). Bayram asimptotik, geodezik ve eğrilik çizgisi olarak 

verilen belirli bir uzay eğrisinin adjoint eğrisine sahip olan yüzeyler oluşturmuştur. 

Ayrıca regle yüzeylerin açılabilir olma koşullarını elde etmiştir (Bayram, 2020). 

Körpınar, Sazak ve Körpınar, 3 boyutlu Minkowski uzayında q- çatıya göre adjoint 

eğrilerin focal eğrilerini karakterize etmişlerdir (Korpınar, Sazak ve Korpınar, 2022). 

Çakmak ve Şahin, 3 boyutlu Öklid uzayında alternatif hareketli çatıyı kullanarak birim 

hızlı uzay eğrisinin adjoint eğrisini tanımlanmıştır (Çakmak ve Şahin, 2022).  Keskin, 

Yüksel, Karacan ve İkiz, adjoint eğrilerin paralel eğrilerinin bazı geometrik 

karakterizasyonlarını elde etmişlerdir (Keskin, Yüksel, Karacan ve İkiz, 2016). Cox ise 

Rees cebirinin bazı özelliklerini gözden geçirmiş ve hareketli eğri idealinin yapısı ve 

bunun adjoint eğrilerle ilişkisini vermiştir (Cox, 2008). Güler, 3 boyutlu Minkowski 

uzayında asimptotik geodezik ve eğrilik çizgisi olarak verilen adjoint eğriler boyunca 

kalem yüzeylerini incelemiştir (Güler, 2022). Baş, 3 boyutlu Öklid uzayında adjoint 

eğrilerin inextensible eğri akışının geometrik özelliklerini araştırmıştır. Ayrıca verilen 

eğrinin Frenet çatısını kullanarak kısmi diferansiyel denklemlerini elde etmiştir (Baş, 

2019).  

 

 Bu tez çalışmasında ilk olarak çeşitli uzaylarda adjoint ve Smarandache eğri 

ilgili literatür çalışması tekrar gözden geçirilmiştir. Daha sonra elde edilen veriler 

ışığında bu güne kadar incelenmeyen Öklid uzayında bir adjoint eğrinin Smarandache 

eğrileri Frenet çatı yardımıyla elde edilmiştir. Böylece elde edilen yeni eğrilerin 

geometrik özellikleri incelenecektir. Daha sonra bu eğrilerin şekilleri Mathematica 

programı yardımıyla çizilecektir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde çalışmada sıklıkla kullanılan temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

Tanım 2.1   boştan farklı bir cümle,   de   cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

Eğer,  

 

             

                                                       

fonksiyonu 

 

i.            için                         

ii.              için            olacak şekilde bir tek      noktası vardır. 

 

özelliklerini sağlıyorsa  ’ya   vektör uzayı ile birleşen  -boyutlu afin uzay denir. 

Burada i. ve ii. özelliklerine afin aksiyomları denir (Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Tanım 2.2  ,   vektör uzayı ile birleşen  -boyutlu afin uzay olsun.   ,   , … ,       

noktaları için {             ,              ,…,              } vektör sistemi (                 ,   vektör uzayının bir 

bazı (tabanı) ise {  ,   , …,    nokta       lisine   afin uzayında bir afin çatı 

denir. Burada    noktasına afin çatının başlangıç noktası   ,   , … ,    noktalarına da 

afin çatının uç noktaları denir (Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Teorem 2.3   ,   vektör uzayı ile birleşen   boyutlu afin uzay olsun.   afin uzayında 

belli bir       noktası tespit edildiğinde başlangıcı      noktası olan bir afin çatı 

vardır (Hacısalihoğlu, 2000). 

 

İspat: 

 ,   boyutlu bir vektör uzayı olduğundan                        sistemi    nin bir bazı olsun.  

     noktası seçildiğinde ii. aksiyomu gereğince; 

 

                     olacak şekilde bir tek      , 

                     olacak şekilde bir tek      , 
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     =               olacak şekilde bir tek        

 

noktası vardır. {                      sistemi   nin bir bazı olduğundan {             ,              , … 

,              } sistemi de   nin bir bazıdır. O halde {  ,   , … ,     sistemi başlangıç noktası 

     olan bir  ’ da bir afin çatıdır.  

 

Tanım 2.4  ,   vektör uzayı ile birleşen   boyutlu afin uzay olsun. Eğer   afin 

uzayının birleştiği   vektör uzayı bir iç çarpımı uzayı ise bu   afin uzayına Öklid uzayı 

denir. Her afin uzay bir Öklid uzayı değilken her Öklid uzayı bir afin uzayıdır 

(Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Tanım 2.5        iç çarpım uzayı ile birleşen bir Öklid uzayı ve   ,           

   olsun. Eğer                ,               ,   ,               } vektör sistemi    uzayının bir ortonormal bazı 

ise yani,                ,               ,   ,               },    nin bir bazı ve                                                 (kronecker 

deltası) ise {  ,          nokta kümesine       bir Öklid çatısı (dik çatı) denir 

(Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Uyarı 2.6 Her Öklid uzayı bir afin uzay olduğundan her Öklid çatısı da bir afin çatıdır.  

 

Tanım 2.7  

d :           ,                                       
 
    

şeklinde tanımlanan   fonksiyonuna    Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve 

         sayısına da   ile   noktaları arasındaki uzaklık denir (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Teorem 2.8     uzaklık fonksiyonu bir metriktir (Hacısalihoğlu, 2000). 

 

İspat:  

i.    ile birleşen    iç çarpım uzayında iç çarpım fonksiyonu pozitif tanımlı 

olduğundan         için       yani  

 

                            

dır. Bu durumda  
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                     ise   –               

            –       ve                      

 yazılabilir. 

 

ii.                                     

iii.                                                   dır.  

 

Bu üç özellik sağlandığından    de uzaklık fonksiyonu bir metriktir. 

 

Tanım 2.9   boyutlu Öklid uzayı    de      (             ,    (                

   için, 

             

 

   

 

şeklinde tanımlanan fonksiyona standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı denir 

(Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 2.10        boyutlu Öklid uzayı ve          için    vektörünün normu  

 

                

 

biçiminde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 2.11   bir iç çarpım uzayı olsun.            ,         0 olmak üzere bu iki vektör 

arasındaki açı  

        
     

          
 

 

eşitliği ile tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Tanım 2.12   boyutlu Öklid uzayı     de     (          ,    (                için 

Öklid vektörel çarpımı, 
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                  ,     -               ) 

 

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Tanım 2.13        boyutlu Öklid uzayı ve  ,   nin bir açık aralığı olmak üzere 

            dönüşümü diferensiyellenebilir ise      kümesine    uzayı içinde bir 

eğri denir. Ayrıca       ikilisine eğrinin koordinat komşuluğu,   alt kümesine eğrinin 

parametre aralığı ve       reel sayısına eğrinin parametresi denir (Hacısalihoğlu, 

2000). 

 

Tanım 2.14      de bir   eğrisi        koordinat komşuluğu ile verilsin.      

      nin Öklidiyen koordinat fonksiyonları            olmak üzere   

                      M eğrisinin diferansiyeli aşağıdaki gibidir, 

 

       (
   

  
 
   

  
    

     

  
) 

 

      tanjant vektörüne   eğrisinin     parametre değerine karşılık gelen      

noktasında,       koordinat komşuluğuna göre hız vektörü denir (Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Tanım 2.15      de bir   eğrisi        koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer 

     için, 

          

 

ise   eğrisi       ya göre birim hızlı eğridir denir. Bu durumda eğrinin     

parametresine yay-parametresi adı verilir (Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Tanım 2.16 Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

(Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Tanım 2.17   bir iç çarpım uzayı     olsun.   içindeki arklı her vektör çifti 

ortogonal ise  ’ye ortogonal vektör kümesi denir. Ayrıca ortogonal   kümesindeki her 

vektörün uzunluğu   ise  ’ ye ortonormal bir küme denir (Hacısalihoğlu, 2000). 
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Tanım 2.18       eğrisi       koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda 

                    sistemi lineer bağımsız ve   
   
      için:           olmak 

üzere   den elde edilen {          otonormal sistemine,   eğrisinin Serret-Frenet 

  ayaklı alanı ve       için {                ye ise     noktasındaki Serret-

Frenet   ayaklısı denir. Her bir         , ye Serret-Frenet vektörü denir.  

 

Özel hal:     özel halinde,   boyutlu Öklid uzayında Serret-Frenet   ayaklısı elde 

edilebilir. Bu özel halde;   eğrisi       koordinat komşuluğu ile verilmiş ise       yay 

parametresi olmak üzere, 

      

           

     
     

       
 

                         

 (2.1) 

 

şeklindedir. Böylece                  sistemi,      noktasında,   eğrisinin Serret-

Frenet   ayaklısıdır. Burada      vektörüne, teğet vektör alanı,      vektörüne asli 

normal vektör alanı ve      vektörüne binormal vektör alanı adı verilir (Hacısalihoğlu, 

2000). 

 

Tanım 2.19            birim hızlı regüler bir eğri olsun. Eğrinin birinci ve ikinci 

eğriliği sırasıyla              ve                    şeklinde tanımlanmak üzere 

                 Serret-Frenet çatısı için değişim formülleri aşağıdaki gibidir.  

 

                         
     

     

     
     

      

          

       

  

    
    
    

  (2.2) 

 

Birim hızlı   eğrisi için eğrisinin birinci eğriliği olan             eğrinin   

parametresine karşılık gelen noktasındaki eğriliği adını alır ve      =          şeklinde 

hesaplanır. Eğrinin birinci eğriliği teğetten sapma miktarını ölçer. Eğrinin ikinci eğriliği 

olan      skaler çarpanına ise eğrinin   parametresine karşılık gelen noktasındaki 

burulması denir. Burulma kısaca eğrinin Oskülatör düzlemden ayrılma miktarının 

ölçüsü olarak da ifade edebilir ve aşağıdaki şekilde hesaplanır, (Hacısalihoğlu, 2000), 
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. (2.3) 

 

Tanım 2.20       koordinat komşuluğu ile       eğrisi verilsin.     yay 

parametresine karşılık gelen      noktasındaki Frenet   ayaklısı {               

olsun. Buna göre  

  : I           

                              s            
              

 

şeklinde tanımlı    fonksiyonuna   eğrisinin   yinci eğrilik fonksiyonu ve     için 

      reel sayısına da      noktasında   nin   yinci eğrilik denir (Hacısalihoğlu, 

2000). 

 

Teorem 2.21       koordinat komşuluğu        eğrisi verilsin.     yay parametresi 

olmak üzere,      noktasında   yinci eğrilik fonksiyonu        ve Frenet   ayaklısı 

{               ise  

  
                       

                                                

  
                         

 

olur (Hacısalihoğlu, 2000). 
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3. ADJOİNT EĞRİNİN SMARANDACHE EĞRİLERİ 

 

Bu bölümde bir uzay eğrisinin adjoint eğrisinin Smarandache eğrileri elde 

edilecek daha sonra elde edilen eğrilerin örnekleri verilecek ve şekilleri çizilecektir. 

 

Tanım 3.1 Konum vektörü, herhangi bir   eğrisinin Frenet çatıları tarafından 

oluşturulan ve bu vektör tarafından çizilen regüler eğriye Smarandache eğrisi denir 

(Turgut ve Yılmaz, 2008). 

 

Tanım 3.2   ’te birim hızlı bir   eğrisinin      noktasındaki Frenet çatısı 

      ,      ,        olsun. O halde   eğrisinin adjoint eğrisi γ    

         
 

  
’dir. γ birim hızlı eğrisinin γ(s) noktasında Frenet çatısı 

      ,      ,        ise bu durumda  

 

     ,       ,       ve      ,        

 

dır (Nurkan, 2019). 

 

3.1      -Smarandache Eğri 

 

Tanım 3.1.1          birim hızlı adjoint eğrinin      noktasında Frenet çatısı 

      ,      ,        olsun. Bu durumda   eğrisinin     -Smarandache eğrisi 

 

     
      

 

  
                

 

dir. Tanım 3.2 göz önüne alınırsa     -Smarandache eğrisi 

 

     
       

 

  
                  

 

olarak yeniden yazılabilir. 

 

Teorem 3.1.2   ’te birim hızlı bir   eğrisinin      noktasındaki Frenet çatısı 

      ,      ,       ,  eğriliği    torsiyonu      olsun. Ayrıca   eğrisinin adjoniti 
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olan         eğrinin      noktasında Frenet çatısı       ,      ,       , eğriliği    

torsiyonu    olsun. Bu durumda     -Smarandache eğrisinin eğriliği        ve 

torsiyonu        ise sırasıyla;   

       
  

           
             

ve 

        
        

    
        

  
 
      

    
        

  
   

 
   

       
      

    
        

  
 

 

olup burada  

 

       
    

    
       

    
    

      
       

      
    

    
   

       
 +   

                
       

    

       
 +   

     
 +  

  +    (   
          

    

       
 +   

      
 )+    (     

       
  , 

      
     

     
          

    
     

             
            

    
     

  , 

        
     

    
     

   

 

dır.  

 

İspat         birim hızlı adjoint eğrinin      noktasında Frenet çatısı 

      ,      ,        olmak üzere     -Smarandache eğrisi 

 

     
    

 

  
               

 

şeklinde tanımlanır. Tanım 3.1.1 den  
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yazılır.      
        -Smarandache eğrisinin eğrilik ve torsiyonunu hesaplamak için 

  parametresine göre birinci türev alınırsa; 

 

      

   

   

  
 

 

  
                 

 

elde edilir. Burada 

 

 
      

   
    

 

olduğundan 

   

  
   

 

 
               

         

 
 

 

bulunur. Yani      
    eğrisinin teğet vektörü 

 

        
              

   
     

  

 

 

dır. Teğet vektörünün türevi alınırsa 
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olup  

       
 +   

                
       

  , 

      
 +   

     
 +  

  +    (   
          

    

      
 +   

      
 )+    (     

       
   

 

dersek       
  vektörü 

                                                     
  

  

   
     

   
                                      (3.1) 

 

olarak elde edilir. (3.1) eşitliğinin her iki yanının normu alınırsa 

 

                                               
    

  

   
     

   
   

    
    

                         (3.2) 

 

elde edilir. (3.1) ve (3.2) eşitliklerinden       
 eğrisinin asli normal vektör alanı  

 

      
 

      
 

        
  

 
              

   
    

    
    

 

 

şeklinde bulunur. Diğer taraftan 
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dir. Diğer taraftan     Smarandache eğrisinin torsiyonu bulmak için ilk olarak      
 

eğrisinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri  

 

        
  

 

  
                    

       
   

 

  
     

    +   
       

       
      

      
     

                
 

   
     

        
        

             
      

      
     

                
 

  
          

         
    

    
        

    
      

        
 

 

  
    

        
    

               
    

  

                        
       

    
          

   
    

    
  

                        
    

         
    

    
   

                 
 

  
     

        
    

         
           

     

                         
       

    
          

      
      

     

                      
      

      
           

    
         

      
      

                
 

  
      

      
       

      
    

     +   
       

       

                        
   

     
    

         
         

    
    

       

               
 

  
                   

 

elde edilir. Burada  

 

        
     

     
          

    
  , 

            
            

    
     

    

         
     

    
     

   

 

dir.       
 eğrisinin torsiyonu  
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olmak üzere 

 

       
       

        
         

 

       
         

 
  

              

 
 

  
   

      
        

       
   

    
    

    
    

 
                        

                 
  

             
 
 

  
     

    
            

    
            

       
      

    
                              

    
    

    
 
      

    
    

 
     

       
      

    
    

  

              
        

    
               

    
              

       
      

    
        

    
    

    
 
      

    
    

 
     

       
      

    
    

  

 

şeklinde elde edilir. 

 

3.2      -Smarandache Eğri 

 

Tanım 3.2.1          birim hızlı adjoint eğrisinin      noktasında Frenet çatısı 

      ,      ,        olsun. Bu durumda   eğrisinin     -Smarandache eğrisi 

 

     
      

 

  
                

 

dir. Tanım 3.2 göz önüne alınırsa     -Smarandache eğrisi 

 

      
     

 

  
               

 

olarak yeniden yazılabilir. 
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Teorem 3.2.2   ’te birim hızlı bir   eğrisinin      noktasındaki Frenet çatısı 

      ,      ,       ,  eğriliği    torsiyonu      olsun. Ayrıca   eğrisinin adjoniti 

olan         eğrinin      noktasında Frenet çatısı       ,      ,       , eğriliği    

torsiyonu    olsun. Bu durumda     -Smarandache eğrisinin eğriliği        ve 

                 ise sırasıyla;   

 

       
           

     
 

 

ve 

       
       

         
      

    
    

  
 

 
   

     
        

     

  
 

 

olup burada 

 

      
         

      
    

       
     

        
   , 

          
    

         
 , 

       
    

    
        

    
     

  , 

         
       

       
  

 

dir. 

 

İspat         birim hızlı adjoint eğrinin      noktasında Frenet çatısı 

      ,      ,        olmak üzere     -Smarandache eğrisi 

 

     
    

 

  
               

 

şeklinde tanımlanır. Tanım 3.2.1 den  
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yazılır.      
        -Smarandache eğrisinin eğrilik ve torsiyonunu hesaplamak için   

parametresine göre birinci türev alınırsa; 

 

      

   

   

  
 

 

  
          

 

elde edilir. Burada 

 
      

   
    

 

olduğundan 

   

  
   

        

 
 
       

  
 

 

bulunur. Yani      
    eğrisinin teğet vektörü 

 

        
       
        

   

 

dır. Tezin geri kalan kısmında           alınacaktır. Teğet vektörünün türevi alınırsa 

 

                                                        
  

  

     
                                               (3.3) 

 

olarak elde edilir. (3.3) eşitliğinin her iki yanının normu alınırsa 

 

                                                         
    

     
    

  

     
                                          (3.4) 

 

elde edilir. (3.3) ve (3.4) eşitliklerinden       
 eğrisinin asli normal vektör alanı  
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şeklinde bulunur. Diğer taraftan 

 

         
                 

 

                  
 

  
    

   
      

   
      

  

                   
         

        
 

 

dir. Diğer taraftan     -Smarandache eğrisinin torsiyonu bulmak için ilk olarak      
 

eğrisinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri 

 

        
  

  

  
           

        
  

  

  
     

    
               

   

                
  

  
    

      
   +              +       

               
  

  
    

      
      

                    
     

                
  

  
      

             
    

             
      

        
  

  

  
        

    
        

         
         

     
     

      

                   
    

    
       

    
          

              
    

   

                
  

  
         

    
        

         
    

           
     

      

                      
      

          
      

     

                     
    

         
           

    
      

                
  

  
         

    
         

        
    

    
        

  

                  
     

           
       

       
      

                
  

  
                  

 

elde edilir. Burada 

 

          
    

         
 , 
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  , 

         
       

       
  

 

dir.       
 eğrisinin torsiyonu  

 

  
    

    
    

  

      

       

    
         

    
        

 
      

                                           
                 

          

                                          
         

      
    

        
     

        
     

 

olmak üzere 

 

        
       

        
         

 

       
         

 
  

 

              

 
 

    
  

      
       

    
         

    
        

 
                    

      
       

   
  

                     
         

      
    

        
     

        
     

   
         

      
    

  
 
    

     
        

  
  

 

şeklinde elde edilir. 

 

3.3      -Smarandache Eğri 

 

Tanım 3.3.1          birim hızlı adjoint eğrinin      noktasında Frenet çatısı 

      ,      ,        olsun. Bu durumda   eğrisinin     -Smarandache eğrisi 

 

     
     

 

  
                

 

dir. Tanım 3.2 göz önüne alınırsa     -Smarandache eğrisi 
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olarak yeniden yazılabilir. 

 

Teorem 3.3.2   ’te birim hızlı bir   eğrisinin      noktasındaki Frenet çatısı 

      ,      ,       ,  eğriliği    torsiyonu      olsun. Ayrıca   eğrisinin adjoniti 

olan         eğrinin      noktasında Frenet çatısı       ,      ,       , eğriliği    

torsiyonu    olsun. Bu durumda     -Smarandache eğrisinin eğriliği        ve 

torsiyonu        ise sırasıyla;   

 

       
  

            
   

    
    

 
 

 

ve 

 

        
        

      
        

    
       

  
 
     

    
      

  
 

                                  
    

      
      

  
   

 

olup burada  

 

       
     

         
     

    
       

    
    

      
      

     

      
     

    
        

        
    

      
  2  

     
        

      
      

  , 

  =           
    

     
        

  , 

      
       

     
     

  , 

      
        

     
       

    
  , 

        
    

     
       

    
    

 

dır. 
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İspat         birim hızlı adjoint eğrinin      noktasında Frenet çatısı 

      ,      ,        olmak üzere     -Smarandache eğrisi 

 

     
      

 

  
                

 

şeklinde tanımlanır. Tanım 3.3.1 den  

 

     
    

 

  
                 

 

yazılır.      
        -Smarandache eğrisinin eğrilik ve torsiyonunu hesaplamak için 

  parametresine göre birinci türev alınırsa; 

 

      

   

   

  
 

 

  
                 

 

elde edilir. Burada 

 

 
      

   
    

 

olduğundan 

 

   

  
  

        

 
 

 

bulunur. Yani      
    eğrisinin teğet vektörü 

 

       
              

         
 

 

dır. Teğet vektörünün türevi alınırsa 
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olup 

 

      
     

    
        

        
  , 

     
  2  

     
        

      
      

  , 

              
    

     
        

   

 

dersek       
  vektörü 

 

                                                   
    

    
    

   
                                       (3.5) 

 

olarak elde edilir. (3.5) eşitliğinin her iki yanının normu alınırsa 

 

                                             
   

  

    
    

   
   

    
    

                         (3.6) 
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elde edilir. (3.5) ve (3.6) eşitliklerinden       
 eğrisinin asli normal vektör alanı  

 

      
 

      
 

        
  

 
              

   
    

    
 

 

 

şeklinde bulunur. Diğer taraftan 

                         
        

          
  

                                
 

    
    

    
    

    
 
 

      

       
      

   

                                    
                                         

            
    

    
 

 

 

dir. Diğer taraftan     -Smarandache eğrisinin torsiyonu bulmak için ilk olarak      
 

eğrisinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri  
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elde edilir. Burada  

 

      
       

     
     

  , 

      
        

     
       

    
  , 

        
    

     
       

    
    

 

dir.       
 eğrisinin torsiyonu  

 

  
    

    
    

  

      

       
  
    

   
    

    
        

 
  

                               
        

    
      

      
     

                                              
        

    
      

       

                                             
      

      
      

    
     

 

olmak üzere 

 

       
      

          
         

    

      

        

   
  

               

 

  
  

      
       

  
    

   
    

    
        

 
                    

      
        

   
  

              
       

      
        

    
             

    
           

      
      

    
     

         
     

    
 
      

    
    

 
     

      
  

  

 

şeklinde elde edilir. 

 

3.4        -Smarandache Eğri 

 

Tanım 3.4.1          birim hızlı adjoint eğrinin      noktasında Frenet çatısı 

                      olsun. Bu durumda   eğrisinin       -Smarandache eğrisi 
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dir. Tanım 3.2 göz önüne alınırsa       -Smarandache eğrisi 

 

       
      

 

  
                         

 

olarak yeniden yazılabilir. 

 

Teorem 3.4.2   ’te birim hızlı bir   eğrisinin      noktasındaki Frenet çatısı 

      ,      ,       ,  eğriliği    torsiyonu      olsun. Ayrıca   eğrisinin adjoniti 

olan         eğrinin      noktasında Frenet çatısı                       eğriliği    

torsiyonu    olsun. Bu durumda       -Smarandache eğrisinin eğriliği          ve 

torsiyonu        
 ise sırasıyla;   

 

         
  

                
              

 

ve 

 

        
 
                      

     
       

    
  

 
     

    
      

  

 
    

                      
    

       
  

   

 

olup burada  

 

                      
     

       
         

    
    

  

             
                      

    
    

   

                        
    

      
     

     
    

   

           
           , 

                 
     

    
        

    
     

   
    

   
 , 
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  , 

       
    

       
      

                
     

  , 

     
        

     
         

    
    

   

 

dır. 

 

İspat         birim hızlı adjoint eğrinin      noktasında Frenet çatısı 

                       olmak üzere       -Smarandache eğrisi 

 

                                                
     

 

  
                         

 

şeklinde tanımlanır. Tanım 3.4.1 den  

 

                                                 
    

 

  
                         

 

yazılır.        
          -Smarandache eğrisinin eğrilik ve torsiyonunu hesaplamak 

için   parametresine göre birinci türev alınırsa; 

 

                              
        

   

   

  
 

 

  
                      

                                                    
 

  
                      

 

elde edilir. Burada 

 

 
        

   
    

 

olduğundan 
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bulunur. Yani        
    eğrisinin teğet vektörü 

 

         
                   

                
 

 

dır. Teğet vektörünün türevi alınırsa 

 

          
  

 

   
     

       
    

        
     

    
               

    
    

                         
                                    

                           
    

       
      

        
  

    
     

       

  

                  
 

    
     

        
 
   
     

      
       

    
       

           

                            
      

      
        

     
            

   
    

                      
   

         
           

             
           

           

                      
   

       
   

        
          

        
   

      
   

    

                     
   

      
   

          
          

    , 

                 
 

    
     

        
 
   
     

   
       

       
   

       
   

       
    

                     
         

         
   

       
   

       
   

       
   

    

                     
   

       
   

       
   

       
   

         
         

    

                     
       

   
       

         
         

           
      

                         
       

         
   

       
   

         
    

                         
         

       
   

       
   

         
      

                       
             

           
       

   
       

   
    

                      
          

        
   

      
   

      
   

      
   

    

                        
          

     

 

olup 
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           , 

                 
     

    
        

    
     

   
    

   
 , 

             
     

          
    

      
    

       
   

    

 

dersek         
  vektörü 

 

                                  
    

    
    

        
                                            (3.7) 

 

olarak elde edilir. (3.7) eşitliğinin her iki yanının normu alınırsa 

 

                                 
    

  

    
    

        
                                 (3.8) 

 

elde edilir. (3.7) ve (3.8) eşitliklerinden         
 eğrisinin asli normal vektör alanı  

 

        
 

        
 

          
  

 
              

            
 

 

şeklinde bulunur. Diğer taraftan 

 

                           
                      

  

                                    
 

    
     

                   
 
      

          
      

   

                                     
                                                   

    
     

                   
 

 

dir. Diğer taraftan       -Smarandache eğrisinin torsiyonu bulmak için ilk olarak 

       
 eğrisinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında; 
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 Yukarıda elde edilen eğriler De-Sitter uzayı, Galile uzayı gibi başka uzay 

yapılarında ve farklı çatılar kullanılarak ayrıca incelenebilir. Ek olarak bu eğrilerin akış 

denklemleri araştırılabilir. 
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