—_— ﬁl‘ > —
SELQUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

T.C.
SELCUK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA ADJOINT
EGRILERIN SMARANDACHE EGRILERI

Giirkan GULCEMAL
YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dah

Subat-2023
KONYA
Her Hakki Sakhdi

SELCUK
UNIVERSITESI



TEZ BIiLDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu c¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

| hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as
required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

Imza
Giirkan GULCEMAL
Tarih: 17/02/2023



OZET

YUKSEL LiSANS TEZi

3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA ADJOINT EGRILERIN SMARANDACHE
EGRILERI

Giirkan GULCEMAL

SELCUK UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU MATEMATIK
ANABILIM DALI

Damisman: Do¢. Dr. Muhammed Talat SARIAYDIN

2023, viii+41 Sayfa

Jiiri

Prof. Dr. Faik Nejat EKMEKCI
Do¢. Dr. Muhammed Talat SARIAYDIN
Dr. Ogr. Uyesi Giillay KORU YUCEKAYA

Bu ¢aligma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim ¢alismanin giris kismudir, bu béliimde;
Oklid uzaylarinda adjoint egriler iizerine yapilan calismalar hakkinda literatiir bilgileri verildi, bu
calismanin amaci ve dzgiin degeri belirtildi. Tkinci boliimde; ¢calismada siklikla kullanilan temel tanimlar
ve teoremler verildi. Uciincii béliim ¢aligmanin orijinal kismn olup Oklid uzayinda bir adjoint egrinin
smarandache egrileri Frenet ¢ati yardimiyla elde edildi. Boylece elde edilen yeni egrilerin geometrik
Ozellikler incelendi. Daha sonra bu egrilerin sekilleri ¢izildi. Dordiincii boliim ise g¢alismanin
degerlendirme ve sonug kismina ayrildi.
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This study consists of four chapters. The first chapter is the introductory part of the study, in this
chapter; the information in the literature about the studies on adjoint curves in Euclidean space is given,
the aim and original value of this study are stated. In the second chapter; the basic definitions and
theorems that are used frequently in the study are given. In the third chapter; we obtained the
smarandache curves of a adjoint curve according to Frenet frame in Euclidean space. Thus, the geometric
properties of the new curves examined. The these curves drawn with the help of program. In the third
chapter is devoted to the evaluation and conclusion of the study.
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1. GIRIS

Frenet vektorleri yardimiyla bir egriden baska bir egri elde etme diferensiyel
geometride ele alinan konulardan biridir. Ornegin E*’de karsilik gelen iki egrinin
normal vektorleri lineer bagimsiz ise bu egrilere bir bertrand egri ¢ifti denir (Nurkan
vd., 2019). Bunun bir diger Ornegi, bir egrinin yay uzunlugu parametresi ile
parametrelendirilmis binormal vektoriin integrali olarak (Choi vd. 2012, Deshmukh vd.,
2018, Nurkan vd., 2019) da tamimlanan adjoint egridir (Arikan vd., 2020). Adjoint
egriler singiileritelerin yapisina siki sikiya baglidir. Bu nedenle Algoritmanin ana kismi
hedeflerinden biri bir diizlem egrisinin tiim singiilitelerini tanimlayan bir veri yapisini
belirlemek veya denk olarak singiiler olmayan bir modelin tanimini belirlemektir

(Miiuk, 1997).

Egriler, geometri basta olmak iizere, ¢esitli bilim dallarinda yaygin olarak
kullamildigindan, bir¢ok egri tiirii ve dolayisiyla kullamim alam ortaya c¢ikmustir. E*
Oklid uzaymdaki egriler teorisinin birgok onemli sonucu Monge tarafindan ortaya
¢ikartlmistir ve Darboux hareketli cat1 fikrine onciiliik etmistir. Frenet ve Serret, kendi
adlariyla anilan hareketli ¢at1 ile mekanik, kinematik ve diferensiyel geometride dnemli
rol oynayan 6zel denklemler elde etmislerdir. Frenet-Serret ¢atisinin tanimlanamadigi
durumlarda, Bishop tarafindan tanimlanan Bishop ¢atis1 kullanilmistir. E3 Oklid
uzayinda regiiler bir egrinin konum vektorii diger bir egrinin Frenet catist ile
belirlenebiliyorsa, bu egri Smarandache egrisi olarak adlandirilmistir (Ali, 2010). Bu
Ozel egri tirti ile ilgili ¢alismalar, geometrik modellemeye katki saglamaktadir.

Literatiirde siklikla ¢alisilan Smarandache egrilerin bazilar1 asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Solouma ii¢ boyutlu E7 Minkowski uzaymda spacelike bir M yiizeyindeki
egrisinin es formdaki Frenet c¢atisina yardimiyla es formlu Smarandache egrilerini
tanitmustir. Ayrica EZ deki Smarandache egrilerinin Frenet invaryantlarini ¢alismistir
(Solouma, 2017). Abdel-Aziz ve Saad ii¢ boyutlu E3 Minkowski uzaymda Darboux
catisina gore Smarandache egrilerini incelemislerdir (Abdel-Aziz and Saad, 2017).
Yakut, Savas ve Tamirci, Saban catisina gore 6zel Smarandache egrilerini tanitmislar ve
De Sitter ve hiperbolik uzaylarda Smarandache egrilerinin geodezik egriliklerini
incelemislerdir. Ayrica De Sitter ve hiperbolik uzaylarindaki Smarandache egrileri

arasindaki dualligin varlig1 gosterilmistir (Yakut, Savas and Tamirci, 2014). Solouma ve



Mahmoud R Minkowski uzayinda bir 7 egrisinin es formlu Bishop catisim
calismislardir. Bu catiy1 kullanarak, R3'deki spacelike bir taban egrisinin 6zel spacelike
es formlu Bishop Smarandache egrilerini ¢alismistir (Solouma and Mahmoud, 2019).
Al-Dayel ve Solouma, spacelike Smarandache v egrilerinin R Minkowski uzayindaki
u spacelike egrisinin Bishop catisina gore Ozelliklerini incelenmistir (Al-Dayel and
Solouma, 2021). Altun, Cevahir ve Senyurt uzaysal kuaterniyonik egri ve uzaysal
kuaterniyonik egrinin involiit egrisinin Frenet c¢atilari arasindaki iliskiyi Darboux
vektori ile temel egrinin binormal vektorii arasindaki agiy1 kullanarak ifade etmislerdir.
Ayrica, igeri involiit egrinin Frenet vektorleri konum vektorii olarak alinmis ve elde
edilen Smarandache egrilerinin egriligi ve burulmasini hesaplamislardir (Altun, Cevahir
ve Senyurt, 2019). Nurkan ve Giiven, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Smarandache egrilerin
integral egrileri yardimiyla adjoint egriler liretmislerdir. Bu yeni adjoint egrilerin Frenet
cat1 ile ana egri arasinda bazi baglantilarin1 elde etmislerdir. Bu egrilerin hangi
kosullarda genel helis ve slant helis olarak nitelendirildigi gosterilmistir (Nurkan ve
Giiven, 2022). Turgut ve Yilmaz, Ef uzayinda TB, olarak adlandirilan Smarandache
egrilerin 6zel bir durumunu tanimlamislardir (Turgut ve Yilmaz, 2008). Taskoprii ve
Tosun S2 de Sabban catistna gore 6zel Smarandache egrilerini tanitmiglar ve
Smarandache egrilerinin bazi karakterizasyonlarim1 ifade etmislerdir (Taskoprii ve
Tosun, 2012). Oztiirk, Sarikaya, Haskul ve Emir ii¢ boyutlu Afin uzaymda bulunan bir
C® egrisinin Smarandache egrilerini tanitmislardir. Ayrica, elde edilen her egrinin
Frenet ¢atis1 arasindaki iligkiyi vermislerdir (Oztiirk, Sarikaya, Haskul ve Emir, 2022).
Senyurt, Altun ve Cevahir Kiiresel gostergenin Mannheim egrisini kullanarak Sabban
catistna gore Ozel Smarandache egrilerini arastirmislardir. Kiiresel gostergenin
Mannheim egrisi araciliiyla Sabban catisin1 olusturmuslardir (Senyurt, Altun ve
Cevahir, 2019). Kahraman ve Ugurlu bu ¢alismada dual Darboux ¢at1 yardimiyla bir
birim dual kiirede yatan dual Smarandache egrileri ¢aligsmislardir. Dual kiiresel egri ile
onun dual Smarandache egrisi arasindaki iligkiyi vermislerdir (Kahraman ve Ugurlu,
2014). Elzawy ve Mosa, G, 4 boyutlu Galile uzayinda Smarandache egrilerini incelemis
and Mosa, 2017). Oztiirk ve Kog, 3 boyutlu Minkowski uzayinda spacelike yiizeydeki
bir egrinin Darboux catisina gére Smarandache egrilerini tanitmislardir (Oztiirk ve Kog,
2014). Senyurt alternatif catiya gére Darboux vektoriinii ifade etmistir. Daha sonra,

diferensiyellenebilir bir egri ile tanimlanan D-alternatif vektoriiniin kiiresel gosterge



egrisinin Sabban catisin1 olusturmustur (Senyurt, 2018). Senyurt ve Oztiirk, Salkowski
egrisinin kiiresel gostergeleri yardimiyla Smarandache egrileri Sabban catisina gore

tanimlamislardir (Senyurt ve Oztiirk, 2020).

Bir adjoint egrinin ¢alismasinda farkli yaklagimlar Karacan tarafindan yeniden
incelenmistir. Karacan bir taban egrisi ve adjoint taban egrisi ile normal ve binormal
yiizeyler olarak regle yiizeyleri verdi. Daha sonra spine egrisi bir adjoint egri olan
tubular yiizeyleri ortaya ¢ikardi (Nurkan vd., 2019). Mnuk adjoint egriden verilen bir
indirgenemez cebirsel diizlem egrisinin sistemini hesaplamak i¢in cebirsel bir yaklagim
tanimlamisgtir (Mnuk, 1997). Bayram asimptotik, geodezik ve egrilik ¢izgisi olarak
verilen belirli bir uzay egrisinin adjoint egrisine sahip olan yilizeyler olusturmustur.
Ayrica regle ylizeylerin agilabilir olma kosullarin1 elde etmistir (Bayram, 2020).
Korpmar, Sazak ve Korpinar, 3 boyutlu Minkowski uzayinda q- catiya gore adjoint
egrilerin focal egrilerini karakterize etmislerdir (Korpinar, Sazak ve Korpinar, 2022).
Cakmak ve Sahin, 3 boyutlu Oklid uzayinda alternatif hareketli gatiy1 kullanarak birim
hizl1 uzay egrisinin adjoint egrisini tanimlanmistir (Cakmak ve Sahin, 2022). Keskin,
Yiiksel, Karacan ve Ikiz, adjoint egrilerin paralel egrilerinin bazi geometrik
karakterizasyonlarini elde etmislerdir (Keskin, Yiiksel, Karacan ve Ikiz, 2016). Cox ise
Rees cebirinin baz1 6zelliklerini gézden gecirmis ve hareketli egri idealinin yapisi ve
bunun adjoint egrilerle iliskisini vermistir (Cox, 2008). Giiler, 3 boyutlu Minkowski
uzaymda asimptotik geodezik ve egrilik ¢izgisi olarak verilen adjoint egriler boyunca
kalem yiizeylerini incelemistir (Giiler, 2022). Bas, 3 boyutlu Oklid uzaymnda adjoint
egrilerin inextensible egri akisinin geometrik 6zelliklerini arastirmistir. Ayrica verilen
egrinin Frenet catisin1 kullanarak kismi diferansiyel denklemlerini elde etmistir (Bas,
2019).

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak cesitli uzaylarda adjoint ve Smarandache egri
ilgili literatiir ¢aligmasi tekrar gozden gecirilmistir. Daha sonra elde edilen veriler
1s1¢inda bu giine kadar incelenmeyen Oklid uzayinda bir adjoint egrinin Smarandache
egrileri Frenet cati yardimiyla elde edilmistir. Boylece elde edilen yeni egrilerin
geometrik Ozellikleri incelenecektir. Daha sonra bu egrilerin sekilleri Mathematica

programi yardimuiyla ¢izilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde ¢alismada siklikla kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamim 2.1 A bostan farkli bir ciimle, V de K cismi {izerinde bir vektdr uzayr olsun.

Eger,

fiAXA >V
(P,Q) - f(P,Q) = PQ

fonksiyonu

i. VP,QR €Aicinf(P,Q) + f(P,R) = f(P,R)
ii. VPeAVdeViginf(P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktas: vardir.

Ozelliklerini sagliyorsa A’ya V vektor uzay: ile birlesen n-boyutlu afin uzay denir.

Burada i. ve ii. 6zelliklerine afin aksiyomlar1 denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.2 A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu afin uzay olsun. Py, Py, ... , B, € A

noktalar1 icin {PyP;, PyP,,..., PyP,} vektor sistemi (PyP; € V), V vektor uzayinin bir
bazi (tabani) ise {P,, P;, ...,P,} nokta (n + 1) —lisine A afin uzayinda bir afin cati
denir. Burada P, noktasina afin ¢atinin baslangi¢ noktast Py, Py, ... , P, noktalarina da

afin ¢atinin u¢ noktalar1 denir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.3 A, V vektor uzayi ile birlesen n —boyutlu afin uzay olsun. A afin uzayinda
belli bir P, € A noktasi tespit edildiginde baslangic1 Py € A noktasi olan bir afin ¢ati
vardir (Hacisalihoglu, 2000).

Ispat:
V, n —boyutlu bir vektdr uzay1 oldugundan {o;, dy, ..., ,} sistemi V nin bir baz1 olsun.

P, € A noktasi segildiginde ii. aksiyomu geregince;

o, = PyP; olacak sekilde bir tek P; € A4,

o, = PyP, olacak sekilde bir tek P, € A4,



o,,= Py B, olacak sekilde bir tek B, € A

noktas1 vardir. {d;, dy, ..., 0} Sistemi V'nin bir bazi1 oldugundan {P,P;, PyP,, ...
, PoP, } sistemi de V nin bir bazidir. O halde {P,, P, ... , B,} sistemi baslangi¢c noktasi
P, € A olan bir A’ da bir afin ¢atidir.

Tamim 2.4 A, V vektor uzay: ile birlesen n —boyutlu afin uzay olsun. Eger A afin
uzayinin birlestigi V vektdr uzay1 bir i¢ ¢arpimi uzay1 ise bu A afin uzayma Oklid uzay:
denir. Her afin uzay bir Oklid uzay:r degilken her Oklid uzay: bir afin uzayidir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tammm 2.5 E™,R"i¢ carpim uzay1 ile birlesen bir Oklid uzay1 ve Ey, Ey, .., E, €

E™olsun. Eger {EyE;, EyE,, ... , EoE,} vektor sistemi R™ uzaymin bir ortonormal bazi

ise yani, {EoEq, EoEs, ..., EgEp}, R™"nin bir baz1 ve < EyE,, EoE, >= &;; (kronecker
deltas) ise {E,, Ej,...,E,}nokta kiimesine E™de bir Oklid catis1 (dik cat1) denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Uyan 2.6 Her Oklid uzay1 bir afin uzay oldugundan her Oklid ¢atis1 da bir afin catidr.

Tanim 2.7

d:E" XE" > R, d (x,y) = ||| = VZL 0 — x:)?
seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E™Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu ve

d(x,y) € R sayisina da x ile y noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 2000).
Teorem 2.8 E™uzaklik fonksiyonu bir metriktir (Hacisalihoglu, 2000).
Ispat:

I. [Em™ile birlesen R™i¢ ¢arpim uzayinda i¢ ¢arpim fonksiyonu pozitif taniml

oldugundan V a € R™i¢in ||a|| = 0 yani

lall = lIxyll = d(x,y) 20

dir. Bu durumda



d(x,y) = lIxyll =0 isex-y =0 = x

x = yisex-y =0ved(xy) = |5l
yazilabilir.

i d@y) = Xyl =1yl = d(,x)
i |IxZll = [xy + yZ| < [Ixyll +I[yZ[l dur.
Bu ti¢ 6zellik saglandigindan E™ de uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Tamm 2.9 n boyutlu Oklid uzayr E*de Vx = (x4, X3, ., X1 ), ¥ = V1, Y2r e, Y ) €

E™ igin,
n

< X,y > = inyi

i=1

seklinde tamimlanan fonksiyona standart i¢ carpim veya Oklid i¢ carpimi denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.10 R"™,n —boyutlu Oklid uzay1 ve ¥ € R™ igin ¥ vektoriiniin normu

1%l = V< %,% >

bi¢iminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.11 V bir i¢ carpim uzayi olsun. X, ¥ € V, X, ¥ # 0 olmak iizere bu iki vektor

arasindaki ag1
(x,y)

cos 0 = re——
121 1711

esitligi ile tantmlanir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.12 3 boyutlu Oklid uzay1 E3 de x = (x1,x5,%3), ¥ = (y1,¥2, V3 ) € E? i¢in

Oklid vektorel garpimi,



xAY = (X2Y3 — YaX3, X3Y1- Y3X1, X1Y2 — Y1X2)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.13 E", n —boyutlu Oklid uzay1 ve I, R nin bir acik aralign olmak iizere
a:1 € R - E™ doniisimii diferensiyellenebilir ise a(I) kiimesine E™ uzay1 ig¢inde bir
egri denir. Ayrica (I, a) ikilisine egrinin koordinat komsulugu, I alt kiimesine egrinin
parametre araligi ve t € [ reel sayisina egrinin parametresi denir (Hacisalihoglu,

2000).

Tamm 2.14 E"*1de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. a:1 —
E™*1 nin Oklidiyen koordinat fonksiyonlart a4, as,...,a, olmak ilizere a =

(aq, Az, ooy Aptq), a(t) € M egrisinin diferansiyeli asagidaki gibidir,

1oy — (9% 922 9an+1
a(t)_(at’at""" at)

a'(t) tanjant vektorine M egrisinin t € [ parametre degerine karsilik gelen a(t)

noktasinda, (I, @) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.15 E™*1 de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger
Vs € [ i¢in,

e’ (O]l = 1

ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda egrinin s € [

parametresine yay-parametresi adi verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.16 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tammm 2.17 V bir i¢ ¢arpim uzayr E c V olsun. E igindeki arkli her vektor ¢ifti
ortogonal ise E’ye ortogonal vektor kiimesi denir. Ayrica ortogonal E kiimesindeki her

vektoriin uzunlugu 1 ise E” ye ortonormal bir kiime denir (Hacisalihoglu, 2000).



Tammm 2.18 M c E™ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
Y={a,a,....,a™} sistemi lineer bagimsiz ve V‘(xk),k > r,i¢in: a® € S, olmak
tizere Y den elde edilen {V,....,V,} otonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet

r —ayakli alani ve m € M igin {V;(m), ....,V,.(m)} ye ise m € M noktasindaki Serret-

Frenet r —ayaklis1 denir. Her bir V;, 1 < i < r, ye Serret-Frenet vektorii denir.

Ozel hal: n = 3 dzel halinde, 3 —boyutlu Oklid uzayinda Serret-Frenet 3 —ayaklis1 elde
edilebilir. Bu 6zel halde; M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis ise s € I yay

parametresi olmak {izere,

T(s) = a'(s),
_ 4
NG) = jaen (2.1)

B(s) =T(s)AN(s)

seklindedir. Boylece {T'(s), N(s), B(s)} sistemi, a(s) noktasinda, M egrisinin Serret-
Frenet 3 —ayaklisidir. Burada T(s) vektdriine, teget vektor alani, N(s) vektoriine asli

normal vektor alan1 ve B(s) vektoriine binormal vektdr alani adi verilir (Hacisalihoglu,

2000).

Tamm 2.19 a: ] € R - E3 birim hizh regiiler bir egri olsun. Egrinin birinci ve ikinci
egriligi sirasiyla k(s) = [|T'(s)|| ve T(s) = —(B’(s), N(s)) seklinde tanimlanmak {izere
{T(s),N(s), B(s)} Serret-Frenet catis1 icin degisim formiilleri asagidaki gibidir.

T'(s) 0 kK(s) 0\ /[T(s)
N'(s) | = | —«(s) 0 (s) || N(s) (2.2)
B'(s) 0 —t(s) 0 J\B(s)

Birim hizli a egrisi i¢in egrisinin birinci egriligi olan k(s)ifadesiegrinin s
parametresine karsilik gelen noktasindaki egriligi adini alir ve k(s) = ||a”’(s)|| seklinde
hesaplanir. Egrinin birinci egriligi tegetten sapma miktarini 6lger. Egrinin ikinci egriligi
olan 7(s) skaler garpanina ise egrinin s parametresine karsilik gelen noktasindaki
burulmasi denir. Burulma kisaca egrinin Oskiilator diizlemden ayrilma miktarinin

oOl¢iisii olarak da ifade edebilir ve asagidaki sekilde hesaplanir, (Hacisalihoglu, 2000),



_ (a'()aa’ (s),a’’ (s))
lla! (s)a a’ (s)I|2

(2.3)

Tanmm 2.20 (I,a@) koordinat komsulugu ile M < E™ egrisi verilsin. s € yay
parametresine karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r —ayaklisi {V{(s),...,V,(s)}
olsun. Buna gore
kiil-R1<i<r
s ki(s) = (Vi(s), Via(5))

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i —yinci egrilik fonksiyonu ve s € [ igin
k;(s) reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i —yinci egrilik denir (Hacisalihoglu,
2000).

Teorem 2.21 (I, @) koordinat komsulugu M < E™ egrisi verilsin. s € I yay parametresi
olmak tiizere, a(s) noktasinda i —yinci egrilik fonksiyonu k;(s) ve Frenet r —ayaklisi
{Vi(s),...,V,(s)}ise

Vi(s) = ki (s)V,(s),

Vi(s) = —ki—1()Vi—1(s) + ki()Via(s), 1<i<r

Vi(s) = —kr_1(s) Vy_1(s)

olur (Hacisalihoglu, 2000).
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3. ADJOINT EGRININ SMARANDACHE EGRILERI

Bu bolimde bir uzay egrisinin adjoint egrisinin Smarandache egrileri elde
edilecek daha sonra elde edilen egrilerin 6rnekleri verilecek ve sekilleri gizilecektir.

Tammm 3.1 Konum vektorii, herhangi bir a egrisinin Frenet catilar1 tarafindan
olusturulan ve bu vektor tarafindan cizilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir
(Turgut ve Yilmaz, 2008).

Tamm 3.2 E*’te birim hizhh bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catist
{T,(s),Ny,(s),B,(s)} olsun. O halde a egrisinin adjoint egrisi y(s) =
f:’o B,(s)ds’dir. y birim hizli egrisinin y(S) noktasinda Frenet catisi

{T,(s), Ny(s), By(s)} ise bu durumda
T, =By, N, =—Nyo B, =Ty Vek, =174, T, = Kq
dir (Nurkan, 2019).

3.1 T,N, -Smarandache Egri

Tamm 3.1.1 y:I > E* birim hizli adjoint egrinin y(s) noktasinda Frenet catist

{T,(s), N,(s), By(s)} olsun. Bu durumda y egrisinin T, N, -Smarandache egrisi

Brow, () = % (Ty(s) + Ny ()

dir. Tanim 3.2 g6z 6niine alinirsa T, N -Smarandache egrisi

1
Brow, () = & (~No(s) + Bu(s)
olarak yeniden yazilabilir.

Teorem 3.1.2 E*’te birim hizhi bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet gatisi

{T,(s), No(s), Bo(s)}, egriligi Kk, torsiyonu 7, # 0 olsun. Ayrica a egrisinin adjoniti
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olan y: I —» E? egrinin y(s) noktasinda Frenet catist {Ty(s), Ny(s), B,(s)}, egriligi k,
torsiyonu 7, olsun. Bu durumda T,N,-Smarandache egrisinin egriligi Kgr,v, Ve

torsiyonu e, ise sirastyla;

K —— A2+ 1,2+ 2,2
,BTyNy (KZ + 212 0()2\/ 1 2 3
ve
1 (3 R D VA (R A Y
Bryn, — o o,
(Kc3( + ZKaTczt - KaT(,x + K(,xTa)Z)
01
olup burada
o, = (213 + k21,)% + (k1) + KLTo)? + (K3 + 2K,T2 — KoTh + KLTo)?,
A= (K§+2T62,)Ka1'a + 274 (T Koy — Ko Tg),
Ay = (5+215)(KGHTE)+ Ko (Ko Tq — Ko Ti),
Az = (K§+2T§)(—TCZZ)+ Ko (Ta Ko — Ko Ta),
A = —k3 + (12 + 21Ky + ToKh + KL,
Ay = Ko (Kg + 3Kk, + T4) + 1,(37), + 12) — T2,
ﬂv_3 = Ta'(Kg: - 37:& + Té) — T
dir.

Ispat y:1 - E® birim hizh adjoint egrinin y(s) noktasinda Frenet catist

{T,(s), N,(s), By(s)} olmak iizere T,, N, -Smarandache egrisi

Bron, (s) = 55 (Ty () + Ny ()

seklinde tanimlanir. Tanim 3.1.1 den

Bryn, () = 75 (=No(s) + Bo(s))
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yazilir. Br n, (s), T, N, -Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplamak i¢in

s parametresine gore birinci tlirev alinirsa;

dBr N, ds 1
—rr F _Z(KaTa —T¢Ny —74By)

dsg ds 2
elde edilir. Burada
dBr,n,|
dSﬁ N
oldugundan
dj N K3+213

5 (k3+1i+73) =

ds 2

bulunur. Yani BTY N, (s) egrisinin teget vektori

_ KaTag—tqNqg—TqBq

Tﬁ =
Ty N.
[ JK¢21+2T[21

dir. Teget vektoriiniin tiirevi alinirsa

T’ﬁTyNy = ((kaTg+ K, Tg — TNy — 7o Ng — TaBy — To Bo)\ KG+275)
_ 2Kk +4Ty Th

2 / KZ+272
= ((kp Ty + K2Ny — T/Ny + kq14Ty — T2B, — T,By + T2Ny)+\ K2+212

K2k Ty —KoTog KNy — KoTy KiyBg + 2Tokq 4Ty — 2 T2T,N, — 212 1.,B,

\ K2+213

1
(KaTa - TaNa - TaBa)) )

KZ+272

1
KZ+272
= (k4T + k2N, — t4,Ny + k41,T, — 2B, — T,B, + T2N,)( k2+212)

— k2K [Ty + KoTy KGNy + KqTgy KuBgy — 2T4Kg ToT o + 2 12T, N,
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2 1
+2t5 1,B,) 3
(K2+212)2
= (K5 Kk oTq+ kgNg — kg TuNg + K575 To — K& T2Bo — kG Te B,

+ k212N, + 212 k[T, +2K2 12N, — 212 TN,y + 2K, T3T, — 2T2B,
=272t} B, + 2T4N, — K2 Kk, Ty + KoTy KGNy + KoqTg KeBy — 2T4KoToTq

+2121, N, + 2127,B,) 5
(kZ2+213)2

olup
A= (Ké+2Tczt)KaTa + 274 (Tq Ktlx — Kqg Ttlx)’
Ay = (Kczz+27621)(Kczz+T02c)+ Ko (Ko To — Ko Tg),

Az = (kg +278) (—Ta)* Ko (Ta Ko — Ko Tg)

dersek Tﬁry b, vektoru

L\

Bryny = (kZ+212)?

LTy + ANy + A3By) (3.1)

olarak elde edilir. (3.1) esitliginin her iki yaninin normu alinirsa

_ V2

!
1y = || Torym, || =
Bryny Pryny (k2+272)?

M+ A2+ A0 (3.2)
elde edilir. (3.1) ve (3.2) esitliklerinden ﬁT,,Ny egrisinin asli normal vektor alani

TﬁTyNy _ ﬂ’lT(X + /qlzNa + 2’3805

S ||T';3TyNy ” \/112 + 122 + 132

seklinde bulunur. Diger taraftan

B.BTyNy = TﬁTyNy A NﬁTyNy

1 TO! NCZ Ba
= Ko —Tq —Tg
\/Ké+21:é \/1124'1224'132 11 12 13
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_ (Talz - Taﬂ@)Ta - (Taﬂl + Kaﬂ3)Na + (Taﬂ*l'i_’calZ)Ba

VK2 + 272 \//112 + A%+ 257

dir. Diger taraftan T, N, Smarandache egrisinin torsiyonu bulmak igin ilk olarak Br,n,

egrisinin birinci, ikinci ve tiglincii tiirevleri

1
,B’TVNV = NG (KaTa — TgNg — TaBa)
1 1A 1A A 1A ! 1A
.B”TVNV = NG ( Ko Ta+Tokg — ToNg — NoTo — 4By — BoT,)
1 ! ! !
=5 (ky Ty + K2 N, — TN, + ko7,T, — 2B, — T, Kk, + T2N,)

1 ’ /]
= 7z ((KaqTq + k)T + (Kczx‘l'Tczz —T4)Ngy — (Tozc + 14)Bg)

nr 1 ! 14 ! !
B T N, = \/_E((Kal—a + KaTéx v Ka)Ta 3l (Ka + Ty + Ka)Ta
+(2Kykpy + 27,7, — TH)N, + (K272 — 1T))N),
_(ZTaT& F T(’x’)Ba r (Tczr + Tgc)B;x)
= % ((K&Ta + Karéz + KZ)Ta + (Kozc t KaTg + KaK&)Na
+ 2Kyl + 21,7 — TY)Ny + (K3 — k072 + Ko To)T,
+(K§Ta + Tg - TaT&)Ba - (ZTaTtlx + Ttlxl)Ba + (Tgc + TaT(’x)Na)
= \/if ((—K3 — ko T2 + 2K,T) + Tkl + KL)T o+ (K2 + 3kcgkl, + KoTy
+3t,7,Th + 13 —T))Ny + (K21, — 37,7, + T2 — T4)B,)

, — — _
= ﬁ(ﬂvl Ta: + /12Na +/13 Ba)
elde edilir. Burada

A o= —k3+ (2421 )ky + ToKl, + KL,
Ay = Ko (kg + 3K, + T,) + 1,37, +12) — T,

Az =1o(k2 — 31, +12) — 1)

dir. 'BTVNV egrisinin torsiyonu
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T, N, B,

! 14
= K -T —T
B TyNyA,B TNy a a a

KoTg t Ky KE+T2—1, —T2-—1)
= (13 + 1,7, + K21, + T3 — 1,7 )T,
+(KaTczt - K&Ta - Kafé + KaT(,x)Na

(13 + 1,72 — Ko T + Ko T2 + KLT,)B,
olmak lzere

! 12 n
(B TVNV/\B TyNy:ﬁ T,,N,,)

2
||.3'T,,1v,, AB”TVNV ”

Ty Ny By
Kq T —Ta
KqTatKy KZ+T4-ThH —T3-T4

TﬁTyNy -

(= ( (A1Tq+7z No+i3 Bg))

2
“ﬁ’TYNY Aﬁ”TYNY”

(\% (2t3+K3)Tq + (KaTh—KoTa)Ng + (K3+2KqTh—KqTo+KaTa)Ba, Ta+ 22 Ng+ 73 By )

(213 +K27) " +(kath+1chta) " + (k342K T2 Ko Th+Kh Ty

_ V2 ((213+K37q) A1 + (KaTh—KaTa) 72 + (K3+2KqTE—KaTh+KaTa) A3)

(21’3+K§ra)2+(Ka‘rfz+}c(’zra)2+ (Kg+2KaT¢21—KaT&+Kl’1Ta)2
seklinde elde edilir.

3.2 T, B, -Smarandache Egri

Tamm 3.2.1 y:I > E3® birim hizli adjoint egrisinin y(s) noktasinda Frenet catisi

{T,(s), N,(s), By(s)} olsun. Bu durumda y egrisinin T, B, -Smarandache egrisi

Br,s, () = 55 (Ty(s) + By ()

dir. Tanim 3.2 g6z 6niine alinirsa T\ B, -Smarandache egrisi

Br,s, (5) = = (Ta(s) + Ba(s))

olarak yeniden yazilabilir.
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Teorem 3.2.2 E*’te birim hizhi bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet gatis
{T4(5), No(s), Bo(s)}, egriligi k, torsiyonu t, # 0 olsun. Ayrica a egrisinin adjoniti
olan y:1 - E?® egrinin y(s) noktasinda Frenet catis1 {T,(s), N,(s), By(s)}, egriligi k,

torsiyonu 7, olsun. Bu durumda T,B,-Smarandache egrisinin egriligi Kgr,p, Ve

torsiyonu TBr,p, ise sirastyla;

_ V2(kG +13)

K =
Bry B, Ky — Tq

ve
_ \/E ((Kcztta B KaTé - KaTé + 72)61
TﬁTyBy - o,
(k3 — 2K5Tq + KqT4)53)
)
olup burada

_ 2 2 2 3\2 3 2 2\2
0, = (K5Tg — KoTh — KoTh +T5)° + (k5 — 2K5T, + Ko TS)?,
61 = —3KgKg + KoTgq + 2K,T4,
8, = 13 — K3 + K2ty — KoT2 — T +KY,

O3 = KoTq + 2TaKe — 3T4T4

dir.

Ispat y:1 > E* birim hizh adjoint egrinin y(s) noktasinda Frenet catist

{T,(s), N,(s), By(s)} olmak iizere T B, -Smarandache egrisi

1
Pr,B,(5) = 7 (Ty(s) + By(s))
seklinde tanimlanir. Tanim 3.2.1 den

Br,s,(s) = 55 (Ta(s) + Ba(s))
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yazilir. Br. g, (s), TyB,-Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplamak i¢in s

parametresine gore birinci tiirev alinirsa;

dﬁTyBydj 1

— — N
dSB dS \/E (Ka Ta) a
elde edilir. Burada
dpr, s,
dSﬁ B
oldugundan
dsﬁ r (Ka r Ta)z _ |Ka I Tal

ds 2 2
bulunur. Yani BTyBy (s) egrisinin teget vektori

T _(Ng kg >14
Pryey = =N, Kk, <14

dir. Tezin geri kalan kisminda Tﬁry B, = N, almacaktir. Teget vektoriiniin tlirevi alinirsa

, V2
= (=KqT o + Tt4By) (3.3)

BTYBY Ka=Ta

olarak elde edilir. (3.3) esitliginin her iki yaninin normu alinirsa

_ {205 472) (3.4)

Ka—Tq

KﬂTVBV - ||T;3Ty3y
elde edilir. (3.3) ve (3.4) esitliklerinden ﬁTyBy egrisinin asli normal vektor alani

8 1
o~ (—KaqTq + 14By)

V(G +78)

BryB,

= !
|| Tﬁ’TyBy
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seklinde bulunur. Diger taraftan

BﬁTyBy = TﬁTyByA NﬁTyBy

T, N, B,
=z 0 L0

Ko 0 14
_ TaTg+KeBy

dir. Diger taraftan T, B, -Smarandache egrisinin torsiyonu bulmak igin ilk olarak Pr,s,

egrisinin birinci, ikinci ve ti¢linci tiirevleri

(Kg —Ta)Ng

Nl =

B ,TyBy =

,BHTVBY = ((Két - T&)Na i (Ka - Ta)NZI)

(K&Na - T&Na+(K(x - Ta)(_KaTa+TaBa))

Gl gl @l

(keNg = TiNg = k2T + Ko TaTo + KoTaBo — T2By)
= = (-2 + KeTe)Ta + (Ko = TN + (aTa — T2)By)

B"'1,8, = 7= (= 2Kati + KiTa + KaTi)Ta + (—KE + kT T + (e = TN
+(1ct, = TLNG + (Ko Tl + KT — 2 TaTo) By + (Koo — T2)BL)
= = ((=2Kaki, + KT + KaTi)Ta + (kG + KiTINe + (K = TNe
+(—Kakly + KaTW)Tq + (Takl — TaTi) By
+(qTh + KiTa — 2TT0)Bg + (—KoT2 + T3)Ng)
= \/—15 ((—=3kgrl + KhTy + 2K0T0 )Ty + (T3 — K3 + K27, — K, T2
—Ty+Kg)Ny + (KT + 2ToKy — 3T4To)Bg)

1
= E (61Ta + 6,N, + 63Ba)

elde edilir. Burada

81 = —3KgKgq + KoTy + 2K Ty,
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8y = 13 — K3 + K21, — Ko T2 — T KD,

O3 = KgTy + 2TaKy, — 3T,Ty
dir. Br, B, egrisinin torsiyonu

T, N, B,
= 0 Kg — Ta 0

! A rn
B TyBy B TyBy 2 , . 2
(_Ka + KaTa) Kg —Tqg Kglg —Tg

= (Ka - Ta)( KoTa — Tgc)Ta - (Ka - Ta)( _ng + KaTa)Ba

= (thta - Ka‘l,'é - KaTé + Tg)Ta + (Kg - Zknga + KaTcZZ)Ba
olmak tizere

_ (B ,T],By B ”T,,By; B ”'T,,By)

Tﬁ =
TyBy 2
A 144
”.3 T, B, p T, B, ”

1
=

Tq Ng By
0 Ka—Tq 0

,(61Tq+6,Ng+63Bg) |)
(—K3+KaTy) Kh—Th KoTa—Th

7)
! rn
”‘BT}’BYABTYBY”

V2 (Kita— KaTe—KaqT3+T5)81+(K3—2K2T+KTE)63)

7 7
(k2tq— kari—Kqti+73) +(k3—2K%To+KeTE)

seklinde elde edilir.

3.3 Ny B, -Smarandache Egri

Tamm 3.3.1 y:I > E3? birim hizhi adjoint egrinin y(s) noktasinda Frenet gatisi

{T,(s), N,(s), By(s)} olsun. Bu durumda y egrisinin N, B, -Smarandache egrisi

Br,s, () = 75 (N, (s) + By (s))

dir. Tanim 3.2 g6z 6niine alinirsa N, B, -Smarandache egrisi



20
1
Br,a, () =5 (Ta(s) = No(s))
olarak yeniden yazilabilir.

Teorem 3.3.2 E3’te birim hizli bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catist
{T,(s), Ny(s), B,(s)}, egriligi k, torsiyonu 7, # 0 olsun. Ayrica a egrisinin adjoniti
olan y:1 — E? egrinin y(s) noktasinda Frenet ¢atisi {T (s), N (s), By(s)}, egriligi x,

torsiyonu 7, olsun. Bu durumda N,B,-Smarandache egrisinin egriligi KBn,p, Ve

torsiyonu TBn,z, ise sirasiyla;

A%+ A%+ AP

_ V2 \/
“Prymy = V(2K2 + 12)?

ve
_ V2 (3 + 2681, — Koty + K(,xTa))A_l (KaTq — K(,xTa)A_Z
TBNyBy - 03 03
| 2K+ 1705 )
03
olup burada

03 = (13 + 2K271, — KoTy + KoTo)? + (koTh — KLTo)? + (2K3 + K,72)3?,
A= —KZ(2KG+T8) + T4 (KaTo — KaTg),

Ay= kZ2(2k24+3T2) + 1,(13 — Kk Tl + ToK)),

Az= Ko (T, (2K2 + T2 + 2K]) — 2K, T}),

A= —k3 — k(T2 + 3K4) + K,

D= —KG — Ka(=T4 + 3Kf) — TaTh + K,

A= 1, (K2 + T2 + 2K)) — K T, — T,

dir.
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Ispat y:1 > E® birim hizh adjoint egrinin y(s) noktasinda Frenet catist

{T,(s), Ny(s), By(s)} olmak lizere N, B, -Smarandache egrisi

B, () = 5 (Ny(s) + By (s))

seklinde tanimlanir. Tanim 3.3.1 den

Bry, () = 55 (Tal(s) = Nu(s))

yazilir. By g, (s), N, B,-Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplamak igin

s parametresine gore birinci tiirev alinirsa;

dﬁNyBy dSﬁ r 1

=—(kgNg + KTy — T4Bg)

dsg ds 2

elde edilir. Burada

dBu, 5,
dSB

oldugundan

dsg  |2k3 + 12
ds 2

bulunur. Yani ﬁNyBy (s) egrisinin teget vektori

_KgTg +KgNg —

T =
Prypy \2KZ + T3

dir. Teget vektoriiniin tiirevi alinirsa
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T,ﬁNyBy = ((kgTy + koTy + kGNy + kKgNy — T4By — ToB,)+\ 2K2 + T2

2K2 +12

Zlcax&+‘ra‘r&)

/2K121+1'121

= (kLT + KTl + KNy + kNl — T4 By — TaBly) (2K2 + T2)

2.,.2\5
(2rg+15)2

_(KaTa + KaNa - TaBa)

—(kqTq + KNy — T¢Bo) (2Kakg + TaTq))
= — 2 ((K,Ty+K2N, +Kk,Ny — k2T + KyToBy — T4By + T2Ny)
(2kG+73)2
X (2K2 4+ 12) — (k2K T, + 2K2k, Ny — 2K Taky By + KoTaToT g
+ KqTqToNy — T2T,B,))

= —3 (2k2k[ T, + 2kiN, + 2K2K, N, — 2K5T, + 2K37,B,

(2K%+12)2
—2K2 + 2Kk21iN, + Kk, 12T, + k212N, + K, 12N, — KATET, + Ko T3 B,
—121,By + TAN, — 22K, Ty — 2k2Kk, Ny + 2K4Taky By — KoTaToT g
KaTaTaN + TO{TCK (Z))
= (2K2k), — 2K} + K12 — K212 — 2KiK) — Ko TQTW)T,
+(2Kks + 2K2K) + K212 + KETE + K[ T2 + T4 — 2K2K), — KaTaTh) Ng

+ (2637, — 2K2T) + Ko TS — T2T) + 2K Toky + T2T,)B,
olup
A=~k (2K5+T8) + 1o (KaTa — KaTs),
Ay= K2(2K24372) + T4 (T3 — KTl + Tokk),

A = Kk, (1,(2K2 + T2 + 2K)) — 2K,TL)

dersek TﬁNyBy vektoru

T, =—Y2 _ (AT, +A,N,+A;B,) (3.5)

BNyBy (ZK +T 2)2

olarak elde edilir. (3.5) esitliginin her iki yaninin normu alinirsa

V2
(ZKa

Brymy = ” TﬁNyBy

)ZJAlz + A% + A2 (3.6)
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elde edilir. (3.5) ve (3.6) esitliklerinden BNVBY egrisinin asli normal vektor alani

Tgy,s, _ MTq +4,N, + 03B,

Bny By,

i ||T;3Ny3y \/Alz + A% + AP

seklinde bulunur. Diger taraftan

BBN,,B,, = TﬁNyBy A NﬁNyBy

T, N, B,

1
= Ko Ko —Tg
J2x§+r§JA12+A22+A32 Ay A,  Ag

_ (kglz + Ta0;)Tq — (Kol3 + ToA)Ng + (KgD; — KoA)By,

2K2 + rg\/AJ + A% + A2

dir. Diger taraftan N, B, -Smarandache egrisinin torsiyonu bulmak i¢in ilk olarak Bn,B,

egrisinin birinci, ikinci ve tiglincii tiirevleri

B'n,s, = \/iE(KaTa +KkoNg —TaBg)
B"nys, =75 (KuTa + KaTe +1iNg + KNi = Ti By — TaBY)
= \/if (x,T, +Kk:N, + kN, — k:T, + k,1,B, — T,B, + T2N,)
= = (b —K2) Tq + (i + 12 + T2IN + (KaTq = Ta) Boy)
By, = 75 (el — 2icqicf) T + (1cfy = KTl + (20l + 16l = 24 T)Ng
+(G+ Ko + TN + (kgTo + KaTo — Tg)Bo + (KaTo — T2)Bg)
= = (1l — 2KaKci) T + (il = 1IN + (21l + 1l = 2T4Te)Ng
+(=K§ — Kok — KoTeT o + (K5To + KoTo + T3)Bg
+(kgTq + KaTo — Tg)Bo + (—KaTg + TaTo)Ng)
= = (=K% = 3Kqicly = KaT2 + 1)) To
+ (—K3 koT2 + 3Kkyk) — ToTh + Kiy)N
+ (K21, + T3 + 2K,T, + KoTh — TH)BG)

1 — _ _
= \/_E(Al T,+A; N, + A5 Ba)



elde edilir. Burada

A= —k3 — Ky (T2 + 3K)) + K,
A2= _Kgc - Ka(_ng + 3K¢Ix) - Tartlx + K¢Ix,,

Az= To (K2 + TE + 2K}) — KoTh — Ty
dir. B, B, egrisinin torsiyonu

T, N B,
=| K4 Kq —Tq
!/

/ "
ﬁ /\ﬁ
N,B N,B
Y=y Y=y
K(,x + Ké K62{+K(Ix r Té KaTyg — Ty

— 2 ! 2 ! 3

= (K5Tq — KqTg T KT + KoToq +13)T,
+( k2T, — KoTy + K2T, + KL To)N,
+(K3 + Kokl + KqT2 — Kokl + K3)B,

olmak lizere

_ (ﬁzlvyBy A ﬁzlv’,,B,, ) ﬁll\/’,’,BY>

BN, = 2
S WP
NyBy "™ FNyBy
Tq Ng By
2 ke Ko ~Tq | Ay Tg+A; Ng+Az By)
vz Kh+KZ Ki+Kh+TE KaTo—T,
— a [04 a a a ata a
= Z
! rn
||BNyBy’\ ﬁNyBy ”
_ V2((ti+ 2KkdTa—KaTh+KhTa)) D —(KaTh—KaTa) Do+ (23 +KaT5)A3)
= 7 Z 2
(t3+2K214— Kath+ KoTa) +(KaTh—KhTa) +(2K3+K4T2)
seklinde elde edilir.

3.4T,N,B, -Smarandache Egri

24

Tamm 3.4.1 y:1 > E* birim hizhi adjoint egrinin y(s) noktasinda Frenet catisi

{T,(s),N,(s), B,(s)} olsun. Budurumda y egrisinin T, N, B, -Smarandache egrisi
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Browys, (5) =% (Ty () + Ny () + By (5))

dir. Tanim 3.2 g6z 6niine alinirsa T N, B, -Smarandache egrisi

1
Brn,g, (8) =5 (Ta () = Ng (5) + Bq (5))
olarak yeniden yazilabilir.

Teorem 3.4.2 E3’te birim hizhh bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catisi
{T,(s), No(s), B,(s)}, egriligi k, torsiyonu t, # 0 olsun. Ayrica a egrisinin adjoniti
olan y:I - E? egrinin y(s) noktasinda Frenet ¢atist {T,(s), Ny(s), By(s)} egriligi x,

torsiyonu 7, olsun. Bu durumda T, N,B,-Smarandache egrisinin egriligi Kgr nypy V€

torsiyonu TT N, B, ise sirasiyla;

V3

K —
BTYNYBV 4(’{35 + Tgt il KaTa)z

\/.U12 + pp?% + pg?

ve
_ ﬁ((ZKaTa(Ka B Ta) - Ka‘[é{ + _K&Ta + foz)m + (Karér - K&Ta)m
iryN,B, = 4 O
+ (ZKSZ +2 KaTa(Ta_ Ka) - KaTér + K&Ta)).u_B
04
olup burada

04 = (2KaTa (kg = Ta) — KoTo + —KgTa + 273)% + (KaTo — KoTa)?
+(2K3 + 2 K0T (Ta— Ko) — KaTh + KbTa)?,

= KaTa(4ka (e — To) + 2(T5—T¢)) — K5 (25 + 2K — Tg)
—KaTo(Kg — 2T4),

o = —KaTq(2(Tq — Ka)? — (Ko+12)) + 2(kg + Tg) + Tokg — KGT,

Hs = Ta(2uq(iE + 272 — 2KaTq + Kl + Th) — 273 — KiyTy)) — K2Th,
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¥ — 1A 143
1= —Ka — Ka‘l,'a 3KaKy — KoTg + Ky

=

Uy = — k> + 13+ 3Kyl + 1Ty + KoTy(Ky — Tg) + K4 — TS,

U3 = K27y + KoThy + 20Ty — 37470 + T3 — T)
dir.

Ispat y:1 > E* birim hizh adjoint egrinin y(s) noktasinda Frenet catisi

{T,(s),Ny(s), By(s)} olmak iizere T, N, B, -Smarandache egrisi
Bronyp, () = % (Ty () + Ny () + By (5))
seklinde tanimlanir. Tanim 3.4.1 den
Bronyp, () = 75 (Te () = No () + By (5))

yazilir. Br n. B, (s),TyN,B,-Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplamak

i¢in s parametresine gore birinci tlirev alinirsa;

d
LrynyBy dsp _ \/_(KaN +KoTy — ToBy — T4Ny)

dsB ds
1
= 73 (KaTa + (Ka - Ta)Na - TaBa)

elde edilir. Burada

HdﬁTyNyBy _

dSﬁ
oldugundan
sy

1
Is = \/g (k3 + k3 + 7% — 2K,T4 +TZ)
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= § (ng — KaqTg T ng)

bulunur. Yani Br,n, B, (s) egrisinin teget vektori

_ Kol g + (Ka B Ta)Na — TaBg

T, =
Prynyny V2K2 + 212 — 2K, T,

dir. Teget vektoriiniin tiirevi alinirsa

1 1A A 1A 1A ! 1A
=——5———((kqToq + KoTq + (Kg — To)Ng + (Kg— Tg)Ng — TaBg

!
BrynyB, — 2K24+2T%-2KaTy

—TaB&)\/ZKZ{ + 273 — 2K,Ty — (KqTq + (kg — T4)Ng
Ka+2ThTa—KaTa—KaTl)

,2K§+2‘r§—2kara
1

= 3 ((K(’xT(x + KéNa + (K{x - T(,x)Na - ngTa + Ko T Ty

(2K2+272—2K4T4)2

_TaBa) (Zka

+KkyTyBy — T2B, — TyBy + 12N ) (2K2 + 272 — 2K,7,) — 2K2K, T,

—2K2K,N g + 2Kk, TNy + 2KaKoTaBy — 2K ToTouTq — 2KqToTo Ny

+272t, N, + 2121, B, + Kok T Ty + Kok ToNy — KL T2N, — K, T2B,,

4

2 2.1 ! !
+r5TaTq + KGTaN g — KqToToNg — KaTaTaBa),
1
= —(2k2Kk, Ty + 2kiN, + 2K2K, N, — 2K2T N, — 2K2T,,
(2K2+2T2-2K4T4)2

+2x31,T, + 2K31,B, — 2k2T2B, — 2K2T, B, + 2K2T2N, + 2K, T2T,
+2K21iN, + 2K, 12N, — 2T2T) N, — 2K2T2T, + 2K, 13T, + 2K, TEB,
—2T4B, — 212t B, + 2TAN, — 2k okl Tq Ty — 2k3T4 Ny — 2KaKoTo N,
+2K4To TNy + 2k37, T, — 2x212T, — 2K2T2B,, + 2K,732B,,
+2K4TqThBy — 2KqToNy — 2Kk, Ty — 2K2K, Ny + 2Kk, To N,

+ 2K KL ToBy — 2k, ToToTy — 2KqToTyNy + 2T2T,N, + 2727, B,
trokyToqTy + Koy ToNy — KWT2N, — KLT2B, + K21, T, + k2T, N,

! !
_KaTaTaNa - KaTaTaBa)

olup
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U = KaTa(4Ka(Ka - Ta) + Z(ng_‘[(’x)) - Ké(ZKé + Ktlx - Tzlx)
_K(,xTa (Ka - 21—(1)1
Uy = _KaTa(Z(Ta - Ka)z - (K&-{-T&)) + Z(Kg + Té) + Tgc’c(,x - ng‘[(,xa

Us = Ta(ZKa(Kczz + ZTczz — 2KqTq + Kclx + Ttlx) - 273 - Ktlea) - K(%:T(lx'

! o e
dersek TBTVNVBV vektoru

/ = (uTo+ uNy + 13Bg) 3.7)

Brynysy, 4(K3+TE—KaTa)?

olarak elde edilir. (3.7) esitliginin her iki yaninin normu alinirsa

V3
P —" Via? + sp? + g2 (3.8)

4(k2+12

M !
Kgr, .8, = ” TﬁTyNyBy

elde edilir. (3.7) ve (3.8) esitliklerinden 'BTVNVBV egrisinin asli normal vektor alani

!

T.BTyNyBy 1Ty + Ny + 3B,

\/.U12 + pp? + pg?

N
Bryny By,

Tl
|| BryNy By

seklinde bulunur. Diger taraftan

B/)’TyNyBy = TﬁTyNyBy s N BryNy By

T, N, B,
1
Ko Kg—Tq —Tg

2KG+2TG 2K Ty a2 2+ i3 | 1y Us Us

((Kg=T)Uz+Ta2)Ta—(Tal1+KaUz)Ng—((Ka—Ta) U1 —Kalz)By

2K2+2T%—2KqT g\ 112 +1p 2 + 32

dir. Diger taraftan T, N, B,-Smarandache egrisinin torsiyonu bulmak igin ilk olarak

'BTY NyB, egrisinin birinci, ikinci ve {igiincii tiirevleri

1
.B’TyNyBy = 73 (KaTa + (Ka - Ta)Na - TaBa)
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144 — 1 ! ! ! 1A I A ! !
ﬁ T,N,B, — E(KaTa + KaTa + KaNa + KaNa - TaNa - TaNa - TaBa - TaBa)
1
=% (k,Ty + K2Ny + k,Ny — K2T o + kqTyBy — TuNy + kg7 Ty
—12B, — t,B, + T2N,)
abDqg abDq alVg
_ 1 2 'NT 2 ' 2 '\N
—ﬁ((KaTa_Ka'i'Ka) a+ (Ka +Ka +Ta _Ta) a
2 12
+(KaTa —Tq — Ta)Ba)
nr — 1 ! I I n 2 ! I
ﬁ TyNyB, — ﬁ ((KaTa + KoToq — ZKaKa + Ka)Ta + (KaTa — Kg + Ka)Ta
+(2KLKg + Ky + 2747y — Ty )Ny + (K2+K), + T2 — 7)) N,
12 ! 12 143 2 / /
+ (KqToq + KaTog — 2T4Tq — Tq)Bo + (KqTq — T — Ta) Bg)
— 1 ’ 12 12 143 3 ! 2 !
G ((KaTq + KoTq — 2KgKg + Ky — Ky — KoKg — KaTg — KqTg)Tq
+(2KLKg + Ky + 2T4Ty — Ty — K3 + K2 Ty + Kokl — KoT2 + T2
— ToTi)Ny + (KoTy + KoTh — 2T,4Ty — Ty + K27, + KTy + T3
ala) Vg ala ala ala a ala ala a
!
— TaTa)Bg)

1 — N -
:\/_g(.ul Ta + Uy Na + Us Ba)
elde edilir. Burada

- — 3 2 ! ! 17;

Ui = —Ky — KgTg — 3KaKg — KaqTgq + Kg,

Uy = — k3 + 13+ 3kukl + ToTh + KaTy(Ky — Ty) + Kl — TL,
Us

= K2T, + KTl + 2K, Ty — 3ToTy + T3 — T
dir. Pr,n, B, egrisinin torsiyonu

T, N B,

! 144
= K K, —T —T
p TYNYBYA'B TyNyBy * “ e P
2 ! 2 ! 2 ! 2
KoTaq — Kot Ky Kot Ko +7T5—Tg KoTag—To— Tq

= (K27, — KoT2 — KTl — KoT2 + KLTy + T3 + T,Th0 + K21,
+T(?72 - Tarét)Ta + (KczzTa - KaTgc - K&Ta - Kg:Ta
+ro T + KoTh)Ny + (K3 + Kokl + Ko T2 — KTy — K2T,
+rd — Kol + KoTE — k2T, + KL T,)B,

= (2KqTq (Ka - Ta) - KaTc’x + K(,xTa + ZTg:)Ta

+( KQT& - K&Ta)Na



+(2r3 + 2 koyTy(Ty— ko) — KoTy + KLTo,)B,
olmak lzere

! II nr
_ (,BTyNyBy A :BTyNyBy' BTyNyBy>
TBr,nyB, =

2
”B}VNVBVA BT,!YNYBY ”

Ty Ng By
Kq Kq—Tq T
KqTa—Ki+Kkly KE+KL+T5-Th KoTa—T3—Th

M1 T+ Notiis Be)

1
NG

2
! 7
A
”ﬁTyNyBy ﬁTyNyBy ”

_ V3[(2KaTa(Ka—Ta) = KaTa+KaTat2Ty )iy + (KaTa—KaTa)lz

Oy Oy

(27{13)‘1"'2 KaTa(Ta— Ka)— Kﬂfﬁdﬂa)]%

+

Oy
seklinde elde edilir.

3.5 Uygulama

Ornek 3.5.1. E3’te birim hizli bir

()_\/5, s V3
a(s) = | sins,5 ,—-coss

egrisinin a(s) noktasindaki Frenet gatisi,

V3 1 3 .
T,(s) = <7 coSSs '3 ,—7sms>
N,(s) = (—sins,0,—coss)
1 V3 1 )

B,(s) = (—Ecoss =3 ,Esins

egriligi k,(s) = \/2—5 torsiyonu 7,(s) = %dir. Ayrica a egrisinin adjoniti olan

V) = [ Ba)ds

So

dir.

30
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Sekil 1. @ Uzay egrisi (a), bu egrinin adjoint (b) egrisi

y(s) noktasinda Frenet ¢atis1

1 V3 1 .
Ty(s) = B,(s) = —56055,7 ,Esms
N,(s) = —Ng(s) = (sins, 0, coss)

1 3
222)

B,(s) =Ty(s) = <§ coss ,= ,———sins
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egriligi k,(s) = 1,(s) =§ torsiyonu 7, (s) = k4 (s) = g dir. Bu durumda Br,n,,

TyNy-Smarandache egrisinin Frenet catist,

1
— (2coss + sins , 0, coss — 2sins)

T,BTyNy = NS

1
= —(coss — 2sins ,0,—2coss — sins)

NﬁTyNy NS
Bﬁ'TyNy = (0,1,0)

egriligi Ky, V€ torsiyonu TBrw, ise

dir.

Sekil 2. T, N,-Smarandache egri

, T.,B.,-Smarandache egrisinin Frenet catisi,
TyBy, " yPy g

Tﬁrysy = (—sins, 0, —coss)



= (—coss,0,sins)

BryB,
Bﬁr,,sy = (0,1,0)
egriligi Kgr,p, V€ torsiyonu TBr,p, ise
V2
KﬁTyBy - V3—-1
TBry,8, =

dir.

Sekil 3. T, B, -Smarandache egri

,BNyBy, N, B, -Smarandache egrisinin Frenet catist,

TﬁNyBy

1
= — (ZCoss —/3sins ,0, —/3coss — 25ins)
V7

33
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1
= ﬁ (—\/§coss — 2sins ,0,—2coss + \/§sins)

BnyB,

Bg, ,, = (0,1,0)

egriligi KBx, 5, Ve torsiyonu TBuy8, ise

dir.

Sekil 4. N, B, -Smarandache egri

.BT],N],BY' T,N, B, -Smarandache egrisinin Frenet ¢atisi,

V2 1-+3 . _ 1-+/3
Tﬁr Nop, — T——=|\coss + sins, 0, —sins + COSS
vyNyBy 4 -3
V2 , 1-+/3 1-+3
Nﬁr vop, = T———=| —Sins + coss,0,—coss — sins
vyNyBy 4 -3
BﬁTyNyBy = (0,1,0)

egriligi Kpr,n,8, VE torsiyonu t Br, Ny, 158



dir.

R
KﬁTyNyBy - 4_\/§

T,BTyNyBy -

Sekil 5. T, N, B, -Smarandache egri

35
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda;
e [E3’te birim hizli bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catis1 {T,(s), N(s),
B,(s)}, egriligi k, torsiyonu t, # 0 olmak iizere « egrisinin y adjoint

egrisinin T, N,,— Smarandache egrisi ve bu egrinin egrilikleri

Bron,(s) = % (=Na(s) + Bo(s))

_ V2 2 2
Bryny, = (Ké+21§,)2\l At A+ A,

_ \/E((ZTt??’t'l-K(ZZT(Z)Tl + (KaT(’x_KérTa)ﬂ_z

T
Bryny o1 o1

(K3+2KqTh—KaTh+KhT) A3)

+

51
olarak elde edilmistir.

e [E3’te birim hizli bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catis1 {T,(s), N,(s),
B,(s)}, egriligi k, torsiyonu t, # 0 olmak iizere «a egrisinin y adjoint

egrisinin T, B,,— Smarandache egrisi ve bu egrinin egrilikleri

Brys, () = & (Ta(s) + Ba(s)),

D)

Kpr,s, =

Ka=Tq

2 (k37— KaTi—KaTh+73)61

T
BryBy oy

(kd—2Kd14+Kq75)83)

(4]

+

olarak elde edilmistir.
e [E3’te birim hizli bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet ¢atis1 {T,(s), Ny (s),
B,(s)}, egriligi k, torsiyonu t, # 0 olmak iizere « egrisinin y adjoint

egrisinin N, B, — Smarandache egrisi ve bu egrinin egrilikleri

Buys, () = % (Ta(s) = Na(s)),
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__ vz ’ 2 2 2

_2( T3+ 2KgTa—KaTa+KaTa))Ay _ (kata—KaTa)hy

Bny By a3 o3

(2xd+KqT3)A3)

o3

+

olarak elde edilmistir.

e [E3’te birim hizli bir a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catis1 {T,(s), N(s),
B,(s)}, egriligi k, torsiyonu t, # 0 olmak ilizere «a egrisinin y adjoint

egrisinin T, N, B, — Smarandache egrisi ve bu egrinin egrilikleri

Bronys, (5) = = (To (5) = No () + B (5))

— V3 \/ﬁ
Brynysy T 102+ th—raray VI RGCERIE

_ V3((2kaTa(Ka=Ta)— KaTa+—KaTa+2T3 )1
TTyNyBy =

Oy

(KaT{z_KclzTa)E
Oy

_.|_

(2K¢3;1+2 KaTa(Ta— Kg)— KaTh+KeTa))ls

+

Oy

olarak elde edilmistir.

Yukarida elde edilen egriler De-Sitter uzayi, Galile uzay1 gibi baska uzay
yapilarinda ve farkli ¢atilar kullanilarak ayrica incelenebilir. Ek olarak bu egrilerin akis

denklemleri arastirilabilir.
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