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LINEER OLMAYAN SCHRODINGER DENKLEMLERI ICIN BAZI COZUM
TEKNIKLERI

Ozlem ERTURK
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Damsman : Dr. Ogr. Uyesi Canan AKKOYUNLU
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Lineer olmayan Schrodinger (NLS) denklemleri fizik,optik ve akigskanlar dina-
migi gibi pek ¢ok alanda kullanilan 6nemli denklemlerden biridir. NLS denkleminin
coziimlerini elde etmek icin uzun yillardir ¢calismalar yapilmaktadir. Bu denklemin
enerji korunumu, kiitle korunumu gibi geometrik 6zellikleri vardir. Yapilan caligma-
larda bu korunumlarin saglandig1 da gosterilmeye calisilmaktadir. Son yillarda geomet-
rik yapilar1 koruyan yontemler iizerine yapilan arastirmalar hiz kazanmistir. Bu tezde
[38]. makalede tantmlanmis olan yap1 koruyan yontemler incelenmistir. Boliinmiis or-
talama vektor alan1 yontemi ve bu yontemin eslenigi dikkate alinarak eglenik yontem
ilk kez NLS denklemi uygulanmigtir. Ayrica makalede yer alan bu iki yontemin bir-
lesimi ve ortalamalarindan olusan yontemler de NLS denklemine i¢in uygulanmustir.
Makalede yer alan veriler dogrultusunda bu yontemlerin ortalama vektor alan1 yonte-
mine gore daha etkili oldugu anlasilmaktadir.
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ABSTRACT
Some Methods For Nonlinear Schrodinger Equations
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Nonlinear Schrodinger (NLS) equations are one of the important equations
used in many fields such as physics, optics and fluid dynamics. Studies have been
carried out for many years to obtain the solutions of the NLS equation. This equation
has geometric properties such as conservation of energy and conservation of mass. In
the studies carried out, it is tried to show that these protections are provided.In recent
years, researches on methods that preserve geometric structures have accelerated. In
this thesis, the structure-preserving methods described in the article [38] are exam-
ined. Considering the partitioned average vector field method and the conjugate of this
method, the conjugate method was first used in the NLS equation. In addition, the
methods consisting of the combination and average of these two methods in the arti-
cle were also applied to the NLS equation. According to the data in the article, these
methods are more effective than the average vector field method.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek lisans Tezi olarak sundugum “LINEER OLMAYAN SCHRODINGER
DENKLEMLERI ICIN BAZI COZUM TEKNIKLERI ” adli bu calismanin, akademik
kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez ¢alismasinda bana
ait olmayan tiim bilgilerin kaynagim gosterdigimi beyan ederim.
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GIRIiS O. ERTURK

1. GIRIS

Evrenin olusum sistemi belli sistematik bir diizene baglh kurallarla sekillenmis
bir makine diizenegine bagl gibidir. Evrenin olusum mekanizmasi ve yasam alanla-
rinda ortaya ¢ikan yasalar1 anlamlandirmak i¢in bilim insanlar tarafindan farkli ¢alig-
malar gelistirilmigtir. Yapilan caligmalar sonucunda onerilen bir¢ok yontemden elde
edilen ¢oziimler matematik bilim daliyla anlamlandirilmaya calisilmistir. Farklr alan-
larda karsilasti§imiz problemlerin matematik bilim daliyla modellenip ¢oziime kavus-
turulmasi bilim insanlari icin ¢6ziim kaynaklari arasinda yer almigtir. Yapilan ¢oziim
modellemeleri diferansiyel denklemleri olusturarak bir¢cok problemin ¢éziilmesine im-
kan saglamaktadir [26]].

Matematik gibi pek c¢ok bilim dalinda da karsilagilan problemler sayisal yon-
temlerle ¢oziilmektedir. Bu sayisal yontemlerdeki denklemlerin hesaplamalari, prob-
lemlerin karmasikligi, coziimlere en kisa zamanda ve dogru olarak ulagilmak istenmesi
teknoloji alanindaki gelismeyide beraberinde getirmistir. Bu siirecte bilgilsayar tekno-
lojisi ile problemlerin tahmini ¢oziimlerini elde edebilmek amaciyla sonlu farklar yon-
temi tercih edilmistir. [41]]. Insanlar asirlardir karsilastiklari problemler icin en optimal
¢Ozlime varabilmek gibi bir ihtiyagla karsilasilmis, bu karsilasilan problemler de yiiz-
yillar boyunca kendine 6zgii metodlarla ¢oziilmiis ve tiim problemlerin ¢oziimiine de
varabilecegimiz yaklagimlar elde edilememistir [32].

Teknolojinin hizla gelismesi sonucunda bilgisayar sistemininde gelismesiyle
islem yapan bilgisayarlarin kullaniminin giin gectikce yayginlagsmasi sonucu ortaya
cikmig boylelikle bircok sayisal yontemin gelismesine katki saglamistir. Ortaya ¢ikan
bu sayisal yontemlerden en yaygin olarak kullanilan yontemler ise sonlu farklar ve
sonlu elemanlar yontemleridir [[12]].

Sonlu farklar yontemini, 1950’li yillarda havacilik endiistrisi kapsaminda ge-
listirilmis ve diferansiyel denklemin tanim aralig1 i¢in kullanim saglanmustir.

Bir diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimiinde kullanilan yontemlerden biri de
sonlu farklar yontemidir. Bu metodun sik sik kullanilmasinin nedeni ise teorik ¢éziimii
elde edilemeyen problemlerin ¢oziimlerine erisilebilir olmasidir. Tam bu noktada kismi
diferansiyel denklemlerde, sonlu farklar metodunun uygulanmasi bir problem alam
meydana ¢ikarir. Bu problem alani esit sekilde ya da cesitli boyutlarda aglara boliiniir
ve boliinen bu aglardaki noktalara Diigiim noktas1 denir.

Teorik fizikte ve matematikte, lineer olmayan Schrédinger Denklemi olarak
bilinen bu denklem aslinda kuantum mekaniginden ¢ok iyi bilinen Schrodinger Denk-
lemi’ nin iki ya da daha fazla boyutta lineer olmayan bir uyarlamasi olarak karsimiza
cikmaktadir. Bu nedenle lineer olmayan Schrodinger denklemi hem fizikte, optik ve
su dalgalarinin kuraminda, hem de matematikte, integre edilebilen modellerde uygu-
lama alanlar1 bulmaktadir. Kantum beklentilerini tanimlayan dalga sistemi Schrodinger
denkleminin bir ¢6ziimiinii belirtmektedir [22].

Schrodinger denklemi kuantum fizigin temel denklemlerinden biri olup bir ku-
antum mekanik sistemi agiklamak i¢in kullanilir. Bu denkleme Schrodinger dalga denk-
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O. ERTURK GIRIS

lemi adi da verilmektedir.Bu dalga deklemi zamanla geligen bir fiziksel sistemin dalga
fonksiyonunu tanimlayan bir kismi diferansiyel denklemdir [29].

Bu calismada NLS denklemlerinin ¢esitlerine yer verilmistir. Ayrica enerji ko-
runumunu saglayan ortalama vektor alan1 yontemi iizerinde ¢aligilmigtir. 2017 yilinda
yapilan c¢alismada yontem farkli formlarda ele alinmig ve c¢esitli denklemlere uygu-
lanmistir. Tez de makalede yer alan boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi, eslenik
yontem, ortalama degerlerinden olusan yontem ve birlesimlerinden olusan yontem pe-
riyodik sinir kosullu bir boyutlu NLS denklemine uygulanmustir.

Calisma dokuz boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde calisilan konu hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde temel kavramlar ve diferansiyel denklemin tanimi verilmistir.
Uciincii boliimde sonlu farklar yontemi agiklanmusgtur.

Dordiincii ve besinci boliimde sonlu-sonsuz boyutlu Hamilton sistemler ile il-
gili bilgiler yer almaktadir.

Altinc1 boliimde enerji koruyan sayisal yontemlerden olan ortalama vektor alani
yontemi, boliinmiis ortalama vektor alam1 yontemi ve ek yontem hakkinda bilgiler ve-
rilmistir.

Yedinci boliimde bir boyutlu lineer olmayan Schrodinger denklemi ve bu denk-
leme boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi ile ek yontemin uygulanmasi yer almak-
tadir. Ayrica lineer olmayan giiclii ikili Schrodinger denklem ve kesirli mertebeden
Schrodinger denklem ile ilgili edinilen bilgiler bulunmaktadir.

Sekizinci boliimde NLS Denklem sistemine BOVA,BOVA* ve Ek yontemleri-
nin uygulanmasi ve sayisal ¢oziimlerin detaylar1 yer almaktadir.

Dokuzuncu boliimde tezde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.



TEMEL KAVRAMLAR O. ERTURK
2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Lineer Denklem
Tanim 2.1. d;, 2 € R ve ky, ko, ..., k,, degiskenler olmak {iizere,
dlkl + dgkg + ...+ dnkn =z
seklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.
2.2. Lineer Denklem Sistemleri
Tamm 2.2. 2y, 29, ..., 2, Ve d;; € R(1 <@ <m,1 < j < n), ky, ko, ..., k, bilinme-
yenler olmak {iizere;
dllkl T dlgkz - © o g dlnkn 21
dglkl + dggkg T d2nkn Z9 (21)
dmlkl + dekQ SF ooy dmnkn Zm

seklinde verilen bir ifadeye n bilinmeyenli m tane denklemden olusan sisteme lineer

denklem sistemi denir.

Denklem sistemi asagidaki sekilde de yazilabilir.

j=1
Bu ifadede
diy  diyp---  dig
dor  dyp---  do
D= . . " matrisi katsayilar matrisi
L dml dm2 dmn
e
K = | . | matrisi bilinmeyenler siitun matrisi
ky,
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veE

21

)
Z = | . | matrisi sabitler situn matrisi

Zm
olarak tanimlanirsa DK = Z seklinde ifade edilir.
K matrisi | D| # 0 olmak iizere su sekilde de bulunur:

K=D'Z7

2.3. Homojen Lineer Denklem Sistemi

(2.1) ile verilen sistemde z = [z, 29,...,2,] slitun vektort sifir vektor ise
sisteme homojen lineer denklem sistemi denir. Yani ;

dllkl —|— dlng + —|— dlnkn = O
dglk’l + dggk’g + ...+ dgnk}n =0
(2.2)

dmlkl + dmgkg + ...+ dmnkn - 0

seklinde z;’ lerin sifir oldugu lineer denklem sistemidir.
Tanim 2.3. m denklem ve n bilinmeyenden olusan

dnl{fl -+ dlng + ...+ dlnkn = O

dglk’l + dggk’g —+ ...+ dgnk}n =0

dmlkl + bmgkg + ...+ dmnkn - O

denklem sistemini goz Oniine alalim. ki, ko, ..., k,, bilinmeyenleri, d;; ve z;
ler ise sabitleri ifade etmek lizere lineer denklem sistemi matrislerle asagidaki sekilde
ifade edilir.
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dll d12 e dln kl 0
dyy  dyy---  day k 0
.21 .22 .2 .2 — | —~ DK =0

2.4. Diferansiyel Denklem Sistemi

Bagimsiz degiskeni z, bilinmeyen z = f(z) fonksiyonu olsun.Tanimladigimiz
bu fonksiyonun tiirevleri (z/,2”, 2", ...z2(™) arasindaki bagintiya diferansiyel denk-
lem denir.

Bir diferansiyel denklem genel olarak ;

dz d?z d*z  d™z
F e 7 Ay - Ay
(x’ Y e da? dad dxm)

seklinde ifade edilir.
2 +2—-32=5

esitligi bir diferansiyel denklem 6rnegidir. Diferansiyel denklemdeki en yiiksek merte-
beden tiirevine o diferansiyel denklemin mertebesi denir. Bir diferansiyel denklemde
bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin iissiine ise o diferansiyel denklemin derecesi de-
nir.

flz, 2,2/, 2", ..., 2™) = 0 (m. mertebeden diferansiyel denklem)
2.5. Lineer Diferansiyel Denklem Sistemi

Bagiml degiskeninin tiim tiirevlerinin birinci dereceden olmasi halinde
diferansiyel denklem lineer diferansiyel denklem halini alir. Bilinmeyen bir
fonksiyon tek degiskene bagli ise bu diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem
denir.

m. mertebeden adi lineer diferansiyel denklem , bagimsiz degisken x ve bagimli
degisken z olmak iizere ;

dm™z dm 1tz
CQ(.CE)— + Cl(l')m

dz
T + ...+ cm_l(as)% + ()2 = k(2)

ya da

co(x) 2™ + 1 (2)2™ Y 4 4 1 (@)2 + em(z)z = E(2)

5
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seklinde ifade edilir.

2.6. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemi

Diferansiyel denklemdeki bagimli degiskenin derecesi birden biiyiik ise veya
dogrusallig1 bozan fonksiyonlar iceriyorsa bu denkleme lineer olmayan diferansiyel

denklem adi verilir.

Ornek. Herhangi bir diferansiyel denklem 2%, ¢ , log(z) , tan(z) gibi iistel,
logaritmik , trigonometrik fonksiyonlar iceriyorsa lineer olmayan olarak ifade edilir.

Lineer olmayan bir denklem sistemi asagidaki gibidir:

fl (I17I27x37 7xn)
f2 (ZEhIQ,I‘g, 73771)

0
0

fn (:E]_,.TQ, ZE3, ,,:En) = 0
burada f € R™ ve Vf; , lineer olmayan bir gercek fonksiyon ve i = 1,2, ..., n [8].

2.7. Acik Euler Yontemi
Zpt1l = Zp + hf(zn>

seklinde tanimlanir. Adim uzunlugu A olan bu yontem v, : 2z, — 2z, seklinde tasvir
ile gosterilirse bu tasvire ayrik tasvir ya da sayisal tasvir denir [15]].

2.8. Kapah Euler Yontemi
Znt+1 = Zn + hf('zn—i-l)

seklinde tanimlanir [15]].

2.9. Orta Nokta Yontemi
Zpn4l = Zn + hf(%)

seklinde tanimlanir. Orta nokta yontemi simetrik bir yontemdir. z,, <> 2,11 ve
h <> —h degisikligi yapildiginda da ayn1 formiil elde edilir [15]].

2.10. Jakobiyen Matris
Tamim 2.4 (Jakobiyen Matris). R uzayinda birinci dereceden tiirevlenebilir bir

fonksiyon f; : R® — R™ (j = 1,2, ...,n) olsun. Bu fonksiyon x € R" noktas1 igin bir
f (z) € R™ vektorii olustursun. Bu f fonksiyonunun Jakobiyen matrisi n X n boyutlu
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bir matris olarak tanimlanir ve J ile gosterilir.

2 2 2
T (z) = Ern (z) Do (x) - Ere (x)
@) G o P
Ornek.
) 2
4x1 + sin (z3) — 3= 0

2212 — 24(z9 + 0.2)* + cos (z3) + 1.13 =0
e+ 1223+ =0

yukaridaki lineer olmayan denklem sistemi i¢in Jakobiyen matrisi su sekilde
hesaplanir:

Coziim.

2
Fl(x) = 4.T1 + sin ([EQ) —3 g =0

Fy(z) = 2212 — 24(2 4 0.2)° + cos (z3) + 1.13 =0
Fy(z)=e ™+ 1203+ 7=0

0F, oF, OF,
- — 4 —_— = _— =
0x; " Oy c0s (z2) 0xs 0
OF. OF. OF. ,
a—xf:zxml, 8—:;:—48(x2+0,2), a—xj:—sm(x?,)
a}73 — 8F3 (9F3
Lo, o0, =12
0xy c 0xs 0 0xs
8331 31:2 81'3
4 cos (zg) 0
Fy, OF, OF:
J(z) = g_mz g—g g—é = 4311 —48 (29 4+ 0,2)  sin (z3)
OF, 0F; OF; | L ' .
_8171 8372 8x3_
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2.11. Newton Yontemi

f(z) = 0’ 1n ¢oziimlerini bulmak her zaman kolay olmayabilir. Bu gibi durumlarda
koklerin yaklagik olarak elde edilebilmesi icin Newton yontemi kullanilabilir.

Niimerik analizde Newton yontemi ¢ok sik kullanilan bir yontem olup, bu yontem
f(z) ’in bir 1 noktast noktasindaki Taylor serisi agilimindan ortaya ¢ikmistir [8].

Teorem 2.5 (Taylor Serisi). f(x) ’in x = xo ’ da her mertebeden tiirevi var ise
((k: =0,1,2,...)icin f¥(x¢) mevcut ise) o zaman,

= f® To k /
Fa) =S L0 () = (o) (o) (o — o)+

—~ k!

serisine f(x) ’in xo noktasindaki Taylor Serisi denir.
Taylor serisi agiliminin ilk iki terimini dikkate alalim:

f(@) =~ f(z1) + (2 —21) [/ (21) (2.3)
f(z) = 0 denklemin kokiinii bulabilmek i¢in

f(x) 4+ (x —21) f (21) (2.4)
denklemini sifira esitlemeliyiz:

fx) + (x—21) f' (21) = 0 (2.5)
(2.4) denklemini yeniden diizenlersek asagidaki yaklagimi elde ederiz:

f (1)
[ (1)

(2.5) denklemini genelleyerek Newton’un yineleme yontemini elde ederiz:

R A C SV 2.7)

i)

(2.6)

r =T =21 —

T , f(x) fonksiyonunun kokiine yaklagim olmak izere x; — T (i — oo) ’dir.

Lemma 2.6. Iterasyonda ayni degerler elde edilmeye basladiginda yani
(x; = 441 = ) oldugunda f(x), T ye yakinsar. Bu durumda z; , f(x) fonksiyonun
kokiidiir [8)].

Ancak (2.6) sadece tek degiskenli lineer olmayan denklemleri ¢ozebilmek amaci ile
kullanilir. En az iki de8isken iceren lineer olmayan denklemleri ¢ozebilmek icin (2.6)
denklemini degistirmemiz gerekir.
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F(z) = 0 olacak sekilde n bilinmeyenli lineer olmayan agagidaki denklem sistemini
g6z Oniine alalim :

fl(xl)xQW"uIn)

T1,To, ..., Ty

F(z)=F(x1,29,...,2,) = f2 (@ 2 )
fn(xhx%"'axn)

Bu denklem sisteminin bir kokii Z , yani F/(Z) = 0 olsun. Bu denklem sistemindeki
xo noktas1 noktasinda Taylor acilimi

olsun. Burada,
Ofi(wo) Ofi(zo) .. Ofi(zo)
ACRIAD) IAED
OF ($0) _ 823710 59320 T 82ccn0
0X : : e :
Ofn(mo) Ofn(zo) .. Ofn(zo)
o0z Oxzo Ozn

olmak iizere bu matrise J () diyelim. xy noktasindaki Taylor agilimi
F(x)~ F (z0) + J (x0) (x — x¢) seklinde yazilabilir.

F(z) = 0 denklem sisteminde F'(x) yerine z, noktasindaki birinci dereceden Taylor
acilimi alinirsa sistem

F(zo) + J (z0) (x —29) =0
olarak yazilir. Bu denklem sistemi tekrar diizenlenirse

J (o) (x — @o) = —F (w)
(x — 20) = —(J (x0)) ' F (x0)
x=x0— (J (20)) " F (x0) (2.8)

elde edilir. (2.7) denklemi 7 kokii i¢in yaklagik bir deger olarak kullanilabilir.
kokiine daha iyi bir yaklagim saglamak icin;

2® = g1 _ (] (x(k—l)))*lp (z* V) k=1,2,3,....n (2.9)
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esitligi kullanilir.

Burada x € R", F vektor fonksiyonu ve (J(z)) ! Jakobiyen matrisinin tersidir. Bu
yontem lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi i¢in Newton yontemini temsil
etmektedir [8]].

2.12. Kismi Diferansiyel Denklem

Kismi diferansiyel denklemler ilk olarak geometrideki yiizey caligsmalar ve
mekanikteki bazi problemlerde ortaya ¢ikmistir. Bir diferansiyel denklemde en az iki
bagimsiz degigken ve bir veya birden fazla bagimli degiskenin, bagimsiz degiskene
gore birinci veya daha fazla mertebeden kismi tiirevleri yer aliyorsa bu denkleme
kismi diferansiyel denklem denir [2].

21, %9, 23, . . . , 2p, Dagims1z degiskenler ve
_ oV 1% _ oV 1% o r )
V., = B2y Voo = a_zyvzzs = S WV, = oo V bagimh degiskenin

kismi tiirevleri ve (21, 22, ...) bagimsiz degiskenler olmak iizere kismi diferansiyel
denklem,

F(z1,200 o320, Vs Vigy ooy Vo s Vit s Vg gy ) = 0 (2.10)

seklinde yazilabilir. (21, z2) bagimsiz degiskenler olmak iizere
F(z1,20,V,V,,,V,,) =0
seklindeki birinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerinin ilk
temeli Lagrange tarafindan atilmistir.
Ornek. v bagimh degisken ve x, y, z bagimsiz degiskenler olmak iizere
TV + YUyy = 0

Up — YUy + OTVyy = 3COST

v 000
—_— TZ—— v =
0x? 072

denklemleri birer kismi diferansiyel denklemdir.
Ornek. v bagimli degisken ve w, z bagimsiz degiskenler olmak iizere
v +v? =1

10
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denklemi birinci mertebeden ve ikinci dereceden bir kismi diferansiyel denklemdir.
2.12.1. Lineer Kismi Diferansiyel Denklem

Kismi diferansiyel denklemdeki her bagimli degisken ve her mertebeden kismi
tiirevler birinci dereceden ise ve ayn1 zamanda bagimli degiskenler veya kismi
tiirevler carpim halinde yer almiyorlarsa boyle denklemlere lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem adi verilir. [11]].

Bir bagiml ile iki bagimsiz degiskene sahip birinci mertebeden lineer kismi
diferansiyel denklemlerin genel formlar1 asagidaki gibidir:

S(y,z)vy +Q (y,2) v, + R(y,z)v=K(y, 2) (2.11)

2.12.2. Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel Denklem
Fiziksel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde ve doganin temel kanunlarinin
formiillendirilmesinde lineer olmayan kismi diferansiyel denklem sikca

kullanilmaktadir. z ve y bagimsiz degiskenler ve v, v, v, bagimlh degiskenler olmak
izere birinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklem kapali formda,

F(z,y,v,v,,v,) =0

seklinde yazilir. 2z ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere ikinci mertebeden lineer
olmayan kismi diferansiyel denklem ise ,

F (z,y,v,vz,vy,vzz,vzy,vyy) =0

seklinde yazilir. Benzer sekilde yiiksek mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemleri genelleme yaparsak,

L.ov(z)=f(2) (2.12)
operator formda yazabiliriz. Burada L, , lineer olmayan kismi diferansiyel denklem
operatorii, f(z), en az iki bagimsiz degiskene sahip bir fonksiyondur. Bu arada
f (2) = 0ise (2.11) denklemi lineer olmayan homojen kismi diferansiyel denklem ve

f (2) # Oise (2.11) denklemi lineer homojen olmayan kismi diferansiyel denklem
olarak adlandirilir.

Ornek. Lineer homojen denkleme 1s1 denklemi 6rnek verilebilir:
Vy — QUzp = 0
v — v, = f(x,t)

denklemi ise (v > 0 ve f (z,t) bilinen bir fonksiyon olduguna gére) homojen
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.

11
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Bazi 6nemli kismi diferansiyel denklem modelleri asagidaki gibidir [[1].

1. Advention Denklemi
v 4 vv, = f(2,1)
2. Burgers Denklemi
vy + VU, = ULV,
3. Korteweg-de Vries Denklemi (KdV)
v + avv, + fu,,, =0
4. Modifiye KdV (mKdV) Denklemi
vy — 6020, + v,,, =0
5. Boussinesq Denklemi
Vgt — Vzz + 3(1}2)22 — Vs =0
6. Sine-Gordon Denklemi
Vpp — Uy = SINWU
7. Sinh-Gordon Denklemi
Uy — Vyy = aSinh v

8. Liouville Denklemi

+v
Vgt — Vzz =€

9. Fisher Denklemi
vy = Duv,, +v (1l —0)
10. Kadomtsev-Petviashvili (KP) Denklemi
(v + avv, + fu,..), + vy =0
11. K(m, m) Denklemi

v+ am), + 60, =0,m>1
12
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0. ERTURK

12. Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi (NLS)

Wy + V., + ’y|v\2v =0

13. Camassa-Holm Denklemi (CH)

Vp — Uppt + QU, + 30V, = 20,0V, + VV,,,

14. Degasperis-Procesi Denklemi (CH)

Vp — Uppp + QU, + 400, = 30,0, + VU,

13
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SONLU FARKLAR YONTEMI

3. SONLU FARKLAR YONTEMI

Sonlu farklar yontemi, diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimlerinde kullanilan bir
metottur. Taylor serisi yardimiyla, tek degiskenli ifadeler i¢in sonlu fark yaklagimlari

elde edilir.

Diferansiyel Cebirsel
Denklem Denklem Sistemi

Sekil 3.1: Ayrik problemler ile siirekli problemler arasindaki iliski [24]].

¥ 4
W (g +h )= xp )
— efimi
< .
2 i xo) et
"[x
u (xp + h) ile o
Uxg + h) =U{xg)
u {xn] ..........'= - e S— -
i
AT !
- .-F E
! i
| |
| i
a . - > x
xg—h Xp xn+h
Sekil 3.2: Tiirev tanimi1
~ du(x . U To) — U T
@ (z) = (@) _ ., Wlee) —a()
d,ﬁU xro—x1—0 To — X1

[b, ¢ ] tamm bolgesi i¢in, K bir pozitif tam say1 ise,
h = c—b

K

x; diiglim noktalar1 i¢in

x;=b+1th, i =0,1,..., K olmak iizere

V() fonksiyonu ve bu fonksiyonun tiirevleri tanim bolgesi iizerinde siirekli olmak

uzere

14
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V(z; + h)ve V(x; —h)

ifadesinde yer alan x; noktasindaki Taylor seri acilimlar1 asagida belirtildigi gibi
hesaplanir:

h? h?
h? h3
Strasiyla, (3.1) ve (3.2) esitlikleri,
i+ h)— i h h?
V() = olwi+h) —v(@) | Voo (@) + Vi (1) + .. 3.3)
h 21 3!
i) — i —h h I
Vi(a,) = 28 Z("T )4 57 Voo (@) = o7 Veaa(@i) + . (34)

olarak yazilabileceginden V' ’nin x; noktasindaki birinci tiirevi

V(i) = Vi + h})L — Vi) | o(h) (3.5)

Vy(z;) = — ' +o(h) (3.6)

sirastyla ileri ve geri fark yaklagimlari olarak adlandirilmaktadirlar ve bu esitliklerde
serinin belli bir yerden kesildigi goriilmektedir. Kesme islemi sonucunda ortaya ¢ikan
hatalar o(.) ile gosterilir ve Taylor serisini kesildigi yerden sonraki ilk terime gore
degerlendirilir.

Eger (3.1) esitligi ile ifade edilen deger (3.2) esitligi ile ifade edilen degerden ¢ikarilir
ve esitlik tekrar revize edilirse

v(x; +h) —v(z; — h)

V(z;) = 5 + o(h?) (3.7)

olarak birinci tiirev icin merkezi fark esitligi elde edilir.

15
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Eger, (3.1) ve (3.2) ifadeleri alt alta toplanirsa

Vo) = v(x; + h) — 2@}52@') +v(z; — h) T o(h?) (3.8)

seklinde ikinci tiirev i¢in sonlu fark esitligi elde edilir.

Taylor serileri iki degisken iceren ifadelerin sonlu fark yaklagimlarini elde etmek i¢in
de kullanilir.

d=bv

7 olarak alinsin.

K, M pozitif tamsayilar h = %b, k=

b<xz<cvel <y < olmakiizere [b,c| ve [V/,c/] tamim arali1 olsun.
Xi=a+ih, i= 01, Kvey;=d +jk, j=0,1,...M
olarak ifade ettigimiz x; ve y; ler diigiim noktalaridir. z ve y parametrelerine gore

birinci tiirev ele alindig1 zaman ileri, geri ve merkezi sonlu fark yaklasimlar: sirasiyla
asagida belirtilmigtir:

v(x; + h,y;) + v(zs,y))

V(i) = ! + o(h) (3.9)
Vil gy) = 8 ¥ Z(xi ~hui) | o) (3.10)
Vil yy) = 20T h’y")z_hv(xi “hui) o) (3.11)
Vi) = B 20 | (3.12)
Viaiy) = WLV B 2R | (3.13)
Vi (2 9) = v(@iy; +h) —v(@iy; —h) o(k?) (3.14)

2k

olacak sekilde elde edilebilir. Ikinci ve iiciincii mertebeden tiirevleri icin sonlu fark
yaklagimlar1 da benzer sekilde hesaplanabilir[25} 1377, 140].

16
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4. SONSUZ BOYUTLU HAMILTONIAN SISTEMLER

w(x,t) € RY,t € R olmak sartiyla Hamilton sistem

ow oH
o~ T Wy

seklinde yazilir. 5 C R? x R, dz = dxydx; . . . dv; olmak iizere

= /UH(:U,wm) dx

Hamilton fonksiyoneli ve .J(w) da Hamilton operatoriidiir. % Hamilton akig
tasvirinin varyasyonel tiirevini ifade eder. Varyasyonel tiirev w(x) fonksiyonundaki
ufak bir degisimi H (w) fonksiyonunun degerini nasil etkiledigini gosterir [4].

p = ¢ = 1i¢in varyasyonel tiirev,

5_H:3_H_3x(3ﬂ)_azx(3ff>+...

ow,, OWyos

seklinde bulunur. £ = 1,. .., q i¢in genel olarak varyasyonel tiirev

ol P

olarak tamimlanuir.

17
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5. SONLU BOYUTLU HAMILTONIAN SISTEMLER

Yiizyillar boyunca insanoglu dogay1 anlamlandirmaya ¢alismistir. Bu calismalarda en
biiylik yardimcilari ise matematik ve fiziktir. Fizigin amaci doganin genel analizini
yapmak, matematigin amaci ise dogay1 denklemler yardimiyla modellemektir.

Tanmm 5.1. y = (y', 4%, ...,y"), N C R" agik kiimesi iizerinde herhangi bir nokta
olsun. H (y) Hamilton fonksiyonu, S(y) yapr matrisi olmak sartiyla bir adi

diferansiyel denklem sistemi olarak

dy _

i S(y)VH(y)

formunda yaziliyorsa bu sisteme S(y) sabit matris olmasi halinde Kanonik Hamilton
Sistem aksi halde Poison Sistem denir.

z(t) € R* ve i(t) = f(z(t)) adi diferansiyel denklem igin,
H = H(wla W2y oy Wey 215 225 ++vy zd)7

w; = w;(t) , z; = zi(t) i = 1, ..., d olmak iizere Hamiltonian sistemi

oOH OH
v 8ZZ' ¢ 871)1 ( )
seklindedir. (5.1) sistemi kapali halde
w=—H,(w,z), 2=H,w,z2) (5.2)

olarak yazilabilir.Fonksiyonun t’ye gore tiirevi burada . ile ifade edilmektedir.

H = H(w, z) olmak iizere

dH QHd: 0Hdw  OHOH OHOH

s dt T owdt . 9z 0w 9: 0w

0

elde edilir. Buradan varacagimiz sonug ise herhangi bir diferansiyel denklem sistemi
icin Hamiltonian zamana bagl olarak degismez [4]].

Ornek. :

denklem sistemi Hamiltonian denklem sistemi olarak ifade edilebilir.

18
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H : R? — R? olmak iizere

1
H(w,z) = §w2 — COS 2

Hamiltonian fonksiyonudur. /, = sin z , H,, = w oldugundan
w=—-H,(w,z2),2=H, (w,z)
elde edilir.

Ornek. : ®(—20,t) = (20, t) periyodik sinir kosulu ile Sine-Gordon diferansiyel
denklemi

*®  9*P ,
W: w—bSlH@ (53)

seklindedir. Denklem, Hamiltonian

- []1, 1[0\
H—/ 37 +§(%> —i—b(l—cos@)]dx

ve Hamiltonian operatorii S' = <_01 é) vev = (%) olmak iizere (4.3)
ov 6H
ot 7 v

seklinde Hamiltonian sistemi olarak yazilir.
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6. ENERJI KORUYAN SAYISAL YONTEMLER
6.1. Ortalama Vektor Alami(OVA) Yontemi

Adi ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal integrasyonu icin gelistirilen metotlar
geleneksel olarak, sayisal stabiliteyi saglayarak ve zaman adimlarin1 adim adim takip
ederek toplam hatay1 minimize etmek ile ilgilenmistir [[14]. 1980’li yillardan
giiniimiize kadar ise sayisal metodlarin tasarimlarinda, ele alinan problemlerin
dogasinda var olan simplektik yapi, simetriler, korunan sayisal veriler, hacim ve faz
uzay1 yapilar gibi geometrik 6zelliklerin korunmasi seviyesine ¢ikilmigtir. Bu
metodlara geometrik veya yapiy1 koruyan metodlar da denilmektedir [27].

Biitiin Runge-Kutta metodlarinin birlestirilmis diferansiyel denklemlerin lineer
integrallerini korudugu ve simplektik Runge-Kutta metodlarinin da kuadratik
integralleri korudugu bilinmektedir [5]. Ayrik gradient metodlar lineer olmayan
evrimsel kismi diferansiyel denklemlere de uygulandi [9]. Gelistirilmis kolokasyon
metodlar ve Hamilton sinir deger metodlar: olarak tanimlanan ve polinomsal
Hamiltonian sistemlerin enerjisini tamamen koruyan yontemler de gelistirilerek
kullanildi 118, [19].

Ancak yakin donemde, orta nokta yonteminin (mid point method) bir uzantist olan
ortalama vektor alan1 (OVA) metodu cok ilgi cekmeye basladi [33]]. Ortalama vektor
alan1 (OVA) yontemine olan merak son zamanlarda artis gostermektedir. Bu metot
orta nokta yonteminin gelistirilmig seklidir ve yiliksek mertebeden OVA yontemleri
Guassian quadrature kullanilarak elde edilip Hamiltonian sistemler icin yiiksek
mertebeden OVA yontemi uygulanarak analiz yapmiglardir [16]]. Gaussian quadrature
kullanilarak yiiksek mertebeden OVA metodlar1 gelistirildi ve bunlar siirekli-adim
Runge-Kutta metodlar1 seklinde yorumlandi [16]]. B-serisi metodlariyla enerji
korunumu ve simplektiklik arasinda iligki olusturuldu. Ayrik gradient metodlar,
amiltonian sistemlerin integrasyonunda kullanildiginda B-serilerine genisletilemezler
[L13].

B-serileri kullanilarak, Hamiltonian sistemler kapsaminda OVA metodunun Poisson
metodlarin eglenigi oldugu gosterilebilir [[7]]. Sayisal ¢oziimlerin kararli ve kesin
olmas1 avantajinin yan sira, fiziksel acidan belirli karakteristik davraniglar1 olan
enerji fonksiyonelinden tiiretilen denklemlere ait sayisal ¢oziimlerinin dogru bir
sekilde gelistirilmesi biiyiik 6neme sahiptir. Ortaya ¢ikan sayisal ¢oziimlerin de s6z
konusu enerjinin karakterisitik davranigini korumasi gereken davraniglar arasindan
enerjinin azalmasi, enerjinin korunmasi veya simplektik yapinin korunmasi gibi
fiziksel olarak gercek¢i ¢coziimler elde edilebilmesi icin gerekli olan karakteristikler
icerisinde nitelendirilir [[10].

Ortalama Vektor Alan1 (OVA) yontemi ikinci mertebe yakinsakliga sahip bir yontem
olmas1 nedeniyle daha kesin sonuglar ortaya ¢ikarmaktadir. Ayrica, OVA yontemi ile
elde edilen sayisal sonuclar denkleme ait olan enerjinin azalmasi veya korunmasi gibi
karakteristik 6zelliklerini de korumaktadir [6]. OVA yontemi, hem enerji azalma hem
de enerji korunma 6zelliklerini koruyan ve ikinci mertebe yakinsakliga sahip olan tek
yontemdir [[14]].
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Enerji korumali olarak nitelendirilen diferansiyel denklemler genel olarak, H (y)
Hamiltonian fonksiyonunun yeterince diferansiyellenme 6zelligi olmasi 6zelligine
bagli olarak

9(y) = SVH(y)

seklinde ifade edilmektedir S', n x n boyutlu sabit bir matris ve ters simetrik ise
Hamiltonian bagka bir deyisle sistemin enerjisi olan degismez olmak iizere, asagidaki
adi diferansiyel denklem sistemi ele alinsin:

&y _

— R™
o 9(y) .y €

Diferansiyel denklemi i¢in, ikinci mertebeden OVA yontemi su uygulanir [23] 34].

1

% = /g (1 = &)yn + EYnt1)dE (6.1)

0

Ornegin g(y) = v igin integral su sekilde hesaplanir:

1

/g (1 = &) yn + EYns1)dE

0
1

- / (1= )y + g )de

0

2 2 1
()]

1 1 yn+yn+1
= 1—= n ~SIn =~
( 2)9 T 5Ynt 5

Bu sonug (6.1) in orta nokta kuralina esit oldugunu gosterir.

Yn+1 — Un _ Yn+1 + Yn
At 2
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Eger g(u) = u? (kuadratik) ise integral sdyle elde edilir:

(L= &) Yn + EYny1)dE

O\H

((1 - 5) Yn T+ gyn—i-l)ng

1
/
1
= / (1= )%y2 +2(1 = &) Ynyni1 + 292, )dE
01
/ (126 + ) 32 +2 (6 — €) yugmns + 2, )de

0

53) (52 53) & 5 T
= (- += ) va+2( 5 — =) Yalnsr + =42
K&E 5 |V 7 75 ) Yt ¥ g Unn |

1 1 1 1
=14+ = )2 4+2( == =) yutnsr + =12
_ y?%, +ynyn+1 +y721+1

3

Eger g(u) = u? (kiibik) ise integral sdyle elde edilir:

(1 =&) yn + EYnt1)dE

o _

((1 - 5) Yn + fyn-i-l)gdf

Il
O O O—_

(1= &3 + 31 = €2y +3 (1 — ) Eyars + i ) e

(1-3¢+32-&)y2 +3(1—26+ &) €2ynt1 +3 (€2 — ) yuy2 g + 33, 1)de

 Yp A YRYnt1 H YnYh e T YU
N 4
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OVA yontemi ayrik bir gradyan yontemidir.Ayrik gradyan yonteminin kullanilmasi
formun vektor alani i¢in avantajhdir.

9(y)=Sy)VV(y)

S(y) burada ters eslenik bir matristir. Hamilton sistemi i¢in

9(y)=S(y) VH (y)

seklindedir. / burada enerjidir. OVA yontemini Hamilton sistemine uyguladigimizda,
herhangi bir entegrasyon adimi boyutu se¢imi i¢in her adimda sayisal ¢éziimiin
korunumu garanti edilir [34].

Enerji koruyan ayrik gradient metodlar V H (y) ve S(y) nin uygun yaklagimlarina
dayanir. y' = S(y)V H (y) poisson sistemler i¢in ayrik gradient yontemler agagidaki
sekilde tanimlanir [31}33]].:

nt+l _ . n no n+1 _ al
% =S <%> NVH,(y",y") (6.2)

(VH(y", y"™") + VH(y" ", y") (6.3)

VH,(y" y") =

Yo = 5wy Yi e Ym )= (Yy Yy ey Yi e Y
1
Yt —yn,

6.2. Boliinmiis Ortalama Vektor Alam Yontemi (BOVA)
Hamiltonian sistemini asagidaki formda ele alalim [38].

= f(u) =S,VH(u), (6.4)

T T
Buradam = 2d ve u = (w,2)" = (U1, Uz, ..., Ug; Ugs1, Ugs2, ---, Upy) Olsun. Bu
durumda sistem
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( Zf ) — S,y ( Zw((;”j)) ) . w,z € RY (6.5)

seklinde yazilir. Enerjinin zamana gore tiirevi

dH (w(t), 2(1))
dt

= Hy(w, 2) i+H,(w,2)" % = VH(w, 2)" SogVH(w, z) = 0

seklinde hesaplanir.

Hamiltonian sistemi (6.5) i¢in Boliinmiis Ortalama Vektor alant Yontemi (BOVA)
asagidaki sekilde tanimlanir:

1
i (wn+1 _ wn) Y. _.[Hw(fwm-l + (1 = §w", 2")dE 66
At e '
JH (w2 4 (1= €)2")d¢
0

Zn+1 —n

Teorem 6.1. Béliinmiis Ortalama Vektor Alant yontemi (6.6), (6.5) H(w, z) Hamilton
sisteminin degeri tam olarak korunur

Ispat:
(6.5) in her iki tarafina
1

T
( [ Hoew ! + (1— €, 2 de, [ Ho (w24 4 (1 - f)Z")Tdf)
0

0

ile skaler carpim yaparsak kalkiiliisiin temel teoreminden ve Sy, ters simetrik
matrisinden asagidaki sonucu elde ederiz.
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1
A7 [ Huleu™ 4 (=gun 2 g™ — )

1
b / Ha(w", €2 4 (1 €)Y de (2" — =)

1
d
7 [ g [ 4 (1= 9ur ) + HEL 60 4 (1= 9)27)] dg
0
— K [H( n+17zn) - H(wn7zn) 4 H(U)n+1, Zn+1) - H(wn—l-l’ Zn)]
1
— Kt(H(w’”‘“,z"“) — H(w",2") =0
Sonuglar:

1. Boliinmiis Ortalama Vektor Alan1 yontemi (6.6), birinci dereceden tek adim
yontemidir.

2. Eger (6.5), H(w, z) = Hy(w) + Hy(z) seklinde ayrilabilir bir Hamilton
sistem ise o durumda Boliinmiis Ortalama Vektor Alani(6.1) yontemine esittir.
Hamilton sistemi (6.5) ayrilabilir degildir.

3. Elde edilen boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi Hamiltoniani korur [38]].

Boliinmiis OVA yontemini (6.6), @, ile gosterilirse @7, (BOVA¥*) ile de ek yontemi
asagidaki sekilde tanimlanir:

0 (6.7)
JH(w", 2"+ (1 = §)2")d€
0

n+l _ o

1
1 wn+l — " f Hw(éwn-i-l + (1 - g)wn7 Zn—H)dg
L(5178) s

Buradan elde edilen sonug ek yontem olan (6.7) Hamiltonian H(r)’ yi korur ve BOVA
yonteminin biitiin 6zelliklerine sahiptir. BOVA yontemi ile baglantili olan bir diger
yontem ise Boliinmiis Ortalama Vektor Alan1 Bileske Yontemi (BOVA-C)’dir [38]].

Yar =@, 0P (6.8)

Ve diger bir yontem olan boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi ile ek yontemin
ortalamasi seklinde ifade edilen (BOVA-P) yontemi de su sekilde tanimlanir:

N 1
Yar = 3 (Oh; + Par) (6.9)
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7. LINEER OLMAYAN SCHRODINGER (NLS) DENKLEMLERI

Schrodinger denklemini bir¢cok bilim insani farkli metodlar kullanarak
incelemislerdir. Schrodinger denklemini, George Adomian (1992-1996) tarafindan
ortaya konulmus ve gelistirilmis olan Adomian ayristirma yontemini kullanarak
incelenmistir [35]]. Ayrica homotopy Analiz yontemi varyasyonel iterasyon yontemi
ve Galerkin yontemi kullanilarak denklemin farkli sekildeki ¢oziimleri elde edilmistir
(17,120, 42]. Lineer olmayan Schrodinger denklemi(NLS), kuantum mekaniginde
parcaciklarin herhangi bir andaki konumlarin1 ve serbest enerji seviyelerini bulmak
icin , fizikte elektrik alan ve transistorlerin mekanizmasinda, kimya da modern atom
kuramlarinda ortalama bag uzakliklari, dipol ve moment hesaplarinda kullanilir.

7.1. Bir Boyutlu Lineer olmayan Schrodinger (NLS) Denklemi

® = P(y, t) kompleks fonksiyonu ®(y, 0) = P(y) baslangic kosulu ve
O(y,t) = ®(y + L, t) periyodik sinir kosulu olmak iizere

i®; + Dy, + AP =0 (7.1)

lineer olmayan Schrodinger diferansiyel denklemi olarak ifade edilir. Buraday € R,
A > 0 dir. & kompleks fonksiyon oldugundan ¢ = w + ¢z seklinde yazilabilir.
Burada w = w(y, t), z = z(y, t) "dir.

Bu durumda (7.1) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir.

wt+2yy+/\(w2+22)z:0

7.2
zt—wyy+)\(w2+22)w:0 (72)
Simdi (7.2) sisteminin kanonik Hamiltonian sistemi oldugunu gosterelim.
Hamiltonian
) Ll o 2 Ao, o
H = 5 wy+zy—§(w + 2°) |dy (7.3)

olarak alinirsa

oH

% = —\w (w2 + 22) — wyy
oH

E = \z (w2 + 22> — Zyy

esitlikleri elde edilir, buradan (7.2) sistemi
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oH
wy = —
! 0z
0H
2y = ——
! ow
seklinde yazilir.

(0 -1 - T
S = (_1 O)Vep—(w,z)

olarak alinirsa kanonik Hamiltonian sistemi

10 H
p=S"1— -S=5"
op’
seklinde elde edilir.

Ileri fark yontemi kullanilarak (7.3) denkleminin tiirevleri hesaplanirsa sonlu boyutlu
Hamiltonian sistemine ulasilir. (7.3) de w,, ve z, birinci mertebeden tiirevleri ;1 ve
y; diigiim noktalar1 kullanilarak diskrize edilir. Uzay degiskenine gore adim uzunlugu
Ay = y;1 — y; olmak iizere Ay = © /) olarak alinsin. Buradaki M/ diigiim sayisina
karsilik gelmektedir. Daha kolay bir ¢6ziim olusturmasi i¢in

w; =w(jL/M,t)
z; =2z (jL/M,t)

notasyonu w ve z ger¢ek ¢6ziimiiniin jL/M digiim noktasinda aldig1 degere bir
yaklagim olarak kullanilacaktir. Bu aciklamalara bagl olarak Hamiltonian denklem
sistemi agsagidaki sekilde diskrize edilir:

~ M
H:

j=1 J=1

Buradan Hamiltonianin gradiyenti

VH = AZ (wj—1 = 2w; + wjp1) — Aw;(wF + 27)
—xg7 (21 = 225 + 2j11) = Azi(wi + 25)

olmak iizere yar1 ayrik Hamiltonian sistemi
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W=w, = —Az — \z(w?, 2?), =z = Aw + Iw(w?, %) (7.4)

olarak elde edilir. Burada A matrisi su sekildedir:

7.2. Iki Boyutlu Lineer Olmayan Schrédinger (NLS) Denklemi

Schrodinger denklemi i¢in sinir deger kosullar1 verilen diferansiyel denklem-
leri; kuantum mekanigin,¢agdas fizigin, lineer olmayan optigin, niikleer fizigin ve tek-
nigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikan cesitli siirecleri anlamina gelmektedir. Bu siirecler
icerisinde kuantum mekanik siirecler onem arz etmektedir ve bu siireclerin optimal
kontroliine baglh problemlerin arastirilmasi ve incelenmesi biiyiik derecede onemli-
dir. Boyle problemlerden biri kuantum mekaniginde ortaya cikan yiiklii parcaciklarin
kontroliidiir. Tki boyutlu NLS denklemi + sabit ve ¢ = ¢(z,y,t) kompleks fonksiyon
olmak iizere periyodik sinir kosullar1 ve baslangi¢ kosulu ile su sekilde ifade edilir:

1Pt + Pz + Pyy + 7|u|2u =0 (7.5)

oz + L,y,t) = p(x,y,t), @(x,y+L,t)=p(x,vy,t)
©(0,2,9) = o

7.3. Kesirli Mertebeden Schrodinger Denklemi

Schrodinger denkleminin genel olarak lineer olmayan optik alanlarda, kat1 ci-
simlerde ortaya cikan 1s1 iletiminde, hidromanyetik dalgalanda, plazma dalgalarinda,
stv1 ile dolu elastik bir tiipteki lineer olmayan dalgalarda, lineer olmayan kararsizlik
problemlerinde ortaya c¢iktig1 belirlenmistir [21].

Konuma ve zamana gore kesirli mertebeden Schrodinger denklemlerinin sa-
yisal ¢oziimleri operasyonel matrisler kullanarak kesirli mertebeden ikili Schrodinger
denkleminin ¢éziimlerini Laplace doniisiim yontemleriyle kullanarak bulunmaktadirlar.[3]].
Lineer olmayan Schrodinger denklemlerin gibi bir¢ok bilimsel alanda cesitli uygula-
malarda kullanilmaktadir [39]].

Cagimizda bilimsel alanlarda gerceklestirilen uygulamalar sonucunda kesirli
hesaplamalar onem kazanmugtir. Kesirli tiirevleri iceren problemlerin analitik ¢6ziim-
lerinin bulunmasina yonelik ¢oziimlerin sinirlilik icermesi nedeniyle incelemeler ve
hesaplamalar i¢in niimerik ¢6ziim teknikleri ve yontemlerinin uygun goriilmiistiir [36].
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8. SAYISAL COZUMLER

8.1. NLS Denklem Sistemine Boliinmiis Ortalama Vektor Alam1 (BOVA) Yonte-
minin Uygulanmasi

Konuma gore diskrize edilen agsagidaki NLS denklemini dikkate alalim.

W =w, = —Az — Az(w?® + 2?)
i =z = Aw + Aw(w? + 2%)

Bu sistemi matris formunda su sekilde ifade ederiz:
w\ (0 =1\ [Aw+ \w(w? + 2?)
z) \1 0 Az + Az(w? + 22)

0

Burada S,y = (1

_01> , Hy = Aw + dw(w? + 22), H, = Az + Az(w? + 2?)

olmak tizere sistem

()-=(x)

olarak ifade edilir. Ayrica w =

wn—i—l n

—w Znt+l — 2
—d

NN

11.

Bu sisteme BOVA methodu su sekilde uygulanir:

1
1 n+l _ ,,n wa(gwn—H + (1 - g)wna Zn>d€
A_t (tn+l _ ;Un) = 524 10 (8.1)
JH (w27 + (1= €)2")dg
0

Matristeki ilk integral asagidaki sekilde hesaplanir:

1
/Hw w4 (1= Ew", 2")dE = A/ w™™ (1 — &w™)dé
0

1

+A/Xaw“+41—@w%%s
0
1

+A/K@ﬁﬂ+a—ewwwfwg

0
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Af1 (Ew™ 4 (1 — E)w™) de=
0

[ [+ 362w G+ 361 - O + (1 - )] de

1

= A [ (w™1)® + 3(62 — ) (w™ ) w" + 3(€ — 262 + 3w+
(1 0_ i)é’ * 3€2 53)(w§)3}d§4 2 3 4
= A _6 (w"“) +3 (53 — 54) w T w™ + 3 (52 — % + 54) w"“(w")2
+ (5 - 352 + 353 - i) (w™)?]5dé
b e (2o DY as (Lo 2 D) umeigeny
3 1

2@ + @) + @) w? + (]

. Of (Ew™™ 4+ (1 = Hw™)d
_ 52 n+1 52 n !
—Af?”*+@‘E)WL

(-5) )]

elde edilir. Bu hesaplamalar kullanilarak integralin sol tarafi

(w"“)3 + (w”+1)2w" + (W) (w™)? + (w")3] —l—é

B~ >~

30
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olarak elde edilir. Matristeki ikinci integrali g6z Oniine alalim:

1

1
/ (0™, €27 4 (1— €)2")de = A / (€27 4 (1 £)2")de
0 0
1

+A/ [( (€ + (1 s>z“>}d§

1

+/\/ 24 (1= €)2"]dg

0

f(52"+1+( —§)z")d¢

1
ol (9]

Aofl (€21 4 (1 - €)2m)de

= A{l (31 4362’ (1 - )27 4 36T (1= €2(2") + (1 - €)(=")? g
S 4 32 — (P 4 3(E — 262+ €2 (M (1 36 + 362 — €0) (") g
:Aqﬁz( nt1y3 3<s3 %) n+1 n+3( &% +54) St (pny2

w62 B

= _i(z"“)?’ +3 @ - i) 2 +3 <; — g + i) 2 (") + <1 - g +1- i) (z”)?’}

S (e (1= 0 ] dg

(5 (- 5) e

[z 2m) (w1
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elde edilir.Bu hesaplamalar kullanilarak integralin sol tarafi

A

1 (" + (M2 4 (Y () + (z")3] —I—é(,zmrl%—z’"b)—l—é (2" 4 z”)(w”“)Q]

2 2
olarak elde edilir.
8.2. NLS Denklem Sistemine ¢, (BOVA*) Ek Yontemin Uygulanmasi

Sistem olarak yazilmig NLS denklemini dikkate alalim:

W =w, = —Az — Az(w® + 2?)

b=z = Aw + Aw(w® + 2°)

Sistemin matris formu
w\ (0 =1\ [Aw+ \w(w? + 2?)
) \1 0 Az + Az(w? + 22)
ve Hy = Aw+ w(w?+2%) , Hy = Az+ A z(w?+ 2%) olmak iizere bu sisteme
BOVA* methodu su sekilde uygulanir:
1
1 Wt — n {Hw(fwn—kl + (1 — f)w”) Zn—i—l)df
Kt (Zn+1 _ Zn) = SQd 1 (82)
J H(w", 2" 4 (1= €)z")d€
0
Matristeki ilk integral agsagidaki sekilde hesaplanir:

1 1
/ Ho(6wm™ + (1 — &, 2 )dé = A / (W™ 1 (1 — E)ur)de
0 0

1

o [ et @ - guryag

i [ w4 (- gumennyag
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/\fl (Ew™ 4 (1 — &wm)’de
0

(€3 (w™ ) 4 3(£2 — €3) (W) w4 3(€ — 262 + )™ (w™)? + (1 — 3¢ + 362 — €3) (w"

=\ [i(w"H)S +3 (; — > wHwn 4+ 3 53 3+ i) w T (w™)? + <1 — g +1-— i) (w")g]
=\ [i(w"“)3 + i(w”“)Qw” + ~ (") (w™)? + i(w”)?’}
_2 [(w”+1)3+( w200 4 (") (w )2+(wn)3:|

. f(fw”“Jr( — §w")dg

0

1
ifgee ()]

1
= A n+1 )
(v
A
2

_( n+1 _'_wn)

. )\ Ofl [(fw”“ +(1- f)w”(z”“)Z)]df

(v () )]

[(wnﬂ +um) (Zn+1)2i|
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Bu hesaplamalar kullanilarak integralin sol tarafi

| >

(W) 4 (@) (@) (") + ()] + S+ )

olarak elde edilir.

Matristeki ikinci integral asagidaki sekilde hesaplanir:
1 1
/Hz(w”,gz”“ + (1 =¢)z")dg = A/ (62" + (1= €§)=")dg
0 0
1
o [lem e a- g’
0
1
o [ [lem 1+ (1 - 9w dg
0

1

© AL+ (1= §)=m)dE

0

° )\j' (§Zn+1 + (1 _ g)zn)?’dg
0

= A{l (€81 4+ 3€2(m ) (1= )27 4 36(=7T1) (1 = €2(2") + (1 - ) (=")° | e

=Af1 [€3(27H1)° 4 3(€2 — €3)(2"H1) 22" 4 3(€ — 262 + £3) 27!
0

+(1— 36 +3¢7 - €9)(2")*)de

A GEH 43 (5 - ) et +3(§ - B+ ) )

+1¢&- 352 + 3353 - i) (2")°1dé

=\ :i(z"“)?’ +3 % — i 2Tz 4+ 3 <; - % + i) 2L (zm)? 4 (1 — g +1- i
=\ -i(z"+1)3 + %(z"“)%” + i(z"“)(z")2 + le(z”)g}
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] >

[ ()2 4 () () (27

. A 0} (€24 4+ (1 — £)2n(w)?)] de

K%““ (e=5) )],

[(Z"H + z") (w”)Z]

A
A
)

Bu hesaplamalar kullanilarak integralin sol tarafi

A [(z”“)g + (M) 4 (2 () + (z">3] +2

A
1 5 (2" 42"+ =

[+ 2 )

olarak elde edilir.

n n+1 n

ot —w . A —
W= ———vezi=

At At

denklemlerini (8.1) denklemini goz Oniine alarak diizenleyelim.

wn+1 —w" + % (Zn+1 + Zn) + % [(2n+1)3 + (zn+1)22n + (Zn+1) (Zn)2 + (zn)S]
N AAt

e [(ZTH_I + 2") (w”+1)2] =0

i+l _n % (wn—i-l +wn) _ %At |:(wn+1)3 I (wn—i-l) W (wn+1) (w™)? + (wn)3
AAL
T [(’LUTH_l + w") (Zn)2j| =0

k= %, b= ATN ve 2b = Tt olsun. Denklemlerde yerine yazarsak ;
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wn—l—l — " + LA (Zn—l—l + Zn) + 2 |:(Zn+1)3 + (Zn+1)22n + (Zn—i-l) (zn)Q + (Zn)3]

+b [(2n+1 + z”) (w”“)Z] =0

22— kA (W™ ™) — 2D [(w”“)3 + (w”“)Zw" + (w™) (w™)? + (w")?
—b[(w" +w") (z")ﬂ =0

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerden yola ¢ikarak BOVA Jakobiyen matrisi;

I 0 0 kA 0 3(2mH)? 4 2zmtn
J= b
{ 1 ' [ } ' [—3<w“+1>2 -

2"t ln 0

olarak hesaplanir.
8.4. BOVA* Yonteminin Uygulanmasinda Jakobiyen Matrisinin Hesaplanmasi

(8.2) denkleminden yola ¢ikarak asagidaki esitlikleri elde ederiz:

= B S ) = 2 [ ) P
=S 1) @]

il — A A
p= S = S ) £ 4 @) @) e () )+ ()
At 2 4
A
i . [(wn-‘rl +wn) (Zn-l—l)Q}
At AAL A
k= TR b= e ve 2b = TN olsun. BOVA* denklemlerinde yerine yazarsak ;
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W BA (4 2) 2 () () () (2]
+b[(z" +2") (w")Q} =0

Ll g (wn+1 . wn) _ 9 [(wn+1)3 i (wn+1)2wn I (wn+1) (wn)2 i (wn>3]

—b (™ +wn) ()] =0

denklemlerini elde ederiz. Buradan BOVA* Jakobiyen matrisi;

N [é ?] \ [—ZA k54 } +b {_S(wnﬂ)zo_ A . 3(z"*1)? 3 2z”+1z”]
b {_(3@2 ?2} Lo {_ ( gﬂ)z : (ZW()U(););I . wn)}

olarak elde edilir.
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9. SONUC

Bu calismada, lineer olmayan Schrodinger denklem ¢esitleri incelenmistir. Ha-
miltonian formunda yazilan bu denklemler i¢cin Hamiltonian hakkinda bilgiler edinil-
migtir. Farkli denklemlerin bu formda yazilimlan iizerinde ¢alistlmigtir. Schrodinger
denklemlerinin enerji koruduklar: bildigi i¢in secilen niimerik yontemin yap1 koruyan
yontem olmasi onemlidir. Bu calismada son yillarda ortaya ¢ikan OVA yonteminden
tiiretilen BOVA ve BOVA* yontemleri dikkate alinmistir. Daha once farkli denklem-
lere uygulanan yap1 koruyan OVA yontemine gore daha etkili oldugu iizerinde ¢aligi-
lan makalede orneklerle ortaya konulmustur. Tezde NLS denklemine BOVA, BOVA*
yontemleri uygulanmigtir. Bu iki yontemin ortalamasindan ve bilesiminden elde edilen
diger iki yontem de NLS igin calistlmugtir. Tleride kodlama iizerine yeterli bilgi edinil-
dikten sonra yapilan ¢alismalarin sonuglarinin daha detayl ortaya konulmasi planlan-
maktadur.
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