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LİSANSÜSTÜ EĞİTİM ENSTİTÜSÜ
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ÖNSÖZ

Tez çalışmamın her aşamasında benimle değerli bilgilerini ve tecrübelerini pay-
laşan, ne zaman kendisine bir şeyler danışsam o kıymetli vaktini ayırıp sabırla ve büyük
bir ilgiyle bana faydalı olmak için elinden geleni yapmaya çalışan, bu süreçte asla güler
yüzünü, hoş sohbetini ve samimiyetini benden esirgemeyen çok kıymetli danışmanım
Dr. Öğr. Üyesi Canan AKKOYUNLU’ya en içten şükranlarımı sunuyorum.

İstanbul Kültür Üniversitesi Matematik-Bilgisayar Bilimleri Bölümü hocala-
rıma katkıları ve emekleri için çok teşekkür ediyorum.

Hayattaki en büyük destekcim olan ve bana daima güvenen canım aileme son-
suz teşekkürler. İyi ki varsınız.

Ve son olarak çalışmam süresince yanımda olduğunu hissettirdiği ve bana gü-
vendiği için Emrah KILIÇ’a sonsuz teşekkürler.İyi ki varsın.

NİSAN 2023 Özlem ERTÜRK
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ÖZET

LİNEER OLMAYAN SCHRODINGER DENKLEMLERİ İÇİN BAZI ÇÖZÜM
TEKNİKLERİ

Özlem ERTÜRK

Yüksek lisans Tezi, Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dalı

Danışman : Dr. Öğr. Üyesi Canan AKKOYUNLU

NISAN 2023, 41 sayfa

Lineer olmayan Schrödinger (NLS) denklemleri fizik,optik ve akışkanlar dina-
miği gibi pek çok alanda kullanılan önemli denklemlerden biridir. NLS denkleminin
çözümlerini elde etmek için uzun yıllardır çalışmalar yapılmaktadır. Bu denklemin
enerji korunumu, kütle korunumu gibi geometrik özellikleri vardır. Yapılan çalışma-
larda bu korunumların sağlandığı da gösterilmeye çalışılmaktadır. Son yıllarda geomet-
rik yapıları koruyan yöntemler üzerine yapılan araştırmalar hız kazanmıştır. Bu tezde
[38]. makalede tanımlanmış olan yapı koruyan yöntemler incelenmiştir. Bölünmüş or-
talama vektör alanı yöntemi ve bu yöntemin eşleniği dikkate alınarak eşlenik yöntem
ilk kez NLS denklemi uygulanmıştır. Ayrıca makalede yer alan bu iki yöntemin bir-
leşimi ve ortalamalarından oluşan yöntemler de NLS denklemine için uygulanmıştır.
Makalede yer alan veriler doğrultusunda bu yöntemlerin ortalama vektör alanı yönte-
mine göre daha etkili olduğu anlaşılmaktadır.

Anahtar kelimeler: Lineer Olmayan Schrödinger Denklemleri, Ortalama Vek-
tör Alanı, Sonlu Fark Yöntemi

JÜRİ : Dr. Öğr. Üyesi Canan AKKOYUNLU

Dr. Öğr. Üyesi Mehmet Fatih UÇAR

Doç Dr. Gülden GÜN POLAT
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Nonlinear Schrödinger (NLS) equations are one of the important equations
used in many fields such as physics, optics and fluid dynamics. Studies have been
carried out for many years to obtain the solutions of the NLS equation. This equation
has geometric properties such as conservation of energy and conservation of mass. In
the studies carried out, it is tried to show that these protections are provided.In recent
years, researches on methods that preserve geometric structures have accelerated. In
this thesis, the structure-preserving methods described in the article [38] are exam-
ined. Considering the partitioned average vector field method and the conjugate of this
method, the conjugate method was first used in the NLS equation. In addition, the
methods consisting of the combination and average of these two methods in the arti-
cle were also applied to the NLS equation. According to the data in the article, these
methods are more effective than the average vector field method.
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İÇİNDEKİLER
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3.2. Türev tanımı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

vi



GİRİŞ Ö. ERTÜRK

1. GİRİŞ

Evrenin oluşum sistemi belli sistematik bir düzene bağlı kurallarla şekillenmiş
bir makine düzeneğine bağlı gibidir. Evrenin oluşum mekanizması ve yaşam alanla-
rında ortaya çıkan yasaları anlamlandırmak için bilim insanları tarafından farklı çalış-
malar geliştirilmiştir. Yapılan çalışmalar sonucunda önerilen birçok yöntemden elde
edilen çözümler matematik bilim dalıyla anlamlandırılmaya çalışılmıştır. Farklı alan-
larda karşılaştığımız problemlerin matematik bilim dalıyla modellenip çözüme kavuş-
turulması bilim insanları için çözüm kaynakları arasında yer almıştır. Yapılan çözüm
modellemeleri diferansiyel denklemleri oluşturarak birçok problemin çözülmesine im-
kan sağlamaktadır [26].

Matematik gibi pek çok bilim dalında da karşılaşılan problemler sayısal yön-
temlerle çözülmektedir. Bu sayısal yöntemlerdeki denklemlerin hesaplamaları, prob-
lemlerin karmaşıklığı, çözümlere en kısa zamanda ve doğru olarak ulaşılmak istenmesi
teknoloji alanındaki gelişmeyide beraberinde getirmiştir. Bu süreçte bilgilsayar tekno-
lojisi ile problemlerin tahmini çözümlerini elde edebilmek amacıyla sonlu farklar yön-
temi tercih edilmiştir. [41]. İnsanlar asırlardır karşılaştıkları problemler için en optimal
çözüme varabilmek gibi bir ihtiyaçla karşılaşılmış, bu karşılaşılan problemler de yüz-
yıllar boyunca kendine özgü metodlarla çözülmüş ve tüm problemlerin çözümüne de
varabileceğimiz yaklaşımlar elde edilememiştir [32].

Teknolojinin hızla gelişmesi sonucunda bilgisayar sistemininde gelişmesiyle
işlem yapan bilgisayarların kullanımının gün geçtikçe yaygınlaşması sonucu ortaya
çıkmış böylelikle birçok sayısal yöntemin gelişmesine katkı sağlamıştır. Ortaya çıkan
bu sayısal yöntemlerden en yaygın olarak kullanılan yöntemler ise sonlu farklar ve
sonlu elemanlar yöntemleridir [12].

Sonlu farklar yöntemini, 1950’li yıllarda havacılık endüstrisi kapsamında ge-
liştirilmiş ve diferansiyel denklemin tanım aralığı için kullanım sağlanmıştır.

Bir diferansiyel denklemin sayısal çözümünde kullanılan yöntemlerden biri de
sonlu farklar yöntemidir. Bu metodun sık sık kullanılmasının nedeni ise teorik çözümü
elde edilemeyen problemlerin çözümlerine erişilebilir olmasıdır. Tam bu noktada kısmi
diferansiyel denklemlerde, sonlu farklar metodunun uygulanması bir problem alanı
meydana çıkarır. Bu problem alanı eşit şekilde ya da çeşitli boyutlarda ağlara bölünür
ve bölünen bu ağlardaki noktalara Düğüm noktası denir.

Teorik fizikte ve matematikte, lineer olmayan Schrödinger Denklemi olarak
bilinen bu denklem aslında kuantum mekaniğinden çok iyi bilinen Schrödinger Denk-
lemi’ nin iki ya da daha fazla boyutta lineer olmayan bir uyarlaması olarak karşımıza
çıkmaktadır. Bu nedenle lineer olmayan Schrödinger denklemi hem fizikte, optik ve
su dalgalarının kuramında, hem de matematikte, integre edilebilen modellerde uygu-
lama alanları bulmaktadır. Kantum beklentilerini tanımlayan dalga sistemi Schrödinger
denkleminin bir çözümünü belirtmektedir [22].

Schrödinger denklemi kuantum fiziğin temel denklemlerinden biri olup bir ku-
antum mekanik sistemi açıklamak için kullanılır. Bu denkleme Schrödinger dalga denk-
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Ö. ERTÜRK GİRİŞ

lemi adı da verilmektedir.Bu dalga deklemi zamanla gelişen bir fiziksel sistemin dalga
fonksiyonunu tanımlayan bir kısmi diferansiyel denklemdir [29].

Bu çalışmada NLS denklemlerinin çeşitlerine yer verilmiştir. Ayrıca enerji ko-
runumunu sağlayan ortalama vektör alanı yöntemi üzerinde çalışılmıştır. 2017 yılında
yapılan çalışmada yöntem farklı formlarda ele alınmış ve çeşitli denklemlere uygu-
lanmıştır. Tez de makalede yer alan bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi, eşlenik
yöntem, ortalama değerlerinden oluşan yöntem ve birleşimlerinden oluşan yöntem pe-
riyodik sınır koşullu bir boyutlu NLS denklemine uygulanmıştır.

Çalışma dokuz bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde çalışılan konu hakkında bilgi verilmiştir.

İkinci bölümde temel kavramlar ve diferansiyel denklemin tanımı verilmiştir.

Üçüncü bölümde sonlu farklar yöntemi açıklanmıştır.

Dördüncü ve beşinci bölümde sonlu-sonsuz boyutlu Hamilton sistemler ile il-
gili bilgiler yer almaktadır.

Altıncı bölümde enerji koruyan sayısal yöntemlerden olan ortalama vektör alanı
yöntemi, bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi ve ek yöntem hakkında bilgiler ve-
rilmiştir.

Yedinci bölümde bir boyutlu lineer olmayan Schrödinger denklemi ve bu denk-
leme bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi ile ek yöntemin uygulanması yer almak-
tadır. Ayrıca lineer olmayan güçlü ikili Schrödinger denklem ve kesirli mertebeden
Schrödinger denklem ile ilgili edinilen bilgiler bulunmaktadır.

Sekizinci bölümde NLS Denklem sistemine BOVA,BOVA* ve Ek yöntemleri-
nin uygulanması ve sayısal çözümlerin detayları yer almaktadır.

Dokuzuncu bölümde tezde elde edilen sonuçlar özetlenmiştir.
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TEMEL KAVRAMLAR Ö. ERTÜRK

2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Denklem

Tanım 2.1. di, z ∈ R ve k1, k2, ..., kn değişkenler olmak üzere,

d1k1 + d2k2 + ...+ dnkn = z

şeklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.

2.2. Lineer Denklem Sistemleri

Tanım 2.2. z1, z2, ..., zm ve dij ∈ R(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), k1, k2, ..., kn bilinme-
yenler olmak üzere;

d11k1 + d12k2 + · · ·+ d1nkn = z1
d21k1 + d22k2 + · · ·+ d2nkn = z2

...
dm1k1 + dm2k2 + · · ·+ dmnkn = zm

 (2.1)

şeklinde verilen bir ifadeye n bilinmeyenli m tane denklemden oluşan sisteme lineer
denklem sistemi denir.

Denklem sistemi aşağıdaki şekilde de yazılabilir.

n∑
j=1

dijkj =zi (1 ≤ i ≤ m)

Bu ifadede

D =


d11 d12 · · · d1n
d21 d22 · · · d2n
...

...
...

dm1 dm2 · · · dmn

 matrisi katsayılar matrisi

K =


k1
k2
...
kn

 matrisi bilinmeyenler sütun matrisi

3



Ö. ERTÜRK TEMEL KAVRAMLAR

ve

Z =


z1
z2
...
zm

 matrisi sabitler sütun matrisi

olarak tanımlanırsa DK = Z şeklinde ifade edilir.

K matrisi |D| ≠ 0 olmak üzere şu şekilde de bulunur:

K = D−1Z

2.3. Homojen Lineer Denklem Sistemi

(2.1) ile verilen sistemde z = [z1, z2, . . . , zm]
T sütun vektörü sıfır vektör ise

sisteme homojen lineer denklem sistemi denir. Yani ;

d11k1 + d12k2 + ...+ d1nkn = 0

d21k1 + d22k2 + ...+ d2nkn = 0

...
dm1k1 + dm2k2 + ...+ dmnkn = 0

 (2.2)

şeklinde zi’ lerin sıfır olduğu lineer denklem sistemidir.

Tanım 2.3. m denklem ve n bilinmeyenden oluşan

d11k1 + d12k2 + ...+ d1nkn = 0

d21k1 + d22k2 + ...+ d2nkn = 0

...
dm1k1 + bm2k2 + ...+ dmnkn = 0


denklem sistemini göz önüne alalım. k1, k2, . . . , kn bilinmeyenleri, dij ve zi

ler ise sabitleri ifade etmek üzere lineer denklem sistemi matrislerle aşağıdaki şekilde
ifade edilir.

4
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
d11 d12 · · · d1n
d21 d22 · · · d2n
...

...
...

dm1 dm2 · · · dmn



k1
k2
...
kn

 =


0
0
...
0

 => DK = 0

2.4. Diferansiyel Denklem Sistemi

Bağımsız değişkeni x, bilinmeyen z = f(x) fonksiyonu olsun.Tanımladığımız
bu fonksiyonun türevleri

(
z′, z′′, z′′′, ...z(m)

)
arasındaki bağıntıya diferansiyel denk-

lem denir.
Bir diferansiyel denklem genel olarak ;

F

(
x, z,

dz

dx
,
d2z

dx2
,
d3z

dx3
, ...,

dmz

dxm

)
= 0

şeklinde ifade edilir.

z′′ + z′ − 3z = 5

eşitliği bir diferansiyel denklem örneğidir. Diferansiyel denklemdeki en yüksek merte-
beden türevine o diferansiyel denklemin mertebesi denir. Bir diferansiyel denklemde
bulunan en yüksek mertebeli türevin üssüne ise o diferansiyel denklemin derecesi de-
nir.

f(x, z, z′, z′′, ..., zm) = 0 (m. mertebeden diferansiyel denklem)

2.5. Lineer Diferansiyel Denklem Sistemi

Bağımlı değişkeninin tüm türevlerinin birinci dereceden olması halinde
diferansiyel denklem lineer diferansiyel denklem halini alır. Bilinmeyen bir
fonksiyon tek değişkene bağlı ise bu diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem
denir.

m. mertebeden adi lineer diferansiyel denklem , bağımsız değişken x ve bağımlı
değişken z olmak üzere ;

c0(x)
dmz

dxm
+ c1(x)

dm−1z

dxm−1
+ ...+ cm−1(x)

dz

dx
+ cm(x)z = k(x)

ya da

c0(x)z
(m) + c1(x)z

(m−1) + ...+ cm−1(x)z
′
+ cm(x)z = k(x)

5



Ö. ERTÜRK TEMEL KAVRAMLAR

şeklinde ifade edilir.

2.6. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemi

Diferansiyel denklemdeki bağımlı değişkenin derecesi birden büyük ise veya
doğrusallığı bozan fonksiyonlar içeriyorsa bu denkleme lineer olmayan diferansiyel
denklem adı verilir.

Örnek. Herhangi bir diferansiyel denklem x3, e2x , log(x) , tan(x) gibi üstel,
logaritmik , trigonometrik fonksiyonlar içeriyorsa lineer olmayan olarak ifade edilir.

Lineer olmayan bir denklem sistemi aşağıdaki gibidir:

f1 (x1, x2, x3, ..., xn) = 0
f2 (x1, x2, x3, ..., xn) = 0

...
fn (x1, x2, x3, ..., xn) = 0

burada f ∈ Rn ve ∀fi , lineer olmayan bir gerçek fonksiyon ve i = 1, 2, ..., n [8].

2.7. Açık Euler Yöntemi
zn+1 = zn + hf(zn)

şeklinde tanımlanır. Adım uzunluğu h olan bu yöntem ψn : zn → zn+1 şeklinde tasvir
ile gösterilirse bu tasvire ayrık tasvir ya da sayısal tasvir denir [15].

2.8. Kapalı Euler Yöntemi
zn+1 = zn + hf(zn+1)

şeklinde tanımlanır [15].

2.9. Orta Nokta Yöntemi
zn+1 = zn + hf( zn+zn+1

2
)

şeklinde tanımlanır. Orta nokta yöntemi simetrik bir yöntemdir. zn ↔ zn+1 ve
h↔ −h değişikliği yapıldığında da aynı formül elde edilir [15].

2.10. Jakobiyen Matris

Tanım 2.4 (Jakobiyen Matris). Rn uzayında birinci dereceden türevlenebilir bir
fonksiyon fj : Rn → Rn (j = 1, 2, ..., n) olsun. Bu fonksiyon x ∈ Rn noktası için bir
f (x) ∈ Rn vektörü oluştursun. Bu f fonksiyonunun Jakobiyen matrisi n × n boyutlu

6
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bir matris olarak tanımlanır ve J ile gösterilir.

J (x) =


∂f1
∂x1

(x) ∂f1
∂x2

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)
∂f2
∂x1

(x) ∂f2
∂x2

(x) · · · ∂f2
∂xn

(x)
...

... · · · ...
∂fn
∂x1

(x) ∂fn
∂x2

(x) · · · ∂fn
∂xn

(x)


Örnek.

4x1 + sin (x2)−
2

3
= 0

2x1
2 − 24(x2 + 0.2)2 + cos (x3) + 1.13 = 0

e−x1 + 12x3 + π = 0

yukarıdaki lineer olmayan denklem sistemi için Jakobiyen matrisi şu şekilde
hesaplanır:

Çözüm.

F1(x) = 4x1 + sin (x2)−
2

3
= 0

F2(x) = 2x1
2 − 24(x2 + 0.2)2 + cos (x3) + 1.13 = 0

F3(x) = e−x1 + 12x3 + π = 0

∂F1

∂x1
= 4,

∂F1

∂x2
= cos (x2) ,

∂F1

∂x3
= 0

∂F2

∂x1
= 4x1,

∂F2

∂x2
= −48 (x2 + 0, 2) ,

∂F2

∂x3
= − sin (x3)

∂F3

∂x1
= −e−x1 ,

∂F3

∂x2
= 0,

∂F3

∂x3
= 12

J (x) =



∂F1

∂x1

∂F1

∂x2

∂F1

∂x3
∂F2

∂x2

∂F2

∂x2

∂F2

∂x3
∂F3

∂x1

∂F3

∂x2

∂F3

∂x3

 =

 4 cos (x2) 0
4x1 −48 (x2 + 0, 2) sin (x3)

−e−x1 0 12



7
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2.11. Newton Yöntemi

f(x) = 0 ’ ın çözümlerini bulmak her zaman kolay olmayabilir. Bu gibi durumlarda
köklerin yaklaşık olarak elde edilebilmesi için Newton yöntemi kullanılabilir.

Nümerik analizde Newton yöntemi çok sık kullanılan bir yöntem olup, bu yöntem
f(x) ’in bir x1 noktası noktasındaki Taylor serisi açılımından ortaya çıkmıştır [8].

Teorem 2.5 (Taylor Serisi). f(x) ’in x = x0 ’ da her mertebeden türevi var ise(
(k = 0, 1, 2, ...) için fk(x0) mevcut ise

)
o zaman;

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k = f (x0)+f
′ (x0) (x− x0)+

f ′′ (x0)

2!
(x− x0)

2+. . .

serisine f(x) ’in x0 noktasındaki Taylor Serisi denir.

Taylor serisi açılımının ilk iki terimini dikkate alalım:

f (x) ≈ f (x1) + (x− x1) f
′ (x1) (2.3)

f(x) = 0 denklemin kökünü bulabilmek için

f (x1) + (x− x1) f
′ (x1) (2.4)

denklemini sıfıra eşitlemeliyiz:

f (x1) + (x− x1) f
′ (x1) = 0 (2.5)

(2.4) denklemini yeniden düzenlersek aşağıdaki yaklaşımı elde ederiz:

x = x2 = x1 −
f (x1)

f ′ (x1)
(2.6)

(2.5) denklemini genelleyerek Newton’un yineleme yöntemini elde ederiz:

xi = xi−1 −
f (xi−1)

f ′ (xi−1)
, i ∈ N (2.7)

x , f(x) fonksiyonunun köküne yaklaşım olmak üzere xi → x (i→ ∞) ’dır.

Lemma 2.6. İterasyonda aynı değerler elde edilmeye başladığında yani
(xi = xi+1 = x̄) olduğunda f(x) , x̄ ye yakınsar. Bu durumda xi , f(x) fonksiyonun
köküdür [8].

Ancak (2.6) sadece tek değişkenli lineer olmayan denklemleri çözebilmek amacı ile
kullanılır. En az iki değişken içeren lineer olmayan denklemleri çözebilmek için (2.6)
denklemini değiştirmemiz gerekir.

8
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F (x) = 0 olacak şekilde n bilinmeyenli lineer olmayan aşağıdaki denklem sistemini
göz önüne alalım :

F (x) = F (x1, x2, . . . , xn) =


f1 (x1, x2, . . . , xn)
f2 (x1, x2, . . . , xn)

...
fn (x1, x2, . . . , xn)


Bu denklem sisteminin bir kökü x , yani F (x) = 0 olsun. Bu denklem sistemindeki
x0 noktası noktasında Taylor açılımı

F (x) = F (x0) +
δF (x0)

δX
(x− x0) + . . .

olsun. Burada,

δF (x0)

δX
=


∂f1(x0)
∂x1

∂f1(x0)
∂x2

· · · ∂f1(x0)
∂xn

∂f2(x0)
∂x1

∂f2(x0)
∂x2

· · · ∂f2(x0)
∂xn

...
... · · · ...

∂fn(x0)
∂x1

∂fn(x0)
∂x2

· · · ∂fn(x0)
∂xn



olmak üzere bu matrise J (x0) diyelim. x0 noktasındaki Taylor açılımı
F (x) ≈ F (x0) + J (x0) (x− x0) şeklinde yazılabilir.

F (x) = 0 denklem sisteminde F (x) yerine x0 noktasındaki birinci dereceden Taylor
açılımı alınırsa sistem

F (x0) + J (x0) (x− x0) = 0

olarak yazılır. Bu denklem sistemi tekrar düzenlenirse

J (x0) (x− x0) = −F (x0)

(x− x0) = −(J (x0))
−1F (x0)

x = x0 − (J (x0))
−1F (x0) (2.8)

elde edilir. (2.7) denklemi x kökü için yaklaşık bir değer olarak kullanılabilir. x
köküne daha iyi bir yaklaşım sağlamak için;

x(k) = x(k−1) −
(
J
(
x(k−1)

))−1
F
(
x(k−1)

)
k = 1, 2, 3, . . . , n (2.9)

9
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eşitliği kullanılır.

Burada x ∈ Rn , F vektör fonksiyonu ve (J(x))−1 Jakobiyen matrisinin tersidir. Bu
yöntem lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi için Newton yöntemini temsil
etmektedir [8].

2.12. Kısmi Diferansiyel Denklem

Kısmi diferansiyel denklemler ilk olarak geometrideki yüzey çalışmaları ve
mekanikteki bazı problemlerde ortaya çıkmıştır. Bir diferansiyel denklemde en az iki
bağımsız değişken ve bir veya birden fazla bağımlı değişkenin, bağımsız değişkene
göre birinci veya daha fazla mertebeden kısmi türevleri yer alıyorsa bu denkleme
kısmi diferansiyel denklem denir [2].

z1, z2, z3, . . . , zn bağımsız değişkenler ve

Vz1 =
∂V
∂z1
, Vz2 =

∂V
∂z2
, Vz3 =

∂V
∂z3
, . . . , Vzn = ∂V

∂zn
, V bağımlı değişkenin

kısmi türevleri ve (z1, z2, ...) bağımsız değişkenler olmak üzere kısmi diferansiyel
denklem,

F (z1, z2, . . . , zn, Vz1 , Vz2 , ..., Vzn , Vz1z1 , Vz1z2 , ...) = 0 (2.10)

şeklinde yazılabilir. (z1, z2) bağımsız değişkenler olmak üzere

F (z1, z2, V, Vz1 , Vz2) = 0

şeklindeki birinci mertebeden lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerinin ilk
temeli Lagrange tarafından atılmıştır.

Örnek. v bağımlı değişken ve x, y, z bağımsız değişkenler olmak üzere

xvxx + yvyy = 0

vx − yvxy + 5xvyy = 3 cos x

∂2v

∂x2
+ 2xz

∂2v

∂z2
+ v = 1

denklemleri birer kısmi diferansiyel denklemdir.

Örnek. v bağımlı değişken ve w, z bağımsız değişkenler olmak üzere

v2w + v2z = 1

10
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denklemi birinci mertebeden ve ikinci dereceden bir kısmi diferansiyel denklemdir.

2.12.1. Lineer Kısmi Diferansiyel Denklem

Kısmi diferansiyel denklemdeki her bağımlı değişken ve her mertebeden kısmi
türevler birinci dereceden ise ve aynı zamanda bağımlı değişkenler veya kısmi
türevler çarpım halinde yer almıyorlarsa böyle denklemlere lineer olmayan kısmi
diferansiyel denklem adı verilir. [11].
Bir bağımlı ile iki bağımsız değişkene sahip birinci mertebeden lineer kısmi
diferansiyel denklemlerin genel formları aşağıdaki gibidir:

S (y, z) vy +Q (y, z) vz +R (y, z) v = K (y, z) (2.11)

2.12.2. Lineer Olmayan Kısmi Diferansiyel Denklem

Fiziksel denklemlerin nümerik çözümlerinde ve doğanın temel kanunlarının
formüllendirilmesinde lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem sıkça
kullanılmaktadır. z ve y bağımsız değişkenler ve v, vz, vy bağımlı değişkenler olmak
üzere birinci mertebeden lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem kapalı formda,

F (z, y, v, vz, vy) = 0

şeklinde yazılır. z ve y bağımsız değişkenler olmak üzere ikinci mertebeden lineer
olmayan kısmi diferansiyel denklem ise ,

F (z, y, v, vz, vy, vzz, vzy, vyy) = 0

şeklinde yazılır. Benzer şekilde yüksek mertebeden lineer olmayan kısmi diferansiyel
denklemleri genelleme yaparsak,

Lzv (z) = f (z) (2.12)

operatör formda yazabiliriz. Burada Lz , lineer olmayan kismi diferansiyel denklem
operatörü, f(z), en az iki bağımsız değişkene sahip bir fonksiyondur. Bu arada
f (z) = 0 ise (2.11) denklemi lineer olmayan homojen kısmi diferansiyel denklem ve
f (z) ̸= 0 ise (2.11) denklemi lineer homojen olmayan kısmi diferansiyel denklem
olarak adlandırılır.

Örnek. Lineer homojen denkleme ısı denklemi örnek verilebilir:

vt − avxx = 0

vt − vvx = f (x, t)

denklemi ise (v > 0 ve f (x, t) bilinen bir fonksiyon olduğuna göre) homojen
olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemdir.

11
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Bazı önemli kısmi diferansiyel denklem modelleri aşağıdaki gibidir [1].

1. Advention Denklemi

vt + vvz = f (z, t)

2. Burgers Denklemi

vt + vvz = αvzvz

3. Korteweg-de Vries Denklemi (KdV)

vt + αvvz + βvzzz = 0

4. Modifiye KdV (mKdV) Denklemi

vt − 6v2vz + vzzz = 0

5. Boussinesq Denklemi

vtt − vzz + 3
(
v2
)
zz
− vzzz = 0

6. Sine-Gordon Denklemi

vtt − vzz = α sin v

7. Sinh-Gordon Denklemi

vtt − vzz = α sinh v

8. Liouville Denklemi

vtt − vzz = e±v

9. Fisher Denklemi

vt = Dvzz + v (1− v)

10. Kadomtsev-Petviashvili (KP) Denklemi

(vt + αvvz + βvzzz)z + vyy = 0

11. K(m,m) Denklemi

vt + α(vm)z + β(vm)zz = 0 , m > 1
12
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12. Lineer Olmayan Schrödinger Denklemi (NLS)

ivt + vzz + γ|v|2v = 0

13. Camassa-Holm Denklemi (CH)

vt − vzzt + αvz + 3vvz = 2vzvzz + vvzzz

14. Degasperis-Procesi Denklemi (CH)

vt − vzzt + αvz + 4vvz = 3vzvzz + vvzzz

13
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3. SONLU FARKLAR YÖNTEMİ

Sonlu farklar yöntemi, diferansiyel denklemin sayısal çözümlerinde kullanılan bir
metottur. Taylor serisi yardımıyla, tek değişkenli ifadeler için sonlu fark yaklaşımları
elde edilir.

Şekil 3.1: Ayrık problemler ile sürekli problemler arasındaki ilişki [24].

Şekil 3.2: Türev tanımı

ũ′(x) =
dũ(x)

dx
= lim

x2−x1→0

ũ(x2)− ũ(x1)

x2 − x1

[b, c ] tanım bölgesi için, K bir pozitif tam sayı ise,

h = c−b
K

xi düğüm noktaları için

xi = b+ ih, i = 0, 1, ..., K olmak üzere

V (x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun türevleri tanım bölgesi üzerinde sürekli olmak
üzere

14
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V (xi + h) ve V (xi − h)

ifadesinde yer alan xi noktasındaki Taylor seri açılımları aşağıda belirtildiği gibi
hesaplanır:

V (xi + h) = V (xi) + hVx(xi) +
h2

2!
Vxx(xi) +

h3

3!
Vxxx(xi) + ... (3.1)

V (xi − h) = V (xi)− hVx(xi) +
h2

2!
Vxx(xi)−

h3

3!
Vxxx(xi) + ... (3.2)

Sırasıyla, (3.1) ve (3.2) eşitlikleri,

Vx(xi) =
v(xi + h)− v(xi)

h
+
h

2!
Vxx(xi) +

h2

3!
Vxxx(xi) + ... (3.3)

Vx(xi) =
v(xi)− v(xi − h)

h
+
h

2!
Vxx(xi)−

h2

3!
Vxxx(xi) + ... (3.4)

olarak yazılabileceğinden V ’nin xi noktasındaki birinci türevi

Vx(xi) =
V (xi + h)− V (xi)

h
+ o(h) (3.5)

Vx(xi) =
V (xi)− V (xi − h)

h
+ o(h) (3.6)

sırasıyla ileri ve geri fark yaklaşımları olarak adlandırılmaktadırlar ve bu eşitliklerde
serinin belli bir yerden kesildiği görülmektedir. Kesme işlemi sonucunda ortaya çıkan
hatalar o(.) ile gösterilir ve Taylor serisini kesildiği yerden sonraki ilk terime göre
değerlendirilir.

Eğer (3.1) eşitliği ile ifade edilen değer (3.2) eşitliği ile ifade edilen değerden çıkarılır
ve eşitlik tekrar revize edilirse

Vx(xi) =
v(xi + h)− v(xi − h)

2h
+ o(h2) (3.7)

olarak birinci türev için merkezi fark eşitliği elde edilir.

15
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Eğer, (3.1) ve (3.2) ifadeleri alt alta toplanırsa

Vxx(xi) =
v(xi + h)− 2v(xi) + v(xi − h)

h2
+ o(h2) (3.8)

şeklinde ikinci türev için sonlu fark eşitliği elde edilir.

Taylor serileri iki değişken içeren ifadelerin sonlu fark yaklaşımlarını elde etmek için
de kullanılır.

K,M pozitif tamsayılar h = c−b
K
, k = c′−b′

M
olarak alınsın.

b ≤ x ≤ c ve b′ ≤ y ≤ c′ olmak üzere [b, c] ve [b′,c′] tanım aralığı olsun.

xi = a+ ih, i = 0, 1, ..., K ve yj = a
′
+ jk, j = 0, 1, ...,M

olarak ifade ettiğimiz xi ve yi ler düğüm noktalarıdır. x ve y parametrelerine göre
birinci türev ele alındığı zaman ileri, geri ve merkezi sonlu fark yaklaşımları sırasıyla
aşağıda belirtilmiştir:

Vx(xi, yj) =
v(xi + h, yj) + v(xi, yj)

h
+ o(h) (3.9)

Vx(xi, yj) =
v(xi, yj) + v(xi − h, yj)

h
+ o(h) (3.10)

Vx(xi, yj) =
v(xi + h, yj)− v(xi − h, yj)

2h
+ o(h2) (3.11)

Vy(xi, yj) =
v(xi, yj + h)− v(xi, yj)

2k
+ o(k) (3.12)

Vy(xi, yj) =
v(xi, yj)− v(xi, yj − h)

k
+ o(k) (3.13)

Vy(xi, yj) =
v(xi, yj + h)− v(xi, yj − h)

2k
+ o(k2) (3.14)

olacak şekilde elde edilebilir. İkinci ve üçüncü mertebeden türevleri için sonlu fark
yaklaşımları da benzer şekilde hesaplanabilir[25, 37, 40].
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4. SONSUZ BOYUTLU HAMİLTONİAN SİSTEMLER

w (x, t) ∈ Rq̂ , t ∈ R olmak şartıyla Hamilton sistem

∂w

∂t
= J (w)

δH̃

δw

şeklinde yazılır. ℧ ⊂ Rp̂ × R , dx = dx1dx2 . . . dxp̂ olmak üzere

H̃ (w) =

∫
℧
H (x,wm) dx

Hamilton fonksiyoneli ve J(w) da Hamilton operatörüdür. δH̃
δw

Hamilton akış
tasvirinin varyasyonel türevini ifade eder. Varyasyonel türev w(x) fonksiyonundaki
ufak bir değişimi H̃ (w) fonksiyonunun değerini nasıl etkilediğini gösterir [4].

p̂ = q̂ = 1 için varyasyonel türev,

δH̃

δw
=
∂H

∂w
− ∂x

(
∂H

∂wx

)
− ∂2x

(
∂H

∂wxx

)
+ · · ·

şeklinde bulunur. k = 1, . . . , q̂ için genel olarak varyasyonel türev

δH̃

δwk

=
∂H

∂wk

−
p̂∑

m=1

∂

∂x1

(
∂H

∂uk,m

)
+ · · ·

olarak tanımlanır.
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5. SONLU BOYUTLU HAMİLTONİAN SİSTEMLER

Yüzyıllar boyunca insanoğlu doğayı anlamlandırmaya çalışmıştır. Bu çalışmalarda en
büyük yardımcıları ise matematik ve fiziktir. Fiziğin amacı doğanın genel analizini
yapmak, matematiğin amacı ise doğayı denklemler yardımıyla modellemektir.

Tanım 5.1. y = (y1, y2, ..., yn) , N ⊂ Rn açık kümesi üzerinde herhangi bir nokta
olsun.H(y) Hamilton fonksiyonu, S(y) yapı matrisi olmak şartıyla bir adi
diferansiyel denklem sistemi olarak

dy

dt
= S(y)∇H(y)

formunda yazılıyorsa bu sisteme S(y) sabit matris olması halinde Kanonik Hamilton
Sistem aksi halde Poison Sistem denir.

x(t) ∈ R2d ve ẋ(t) = f(x(t)) adi diferansiyel denklem için,

H = H(w1, w2, ..., wd, z1, z2, ..., zd),

wi = wi(t) , zi = zi(t) i = 1, ..., d olmak üzere Hamiltonian sistemi

ẇi = −∂H
∂zi

, żi =
∂H

∂wi

(5.1)

şeklindedir. (5.1) sistemi kapalı halde

ẇ = −Hz(w, z), ż = Hw(w, z) (5.2)

olarak yazılabilir.Fonksiyonun t’ye göre türevi burada . ile ifade edilmektedir.

H = H(w, z) olmak üzere

dH

dt
=
∂H

∂z

dz

dt
+
∂H

∂w

dw

dt
= −∂H

∂z

∂H

∂w
+
∂H

∂z

∂H

∂w
= 0

elde edilir. Buradan varacağımız sonuç ise herhangi bir diferansiyel denklem sistemi
için Hamiltonian zamana bağlı olarak değişmez [4].

Örnek. :

ẇ (t) = − sin z(t)

ż(t) = w(t)

denklem sistemi Hamiltonian denklem sistemi olarak ifade edilebilir.
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H : R2 → R2 olmak üzere

H (w, z) =
1

2
w2 − cos z

Hamiltonian fonksiyonudur.Hz = sin z , Hw = w olduğundan

ẇ = −Hz (w, z) , ż = Hw (w, z)

elde edilir.

Örnek. : Φ(−20, t) = Φ(20, t) periyodik sınır koşulu ile Sine-Gordon diferansiyel
denklemi

∂2Φ

∂t2
=
∂2Φ

∂x2
− b sinΦ (5.3)

şeklindedir. Denklem, Hamiltonian

H̃ =

∫ [
1

2
π2 +

1

2

(
∂Φ

∂x

)2

+ b(1− cosΦ)

]
dx

ve Hamiltonian operatörü S =

(
0 1
−1 0

)
ve v =

(
Φ
Π

)
olmak üzere (4.3)

∂v

∂t
= S

δH̃

δv

şeklinde Hamiltonian sistemi olarak yazılır.
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6. ENERJİ KORUYAN SAYISAL YÖNTEMLER

6.1. Ortalama Vektör Alanı(OVA) Yöntemi

Adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin sayısal integrasyonu için geliştirilen metotlar
geleneksel olarak, sayısal stabiliteyi sağlayarak ve zaman adımlarını adım adım takip
ederek toplam hatayı minimize etmek ile ilgilenmiştir [14]. 1980’li yıllardan
günümüze kadar ise sayısal metodların tasarımlarında, ele alınan problemlerin
doğasında var olan simplektik yapı, simetriler, korunan sayısal veriler, hacim ve faz
uzayı yapıları gibi geometrik özelliklerin korunması seviyesine çıkılmıştır. Bu
metodlara geometrik veya yapıyı koruyan metodlar da denilmektedir [27].

Bütün Runge-Kutta metodlarının birleştirilmiş diferansiyel denklemlerin lineer
integrallerini koruduğu ve simplektik Runge-Kutta metodlarının da kuadratik
integralleri koruduğu bilinmektedir [5]. Ayrık gradient metodlar lineer olmayan
evrimsel kısmi diferansiyel denklemlere de uygulandı [9]. Geliştirilmiş kolokasyon
metodlar ve Hamilton sınır değer metodları olarak tanımlanan ve polinomsal
Hamiltonian sistemlerin enerjisini tamamen koruyan yöntemler de geliştirilerek
kullanıldı [18, 19].

Ancak yakın dönemde, orta nokta yönteminin (mid point method) bir uzantısı olan
ortalama vektör alanı (OVA) metodu çok ilgi çekmeye başladı [33]. Ortalama vektör
alanı (OVA) yöntemine olan merak son zamanlarda artış göstermektedir. Bu metot
orta nokta yönteminin geliştirilmiş şeklidir ve yüksek mertebeden OVA yöntemleri
Guassian quadrature kullanılarak elde edilip Hamiltonian sistemler için yüksek
mertebeden OVA yöntemi uygulanarak analiz yapmışlardır [16]. Gaussian quadrature
kullanılarak yüksek mertebeden OVA metodları geliştirildi ve bunlar sürekli-adım
Runge-Kutta metodları şeklinde yorumlandı [16]. B-serisi metodlarıyla enerji
korunumu ve simplektiklik arasında ilişki oluşturuldu. Ayrık gradient metodlar,
amiltonian sistemlerin integrasyonunda kullanıldığında B-serilerine genişletilemezler
[13].

B-serileri kullanılarak, Hamiltonian sistemler kapsamında OVA metodunun Poisson
metodların eşleniği olduğu gösterilebilir [7]. Sayısal çözümlerin kararlı ve kesin
olması avantajının yanı sıra, fiziksel açıdan belirli karakteristik davranışları olan
enerji fonksiyonelinden türetilen denklemlere ait sayısal çözümlerinin doğru bir
şekilde geliştirilmesi büyük öneme sahiptir. Ortaya çıkan sayısal çözümlerin de söz
konusu enerjinin karakterisitik davranışını koruması gereken davranışlar arasından
enerjinin azalması, enerjinin korunması veya simplektik yapının korunması gibi
fiziksel olarak gerçekçi çözümler elde edilebilmesi için gerekli olan karakteristikler
içerisinde nitelendirilir [10].

Ortalama Vektör Alanı (OVA) yöntemi ikinci mertebe yakınsaklığa sahip bir yöntem
olması nedeniyle daha kesin sonuçlar ortaya çıkarmaktadır. Ayrıca, OVA yöntemi ile
elde edilen sayısal sonuçlar denkleme ait olan enerjinin azalması veya korunması gibi
karakteristik özelliklerini de korumaktadır [6]. OVA yöntemi, hem enerji azalma hem
de enerji korunma özelliklerini koruyan ve ikinci mertebe yakınsaklığa sahip olan tek
yöntemdir [14].
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Enerji korumalı olarak nitelendirilen diferansiyel denklemler genel olarak, H(y)
Hamiltonian fonksiyonunun yeterince diferansiyellenme özelliği olması özelliğine
bağlı olarak

g(y) = S∇H(y)

şeklinde ifade edilmektedir S , n× n boyutlu sabit bir matris ve ters simetrik ise
Hamiltonian başka bir deyişle sistemin enerjisi olan değişmez olmak üzere, aşağıdaki
adi diferansiyel denklem sistemi ele alınsın:

dy

dt
= g(y) , y ∈ Rn

Diferansiyel denklemi için, ikinci mertebeden OVA yöntemi şu uygulanır [23, 34].

yn+1 − yn
∆t

=

1∫
0

g ((1− ξ)yn + ξyn+1)dξ (6.1)

Örneğin g(y) = y için integral şu şekilde hesaplanır:

1∫
0

g ((1− ξ) yn + ξyn+1)dξ

=

1∫
0

((1− ξ) yn + ξyn+1)dξ

=

[(
ξ − ξ2

2

)
yn +

ξ2

2
yn+1

]1
0

=

(
1− 1

2

)
yn +

1

2
yn+1 =

yn + yn+1

2

Bu sonuç (6.1) in orta nokta kuralına eşit olduğunu gösterir.

yn+1 − yn
∆t

=
yn+1 + yn

2
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Eğer g(u) = u2 (kuadratik) ise integral şöyle elde edilir:

1∫
0

g ((1− ξ) yn + ξyn+1)dξ

=

1∫
0

((1− ξ) yn + ξyn+1)
2dξ

=

1∫
0

(
(1− ξ)2y2n + 2 (1− ξ) ynξyn+1 + ξ2y2n+1

)
dξ

=

1∫
0

((
1− 2ξ + ξ2

)
y2n + 2

(
ξ − ξ2

)
ynyn+1 + ξ2y2n+1

)
dξ

=

[(
ξ − ξ2 +

ξ3

2

)
y2n + 2

(
ξ2

2
− ξ3

3

)
ynyn+1 +

ξ3

3
y2n+1

]1
0

=

[(
1− 1 +

1

3

)
y2n + 2

(
1

2
− 1

3

)
ynyn+1 +

1

3
y2n+1

]
=
y2n + ynyn+1 + y2n+1

3

Eğer g(u) = u3 (kübik) ise integral şöyle elde edilir:

1∫
0

g ((1− ξ) yn + ξyn+1)dξ

=

1∫
0

((1− ξ) yn + ξyn+1)
3dξ

=

1∫
0

(
(1− ξ)3y3n + 3(1− ξ)2ξy2nyn+1 + 3 (1− ξ) ξ2yny

2
n+1 + ξ3y3n+1

)
dξ

=

1∫
0

((
1− 3ξ + 3ξ2 − ξ3

)
y3n + 3

(
1− 2ξ + ξ2

)
ξy2nyn+1 + 3

(
ξ2 − ξ3

)
yny

2
n+1 + ξ3y3n+1

)
dξ

=
y3n + y2nyn+1 + yny

2
n+1 + y3n+1

4
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OVA yöntemi ayrık bir gradyan yöntemidir.Ayrık gradyan yönteminin kullanılması
formun vektör alanı için avantajlıdır.

g (y) = S (y)∇V (y)

S(y) burada ters eşlenik bir matristir. Hamilton sistemi için

g (y) = S (y)∇H (y)

şeklindedir.H burada enerjidir. OVA yöntemini Hamilton sistemine uyguladığımızda,
herhangi bir entegrasyon adımı boyutu seçimi için her adımda sayısal çözümün
korunumu garanti edilir [34].

Enerji koruyan ayrık gradient metodlar ∇H(y) ve S(y) nin uygun yaklaşımlarına
dayanır. y′ = S(y)∇H(y) poisson sistemler için ayrık gradient yöntemler aşağıdaki
şekilde tanımlanır [31, 33].:

yn+1 − yn

h
= S

(
yn + yn+1

2

)
.∇̄Hp(y

n, yn+1) (6.2)

∇̄Hp(y
n, yn+1) :=

1

2
(∇̄H(yn, yn+1) + ∇̄H(yn+1, yn) (6.3)

∇̄Hp(y
n, yn+1) :=



H(yn+1
1 ,yn2 ,...,y

n
i ,...,y

n
m)−H(yn1 ,y

n
2 ,...,y

n
i ,...,y

n
m)

yn+1
1 −yn1

· · ·
H(yn+1

1 ,yn+1
2 ,...,yn+1

i ,...,ynm)−H(yn+1
1 ,yn+1

2 ,...,yni ,...,y
n
m)

yn+1
i −yni

· · ·
H(yn+1

1 ,yn+1
2 ,...,yn+1

i ,...,yn+1
m )−H(yn+1

1 ,yn+1
2 ,...,yn+1

i ,...,ynm)

yn+1
m −ynm



6.2. Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı Yöntemi (BOVA)

Hamiltonian sistemini aşağıdaki formda ele alalım [38].

u̇ = f(u) = Sm∇H(u), (6.4)

Burada m = 2d ve u = (w, z)T = (u1, u2, ..., ud;ud+1, ud+2, ..., um)
T olsun. Bu

durumda sistem
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(
ẇ
ż

)
= S2d

(
Hw(w, z)
Hz(w, z)

)
, w, z ∈ Rd (6.5)

şeklinde yazılır. Enerjinin zamana göre türevi

dH(w(t), z(t))

dt
= Hw(w, z)

T ẇ+Hz(w, z)
T ż = ∇H(w, z)TS2d∇H(w, z) = 0

şeklinde hesaplanır.

Hamiltonian sistemi (6.5) için Bölünmüş Ortalama Vektör alanı Yöntemi (BOVA)
aşağıdaki şekilde tanımlanır:

1

∆t

(
wn+1 − wn

zn+1 − zn

)
= S2d


1∫
0

Hw(ξw
n+1 + (1− ξ)wn, zn)dξ

1∫
0

Hz(w
n+1, ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ

 (6.6)

Teorem 6.1. Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı yöntemi (6.6), (6.5) H(w, z) Hamilton
sisteminin değeri tam olarak korunur

İspat:

(6.5) in her iki tarafına(
1∫
0

Hw(ξw
n+1 + (1− ξ)wn, zn)

T
dξ,

1∫
0

Hz(w
n+1, ξzn+1 + (1− ξ)zn)

T
dξ

)T

ile skaler çarpım yaparsak kalkülüsün temel teoreminden ve S2d ters simetrik
matrisinden aşağıdaki sonucu elde ederiz.
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1

∆t

1∫
0

Hw(ξw
n+1 + (1−ξ)wn, zn)Tdξ(wn+1 − wn)

+
1

∆t

1∫
0

Hz(w
n+1, ξzn+1 + (1− ξ)zn)Tdξ(zn+1 − zn)

=
1

∆t

1∫
0

d

dξ

[
H(ξwn+1 + (1− ξ)wn, zn) +H(zn+1, ξzn+1 + (1− ξ)zn)

]
dξ

=
1

∆t

[
H(wn+1, zn)−H(wn, zn) +H(wn+1, zn+1)−H(wn+1, zn)

]
=

1

∆t
(H(wn+1, zn+1)−H(wn, zn)) = 0

Sonuçlar:

1. Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı yöntemi (6.6), birinci dereceden tek adım
yöntemidir.

2. Eğer (6.5), H(w, z) = H1(w) +H2(z) şeklinde ayrılabilir bir Hamilton
sistem ise o durumda Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı(6.1) yöntemine eşittir.
Hamilton sistemi (6.5) ayrılabilir değildir.

3. Elde edilen bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi Hamiltonianı korur [38].

Bölünmüş OVA yöntemini (6.6), Φ∆t ile gösterilirse Φ∗
∆t (BOVA*) ile de ek yöntemi

aşağıdaki şekilde tanımlanır:

1

∆t

(
wn+1 − wn

zn+1 − zn

)
= S2d


1∫
0

Hw(ξw
n+1 + (1− ξ)wn, zn+1)dξ

1∫
0

Hz(w
n, ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ

 (6.7)

Buradan elde edilen sonuç ek yöntem olan (6.7) Hamiltonian H(r)’ yi korur ve BOVA
yönteminin bütün özelliklerine sahiptir. BOVA yöntemi ile bağlantılı olan bir diğer
yöntem ise Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı Bileşke Yöntemi (BOVA-C)’dir [38].

ψ∆t := Φ∗
∆t
2

o Φ∆t
2

(6.8)

Ve diğer bir yöntem olan bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi ile ek yöntemin
ortalaması şeklinde ifade edilen (BOVA-P) yöntemi de şu şekilde tanımlanır:

ψ̃∆t :=
1

2
(Φ∗

∆t + Φ∆t) (6.9)
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Ö. ERTÜRK LİNEER OLMAYAN SCHRODINGER (NLS) DENKLEMLERİ

7. LİNEER OLMAYAN SCHRODINGER (NLS) DENKLEMLERİ

Schrödinger denklemini birçok bilim insanı farklı metodlar kullanarak
incelemişlerdir. Schrödinger denklemini, George Adomian (1992-1996) tarafından
ortaya konulmuş ve geliştirilmiş olan Adomian ayrıştırma yöntemini kullanarak
incelenmiştir [35]. Ayrıca homotopy Analiz yöntemi varyasyonel iterasyon yöntemi
ve Galerkin yöntemi kullanılarak denklemin farklı şekildeki çözümleri elde edilmiştir
[17, 20, 42]. Lineer olmayan Schrödinger denklemi(NLS), kuantum mekaniğinde
parçacıkların herhangi bir andaki konumlarını ve serbest enerji seviyelerini bulmak
için , fizikte elektrik alan ve transistörlerin mekanizmasında, kimya da modern atom
kuramlarında ortalama bağ uzaklıkları, dipol ve moment hesaplarında kullanılır.

7.1. Bir Boyutlu Lineer olmayan Schrödinger (NLS) Denklemi

Φ = Φ(y, t) kompleks fonksiyonu Φ(y, 0) = Φ0(y) başlangıç koşulu ve
Φ(y, t) = Φ(y + L, t) periyodik sınır koşulu olmak üzere

iΦt + Φyy + λ|Φ|2Φ = 0 (7.1)

lineer olmayan Schrödinger diferansiyel denklemi olarak ifade edilir. Burada y ∈ R ,
λ > 0 dır. Φ kompleks fonksiyon olduğundan Φ = w + iz şeklinde yazılabilir.
Burada w = w(y, t), z = z(y, t) ’dir.

Bu durumda (7.1) denklemi aşağıdaki şekilde yazılabilir.

wt + zyy + λ
(
w2 + z2

)
z = 0

zt − wyy + λ
(
w2 + z2

)
w = 0

(7.2)

Şimdi (7.2) sisteminin kanonik Hamiltonian sistemi olduğunu gösterelim.
Hamiltonian

H̃ =

∫
Ω

1

2

[
w2

y + z2y −
λ

2

(
w2 + z2

)]
dy (7.3)

olarak alınırsa

δH̃

δw
= −λw

(
w2 + z2

)
− wyy

δH̃

δz
= λz

(
w2 + z2

)
− zyy

eşitlikleri elde edilir, buradan (7.2) sistemi
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wt =
δH̃

δz

zt = −δH̃
δw

şeklinde yazılır.

S =

(
0 −1
−1 0

)
ve p = (w, z)T

olarak alınırsa kanonik Hamiltonian sistemi

ṗ = S−1 δH̃

δp
,−S = S−1

şeklinde elde edilir.

İleri fark yöntemi kullanılarak (7.3) denkleminin türevleri hesaplanırsa sonlu boyutlu
Hamiltonian sistemine ulaşılır. (7.3) de wy ve zy birinci mertebeden türevleri yj+1 ve
yj düğüm noktaları kullanılarak diskrize edilir. Uzay değişkenine göre adım uzunluğu
∆y = yj+1 − yj olmak üzere ∆y = L/M olarak alınsın. Buradaki M düğüm sayısına
karşılık gelmektedir. Daha kolay bir çözüm oluşturması için

wj = w (jL/M, t )

zj = z (jL/M, t )

}

notasyonu w ve z gerçek çözümünün jL/M düğüm noktasında aldığı değere bir
yaklaşım olarak kullanılacaktır. Bu açıklamalara bağlı olarak Hamiltonian denklem
sistemi aşağıdaki şekilde diskrize edilir:

H̃ =
1

2∆y2

M∑
j=1

[
(wj+1 − wj)

2 + (zj+1 − zj)
2]− λ

4

M∑
j=1

(
w2

j + z2j
)2

Buradan Hamiltonianın gradiyenti

∇H̃ =

(
− 1

∆y2
(wj−1 − 2wj + wj+1)− λwj(w

2
j + z2j )

− 1
∆y2

(zj−1 − 2zj + zj+1)− λzj(w
2
j + z2j )

)

olmak üzere yarı ayrık Hamiltonian sistemi
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ẇ = wt = −Az − λz(w2, z2), ż = zt = Aw + λw(w2, z2) (7.4)

olarak elde edilir. Burada A matrisi şu şekildedir:

A =
1

∆y2


−2 1 · · · 1
1 −2 1 · · ·
. . . . . . . . .
1 1 −2



7.2. İki Boyutlu Lineer Olmayan Schrödinger (NLS) Denklemi

Schrödinger denklemi için sınır değer koşulları verilen diferansiyel denklem-
leri; kuantum mekaniğin,çağdaş fiziğin, lineer olmayan optiğin, nükleer fiziğin ve tek-
niğin farklı alanlarında ortaya çıkan çeşitli süreçleri anlamına gelmektedir. Bu süreçler
içerisinde kuantum mekanik süreçler önem arz etmektedir ve bu süreçlerin optimal
kontrolüne bağlı problemlerin araştırılması ve incelenmesi büyük derecede önemli-
dir. Böyle problemlerden biri kuantum mekaniğinde ortaya çıkan yüklü parçacıkların
kontrolüdür. İki boyutlu NLS denklemi γ sabit ve φ = φ(x, y, t) kompleks fonksiyon
olmak üzere periyodik sınır koşulları ve başlangıç koşulu ile şu şekilde ifade edilir:

iφtt + φxx + φyy + γ|u|2u = 0 (7.5)

φ(x+ L, y, t) = φ(x, y, t), φ(x, y + L, t) = φ(x, y, t)
φ(0, x, y) = φ0

7.3. Kesirli Mertebeden Schrödinger Denklemi

Schrödinger denkleminin genel olarak lineer olmayan optik alanlarda, katı ci-
simlerde ortaya çıkan ısı iletiminde, hidromanyetik dalgalanda, plazma dalgalarında,
sıvı ile dolu elastik bir tüpteki lineer olmayan dalgalarda, lineer olmayan kararsızlık
problemlerinde ortaya çıktığı belirlenmiştir [21].

Konuma ve zamana göre kesirli mertebeden Schrödinger denklemlerinin sa-
yısal çözümleri operasyonel matrisler kullanarak kesirli mertebeden ikili Schrödinger
denkleminin çözümlerini Laplace dönüşüm yöntemleriyle kullanarak bulunmaktadırlar.[3].
Lineer olmayan Schrödinger denklemlerin gibi birçok bilimsel alanda çeşitli uygula-
malarda kullanılmaktadır [39].

Çağımızda bilimsel alanlarda gerçekleştirilen uygulamalar sonucunda kesirli
hesaplamalar önem kazanmıştır. Kesirli türevleri içeren problemlerin analitik çözüm-
lerinin bulunmasına yönelik çözümlerin sınırlılık içermesi nedeniyle incelemeler ve
hesaplamalar için nümerik çözüm teknikleri ve yöntemlerinin uygun görülmüştür [36].
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8. SAYISAL ÇÖZÜMLER

8.1. NLS Denklem Sistemine Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı (BOVA) Yönte-
minin Uygulanması

Konuma göre diskrize edilen aşağıdaki NLS denklemini dikkate alalım.

ẇ = wt = −Az − λz(w2 + z2)

ż = zt = Aw + λw(w2 + z2)

Bu sistemi matris formunda şu şekilde ifade ederiz:(
ẇ
ż

)
=

(
0 −1
1 0

)(
Aw + λw(w2 + z2)
Az + λz(w2 + z2)

)

Burada S2d =

(
0 −1
1 0

)
, Hw = Aw + λw(w2 + z2), Hz = Az + λz(w2 + z2)

olmak üzere sistem(
ẇ

ż

)
= S2d

(
Hw

Hz

)

olarak ifade edilir. Ayrıca ẇ =
wn+1 − wn

∆t
, ż =

zn+1 − z

∆t
dır.

Bu sisteme BOVA methodu şu şekilde uygulanır:

1

∆t

(
wn+1 − wn

zn+1 − zn

)
= S2d


1∫
0

Hw(ξw
n+1 + (1− ξ)wn, zn)dξ

1∫
0

Hz(w
n+1, ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ

 (8.1)

Matristeki ilk integral aşağıdaki şekilde hesaplanır:

1∫
0

Hw(ξw
n+1 + (1− ξ)wn, zn)dξ = A

1∫
0

(ξwn+1 + (1− ξ)wn)dξ

+ λ

1∫
0

(ξwn+1 + (1− ξ)wn)
3
dξ

+ λ

1∫
0

[
(ξwn+1 + (1− ξ)wn)(zn)2

]
dξ
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• λ
1∫
0

(ξwn+1 + (1− ξ)wn)
3
dξ=

=λ
1∫
0

[
ξ3(wn+1)

3
+ 3ξ2(wn+1)

2
(1− ξ)wn + 3ξ(wn+1)(1− ξ)2(wn)2 + (1− ξ)3(wn)3

]
dξ

= λ
1∫
0

[ξ3(wn+1)
3
+ 3(ξ2 − ξ3)(wn+1)

2
wn + 3(ξ − 2ξ2 + ξ3)wn+1

+(1− 3ξ + 3ξ2 − ξ3)(wn)3]dξ

= λ

[
ξ4

4
(wn+1)

3
+ 3

(
ξ3

3
− ξ4

4

)
wn+1wn + 3

(
ξ2

2
− 2ξ3

3
+

ξ4

4

)
wn+1(wn)2

+

(
ξ − 3ξ2

2
+

3ξ3

3
− ξ4

4

)
(wn)3]10dξ

= λ

[
1

4
(wn+1)

3
+ 3

(
1

3
− 1

4

)
wn+1wn + 3

(
1

2
− 2

3
+

1

4

)
wn+1(wn)2

+
(
1− 3

2
+ 1− 1

4

)
(wn)3

=λ
[
1

4
(wn+1)

3
+

1

4
(wn+1)

2
wn +

1

4
(wn+1)(wn)2 +

1

4
(wn)3

]
=

λ

4

[
(wn+1)

3
+ (wn+1)

2
wn + (wn+1)(wn)2 + (wn)3

]

• A
1∫
0

(ξwn+1 + (1− ξ)wn)dξ

= A

[
ξ2

2
wn+1 +

(
ξ − ξ2

2

)
wn

]1
0

= A

(
1

2
wn+1 +

1

2
wn

)
=
A

2
(wn+1 + wn)

• λ
1∫
0

[(
ξwn+1 + (1− ξ)wn(zn)2

)]
dξ

= λ

[(
ξ2

2
wn+1 +

(
ξ − ξ2

2

)
wn

)
(zn)2

]
=
λ

2

[
(wn+1 + wn) (zn)2

]

elde edilir. Bu hesaplamalar kullanılarak integralin sol tarafı

λ

4

[
(wn+1)

3
+ (wn+1)

2
wn + (wn+1)(wn)2 + (wn)3

]
+
A

2
(wn+1+wn)+

λ

2

[
(wn+1 + wn)(zn)2

]
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olarak elde edilir. Matristeki ikinci integrali göz önüne alalım:

1∫
0

Hz(w
n+1, ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ = A

1∫
0

(ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ

+ λ

1∫
0

[(
wn+1

)2
(ξzn+1 + (1− ξ)zn)

]
dξ

+ λ

1∫
0

[
(ξzn+1 + (1− ξ)zn

]
dξ

• A
1∫
0

(ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ

= A

[
ξ2

2
zn+1 +

(
ξ − ξ2

2

)
zn
]1
0

= A

(
1

2
n+1 +

1

2
zn
)

=
A

2
(zn+1 + zn)

• λ
1∫
0

(ξzn+1 + (1− ξ)zn)
3
dξ

= λ
1∫
0

[
ξ3(zn+1)

3
+ 3ξ2(zn+1)

2
(1− ξ)zn + 3ξ(zn+1)(1− ξ)2(zn)2 + (1− ξ)3(zn)3

]
dξ

= λ
1∫
0

[ξ3(zn+1)
3
+ 3(ξ2 − ξ3)(zn+1)

2
zn + 3(ξ − 2ξ2 + ξ3)zn+1(zn)2 + (1− 3ξ + 3ξ2 − ξ3)(zn)3]dξ

= λ
[
ξ4

4 (z
n+1)

3
+ 3

(
ξ3

3 − ξ4

4

)
zn+1zn + 3

(
ξ2

2 − 2ξ3

3 + ξ4

4

)
zn+1(zn)2

+

(
ξ − 3ξ2

2
+

3ξ3

3
− ξ4

4

)
(zn)3]10dξ

= λ

[
1

4
(zn+1)

3
+ 3

(
1

3
− 1

4

)
zn+1zn + 3

(
1

2
− 2

3
+

1

4

)
zn+1(zn)2 +

(
1− 3

2
+ 1− 1

4

)
(zn)3

]
=λ
[
1

4
(zn+1)

3
+

1

4
(zn+1)

2
zn +

1

4
(zn+1)(zn)2 +

1

4
(zn)3

]
=

λ

4

[
(zn+1)

3
+ (zn+1)

2
zn + (zn+1)(zn)2 + (zn)3

]

• λ
1∫
0

[
(ξzn+1 + (1− ξ)zn) (wn+1)

2
]
dξ

= λ

[(
ξ2

2
zn+1 +

(
ξ − ξ2

2

)
zn
)
(wn+1)

2

]
=
λ

2

[
(zn+1 + zn) (wn+1)

2
]
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elde edilir.Bu hesaplamalar kullanılarak integralin sol tarafı

λ

4

[
(zn+1)

3
+ (zn+1)

2
zn + (zn+1)(zn)2 + (zn)3

]
+
A

2
(zn+1+zn)+

λ

2

[
(zn+1 + zn)(wn+1)

2
]

olarak elde edilir.

8.2. NLS Denklem Sistemine Φ∗
∆t (BOVA*) Ek Yöntemin Uygulanması

Sistem olarak yazılmış NLS denklemini dikkate alalım:

ẇ = wt = −Az − λz(w2 + z2)

ż = zt = Aw + λw(w2 + z2)

Sistemin matris formu(
ẇ
ż

)
=

(
0 −1
1 0

)(
Aw + λw(w2 + z2)
Az + λz(w2 + z2)

)

veHW = Aw+λw(w2+z2) , HZ = Az+λz(w2+z2) olmak üzere bu sisteme

BOVA* methodu şu şekilde uygulanır:

1

∆t

(
wn+1 − wn

zn+1 − zn

)
= S2d


1∫
0

Hw(ξw
n+1 + (1− ξ)wn, zn+1)dξ

1∫
0

Hz(w
n, ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ

 (8.2)

Matristeki ilk integral aşağıdaki şekilde hesaplanır:

1∫
0

Hw(ξw
n+1 + (1− ξ)wn, zn+1)dξ = A

1∫
0

(ξwn+1 + (1− ξ)wn)dξ

+ λ

1∫
0

(ξwn+1 + (1− ξ)wn)
3
dξ

+ λ

1∫
0

[
(ξwn+1 + (1− ξ)wn)(zn+1)

2
]
dξ
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• λ
1∫
0

(ξwn+1 + (1− ξ)wn)
3
dξ

= λ
1∫
0

[
ξ3(wn+1)

3
+ 3ξ2(wn+1)

2
(1− ξ)wn + 3ξ(wn+1)(1− ξ)2(wn)2 + (1− ξ)3(wn)3

]
dξ

=λ
1∫
0

[ξ3(wn+1)
3
+ 3(ξ2 − ξ3)(wn+1)

2
wn + 3(ξ − 2ξ2 + ξ3)wn+1(wn)2 + (1− 3ξ + 3ξ2 − ξ3)(wn)3]dξ

=λ
[
ξ4

4 (w
n+1)

3
+ 3

(
ξ3

3 − ξ4

4

)
wn+1wn + 3

(
ξ2

2 − 2ξ3

3 + ξ4

4

)
wn+1(wn)2

+

(
ξ − 3ξ2

2
+

3ξ3

3
− ξ4

4

)
(wn)3]10dξ

=λ
[
1

4
(wn+1)

3
+ 3

(
1

3
− 1

4

)
wn+1wn + 3

(
1

2
− 2

3
+

1

4

)
wn+1(wn)2 +

(
1− 3

2
+ 1− 1

4

)
(wn)3

]
=λ
[
1

4
(wn+1)

3
+

1

4
(wn+1)

2
wn +

1

4
(wn+1)(wn)2 +

1

4
(wn)3

]
=
λ

4

[
(wn+1)

3
+ (wn+1)

2
wn + (wn+1)(wn)2 + (wn)3

]

• A
1∫
0

(ξwn+1 + (1− ξ)wn)dξ

= A

[
ξ2

2
wn+1 +

(
ξ − ξ2

2

)
wn

]1
0

= A

(
1

2
wn+1 +

1

2
wn

)
=
A

2
(wn+1 + wn)

• λ
1∫
0

[(
ξwn+1 + (1− ξ)wn(zn+1)

2
)]
dξ

= λ

[(
ξ2

2
wn+1 +

(
ξ − ξ2

2

)
wn

)
(zn+1)

2

]1
0

=
λ

2

[
(wn+1 + wn) (zn+1)

2
]
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Bu hesaplamalar kullanılarak integralin sol tarafı

λ

4

[
(wn+1)

3
+ (wn+1)

2
wn + (wn+1)(wn)2 + (wn)3

]
+
A

2
(wn+1 + wn)

+
λ

2

[
(wn+1 + wn)(zn+1)

2
]

olarak elde edilir.

Matristeki ikinci integral aşağıdaki şekilde hesaplanır:

1∫
0

Hz(w
n, ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ = A

1∫
0

(ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ

+ λ

1∫
0

(ξzn+1 + (1− ξ)zn)
3
dξ

+ λ

1∫
0

[
(ξzn+1 + (1− ξ)zn)(wn)2

]
dξ

• A
1∫
0

(ξzn+1 + (1− ξ)zn)dξ

= A

[
ξ2

2
zn+1 +

(
ξ − ξ2

2

)
zn
]1
0

= A

(
1

2
zn+1 +

1

2
zn
)

=
A

2
(zn+1 + zn)

• λ
1∫
0

(ξzn+1 + (1− ξ)zn)
3
dξ

= λ
1∫
0

[
ξ3(zn+1)

3
+ 3ξ2(zn+1)

2
(1− ξ)zn + 3ξ(zn+1)(1− ξ)2(zn)2 + (1− ξ)3(zn)3

]
dξ

=λ
1∫
0

[ξ3(zn+1)
3
+ 3(ξ2 − ξ3)(zn+1)

2
zn + 3(ξ − 2ξ2 + ξ3)zn+1

+(1− 3ξ + 3ξ2 − ξ3)(zn)3]dξ

=λ
[
ξ4

4 (z
n+1)

3
+ 3

(
ξ3

3 − ξ4

4

)
zn+1zn + 3

(
ξ2

2 − 2ξ3

3 + ξ4

4

)
zn+1(zn)2

+

(
ξ − 3ξ2

2
+

3ξ3

3
− ξ4

4

)
(zn)3]10dξ

=λ
[
1

4
(zn+1)

3
+ 3

(
1

3
− 1

4

)
zn+1zn + 3

(
1

2
− 2

3
+

1

4

)
zn+1(zn)2 +

(
1− 3

2
+ 1− 1

4

)
(zn)3

]
=λ
[
1

4
(zn+1)

3
+

1

4
(zn+1)

2
zn +

1

4
(zn+1)(zn)2 +

1

4
(zn)3

]
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=
λ

4

[
(zn+1)

3
+ (zn+1)

2
zn + (zn+1)(zn)2 + (zn)3

]

• λ
1∫
0

[(
ξzn+1 + (1− ξ)zn(wn)2

)]
dξ

= λ

[(
ξ2

2
zn+1 +

(
ξ − ξ2

2

)
zn
)
(wn)2

]1
0

=
λ

2

[(
zn+1 + zn

)
(wn)2

]
Bu hesaplamalar kullanılarak integralin sol tarafı

λ

4

[
(zn+1)

3
+ (zn+1)

2
zn + (zn+1)(zn)2 + (zn)3

]
+
A

2
(zn+1+zn)+

λ

2

[
(zn+1 + zn)(wn)2

]
olarak elde edilir.

ẇ =
wn+1 − wn

∆t
ve ż =

zn+1 − zn

∆t

denklemlerini (8.1) denklemini göz önüne alarak düzenleyelim.

wn+1 − wn +
A∆t

2

(
zn+1 + zn

)
+
λ∆t

2

[(
zn+1

)3
+
(
zn+1

)2
zn +

(
zn+1

)
(zn)2 + (zn)3

]
+
λ∆t

4

[(
zn+1 + zn

) (
wn+1

)2]
= 0

zn+1 − zn − A∆t

2

(
wn+1 + wn

)
− λ∆t

2

[(
wn+1

)3
+
(
wn+1

)2
wn +

(
wn+1

)
(wn)2 + (wn)3

]
− λ∆t

4

[(
wn+1 + wn

)
(zn)2

]
= 0

k =
∆t

2
, b =

λ∆t

4
ve 2b =

λ∆t

2
olsun. Denklemlerde yerine yazarsak ;

35



Ö. ERTÜRK SAYISAL ÇÖZÜMLER

wn+1 − wn + kA
(
zn+1 + zn

)
+ 2b

[(
zn+1

)3
+
(
zn+1

)2
zn +

(
zn+1

)
(zn)2 + (zn)3

]
+ b
[(
zn+1 + zn

) (
wn+1

)2]
= 0

zn+1 − zn − kA
(
wn+1 + wn

)
− 2b

[(
wn+1

)3
+
(
wn+1

)2
wn +

(
wn+1

)
(wn)2 + (wn)3

]
− b

[(
wn+1 + wn

)
(zn)2

]
= 0

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerden yola çıkarak BOVA Jakobiyen matrisi;

J =

[
I 0
0 I

]
+

[
0 kA

−kA 0

]
+ b

[
0 3(zn+1)

2
+ 2zn+1zn

−3(wn+1)
2 − 2wn+1wn 0

]

+ b

[
0 (zn)2

−(wn)2 0

]
+ 2b

[
2 (wn+1) (zn+1 + zn) (wn+1)

2

−(zn)2 0

]

olarak hesaplanır.

8.4. BOVA* Yönteminin Uygulanmasında Jakobiyen Matrisinin Hesaplanması

(8.2) denkleminden yola çıkarak aşağıdaki eşitlikleri elde ederiz:

ẇ =
wn+1 − w

∆t
= −A

2
(zn+1 + zn)− λ

4

[
(zn+1)

3
+ (zn+1)

2
zn + (zn+1)(zn)2 + (zn)3

]
− λ

2

[(
zn+1 + zn

)
(wn)2

]

ż =
zn+1 − z

∆t
=
A

2
(wn+1 + wn) +

λ

4

[
(wn+1)

3
+ (wn+1)

2
wn + (wn+1)(wn)2 + (wn)3

]
+
λ

2

[(
wn+1 + wn

)
(zn+1)

2
]

k =
∆t

2
, b =

λ∆t

4
ve 2b =

λ∆t

2
olsun. BOVA* denklemlerinde yerine yazarsak ;
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wn+1 − wn + kA
(
zn+1 + zn

)
+ 2b

[(
zn+1

)3
+
(
zn+1

)2
zn +

(
zn+1

)
(zn)2 + (zn)3

]
+ b
[(
zn+1 + zn

)
(wn)2

]
= 0

zn+1 − zn − kA
(
wn+1 + wn

)
− 2b

[(
wn+1

)3
+
(
wn+1

)2
wn +

(
wn+1

)
(wn)2 + (wn)3

]
− b

[(
wn+1 + wn

) (
zn+1

)2]
= 0

denklemlerini elde ederiz. Buradan BOVA* Jakobiyen matrisi;

J =

[
I 0
0 I

]
+

[
0 kA

−kA 0

]
+ b

[
0 3(zn+1)

2
+ 2zn+1zn

−3(wn+1)
2 − 2wn+1wn 0

]

+ b

[
0 (zn)2

−(wn)2 0

]
+ 2b

[
0 (wn)2

−(zn+1)
2 −2 (zn+1) (wn+1 + wn)

]

olarak elde edilir.
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9. SONUÇ

Bu çalışmada, lineer olmayan Schrödinger denklem çeşitleri incelenmiştir. Ha-
miltonian formunda yazılan bu denklemler için Hamiltonian hakkında bilgiler edinil-
miştir. Farklı denklemlerin bu formda yazılımları üzerinde çalışılmıştır. Schrödinger
denklemlerinin enerji korudukları bildiği için seçilen nümerik yöntemin yapı koruyan
yöntem olması önemlidir. Bu çalışmada son yıllarda ortaya çıkan OVA yönteminden
türetilen BOVA ve BOVA* yöntemleri dikkate alınmıştır. Daha önce farklı denklem-
lere uygulanan yapı koruyan OVA yöntemine göre daha etkili olduğu üzerinde çalışı-
lan makalede örneklerle ortaya konulmuştur. Tezde NLS denklemine BOVA, BOVA*
yöntemleri uygulanmıştır. Bu iki yöntemin ortalamasından ve bileşiminden elde edilen
diğer iki yöntem de NLS için çalışılmıştır. İleride kodlama üzerine yeterli bilgi edinil-
dikten sonra yapılan çalışmaların sonuçlarının daha detaylı ortaya konulması planlan-
maktadıır.
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