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Bu tezde; literatiirde var olan bazi biiziilme doéniigsiimleri ve sabit nokta teoremlerinin
genigletilmig bulanik metrik uzaylara aktarilmasi ve yeni sonuglar elde edilmesi planlan-
mistir. Bu amagla, giris boltimiinde; bulanik, bulanik metrik, biiziilme doéntisiimii gibi
baz1 kavramlarin tarihcesine dair bilgilere yer verilmistir. Ikinci boliimde; bulanik kiime
tanimlanmis, ornekler ve temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde; bulanik metrik
uzaylar, bu uzaylarda Cauchy dizisi ve tamlik tanimlar1 verilmig, baz1 biiziilme doniigiim-
leri tanimlanmig ve ¢rnekler sunulmugtur. Dérdiincii boliim; genigletilmis bulanik metrik
uzaylarin tamimlandigi, incelendigi boliimdiir ve bu tezde caligilan uzaylar olmasi sebe-
biyle 6nemlidir. Besinci boliim, 6zgiin olan boliimdiir. Bu boliimde; genisletilmig bulanik
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boliim, son boliim ve sonugtur.
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1. GIRIiS

Giinliik hayatta kesin olmayan, belirsiz durumlarla siklikla kargilagiriz. Kargimiza
¢ikan her durum i¢in, modern bilgisayarlarin da dayandigi mantik olan “1” ya da “0”
veya “dogru” ya da “yanlis” diyemeyiz. Belirsizligin oldugu, kesinlikten soz edile-
meyen tabiattaki karmagik olaylarin, insana ait gesitli verilerin; diigiince, egilim,
basar1 vb. dogru bir sekilde agiklanabilmesi i¢in “bulanik” kavrami ¢ok onemli bir
esneklik sunmaktadir. Bu kavram sayesinde, insan deneyimi makinelere aktarila-
bilmis ve iglevsellik kazanmistir.

Bulanik kavramini ilk kez Liitfi Ali Askerzade (Zadeh) 1965 yilinda tanimlamigtir.
Insanin yasarken edindigi tecriibelerin makinelere aktarilmasi fikrinin temellerini
atan, elektrik elektronik miihendisi olan bilim insani, aslinda bir cesit karar verme
mekanizmasi tasarlamigtir. Zadeh’in (1965) onceden bilinmez kabul edilen seyleri
aciklanabilir hale getiren bu calismasi, biiyiik degisikliklere yol a¢mig; buhar maki-
nesinin kontrol sisteminde, giivenlik ve tasarruf agisindan metro sisteminde kul-
lanilmigtir. Uzay araci ve uydularin irtifa kontrolii i¢in havacilik alaninda; hiz ve
trafik kontrolii i¢cin otomotiv sisteminde; karar verme ve kisisel degerlendirme icin
biiyiik sirketlerde; kurutma, kimyasal damitma siirecini kontrol etmek icin kimya
endiistrisinde; yapay zeka uygulamalarinda, modern kontrol sistemlerinde vs. yaygin
olarak kullanilmakta ve bulanik kavrami miihendislikte hayat bulmaktadir.

Metrik kavrami sabit nokta teorisindeki en 6énemli bilegsenlerden biri olarak kabul
edilebilir. Metrik en genel haliyle; uzaydaki nokta ciftleri ile pozitif bir reel sayiy1
iliskilendirmek olarak ifade edilebilir.

Son elli y1lda bu kavramin bircok genellemesi elde edilmigtir. Bulanik metrik kavrami
da bunlardan biridir. Fakat metrik uzaylardan farkli olarak; bulanik metrik uzay-
larda iki nesne arasindaki mesafe, kesin bir reel say1 ile ifade edilmez.

Bulanik metrik uzay kavramim ilk kez Kramosil ve Michalek (1975) tanimlamigtir
(KM- bulanik metrik uzaylar). George ve Veeramani (1994) ise bu tanimda kiigiik bir

degisiklik yaparak yeni bir uyarlamasini vermislerdir (GV- bulanik metrik uzaylar).



Matematikte bir kiimenin noktalarinin ayni kiimenin noktalarina dontistiiriilmesiyle
ilgilenen ve en az bir noktanin sabit kaldiginin kanitlanabildigi teoremler olan sabit
nokta teoremleri, bir denklemin bir ¢6ziimii olup olmadigini bulmak i¢in cok kul-

lanmighdir.

() = s doniigiimiinde s, § nin bir sabit noktasidir. Bir sabit nokta, bir doniigtimiin

ardigik durumda kilitlendigi bir deger olarak da kabul edilebilir.

| (20) — S (&)] < M|z — €] olacak gekilde 1’den kiigiik pozitif bir A sabiti varsa, S bir
biiziilme olarak adlandirilir. Boylece s ve ¢ arasindaki mesafe, biiziilme doniisiimii
ile  (5¢) ve (&) arasindaki mesafeye doniigtiiriilmiis olur.

Metrik uzaylarda sabit nokta teoremi ¢alismalarimi Stefan Banach baslatmis ve bu
aragtirma alan1 diger birgok bilimsel aragtirma alanina katki saglamigtir. Sadece
fonksiyonel analizin degil, aym1 zamanda genel topolojinin ve diger bir¢ok disiplinin
¢ok onemli bir araci haline gelmistir.

Banach (1922) biiziilme/daralma ilkesinin uygulama zenginligi sasirticidir. Basitligi
dikkat cekicidir ve biiziilme kosulunun test edilmesinin kolay olmasi sebebiyle, belki
de tiim analizlerde en yaygin olarak uygulanan sabit nokta teoremidir.

(?,d) tam metrik uzaymda ¥V s, & € Y ve v € (0,1) igin d(Sse, S€) < vd(s¢,€)
sartmm saglayan S : Y — Y doniisiimiiniin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu
iddia eden, Banach biiziilme ilkesinin ¢ok ¢esitli genellemeleri elde edilmigtir.
Grabiec (1988), KM bulanik metrik uzaylara Banach biiziilme déniigiimiinii uyarladik-
tan sonra birgok yazar, KM bulanik metrik uzaylarda ve GV bulanik metrik uzay-
larda sabit nokta teoremleri kanitlamiglardir.

Gregori ve Sapena (2002) tarafindan tanimlanan bulanik biiziilme doniigiimiini
genigleten Mihet (2008), KM bulanik metrik uzaylarda ¢aligmistir ve Non-Archimedean
bulanik metrik uzaylarda Banach biiziilme teoremini ispatlamiglardir.

Gregori vd. (2019), Mihet’in (2008) déniigiimiinii, tanimladiklar1 genigletilmis bu-
lanik metrik uzaylara uyarlamislardir.

Sabit nokta teorisinde biiziilmenin rolii cok énemlidir. Literatiirde, farkli uzaylarda

biiziilme doniigtimlerinin farkli versiyonlar: olan birgok ¢alisma bulunmaktadir.



Samet vd. (2012) tarafindan metrik uzaylarda tanimlandiktan sonra bir ok genellemesi
elde edilen biiziilme doniigiimleri, Gopal ve Vetro (2014) igin ilham kaynagi olmus
ve yazarlar bu doniigsiimleri bulanik metrik uzaylarda tanimlamislardir.

Benzer sekilde, metrik uzaylarda bir biiziilme doniisiimii tanimlayan ve sabit nokta
teoremleri kamtlayan Wardowski'nin (2012) galigmasindan sonra, Huang vd. (2021)
bulanik metrik uzaylarda bu biiziilme yoluyla sabit nokta teoremleri ispatlamiglardir.
Bu tezin 6zgiin olan boliimii; genisletilmis bulanik metrik uzaylarda ti¢ yeni bulanik
biiziilme doniigiimiiniin tanimlandigi, baz1 sabit nokta teoremlerinin ispatlandig ve
baz1 6rneklerin sunuldugu beginci boliimdiir. Bu boliim olusturulurken; bulanik
metrik uzaylardaki tanimlar, teoremler, sonuglar vb. esas alinarak genigletilmis
bulanik metrik uzaylara uyarlanmis ve teoremler ispatlanirken bilinen matematiksel
yontemler kullanmlmigtir.

Bu tezde genisletilmis bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri olustururken;
literatiirde var olan biiziilme doniisiimlerini genisletilmis bulanik metrik uzaylarda
tanimlamak isteyen yeni aragtirmacilara fikir vermek ve genigletilmis bulanik metrik

uzaylarda yapilan calismalara katki saglamak amaclanmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bulanik kiimeleri, siirekli iiyelik derecelerine sahip nesneler sinifi olarak ifade eden
Zadeh (1965), her nesnenin "0" ile "1" arasinda deger alan bir iiyelik fonksiyonu ile
karakterize edildigini 6ne stirmiigtiir. Kiimelere ait bir¢ok kavrami, bulanik kiimelere
uyarlayarak ya da genigleterek bulanik kiimelere iligkin 6zellikler tanimlamigtir.
Zadeh (1965), gercek hayatta kargilagilan nesne siiflarinin kesin olarak tanimlan-
mis iiyelik kriterlerine sahip olmadigi ileri siirmiistiir. Ayrica, bulanik kiime
kavraminin bircok agidan klasik kiimelerde kullanilan cerceveye paralel olmakla be-
raber daha genel bir kavramsal cerceveye sahip oldugunu, ozellikle 6riintii ssmflandirma
ve bilgi isleme alanlarinda ¢ok daha genig bir uygulama kapsamina sahip olabilecegini
ifade etmistir.

Belirsizligin oldugu, kesinlikten s6z edilemeyen karmasgik olaylarin, insana ait gesitli
verilerin agiklanabilmesi ihtiyac oldugunda bulanik kavrami dikkate deger bir esnek-
lik sunmaktadir.

Zadeh’in (1965) bu galigmasi, kendisinden 6nce bilinmez kabul edilenleri agiklanabilir

hale getirmesi bakimindan ¢ok énemlidir.

Tamm 2.1 Y # @ bir kiime ve Z = [0, 1] olmak iizere

A

Hi - Yy — [0,1}

iiyelik (karakteristik) fonksiyonu tarafindan karakterize edilen

v

A:{(%,MA(%))]%GY}CYXI

kiimesine bulamk kiime denir. Her » € Y icin p i(5¢) degerine iiyelik derecesi

denir (Zadeh 1965).



Tamm 2.2 Y # & bir kiime ve Z = [0, 1] olmak {izere
My - Yy — [07 1]

iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen

~

Y:{W#ﬂleﬂxey}CYxI

kiimesine evrensel bulanik kiime denir (Zadeh 1965).

Tamm 2.3 Y # @ bir kiime ve 7 = [0, 1] olmak iizere

~

po ¥ — [0,1]
iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen
@z{wwd@:OH%eY}chI

kiimesine bog bulanik kiime denir (Zadeh 1965).

Ornek 2.1 20-70 yas araliginda kisilerden olusan bir topluluga asagidaki sorular
yoneltiliyor;

Soru I:"Tanis1 konmus bir hastaliginiz var mi?"

Soru II:"Kendinizi saglikli hissediyor musunuz?"

Sorulara "Evet" yaniti veren kisi sayisinin dagilimi asagidaki tabloda verilmigtir:

Soru\Yas 20<x <30 30<x<40 40<3x <50 50<x<60 60<3x<70
I. 0 0,234 0,449 0,671 1
I1. 1 0,862 0,441 0,305 0

20-30 yag aralig1 (s¢p20,30]), 30-40 yas aralig1 (5¢30.40]), 40-50 yas araligi (s¢40,50), 50-60
yag arahigl (s¢50,60) ve 60-70 yas arahgi (so,70)) seklinde ifade edilirse;



% 7é Y = {%[20,30]7 7£(30,40]> 7%[40,50]» *£[50,60]> %[60,70}}

ve Z = [0, 1] olmak tizere
A = {(5200,0) s (5430,401,0-234) , (540,50,0-449) , (54150,601,0-671) , (5¢(60,707,1) } C Y xZT
kiimesi bir bulanik kiimedir ve iiyelik fonksiyonu;

pi =40, 0.234, 0.449, 0.671, 1}

dir.
Aymni gekilde,

D= {<%[20,30]71) ) <%[30,40]70-862) ) (%[40,50},0-441) ) (%[50,60]70-305) ) (%[60,70]70)} C }A/XI
kiimesi de bir bulanik kiimedir ve iiyelik fonksiyonu
wp = {1, 0.862, 0.441, 0.305, O}

seklindedir.

Tanmm 2.4 A ve D, tiyelik fonksiyonlar: sirasiyla py ve pp olmak tizere Y de iki

bulanik kiime ve V £ € Y i¢in

NS

=D & (&) =pp)

'
N
S
3

1x(&) < pp(€)

M
(-
O«
Il

max [ 4(§), 1p(§)]

AND = minuy(€), up(€)]

dir (Chang 1968).



Ornek 2.2 Ornek 2.1. de verilen, Y de tammh A ve D bulanik kiimelerine birlegim,

kesigsim ve tiimleyen iglemleri sirasiyla uygulanirsa;

AUD & g p(5) = max [uy(), pp(s)] = {1, 0.862, 0.449, 0.671}

AND & pyp(2) = min [py(5), up(5)] = {0, 0.234, 0.441, 0.305 }
A& () =1 — py(s) = {1, 0.766, 0.551, 0.329, 0}

D' & ppi() =1 — pp(s) = {0, 0.138, 0.559, 0.695, 1}

elde edilir.

Ornek 2.3 YV = {0 509, ...,56,}, Z =1[0,1] ve A ve D, Y de iki bulamk kiime;

A ={(a, 0.1), (35, 0.01),..., (56,,0.00..01)}
D = {(s4, 0.9), (3, 0.09), ..., (56, 0.00..09)}

olmak {izere birlesim, kesisim ve tiimleyen islemleri uygulandiginda sirasiyla;
AU D =max {p4(>), up(2)} = {0.9, 0.09, ..., 0.00..09} = p(5)

AN D =min {5(5), up()} = {0.1, 0.01, ..., 0.00..01} = p ()

A= {(3e1, 0.9), (352, 0.99), (563, 0.999)..., (52,, 0.99..99)}

elde edilir.



t — normlar, bulanik mantigin temel operatorleridir.
Tanim 2.5 Bir «: [0,1] x [0,1] — [0,1] ikili iglemi verilsin.V ¢, v, <, ¢ € [0, 1] i¢in,

(i) * iglemi degismeli ve birlegmelidir.

(ii) = islemi siireklidir.

(i) 2*1=.

(iv) 2 <gvey<(isesx vy <g*(.

sartlarimi saglayan * iglemine siirekli t-norm denir (Schwizer ve Sklar 1960).

Ornek 2.4 En iyi bilinen t-norm ornekleri Ty, Tp ve Ty, doniistimleridir.

T.(6,() = Mazx {6 +(— 1,0} (Lukasievicz t — norm)

Tp(6,¢) =0.C (Product t —norm)

Ty (0,¢) = Min {6,(} (Minimum t — norm)

Tanim 2.6 Bir t—norm, [0, 1]x[0, 1] — [0, 1] bi¢iminde tanimh bir fonksiyon olarak

[0,1] de kesin olarak artiyorsa, kesin monotondur denir (Klement ve Mesiar).

Ornek 2.5 Minimum t — norm ve Lukasievicz t — norm siireklidir fakat kesin

monoton degildir (Klement ve Mesiar).

. & ax{0,(} <1
Ornek 2.6 T(5,() =4 2 x10.¢}
0.¢, diger durumlarda

seklinde tanimlanan t—norm, kesin monotondur fakat siirekli degildir (Klement ve Mesiar).



3. BULANIK METRIK UZAYLARDA BAZI BUZULME DONUSUM-
LERI

3.1 Bulanik Metrik Uzaylar

Bulanik metrik uzay kavramim ilk kez Kramosil ve Michalek (1975) tanimlamigtir.
Sonrasinda kiigiik bir degisiklikle George ve Veeramani (1994) tarafindan yeniden
tanimlanmigtir.

Asagida her iki tanimi verilen bulanik metrigi, metrikten ayiran en énemli 6zellik;

bulanik metrigin taniminda var olan ”t” parametresidir.

Tamm 3.1 Y # @ bir kiime, siirekli bir t-norm olan * iglemi ve A, ¥ x V' x [0, 00)

tizerinde tammli bir bulanmk kiime olsun. Eger V 5,£,c € Y ve t,s > 0 icin,
(KM;)  A(5,6,0) =0,
(KMy)  AGegt) =1 x=¢
(K M) A(,6,8) = A(E, %, 1),
(KM;,) AQGe &)« A€ s, 8) < A, t+s),
(KM,) A€ ) :[0,00) — [0,1] soldan siirekli

kosullar1 saglaniyorsa A ya Y tizerinde Kramosil ve Michalek yaklagimi ile bir bulanik

metrik ve (Y, A, >1<> tigliisiine KM bulanik metrik uzay denir (Kramosil ve Michalek 1975).

Kramosil ve Michalek (1975), bulanik kiime kavrami ve bundan tiiretilen kavramlar
kullanarak bulanik metrik kavramini dogal ve sezgisel olarak kanitlamayi ve son-
rasinda metrik kavramiyla mukayese etmeyi amaglamiglardir. Bulanik kavramini,

metrik uzaylarin klasik kavramlarina uygulamislardir.



Bulanik metrik uzaylar: yeniden tamimlayan George ve Veeramani’nin (1994) tanimi

asagida verilmigtir:

Tamim 3.2 Y # @ bir kiime, siirekli bir t-norm olan * iglemi ve A, ¥ x ¥'x (0, o0)

tizerinde tanimh bir bulanik kiime olmak {izere, V s, &, ¢ € Y ve t,s > 0 i¢in,
(GVi) A&, 1) >0,
(GVi) Al &t) =1 x=¢
(GVii) AGe&t)= A& 1),
(GVi) Ao &) x A (€,6,5) S A (.6t +5),
(GV,)  A(3,€,.) : (0,00) — [0,1] stirekli

kosullar: saglaniyorsa A ya Y iizerinde George ve Veeramani yaklagimi ile bir bulanik
metrik ve (Y, A, *) tigliisiine GV bulanik metrik uzay denir.
t parametresine gore s ve £ arasindaki uzakligin derecesi olarak, A (5¢,&,t) tanim-

lanabilir (George ve Veeramani 1994).

George ve Veeramani (1994), GV bulanik metrik uzaylar tammladiklar1 ¢aligmada
srnekler sunmuglar, V 5, £ € Y igin A (5¢,&,.) nin azalmayan bir fonksiyon oldugunu
belirtmislerdir.

s merkezli r yarigcaph agik ve kapali yuvar tanimlarimi vermigler, bulanik metrik
uzaylardaki her acik yuvarin acik bir kiime oldugunu gostermislerdir.

Bircok aragtirmaci, GV bulanik metrik uzaylarda sabit noktanin varligini ve tekligini
ispatlayan caligmalar yapmislardir.

Bu tez calismasinda, GV yaklagimi esas alinmistir.

10



Ornek 3.1 Y =R,V 4, €[0,1] icin § % ¢ = 6.¢ iglemi verilsin.
V£ €Y vete (0,00) igin

A

seklinde tanimlansin. Bu durumda (Y, fi, *) bir bulanik metrik uzaydir
(George ve Veeramani 1994).

Ornek 3.2 Bir <Y, d) metrik uzayi ve * ¢arpim t-normu olsun.

PRAS Y ve t > 0 olmak iizere, Y x Y x (0, 00) iizerinde

Ad(”»ﬁat):m

olarak tanimlansin. (f/, Ay, *) bir bulanik metrik uzaydir. Aq ye d metrigi tarafin-

dan indirgenen standart bulanik metrik denir (George ve Veeramani 1994).

Bulanik metrik uzaylarda tiggen esitsizligi, bir {icliiniin herhangi iki noktas1 arasin-
daki mesafenin iligkisini ifade eder. Fakat bazi durumlarda, iiggen esitsizligi baz
problemlerin ispatin1 tamamlamak icin yeterli olmayabilir. Bu durumlarda Non-

Archhimedean olma 6zelligi kullanilir (Lépez de Hierro vd. 2021).

Tamim 3.3 (}7, A, *) K M —bulanik metrik uzaym (K M;,) 6zelligi yerine V s, £, ¢ €

Y ve t,s > 0 igin,
AQGe, €0« A(€,6,s) < A(se,q,max {t,s}). ... . . (NA)
saglaniyorsa (Y, }i, *) iigliisiine Non-Archimedean bulanik metrik uzay denir.

Yukaridaki kogula denk olan bir diger kosul da
A(e &, t) % A6 6,1) < A6, 1)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla, her Non-Archimedean bulanik metrik uzay, bulanik
metrik uzaydir (Mihet 2008).

11



Ornek 3.3 Y = (0,00),V 6, €[0,1] igin 6 % ¢ = 6.¢ iglemi verilsin. V 5,&,¢ € Y
icin
A min {%7 6}
A t) = ————=

olarak tanimlansin. Bu durumda (Y, ;1, *) iicliisii Non-Archimedean bulanik metrik

uzaydir (Mihet 2008).

Grabiec (1988), Cauchy dizisi (G-Cauchy) ve bulanik metrik uzaylarin tamlik kogu-
lunu (G-tamlik) vermis, bulanik metrik uzaylarda baglattig1 sabit nokta teorisi ¢alig-
malarin1 metrik uzaylara paralel sekilde yiiriitmiigtiir.

Gregori ve Sapena (2002), GV yaklagimu ile tam bulanik metrik uzaylarda ve ayrica
G-tam KM bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ispatlamiglar ve bulanik

metrik uzaylara katki saglamiglardir.

Tanmim 3.4 (}A/, /ul, *) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger,
(i) Y de tamml bir {s,} dizisi, V ¢ > 0 icin

lim A (5., 3¢, 1) = 1

n—oo

saglaniyorsa s,, s e yakinsar denir ve s, — s ile gosterilir.
(ii) Y de tammh bir {sz,} dizisi, V& € (0,1) ve ¢ >0 icin 3 ny € N oyle ki
Vn,m > ngicgin

V]

A (509, 50, t) > (1 —¢)

sartini sagliyorsa {s¢,} bir M-Cauchy dizisidir denir.
(iii) Y de tammh bir {s¢,} dizisi, V ¢ > 0 ve p € N i¢in

lim A (56,, 564, 1) = 1

n—oo

sartim saglhiyorsa {s¢,} bir G-Cauchy dizisidir denir.

(iv) Bir bulanik metrik uzaydaki her M-Cauchy (G-Cauchy) dizisi yakinsak ise bu
bulanik metrik uzay M-tamdir (G-tamdir) denir

[(George ve Veeramani 1994), (Grabiec 1988)].
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7#” ye bagh olmayan A sabit (stationary) bulanik metrik, klasik metriklere en yakim
olan bulanik metrik olarak kabul edilebilir.

Bulanik topolojideki en 6nemli sorunlardan birinin, uygun bir bulanik metrik kavrami
elde etmek oldugunu ifade eden Gregori ve Romaguera (2004) tarafindan tanim-

lanan, sabit bulanik metrik tanimi agsagida verilmistir.

Tanim 3.5 Y # & bir kiime, % iglemi siirekli bir t-norm ve /vl, Y x Y iizerinde

tanimli bir bulanik kiime olmak {tizere V s, &, ¢ € Y icin

(Sz) A (%7 5) > 07

(Sii) A (30,6) = A&, ),
(Siw) A (r,6)x A (c,6) < A(,€),

kosullar1 saglaniyorsa (37, ;1, *) ticliisiine sabit (stationary) bulanik metrik uzay
denir.

Bagka deyisle; /ul, Y iizerinde tammli bir bulanik metrik olsun. Eger ful, t ye bagh
degilse, A ya sabit bulanik metrik denir (Gregori ve Romaguera 2004).

Ornek 3.4 Y = (0,00),V 6, € [0,1] icin 6 ¢ = 6. islemi verilsin.
Vo, &6 € Y i¢in A (5,€, t) = min{*&} jlarak tammlansin. Bu durumda (Y, ;1, *)

max{,}

ticliisii sabit bulanik metrik uzaydir (Gregori ve Romaguera 2004).

Tanmim 3.6 (f/, /vl, >|<> bir bulanik metrik uzay olsun. Eger s, &, ¢ € Y ve her t > 0
icin
1 1 1

(}i (52, &,1) —bs (Zl (2,6,t) “U (/i( £,6,1)

A

_1)

esitsizligi saglamyorsa A bulamk metrigine iiggensel (triangular) denir

(Di Bari ve Vetro 2005).
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3.2 Bulanik Metrik Uzaylarda Baz1 Biiziilme Doniisiimleri

Temel Banach toereminden sonra, bire bir déniigiimlerin sabit noktalarinin aragtiril-
masi i¢in ¢ok fazla ¢aligma yapilmig, literatiire katk: saglanmigtir. Bire bir doniigtimiin
tanimlandigl geometrik yapi ve doniisiim iizerinde tamimlanan biiziilme sarti, bu
alandaki caligmalardaki iki onemli noktay:1 tegkil etmektedir. Bu alanda bircok
aragtirmaci; biiziilme kosulunu degistirerek, iizerinde ¢alisilan uzay1 degistirerek ya
da biiziilme egitsizliklerini genellestirerek arastirma makaleleri yayinlamiglardir.
Metrik uzaylarda baglayan sabit nokta teorisi ¢aligmalari, daha sonra bulanik metrik
uzaylarin da tamimlanmasi ile bulanik metrik uzaylara da tagimnmistir. KM bulanik
metrik ve GV bulanik metrik geklinde farkl iki versiyonu bulunan bulanik metrik
uzaylar, sabit nokta teoremlerinde tercih sebebi olmustur.

Grabiec (1988), KM bulanik metrik uzaylarda Banach biiziilme teoremini agagidaki
sekilde olusturmustur:

" (}7,;1, *) tam bulanik metrik uzayinda s, & € Y 1$¢cin fvl(%,f,t) = 1 olmak tizere,
A(%%, ¢, kt) > /Vl(%, &, t) esitsizligi ¥ s, & € YV . ke (0,1) ve t > 0 igin saglanwyorsa
S: Y — Y dondisimii tek bir sabit noktaya sahiptir.”

Grabiec (1988), boylece bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teorisi galigmalarin
baglatmigtir.

Daha sonra, Gregori ve Sapena (2002), bulanik metrik uzaylarda Banach biiziilme
ilkesini asagidaki sekilde tanimlamigtir:

"Her bulamik biiziilme dizisinin Cauchy dizisi oldugu tam bulanik metrik uzayda k €

(0,1),V ¢ € Y ve pozitif t parametresi i¢in

B <_1)
A(CnJrl? Cn+27 t) A(Cna CnJrla t)

saglamyorsa ¥ : Y —Y doniistimi tek bir sabit noktaya sahiptir.”

Gregori ve Sapena (2002), Banach sabit nokta teoremini, farkh yaklagimlarla, tam
bulanik metrik uzaylarda, bulanik biiziilme doniigiimlerine genigletmislerdir. GV —
bulanik metrik uzaylarda ve Grabiec’in (1988) yaklagimi ile tam olan K M — bulanik

metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri caligmiglardir.

14



Gregori ve Sapena (2002) tarafindan bulanik metrik uzaylarda tanimlanan bulanik

biiziilme doniigiimii agagida verilmistir.

Tanmim 3.7 (f/, A, *) bulanik metrik uzaymda V s, € Y ve t > 0 icin

A(Sse, S 1) A, &, t)

olacak bigimde o € (0,1) varsa (o,  nin biiziilme sabitidir)
S:V —Y
doniigiimiine bulanik biiziilme doniisiimii denir (Gregori ve Sapena 2002).

Mihet (2008), Gregori ve Sapena (2002) tarafindan tammlanan bulanik biiziilme
doniisiimiinii genisleterek, KM bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teorisi calig-
malar1 yapmigtir ve Non-Archimedean bulanik metrik uzaylarda Banach biiziilme
teoremi kanitlamigtir. Bulanik metrik uzaylarda tanimladigi 1)— biiziilme doniigtimii

asagida verilmistir.
Uyar:1 3.1 Asagidaki ozellikleri saglayan tiim
1/1 : [07 1] - [071]

fonksiyonlarinin ailesi W ile gosterilsin;

(i) 1 azalmayan ve siirekli,

(i) Vne (0,1) igin ¢»(n) > n (Mihet 2008).
Tanim 3.8 (}A/,/ul, >|<> bulanik metrik uzay olsun. Eger v € U ve V £ € Y ve
t > 0 igin
Az &) > 0 = A(S5,36,1) 2 (A(, €, 1)) (3.1)

saglaniyorsa

%}/\/

~

R

doéniigiimiine bulanik ¢)— biiziilme doniigiimii denir (Mihet 2008).
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Samet vd (2012) metrik uzaylarda tamimladiklar1 biiziilme doniigiimleri simifi ile
bu tiir doniistimler i¢in sabit noktanin varhigini ve tekligini ortaya koyan bir caligma
yapmiglardir. S6z konusu doniisiimii; " Her t > 0 i¢in i AP (t) < o0 (/\k , A fonksiy-
onunun k. kuvveti) sartine saglayan ve azalmayan X : [S,Zgo) — [0, 00) doniigimleri
vea:Y x YV — R biciminde tanimly olmak tizere, & : Y — Y dontisimi v
2,6 €Y igin a(s €)d(Ssx, IE) < A(d(s,€)) esitsizligini saglasim, bu durumda 3
doniistimiine o — \—biiziilme dontigtimi denir.” seklinde tanimlamiglardir.

Cok yanki uyandiran bu caligmadan yararlanarak, bir¢ok aragtirmaci biiziilme sartini
veya iizerinde caligilan uzay1 degistirerek literatiire katki saglamistir. Katk: sunan
galigmalardan biri Gopal ve Vetro (2014) tarafindan ortaya konmugtur. Bu aragtir-

mactlar tanimladiklar: iki doniistim tiirii i¢in sabit bir noktanin varligim ve tekligini

iddia eden teoremleri bulanik metrik uzaylarda ifade ederek ispatlamiglardir.
Uyar1 3.2 Tiim sagdan siirekli ¢ fonksiyonlarinin ailesi ® ve
¢ :[0,00) — [0, 00)

ve V i > 0 i¢in ¢(n) < n olmak iizere, her ¢ € ® ve her n > 0 igin (¢"(n) ile ¢ nin
n. kuvveti temsil edilsin)

lim¢"(n) = 0

n—o0

dir (Gopal ve Vetro 2014).
Tanim 3.9 (Y, A, >|<> bir bulanik metrik uzay olsun. Eger ¢ € ® ve
5:Y XY x (0,00) — [0,00)
fonksiyonlar1 V s, & € Y ve t > 0 icin
- 1) (3.2)

A e

esitsizligini saghyorsa

I:Y —Y

doniigiimiine 6 — ¢— bulanik biiziilme doniisiimii denir (Gopal ve Vetro 2014).
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Uyar: 3.3 (3.2) de §( »,&, t) = 1 ve ¢(n) = kn olacak bigimde k € (0,1) varsa,
Gregori ve Sapena (2002) tarafindan tanimlanan bulanik biiziilme doniigiimii elde

edilir (Gopal ve Vetro 2014).

Ornek 3.5 V = {%,g € N} U {0,2} kiimesi ve V 4,¢ € [0,1] i¢in § * ¢ = 4.¢ islemi

verilsin.Vs, € € Y ve t > 0 icin

t

A€, 1) = P

seklinde tanimlansin. Bu durumda (XA/, A, *) bir G-tam bulanik metrik uzaydir.
3:V —Y

doniisiimii;

&2
"2\
I

seklinde ve

5:Y XY x (0,00) — [0,00)
fonksiyonu V 5, & € Y ve ¢ > 0 icin
1, €6 €Y —{2
PP ES S
07 %75 %Y_{Q}

ve V 1 > 0 igin ¢(n) = 7 seklinde tammlansin. Bu durumda 3 doniisiimii § — ¢—
bulanik biiziilme doniistimiidiir.

Her bir bulanik biiziilme doniisiimii, 6 — ¢— bulanik biiziilme doniigiimiidiir. Fakat
bu ifadenin kargit1 her zaman dogru degildir.

Yukaridaki ornekteki & doniistimii, 6 — ¢— bulanik biiziilme doéniistimiidiir ancak

bulanik biiziilme doniigiimii degildir (Gopal ve Vetro 2014).
Tanim 3.10 (}A/, fl, *) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger

§5:Y xY x (0,00) — [0,00)
fonksiyonu V 5, € Y vet > 0 icin

0(o,&, t) > 1= 0(S, 3¢, t) > 1
17



ozelligini sagliyorsa

~

I:Y —Y

doniigiimiine 6— gegislidir denir (Gopal ve Vetro 2014).

Uyar1 3.4 ¢ € ¥ise (1) = 1veV n e (0,1) igin lim¢"(n) = 1 oldugu kolayca

n—oo

goriiliir (Gopal ve Vetro 2014).
Tanmim 3.11 (f/, fvl, >|<> bir bulanik metrik uzay olsun. Eger ¢ € ¥ ve
p:Y xY x (0,00) — (0,00)
fonksiyonlar1 V ., € Y (3 #£€) ve t>0igin
A&, 1) > 0= pl(s6,&, 1) A(S2,36,1) 2 (A(,,1)) (3.3)

ozelligini saghyorsa

A~

S N

déniigiimiine p — ©»)— bulanik biiziilme doéniisiimii denir (Gopal ve Vetro 2014).

Uyar1 3.5 (3.3) te p(5¢,&, t) = 1 oluyorsa, Mihet (2008) tarafindan verilen bulanik

1h— biiziilme doniisiimii elde edilir (Gopal ve Vetro 2014).

Ornek 3.6 Y = (0,00) olsun. V 6,¢ € [0,1] icin 6 « ¢ = 0.¢ iglemiile V s,& € Y
ve t > 0 icin
Al g.1) = B IE)

max {, ¢}

olarak tanimlansin.

Bu durumda (Y, /vl, *) M-tam Non-Archimedean bulanik metrik uzaydir.

doniisiimii;
V& ¢ € (0,1]
2, ¢ € (1,0

seklinde ve



fonksiyonu V s, & € Y ve t > 0 icin

1, & € (0,1]
27 %?g 6 (1700)

p( &, 1) =

ve V 1 € (0,1] igin
¥(n) =vn

seklinde tanimlansin. § doniistimii p — ¥»—bulanik biiziilme doniigtimiidiir.

Her bir bulamik ¢— biiziilme doniisiimii, 6 — ¢— bulanik biiziilme doniisiimiidiir.
Fakat bu ifadenin karsit1 her zaman dogru degildir.

Yukaridaki ornekteki & doniisiimii, 6 — ¢— bulanik biiziilme doéniisiimiidiir ancak

bulanik )— biiziilme déniigiimii degildir (Gopal ve Vetro 2014).
Tanim 3.12 (}A/, /1, *) bir bulanik metrik uzay olsun.

p: Y xY x (0,00) — (0,00)
fonksiyonu s, & € Y ve her ¢ > 0 icin

ozelligini sagliyorsa

~

S:YV —Y
doniigtimiine p— gegislidir denir (Gopal ve Vetro 2014).

Buraya kadar olan kisimda; literatiirde yer almig, gerek metrik gerekse bulanik
metrik uzaylarda tanimlanmig cesitli biiziilme doniigiimlerinden birkag tanesi ifade
edilmistir. Asagida tanimi verilen ¥ — biiziilme doniisiimii de stz konusu doniisiim-
lerden biridir.

Wardovski (2012) tarafindan metrik uzaylarda tanimlanan F— biiziilme doniistimii,
Huang vd. (2021) tarafindan yeniden diizenlenerek, bulanik metrik uzaylara ak-
tarilmigtir. Bu aktarim sirasinda daha sade bir biiziilme doniisiimii hedeflenmistir.

F— bulanik biiziilme doéniistimiinde 6ne ¢ikan 6zellik "F’nin kesin artan" olmasidir.
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Son olarak, Huang vd. (2021) tarafindan bulanik metrik uzaylarda tanimlanan ¥—

bulanik biiziilme doniisiimii agsagida verilmistir.

Uyar:1 3.6 Biitiin
F:[0,1] — (0,00)

donitigiimlerinin siifi F ile gosterilir. V s, & € [0, 1] igin s < & iken F() < F(§)
dir (Huang vd. 2021).

Tanim 3.13 (Y, A, >|<> bir bulanik metrik uzay ve ¥ € F olsun. Eger V s, & € Y
(s #€) vet >0 igin

T F(A(Ss, S€.1) > F(A(x, &,1))
sartini saglayan 7 € (0, 1) varsa
S:Y —Y

doniigiimiine ¥— bulanik biiziilme déniisiimii denir (Huang vd. 2021).
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4. GENISLETILMIiS BULANIK METRIK UZAYLAR UZERINE

Bu boliimde genigletilmis bulanik metrik uzaylar ayrintili bir sekilde ele alinarak

ozellikleri incelenmigtir.
4.1 Genisgletilmis Bulanik Metrik Uzaylar

Gregori vd. (2019) tarafindan, genigletilmis bulanik metrik uzaylarin tanimlandig
makalede, Y tizerindeki A bulamk metrik, GV yaklagim ile AoA(s, €,t) > 0 ola-
cak gekilde incelenmis ve A nm siirekli genigletilmigi A% Y x Vx [0, 00) {izerinde

genisletilmis bulanik metrik olarak adlandirilmigtir.

Tamm 4.1 Y # @ bir kiime, * iglemi siirekli bir t-norm ve A°, ¥ x Y x [0, 00)

iizerinde bir bulanik kiime olmak {izere, V s, &, ¢ € Y ve t,s > 0 icin
(i) ACGeé ) >0,
(i) A& 1) = 1= 2=,
(i) A°(, €, £) = A& 0,1),
(iv)  A°Ce, €, 1) A%(E g, 8) < A%, t 4 9),

(v) ;1275 : [0,00) — (0,1] siireklidir (Burada ful?{,& (t) = A%, &, t) dur).

kosullar1 saglaniyorsa ;10, Y tizerinde genisletilmis bulanik metriktir ve (57, ;10, *)

ticliisiine de genisletilmis bulanik metrik uzay denir (Gregori vd. 2019).

Ornek 4.1 Y = (0,00) olsun. ¥ x Y'x [0,00) {izerinde tanimh

min {5, £} + ¢
max {s,{} +t

A €01) =

bulanik kiimesi, carpim t-normuna gore, Y tizerinde genigletilmig bir bulanik metrik-

tir (Gregori vd. 2019).
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Ornek 4.2 (Y, d) metrik uzay ve ¢(0) > 0 olmak iizere ¢ : [0, 00) — (0, 1] siirekli

azalmayan bir fonksiyon ve * carpim t-normu verilsin. V s, £ € Y vet>0 icin

AY (5, €,t) =

seklinde tanimlansin. Bu durumda (Y, ;125, *) genigletilmig bir bulanik metriktir

(Gregori vd. 2019).

Asagida verilen Teorem 4.1, bulanik metriklerle genisletilmis bulanik metrikler arasin-

daki iligkiyi vermesi acisindan énemlidir.

Teorem 4.1 /vl, YV xY x (0, 00) tizerinde taniml bir bulanik kiime; Anm genigletilmisgi

A YV x ¥'x [0,00) tizerinde taniml bir bulanik kiime olmak {izere
Vs, €Y vet >0 icin Ao(%g, t) = A (56,&, 1)

ve
A%(52,£,0) = Ao A, € t)
olsun. Bu durumda, asagidaki 6nermeler denktir:
(i) <Y, A°, >|<> genigletilmis bulanik metrik uzaydir.
(ii) (}7, A, *) V3, £ €Y icin /\t>0fv1(%, &,t) > 0 olacak bi¢imde bir bulanik metrik uzaydir.
(Gregori vd. 2019).

ispat. —:

(A° %), Y {izerinde genisletilmig bir bulamk metrik olsun. Bu durumda (4, %), Y

tizerinde bulanik bir metriktir. O halde
Vo, £ €Y igin Ao AQr, €,8) > 0

oldugu gosterilerek ispat tamamlanacaktir.
%,feffve()<t<solsun.

Bulanik metrik uzaymn (GV;,) ozelliginden;

A Gt t) « A€ s—t) <A (€ 9),
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(GVi;) ozelliginden;
A s—t) =1

ve t—normun (ii7) numaral dzelliginden
A (6, ) S A(GeE, 8)

elde edilir. Dolayisiyla A (5, €, t) azalmayandir.
Ayrica, genisletilmis bulanik metrik uzayin (v) numaral 6zelliginden 219{75 fonksiy-
onu, t = 0 noktasinda siireklidir.

O halde;
NisoA(s, €, 1) =1mA (s, &, 1) =1imA) (1) = A, ((0) = A°(>,¢, 0) >0

dir.

<

(}A/, /Ul, *> bulanik metrik uzay ve V s, ¢ € Y icin /\t>0}i(%,£, t) > 0 olsun. Bu
durumda, <Y, ;10, *) tigliistiniin genisletilmis bulanik metrik uzay oldugu gosterile-
cektir.

(1) V€ € Y icin /\t>0/v1(%, &, t) > 0olduguna gore; t = 0 oldugunda AO(%, £0)>0
ve

t > 0 durumunda A°(s¢, &, 1) = A(s, €,t) > 0 saglanir. Dolayisiyla;
Ve, €Y vet >0icin fvlo(%,f, t) >0

dir.
(ii) t = 0 oldugunda A%(5¢,£,0) = Apso A (50,6, 1) =1 = A e, 6, t) =1 = =€
ve

t > 0 durumunda }io(%, £, t) = }i(%, €,t) = 1 = 3 = ¢ saglanir. Dolayisiyla,
Vi, €€V ve t > 0igin A%Gc,&, t)=1= s=¢.

(i1i) ¥ 2,6 €Y vet > 0icin A%, &, t) = A® (£, 3, t) oldugu acikca goriilir.
w) 2,&,¢ € Y alahm. t,s > 0 icin ii¢ durum s6z konusudur;
(i)

I t,s > 0. Bu durumda, A%(s,¢,t) = A5, €, t) oldugundan 6zellik saglanr.

II.t=0ve s >0 olsun (yadat >0 ve s =0 olsun).
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e € (0, s) olacak gekilde segilirse,
A%(56,6,0 + 5) = A%(5¢,6,8) = A(se,5,8) > A(3,€,5 — ) x A(€, 6, ¢)
dir. ¢ — 0 i¢in limit alindiginda,

Aes,5) = lim [ A (6 5—2) + A6 s, )

e—0

= lir%fvl(%,f, s —¢)* lin%ful(g, S, €)

= A (%,5 ,S) * Neso A (%757 5)
= A%, &, 8) % A%E 6, 0).

III. t = s = 0 olsun.
A(3,6,0) = AoA(s,6,t) = tlilglful(%, S, 1)

4. too ;
> lim A(%,§,§)*A(5a§>§)

t—0
Ly t P t
= pACaS g)x e d)
v t v t
= A t>UA(%a§7 5) AN t>0 A<€7§7 5)
= AO(%vgv O) *AO(g >§a0)'

Boylece;
Vo, &, € Y ve t, s > 0icin AO(%,S, t) *Ao(f,g,s) < /10(%,5,15—1—3)

oldugu elde edilir.
(v) A, ¢ fonksiyonu (0, 00) araliginda siirekli oldugundan;
V 3, € €Y icin 219{75 fonksiyonu, (0, 00) araligimin her bir noktasinda siireklidir.

t = 0 oldugunda ise;

mA® (50, 1) = mAGe & 1) = A od (5,6, 1) = A° (5,€,0)

t—0
elde edelir ki bu da /ulgng fonksiyonunun ¢ = 0 noktasinda da siirekli oldugu anlamina

gelir. Ispat burada tamamlanmistir. m

Ornek 4.3 (Y,d) bir metrik uzay olsun. <Y,}id,/\> standart bulanik metrigi
genisletilemez. Soyle ki; s # ¢ olacak sekilde s,& € Y almdiginda d(sz,7) # 0

olur ve ApsoAq(se, €,t) = lim - = 0 elde edilir (Gregori vd. 2019).
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4.2 Genisletilmis Bulanik Metrik Uzaylar Uzerine

Gregori vd. (2019), GV yaklagim ile, A t>0;1(%’§ ,t) > 0 olacak sekilde Y de
inceledikleri A bulanik metrikleri; AO genigletilmig bulanik metrikler olarak tanim-
lamuglardir. 7 40 1n Y iizerinde metriklenebilir bir topoloji oldugunu, klasik metrik-
lere benzer yaklagimla ispatlamiglardir.

Bulanik metrik uzaylarda verilen sabit nokta teoremlerinin genellemelerini elde et-
mek icin, genisletilmis bulanik metrik uzaylarin kullanigsh oldugunu ifade etmislerdir.

Y {izerindeki A sabit bulanik metriginin (t ye bagli olmayan),
A(e,6.1) = A5, )
ile verilen V s, & € ve t > 0 igin
A(5¢,6,8) > 0 ve

212,7& : [0, 00) — (0, 1] siirekli

sartlarii saglayan, Y xY x [0, 00) iizerinde tanmml AY bulamk kiimesi oldugunu
belirtmislerdir.

Gregori vd. (2019), bulanik metrik uzaylar ile genigletilmis bulanik metrik uzaylar
arasindaki iligkiyi agiklayan bir teoremi de (Teorem 4.1) ispatlamiglardir. Ayrica,
genigletilmis bulanik metrik uzaylarda; yakinsaklik, tamlik, Cauchy dizisi, agik yu-
var, kapali yuvar gibi kavramlar1 tanimlamiglardir.

Daha sonra, sabit nokta teorisinde énemli bir yere sahip olan biiziilme kavramini
genigletilmig bulanik metrik uzaylarda ¢alismiglardir. Mihet’in (2008) bulanik metrik
uzaylarda tanimladigi — biiziilme doniisiimiinii ele alarak, ¢ = 0 noktasindaki
biiziilmeyi isaret eden, ) — 0— biiziilme doniisiimiinii tanmimlamiglardir ve 6rnekler
vermiglerdir. Gregori vd. (2019), literatiirdeki kavramlar1 kullanarak, sabit nokta
teoremlerinin daha genel bir versiyonda verilebilecegini iddia etmislerdir.

Ayrica tam genigletilmis bulanik metrik uzaylarda her bulanik ) — 0—biiziilme
doniistimiiniin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu iddia eden bir teoremi ispatsiz
vermiglerdir. Bu teoremin tarafimizca yapilan ispati, boliimiin sonunda yer almak-

tadir.
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A

Onerme 4.1 (Y, /ul, *) bulanik metrik uzay olsun.
NA (%7 6) = A t>0 /Zi(%a 57 t)

seklinde tanimlansin. V s, & € Y icin Ay >0;1 (5,€, t) > 0 olmasi icin gerek ve yeter

sart; (N, *) mn Y fizerinde sabit bulamk metrik olmasidir (Gregori vd. 2019).
Tamim 4.2 (}7, A, *) bulanik metrik uzaymmda V s, & € Y icin
/\t>0 A (%,6, t) > 0

oluyorsa A ya genisletilebilir denir. Boyle bir durumda; }io, A nm genigletilmigidir

(Gregori vd. 2019).

Sonug 4.1 (i) A nin genigletilebilir olmas: igin gerek ve yeter sart; (N4, *) nin Y

tizerinde sabit bulanik metrik olmasidir.

v

(ii) <Y, }i, *) nin bulanik metrik uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart; <Y, AL, *) nin

NA (%75)7 t=0

A (o€, ) =4
A (5,6,1), t>0

olacak bicimde bir genisgletilmis bulanik metrik uzay olmasidir.
(iii) V 2, & € Y icin
A%(52,€,0) = A im0 A(52, €, 1) = Nj(54,€) (4.1)

dir.
(iv) fulg,f reel fonksiyonu [0, c0) iizerinde siirekli oldugundan, genisletilebilir bir bu-

lanik metrik A nmn genigletimisgi A tektir (Gregori vd. 2019).

Tanim 4.3 (}A/, A, *) genigletilmig bir bulanik metrik uzay, {¢,} Y de bir dizi ve

e € (0,1) olsun. Bir ng € N olmak iizere V n,m > ng igin
Ay, 56, 1) > (1 —¢)
saglamyorsa {sz,} bir A°—Cauchy dizisidir denir ve
A® (5, 50, 1) = 1

ile gosterilir (Gregori vd. 2019).
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Onerme 4.2 (}7, A°, >x<> genigletilmisg bir bulanik metrik uzay olsun.

Her A°—yakinsak dizisi, A°—Cauchy dizisidir (Gregori vd. 2019).

Gregori vd. (2019), genigletilmis bulanik metrik uzaylarda topolojik kavramlar:
da tamimlamiglardir. Bu kavramlar, bulanik metrik uzaylardakine benzer sekilde
olusturulmustur.

(37, ;10, *) bir genigletilmis bulanik metrik uzaymda s € Y, re (0,1) ve t > 0 igin
olsun. Bu durumda;

s merkezli, r yaricapli ve ¢ parametreli agik yuvar;
Bo(se,1,1) = {f eV A% 5,6,t) > 1 —7“}
» merkezli, r yaricapl ve t parametreli kapali yuvar;
B jo [5,7,t] = {§ eV A (6,60 >1 —r}
seklinde ifade edilir. V ¢ > 0 igin
Byo(se,1,t) = Bj(5¢,1,t) ve Bjo [5¢,7,t] = B [, 7, 1]
dir. t =0 icin
B o (5,7,0) = By, (52,7) ve Bjo[5,7,0] = By, [5,7]
dir. VeV, r e (0,1) ve t = 0 olmak iizere;
B o(s2,7,0) C By(s¢,7,t) ve Bjo [5,7,0] = By, [, 7] dir.

Lemma 4.1 7 4 topolojisi metriklenebilirdir (Gregori vd. 2019).
ispat. (Y, ;107 *) genigletilmig bir bulanik metrik uzay olsun.

{BNA Ger):xeY, re (0,1)}

ailesi, Y iizerinde tammh N 4 sabit bulamk metrikten tiretilen 7, topolojisinin bir

tabanidir.Dolayisiyla
{BAO (e,r,0): €Y, 1 € (0,1)}

ailesi, Y tizerinde tanimh 7 N topolojisinin bir bazidir ve AV tarafindan iiretilmigtir.
Ustelik, B o (5,7,0) agik yuvarlar 75 —agiktir ve benzer sekilde kapali yuvarlar

T 40 —kapalidir. Boylece 7 50 topolojisi metriklenebilirdir. m
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Onerme 4.3 (}7, A°, >x<> genisletilmig bir bulamk metrik uzay ve {sz,},Y de bir
dizi olsun.

HmA® (52, 50,0) = 1 <= {3¢,} dizisi 5, a 7 j—yakmsar (Gregori vd. 2019).

n—oo
ispat. 7 Ny = T jo oldugundan,
Y deki {56, } dizisi s € Y yer A—yakinsar <= {56, }, >0 a 7y, —yakinsar.

Bulanik metrik uzaylardan bilindigi gibi;

HUmN 4 (56, 30) = 1 <= {s5,} dizisi 5, a 7y, — yakinsar

n—oo

Dolayisiyla,

lim/ulo(%n, 7#0,0) = Nj(56n,500) =1 <= {52,} dizisi », € Y ve T 0 — yakinsar.

n—oo

1Spat tamamlanmigtir. m

Gregori vd. (2019), genigletilmis bulanik metrik uzaylar ile klasik metrik uzaylar
arasindaki benzerligin, topolojik acidan bariz oldugunu vurgulamiglar ve bu durumu
aciklarken; ¢t parametresinin topolojik kavramlarda herhangi bir rol oynamamas: ile
iliskilendirmiglerdir.

Gregori vd. (2019), genisletilmis bulanik metrik uzaylar: tanimladiklar1 makalenin
sonunda, Mihet’in (2008) bulanik metrik uzaylarda tanimladig: biiziilme doniigiimiinii,
genigletilmis bulanik metrik uzaylara uyarlamislardir.

"Tam genisletilmis bulanik metrik uzaylarda her bulanik 1»—0— biiziilme dontisimiiniin
tek bir sabit noktaya sahip oldugunu” iddia eden teoremin ispat1 agagida verilmigtir:
ispat. t = 0 ic¢in;.

€Y ve ot e v Y de dizi; s,.1 = Sz, olsun.

Bazi n € N igin s7,,17 = s, oluyorsa, bu durumda »* € }A/, »* = s, ' nin bir
sabit noktasidir.

vV n € Nigin s, # 2,41 olsun.

S, bulanik 1) — 0—biiziilme doniisiimii oldugundan,

(3.1)de s =7,_1, £ =7, t =0 yazilirsa ve (4.1) kullanilirsa,
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Aﬁ%s§w2¢cﬂmgw)

AO(%’ynfD %,an O) = NA(%,ynflv %/Yn)
Z 77Z)(NA<’}/”_1, ’777,))

> NA(’Yn—D 771)

bulunur. Buradan, {N 1(Yn> Vo +1)} artan bir dizi oldugu elde edilir. Ayrica bu dizi
iistten sinirh oldugundan yakinsaktir.

p € (0,1] ve n € N olmak {izere,

lim NA<7n7 ’Yn—l—l) =

n—oo

olsun. Aciktir ki, n € N icin,

NA(/an 7n+1) < 22

i < 1 olsun.

(3.1) de s =1,,, ¥ = Vpy1, t = 0 yazilirsa ve (4.1) kullanilirsa,

V]

AO(%fyna %7n+17 0) - NA(%’%m %Vn-i-l) Z ¢ (NA(rYnu/}/n—s—l)) > NA(’Y,-L,’Y”+1)

bulunur. n — oo igin,
= () > p

olup p = 0 ¢eligkisi elde edilir. Buradan;

hm NA(,}/na,Yn+1) - ]., n c N

Simdi {~,,} dizisinin Cauchy dizisi olmadig1 kabul edilsin.
e€(0,1) ve {fymx} , {7, } iki dizi, V k € N ve my > n, >k olsun.

NAV(’YmAaIYn/\) < l—¢

Ni(Vm, sYn, ) >1—eve Ny(ypn, 70 ) >1—¢

sabit metrik uzay (.5;,) 6zelliginden,
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l—e > NiOvm Yn) 2 NiOm > Ym, ) * Na(Vimy > Vn)
> Ni(Vm,_ oY ) x(1—¢)
buradan,
=2 Ny, s ¥n,) Z NiOhm, Y, ) * (1 —¢)

dir. A — o0 i¢in,

lim (1—¢) > BmNy(yp,,70,) 2 BMN; (Y, 570, ) % lim (1 —¢)
l—e > Alim]\fﬁ('ynw'ynA) >1x (1—¢)
l—e 2 AEgNA(Vm,\”YnA) >1l—c
buradan,

/\l_i)ggNﬁ(’YmA?PYnA) =1-—c¢
dir. Aynca, (3.1) de sx =1, 7 =17, ,,t =0 yazldigmda ve V ¢ € (0,1] igin
¥ (¢) > ¢ oldugundan;

NA(%’Y’VTL)\_17 %fynAfl) 2 w (NA<77TL)‘—17777,)\_1)> > NA(’Ym)\_17 ’77’7,)\,1)

1= 2 Nj(Vn, s ¥n) > NiOhm, 13 Yn, 1) > 1—¢
celigkisi elde edilir. Dolayisiyla {,} bir Cauchy dizisidir. ¥ tam oldugundan,
Iy ey oyle ki A — oo igin v, — v*
dir. 37" = ~* egitligi ispatlanacak olursa,
NS 7) =2 Na(S7,S70) * Ni(Sya,77) = ¢ (Nx(7, 7)) * Na(S7a,7")
A — oo iken, 9(1) = 1 oldugundan;
lim Ny (37", 7)) =1= Sy ="

A—00

dir.

~v*nin tekligini gostermek icin & nin birbirinden farkli iki sabit noktasi olarak »*ve

~v* secildiginde;



ve buradan da,

celigkisi elde edilir.
Boylece v* noktasinin tekligi ortaya ¢ikmistir.

Ispat burada tamamlanmistir. =
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5. GENISLETILMIiS BULANIK METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA
TEOREMLERI UZERINE

Bu boliim, tezin 6zgiin olan kismudir. 2019 yilinda tanimlanan genigletilmis bu-
lanik metrik uzaylardan yararlanilarak bazi yeni sabit nokta teoremleri verilmistir.
Bu boliimde, literatiirde metrik uzaylarda var olan ve aragtirmacilar tarafindan bu-
lanik metrik uzaylara uygulanan bazi biiziilme doniisiimleri ve sabit nokta teoremleri
genisletilmis bulanik metrik uzaylara uyarlanmigtir.

Bulanik metrik uzaylardaki tanimlar, teoremler, sonuclar vb. esas alinarak genisletilmis
bulanik metrik uzaylara uyarlanmis ve teoremler ispatlanirken bilinen matematiksel
yontemler kullanilmigtir.

Genisletilmig bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri olugtururken, ispat-
larken; literatiirde var olan cegitli biiziilme doniisiimlerini genigletilmis bulanik metrik
uzaylarda tanimlamak isteyen yeni arastirmacilara fikir vermek ve genigletilmis bu-
lanik metrik uzaylarda yapilan ¢aligmalara katk: saglamak amaglanmistir.

Samet vd. (2012) tarafindan metrik uzaylarda tanimlanan biiziilme doniistimlerini,
bulanik metrik uzaylarda tanimlayan Gopal ve Vetro’dan (2014) faydalanarak; 6 —
¢_jlo_ bulanik biiziilme, o —A0— gecislilik, p—1 — A%~ bulanik biiziilme ve p—fvlo—
geciglilik dontistimlerinin tanimlar ilk kez verilmistir ve bu doniisiimler kullanilarak,
baz1 sabit nokta teoremleri genisletilmis bulanik metrik uzaylarda ispatlanmigtir.
Wardowski (2012) tarafindan metrik uzaylarda tanimlanan bir biiziilme doniistimiinii
bulanik metrik uzaylara tagiyan Huang vd. (2021)’den faydalanarak; F — A0—
bulanik biiziilme doniigiimii ilk kez tamimlanmig ve bazi sabit nokta teoremleri
genigletilmis bulanik metrik uzaylarda ispatlanmigtir.

Bu boliimde; V 5, £ € Y i¢in
/\t>0A(%7 ’57 t) >0

sartin1 saglayan bulanik metrik uzaylarda, yani; (ff,/ulo, *) genigletilmis bulanik

metrik uzaylarda caligilmigtir.
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§ — ¢ — A~ Bulamk Biiziilme Déniisiimii

Burada genisletilmig bulanik metrik uzaylarda 0 — ¢ — A%~ bulamk biiziilme ve
§— A0— geciglilik doniigtimlerinin tanimlari ilk kez verilmistir. Yeni tanimlanan bu
doniisiimler kullanilarak, literatiirde var olan bazi sabit nokta teoremleri genisletilmis

bulanik metrik uzaylarda ispatlanmigtir.

Tanim 5.1 (}A/, ;10, *) genigletilmig bir bulanik metrik uzay olsun.
Eger ¢ € ® ve
§:Y XY x [0,00) — [0,00)
fonksiyonlar1 V s, ¢ € Y, t > 0 icin
5 (06, (e~ 1) € b — 1) (5.)
A0 (32, S 1) AO(5¢,&,t)
ozelligini sagliyorsa

~

I:Y —Y

déniisiimiine § — ¢ — A°— bulanik biiziilme doniigiimii denir.
Ozel olarak t = 0 icin saglamyorsa 3 doniisiimiine § — ¢ — 0— bulamk biiziilme

doniisiimii denir.
Tanim 5.2 (Y, /ulo, *) genigletilmig bir bulanik metrik uzay olsun. Eger
§:Y XY x [0,00) — [0,00)
fonksiyonu V s, £ € Y, t > 0 igin
d(o,6,t) > 1 = 0(Ssr, B, E) > 1

ozelligini saghyorsa

I:Y —Y

déniigiimiine § — A°— geciglidir denir.

Ozel olarak t = 0 icin saglaniyorsa & doniisiimiine § — 0— gecislidir denir.
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Teorem 5.1 (Y, A°, >x<> tam genisletilmis bir bulanik metrik uzay ve
Y —Y

doniisiimii 6 — ¢ — A%~ bulanik biiziilme doniigiimii olsun. Eger
(i) S doniistimii 6 — A°— geisli,

(ii) V¢t > 0icin 3 xy € X vardir dyle ki 0(zg, Sxo,t) > 1,

(iii) < stirekli

ozellikleri saglaniyorsa & doniigiimiiniin sabit bir noktasi vardir.

Ispat. Ispat iki durumda ele alinmgtar:

I.t>0ise

Bu durum; aslinda genigletilmig bulanik metrik uzaylarin, bulanik metrik uzaylara
indirgendigi durumdur. Bu durumun ispat1 yapilmistir (Teorem 3.5, [5]).

II. t =0 ise

8 (0, S549,0) > 1 olmak iizere 5 € Y alnsin.

{50t e v Y de dizi; i1 = S, olsun.

Bazin € Nigin 7,1 = 7, oluyorsa, bu durumda »* € Y/, »* = 2, S nin bir sabit
noktasidir.

vV n € Nigin s, # 5,1 olsun. (ii) den,
0 (500, 721,0) = (520, S359,0) > 1
dir. & doniigiimii 6 — A0— gecigli oldugundan,
d (510, 8540,0)) > 1 = §(S0, S31,0) > 1

dir. Bu gekilde devam edilirse,

(5(%%{),%%1,0) > 1= 5(%%1,%%2,0) >1

5(%%71_37 %%n_g, 0) > 1= 5(%%,1_2, %%n—ly 0) >1

ve boylece,

8(S5-2,356,1,0) = 8(56-1,5,,0) > 1,VneN (5.2)
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elde edilir. (5.1) de s = 56,1, £ = 2, yazilirsa, (4.1) ve (5.2) kullanilirsa,

1 1
; 1 = 1
A%(5¢,, 5,11,0) N5 (Sse-1, So1)
1
< 9 n—1, mO -1
< 0, )(NA(%%n_l, Saep) )
1
< -1
o (b(NA(%n—l; %fn) )
1
= -1
(b(NA"(\S‘%n_Q, S5-1) )
ve buradan,
1 1
1 <" —1
Ni(S,-1, S01,) =9 <NA(%O7 1)
elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa,
lim ( ! 1)< lim g~ 1)
im — im¢"(—— —
n—oo" N 3(Sg,,1, S22 = n—ooo’ CNy(s4,501)
dir. n — oo igin ¢"(n) — 0 oldugundan,
1
lim (~—————— — 1) =0

n—oo NA(%na %n—l—l)

elde edilir ve boylece,

im Ny (56,, 26,41) = 1

n—oo

dir. (4.1) de n < m igin » = s, £ = s, t = 0 yazilirsa,
AO(%na X, O) - /\t>0121(%n7 A, t) = NA(%na %m>

dir. (S;,) ozelligi kullanilirsa ve n — oo igin limit alinirsa,

im N (56, 26,,) > lm Nj(56, 26,41) * Um Ny (36,41, 26010) * ... % Hm N (56,1, 24)
n—oo n—oo n—oo n—oo

> 1xlx..x1

> 1

ve buradan

lim N4 (56, 20m) =1

n—oo

elde edilir.
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Ispatin en 6nemli basamagi; {s¢,} dizisinin Cauchy dizisi olmas1 saglannmisgtar.

~

Y tam uzay oldugundan,

~

3 x4 €Y : n— ooigin x, — x"dir.

$ doniigiimii siirekli oldugu i¢in, n — oo icin Sz, — Jac* duir.

(4.1) den, V », € Y icin,

;10(%%”,

Sac*,0) = AsoA(S,

n’

Q™ t) = Nx(S,, Sc")
ve n — 00 i¢in limit alinirsa,

lim N4(Ss,, ") =1
n—oo

dir. Limitin tekliginden, »* = $* elde edilir yani; »*, S doniisiimiiniin sabit
noktasidir.

Ispat burada tamamlanmistir. m
Teorem 5.2 (f/, A°, *) tam genigletilmis bir bulanik metrik uzay, A iiggensel ve
S:V —Y

déniisiimii § — ¢ — A°—bulanik biiziilme doniisiimii olsun. Eger

(i) S doniistimii 6 — A°—gecisli,

(i) V £ > 0 icin 56 € ¥ vardir dyle ki § (56, Sag, 1) > 1,

(iii) Eger Y de tamml {s¢,} dizisi ¥V n € N icin & (52, 56,41, t) > 1 ve
n — oo iken s, — s oluyorsa V n € Nigin 6(s¢,,s,t) > 1

ozellikleri saglaniyorsa & doniigiimiiniin sabit bir noktas1 vardir.

Ispat. Ispat iki durumda ele alinmgtar:

I.t>0ise

Bu durum; aslinda genigletilmig bulanik metrik uzaylarin, bulanik metrik uzaylara
indirgendigi durumdur. Bu durumun ispat1 yapilmgtir (Teorem 3.6, [5]).

II. t = 0 ise

Teorem 5.1 in ispatinda, (}A/, A, *) tam genisletilmis bulamk metrik uzaynda { sz, }
dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilmisti. Bu durumda n — oo igin s, —

»** olacak gekilde »** € Y vardir.
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(iii) numarali hipotezden,
VneN igin §(s,, *,0) > 1 (5.3)

elde edilir. (4.1) de s = »™, £ = Qa**, t = 0 yazilirsa, Tamim 3.6, (5.1) ve (5.3)

kullanilirsa,
1 1
- -1 = = -1
NesoA(30, Sac** 1) AO (5% S 0)
n N x (5%, Se*)
1 1
< —1 -1
- (NA(%%**, S5,) )+ N3 (541, 22%%) )
1
< 85, %™,0 - —1
< 0o, )(NA(J%n, Siae) )+ (NA(%nH, %) )
1 1
< —1)+ -1
AP R P R

bulunur. n — oo i¢in limit alinirsa ve ¢ fonksiyonu £ = 0 da siirekli oldugundan,

( 1
N x(Se, 507%)

~1)=0.

Yani Q™ = »** dir. Bu ise »** in & nin bir sabit noktasi oldugunu ispatlar.

Ispat burada tamamlanmistir. =

Ornek 5.1 YV = {%, n e N} U{0,4}, * carpim ¢ — norm olsun.Vse, £ € Y vet>0
icin

32 + 1
32+ 1+ | — ¢

A6 t) =
Y iizerinde tam genigletilmig bir bulanik metriktir.
3:V —VY

dontistimii
S — &, xeY — {4}
4, n=4

seklinde ve

§:Y xY x [0,00) — [0,00)
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fonksiyonu
d(s2, &, 1) =

olarak tanimlansin. V r > 0 i¢in

olsun.
V¢ > 0icin 6(5, &, t) = 0 oldugunda 6 — ¢ — A° biiziilme sart: acikca saglanir.
YVt > 0 igin 0(s,&,t) = 1 oldugunda s ve £ elemanlart Y— {4} kiimesinden

secildiginde, toplamlar1 < 2 olacagindan,

3t2 _|_ 1 + |%2_€2|
A &) _4 R |
(S5, 3¢, 1) 32+ 1

2 =& _ be—glletg
3(3t2+1) 3(3t2+1)
2 |x—¢

— 3(3t2+1)

1
= Geen

_1)

dir. Dolayisiyla, & doniigiimii 6 — ¢ — A%—bulanik biiziilme doniistimiidir.V ¢ > 0
icin 5, € € Y yle ki 6(5¢,&,t) > 1 olsun. Bu durumda s, ¢ € Y — {4} ve S ile § nm
tammindan; S = %2 €Y — {4}, 3¢ = % €Y — {4} ve t > 0 icin 5(%2, %,t) =1
dir. Dolayisiyla S doniigiimii 6— A%— gecislidir.

Ustelik V ¢ > 0 igin  §(xg, Sz0,t) > 1 olacak sekilde xy € Y vardir. Gergekten
29 = 1 oldugunda 6(xq, Szo,t) = 1 elde edilir.

Simdi {,} € Y de bir dizi dyle ki Vn € N icin 6(z,, Tny1,t) > 1 ve n — oo iken
s, — 3 € Y olsun. § nmn tammmdan Vn € N icin s, € Y — {4} ve buradan
»x €Y — {4}. Dolayisiyla ¥V n € N icin 6(¢,, »,t) = 1 dir.

Boylece Teoremin kogullar saglanmaktadir ve {0,4} , § nin sabit noktalarimin kiime-

sidir.
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p— 1 — A%~ Bulanik Biiziilme Doniistimii

Burada genigletilmis bulanik metrik uzaylarda p — ¢ — A%~ bulanik biiziilme ve
p— A0— gecislilik doniigtimlerinin tanimlari ilk kez verilmistir. Yeni tanimlanan bu
doniisiimler kullamilarak, literatiirde var olan bazi sabit nokta teoremleri genisletilmis

bulanik metrik uzaylarda ispatlanmistir.

Tanim 5.3 (}7, /ulo, >x<> genigletilmis bir bulanik metrik uzay olsun.
Eger ¢ € U ve
p:Y xY x [0,00) — (0,00)

fonksiyonlar1 V s, € Y (3£ &) vet >0 igin
A, 6,) > 0= p(oe,68) (A°32,9¢.0)) 2 p( A0 6,0)  (54)

ozelligini sagliyorsa

3:YV —Y

doniisiimiine p — ¢ — A° — bulanik biiziilme doniigiimii denir.
Ozel olarak t = 0 icin saglaniyorsa & doniisiimiine p — ¢ — 0— bulanik biiziilme

doniisiimii denir.
Tanim 5.4 (}7, flo, >x<> genigletilmig bir bulanik metrik uzay olsun.
p:Y xY x [0,00) — (0,00)
fonksiyonu Vs, & € Y vet>0 icin
p(. &, 1) < 1= p(S,S¢ ) < 1

ozelligini sagliyorsa

I:Y —Y

déniistimiine p — A°—gecislidir denir.

Ozel olarak t = 0 icin saglaniyorsa & doniisiimiine p — 0—gegislidir denir.
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Teorem 5.3 (Y, A°, >x<> tam genisletilmis Non-Archimedean bulanik metrik uzay
ve

I:Y —Y

doniisiimii p — 1) — A%~ bulanik biiziilme doniisiimii olsun. Eger

(i) § doniigiimii p — A°— gegisli,

(ii) V ¢ > 0 igin 3¢ € Y vardir 6yle ki p(34, S0, 1) < 1,

(iii) Y deki {5} ey dizisi, V t > 0 icin p(56,, 2,11,t) < 1 ve kg € N vardir oyle ki
Vt>0ve m,n €Nigin (m>n > ko) p(semi1, 2ns1,t) < 1,

(iv) Y deki {5,} dizisi ¥ t > 0 ve n € N icin p(s6,, #6041,1) < 1

ve n — oo iken s, — s oluyorsa bu durumda p(s¢,,z,t) < 1,

(V) Vs, €Y veVt>0icin 3¢ eY vardir yle ki p(se,¢,t) <1 ve p(€,¢,t) < 1

ozellikleri saglaniyorsa & doniisiimii tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Ispat iki durumda incelenecektir;

I.2>0ise

Bu durum; aslinda genigletilmig bulanik metrik uzaylarin, bulanik metrik uzaylara
indirgendigi durumdur. Bu durumun ispati yapilmig (Teorem 4.4, [5]) ve Jsc* = »*
elde edilmistir.

$ nin, »*ve »**gibi iki farkli sabit noktaya sahip oldugu kabul edildiginde, p (s*,

7 t) <1 ise;
A (5,3 t) > p (5, 2 t) A ((Sac®, S 1)
dir. & doniigiimii p — ¢ — A%~ bulanik biiziilme doniisiimii oldugundan;

AY (G, ) > p (o, a7, t) A% (S, S t) > 4p (A0 (5F 6™ L t))

dir. Ayrica ¥ (n) > n oldugundan;
A (5, 58 1) > p(oe", 3% 1) A% ([se", S, 1) > (A0 (5", 5%, 1)) > A% (5", 5 )

ve buradan celigki elde edilir.
Yani s»*ve »** iki farkli sabit nokta degildir. s* = »** dir.

Simdi p (»c*, 5**,t) > 1 olsun.
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(v) den;

¢ €Y vardir 6yle ki p ("¢, t) <1vep (s, ¢t) <1

dir. (i) den,

A% Q76 t) = A, Q7 t) = A(S, S (7)) 1)
> p(o, 3", 1) A(Se, S (377 K) L t)
> (A, S 1)
= W(AS,3(3"7%) 1)

dir. n — o0 igin,

lim A°(5*, "¢, t) > lim " (A°(5", <, 1))

n—oo n—oo

" (¢) — 1 oldugundan;
lim A°(>c", §", t) = 1 (5.5)

n—oo

dir. Benzer yontemle;
p(* 6, t) < 1= p(Jx™,3¢,t) = p (5,36, 1) <1
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p (2,72 < 1= p (S, "6, t) = p(3, " e, t) < 1

olup, elde edilen esitsizlikten ve & doniisiimii p—w—}io— bulanik biiziilme doniistimii

oldugundan;

v
=
N*
w
S
:.,\P—‘
e
%,
x*
©
%)
7
o

> YA, 3 t))

n — oo i¢in,
lim A5, §", t) > lim ¢ (A°(3c, <, 1))

YP" (€) — 1 oldugundan;
lim A%(sc**, Q" t) = 1 (5.6)

elde edilir. (5.5), (5.6) ve limitin tekliginden, s»* = s** sonucuna ulagilir.
II. t =0 ise

€Y oyle ki p(s, S25,0) < 1 olsun.

{5}, Y de bir dizi olmak tizere V n € N i¢in 56,1 = S, olsun.

~

Baz1 n € N icin s, = 2z, oluyorsa, o zaman »* € Y, s
+ 9 3

* x

= 1, noktasinin &
doniisiimiiniin bir sabit noktas1 oldugu agiktir.

Simdi, ¥V n € N i¢in s, # 5,,1 olsun. (ii) den;
p(%07 I, O) = p(%()? %%07 0) S 1

ve (i) den,

p (520, 83549,0) < 1 = p(Sr,S211,0) < 1
indiiksiyon yontemiyle;

p(%%[), %%1,0) < 1= p(%%l, %%2,0) <1

P(Ss_3, S50, 9,0) < 1= p(Ss,2,85,.1,0) < 1
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ve V n € N i¢in,
p (Sr,2,85,.1,0) <1 = p(Sr,_1,85,,0) <1 (5.7)

p—1p — A°—bulamk biiziilme doniigiimii tanimdan, (5.4) te 3¢ = s6,_1, £ = 3, ,t =0

yazilirsa ve (5.7) kullanmlirsa,

AO(%%TL—D %%717 0) Z p(%n—la Hn, O)AO(C‘}%H—D %%Th t) Z Q;D(AO(%’R—D M, t))
elde edilir. (4.1) ve (5.4) kullanilirsa;

Ni(S26,21,900,) > p(sta—1, 5, 0)N 4(S21,-1, So1y,)

Z ¢(NA<%R—17 %'fl))

buradan

V n e Nicin Ny(Ss,-1,Ss1,) > " (N (30, 51))

elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa,

lim N 4(Ss,-1, Se,) > lm " (N 5(50, 211))

n—o0 n—o0

bulunur. " () — 1 oldugundan;

lim N z(56,, 20041) = 1

n—oo

dir. Simdi {5, } dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir.

{5¢,} dizisinin bir Cauchy dizisi olmadig1 kabul edilirse;

e € (0,1) ve Vn e Noyle ki p, > g, > ng olacak sekilde {s,, }ve {5, } dizileri
{5, } dizisinin iki alt dizisi olsun.

(4.1) den,
A()(%pm Han s O) = /\t>0A<%pn7 s t) = NA(%pm %(In> <l-e¢

AO(%pn717%qn7 O) = /\t>0A(%pn71= Han s t) = NA<%pn717 %Qn> >1-¢

(77i) numarali 6zellikten, ng € N vardir 6yle ki n > ng olmak iizere p,, g, € N dizileri

vardir ve ayrica p(s,, #,,,0) <1
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ve
L—e > Ni(G,,%,) 2 Nx(50, 1, %4,) ¥ N5,y 5,)

olup n — oo icin limit alinirsa,

hm (1 - 6) Z hm NA(%pm %(In) Z hm NA<%pnfl7 %Qn> * llm NA(%pn717 %pn)

n—o0 n—oo n—oo n—oo

dir. limN (5, ,,,,) = 1 oldugundan,

n—oo

(1 —¢) > lim Ny(5,,55,) > (1 = ¢)

elde edilir ve buradan

lim N (5, ,5,,) = (1 —¢)

n—oo

dir. Benzer sekilde,

—~

]‘ - 6) Z NA(%pn’ %Qn)

Vv

Hpn s %pn+1) * Nfl(%pn-;-l? %qn+1) g Nfl(%qn-;-u %Qn)

i
u(%pm %pn+1) * p(%%pm %%CI'rH O)NA(%%p'rﬂ %%(In) * NAU<%Qn+17 %(In)
i(

\YARY,
g = = =

Hpn > %pn+1) * 77Z)(N/X(%pn7 %Qn)) b NA(%%’ %Qn+1)

dir. n — oo i¢in limit alinirsa,

v

lim (1 —¢) lim N (56, %p,.1) * M (N (56, , 225,.)) * im N x(52,,, 524,.,,)
(1—¢) > P(1l—¢g)

elde edilir ki bu bir celigkidir.

v

Dolayisiyla {s¢, }dizisi bir Cauchy dizisidir. Uzerinde caligilan uzay tam genisletilmis
Non-Archimedean bulanik metrik uzay oldugundan her Cauchy dizisi yakinsaktur.

Simdi »* in § nin bir sabit noktasi oldugu gosterilecektir. {s¢,}dizisi yakinsak
oldugundan »* € Y olmak iizere nh_)rgo s, = »* dir. Diger taraftan (iv) numaral

ozellikten;

n € Nigin p(sg,,",0) <1 (5.8)

(5.4), (5.8) ve (S;,) Ozelliginden;

Ni(Sac*,5c") > Ni(So*, 20041) % Nj (5041, )
> p(stn, 2, V)N (S, Sc*) % N (56541, %)
= PNz, 7)) % Ni(s611, 57)
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bulunur. n — oo i¢in limit alimir ve (1) = 1 oldugu kullanilirsa,

St = u*

elde edilir. s»* noktasi & doniigiimiiniin sabit noktasidir.

Sabit noktanin tekligini gostermek igin; & nin »*ve »**gibi iki farkli sabit noktaya
sahip oldugu kabul edilsin.

p (%, *,0) <1 ise;

& doniigiimii p — 1» — 0— bulanik biiziilme ve v (1) > n oldugundan;

AO (%*’ %**70)

Vv

p (5, *,0) A% (Sac*, S5, 0)

v

P (Zlo (" ,™,0)) > A° (5", 3,0)

celigkisi elde edilir.

Simdi p (%, 5**,0) > 1 olsun. (v) den;

3¢ e Y vardir yle ki p (5*,5,0) < 1 ve p (5*,5,0) < 1
dir. (7) den, V n € N igin,

p (,3",0) < 1vep (57,3",0) <1

p (s 6,t) <1 = p (8,3, 1) =p (,3",t) <1

dir.& doniigiimii p — ¥ — 0— bulanik biiziilme oldugundan;
A% (3,976,0) = Nj(Sx",97%) > p (3", §"7',0) Ny (85", 3%)
> Y (N (,9"7%))
Indiiksiyonla, V n € N icin,
N (355,3%) 2 4" (Ny (57,4))

n — oo igin §"¢ — s*elde edilir.
Benzer sekilde 3¢ — 3** bulunur. Limitin tekliginden s* = »** dir.
Boylece »* noktast & doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Ispat burada tamamlanmistir. m
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Ornek 5.2 Y = (0,00) ve * carpim t—norm olsun. Y?x [0,00) iizerinde taniml
bulanik kiime; V 3, € Y ve t > 0 icin

t + min {5, £}
t + max {5, ¢}

A%, 6,1) =

olsun. (Y, 210, ) tam genigletilmis Non-Archimedean bulanik metrik uzaydir.

S :Y — Y doniisiimii

seklinde ve

fonksiyonu V t > 0 igin

1, 7, € € (0,1]

p(, &, t) = .
2, x, €Y —(0,1]

olarak tanimlansm. V r € (0,1) igin

p(s,&,t) = 1 oldugunda;

y t—i—mln{—y,—f} t+ Y2 1 ¢ y
p(oe, €, ) A0 (S5, 36, 1) = 1. =2 s [T (e, 1))
t—l—maX{T}’,Tg} t4 4 2V t+E
p(,&,t) = 2 oldugunda;
v t+ Y% U+ 5 1 [t + s ¢
O/cx,, Cx _ 2 2 - — 0
2 2

O halde S, p — ¢ — A° biiziilme doniistimiidiir.

V> 0icin », & € Y oyle ki p(5,&,t) < 1 olsun. Bu durumda s, £ € (0, 1] ve Sile p
nin tanimindan; 3¢ = g € (0,1], 3¢ = */75 € (0,1] vet > 0 igin p(‘/TE, ‘/Tg,t) =1 dir.
Dolayisiyla & dontigiimii p— A0— geciglidir. Ustelik V ¢ > 0 icin  p(sq, Ssq,t) < 1
olacak sekilde 3¢ € Y vardir. Gercekten s = 1 oldugunda p(1, %, t)=1.

Simdi {55,}, Y de bir dizi olsun; 6yle ki V n € N i¢in p(s6,, 56041, ) < 1, n — 00

igin s, — » € Y veVm,neN igcin m > n > ky olacak sekilde bir kg = 1 alnsin.
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p min tammindan Vn € N icin s, € (0,1] dir. Dolayisiyla sc € (0,1] dir. Boylece
p(5n, 56,t) = 1 ve V. m,n € Ni¢in p(sen41, #n1,t) = 1 dir. Ustelik V ¢ > 0 ve
%, €Y igin z € Y vardir; dyle ki p(se, 2, t) < 1ve p(& z,t) <1 saglanir.

Yukaridaki teoremin tiim kogullar saglandigina gore & doniigtimii tek bir sabit nok-

taya sahiptir ve "2" noktasi & nin sabit noktasidir.

F — A~ Bulanik Biiziilme Déniisiimii

Burada genisletilmis bulanik metrik uzaylarda ¥ — A%— bulanik biiziilme doniigiimii
ilk kez tanimlanmigtir. Yeni tanimlanan bu doniisiim kullanilarak, literatiirde var
olan bazi sabit nokta teoremleri genigletilmis bulanik metrik uzaylarda ispatlan-

migtir.

Tanmim 5.5 (f/, A°, *) genigletilmig bir bulanik metrik uzay ve ¥ € Folsun. Eger
Vi, €Y (x#E), t>0icn

TF(A%(S5, S¢, 1)) > F(A% (5, €, 1)) (5.9)

sartim saglayan 7 € (0, 1) varsa, S : Y —Y doniigtimiine ¥ — A°— bulanik biiziilme
doniisiimii denir. Ozel olarak ¢ = 0 icin saglaniyorsa, 3 doniisiimiine ¥ — 0—bulanik

biiziilme doniigiimii denir.

Teorem 5.4 (Y, A°, *) tam genigletilmis bir bulanik metrik uzay ve V s, & € Y
icin linzr /Zlo(%, &,t) > 0 olsun. Eger S : Y — Y doniisiimii siirekli ve bir F — A°—
t—0

bulanik biiziilme ise Y de tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Ispat iki durumda incelenecektir;

I.t>0ise

Bu durum; aslinda genigletilmig bulanik metrik uzaylarin, bulanik metrik uzaylara
indirgendigi durumdur.

Yani; V 5,7 € Y icin ;19{ L) = A, (t) oldugu durum ispatlanmustir (Teorem.1,
[11]).

II. t = 0;

iy € Y alnsim ve V n € Ny i¢in 2,11 = S, olsun.

Bazi n € Nigin 5,1 = 3, = S, oluyorsa bu durumda s* = 3, bir sabit noktadir.
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vV n € Nigin s, # 5,1 olsun. & doniisiimii ¥ — A%—bulanik biiziilme oldugundan

(4.1) kullamlirsa ve (5.9) da s = 6,1, £ = 55, t = 0 yazilirsa;

¥ (210(%%”_1, S, 0)) = F(N;i(Ssn1,S5,))
> TF(N4(Ss1,S56))
Z F(N,Li(%nfl’%n))

buradan

F(N;(Ss-1,9,)) > F (N ;1(50-1, )

elde edilir. ¥ kesin artan oldugundan;
N x(5tn, 26041) > Nj(50-1, 20n)

dir.{ N 4(56,, 5,41) } kesin artan iistten siirh bir dizi oldugu igin yakisaktir.

p € [0,1] ve n € N olmak iizere n — oo igin limit alinirsa;

lim N (56, 26041) = 1

olsun. V n € N i¢in
N 4520, 26011) < p

dir. ¥ € F ve n — oo igin limit alinirsa,

lim F (N, 511)) = F (1)

n—oo

dir. ;o < 1 olsun;

(4.1) kullamlirsa ve (5.9) da, 2 = 3, £ = 5,1, t = 0 yazilirsa;
F(Ni(S, Sst11)) > 7.F (N 4(Ss6,, Sot1)) > F (N i (500, 26041))

dir.
n — oo icin,
Fp)>18 () =¥

F(u) = 0 celigkisi elde edilir. Buradan;

lim Njz(st,, 041) =1,n €N

n—0oo

dir. Simdi {5,} dizisinin Cauchy dizisi olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda
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Jwe (0,1),VpeNvem,>n, > polmak iizere {%mp} , {%np} dizileri vardir
N (56, 5,) < (1 —w)

N5 (my_rs %n,_y) > (1 —w) ve Nj(stm,_, ,) > (1 —w)

sabit bulamk metrigin (.5;,) tzelliginden,

1 —w 2 NA(%mp’ %np) 2 NA(%’WLP; %mp—l) * NA(%mp—l’ %np)

> Nj(stm, 1, #m,) * (1 —w)
p — 00 icin limit alinirsa,

lim (1 —w) > Hm Ny(s6n,,24,) > 0m N (s, , 2m,) * lim (1 — w)
Pp—00 pP—00 p—00 p—00

(1—-w) > lim Ny(s6,,5,,) > 1% (1 —w)

p—00

olup buradan

lim N 3 (5, #n,) = (1 —w)
p—00

elde edilir. Ayrica, (4.1) kullamlrsa ve (5.9) da s = 55, . = 55, ,t =0

p—1

yazilirsa;
F (NA(%%mp_u%%np_l)) >7.F (NA(%%mp_l, %%np_l)) >F (NA(%W,,_l?%np—l))

dir.
F, [0,1] de kesin artan oldugundan,

(1—-w)> Ny (5em,, 5n,) > Ni(stmy_ 1 #n,_,) > (1 —w)

geligkisi elde edilir. Dolayisiyla {s¢,} bir Cauchy dizisidir. Y tam oldugundan {5}

dizisi yakinsaktir ve
I €Y : n— oo igin x, — x*
dir. Ssc* = s*oldugunu gostermek icin, & nin siirekliliginden;
7" = lim 2,11 = S(lim »,) = "
n—oo n—oo

bulunur.
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Simdi »* noktasinin tekligini gostermek iizere; »*ve »** iki farkh sabit nokta olsun.

Bu durumda,

F (NS, Q™)) > 7.F (N4(So", S0™)) > F(N4(oc7, ™)) = F (N4(So", 3c™))

elde edilir. Bu bir celigkidir. O halde »* tektir.

Ispat burada tamamlanmistir. m

Ornek 5.3 Y = RtV ir,6 € V' (3c#£€) icin 0 (5r,€) = |2 — €| ve % carpim
t—norm ve A% bulanik kiimesi V ¢ > 0 igin

_9(%,8)

A(se & t) = ¢

~

olsun. ;10, Y iizerinde tam genigletilmis bir bulanik metriktir. <& : Y — Y

doniigiimii V v € Y icin

8
Cx - il
S() =7
ve F fonksiyonu V ¢ € (0, 1) igin
1
F(()=——
©=—pz
seklinde tanimlansin ve 7 = % olsun.
AO(%% I, t) = e_ii(ﬂ?
0 1 4
= F(A (S%7 S%t)) = = 10 lz—¢]
Ine 1¢+1 251
olup
o 1 4 2 1 v
T F(AY (S, $€, 1)) = 3 =g = =g > g = F(A%(¢,€,1))
t2+1 t2+1 t2+1

saglandigindan, S doniistimit F— A°—bulanik biiziilmedir. Ustelik (7) = 3 dontistimii

siireklidir.

V x € € Y icin lim+ }io(%,f,t) > 0 dir. Dolayisiyla <, Y de tek bir "0" sabit
t—0

noktasina sahiptir.

Teorem 5.5 (Y, A°, *) tam genisletilmis bir bulamk metrik uzay, V », £ € Y igin
lim+/ulo (56,&,t) > 0, &= Y — Y déniisiim ve F € F olsun. Ayrica V 5,6 € Y
t—0

(3 £ &) vet >0 igin

T F (210 (S, SE, t)) >F (min {210 (e, €,1), A° (6,36, 1), A° (52, S5, t)}) (5.10)
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olacak gekilde 7 € (0,1) var olsun. Bu durumda ' doniisiimii veya ¥ siirekli ise

Y de tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Ispat iki durumda incelenecektir;

I.2>0ise

Bu durum; ashinda genigletilmis bulanik metrik uzaylarin, bulanik metrik uzaylara
indirgendigi durumdur.

Yani; V »,& € Y icin Ag (t) = A,¢(t) oldugu durum ispatlanmstir (Teorem.3,
[11]).

II. t = 0

s €Y veY de tammh {50,} dizisi ¥V n € Nigin 37,1 = S, olsun.

Baz1 n € N igin 5,1 = 2, = S, oluyorsa o zaman s»* = 3¢, bir sabit noktadir.

vV n € N igin s, # 2,1 olsun.

S doniisgiimii ¥ — A°—bulanik biiziilme oldugundan, (4.1) kullamlirsa ve (5.10)

da » = 2, 1, £ = », , t = 0 yazilirsa;

F (210 (S50-1, %%n,())) = F(Ny (S, 352))
> 7.8 (N (Ss-1,S01,))
> F(min {Nj (sa-1,20) , Nx (56-1,856-1) , Nx (56,,856,) })
= Fmin{N; (sen-1,5%), Nj (36-1,20) , Nx (56,%011)})

). N

= F(min{Nj (se-1,50), Nx (Gtn,26041) })

ve burada { Nz (36,-1,5) , N1 (56,,5,41) } kilmesinin en kiiciik eleman: ikinci bilesen
oldugunda celigki elde edilir.
Buradan;

NA (%n7%n+1) > NA (%n—la%n)

dir. Teorem 5.4 ten, »* € Y icin lim »¢, = s* elde edilmisti.
n—oo

F stirekli olsun;

(4.1) kullamlirsa ve (5.10) da 3¢ = »,, £ = »*, t = 0 yazilirsa, V n € N igin,
F (A0 (i, 85,0)) = F (N (a0, 35)
> TF (N (g1, $57))

> F (min {NA (%m%*) , N4 (%m%n—H) , N4 (%*73%*)})
ol



dir. Eger $a* # »* ise, n — oo i¢in limit alinrsa,

lim F (N (o641,85")) > Hm 7.8 (N (56041, "))
> limF (min {NA (%na%*) ) NA (%m%n—i-l) ) NA (%*,S%*)})

dir. Buradan,

F(N;i("SQx") > 7.F (N (,S5"))
> F (min {Ng (), Ny () , Ng (,35)))
= F(min{l,1, Ny (5", Ss")})

= F(N;(,Sx"))

elde edilir. Buradan,
F(Nj(Sx) =0
bulunur ki bu bir geligkidir. O halde S2c* = »* dir. »*, § nin sabit noktasidir.

S siirekli olsun;

{5¢,},Y de bir dizi; 5,1 = S, ve lim 3¢, = »* oldugundan, Ssc* = s* elde edilir.
n—oo
*

»*, & nin sabit noktasidir.
Sabit noktanin tekligini gostermek igin, s»*ve & gibi & nin iki farklh sabit noktasi

alimirsa ve (5.10) da s = 3%, £ = £*, t = 0 yazilirsa,

F (AO (%%*,%g*,o)) = F (N4 (s, 3¢Y))
> T F (N (S, 3€Y))
> F(min {Nj (>"&"), Ny (3 ,S5") , N (€,569)})
= F(min{Ny ("), 1,1})
= F(N;j(,€))
ve buradan,
F(Nj(, &) > F(Nj(5,¢7))

elde edilir ki bu bir celigkidir. Dolayisiyla & tek bir sabit noktaya sabittir. Ispat

tamamlanmigtir. =
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6. TARTISMA VE SONU(C

Sabit nokta teorisi alaninda yapilan ¢alismalarda; bire bir déniigiimiin tanimlandig:
geometrik yapi ve doniigiim iizerinde tanimlanan biiziilme sarti, iki énemli nok-
tay1 tegkil etmektedir. Metrik uzaylarda baglayan sabit nokta teorisi caligmalari,
daha sonra bulanik metrik uzaylarin da tanimlanmasi ile bulanik metrik uzaylara
da tagimmistir.

Bu tezde, 2019 yilinda tanimlanan genisletilmis bulanik metrik uzaylardan yarar-
lanilmusg; literatiirde metrik uzaylarda var olan ve arastirmacilar tarafindan bulanik
metrik uzaylara uygulanan bazi biiziilme doniisiimleri ve sabit nokta teoremleri
genisgletilmis bulanik metrik uzaylara uyarlanmigtir. Genisgletilmis bulanik metrik
uzaylarda ii¢ yeni bulanik biiziilme doniigiimii tanimlanmig, bazi sabit nokta teo-
remleri ispatlanmig ve bazi ornekler verilmistir. Boylece literatiirde var olan bazi
kavramlarin genellestirilmis versiyonlari elde edilmistir ve bu kavramlar kullanilarak
baz1 sabit nokta teoremleri ispatlanmigtir.

Bu tezde genisletilmis bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri olustururken;
literatiirde var olan biiziilme doniisiimlerini genisletilmis bulanik metrik uzaylarda
tanimlamak isteyen yeni aragtirmacilara fikir vermek ve genigletilmis bulanik metrik

uzaylarda yapilan calismalara katki saglamak amaclanmigtir.
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