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(")zet

Dért béliimden olusan bu yiiksek lisans tezinde, literatiirde “Simplisel Ozdes-
likler” olarak bilinen birtakim esitlikler ispatlanmig ve buna dayali olarak
“Simplisel Kategori” olugturulmustur. Daha agik olarak; Bolim 1 de genel anlamda
kategori teorisi tamtilmig, Bolim 2 de obje ve morfizmleri sirali kiimeler {izerinde
tanimlanabilen A [n] ile gdsterecegimiz kategori olugturulmug ve bu kategorideki her-
hangi bir morfizmin, bu bolimde verilen iki 6zel operator cinsinden yazilabilecegini
ifade eden Gnemli bir dnerme verilmistir. Bolim 3 de A[n] kategorisi {izerinde
tanimh iki 6zel operator yardimiyla simplisel ozdeglikler ispat edilerek ornekler ve-
rilmigtir. Son bdlimde ise, simplisel obje ve morfizmler tanimlanmg ve bunlar

yardimiyla “Simplisel Kategori” olusturulmugtur.



Summary

In this master thesis containing four chapters, it is proved some equalities known
simplicial identities in the literature and then by using these identities it is defined
“The Simplicial Category”. In details, Chapter 1 gives the fundemental concepts of
category theory. In Chapter 2, it is determined the category denoted by A [n] having
as objects all finite ordinal numbers and as morphisms all monotone functions. In
this category, it is also shown that any morphism can be expressed in terms of two
special operators. In Chapter 3, on the category A [r], it is proved the simplicial
identities by using these two special operators and given some examples for them.
In the last chapter, simplicial object and morphisms are described and it is defined

“The Simplicial Category” by means of the simplicial object and morphism.
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Bolum 1

Kategori Teoriye Giris

Girig

Bu bolimde, genel anlamda “Kategori Teorisi” hakkinda bazi temel bilgiler verecegiz.
Kategori teorisi, 1940 yillarinda S.Mac Lane ve S.Eilenberg [10] tarafindan olugturul-
mustur. Dolayisiyla kategori teori i¢in literatiirde verilen en iyi kitap, Saunders Mac
Lane tarafindan yazilmgs olan “Categories for the Working Mathematician” [10]
isimli kitaptir. Bu kitapta, Matematigin bircok farkli dallarinda aragtirma yapan
matematikgiler tarafindan kullanilan ¢ok yararh bilgiler ve metodlar verilmisgtir.

- Girlg seviyesinde kategori teorisi, kategori, funktor, dogal transformasyon ve
funktor kategorisi kavramlar tizerine kurulmus, bunlar arasinda anlagma saglayan
bir dildir.

Bu bolimde sadece kategori, funktor ve dogal transformasyon kavramlarinin

tammlanyla birlikte ileriki boliimlerde sik¢a kullanacagimiz ornekler verecegiz.

1.1 Kategoriler

Grup teorisinden bilindigi gibi monoid, birim ve asosyatif 6zelligini saglayan, tizerinde
ikili iglem taniml bir kimedir. Kategori teori genel olarak, monoidin genellegtirilmig

bir ¢egidi olarak gozoniine alinabilir. Genel anlamda kategorinin tanimi, verienler



ve istenilenler olarak iki kissmdan olugur. Buna gore kategorinin tanimim

su gekilde verebiliriz.

Tamum 1.1.1 Bir kategoriyi olugturabilmek i¢in
(a) obje olarak adlandiracagimz elemanlara,

(b) morfizm olarak adlandiracagimiz objeler arasindaki doniigtimlere,
Mor(X,Y)={f | f:X—->Y}
(c) morfizmlerin birlegiminin tanimlanmasina
Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X,Z)

( f , g )— gof

ihtiyag vardir. Bu verilerin 1511 altinda;
i) X,Y,Z ve W objeleri igin,

x Polgof)=(hog)of

diyagrami komiitatif yani,

ho(gof)=(hog)of

egitligi mevcut ve

it) X, Y, Z objeleri igin,

X f Y
idy \9
f
Y Z
g



diyagram: komiitatif yani,
goidy=g ve idy0f=f

egitlikleri mevcut ise, C ile gosterecegimiz bu sinifa bir kategori denir. Burada idy

olarak gosterilen morfizm, Y nin 6zdeglik morfizmi olarak adlandirilir.

Dikkat edilirse tammdan once yukarida sdziind ettigimiz verilenler kismm (a),(b)
ve (c) bir yerde 6zellikleri olugturmakta, istenilenler kistm ¢) ve i) ise gartlan

olugturmaktadir.

Ornek 1.1.2 C = Kiime ile gosterecegimiz kiimeler kategorisini olugturalim. Ob-
jeleri A, B, C, ... gibi harfler ile gosterecegimiz kiimeler, morfizmler kiimeler arasindaki
bildigimiz anlamda fonksiyonlar ve morfizmlerin birlegimi olarak da adi anlamda
fonksiyon bilegkesi almak suretiyle yukarida verilen 2) ve i7) sartlan kolayca saglanir.
Bdylece C = Kiime kiimeler kategorisi elde edilir.

Ornek 1.1.3 C = Grup ile gosterecegimiz gruplar kategorisini olugturahm. Ob-
jeleri G, H, K, ... gibi harfler ile gosterecegimiz gruplar, morfizmler gruplar arasinda
tanimh bilinen anlamda homomorfizmler ve morfizmlerin birlegimi olarak homomor-
fizmlerin bilegkesi almak suretiyle ) ve i) sartlan kolayca saglanir. Dolayisiyla
C = Grup gruplar kategorisi elde edilir.

Ornek 1.1.4 C = Top ile gosterecegimiz topolojik uzaylar kategorisini olugturalm.
Objeleri (X, n),(Y,72),(Z,73),... seklinde gbsterecegimiz topolojik uzaylar, mor-
fizmler topolojik uzaylar arasinda tanimlanan bildigimiz anlamda siirekli fonksiyon-
lar ve morfizmlerin birlesimi olarak da adi anlamda stirekli fonksiyonlarin bilegkesi
almak suretiyle ¢) ve it) sartlari kolayca saglanir. Boylece C = Top topolojik uzaylar
kategorisi elde edilir.

Tanim 1.1.5 Objeleri kiimelerden olugan bir kategori “kiiciik kategori” olarak ad-

landirilir.



Simdi, bizim asil ilgilenecegimiz ve bir sonraki bolimde kategorisini olusturacag:-

miz kiigik kategorilerle ilgili 6rnegimizi verelim.

Ornek 1.1.6 n bir pozitif tamsay: olmak fizere; C = [n] ile gosterecegimiz sirah
kiimeler kategorisini olugturalim. objeleri pozitif tamsayilar, morfizmler bu tam-
sayilar arasindaki adi fonksiyonlar ve morfizmlerin birlesimi olarak da bu fonksi-
yonlarin bilinen anlamda bilegkesi olmak tizere C = [n] nin ¢) ve i) sartlarim kolay-
ca sagladigin1 dolayisiyla sirali kiimeler kategorisini olugturdugunu gorebiliriz. Ozel
olarak n= —1 igin [—1] kategorisi, bog kategori olarak isimlendirilir. ( yani higbir
objesi ve morfizmi yoktur )
Simdi, n nin birkag degeri icin bu kategorileri inceleyelim.

n = 0 igin; [0] kategorisi, birtek obje ve birtek dzdeslik morfizminden olugur.

Simgesel olarak,
ido

seklinde gosterilir.
n = 1 igin; [1] kategorisi, iki obje ve 6zdeslik morfizmleri harig bir morfizmden
olugur. Simgesel olarak,

0 ——1
ile temsil edilir.

n = 2 igin; [2] kategorisi, di¢ obje ve dzdeslik morfizmleri hari¢ i¢ morfizmden

olugur. Simgesel olarak,

diyagram ile gosterilir.



n = 3 igin; [3] kategorisi, dort obje ve 6zdeglik morfizmleri harig alt1 morfizmden

olugur. Simgesel olarak,

diyagramu ile gosterilir.

En ¢ok bilinen kategori orneklerini boylece verdikten sonra, Bolim 4’ de sikga

kullanacagimiz temel bir tamim verelim.

Tanim 1.1.7 C bir kategori olsun. C nin objeleri aynen alinmak suretiyle morfizm-
lerinin y6nii degigtirilerek yeni bir kategori elde edilir. Elde edilen bu yeni kategori
“C nin oppozit kategorisi” olarak adlandirihr ve C°P geklinde gosterilir.

1.2 Funktorlar

Bir 6nceki kisimda kategoriyi tanumladiktan sonra, bu agamada iki kategori arasindaki
bir doniigiimden s6z edebiliriz. Agagida acik tanimini verecegimiz bu tiir doniigimler,
bir anlamda kategorilerin morfizmleri olarak da adlandirilir. §imdi bu tanim vere-

lim.

Tanim 1.2.1 C ve D iki kategori olsun. C kategorisinin bir A objesi, A € objC
seklinde gosterilmek tizere bir F : C — D doniigiimi igin,

(a) A€ objC ise, F(A) € objD

(b) Mor¢(A,B)={f | f: A— B}ise, Morp(FAFB)={Ff |Ff: FA— FB}

ozellikleri gézoniinde bulundurularak;



i) F(fog)=F(f)o F(g)
it)idg € Mor(A, A) ise; F(id4) = idp(a) sartlar1 saglaniyorsa F morfizmine
C kategorisinden D kategorisine bir funktor denir.

Ornek 1.2.2 C bir kategori olsun. I¢ : C — C doniisiimi, C kategorisinin objelerini
ve morfizmlerini kendisine egleyecek gekilde tammlandiginda yani,

A € obj C igin I¢(A) = Ave f: A — B € Mor¢(A, B) icin Ie(f) = f olarak
alindiginda

Ie(fog)=fog=1Ic(f)ole(g) wve  Ie(ids) =ids =idr(a)

olacagindan I bir funktor belirtir ve bu funktor literatirde “Gzdeslik funktoru”
olarak adlandirilir.

Ornek 1.2.3 F : C — D funktoru C kategorisindeki birtakim &zellikleri ortadan
kaldirarak (gozard: ederek) D kategorisine tanimlaniyorsa bu doniigim bir “unutu-
labilir (forgetfull) funktor” olarak adlandirilir. Bu gesit funktorlara bircok 6rnek
verilebilir. Bunlardan birini verelim. Buna gore, G lzerinde toplama ve carpma
iglemleri tanimlanabilen bir ciimle olsun. Halkalar kategorisi Halka ve abelyan
gruplar kategorisi de Ab ile gosterilmek iizere
F : Halka— Ab
F(G,+,")=(G,+) ve Ff=f
geklinde yani, bir halkamin ikinci iglemini (dogal olarak ikinci islem ile ilgili 6zellikleri)
unutturan bir funktor tanimlanabilir.
Bu durumda f: (G, +,-) = (H,+,-) halka homomorfizmi i¢in
Ff: F(Gy+,)) = F(H, +,))
G4~ (HH)

olmak tzere

F(fog)=FfoFg ve  F(idgs4,)) =id@+)

olacagindan F nin bir funktor olacagi agiktir. Bu tlirden funktorlar literatiirde

“unutulabilir funktor” olarak isimlendirilir.
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1.3 Dogal Transformasyonlar

Kategori ve funktorlar lizerinde durduktan sonra, yine temeli bu iki kavrama dayanan
ve bir anlamda funktorlarin morfizmleri olarak bilinen bir bagka doniglimi tanimlaya-
biliriz. Iki funktor {izerinde tammlanan bu tiir ddniigimleri genel olarak su sekilde

tanimhyoruz.

Tanim 1.3.1 C ve D iki kategori ve F,G : C — D iki funktor olsun.
Bir t : FF — @ morfizmi, A € objC olmak tzere; C igindeki herbir f : A — B
icin, Ff : FA — FB ve Gf : GA — GB olmak tzere t4 : FA — GA morfizmi ile

birlikte,
Ty

A FA ~GA

f Ff Gf

B FB ~GB
[5:]

diyagrami komiitatif ise yani, A’ € F'A igin;
(ts o Ff)(A) = (Gf o t4)(A)

esitligi dogru ise ¢t morfizmine, F' funktorundan G funktoruna bir dojal trans-
formasyon (natural transformation) denir. Aralarinda bir dogal transformasyon
tanimlanabilen funktorlara “dogal denk” (natural equivalent) funktorlar denir.

t: F — GveF,G:C — D funktorlar1 dogal denk ise, bu durum F ~ G ile
gosterilir. Burada C ve D kategorileri igin, oyle F : C — D ve G : D — C funktorlan

GF~I ve FGx~1Ip

olacak gekilde bulunabiliyorsa, C ve D kategorileri “denk kategoriler” (equivalent cat-
egories) olarak adlandinlir. Kategorilerin denkligi, bize belli alanlarda ¢oziilemeyen
problemleri bagka kategorilerde ¢6zmek imkani saglamasi bakimindan Kategori Teorisi

icinde oldukga onemli bir yere sahiptir.



Dogal transformasyonu boylece tanimladiktan sonra gimdi, dogal transformas-

yonlarin en basit o6rnegi olan ve ézdeglik dogal transformasyonu olarak bilinen 6rnegi

verebiliriz.

Ornek 1.3.2 F:C > C herhangi bir funktor olmak tizere A € objC icin;
(Ir)a = idpa olarak tamimlanan Ir : F — F donigliimi bir dogal transformasyon

tanimlar ve bu, literatirde “ézdeglik dogal transformasyonu” olarak adlandirilir.

Genel anlamda Kategori Teorisi’nden bahsettikten sonra, bizim asil ilgilenecegimiz

A [n] kategorisini olugturma igine gegebiliriz.



Bolum 2

A [n] Kategorisi

Girig

Bu bélimde; objeleri sirali kiimeler ( ki bunlarin herbiri bir “kiiciik kategori” olarak
da digiinilebilir ), morfizmleri ise bu kiiciik kategoriler arasindaki “operator” olarak
adlandiracagimiz doniigiimler olan bir kategori tanimlayacagiz ve bu kategoriyi A [n]
ile gosterecegiz. Siiphesiz ki; A [n] kategorisi bir yerde, [n] kiigik kategorilerinin bir

kategorisi olacaktir.

2.1 Tanimlar

Tanim 2.1.1 n > —1 ozelliginde bir tamsay: olmak tizere; {0 <1 <2< ...<n}
seklinde tanimlanan kiimeye bir siralt kime denir. Biz boyle bir sirah kiimeyi [n] ile
gosterecegiz. Burada [—1] eleman: bog kime olarak tanimlamr. Her bir sirali kiime,

ayni zamanda bir kii¢ik kategori olarak da digiinilebilir.

Tamm 2.1.2 [n] = {0 <1< 2<.. <n} olmak tizere herhangi iki sirali kiime
arasindaki bir doniigim sira-koruyan (monoton) bir déniisimdiir. Daha agik olarak,
f : [n] = [m] monoton fonksiyonu ¢ < j iken f(i) < f(j) 6zelligindedir. Biz boyle

doniigiimleri operator olarak adlandiracagz.



2.1.1 ki 6zel operator

Genel olarak operatorleri incelemeye gegmeden 6nce, kullanim bakimindan bize ¢ok
kolaylik saglayacak iki ozel operator tamimlayalim:
Ilk olarak, 62 : [n — 1] — [n] operatériinii 0 < i < n # 0 olmak tizere

z z <1 iken
§z)=9 .
z+1, z2>1 iken

geklinde tanimlayalim. Bu durumda

)
8o 0,
o . &
0 &6 [ —102 & B8

olacag aciktir.

Diger taraftan, o7 : [n + 1] — [n] operatorini de 0 < j < n olmak {izere

z r <7 iken
0'_?(:1:) _ ’ ~7
z—1, £>j iken

geklinde tanmimlayalim. Bu durumda da

0 ~— 1] o [ [

olacag agiktir. A [n] kategorisi icinde olduk¢a onemli bir yere sahip olan bu o-

peratorlerin ¢ ve j nin birkag degerine gore genel olarak davramglarini inceleyecek

olursak;
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i=0 igin; 88 :[n—1] — [n]

[n—1]: 0 1 w k=1 .. n-1
& \ \
[n]: O 1 2 k n
i=1 igin; 67 :[n—1] - [n]
[n—1]: 0 1 wo k=1 .. n-1
ép
[n]: 0 1 2 k n
i=2 igin; 83 :[n—1] — [n]

[n—1]: © 1 2 e k-

1 .. n-1
5 \ \
"]: 0 1 2 k n

¢ nin diger degerleri igin eglemeye devam edilirse; ¢ hangi degeri alirsa goriinta

X3)

kimesinde o degerin yer almadigy goriiliir. 67 nin tammindan &} operatoriiniin
bire-bir bir déniigim oldugu agiktir.

imdi, benzer degerlendirmeyi o7 operatéri igin yapalim;

11



j=0 igin; o8 :[n+1] = [n]

\ /S

J=1 icin; o} :[n+1] - [n]

[n+1]:

[n+1]:

0 1 2 k . n+1
oy / / / /
0 1 2 .. k—=1 .. n

[n] :

J nin diger degerleri icin eglemeye devam edilirse; j hangi degeri alirsa goriinti
kiimesinde o degere tanim kiimesinden farkh iki degerin goriintiisiniin kargihik geldigi
goriilir. o7 nin tammindan o7 operatoriiniin orten bir dontigim oldugu agiktir.
Simdi, tim ozellikleriyle bu iki 6zel operatdrii inceledikten sonra artik, objeleri
kiigiik kategoriler ve morfizmleri de bu iki 6zel operator tarafindan dretilen ope-

ratorler olan kategoriyi olugturabiliriz.
a-) Objeler: [n] kiigiik kategorileri.
b-) Morfizmler: f:[n] — [m] operatdrleri
Mor ([n], [m]) = {1 : [n] — [m] operatérleri}
c-) Morfizmlerin Birlegimi: [n],[m], [£] kiigik kategorileri igin;
Mor ([n}, [m]) x Mor ([m], [k]) — Mor ([n], [k])

( f ) g )vr— gof

12



i) [¥],[l],[m], [n] kigik kategorileri igin;

ho{(gofy=(hog)o
H (gof)=(hog) f)¥[n]

f h

U [m]

diyagraminin komitatif oldugu ve

it) {k], [m], [n] kiiclik kategorileri igin;

4 — e fmi
7| g
fm] ]

diyagraminin komitatif oldugu kolayca goriliir. Dolayisiyla

idimjof=fvegoidp) =g

esitliklerinin saglandigini gérmeye galigalim.

i) ho(gof)=(hog)of esitligini gbrebilmek igin;
rell idn, fl&)=yell

yelll icn, g(y)=-=2¢€[m]

z€[m] igin, h(z)=t€[n] olarak alahm. Boylece,

(ho(go f))(z) =h(g(f(x)))
= h(g(y))
= h(z)
=t (1)

13



(Rog)o f)(z) = (hog)(f(z))
= h(g(y))
= h(2)
=t 2)

olur ki, (1) ve (2) egitliklerinden; ho(gof)=(hog)of  bulunur.

ii) idpy,) : [m] — [m] Oyleki idp,) (z) = z olacagindan Vz € [k] igin,
(idpmg o f) (z) =idpmy(f (2)) ve f (z) € [m] oldugundan (idp, o f)(z) = f(z) olur
ki bu da zaten idpjo f = f demektir.

Tamamen benzer gekilde, Vz € [m] igin,
(goidpmy) (z) = g (idim) (=) ve = € [m] oldugundan (goid}y)) (z) = g (z) olur ki bu
da zaten goidy, =g demektir.

Boylece, objeleri kiigiik kategoriler ve morfizmleri de bu kii¢iik kategoriler arasinda-
ki operatdrler olan bir kategori olugturmug oluruz. Bundan boyle bu kategoriyi A [n]
ile gosterecegiz. A [n] kategorisini olugturduktan sonra, ilk bolimde genel olarak
tanimint verdigimiz oppozit kategoriden, daha dogrusu A [n] kategorisinin oppozit

kategorisinden s6z edebiliriz.

Tanim 2.1.3 Objeleri A [n] kategorisinin objeleri olan sirali kiimeler, morfizmleri
ise A[n] kategorisinin morfizmleri olan operatorlerin ters yonli hali olan ve mor-
fizmlerin birlegimi olarak da yeni haldeki durum g6zoniine alinarak yine operatorler
arasindaki birlegim alinarak olugturulan kategoriye A [n] kategorisinin “oppozit ka-

tegorisi” denir ve A°P [n] seklinde gosterilir.

A [n] kategorisinin bu iki 6zel operatoriinfin durumunu ¢ ve § nin degerlerine gore

irdeledikten sonra n =2 icin gu Ornegi verebiliriz;

Ornek 2.1.4 n=2icin; 62:[1] »[2] operatériinii gozoniine alahm.

Bu durumda 0 <7 < 2 olacagindan,

14



i =0 igin; &:[11 -2
B0y =1
§3(1)=2  oldujundan 0 — 1 0 .
i=1 igin; 62:11] —[2]
82(0) = 0

8(1)=2 oldugundan 0 —

i =2 igin; §2:1] - [2]

62(0)=0 53
62(1)=1 oldugundan 0 — 1 2.

Yukarida da goriildigi gibi; ¢ nin her degeri icin [1] deki 0 — 1 déniisimd, 2]
de yine bagka bir déniigime kargilik geliyor. ( bak. PORTER, T. [12])

Benzer sekilde n =1 igin de su drnegi verebiliriz;

Ornek 2.1.5 n=1 igin o}:[2] —»[1] operatorini gézdniine alahm.

Bu durumda 0 < j <1 olacagindan;

15



j=0i¢n;  o5:[2] =[]

al0)=0 = 0—2 7 ™ 00—

sl1)=0 = 0——=1 N 0—0

d2)=1 = 1——2 7™ g— 1

j =1 igin; o}:[2] - [1]

oi(0)=0 = 0——2 7~ 0
oi(l)=1 = 0——1 7 ™ 00— 1
d@2)=1 = 1——2 7 ™ 1——]

Yukanda da gorildiigd gibi, [2] deki 0 — 1, 0 — 2 ve 1 — 2 dénisimlerinin
herbiri [1] de yine bagka bir dontgime karsihk geliyor.

Dikkat edilirse bu iki 6zel operatdr, sadece ardigik sirada iki sirah kiime arasinda
gegerlidir. Burada aklimiza hemen su soru gelebilir: Acaba herhangi [n], [m] yani
n#m+1l ve n#m—1 icn f:[n] - [m] operatorinin bu iki Szel o-
peratérle iligkisi nedir? Bu sorunun cevab: ashnda ¢ok agiktir. $oyle ki; herhangi
bir f : [n] — [m] operatdrii 6} ve o} Gzel operatdrlerinin herhangi bir birlegimi
seklinde yazlabilir. Bir bagka deyigle; bu iki 6zel operatdr, A [n] nin diger bitin
operatdrlerinin bulundugu kiime igin bir taban olusturur ve dolayisiyla bu kiimeyi
gerer. Simdi bu ozelligi karakterize eden bir Yardimc: Teorem ve bunun yardimiyla

ispatlayabilecegimiz asil Onerme’yi verelim;
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Yardimc: Teorem 2.1.6 Her bir f : [n] — [m] monoton fonksiyonu, yine monoton

ve orten bir h : [n] — [p] ile monoton ve bire-bir g : [p] — [m] fonksiyonlarinin

o] ! - m]
\ /
B

Yukaridaki gibi sematize edebilecegimiz durumda eger f kendisi bire-bir veya drten

birlesimi olarak yazilabilir.

ispat:

ise, ispatlanacak birgey yoktur. Ciinkd; f bire-bir olsa, [p] = [r], b =id}) ve g = f
secilerek, f Grten olsa, [p] = [m], b = f ve g =idy,) secilerek ispat kolayca verilebilir.
O halde f nin bire-bir ve orten olmadigi durumu ele alalim. O zaman;

[Pl ={fG) | jelrl}
h:[n] — [p] Syleki h(7) = (5

g:[p] — [m] dyleki g(£(5)) = £(4)
olarak tamimlanirsa gercekten de f = g o h olacag agiktir. O

Simdi bu Yardima Teorem’den faydalanarak bizim asil gdstermek istedigimiz,

verdigimiz iki 6zel operatdre bagh olan Onerme’yi verelim.
Onerme 2.1.7 A[n] kategorisindeki herhangi bir f : [n] — [m] morfizmi,
m>i> >0 20, 0<5s1< - <jn<n
ve b,k dogal saydar olmak tizere n — h + k = m olacak gekilde n ve m saylars iging
f=6 0--- oéi&oajlo--- 00,

geklinde bir gosterime sahiptir.
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Ispat: Hipotezdeki f : [n] — [m] monoton fonksiyonu igin,

0 =0;,0- 00,
orten doniigimi ve

§=26;,0---006;,
bire-bir doniigimi olarak alimip, j € [n] igin,

i1y...y ik € f([n]) ve jr indisleri f(j) = f(j + 1) Szelligindeki j ler olmak tizere,

8(5), n < m ise (h = O hali)
fG) =4 o3), n > m ise (k = 0hali)
(600)(j), n=m ise(h = khali)

olarak tanimlanirsa, bir 6nceki Yardimei Teorem 2.1.6 geregince

f=500'=5;10"' 06ik00'j10-“ 00;,

olacag agiktir. Boylece ispat tamamlanmg olur. O
Onerme 2.1.7 nin degigik bir ispati, FRITSCH, R.-PICCININI, R.A. [5] de
bulunabilir. §imdi bu &zelligi daha kolay gorebilecegimiz birkag 6rnek verelim.

Ornek 2.1.8 f:[2] — [5] 6yleki f(0) =0, f(1) =3 ve f(2) = 5 olmak iizere f

operatoriinii 67 operatorleri cinsinden yazmaya calisalim.

n=3 igin &} :[2] - 3]
n=4 ic¢in &} :[3] — [4]
n=>5 icin & :[4] — [9]

operatorleri igin, dikkat edilirse verilen f operat6riniin gorintd kiimesinde yer al-

mayan degerler 1,2 ve 4 oldugundan Onerme 2.1.7 geregince bu degerler sirasiyla



olarak alimirsa;

(65063083)(0)=0

(3065063)(1)=3

(Fodto)(2) =5
olacagindan f = 65063083 : [2] — [5] yamlabilir. Dikkat edilirse burada 33 > i > i3
dir. Goriildigi gibi  f : [2] — [5] operatorii 63, &3 ve &5 in birlegimi olarak
ifade edilebiliyor. Burada ashinda i3 = 1,73 = 1 ve i; = 4 olarak alindiinda da
f = 68 0 6% 0 83 olarak yazlabilir. Ama dikkat edilirse son yaziimda Onerme 2.1.7
deki 73 > iy > i3 siras1 saglanmaz. O halde Onerme 2.1.7 nin gartlarim tam olarak

saglayan birtek #; > i; > ¢3 tigllisi mevcuttur.

Ornek 2.1.9 f:[2] — [2] dyleki f(0) =1, f(1) =2 ve f(2) = 2 olmak {izere f
operatoriinii 67 ve o} operatorleri cinsinden yazmaya galigalim.

oj:[2] > [1], 0<j<1 ve 6:[1] - [2], 0<i<2olmak lizere bu
operatorler icin, verilen operatorde gorintide yer almayan 0 degeri ¢ olarak ve de

F(1) = f(2) ozelligini saglayan 1 degeri de j olarak alimirsa, j = 1 ve i = 0 igin,

o1: 0 » 0 2:0 — 1
1 —» 1 1 —» 2
2 —» 1 1 —» 2

olacagindan f = 62 o o7 olarak yine, birtek gdsterime sahiptir.
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Boliim 3

Simplisel (")zde§likler

Giris

Genel anlamda Kategori Teori’den ve A [n] kategorisinden sbz ettikten sonra bu
bolimde, A [n] kategorisi dizerinde 6nceki bolimde verdigimiz iki Gzel operator
yardimiyla tanimlanan ve Simplisel Ozdeglikler (Simplicial Identities) olarak ad-

landirilan bazi esitlikler Gizerinde durarak herbir dzdesligi bir ornekle aciklamaya

calisacagiz.

3.1 Ozdeslikler

Bolim 2’ de herhangi bir f monotonunun verdigimiz iki 6zel operatoriin sonlu sayida
birlegimi olarak yazilabilecegini Onerme 2.1.7 ile vermistik. Simdi Onerme 2.1.7 nin
h =1 ve k = 1 ozel halini ele alacagiz. Diger bir deyisle, §? ve o} 6zel operatérlerinin
ikili birlegimleri tizerinde duracagiz. Bunu yaparken de, ¢ ve j nin muhtemel du-
rumlarim irdeleyecegiz. Buna gore simplisel 6zdeglikler olarak bilinen 6zdeglikler

sunlardir:
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it obr = oy, <] (1)

Jt1
otoott = olooll, 1< (2)
oot  i<j 3)
of o7t = { idp, i=jveyai=j+1 (4)
§py 0077, i>j+1 (5)

Simdi her bir 6zdegligi ispatlayarak, konunun iyi anlagilmasi bakimndan birer

ornek verelim.

Onerme 3.1.1 i <J ise,
5o 6 = 6;‘;*} o &7

dir.

Ispat: Bu &zdeslifin dogrulugunu gdstermek icin, i < j iken esitligin her iki
tarafindaki bilegke operatorlerin genel davramglarim inceleyecegiz. Muhtemel du-

rumlan incelemeye baglamadan 6nce 67 operatdriiniin tanimim hatirlayacak olursak,

5°(2) 2 z <t iken
i\T) =
z4+1, z2>1i iken

geklinde idi. Buna gore muhtemel durumlar gunlardir:

I- z < j igin, 67(z) = z olacaktir. ¢ < j oldugundan bu halde z ile ¢ nin iki
durumu mevcut olabilir. Bunlar;

L1- z <i ise, 671 (z) = z dolayisiyla da (6] 0 §7)(z) = = elde edilir.

L2-z 21 ise, 6/} (z) = 2 +1 dolayisiyla da (67" 0 67)(z) = = + 1 elde edilir.

II- z > 5 igin, 6;-‘(:1:) = z + 1 olacaktir. z4+1 2> 54+ 1 2> ¢+ 1 olacagindan
z+ 1 > i olur ki buradan §7*}(z + 1) = z + 2 elde edilir. Dolaysiyla
(6711 0 67)(2) =z + 2 olur.

Bdylece (1) 6zdegliginin sol tarafindaki bilegke operatoriiniin genel davramgim
belirlemig olduk. Simdi benzer degerlendirmeyi ozdesligin sag tarafindaki bilegke

operatori icin yapalim.
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III- z < iigin, 67(z) = « olacaktir. z < ¢ < j oldugundan z < j + 1 olur ki
buradan 67} (z) = z elde edilir. Dolayisiyla (877 067)(z) = z olur. ( 1.1 durumu)
IV- z 2 i igin, 6%(z) = z + 1 olacaktir. ¢ < j oldugundan bu halde z + 1 ile
j + 1 nin su iki durumu mevcut olabilir;
IV.l-z+1<j+1 ise, 63 (z+1) =z + 1 elde edilir. Dolaysiyla
(63 o 67)(z) =z + 1 olur. ( L2 durumu )
IV.2- 2 +12>j+41 ise, §5(z 4+ 1) = z + 2 elde edilir. Dolaysiyla
(631 0 67)(x) =z + 2 olur. ( II durumu )
O halde toparlarsak ¢ < j olmak iizere;
o< ve a<i > (Mog)(s) = (67 o))
vo<jove z2i > (§Mog)(e) = (6 0N)(a)

ez>j ve 20 > (o) (z) = (641 067)(x)

elde ediyoruz ki, z in bunlardan bagka bir durumu mevcut olamayacagindan sonug
olarak;

n41 n __ gn+l n
6" 08_1—6.1‘!'1 06"

ozdesligi elde edilir. O

Ornek 3.1.2 63: [2] — [3] operatdriiniin davranigini hem cebirsel hem de geometrik
acidan inceleyelim. Bu durumda 0 <7 < 3 olacagindan dort hal sézkonusudur.
i=0 igin;

85(0) = 1,83(1) = 2 ve 63(2) = 3 olacagindan bu durum gematik olarak,

2): o 1 2
. \ \ \
B]: o 1 2 3

ile gosterilebilir.
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i =1 igin;

63(0) = 0,63(1) = 2 ve 63(2) = 3 olacagindan bu durum da gematik olarak,

[2: o 1 2
; \ \
Bl: o0 1 2 3

ile gosterilebilir.
i =2 igin;
62(0) = 0,63(1) = 1 ve 63(2) = 3 olacagaindan bu durum,
2]: O 1 2

gemas ile gosterilebilir.
i =3 igin;
83(0) = 0,63(1) = 1 ve 62(2) = 2 olacagindan bu durum da,
2: 0 1 2

&

B: o 1 2 3

semasi ile gosterilebilir. O halde sirasiyla ¢ nin 0, 1,2,3 degerleri igin 63
operatorleri geometrik olarak goyle temsil edilebilirler :

1 1

rd
rd

)

¢
\
-~
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Dikkat edilirse ¢ nin herbir degeri icin §2 operatorii, geometrik olarak ticgeni bir

prizmaya tagimaktadir.

Ornek 3.1.3 f : [1] — [3] operatériini gbzoniine alahm. Bu durumda

0<j<2ve0<i<3olacag agiktir. i = 0 ve § = 0 i¢in; 63062 bilegske operatdriini
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hesaplayalim.
BO)=1 B1)=2 81)=2 &2)=3

1

1
o /N s/

0 — 1 0N 0
\4

2

Buradan, 63 0 82 : [1] — [3] bilegkesi

0 1

0 1 2

0 1 2 3
olarak bulunur. Simdi de, 62 o §2 bileske operatoriinii hesaplayahm.

G0 =1 &1)=2 &1)=2 &2)=3

1

\
2 /\ 5 /
) \
/0\0___—_\52/1\‘ .

1
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Buradan, 63082 :[1] — [3] bilegkesi

AN
ERNAN

formunda bulunur. Gériiliyor ki, [1] — [3] operatorii igin; 63 o 63 bileske operatori
ve 63 o 62 bileske operatdrii 0 — 1 doniigimini [3] de aym 2 — 3 doniigiimiine

tagiyorlar. O halde,

i=0
icin, 63062 =146}082
j=0
yazabiliriz. Benzer degerlendirmeyi 63 o 62 bilegke operatoriinii olugturmak igin
yapalim.
830)=0 &(1)=2 6&(0)=0 &(2)=
1 1
82 / \ 5
AN L. . N
—_ 0 2 0 —===F=—=33
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Buradan, 63 o 67 : [1] — [3] bilegkesi

0 1

J

0 1 2

0 1 2 3

elde edilir. §imdi de, 82 o 62 bilegke operatoriinii hesaplayalim.

5(0)=0 &(1)=2 §(0)=0 &(2)=3

[ o]

Buradan, 63 0 62 : [1] — [3] bilegkesi

0 1

0 1 2

4

0 1 2 3

bulunur. Gariiliyor ki, [1] — [3] operatdrii igin; 63 o 62 bilegke operatdrii ve 63 o 67

bilegke operatdrii 0 — 1 déniigimini [3] de ayn1 0 — 3 doniigiimiine tagiyorlar.
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O halde,

t=1
igin, 63062 =630 62
j=1

yazabiliriz. Benzer diigiinceyle, 63 o 62 bilegke operatoriinii olugturalim.

B(0)=0 8(1)=1 80)=0 &1)=1

1
52 /’/\ 53
%\‘oi——— . N

0 — 1

Buradan, 63 0 82 : [1] — [3] bilegkesi

0 1

] ]

0 1 2

2

0 1 2 3

olarak elde edilir. §imdi de, 63 o 62 bilegke operatoriinii hesaplayahim.

HO) =0 H1)=1 §0)=0 &1)=1
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Buradan, &3 0 82 : [1] — [3] bilegkesi

0 1
r
0 1 2
l? 1
0 1 2

3

seklinde bulunur. Gériiliiyor ki, [1] — [3] operatéri icin; &3 o 62 bilegke operatorii

ve 63 0 63 bilegke operatorii 0 — 1 doniigiimind [3] de ayn1 0 — 1 doniigiimiine

tagiyorlar. O halde,
i=2
icin, 63062 =63082
i=2

yazabiliriz. Buradan da agikca goriildiigii gibi; ¢ = j iken &7 0 62 = 63,; 0 67 esitligi

gecerlidir. Eger ¢ < j ise, bu durumda ¢ = 1 ve j = 2 alahm.

H0)=0 &1)=1 §0)=0 &1)=2
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Buradan, 63 o 62 : [1] — [3] bilegkesi
0 1

: 1 2
» \ \
1 2 3

0

formunda elde edilir. Simdi de, &3 o 62 bilegke operatdriinii hesaplayahim.

B0)=0 &(1)=2 &0)=0 &2)=2

0 — 1 0 —===>

30



Buradan, 63 o 67 : [1] — [3] bilegkesi

0 1

0 1 2

' J

0 1 2 3

olarak bulunur. Gériliyor ki, [1] — [3] operatdrii icin; & o 62 bilegke operatorii
ve 63 o 62 bilegke operatdrii 0 — 1 doniiglimiinii [3] de aym1 0 — 2 doniigiimiine
tagiyorlar. O halde,
=1L, BoB =g
j=2
yazabiliriz. Buradan da acikca goriildiigii gibi; i < j iken de 6% 0 62 = 63, o 6}
esitligi gecerlidir. Dikkat edilirse, ¢ > j iken 620 6_,,3 # 6;-’ 10 82 dir. ()rneéin i=2ve

j =1 iken, 63 0 62 # 63 0 62 dir. O halde bu durumu genellersek,
i<j = §Hoff =08
elde ederiz.

Onerme 3.1.4 i < ] ise,

n+l

n nt+l __ _n
g: 00; —0',—00’]-_,_1

j i

dir.

ispat: Bu 6zdesligin dogrulugunu gostermek igin, yine ¢ < j iken esitligin her
iki tarafindaki bilegske dontigiimlerin genel davramslarini inceleyecegiz. Muhtemel
durumlari incelemeden dnce, o7 operatériiniin tammim hatirlarsak 0 < j <n olmak
tizere,

z, z<j iken

7j(z) = .
z—1, £>j iken
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geklinde idi. Buna gore muhtemel durumlar gunlardir:

n+41
f

I- x < ¢ igin, 677 (z) = z olacaktir. z £ ¢ < j oldugundan z < j olur ki

buradan o7(z) = « elde edilir. Dolayisiyla da (o7 0 67*')(z) = z bulunur.

n+1
f

II- £ > ¢ igin, 077" (z) = z — 1 olacaktir. z —1 > i —1 ve ¢ < j oldugundan
z — 1 ile j nin su iki durumu mevcut olabilir;

IL1-z—1<j ise,07(z—1) =z — 1 dolayisiyla da (67 0 67+ )(z) = 7 — 1 elde
edilir.

IL2-z—1>j ise, 6%(z —1) = z —2 dolayisiyla da (07 0 671)(z) = z — 2 elde
edilir.

Boylece (2) 6zdesliginin sol tarafindaki bilegke operatoriiniin genel davramgini
belirlemig olduk. §imdi benzer degerlendirmeyi 6zdegligin sag tarafindaki bilegke
operatori igin yapahm.

III- z < j+1 icin, o}j;(2) = = olacaktir. ¢ < j oldugundan z ile ¢ nin su iki
durumu mevcut olabilir;

IIL1- ¢ < i igin, 67(z) = = dolayisiyla da (o7 0 07{7)(z) = z bulunur.

( I durumu )

IIL2- z > ¢ icin, 67(z) = = — 1 dolayisyla da (o7 0 67#])(z) = z — 1 bulunur.
( IL.1 durumu )

IV- 2> j 41 ise, _’,‘_','fll(:c) = z — 1 olacaktir. ¢ < j oldugundan z —1 > ¢
olacagindan o7(z — 1) = z — 2 elde edilir. Dolaysiyla da (o7 0 67 )(z) =2z —
bulunur. ( IL.2 durumu )

O halde toparlarsak ¢ < j olmak lizere;

oz<j ve z<i = (ofo o) (z) = (6P o a;‘:f)(m)

oz<j ve >i = (o}o o) (z) = (o2 o aﬁ,’,‘)(x)

ez>j ve z>i = (o}o o) (z) = (P 0 ““)(a:)
elde ediyoruz ki, = in bunlardan bagka bir durumu mevcut olamayacagindan sonug
olarak;

n+l __ n+1

n

b $

ozdegligi elde edilir. O
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Ornek 3.1.5 o? : [8] — [2] operatriiniin davramgini hem cebirsel hem de ge-
ometrik agidan inceleyelim. Bu durumda 0 < j < 2 olacagindan ti¢ hal sozkonusudur.
j = 0 igin;
02(0) = 0,03(1) = 0, 03(2) = 1 ve 02(3) = 2 olacagindan bu durum sematik

olarak,
[B]: o0 1

2 3
. / / /
[2): 0 1 2
Jj=1igin;

a2(0) = 0,0%(1) = 1,0%(2) = 1 ve 0%(3) = 2 olacagindan bu durum da gematik

olarak,

ile gosterilebilir.

[3]: 0 1/2/3
[2]: 0 1 2

ile gosterilebilir.
J=2icin;
02(0) = 0,03(1) = 1,03(2) = 2 ve 03(3) = 2 olacagindan bu durum da,

B]: 0 1 2 3
o3
2]: 0 1 2

gemas ile gosterilebilir. O halde sirasiyla j nin 0,1,2 degerleri icin 0% operatérleri

geometrik olarak goyle temsil edilebilirler :
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Simdi de (2) 6zdesligi igin bir érnek verelim.

Ornek 3.1.6 f : [3] — [1] operatériinii gdzéniine alalim. Bu durumda 0 < j < 1

1 2

ve 0 < ¢ £ 2 olacag agiktir. 2 = 0 ve j = 0 igin; oy 0 o5 bilegke operatorini
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hesaplayalim.

c3(0)=0 ve o3(0)=0 =

o2(1)=0 ve o}(0)=0 = olooi(l)=
03(2)=1 ve o}(1)=0 = olocdi(2)=0
03(3)=2 ve 0}(2)=1 = oiodi(3)=1

og002(0) =

elde edilir. Buradan, o} o o2 : [3] — [1] bilegkesi
0

Y4

/ /

0

olarak bulunur. Simdi de, o} o 62 bilegke operatériini hesaplayalim.

o2(0)=0 ve 03(0)=0 = o}oc?(0)=
ai)=1 ve o}(1)=0 = olooi(l)=
03(2)=1 ve o3(1)=0 = oclooi(2)=

o}3)=2 ve 03(2)=1 = oiodi(8)=1

elde edilir. Buradan, o3 o0 62 : [3] — [1] bilegkesi

0 V
/
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formunda bulunur. Gériiliyor ki, [3] — [1] operatorii igin; 0 0 o2 bilegke operatorii
ve 0} 0 02 bilegke operatori [3] deki doniigiimleri [1] de aym dontigiimlere tagiyorlar.
O halde,
$=0 } i¢in, 03002 =o05007
j=0
yazabiliriz. Benzer degerlendirmeyi o} o o2 bilegke operatdriinii olugturmak icin
yapalim.
o2(0)=0 ve 0}(0)=0 = oioo?(0)=0
o2(1)=1 ve o}j(1)=1 = ojooi(l)=1
02(2)=1 ve oi(l)=1 = odlod?(2)=1
02(3)=2 ve 0}(2)=1 = odlod?(3)=1
elde edilir. Buradan, o} o 02 : [3] — [1] bilegkesi

0 1 2 3
1 1

0 1 2

1L v

0 1

seklinde bulunur. $imdi de, o} o o2 bilegke operatériinii hesaplayalim.

02(0)=0 ve oj(0)=0 =
oi)=1 ve ol(1)=1 =
03(2)=2 ve oi(2)=1 = dlodi(2)=1
0i(3)=2 ve o}(2)=1 = odlodi(3)=1

oj002(0)=0

olooi(1)=1
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elde edilir. Buradan, o} o 02 : [3] — [1] bilegkesi

0 1 2 3
' i

0 1 2

0 1

olarak bulunur. Goariiliyor ki, [3] — [1] operatdri igin; 63 0 o2 bilegke operatdri ve
o] 0 02 bilegke operatori [3] deki doniigimleri [1] de aym déndigiimlere tagiyorlar. O
halde,

1=1
icin, o} od? =0]o00}
j=1

yazabiliriz. Buradan da acikca goriildiigi gibi; ¢ = j iken o} 0 0} = 0} 0 07, esitligi
gecerlidir. Eger ¢ < j ise, bu gekildeki tek durum ¢ = 0 ve j = 1 olacagindan o7} o o

bilegke operatoriinti hesaplayalim.

03(0)=0 ve 0}(0)=0
03(1) =0 ve ¢}(0)=0 oloc3(1)=0
03(2)=1 ve oi(1)=1 olood(2) =1

03(3) =2 ve 0}(2)=1 = ojooi(3)=1

o1 003(0)=0

4 43

elde edilir. Buradan, o} 0 03 : [3] — [1] bilegkesi

S

0
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formunda bulunur. Simdi de, o} o 02 bilegke operatoriinii hesaplayalim.

c2(0) =0 ve 03(0)=0 = oioo(0)=
oi(1)=1 ve 03(1)=0 = olooi(l)=
02(2)=2 ve 03(2)=1 = oloci(2)=1
02(3)=2 ve 0}(2)=1 = ojoo3(3)=1
elde edilir. Buradan, o} o 2 : [3] — [1] bilegkesi
0 1 2 3

0 1 2
0 1
olarak elde edilir. Goriiliiyor ki, [3] — [1] operatoril igin; o1 o 02 bileske operatdri

ve 0} 0 03 bilegke operatdrii [3] deki doniigiimleri [1] de aym donfigiimlere tagiyorlar.

O halde,
1=10
} icin, oloo2=0}002
j=1

yazabiliriz. Buradan da agikca goriildiigh gibi; ¢ < j iken de 0} 0 67 = o} 0 62,

esitligi gecerlidir. Dikkat edilirse, i > j iken ¢} 0 62 # o} 0 02, dir. Ornegin i = 2
ve j = 1 iken, 0% 0 02 # 61 0 02 dir. O halde bu durumu genellersek,
i<j = oloott =0] oo}l

elde ederiz.

Onerme 3.1.7 i < j ise,

0 o 6'n.+1 - 67: o o,n-il

dir.
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Ispat: Bu ozdegligin dogrulugunu goéstermek icin, ¢ < j iken egitligin her i-
ki tarafindaki bilegke operatorlerin genel davramglarimi inceleyecegiz. Buna gore
muhtemel durumlar gunlardir:

I- z < i igin, §7*Y(z) = z olacaktir. i < j oldugundan z < j olur ki buradan
o%(z) = z elde edilir. Dolayisiyla da (07 0 §;*)(z) = = bulunur.

II- z > i igin, 67*(2) = 2 + 1 olacaktir. z+1 > ¢+ 1 ve i < j oldugundan
z 4+ 1 ile j nin gu iki durumu mevcut olabilir;

IL.1-z+1 < ise, 0}(z+1) = z+1 dolaymsiyla da (o7 o 5 (z) = 2+ 1 elde
edilir.

IL2- 2+ 1> j ise, o%(z + 1) = z dolaysiyla da (o7 0 67+')(z) = z elde edilir.

Boylece (3) ozdesliginin sol tarafindaki bilegke operatoriiniin genel davranigim
belirlemig olduk. Simdi benzer degerlendirmeyi zdegligin sag tarafindaki bilegke
operatori i¢in yapalim.

M-z < j—1 igin, 077, 1(z) = z olacaktir. ¢ < j oldugundan z ile ¢ nin su iki
durumu mevcut olabilir;

IIL.1- z < i igin, 67(z) =  dolayisiyla da (67 0 6771 )(z) = z bulunur.
( I durumu )

IIL.2- z >4 igin, §7(z) = z + 1 dolayisiyla da (67 0 0771 )(2) = z + 1 bulunur.
( I1.1 durumu )

IV- z > j—1 ise, 071(z) = z — 1 olacaktir. ¢ < j oldugundan z —1 > i
olacagindan 67(z — 1) = z elde edilir. Dolayisiyla da (67 0 6771)(2) = z bulunur.
( IL2 durumu )

O halde toparlarsak ¢ < j olmak lizere;

ez<j ve z<i = (0Fo&!?)(z)= (6 0o )(z)
ec+1<j ve z2i = (o} o8*)(z) = (& 00}})(x)

oz+1>j ve z2i = (oFob™)(z)=(8Fo J_l)(:c)
elde ediyoruz ki, z in bunlardan bagka bir durumu mevcut olamayacagindan sonug
olarak;
o} o it = 6Foo}}
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ozdesligi elde edilir. O

Ornek 3.1.8 n = 4 igin, 6% : [3] — [4] ve o? : [4] — [3] operatorlerini gdzoniine
alahm. Bu durumda 0 < i < 4 ve 0 < j < 3 olacag agiktir. ¢ = 0 ve j = 1 igin;

o4 0 85 bilegke operatériinii hesaplayalim.

50)=1 ve of(1)=1 = of0éi{0)=1
GL)=2 ve o{(2)=1 = otof(1)=1
52)=3 ve of(8)=2 = ofo8(2)=
50B)=4 ve of(4)=3 = o}065(3)=3
54)=5 ve of(5) =4 = ofoj(4) =

elde edilir. Buradan, o% 0 65 : [4] —— [4] bilegkesi
0 1 2 3 4

NN
S 3/ |

olarak bulunur. §imdi de, 63 o o bilegke operatériini hesaplayahim.

03(0) =0 ve 6(0)=1 => 8ood(0)=1
03(1)=0 ve §(0)=1 = §ood(l)=1
03(2)=1 ve &(1)=2 = 8003(2)=2
03(3) =2 ve 6(2)=3 = &oo3(3)=
c3(4)=3 ve 8(3)=4 = btooi(4)=

40



elde edilir. Buradan, 83 o o3 : [4] — [4] bilegkesi

formunda bulunur. Goriiliyor ki, f : [4] — [4] operatori igin; of o 68 bilegke
operatdrii ve 83 o o bilegke operatori [4] izerinde ayni etkiye sahiptir. O halde,
=2 } i¢in, o} 065 =83003
i=1
yazabiliriz. Benzer degerlendirmeyi of o 65 bileske operatoriinii olugturmak icin
yapalim.
50)=1 ve oj(1)=1
51)=2 ve dg3(2)=2
8(2)=3 ve o3(3)=2 oc4063(2) =2
85(3) =4 ve o3(4)=3 oc3085(3)=3
5(4)=5 ve 03(5)=4 => oiob5(4)=4
elde edilir. Buradan, o} o 63 : [4] —— [4] bilegkesi
0 1

os085(0)=1
os065(1) =2

P44

NONNNN
s
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olarak bulunur. $imdi de, §3 o o2 bilegke operatdriinii hesaplayahm.

o3(0)=0 ve &(0)=1 = 6&lood(0)=1
oi(1)=1 ve 6(1)=2 = &jood(l)=2
o3(2)=1 ve §(1)=2 = &o0od(2)=2
oi(8) =2 ve 6(2)=3 = tooi(3)=3
c3(4) =3 ve §(3)=4 > todd4)=

elde edilir. Buradan, 630 o3 : [4] —— [4] bilegkesi

S
NN\

geklinde bulunur. Gériiliyor ki, f : [4] — [4] operatéri igin; 05083 bilegke operatorii
ve 85 o o3 bilegke operatorii [4] tizerinde aym etkiye sahiptir. O halde,

1=0

icin, 03065 =640
J=2

yazabiliriz. Benzer degerlendirmeyi o3 o 85 bilegke operatdriinii olugturmak igin

yapahm.
50)=1 ve o3(1)=1
(1) =2 ve oi(2)=2

oo 85(0)=1
os085(1) =2

$ 44 e

5(2)=3 ve 03(3)=3 o3 068(2) =
53)=4 ve oi(4)=3 030 65(3) =
66(4) =5 ve o3(5) =4 T HOE
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elde edilir. Buradan, o3 0 63 : [4] — [4] bilegkesi

NN\
Y4

olarak bulunur. $imdi de, 63 o o3 bileske operatdriini hesaplayalim.

0 1 2

03(0)=0 ve 60)=1 = 6§3oo3(0)=1
o3(1)=1 ve &(1)=2 = 5oo3(1)=2
03(2)=2 ve 6(2)=3 => §oo3(2)=3
03(3)=2 ve 6(2)=3 => 6fo0i(3)=3

o3(4)=3 ve 6(3)=4 = &ooj(4)=

elde edilir. Buradan, 63 o o3 : [4] — [4] bilegkesi

0]//
ENANANAN

formunda bulunur. Gériililyor ki, [4] — [4] operatéri icin; o3 o 8§ bilegke operatori
ve 63 o o3 bilegke operatdrii [4] tizerinde aym etkiye sahiptir. O halde,

1=0
icin, 03085 =63003
j=3
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yazabiliriz. Benzer degerlendirmeyi o3 o 63 bilegke operatorinii olugturmak igin
yapahm.
65(0)=0 ve 03(0)=
&) =2 ve o3(2) =
65(2)=3 ve 03(3) = aso0b5(2)=3
8@)=4 ve o3(4) = 03065(3)=3
8(4)=5 ve 4(5) =4 = ojobi(4)=
elde edilir. Buradan, of o 6% : [4] —— [4] bilegkesi

040 65(0) =
040 83(1) =

$ e

NN
L

seklinde bulunur. §imdi de, 8} o o3 bilegke operatorunu hesaplaya.hm.
03(0) =0 ve 64(0)=0 = &fo003(0) =
o31)=1 ve 6(1)=2 = éfoo3(l)=2
03(2)=2 ve 64(2)=3 = &oo3(2)=3
03(3)=2 ve 6(2)=3 => &oa3@3)=3
o3(4) =3 ve 64(3)=4 => o4 =

elde edilir. Buradan, 6% 0 o3 : [4] —— [4] bilegkesi

o Z/ /
BN



olarak bulunur. Goriiliyor ki, f : [4] — [4] operatdrii igin; o 0 6§ bilegke operatdrii
ve 6 o o3 bilegke operatdrii [4] iizerinde aym etkiye sahiptir. O halde,

=1 } icin, o308 =6}{o03
7=3
yazabiliriz. Benzer degerlendirmeyi o% o 63 bileske operatdriini olugturmak igin

yapahm.
850)=0 ve 0%(0) =
E1)=1 ve oi(1)=1
85(2)=3 ve 03(3)=3 03065(2)=3
655(3) =4 ve o3(4) = 050685(3)=3
65(4)=5 ve oi(8)=4 = o3065(4) =14

elde edilir. Buradan, o} 0 63 : [4] —— [4] bilegkesi

040 85(0) =
0; 0 52(1) =1

LR R

0 1 2
3 J?
0 1 2
L |
0 1 2

geklinde bulunur. $imdi de, 63 o o bilegke operatoriinii hesaplayalim.

03(0) =0 ve 63(0)=0 = 8food(0)=0
o) =1 ve 6(1)=1 = ood(1)=1
03(2)=2 ve 63(2)=3 = &oo3(2)=3
03(3) =2 ve 6(2)=3 = §osi3)=3
03(4)=3 ve 6(3)=4 > 6{} ood(4) =
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elde edilir. Buradan, 63 o o3 : [4] —— [4] bilegkesi

-y

¥

0
bulunur. Goriliiyor ki, f : [4] — [4] operatéri icin; o} o 65 bilegke operatorii ve

N
NN

68 o o2 bilegke operatorii [4] fizerinde ayn1 etkiye sahiptir. O halde,

1 =2
icin, 03085 =63003
j=3

yazabiliriz. Buradan da agik¢a gorilldiigi gibi; i < j iken of 0 6} = 6f 0 02_; esitligi
gegerlidir. Dikkat edilirse ¢ > j iken, o} 0 87 # 6} o 1_1 dir. O halde bu durumu

genellersek,

i<j=>arodtt =6 oo}

elde ederiz.

Onerme 3.1.9 t=j veyat=j+1 ise,

o7 0 51 = idy

dir.

Ispat: Bu ozdegligin dogrulugunu gostermek igin dnce i = j iken esitligin sol
tarafindaki bilegke operatdriin genel davranisini inceleyecegiz. Buna gore muhtemel
durumlar sunlardir:

I- z < ¢ igin, 67*}(z) = z olacaktir. { = j oldugundan z < j olur ki buradan

o3(z) = z elde edilir. Dolaysiyla da (¢} 0 §7+)(z) = z bulunur.
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II- z > ¢ igin, 67*!(z) = = + 1 olacaktir. z +1 > i+ 1 ve i = j oldugundan
z +1 > j olarak bulunur ki buradan ¢}(z + 1) = z elde edilir. Dolayisiyla da
(67 0 677)(z) = « bulunur.
O halde toparlarsak ¢ = j olmak tizere;
oz <i ve t<j => (a}‘o&?"‘l)(z) =z

0oz>i ve z>j = (o708t (z) =2
elde ediyoruz ki, = in bunlardan bagka bir durumu mevcut olamayacagindan sonug

olarak;

o} o 5?“ = idpy

ozdesligi elde edilir. Simdi de ¢z = j+1 iken esitligin sol tarafindaki bilegke operatoriin
genel davranigini inceleyecegiz. Buna gore muhtemel durumlar sunlardir:

I- = < i igin, 67*!(z) = z olacaktir. ¢ = j oldugundan z < j olur ki buradan
o™(z) = z elde edilir. Dolaysiyla da (o7 0 §7*)(z) = z bulunur.

II- z > i igin, 67*Y(z) = z + 1 olacaktir. z+1 > i+ 1 vei = j + 1 oldugundan
z+1 > j olur ki buradan ¢7(z+1) = z elde edilir. Dolayisiyla da (070877 )(z) = =
bulunur.

O halde toparlarsak ¢ = j + 1 olmak lizere;

ex<i ve £<j = (o7o6it)(z)=2

ez>i ve z>j = (ctoéit)z) =2
elde ediyoruz ki, z in bunlardan bagka bir durumu mevcut olamayacagindan sonug

olarak yine;

of 0 6 = idyy

ozdegligi elde edilir. O

Ornek 3.1.10 n = 3 icin, 8% : [3] — [4] ve o? : [4] — [3] operatdrlerini gozoniine

alahim.Bu durumda 0 < ¢ < 4 ve 0 € § < 3 olacag agiktir, i = 0 ve j = 0 igin;
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o3 o 63 bilegke operatoriinii hesaplayalim.

0)=1 ve
1)=2 ve
5(2) =3 ve
65(3) =4 ve

a()=0 =
o3(2)=1 >
aa3)=2 =
ag(4) =3 =

30 65(0) =0
odobi(l)=1
03065(2) =2
030 8(3) =

elde edilir. Buradan o3 0 63 : [3] —— [3] bilegkesi

NN\
S

olarak bulunur. O halde,

i=0

j=0

} i¢in, 0§ o063 =idp

yazabiliriz. Simdi, ¢ = 1 ve j = 1 icin o3 o 8 bilegke operatoriinii hesaplayalim.

53(0)=0 ve
(1) =2 ve
5(2)=3 ve
88B)=4 ve

03(0)=0 =
a2)=1 >
a@3)=2 =
od(4)=3 =

48

01063(0)=0
odo0éf(1) =1
0':1’ o 6:(2) = 2
07 06{(3) =3



elde edilir. Buradan o3 0 8§ : [3] — [3] bilesgkesi
0

r

0

formunda bulunur. O halde,

N\
NS

1 2
0 1 2
1 2

i=1
icin, o030 6f =idpy
i=1
yazabiliriz. Simdi de, ¢ = 2 ve j = 2 igin o3 o0 §3 bilegke operatdriinii hesaplayalim.
635(0)=0 ve o3(0)=0 = o3063(0)=0
A1) =1 ve od(1)=1 = o3o06i(1)=1
84(2)=3 ve 033)=2 = 03063(2)=2
5353)=4 ve 03(4)=3 = 0306;3)=3

elde edilir. Buradan o3 o 5; : [8] —— [3] bilegkesi

0 1 2 3

0 1 2 3 4
: : / /
0 1 2 3

geklinde bulunur. O halde,
o
‘ igin, o3 065 =idy
i=2
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yazabiliriz. i = 3 ve j = 3 icin de hesaplamirsa yine 030 63 =id[g bulunur. Buradan
da acikca goriildiigi gibi; ¢ = j iken o2 o 62 =idy) esitligi gegerlidir. Dikkat edilirse
i < j iken, 02 0 8% #idjg dir. O halde bu durumu genellersek,
i=j => 0';-‘05?"'1 =id[n]

elde ederiz.
Ornek 3.1.11 Tekrar n = 3 icin, 62 : [3] — [4] ve 0 : [4] — [3] operatdrlerini
gozoniine alahm. Bu durumda 0 < ¢ < 4 ve 0 < j < 3 olacag agiktir. i =1 ve
j = 0 igin; o3 o 62 bilegke operatdriinii hesaplayahm.

§40)=0 ve 03(0)=0 = 0306{(0)=0

f21)=2 ve 03(2)=1 = o30é(1)=1

642)=3 ve d3(8)=2 => 03o0éj(2)=2

643) =4 ve o3(4)=3 = 0306;(3)=3

elde edilir. Buradan o3 0 63 : [3] — [3] bllegkem

| \\
S S

0
olarak bulunur. O halde,

1=1
igin, o306} =idp
7=0
yazabiliriz. $imdi, i =2 ve j = 1 icin 03 0 6; bilegke operatdriinii hesaplayalim.
540) =0 ve 03(0)=0 = o03063(0)=0
B1)=1 ve o3(1)=1 = oj083(1)=1
542)=3 ve a3(3)=2 = 0}08(2)=
=

64(3) =4 ve oi(4)=3 03063(3)=3
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elde edilir. Buradan o3 0 63 : [3] —— [3] bilegkesi
0 1

' 1

0 1
seklinde bulunur. O halde,

IEASN
4

t=2
igin, 070 63 = idp
i=1
yazabiliriz. Simdi de, : = 3 ve j = 2 igin o3 o 63 bilegke operatériinii hesaplayahm.
63(0)=0 ve 03(0)=0 = 03063(0)=0
B)=1 ve oj(1)=1 = o3odi(l)=1
532)=2 ve 03(2)=2 = 03063(2)=2
03(B8)=4 ve 03(4)=3 = 030633)=3

elde edilir. Buradan o3 0 63 : [3] —— [3] bilegkesi

0 1 2 3
1 ]
0 1 2 3 4
] ] '
0 1 2

formunda bulunur. O halde,
i=3
i¢in, o} 0 63 =idpy
j=2
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yazabiliriz. ¢ = 4 ve j = 3 icin de hesaplanacé,k olursa yine o3 o §f = idf elde
edilecektir. Buradan da agika gorildiig gibi; ¢ = j + 1 iken o3 o 6} =idpy egitlifi
gecerlidir. Dikkat edilirse i # j + 1 iken, of o §} #idjy dir. O halde bu durumu
genellersek,

i=j+1 = o710 8! =idy

elde ederiz.

Onerme 3.1.12 i > j +1 ise,

dir.

Ispat: Bu Gzdesligin dogrulugunu gostermek igin, ¢ > 4 + 1 iken esitligin her
iki tarafindaki bilegke operatdrlerin genel davramslarim inceleyecegiz. Buna gore
muhtemel durumlar gunlardir:

I- ¢ < i icin, 67*}(z) = « olacaktir. i > j + 1 oldugundan z ile j nin gu iki
durumu mevcut olabilir;

Ll-z < ise, o*(z) = z dolaysiyla da (07 0 6;**)(z) = z elde edilir.

1.2-z>j ise, o¥z) =z — 1 dolaysiyla da (o7 0 §7+1)(z) = z — 1 elde edilir.

II- z > i icin, 67*!(z) = z + 1 olacaktir. £ > i > j 41 oldugundan z+1>j
olur ki buradan ¢7(z + 1) = z elde edilir. Dolaysiyla da (o7 o 6711 (z) = z elde
edilir.

Béylece (5) Szdesliginin sol tarafindaki bileske operatoriiniin genel davranigini
belirlemig olduk. Simdi benzer degerlendirmeyi Gzdesligin sag tarafindaki bilegke
operatori igin yapalim.

II- ¢ < j igin, 07"}(z) = z olacaktir. i > j 41 oldugundan z < i olur ki
buradan 6% ,(x) = z elde edilir. Dolayisiyla (67" o o7"")(z) =  bulunur.

( L.1 durumu )
IV-z > igin, o;-"l(x) = z — 1 olacaktir. i > j + 1 oldugundan z —lilei —1

in gu iki durumu mevcut olabilir;
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IV.l-z—1<i—1 ise, 6 ,(z—1) = z—1 dolayisiyla (8,0 o ) (z) =z —~1
bulunur. ( £.2 durumu )
IVi1-z—1>i—1 ise, 6*,(z — 1) = z dolaymsiyla da (6], 0 o} N)z) ==
bulunur. { II durumu )
O halde toparlarsak ¢ > j + 1 olmak iizere;
ez<i ve t<J = (oFo 87 (z) = (67,0 a}"l)(x)
s <i ve T>j = (0P o 8ft)(z) = (6L, 0 o7 ) ()
ez>i ve z+1>j5 = (o}o &) (2) = (6740077 )(z)

elde ediyoruz ki, z in bunlardan bagka bir durumu mevcut olamayacagindan sonug
olarak;

n +1 __ gn n—-1
o7 0877 = 6,4 00

LY

ozdesligi elde edilir. O

Ornek 3.1.13 Son olarak yine n = 3 icin, 6# : [3] — [4] ve o} : [4] — [3] ope-
ratorlerini gozoniine alahm. Bu durumda 0 £ : < 4 ve 0 < j < 3 olacag agktir.
i =2 ve j = 0 igin; o3 o 83 bileske operatdriini hesaplayahm.

640)=0 ve 03(0)=0 = 05063(0)=0

1) =1 ve o3(1)=0 = odob5(1)=0

642)=3 ve 03(3)=2 = o03063(2)=2

643)=4 ve g3(4)=3 = o¢30b3(3)=3

elde edilir. Buradan, o3 0 83 : [3] —— [3] bilegkesi

0 1 2 3

4 ‘

0 1 2 3 4
Y

0 1 2 3
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olarak bulunur. Simdi de, 62 o o2 bilegke operatoriinii hesaplayalim.

cd(0)=0 ve
02(1) =0 ve
o3(2) =1 ve
02(3)=2 ve

820)=0 >
630)=0 >
1) =2 =
32)=3 >

3002(0)=0
3002(1)=0
3002(2) =2
3002(3)=3

elde edilir. Buradan, 63 0 03 : [3] — [3] bilegkesi

0

0

]
0

formunda bulunur. O halde,

1=2
i=0

/I/:/

BN

} icin, 0306} =63003

yazabiliriz. Simdi, ¢ =3 ve j = 1 igin o} o 65 bilegke operatoriini hesaplayalim.

63(0) =0 wve
835(1) =1 wve
532) =2 wve
55(3) =4 ve

a3(0) =0
ox(1)=1
oi(2) =1
o3(4) =3

54

=
=
=
=

02063(0) =0
oob3(1) =1
c2083(2) =1
020 83(3) =



elde edilir. Buradan, o3 o 63 : [3] — [3] bilegkesi

0 1 2 3
' 4
0 1 2 3 4
' v / / /
0 1 2 3

seklinde bulunur. $imdi de, 63 o o bilegke operatérini hesaplayalim.
o2(0)=0 ve 63(0)=0 = 6300i(0)=
A21)=1 ve &(1)=1 = &oosi(l)=1
2(2)=1 ve 83(1)=1 = &ooi(2)=1
23)=2 ve 6(2)=3 = 68odi(3)=

elde edilir. Buradan, 63 0 02 : [3] —— [3] bilegkesi

0 1 2 3
' :

0 1 2

0 1 2 3

olarak bulunur. O halde,
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yazabiliriz. Simdi, ¢ = 4 ve j = 2 icin o o 6} bilegke operatdriini hesaplayalim.
53(0)=0 ve o3(0)=0 = o03063(0)=0
B1)=1 ve oj(1)=1 = olodi(l)=1
852)=2 ve 03(2)=2 = 03085(2) =
52(3) =3 ve o3(3)=2 = o03065(3)=2

elde edilir. Buradan, o3 o 6§ : [3] —— [3] bilegkesi

0 1 2 3
] v ]
0 1 2 3 4
L 4 L b
0 1 2 3

seklinde bulunur. Simdi de, 83 o o2 bilegke operatériini hesaplayalim.
02(0)=0 ve 8(0)=0 = & o002(0)=
oil)=1 ve §(1)=1 = &ooi(l)=1
02(2) =2 ve 8(2)=2 = &o002) =
02(3)=2 ve 8(2)=2 = 6§o0i(3)=2

elde edilir. Buradan, 63 0 02 : [3] — [3] bilegkesi

0 1 2 3
¥ Y

0 1 2

' & &

0 1 2 3
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olarak bulunur. O halde,

t=4
icin, 0306} =63002
J=2
yazabiliriz. Buradan da agikca gorildigi gibi; ¢ > j + 1 iken o3 0 6} = 62 ; o o?
egitligi gecerlidir. Dikkat edilirse i < j 41 iken, 0206} #£ 62, 0 o? dir. O halde bu

durumu genellersek,

i>j+1 = 0f ot =6 007"

elde edilir.

Boylece simplisel 6zdeglikler diye bildigimiz esitliklerin herbirini teorik olarak
ispatlamig ve bir ornekle agiklamg olduk. Sonug olarak; herhangi bir f : [n] — [m]
operatdrii 67 ve of Gzeloperatorleri cinsinden kolayhikla ifade edilebilir ve gerek
teorik olarak gerekse drneklerle agikladigimiz gibi bu iki dzel operatdr, simplisel
ozdeslikler olarak adlandirdigimiz

§ftoér = 6741 o 67, i<j (1)
o}ooi™ = oPoo}l, i1<jJ (2)
oo}, i<j (3)
ofobitt = { idpy, i=jveyat=j+1 (4)
&ry 0077, i>j5+1 (5)

ozdegliklerini de saglar.
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Boliim 4

Simplisel Kategoriler

Girisg

Bu bolimde, Bolim 2’ de olugturdugumuz A [n] kategorisinin oppozit kategorisi
yardimyla, simplisel objeler ve simplisel morfizmleri tanmimlayacagiz. Daha sonra bu
simplisel obje ve morfizmler yardimiyla tanimlanabilen simplisel kategoriler tizerinde

duracagz.

4.1 Simplisel Obje ve Morfizmler

C herhangi bir kategori olsun. C igindeki bir simplisel obje, A°P [n] kategorisinden C
kategorisine giden bir funktordur. Diger bir deyisle, simplisel obje, E : A°®[n] — C
formunda bir funktor olarak tanimlamir. A°P[n] nin herhangi bir [n] objesinin E

funktoru altindaki goriintiisi;
E([n]) = E{0,1,...,n}) = E.

ile, 67 operatériiniin E funktoru altindaki goriintiisii; E(6}) = df ve o} operatériiniin
E funktoru altindaki goriintiisi; E(o}) = s7 ile gosterilmek izere simplisel obje,
C nin objelerinin ve morfizmlerinin bir sistemi olarak verilen ((E,),d;,s;) sistemine

denktir. Yani, bir yerde E = ((E,)n>0,d;, s;) dir. Burada 0 < ¢ < n # 0 olmak
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tizere d} : E, — E,_y ve 0 < j < n olmak iizere s} : E, — E,; seklinde tamimh
doniigtimler sirasiyla i. yuz operatord ve j. dreteg operatori olarak adlandirilirlar.
( bak. CURTIS, E.B. [2] )

Daha agik olarak, buradaki d? operatdrleri

do
do ~—
do T— dy
- 1 ~———
E 4 E, T Ey, d, Ej..
—— 2 g ——— s
——— e da
formunda ve s} operatérleri de
So
So —_—
So ————— 1
Eo E1 81 Ez E3 cos
—— Sa2

formunda temsil edilebilir. Eger her ikisini de birtek diyagramda gosterecek olursak;

— _ —_
1 ! i
. — — — —
E: .. — En — En-—l — En..z — —')i Eo
] 1 1
— — —

geklinde gosterebiliriz. Simplisel obje bir sistem olarak tammlandiginda, bu tanimlamadaki
E, objesinin elemanlar1 n-simplis, 0zel olarak Fg objesinin elemanlar: ise kégeler
olarak adlandinilir. ( bak. EHLERS, P.J. [4] )

dt: E, — E, 4 ve s} : En — Eqy operatorleri bir onceki bolimde tanimlanan

simplisel 6zdegliklerin dualini saglar. Diger bir deyisle,

i od} = diZjedy, 1<J (1%%)
sitlos? = s3iosp, i<j (2°®)
o dr, i< j (3%)
losy = 4 idg, i=jveyai=7j+1 (4%)
sfrodr,,  i>j+1 (5°%)

dir. Hesaplamalarda kolaylhik saglamasi bakimindan yukaridaki &zdegliklerin bir
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bagka gekilde diizenlenmig hali olan;

Irodr =dtody, S ©)
o =sflost,, j<i ©
st 1o & = &t ost,, j<i (8)
sflod? =difosh, j>i (9)

esitlikleri de kullamlmaktadar.
C herhangi bir kategori olmak tizere E ve F iki simplisel obje olsun. Bu objeler

arasinda taniml bir f : E — F simplisel morfizmi,
dnlofn::fn-IOdn ve Jnos, =8, 0 foa

olmak tizere bir dogal donigiimdiir. Simplisel morfizm genelde agagidaki diyagram

ile gosterilir.

—_ — —_
' s 1

E:.. — E, = E.qy = Ena — = E
A o ol

f fn fn-—l fn—-z fO
— —_— —
] 1 I

F: ... — Fn (..—:—__-) Fn—l : Fn_z : 5 Fo.
— — —

z € E, elemanlarina n-boyutlu simplisler denir. Eger herhangi y i¢in, z = 3;(y)
-oluyor ise  simpleksine urete¢ denir. ( bak. DUSKIN, J. [3] )
Boylece herhangi bir C kategorisinde simplisel objeyi ve simplisel objeler arasindaki
morfizmleri tanimlamig olduk. Bununla birlikte,
F

E ~D
gof

olacak gekilde g o f bilegke iglemi de tanimlanabilir. Buradan simplisel kategori-

den sdz edebiliriz. Bu tanimlamalarla herhangi C kategorisi igin, simplisel kategori
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tamimlanabilir ve kategori olma oOzelliklerini saglatmak gayet kolaydir. Bu kate-
goriyi herhangi C kategorisi i¢in Simp(C) ile gosterecegiz. Simp(C) kategorisinde
tammlanan df (0 <i < n #0) ve s} (0 < j < n) operatorlerinin kisaca geometrik
yorumunu yapalin.
n = 0 olmak tlzere,
0-boyutlu simpleks, sadece € Ey noktasi,
1-boyutlu simpleks, tam olarak z € E; olmak tizere ;

dize odpx

geklinde bir dogru,
2-boyutlu simplisler, z € E, olmak iizere ;

dzx d1$

seklinde bir tggen,

3-boyutlu simplisler de, z € F3 olmak izere ;

dj.l

seklinde bir dértyiizlii olarak ifade edilirler. { bak. ARVASI, Z. [1] )
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Simdi cebirin tanimim hatirlatalim.

R birimli, komitatif bir halka olsun. M toplamsal abelyan grubu,
p:RxM->M

. (r,m) > rm

fonksiyonu ile birlikte oyle ki; Vr,r' € R ve m,m' € M igin,

ir) (rr')m = r(r'm)

i) (r+r'ym=rm+r'm

ili-) r(m + m') = rm + rm/

iv-) idpm =m
ozelliklerini sagliyorsa M ye bir R-modiil denir. R-modiillerin kategorisi literatiirde
Mod olarak gosterilir. Modiillere drnek olmast bakimindan, her bir G toplamsal
abelyan grubu, n € Z ve a € G olmak izere na ile birlikte birimli Z-modil olarak
modil tanimini gergekler. Yine eger S halka ve R de bir alt halka ise, S iizerindeki
carpmaya gore r € R ve a € S olmak tizere ra ile birlikte S, bir R-modil olarak
modil tamimim saglar. ( bak. HUNGERFORD, T.W. [7] )

Tanim 4.1.1 Bir simplisel k-modiil, n > 0 olmak iizere E, k-modiilleri ile d} ve s}
operatorleri i¢in gegerli olan simplisel 6zdeglikleri saglayan k-modil homomorfizm-

lerinin bir ailesi olarak tamimlanir.

Herhangi bir E simplisel modili i¢in, k-modiillerin zincir kompleksi ile aralarinda

bir iligki kurulabilir. Yani; 8, : E, — E,_; olmak tizere,

0. =Y (-1

=0

seklinde tamimlanarak, k-modiillerin

E-:. alil En 2:‘ En—l a-"—-)l s ?—a) Ez -3 E1 f—‘) Eo
seklinde bir zinciri elde edilir ki dikkat edilirse bu bir zincir kompleksidir. Cinkd,

her n igin 8,0,41 = 0 dir. Simdi, neden her n icin bu birlegimin sifira esit oldugunu

gosterelim. Agik agik yazilirsa,
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O =) (~1)di=do—dy + dz — ds+ ... + (—1)"d;

=0

ve
n+l

Bng1 =) (=1)'df=do — dy + d3 — ds + ... + (—1)"*'4,

=0

olacag gorilmektedir. Buna gore
OnOny1 = (do —dy +dy — d3 + ... + (=1)"d;) o (do — dy + dp — d3 + ... + (—1)"+'d))

birlegimini hesaplamamiz gerekir. Bu birlegim acilirsa

6,,,3,;.,.1 = (do o} do —_ dO o] d1 + ...+ do o} (—1)n+1di)
"—(dl (o] do - d1 (o) dl + ...+ d1 o (_1)n+1d‘,)+ e ©
+((—'1)nd‘ e} do + (—1)ndi 0 d1 + ... + (—l)ndi (o] (“1)n+1di)

geklinde bir toplam meydana gelecektir. Bu toplama yapilirken, kargilikh terimlerin
(1°P) geregince ters igaretli olarak birbirlerini gotirdiikleri kolayca gorilmektedir.
Dikkat edilirse, d; o d; birlegiminde i < j ise (1°P) dan dolay1, eger ¢ > j ise (6)
dan dolay1 kargilikh terimler birbirini sadelegtirir. Sonug olarak da, 8,0,41 = 0 elde
edilir.

Boylece E simplisel modild ile zincir kompleksi iligkilendirilmig olur. Dikkat
edilirse bu zincir komplekste Imd,41 C Kerd, dir. Cinkd, herbir O,41(z) € ImOna
icin

0nOn41(2) = 0n(On4a(2)) =0
olacagindan 8,41(z) € Kerd, elde edilir. Demek ki bundan sonra bir simplisel k-
modiliin n.homoloji modilinden soz edebiliriz. Bir E simplisel modiiliiniin n.homoloji

modild,
Kerd,
Iman+1

seklinde tanimlamir. ( bak. ARVASI, Z. [1] )

H.(E)=
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A [n] kategorisi ile tanimh simplisel objeler, cebirsel topolojide bircok problemin
¢Ozlimine yardimci olmaktadir. f)rneéin homololoji, CW-kompleksler, Eilenberg-
Mac Lane uzaylan ve ko-homoloji iglemleri. Bu kavramlar {izerinde geligmeler, May

[11], Lamotke [8] ve Gabriel-Zisman [6] tarafindan verilmigtir.
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