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OZET

Bu calisma, giris ve bes béliimden olugsmaktadir,

Giriste tez konusunun matematiksel fizigin problemlerinden kaynaklandifi esas-
landirilmistir.

Birinci bélimde temel kavramlar ve 6zellikler verilmistir,

Ikinei bélimde eslenik diferansiyél operatdr ve eslenik smmir deger problemleri
tanimlanmistir ve 6zellikleri arastirilmsgtar.

Uctinci béltiimde sinir deger probleminin ézdegerleri ve 68z fonksiyonlar: incelen-
mistir.

Dérdiinett baliimde spekiral parametreye bagh olan ve bagh olmayan sir deger
probleminin Green fonksiyonu ve eslenik diferansiyel operatériitn Green fonksiyonu bu-
lunmustur.

Besinci bdlim caligmamzin orjinal kismini meydana getirmektedir. Bu bélimde,
spekiral parametreye baglhh olan ve bagli olmayan sabit katsayil lineer diferansiyel
denklem ve periyodik simir sartlannin trettigi diferensiyel operatdrlerin Green fonk-

siyonlarimin agik formtla bulunmustur.



I

Some Fundamental Properties of Linear Differential Operators

ABSTRACT

This study consists of an introduction and five chapters.

In introduction, it is shown that the topic of the thesis is based on, the problem of
mathematical physics.

In the first chapter basic concepts and principles are giveni

In the second chapter, adjoint differential operator and adjoint boundary value
problems are defined and their properties are investigated.

In the third chapter, eigenvalues and eigenfunctions of boundary value problems are
explored.

In the fourth chapter, Green {unction of both boundary value problems, one is
dependent on the spectfal parameter and the other is not, and Green function of adjoint
differential operator are found.

Fifth chapter is the original part of our study. In this charter, general formula of
Green functions of differential operators created by both linear differential equations
with constant coefficient, one is dependent on the spectral parameter and the other is
not, and by periodic boundary conditions are obtained.
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GIRIS

Matematik fizigin bir ¢ok problemlerinin ¢6ziimiinde en etkili ve klasik yéntemlerden
biri, Fourier yontemidir.Degigkenlerine ayirma yontemide denilen bu yontemin uygulanmas:
sonucunda, bir ¢ok problem, adi diferansiyel denklemler igin sinir deger problemine
doniigtiiriiliir. Ancak, Fourier yonteminin esaslandirilmas: igin elde edilen simir deger
probleminin, 6zfonksiyonlarinin baz olugturmasi veya hi¢ olmazsa, 6zfonksiyonlarin ve bu
fonksiyonlara baglanmig fonksiyonlarin tam olmas1 gosterilmelidir. Bu ise, Lineer Diferansiyel

operatorlerin spektral teorisinin baglica konusudur.
Ornegin; sonlu £ uzunlugunda, 151 gegirici ince bir telde 1st iletimi problemini g&zoniine

alalim. Koordinat eksenini dyle segelimki, bu tel apsis ekseninin [0,¢] aralifinda olsun. Zaman
ordinat ekseni ile gdsterelim. Bu halde telin her noktasinda ki U 1s1s1 bu noktanin apsisi x'e ve

t-zamanina bagh olacak, yani U = U(x,t) olacaktir.

"
/_\__/"*‘
U, =0 U, = a®Uxyx UEn =0
! X
0 U(x,0) = f(x) ¢

Matematik fizikde baz1 6n kabullenmelerden sonra, U(x,t) fonksiyonu

Ut=oc2Uxx ,0<x<¢ ,t>0 (1)
2 K

denklemini saglar. Burada o, telin yapildif1 maddeye uygun fiziksel sabittir, (¢ = — , K-
pc

dahili 1s1 iletme katsayisi, p- yogunluk, c-1s1 tutumndur.)
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Baglangi¢ aninda telin her noktasindaki 1s1sinin degeri f(x) ile gsterilirse,

U0 =f(x),o<x<¢ (2)
baglangi¢ sartin1 almig oluruz. Genelligi bozmadan [8]
U =0,U0¢)=0,t>0 (3)

kabul edebiliriz,

Fourier yontemine goére (1) denkleminin herhangi ¢éziimiinii
Ux,t) = X(x). T() . (4)
seklinde arayalim. (4)'i (1) de yerine yazarsak,

U, =XT, U, =X"T

oldugundan

XTrzaZXnT (5)
elde edilir. (5)'i

]

X"
X

~

— 1 |
T2
o

(6)

|

seklinde yazarak defiskenlerine ayirmug oluruz. Sol taraf sadece x degiskenine, sa§ taraf ise

sadece t degiskenine bagl oldugundan, (6) esitliginin her iki taraft x'e ve t-ye bagh

olmayan herhangi o sabitine esittir. (Bu sabite, ayirma sabiti denir.)
X =27 ° M

Boylece X(x) ve T(t) fonksiyonlan i¢in iki adi diferansiyel denklem elde edilmig olur:

X"-0X=0 (8)



T - 60?2 T=0 . (9)
(3) sinir gartlan ise

X0)=0 ‘ (10)

X@©=0 : (11)
sekline doniigiir. Boylece X(x) fonksiyonu igin

X" =0X (12)

X(0) =X(@©) =0 ? (13)

sinir deger problemi elde edilmig oldu. Bu sinir deger problemini ¢6zelim. Kolaylik olmasi igin
o = -A2 ile gosterelim. Bu halde (12) denklemi
X" +A2X =0 (14)

seklinde yazilir.A = 0 oldugunda bu denklemin genel ¢oziimii

X(x) =kyx + ky (15)

seklindedir. (13) sinir gartlarinda yerine yazarsak k; = k, = 0, yani, U(x,t) = o trivial

¢6ziimii elde edildifinden A 0 hali incelenmelidir. Bu halde (1 4) denkleminin genel ¢6ziimii;
X(x) = k; 6% + ky e M (16)

seklinde olur. (13) sir gartlarinda yerine yazarsak k, ve k, deBigkenlerine gore agagidaki

lineer denklemler sistemi elde edilir.



kl +k2=0 ¢4 (17)
ket ke

Bu sistemin sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter sart

=e-iu_eiu_0 (18)

1 1
eiu e-iu

denkleminin saglanmasidir. Kolayca gosterilebilir ki, bu denklemin sifirdan farkh ¢ozlimleri

=X n-in,t2, . (19)
[4

n

dir. Buradan
) .
nn
| (20)
l
elde edilir.Bu sayilara (12), (13) sinir deger probleminin Ozdegerleri denir. Bu degerlere
uygun gelen ¢oziimler ise

. nmx
X (x) = Sin ~ , n=12,

.......

fonksiyonlaridir ve bunlarin keyfi sabitle ¢arpimlaridir. Bu fonksiyonlara ise (12), (13) sinir
deger problemlerinin 8zfonksiyonlar: denir. Bu halde (9) denkleminin gziimleri

_[ﬁ}zt (21)
[4
T M =e
seklinde bulunur. O halde
S (a2)
U (xt)=e Sin —~

fonksiyonlar (1) denklemini ve (3) sinir sartlarin: saglar.



Bu durumda (2) baglangic sart1
ny{x
f(X)=Sin-7— (23)

sartina doniigiir. O halde f(x), (23) seklinde deéilse (1), (3) sinir deger proleminin (22)
seklinde ¢6ziimii bulunmaz. (1) denklemi ve (3) sinir gartlar1 homojen olduklarindan

Ux,t) = 2 C, U (x,0), (24)
n=1

seklindeki lineer birlesimler de (1) denklemini ve (3) sinir sartlarini saglar. (2) baslangig
sartim1 saglamast igin f(x) fonksiyonu
2 nmnx
f(x) = 2, C, Sin — : i (25)
n=1 ¢
scklinde olmalidir. (25) sart1 ise (1) ve (3) problemi i¢in hem fiziksel, hem de matematiksel
acidan ¢ok agir olan simirlayici sarttir. Bunu aradan kaldirabilmek igin kabul edelim ki,

f(x) = 2, C, X_(x)

n=1

serisine agiliyor. Bu halde belli gartlar alunda

mm]

: o = ‘[“‘ t n7x

VD=2 CU,xp=2Cpe * 7/ sin—
n=1 n=1

fonksiyonu (1), (3) probleminin ¢6ziimii oluyor. ‘

Bu ornek agik gekilde gosteriyor ki, matematik fizigin bir ¢ok problemini ¢ézmede
uygulanan Fourier yontemi agafidaki problemin incelenmesini yahi; verilmig fonksiyonu adi
diferansiyel denklemler i¢in simir deger probleminin 6zfonksiyonlan {izerinden agilimu geklinde
ifade etmek gerekir. Bagka deyimle adi diferansiyel denklem igin sinir deger probleminin
Ozfonksiyonlarinin, hangi fonksiyon uzayinda baz oldugunu incelemek gerekiyor. Bu soru
beraberinde bir kag problem daha getirir. Bu problemlerden biride, aragtirilan sinir deger
probleminin Green fonksiyonunun incelenmesi ve degerlendirilmesidir.

Bu nedenle lineer diferansiyel operatorler teorisi biiyiik teorik ve pratik 6nem tagiyor.

Bu alanda ¢ok sayida makale ve kitaplar yazilmugtir. Adi diferansiyel denklemler igin simr deger
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probleminin aragtinnlmast G.D. Birkhoff'un galigmalirindan [1], {2] baglamigtir. Bu makale-

lerde,

dy M) =y® +px0) y" D+ L+ p (x4 =0

-1
U, (yA) = kio (a ;M Yo + b Wy =0, v=12..n
(26)

5 v
p(x,A) = Eopvs(x) A, px)=const, s=12,..n , p #0
V= [
ajk(?u) , bjk()‘) A-nin polinomlaridir.

sinir deger problemi igin lineer bagimsiz ¢oziim sistemini olugturan fonksiyonlarin asimptotik
bi¢imi bulunmusg, regiiler sinir sartlar1 denilen 6zel sinir gartlari ayrilmig ve 6zfonksiyonléra
baglanmug fonksiyonlarin tamlif1 ispat olunmugtur. (2 6) sinir deger probleminin incelenmesine
daha sonra J.D. Tamarkin'in [7] kitabinda devam edilmigtir. Bu kitapta gii¢lii regiiler sinir
sartlan denilen simir gartlan tanimlanmig, bu sinir sartlan altinda dzdegerlerin asimptotigi
bulunmug Green fonksiyonu degerlendirilmig ve dzfonksiyonlara baglanmig fonksiyonlar
lizerinden seriye agilimi gosterilmigtir. Daha sonra bu probleme ait ¢ok sayida makale ve
kitaplar yazilmigtir. Bu konu M.A.Naimark'in [4] kitabinda sistemli gekilde iglenmigtir. Son
yillarda bu alanda en iyi sonuglar A.A.Shkalikov [6]ve S.Y.Yakubov'un [9] ¢caligmalarindan
elde edilmigtir. Kuantum mekaniginin talepleri dogrultusunda bu alana ilgi daha da artrmgtir,
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I. BOLUM

LINEER DIFERANSIYEL OPERATOR

I.1. Lineer Operator, Lineer Diferansiyel Ifadeler

ve Smr Sartlari

k3

E-kompleks veya reel sayilar ciimlesi iizerinde bir lineer uzay olsun. DCE herhangi

altkiime olsun. V x € D-ye herhangi y € E elamanim kargi getiren A fonksiyonuna,
E-uzayinda Operator denirve y =A(x) veya y=Ax seklinde gosterilir.

D-ye A operatfriiniin tamim bdlgesi  denir. Bazen D-yerine D, —da yazilir. Biitiin
y = Ax elemanlaninin kiimesine de A—operatoriiniin degerler bolgesi denir ve A(D,) veya

R, ile gosterilir. Bazen D yerine D(A) ve R, yerine de R(A) kullaniliyor.

D, kiimesi E lineer uzaymnn alt uzay1 ise ve V x,y € D, ve V A skaleri igin
Ax +y)=Ax + Ay
A(AX) = AAX
Ozellikleri saglaniyorsa A—ya lineer operatdr denir.

Bundan sonra sadece lineer operatrlerden sézedecegimizden kisa olsun diye, lineer

operatdr yerine sadece operator diyecegiz.

Tanm I1.1.1,

ty) = Pyx) y® + P00y D+ L+ P (x)y (1.1.1)

ifadesine lineer diferansiyel ifade denir.

Burada n-ye diferansiyel ifadenin mertebesi denir. Bu boliimde Pyx)#0 ve

Py(x), Py(x), ... ,P,(x) fonksiyonlarinin sonlu [a,b] araliginda stirekli oldugunu kabul
i

ediyoruz. ™ jle n-inci mertebeye kadar (n-dahil) siirekli tiirevleri olan biitiin fonksiyonlar

kiimesini gosterecegiz. ‘

P
i



Tanim 1.1.2,
y fonksiyonunun [a,b] aralifinin ug noktalarinda kendisinin ve tiirevlerinin aldig1

. 1 -1 1 -1 o .
degerleri Yu» Ya» - » yfl“ ), Yor Ybs =+ » yi,“ ) ile gosterecegiz. Bu degerleri kisaca

®_ & k) _ (k) A
Ya =Y@ Y» =Yp) k=01, ..

seklinde gésterecegiz.

Bu degiskenlerin lineer birlegimine simir degier ifadesi denir. Yani;

-1 -1
UW) =0y y, +0yy, + oo+ oy ™D+ By, + By + o + B yoD (I.L2)

ifadesine simir deger gifadesi denir. U(y) =y , ye € bigimindeki sarta ssmir garti denir.

Ozel olarak U(y) = 0 sartna Homojen simir sart1 denir.

(n-1) (n-1) _
Oy Y+ ot an_lkya“ + By Yy o F Bn_lkyb" )=
(I.1.3)
k=1m
sinir gartlan verilsin,

Eger m > 2n olursa bu sinir artlarinin bir kismunin digerlerinin lineer birlesimi olacag

agiktir. Bu yiizden, m < 2n haline bakacafiz ve U, (y) , k = I_,r-r; sinir deger ifadelerini lineer

bagimsiz kabul edecegiz.

Onerme L1.1. ‘
m = 2n oldugu halde (I.1.3) lineer bagimsiz sinir gartlart

I (n-1)

(=1
Yo=Yy = =Y, (n-1)

=yb=ylb="'=yb =0 (1'104)

sinir sartlan ile egdegerdir.
Ispat:

Uy(y) , k=1,2n sinir deger ifadeleri lineer bagimsiz oldugundan (I.1.3) sisterinin

katsayilarindan olugan determinant sifirdan farklidir. Bu sistemin determinantim A ile gstere-

cefiz.



dir.

" Ya=Ya

%oy ! O 11 Bor By e P11
A= %2 %2 %12 Boa  Bip v Bn-12
®oon %o ot 20 Boan Byog - Bl on

A # 0 oldugundan (I.1.3) sisteminin tek bir sifir ¢ozlimii vardir. Yani;

: = -1 (m-1) _ o

ya =yb=y;)=m=yb

]

1.2. Lineer Diferansiyel Operator

Tanm I1.2.1.

Uy)=0 (1.2.1)

U, =0, k=1m (1.2.2)

problemine homojen sinir deger problemi denir. (I.2.1) diferansiyel ifadesi ve (1.2.2)

sinir gartlan yardimiyla agagidaki L operatoriinii tanimlayalim.

L:C [a,b] — C [a,b]

DL)={ye C®ab] | Uy =0, k=1m}

Ly =Py y® +P,0)y" D+ . + P () y | (1.2.3)

Tammladifimz bu L operatoriine, {y) diferensiyel ifadesinin ve (1.2.2) sinir

sartlarinin tirettigi lineer diferansiyel operator denir.

Dikkat etmek gerekiyor ki, aym bir diferansiyel ifade farkl1 sinir gartlart alinda farkla

diferansiyel operator iiretiyor.
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(I.2.1) , (1.2.2) smirdeger problemi operatdr seklinde,

Ly=0 (1.2.4)
gibi yazilir. y =0 fonksiyonu her zaman (I1.2.1), (L.2.2) snhr deger probleminin yani,
Ly = 0 operattr denkleminin trivial ¢dzlimiidiir.

Simdi hangi sartlar altinda bu simir deger probleminin trivial olmayan ¢6ziimii
bulundugunu aragtiralim. ‘

Lineer diferansiyel denklemler teorisinden biliyoruz ki;

Uy) =P, y® + P, yO D P y=0
denkleminin n-tane lineer bafimsiz y,(x) , yz(k) » oo Yp(X) ¢Oziimii bulunur ve genel ¢6ziim;
y(x) =c1y (%) + Coya(x) + ... Cpyn(x) (1.2.5)

seklindedir. Bunu (I.2.2) sinir sartlarinda yerine yazarsak, agagidaki lineer denklemler siste-

mini almg oluruz.

c, Uiy + Uy + ... + ¢ U (y,) =0
CIU2(y1) + 02U2(y2) Tt CnUZ(yn) =0 (1.2.6)

..................................................

cIUm(yI) + U (yy) +...+¢c U (y)=0

(I.2.6) sistemi ¢; , ¢, , ... ,c, bilinmeyenlerine gére bir lineer denklem sistemidir. Bu

sistemin matrisi

U,(yy) Ui(y)) - Uiy
Uz(yl) Uy(yy) - U, (yy)

.............. R R R R R R e

Upnvp  Uplyp) - Uy

U= (1.2.7)

dir. Bu matrisin ranki r olsun. r < min {m,n} oldugu ag¢iktir.
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Lineer Cebir teorisinden biliyoruz ki, n-bilinmeyenli lineer homojen m-denklemin

Ax=0 sisteminde rankA =r ise ¢6ziim uzayinin boyutu n-r dir [3]. Buradan agagidaki sonuglar
elde edilir:

Sonug¢ I.2.1.

(1.2.1), (1.2.2) homojen sinir deger probleminin tﬁvial olmayan ¢oziimiiniin
bulunmasi i¢in gerek ve yeter sart, r <n olmasidir. Yani; U matrisinin rankinin (1.2.1)
denkleminin mertebesinden kiiciik olmasidir.

Sonug¢ I[.2.2.

Eger m<n ise (I.2.1), (I1.2.2) probleminin her zaman trivial olmayan ¢oziimleri
blunur.

Sonug 1.2.3.
Eger m=n ise (I.2.1), (I.2.2) probleminin trivial olmayan ¢6ziimiiniin bulun-

masl i¢in gerek ve yeter sart detU =0 olmasidir.

Tanmm 1.2.2.
U matrisinin rankimna (I1.2.1)—(1.2.2) sinir deger probleminin ranki denir.

Bu tanimtn correkt oldugunu gostermek igin agagidaki 6nermeyi ispat etmek gereki-
yor.

Onerme 1.2.4.

U matrisinin rank1  (1.2.1) denkleminin y,, y,, ... y, lineer bagimsiz ¢oziim siste-

minin se¢ilmesinden bagimsizdr.

Ispat :
Bagka bir lineer bagimsiz ¢dziim sistemi "5"1, '3"2, '§v’n olsun. Genel ¢6ziim

y =Cy¥1 +Ca ¥p + ... + Cpy, bigiminde oldufundan
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N ——
Yi=a1yytapyyt. gy,

~J
Y=y taypyy+...any,

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

nJ
Yn=21 Y1t Yo e 2y ¥y

olacak gekilde (aij)i j=In sayilani bulunur. Bu durumda

u,5) UGy .. UG

Lo P
U = =
NS ~s nL
,
-
U, (k_lalkyk) U, (2: ankykJ
n n
Un (Z_o alkyk) - Un (kzlankyk)
i i i
o Uy(y)  Uyy) U, (y,) a4y Ay an
| B S SR R RPN
Um(yl) Um(y2) Um(yn)- |41y Aoy n
=UA' , A=[a); . 15

3"1, ')"'2, vous ')‘1:1 sistemi lineer bagimsiz oldugundan detAt2 0 dir. Ciinkii detA =0 olsayd:, A

matrisinin satirlan lineer bagiml olurdu. Dolayisiyla ')‘1’1, ')‘1'2, e ?"n sistemi lineer bagimli

olurdu.
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Simdi det A'20 = rank U=rank U oldugunu gosterelim:

A,px'q ve B, qxr tipinde matrisler olsun. Bu halde rank AB < min {rank A ,
rankB} oldugunu biliyoruz [3].

~
rank U=r1 ve rank U =r olsun.

U=UA"=rank U=rank(UA) <rankU=r =>r<r (1.2.8)

t ty-1 Mol ~
detA"#0 = (A) " vardir = U=UA") =r<r (1.2.9)

(1.2.8) ve (1.2.9) dan dolay1

dir.
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II. BOLUM

ESLENIK LINEER DIFERANSIYEL OPERATOR

I1.1. Lagrange Formiilii, Eslenik Diferansiyel ifadeler

Bu béliimde L operatoriiniin eglenigini bulacagiz. Fonksiyonel Analizden biliyoruz ki;

operator ile eslenik operatoriin 6zellikleri arasinda siki baglantilar vardir. Yani; bir operatdriin

esleniginin dzelliklerini bulmakla kendisinin bazi 6zelliklerini bulmug oluyoruz.

dny n-ly
€y) = py(x) d_x—n— +p,(x) d_x-n_l_ +...+p(X)y

diferansiyel] ifadesinde Py(x) € Cn_k[a,b] , k=0,1, ...

fonksiyon olsun.

b b

n
«y) Zdx = (glopn_k y(k))?dx
a a
b
= J Pok y(k) zdx
k=0
a
b
= J (pn.k z )y(k) d‘x
k=0

Her bir toplama k-kere kismi integrallemeyi uygulayalim.

b b

J P Z)Y® dx=J (P, Z) dy®P

a

(11.1.1)

n veyz e C™apb] iki keyfi
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b

= Z)y*P P J 0, Z) vy dx
a

b

= [Py 2" = (0 Z) y* 21 L+ j ?,, 7)" y*? dx

a

= [ Z W -0, D) Y*P + 0, 7)) y* D+ L+

b

+ D%V (p  DED Y P+ D J y (., 7)™ dx

a

b

-1
= & 10, )Py ) P+ (1) J (P Z)®y dx
s=0

Bunu bir 6nceki egitlikte yerine yazarsak,

b b

J é(y)?-'dx=za J (P, Z) y® dx

a a

b

(Sb( D’ (s D) y“"“)) L+ D [ Poye )y dx

n
2
k=0
a

b
fff 1° (p, )Py I+ )i 1) Jy(pnkz>“"dx
k=0 s=0
b
n k-1
=k20 e 1, 7))y 'S’I+J D" D™+ (1™ (p D™ +...4+ p,Z) ydx (I1.1.2)

a



16
elde ederiz. Bu ifadede;

@) =" G+ D" G 2V + L+ P, 2 (11.1.3)
0 1 n
-1 -1
n = (ya’ yla’ oo aya(n )7 yb 3 ylb 9 see 3 yb(n ))
£E=(z, z'a, ,za("'l), zy, Zlb s s Zb(M) )
n k-1 ®1 b
pME) = 2, 2. (1)(p,, Z)Vy* 1 (IL.1.4)
k=0 s=0 a
ile gosterilerek (I1.1.2) formiiliinii,
b b
Jc(y)“idx=p(n,é)+J y €%(z) dx (11.1.5)

a

seklinde yazabiliriz. Burada p(n,&) her iki degiskene gore lineer ifadedir. (I1.1.5) formiilii
Lagrange formiilii olarak adlandinlr.

Tanmm II.1.1.

t:2) = ()" G ™ + ... + B,z

n

@) ,

ifadesine {y) = poy(") +pyy ... + ppy diferansiyel ifadesinin eslenigi denir.

Tamm 1I.1.2.

@, o @,

p(Y) =pgy ‘' +P1y e + PRy

q(y) = qoy(“) + qu(“'l) + ..+ 4yy

diferansiyel ifadeleri verilsin. Efer her iki deffigkene gore lineer olan 3 H(n, ) ifadesi varsa ki;
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b b

J p(y)Z dx = Hn,E) + J y q(z) dx

a

olsun, bu halde p ve q ya eslenik diferansiyel ifadeler denir. Yani, g-ya p-nin eglenigi
denir ve q = p* ile gosterilir.

b b

[ «y)z dx = p(n,&) + J y €*(z) dx

a a

ifadesinde her iki tarafin eglenigini alirsak;

b b

J ¢*(2) y dx =—p(n.§) +4{ z dy) dx

elde ederiz.

Sonug¢ II.1.1.

¢(y) diferansiyel ifadeside ¢*(z) diferansiyel ifadesinin eglenigidir. Yani, é(y) ve €*(y)
diferansiyel ifadeleri birbiri ile egleniktirler.

Sonu¢ II.1.2.
1) (¢ +&)* =0 + b,

2)QAO*=1e*,(Ae C kompleks say1)

oldugu agikur.

Tamm II1.1.3.
¢*(y) = {y) olursa {(y) diferansiyel ifadesine kendisine eglenik diferansiyel

ifade denir,

Yukarida 1 ve 2'den agagidaki sonuglan aliyoruz.
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a) Kendine eglenik diferansiyel ifadelerin toplamida kendine egleniktir.

Gergekten de

G +o) =6 +0,=C, +l= (¢ +¢)

dir.
b) Kendisine eglenik diferansiyel ifadenin reel say1 ile ¢arpimu da kendine esleniktir.
Gergekten A-reel say1 ve €(y) kendine eglenik diferansiyel ifade oldugunda
(A0* = Apg) y® + Apy 0y L+ Apy(0) y )
= (D" Gpgyn)™ + D™ Apyy) ™D + L+ Apy
AL ™ + O™ Ey® Y + . 4Py ] =Nk =g
elde edilir.

11.2. Kendine Eslenik Diferansiyel Ifadelerin Genel Sekli

TeoremlII.2.1,

Kendine eglenik her diferansiyel ifade,

0.
¢, =y ")

™)

L ) . (WL(v-1)
b M= [Gpy ) +Gpy )" ]

bigiminde olan diferansiyel ifadelerin herhangi toplamindan olusuyor. Burada p(x) ancak reel
degerler alan fonksiyondur.
Ispat :

b b

0 - - (n)
nceJtZV(y)zdx ve l(th-l(y)zdx , y,ze C"

a a



19
integrallerine kismi integralleme yontemini uygulayarak &), (y) ve &, ;(y) diferansiyel ifadele-

rinin kendine eglenik olduklarini gosterelim.

b b

)
J ¢, (y)zdx =J ey") Zdx

a a

b
v-1) (v-2)

Zy") -@ @)  +.+ D@y P+ <-1>"J & pyVdx

a

b
(v-1) (v-2)

“Zy") -@ @) et )@Y Vpy™I P+ (-I)VJ @1y ax

a
o Ny 11y, (
- \' V- - \'J
=@ y") -@ @) .+ D@ @y +

(v-1)

+ (D' 1@ - @™y P+ L+ () y 0@V +

b
+ (-1)”[ y @) Vdx |

a

b

=pm,§) + (~1>2”I y p@™)Y dax

a

p reel oldugundan p =p dir. Buradan,
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b b

J‘zv(y)'i dx = p(n.§) + J y G dx

a a

elde edilir. Yani; ¢£* = ¢.  bulunur.
v 2v
. 1 wn ™ wen,
$imdi ¢, (y)= 5 [ (ipy” ') +(py ) ] ifadesinin kendisine eslenik oldu-
gunu gosterelim.

9] v-1)

1) 1 w1 ) 1.
t )= 5 (ipy” ) ve ¢ (W= - (1py(v)) olsun. Bu halde

1 2 . ’ Al
52%1 = g;v)_l + é n)_l olur. Bu ifadelerin egleniklerini bulalim.
b b
(1) , — 1 wnw —
J ezv_l(y)z dx = J 5 (ipy ) zdx

1 — -1 -1 . -1 -2 . -1 -3
== 1ZGpy" )" - @' Gpy* )P+ @" Gpy"H P+ 4

b

Gpy " 18 + (-1)(V)J @™ Gpy"™) dx

a

v-1) . (v-1)

+(1)" (@)

b

1 \4 « =(V \ 2l |
=p1('n,§) + 7 (-1) 4[ (1pz( )) y( l)dx

a

1 . 2 = -
=p, &) +» DY [z y"? - @™ y* P+ .+
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b
+ (D" )Py 4 (- "J apz")" Py dx

a

b

1 ol T
=p0 +5 DV @)Y y ax

a

b

1 T o)
=p(.0) +[ 5 2™ Yy dx

a

Buradan
b b
J b 7 dx = p(n.0) + J b (@) ydx
. g
yani
Gur = 6"

bulunur. Benzer gekilde

D =@y

2v1 2V1

buluruz. Yani; ‘(21)1 ve ‘;2\:)1 .diferansiyel ifadeleri birbirinin ésleni‘gidir. Bu ifadelerden

faydalanarak
— ¢/ D (2) 1)) (2)
(e2v1+62v1 (£(2v 1) +(‘ )
=62 44V ¢

2v-1 2v-1 2v-1

Yani;
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w1~ byt
bulunur.
O halde &,,,(y) ve &, 1(y) seklindeki sonlu sayida diferansiyel ifadelerin toplamida
kendisine eglenikdir,
Simdi tersine ispat yapalim.

(m) (n-1)

€Y)=poy  + P1y +..+ Dy

diferansiyel ifadesi kendine eglenik herhangi diferansiyel ifade olsun.

) = DP Gon® + (DD ETy™V + L+ pry
= (D" [y® 5+ ny™D G + ... + yEp®1+ (D y® V7 +
+@D Y2 Gl + Ly D4+ Py

=" B y® + (U n Gyt + DOV ;) yOD 4

ve ) =¢*(y) oldufundan

Py=¢1)"Bg
esitligi bulunur.,

Once n-nin gift oldufunu kabul edelim. n=2{L. Bu halde sonuncu esitlikten
— VT —
Po=(-1)"pg=1)* g =pg
elde edilir. O halde n ¢ift ve € =¢* oldugunda py-reel degerli fonksiyon olmalidir. Bu halde;

(w)yw) u) @,

€ (¥) = (Pgy =PoY "+HPyHY

@) @

=ppY  +tHP'HY
bulunur.

iki kendine eglenik diferansiyel ifadenin fark: da kendine eglenik diferansiyel ifade

oldugundan,

()~ =Po ¥ + .. +pyy ~ (g y® +up'yy™V + )
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= (-1 Y™V + .
diferansiyel ifadeside kendine egleniktir ve mertebesi <n-1 dir.

Simdi n-nin tek oldugu duruma bakalim. n =2y — 1. Bu halde,

-l — —
po= (D" pg=-py=> py=ip

olur. Burada p yalmz reel degetler alan fonksiyondur. Asagidaki sekilde bir diferansiyel ifade
ele alalim.

() (w-1)

Dy oy ipy®) ]

L
by 1) == L(ipy

B} 1 4
(2;11)+ 1 (2p 2)+

=@p)y 5 nipy

@eu-y 1 @p-2)
=p0yu +—2—np'0y“ N

¢(y)-den Km_l(y) diferansiyel ifadesini ¢ikarirsak (n—1)-inci veya daha kii¢iik mertebeden

kendine eglenik

(1 .\ @1
) = 6, 0 =i )y
ifadesini almg oluruz. Bu ySntemi ard arda uygulayarak, yani; kendine eglenik «y) ifadesinden
yine kendine eglenik em(y) veya ‘zu-l(Y) ifadelerini gikarirsak sonugta sifirinct mertebeden
e()()’) =py

seklinde ifade elde ederiz. (Burada p-reel degerlidir). Boylece

g(Y) - (zu()’) - eu.-l(Y) T oeee ™ ‘O(y) = 0
yani |
Ay) = b () + Gy 1Y) + ... + Gy)

elde edilir,
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Ozel olarak eger €(y) ifadesi biitiin katsayilan reel degerli fonksilyonlar olan kendine eslenik
diferansiyel ifade ise bu halde, bu ifade ‘2u~1(5’) bigiminde olan toplama sahip degildir. Yani;

su sonug gecerlidir.

Sonuc¢ I1.2.2,

Katsayilari reel degerli fonksiyonlar olan kendine eslenik her diferansiyel ifade gift

mertebedendir ve
-1),(v-1
()= Py + oy e L+, ) 4,y
seklindedir.

I1.3. Kendine Eslenik Simir Sartlar1 ve Eglenik Diferansiyel

Operator

Ya» yL y ooy y;n’l) s Yp » y{, y ver y,()"'l) degiskenlerine baghh m-tane U;,U,,...Uy,

lineer bafimsiz sinir formlari verilmig olsun. m<2n oldugu durumda, bunlara oyle

|8}

m+1*Umaa se-Upp ST formlan ekleyelim ki Ul,U2 weUp s Uny1pUpaa seeUsn sistemi

I
lineer bafimsiz olsun. Bu sinir formlar1 lineer bafimsiz oldugu igin

Yoo Yoo s yinhl) s Ty Yy s oo yf,“’“ degiskenlerini bunlarin lineer birlegimleri seklinde

gostermek olur.

(n-1)

-1
Ui) =0y, Ya+ 0 Yo ¥ o + 011 Y, b

t
+ BOI Yp + Bll Yp + oot Bn-ll Yo
............................................................................................

— ! , (n-1) [ (n-1)
Uga0) =0y ¥+ O Yo+t 0 0 Ve + Bogg Yo + Biog Yo ++% Bryon Yo

esitliklerini matris formunda yazarsak
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rU; 7 (%0 %n w11 Po B Boar |[Ya ]
1

U, Cpy Gy w12 Boz B Briz || Ya

U, | (a-1)

U ey Qg e @ Boon Bygn o BoigadlYe

yani; U = AY olur. Siir formlan lineer bafimsiz oldufundan det A # o dir ve bu nedenle A~
vardir. O halde,
Y=A"U

olur. Yani; y, » y; o yfl“'l) s Yp s yL y oo y,()“'l) ifadelerini U,,U, ,...U,, ifadelerinin lineer

birlesimleri seklinde gsterebiliriz. Bunlar

b b

dy)Zdx=pMmE) + | ye(2) dx

Lagrange formiiliindeki p(n,&) ifadesinde yerine yazarsak p(n,&) ifadesi U;,U, ,...U,

n
degiskenlerine bagli ve her degiskene gore lineer olur. Eger katsﬁyllan sirast ile Vo, Voo ¢

,-, ¥ ile gosterirsek;

PME) =V, U+ Vo 1 Uy + o+ V Uy ;

elde etmis oluruz. V,,, V5,1, ... , V; katsayilarimn herbin'nihza,z;,zf!“'l),zb,z{,,...,z‘(,“'l)

degiskenlerinin lineer birlesimi oldugu agikur. Bu durumda Lagrange formiiliinii

b .. b

U Zdx=U V, + U, V, 4. +U_V, 4. +U, V,+| £@ydx
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bigiminde yazabiliriz.

Onerme 11.3.1.

Vi, Vy, .., V,, formlan lineer bagimsizdur.
Ispat :
p(M,E)-nin x =a ve x =b degerlerine uygun toplamlarim aywrarak bu ifadeyi
P(Tlfa) = pb(n,é) - pa(n’ &)
seklinde gosterelim. Burada p,(M,8) ve py(n,£) ifadeleri y, Y, y(n'l) V2,2 e, 2D

fonksiyonlarinin sadece x =a ve x =b noktalanndaki degerlerini iqcriyor.

p(n,&) ifadesinin matrisini bulalim :

p(n,&) ifadesini agik sekilde yazarsak;

n k-1 n k-1 : .
p(M,§) = 2 2 D', Z )® y(k'l's) I, — 2 2 1)° @, 7)® y(k-l-s)

k=0s=0 k=0s=0 2

=k>;0[(pn-k(b> 2b) ) ¥~ 0) Z0))' Y3y ot (1) (g 1 (0) ZBNED i 1-

_g[(Pn-k(a) z(a)) Y?E) 1)_(Pm((a) 2a)) YE§§2)+...+ D, (2 Zan® D Yo

= (py(®) 2(6) ) y5 "~(py() ZON)' ¥y -+ 1™ (pg(®) ZBNT gy, +
et (P o) ZD) ) Yy~ Py g ZBN' Yy + (Py1(b) Z(D)) Yy -

—~ (P@) Z(@) ) Yoo ~(Py@) Z@))' vy O+t (1) (pol@) @)™y, +
ot (0@ F@)) Yy (Pra® Za)' vy + (P @ Z(@) ¥y

elde etmis oluruz.

-1
(f.g)(n) = ™ g+n fD ol 4 n—————(;' ) £72) g+ .. g(n) ;
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Leibnitz formiiliine gore bu ifadeleri agarsak;

pM.0) = { 1™ [p§™1®) Zb) + (n-1) p§(b) Zb) +...+ po(b) Z* () 1 y(b) +
+ (1" [p§ D) Z(b) + (1-2) p§I(b) Z'(b) +...+ po(d) 7 (b) 1 y'(b) +

+ (,.2(0) Z(6)) y(b) — (P, 5(b) Z(D)) y'(b) + (p,,, (b Z(b)) y(b) }-

= (D™ (96 Za) + (0-1) pg (@) @)+t Po@ Z7 V(@) 1 y(a) +

+ (D™ 5 P@ Z@) + (0-2) V(@) Z'(2) +..+ po@ 72 (@) 1 y'(a) +

+ (p, 5(2) Z(@)) y(@) — (p, ,(2) Z(a)) y'(2) + (P, ,(a) Z(2)) y(a) }

elde etmig oluruz. O halde p(n,{) lineer formunun matrisi,

o« e . D"'py@ 1 0 0 0.. 0 0 )

. o« e (-l)nzpo(a) 0 ll 0 0 O 0 0

Po(a)O ..... S 70 iy e | o e
Pm—o_ 0 0. o0 o .. oo -1)™Zpy(b)

0 0 O0.. O 0 } o o L (D", -

LOO ..... 0 ...... 0 ................... 0 { Po(b)ooo .............. O ......... d

"o
I
l'—,_l'l
’
1o

0
w

seklinde gosterecegiz. Burada p, ve py, p;“(n,C) ve ﬁb(n,C)—ye uygun gelen matrislerdir. O ise

biitiin elemanlar "0" (sifir) olan matristir. p, ve p;, matrislerinin herbiri
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. . . . . (_l)nﬂlpo-l
-2

. . . o« D" o O E

b4 "—PO ® .. 0 0 0

P, 0 0..0 0 0 |

seklindedir. p, halinde py = pg(a), py, halinde ise py = py(b), kabul ediyoruz. Bu matriste

kosegenin sag taraf1 yalmz "0"-lardan iist sol tarafi ise bizi ilgilendirmeyen herhangi sayilardan
oluguyor. Ispat igin kdgegenin iist kismindaki elemanlarin degerlerinin ne oldugunun higbir

dnemi olmadifindan yazilmamigtir. p, ve p, matrislerinin determinantlar1 sifirdan farkli
olduklarindan

det p =det(-p,) . det (p,) # 0

dir. O halde, ¥4 ¥h» - » Y Yoo Vb o o Yo deiskenlerinden Uy, Uy 5uoUp, 5ennsUpg

degiskenlerine gegis matrisinin determinann sifirdan farklidir, Buna gorede p(n,&) formunun

U, Uy Uy e Uy, ve za,z (“ 1),zb,zb, (“ U degiskenlerine gore matrisinin determi-

nant1 sifirdan farkl olacaktir. Fakat bu matris ayni zamanda V,,,V,, 1 ,...,V; degiskenlerinin

1 i (m-1) ..
katsayilarindan olugan matristir. Gergekten; ¥, s+ yﬁ“ ), Y ,...,yf,“ ) ifadelerini p(n,§)-de

yerine yazarsak, bu ifade U, U, ,...,.Up, ..Uy, ve za,za,z(“ 1),zb,zb, (“ D degigken-
lerinin bir lineer formu olur. Bu formu,

pmE) =a, Uz +..+a, U 2" +b, U z +..+b U, 2"+

n

...........................................................................

(n D + b2n1 U2n Zb -+ b2nn U2n zf)n-l)

seklinde gosterelim.
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. . .. (n-1) (1) 4w
Diger taraftan V,,V, ¢ ,...,V; ifadelerininz,, .., z, 7, 7z, ..., z5 ’ degiskenle-

rinin lineer formu oldugunu biliyoruz.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

olsun. Bu ifadeleri p(n,&)-de yerine yazarsak

p(n, C) = Ul V2n + ...+ U2n Vl

- (m-1) (n-1)
=U (o, z,+.. vz " +B 7+ + Bz )+

(n-1) (n-1)
+Up (0, 2+t 20+ B,z + B, 7))

elde ederiz. p(n,§)-ye karsilik gelen determinant sifirdan farkli oldufundan, yukandaki

sistemin katsayilar determinantida sifirdan farkl: olur. Yani;

dir. Bu determinant ayn1 zamanda V,,,V,, ; ,...,V; formlarinin katsayilarindan olugan

determinantur. O halde V4,V ...,V,,, formlan lineer bagimsizdur. *

Tammm I1.3.1.
V=0, V,=0,.., Vo =0

sinir gartlarina

U;=0, Uy=0,..., U, =0

m

sinir sartlarinin eglenik (adjoint) siir gartlar: denir.
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Vi=0,.., Vo, =0 sinir sartlarina egdefer olan her sinir gartlarina da

U; =0, .., Uy =0 smir sartlarinin eglenik sinir sartlart diyecegiz.

Tamm 11.3.2.

Eger herhangi sinir garlarinin eglenik sinir gartlan kendisi ile egsdeger oluyorsa, boyle
sinr sartlarina kendine eglenik sinir sartlari denir.

Tammm I1.3.3.
¢*(z) diferansiyel ifadesinin ve

V=0, Vy=0,.., Vo, =0

siir gartlarinin tirettigi diferansiyel operatore (y) diferansiyel ifadesinin ve
U;=0,U;=0,.., U,=0

sinir sartlarimin {irettigi L diferansiyel operatoriiniin eslenik diferansiyel operatéfﬁ denir

ve L* ile gosterilir.

Lagrange formiiliinden ve eglenik diferansiyel operatdriin tanimindan

b b

Lyzdx=| yL*zdx (I1.3.1)

formiili gikiyor. Asagidaki isaretlemeyi kabul edelim:

Ikiy, z € C[a,b] fonksiyonunun <y,z> i¢ ¢carpimin

b
<y,z>= | y(x)z0)dx
formiild ile tammlarsak (11.3.1) esitligi
<Lly,z>=<y,L*z>

seklinde olur.
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Eslenik operatoriin tanimi geregince L operatorii de L* operatoriiniin eglenigidir. Yani;

L** =L
dir.

Tanmm 11.3.4.

Eger L* = L oluyorsa L operatériine kendine eglenik (self-adjoint) operator

denir. L operatdriiniin tammindan agagidaki teorem elde edilir.

Teorem I1.2.2,

L operatdriiniin kendine eglenik olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu operatorii iireten

diferansiyel ifadenin ve sinir gartlarinin kendine eglenik olmasidir. L operatorii kendine eglenik

oldugu durumda <Ly, z> =<y, L*z > formiilii
<Lly,z>=<y,Lz>

seklini alir.
(1.2.1), (1.2.2) sinir deger problemini operator seklinde
Ly=0

gibi yazabiliriz. Uygun olarak eslenik sinir deger problemi
L*z=0

seklinde yazilir. Ayrintil: gekilde L*z = O sinir problemini

¢(z)=0

V,(@=0, v=1,2n-m

seklinde yazmak olur. Burada €*(z), ¢(y)-ye eslenik olan difemnsiycl ifade, V=0,..

sinir gartlar1 ise L operatdriinii lireten sinir sartlarina eglenik sinir gartlaridir.

(I1.3.2)

(11.3.3)

+» Voun=0
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II1.4. Simir Deger Problemi ile Esglenik Simir Deger Probleminin

Ranklar1 Arasindaki Baginti

Bu boliimde sinir deger problemi ile ona eglenik sinir deger probleminin ranklar:

arasindaki bagintiy1 inceleyecegiz.

Teorem I1.4.1.
Ly=0
sinir deger probleminin rank: r ise
L*z=0
eslenik sinir deger probleminin ranki
r=n-m+r
dir.
Ispat :
2y, 2y , ... , Z, fonksiyonlar1 €*(z) = 0 denkleminin lineer bagimsiz n-tane ¢dziimii

olsun. Bu durumda genel ¢6ziim

Z=dlzl+d222+ e dnzn
seklindedir. Bu ¢dziimii (II.3.3) sinir saﬁlarmda yerine yazarsak}dl »dy , ..., d; bilinme-

yenlerine gore bir lineer denklem sistemi elde ederiz. Bu sistemin matrisi;

Vie) Vi) . Vi)
Vyz)  Vyz) . Vy(z)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

V2n-m(zl) V2n-m(22) V2n-m(zn)

seklindedir. Bu matrisin rankim r' ile gosterelim. Bu halde (I1.3.2), (I1.3.3) eslenik sinir

deger probleminin n—r' tane lineer bagimsiz ¢6ziimii vardur.

y fonksiyonu Ly = 0 denkleminin herhangi ¢6ziimii olsun. Bu halde £y) =0 ve
Uyy) =0, v=12,..,m olur. Bu halde y ve z, fonksiyonlari i¢in Lagrange formiilii
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Uit ) Von (@) + Up o) Vi (@) +..4Un(y) Vi(z,)=0,, v=1n (I.4.1)

seklini alir. Yukanidaki formiilii v=1,2,...,n i¢in yazarsak U ;(¥), U 5(¥) 5. Up(y)

ifadelerinin

Uit Vo m(@) + . + Uy (0)V,(z)) =0
Um+1(y)v2n-m(ZZ) + + U2n(y)vl(z2) =0

...................................................

U MV (@) + .. + Uy (9IV(z) =0

(11.4.2)

lineer denklemler sisteminin ¢6ziimii oldugunu elde ederiz. Lagrange formiilii gere§ince bu

lineer denklemler sistemi Ly=0-1n her y ¢oziimii i¢in saglaniyor. Bu ¢6ziimler y;,y, ,...,¥pr

olsun. Bu halde (II.4.1) formiilii geregince,

(Um+1(y_,) 9 vee Ugn(y_,)) ’ j= 1’n'r

E)

vektorlerinin herbiri (I11.4.2) sisteminin ¢dziimii oluyor. Bu ¢bziimlerin lineer bagimsiz
olduklanm gosterelim.

Bu vektorleri
W, = (U (99 5 s Ugg(y)) » J= 12,001

ile gosterelim ve berhangi «,; , o, , ..., 0 . sayilan igin

0wy + OpWy + o + 0 W = 0

oldugunu kabul edelim.

~J
y = alyl + a2y2 + ...+ (Xn_r yn_r“

olsun. Bu durumda,
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alwl + a2W2 + ...+ an_r Wn_r = al (Um+1(y1) 3 Um+2(y2) 3 eee s U2n(y1)) +
+ az(UmH(yz)’Um+2(y2)""’UZn(y2))+“'+an-r(Um+1 (yn—r)’Um+2(yn-r ""’UZn(yn-r))
=, U (y1)+a2Um+1 (yp+..+o (Up (yn-r)’alUm+2(yl)+a2Um+2(y2)+

+.. .+an_r(Um+2(yn_r)a . .’al (Uzn(y 1 )+a2(U2n(y2)+" ’+a2(U2n(yn-r))

=U_ ..U &, ...Uy =0

yani;
Um+1(3;) =0, Um+2(3;) =0, .., Ug,,(?)) =0 (11.4.3)

olur. Diger taraftan y, , ¥ , ... , ¥,.r fonksiyonlarinin hir biri

{l(y) =0 Y 4
U=0, v=1lm

homojen simr deger probleminin ¢8ziimii oldugundan bu fonksiyonlarin lineer birlesimi olan ‘y

fonksiyonu da bu sinir defer probleminin ¢8ziimiidiir. Buradan,

U, =0,U0,$)=0,..,U,$H=0 (I1.4.4)
esitlikleri elde edilir. (I11.4.3) ile (11.4.4)"ii

U®M=U=..=U, M =0 (11.4.5)

seklinde yazahm. Onerme 1.1.1. geregince buradan

~ ~~(n-1) ~l as(n-1)

ya='§';=... =y, =y, =Y ==Y =0 (I1.4.6)

elde edilir. O halde ¥ fonksiyonu
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ey) =0
{ ¥ | - o (11.4.7)
Ya=VYa ==Y, =Yy = e TY} =0

sinir deger probleminin ¢oziimiidiir. Lineer diferansiyel denklemler teorisinden biliyoruz ki [8]
(11.4.7) sisteminin ancak y =0 trivial ¢&ziimii bulunur. Buradan '37 =0 dir.

ns
y= al yl + 01.2 Y2 + ...'+ Otn_l. yn—r

oldufundanve y;, y5, ..., ¥, lineer bagimsiz oldugundan buradan

a1=a2=...=an_r =0

sonucu ¢ikar. Boylece ispat ettik ki (I1.4.2) sisteminin n-r sayida lineer bagimsiz

}
(Um+1(yj) s Upy) ) j=1.2,..nr
¢Ozlimleri vardir.

(I1.4.2) sisteminin matrisinin rank1 r' oldugundan bu sistemin 2n-m-r' sayida

(ne az ne de fazla) lineer bagimsiz ¢dziimii vardir [3]. Bu durumda

n-r<2n-m-r
saglanir. Bu esitsizlii

r<n-m+r (11.4.8)
seklinde yazalim, Diger taraftan ele aldigamuz iki sinir deger problemi kargihkh olarak birbirleri
ile eglenik oldugu i¢in (I1.4.8) esitsizligi r-ile r'-niin ve m-ile (2n — m)-nin yerini

degistirdigimizde de gegerli olacakur. Yani;

r<n—-(2n-m)+r (11.4.9)

olur. Buradan,
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r'2n—m+r

bulunur. (11.4.8) ve (I1.4.9) dan dolay:

r=n—-m+r

bulunur.

Sonug 11.4.2.
m =n ise r =rdir. Yani, eger lineer bagimsiz sinir gartlarinin sayisi denklemin mer-

tebesine esitse, verilmig sinir deger problemi ile eglenik sinir deger problemlerinin ranklan esit

oluyor.

Sonug¢ I11.4.3.
Eger lineer bagimsiz sinir sartlarinin sayis1 diferansiyel operattriin mertebesine egitse

ve efer homojen sinir probleminin yalniz trivial (tek bir sifir) ¢6ziimii varsa bu durumda eslenik

sinir problemininde yalniz trivial (y = 0) ¢6ziimii vardr.
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III. BOLUM

DIFERANSIYEL OPERATORUN OZDEGERLERI

ve OZFONKSIYONLARI

III.1. Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar
{‘(Y) =0 (I11.1.1)

u,(y)=0 ,v=1m

sinir deger probleminin iirettigi diferansiyel operatér L olsun.

Tanmm IIT1.1.2.

Eger A € € parametresi igin
Ly =Ay (I11.1.2)

denkleminin trivial olmayan (y # 0) ¢6ziimii bulunursa A-ya (I11.1.1) simr deger probleminin

O6zdeger'i denir ve buna uygun ¢dziimlere ise 6zfonksiyonlar denir. Bagka bir deyimle;

efer herhangi A i¢in;

{e(y) =y . (I11.1.3)
U()=0,v=1m S

sintr deger probleminin y # 0 ¢oziimii bulunursa A-ya 6zdeger y-ye ise 6zfonksiyon denir.
Aym bir A dzdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlarin herhangi lineer birlesimleri de

bu A-6zdegerine uygun 6zfonksiyon olacaktr. Ciinkii, eger;

Ly;=Ay; ve Ly,=4y,

ise keyfi ¢, ve ¢, sabitleri i¢in
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Lc;y; +6¥2) =AMy y +C2¥,)

dir. Diger taraftan

«y) = Ay

homojen lineer diferansiyel denkleminin her bir A igin en fazla n-tane lineer bagimsiz ¢dziimii

bulundugu i¢in agagidaki teorem verilebilir.

Teorem IIL1.1

Ayn bir A-6zdegerine uygun gelen 6zfonksiyonlar kiimesi boyutu < n olan lineer

uzay olusturur.

Bu uzayin boyutu (IT1.1.3) probleminin verilmig A-ya kargilik gelen maksimal

sayida lineer bagimsiz fonksiyonlarinin sayisidir.

Tanim III.1.2

L-dzdegerine uygun maksimal sayida lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin sayisina A-nin

0zkat1 denir.

Sonug¢ ITI1.1.2.

Her bir 6zdegerin 6zkati sonlu olup <n dir.

Ozdegerleri belirleyen sartlan bulalim:
1) m < n halini ele alalim. ¢;(y) = {y) — ALy kabul edersek (III.1.3) sinir deger

problemi

{51()') =0

_— I11.1.4
u,()=0,v=1m ( )

seklinde yazilabilir. Bu halde Sonu¢ 1.2.2. gerefince agafidaki sonug elde edilir.
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Sonug¢ III.1.3.

m < n oldufunda her A € € 6zdegerdir.

2) m2n oldugu hale bakalim.

dy)=Ay

denkleminin n-tane lineer bagimsiz ¢6ziimi
¥106A), Yo(XA) e RACHS)

olsun. Diferansiyel denklemler teorisinden biliyoruzki bu ¢oziimler, A-parametresine gore

analitik (tam) fonksiyonlardir. Bu halde genel ¢6ziim;
y(x,A) = ¢y (X)) + ¥ (X,A) +.ooot €y (X,A)

seklinde olur. Bu genel ¢6ziimii sinir gartlarinda yerine yazarsak'; Cl s ) s wennen , €, bilin-

meyenlerine gore lineer denklem sistemi almig oluruz. Bu sistemin matrisi,

(U (y,(x0) oo Up(y (x0) ]
UQ) = Uz(yl(X,k)) Uz(yn(x,)\,))

...............................

LU, (y;6A) e U (7, (x,A)) ]

dir.
Asagidaki haller Qlabilil“.

U(A) matrisinin biitiin nxn minérler1 A-nin fonksiyonu gibi sifira esittirler, yani;
rank UQA) €n-1
dir. Bu halde her bir A € € sayisinin 6zdeger olacagi agiktir.
En az bir n x n mindrii # 0 olsun, bu halde U(A)-nin biitiin n x n tipinde mindrle-

rini sifirlayan A € € sayilan 6zdegerler olur.
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Her bir x igin yl(x,K), ..... s yn(x,l) fonksiyonlar1 A-ya gore tam fonksiyonlar
olugundan yukarida adi gegen her bir mindrde tam fonksiyondur. Kompleks analizden

biliyoruz ki sifirdan farkli olan (# 0) her bir tam fonksiyonun sonlu veya sayilabilir sayida sifin

var veya hi¢ bir sifirt yoktur ve bu sifir noktalarinin hig bir sonlu limit noktas: olamaz.

(ITI.1.2) sinir deger problemi igin agagidaki alternatifler elde edilir.

1. Herbir A € € 6zdegerdir veya higbir 6zdeger yoktur.

2 . Sonlu sayida dzdeger bulunur.

3. Sayilabilir sayida (A,) 6zdegerleri var ve bu halde

Iim A = oo
n

n—yee

dur.
Bundan sonra sadece m =n halini ele alacagiz.
Bu halde,
ULy, A o Uy, ]
UO\,) - Uz(yl(x,x)) ses U2(yn(X,A.))
U (y,(6A)) - U (3, ()]
ve

U1 (yl) Ul(yZ) Ul(yn)
AQ) = det (UV)) = Uz(y]) _Ug(y;)_) Ug(yn)
Uy  Uilyy) U (yy)

olsun. Bu durumda m 2 n halinde aldigimz sonuglar asagidaki gekilde ifade edilir.
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Toerem III.1.4

A-nin dzdeger olmas: igin gerek ve yeter sart A(A)=0 olmasidir. Yani (IT11.1.3) sinir

deger probleminin biitiin 6zdegerleri sadece A(A)-nin sifirlarindan ibarettir.

Tamm IIL.1.3

Ul(yl) UI(YZ) .or Ul (yn)
AQ) = UZ(yl) U2(y2) U2(yn)
U,0) U.(yy) U (y)

determinantina L operatoriiniin karekteristik determinanti denir,

Tanim I11.1.4

Eger Ay, A(A)-nin p-yinci mentebeden sifir ise p-ye Ag-6zdegerinin cebirsel kati

denir. Yani, efer;
AQY =A%) =o.. = APDA N =0 , APOYH 20

ise p-ye Ay-Ozdegerinin cebirsel kat: denir.

Teorem III1.5.
Ao-1n 6zkat: cebirsel katindan bilyiik degildir.

Ispat :
A-1n 6zkat g, cebirsel kati p olsun. Bu durumda q < p oldugunu gosterelim.
rank URA) =r

olsun. Bu halde

q=n-r (IT1.1.5)

olur.



A(X) fonksiyonunun tiirevini

AQ) =

seklinde yazalim. Sag taraftaki determinantlarin herbirinin n—1 sayida satir1 A(AL) determi-

nantinn satirlarindan ibarettir. Aym sekilde k-yinci mertebeden tiirev aldigimiz zaman elde

edilen determinantlarin herbirinin n—k sayida satirn A(A) determinantinin satirlarindan ibaret

dU,(y)  dU(yp)
. dx

Uz(yl) Ug(yn)

Uy - Uplyy)
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U1 (y 1) . U1 (yn)
dUz(yl) dU2(yn)
+Hoav T d

.......................

U,(yy) U,(y,)

U,(y)) .. Uz(yn)

du_(y,) du (y,)
a.

olacaktir. O halde k<n-r—1 oldugunda A(k)(k)—mn acilimindaki her bir determinantin

n-k2n-(n-r-=r+1

sayida satn A(A)-mn satirlarindan olusur. Fakat rank U(L) =r oldugundan agilimdaki her bir

determinantint + 1 sayida satirt lineer bagimli olacaktir. Determinantlarin bilinen 6zelliklerin-

den [3]

A (7»0) =

elde edilecektir.

AGg) = = AN =0

Difer taraftan Ay-in cebirsel katt p oldugundan

A0y =.... = APV =0 , AP )20

dir. (IT1.1.5), (IT11.1.6) ve (I11.1.7) den

elde edilir.

(I11.1.6)

(IT1.1.7)
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Teorem IIL.1.6.

Eger A-1n cebirsel kat1 1'e esitse dzkatida 1'e esittir. Yani; p=1 = q = p dir.

Ispat :

Teorem III.1.5. geregince q =1 dir.
Diger taraftan A(Ag) =0 oldugundan dolay:

r<n-1

dir. Buradan q=n-r2>1 dir.

O halde q=1 elde edilir.

II1.2. Sinir Deger Problemi ile Eslenik Simir Deger Probleminin

Ozdeger ve Ozfonksiyonlar1 Arasindaki Bagmti

€y) = Ay
Uw=0 ,v=1n

IT1.2.1.
sinir deger problemi verilsin,

Teorem III.2.1,

‘Eger Ay , (II1.1.3) sinir deger probleminin 6zdegeri ise ve 6zkat1 g-ise 7»0, eslenik

sinir deger probleminin dzdegeridir ve 6zkat (' = q dur.

Ispat :
Aq > (ITI.1.3) simr deger probleminin dzdegeri oldugunda;
€y)—Ay=0

U=0 , v=1n

sinir deger probleminin g-tane lineer bagimsiz ¢éziimii bulunur.

6L(y)=4y) —y



yazarsak
6(y)=0

. (II1.2.2)
U=0 , v=1n

simr deger probleminin g-tane lineer bagimsiz ¢oziimii bulunur.

€¥(y) = (ly) — Ay)* = €(y) — (Agy)* = €5(y) — Agy
oldugundan (IT1.1.4) simir deger probleminin eglenik sinir deger problemi

eX(y) = Ay
V=0 ,v=1n

seklinde olur.
Teorem II.4.1. geregince
r'=n-m+r=n-n+r=r
dir.

0 halde_xo eslenik sinir deger probleminin 6zdegiridir ve onun zkat

1 \

g=n-r'=n-r=gq

dur.

b

J y(x) z(x) dx

a
integralini <y,z> seklinde g6sterelim. Buna y ve z fonksiyonlarimn ig ¢arpimu denir.

Tamm III1.2.1.

Eger <y,z>=0olursa y ve z ye ortogonal fonksiyonlar denir.

Teorem IIL.2.2

Ao ve W, eslenik sinir deger problemlerinin dzdegerleri olsunlar. Eger, Ao *Fo ise

bu dzdegerlere uygun 6zfonksiyonlar ortogonaldir. Bir bagka deyisle;
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Ly =Xy Yo L*zg= Mg 7 7\.012-]:0 ise <yp,zg>=0"
dir.

Ispat :
L ve L* eslenik olduklarindan Lagrange formiilii geregince

<Ly0,zo>=<y0 ,L*zo>
dir. Burada Lyg =244y, ve L* z; =y, esitliklerini yerine yazarsak
Ay<Yo,Zy>=Ho<Yp»Zo>

elde ediriz. A, # [, oldugu i¢in sonuncu esitlikten
07 Ho LR

<y0,zo>=0 ‘

bulunur.

Teorem IIL2.3.

Kendine eslenik lineer diferansiyel operatoriin biitiin 62de§erlcri reeldir.

Ispat :

L=L* veLys=4y¥y» Yo # 0 olsun. Lagrange formiilii’'geregince;

<Lyp,yo>=<yy,L*yy>=<yq,Lyy>

olur. Buradan

<MYy, ¥0>=<¥p.rpY0>

(7»/0——7;))<Y0,Y0>=0

bulunur. <y, yo>#0oldugu igin
(\g—Ag) =0 yani hg=Ag

dir. O halde A reeldir:
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Sonuc¢ I11.2.4.

Kendine eslenik diferansiyel operatdriin farkli 6zdegerlerine uygun 6zfonksiyonlar
ortogonaldir.

Ispat :

Ly=Ay,Lz=puz ve A #p olsun.

Teorem III.2.3. geregince L = | yani A # U elde edilir. Buradan ise Teorem
ITI.2.2. geregince ve L =L* oldugu igin

<y,z>=0
elde edilir.

Ornek II1.2.5.

-y =4y
yO =0, y(1)=0

sinir deger probleminin dzdeger ve 6zfonksiyonlarini bulalim.

Coziim:

Verilen denklemin genel ¢oziimii,

y =¢, Cos \/_?T X+¢C, Sinﬂ X

dir. Sintr gartlarinda yerine yazarsak;
y(0) = ¢ = 0

Yay=—¢ v A Sin/ A +¢, /A Cos/ A =0

oldugundan dzdegerleri bulmak igin

1 0
?\, =
A® |_/; sin/2 /% Cos/2

=\/;Cos\/?:=0
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denklemi alimr. Bu denklem ¢oziilerek

2

pi
A =(—— + nn) , n=123..
n 2
Ozdegerleri elde edilir.
A, n=0.,12. ozdegerleri  A(A) fonksiyonunun basit sifirlar1 oldugundan

Teorem II1.1.6. geregince bu 6zdegerlerin herbirinin 6zkat 1'e esittir. Uygun 6zfonksiyon-

lar

yis
Yox)=1,y,(x) =Sin (——2- + mt) X , n=123_.

fonksiyonlaridir. (Veya bu fonksiyonlarin, keyfi sifirdan farkli sabitlerle carpimlanidir).
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IV. BOLUM

LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN TERSI

GREEN FONKSiIYONU

IV.1. Lineer Diferansiyel Operatoriin Tersi

A operat6riiniin tamm bdlgesi D, deferler bolgesi ise R ile gosterilir.

Tanm IV.1.1.
Eger B operatdriiicin Dg =R, ve

B(Ax)=x ,V xe Dy
ise B-ye A-nin tersi denir ve Al e gosterilir. Yani V x € D, igin

Al Ax) =x (1V.1.1)
dir.

Onerme 1V.1.1.
Eger A-nin tersi varsa Alinde tersi var ve

1 -1
(A =A
dur.
Ispat :
(1V.1.1) esitlii gerefince RA_l =D, esitligi saflanir ve

AATAX) = Ax |

elde edilir. Ax =y dersek sonuncu esitlikten

AA'y)=y ,VyeR,=D (IV.1.2)
A

-1
bulunur. Yani A= (A) dir.
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Onerme 1V.1.2.

Eger A lineer ise Al de lineerdir.
Ispat :

Eger y;,Y, € DA_1 =R, ise
A (oc1 A'ly1 +a, A'lyz) =0, A A‘ly1 +o, A A'ly2 =y, + oy,

olur. Buradanda her iki tarafa A" uygularsak

-1 -1 -1
o, Ay + o, A'y,=A (ozlyl + oczyz)

elde edilir.

Onerme 1V.1.3.
Lineer A operatoriiniin tersi olmasi i¢in gerek ve yeter gart

Ax=0 (Iv.1.3)
denkleminin ancak bir tek x =0 agikar ¢6ziimiiniin bulunmasidur.
Ispat :

A-nin tersinin oldugunu kabul edelim.

(IV.1.3) esitliginin her iki tarafina A™"i uygularsak, A" de lineer oldugu igin;

x=AtAx)=A%0)=0
elde ederiz.

Ax = 0'n ancak x = 0 ¢6ziimiiniin oldugunu kabul edelim,
Her y € R, i¢in, -

Ax=y (IV.1.4)
denkleminin ¢oziimii oldugu agiktir. Bu ¢oziimiin tekligini gosterelim. x' ve x" iki ¢oziim

olsun. Yani; Ax' = Ax" =y olsun. A lineer oldugu i¢in, buradan A(x‘—x") = 0 elde ederiz. Bu

ise garta gore x'—x" = 0, yani x' = x" olmasim gerektirir.
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Hery € Ry-ya Ax =y denkleminin ¢dziimii olan x € D,-y1 karg1 getiren operatre

B dersek, herx € D, igin;

B(Ax)=By=x
elde ederiz. Bu ise B-operatoriiniin A-nin tersi oldufu demektir.

IV.2. Lineer Diferansiyel Operatoriin Tersinin Varlg

dn-ly
+..+p,Xy

d"y
(y) = pyx) — + Py () —
dx dx

diferansiyel ifadesinin ve

U,M=0 ,v=12,.n

siir gartlaninin direttigi lineer diferansiyel operatorii L ile gosterelim. L-nin tersi olmasi igin

Onerme IV.1.3. geregince Ly = 0 denkleminin bir tek y = 0 agikar ¢dziimiiniin olmasi
gerek ve yeter garttir. Yani;

(n-1)

) Y™ +p,0) y* P+ +p (x) y=0

denkleminin her lineer. bagimsiz

yl(x) ’ Y2(X) 3 oo ’yn(x)

¢Oziim sistemi igin

Uy)  Ulyy) . Uty
_ U2(y1) Uz()’z) Uz(yn)

ooooooooooooooooooooooooooooooooooo

matrisinin ranki n olmaldir (rank = n). Boylece efer
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detU=#0 (Iv.2.1)

ise L™ vardir. L™-i bulmak ve zelliklerini incelemek i¢in en etkili yontemlerden biri Green

fonksiyonu denilen fonksiyonu bulmaktir.

I1V.3. Green Fonksiyonu

Tamm 1V.3.1. .
Asagidaki gartlan saglayan

G(x,€) : [a,b] x [a,b] > €

fonksiyonuna L operatoriinin Green Fonksiyonu denir.

1. G(x,£) fonksiyonu siireklidir ve x'e gore (n—2)-inci mertebeye kadar (bu mertebe-

de dahil) biitiin siirekli tiirevleri vardur.

2. Her € € (a,b) i¢in [a,) ve (&,b] araliklarinin her birinde G(x,£) fonksiyonunun

(n—1)-inci ve n-inci mertebeden tiirevleri var siireklidirler ve x’e gére (n—1)-inci mertebeden

tiirev fonksiyonu

n-1 n-1

9 1
— G +08) - G - 0,8) = ——
ox :

ox™! po&)

ozelligine sahiptir.

3. Her bir [3,E) ve (£,b] aralifinda G(x,£) fonksiyonu x degiskeninin fonksiyonu
gibi

UG)=0

UG)=0, v=1n

sinr deger probleminin ¢6ziimiidiir.
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Teorem IV.3.1.

Eger L operatoriiniin tersi varsa bu halde Green fonksiyonuda var ve tekdir.
Ispat :

¢(y) = 0 denkleminin n-tane lineer bagimsiz ¢oziimii y;(x) , y5(x) , ... y,(x) olsun.
[a,£) ve (E)b] araliklarrinin her birinde G(x,§) fonksiyonu y) = 0 denklemini

sagladif icin G(x,£) fonksiyonu;

.‘A

2,(8) y, () + ... + 3, (6) y,(x) , a<x<§
b, &) y,(x) + .. +b (E) y,(x) , E<x<b

G(x.,£) ={ (IV.3.1)

bi¢imindedir. Green fonksiyonunun tanim geregince,

k
0 G(x,%)

ox~

k
_ 9 G(x,E)
4 ox¥

, k=0,n-2

x=£+0 x=£-0

esitlikleri saglanir. Bu esitliklerden (IV.3.1) geregince

[218) y18) + ... + 2,(8) yu(B)] - [b;) y1(E) + ... + by(€) y,(E)] =0

[2)®) y'1®) + ... +2,8) yy©)]=[by&) y1(6) + ... + b (E) y(E)] =0

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

(4,6 YT 2@ + . + 2, YT P®1-1b,® ¥ PE + ... + b, yTP®)1=0

esitliklerini almig oluruz. Bu durumda

3" G
ox™!

3n_lG(x,§)
axn-l

1
x=E+0 x=t0  Po®

sarti,

n- n- n- n- 1
3, ¥V E) 4.t 228) YV EHDE®) YTV E) +.oot by®) ¥ "(&)]=-—p—(—5
0
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esitligine doniigiir.

.

Ck(r;) bk(é) ak(g) =1,n

kabul edersek aldifimiz egidikleri, ¢, , ¢, , ... , ¢, degiskenlerinin agafidaki sistemi halinde

yazabiliriz.

cl yl(g) +.o.+ cn yn(g) = 0
........................................ (1v.3.2)

(n-1) (n-1)
¢, yy G +..+c y, (&)-——
' PQ(YQ)

Burada ¢ = ¢ (§) dir. Busisteme ¢, ¢, , ... , ¢, degiskenlerinin sistemi goziiyle

bakarsak, bu sistemin determinant y;,y,, ..., Yn Qﬁziimlerinin

y;(X) Y2x) oy (%)
I | |
y1(%) Yox) .y (X)
Wy, ¥) = ! 2 n
y* D) yP Dy Y™ Dx)

Wronskian determinantinin x = § noktasindaki degerine esittir. Bu ¢oziimler lineer bagimsiz

olduklarindan sononcu determinant her bir noktada sifirdan farkhdir. Yani (IV.3.2) siste-

minin tek bir ¢, ¢y, ... , ¢, ¢Oziimii bulunur.

a ve b (k= 1,n )-lan belirlemek igin stnir sartlarindan yararlanacagiz. U (y) sinir

formunu

Uy(y) = Uy,(y) + Uy () (IV.3.3)
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bigiminde yazabiliriz. Burada U,,(y) ile sadece Y Yy » - oY degiskenlerini, U, (y) ile ise

sadece Yy » y{, s o ‘,y](,n'l) degiskenlerini igeren simr formlan gosterilmigtir.

G(x,8) fonksiyonu her bir § € [a,b] igin x degigkeninin fonksiyonu gibi sinir

sartlarim sagladiindan,

Uy@) = Uyy(y) + Uy ()

=Uya@yp + o +ayy) + Uy (by yi+ .. + by

= [a)Uy, () + - + aU, (y)] + [byUyp Op) + oo + b Uy (v,)]

= [(b1c)Uyq (yp) +..et Oy IUy, )] + [(bUy (yp) +..+ bUyy (3]

= [b;(Uy, ()f1)+Uvb Yi)+...+ b“(U."a ) +Uyp D] = [€1Uy, )+ +c U, (vp)]

= [blUv(Y1)f +..+ b U (y)] - [cIU‘,a (y1) +.+ c Uy, (Yn)] =0
bUy(y;) +..-+ b U (y,) = C1Uya (7p) +.t cgUy, (3,)

yazabiliriz. Sonuncu fe§itligi v=1,2,..,n igin yazarsak b;, b, , ..., b, degiskenlerinin

b,U,(y,) +o..t b U (y) =cU,(y)+... + c Uy

b Ua(y1) + e + bU,(y) = €Uy () + e + €Uy, (y,) (1V.3.4)

000000000000/ 00000000t0000000re000c0s00s00000000000000000 000000

b U (y) +...+b U (y) = ¢ Una(yp) + 0% c U L (y,)

sistemini elde ederiz.

(IV.2.1) sart1 geregince bu sistemin determinanti sifirdan farklidir. Bu nedenle
(IV.3.4) sisteminin ¢6ziimii var ve tekdir. O halde buradan by,by, .., b, -ler tek olarak

bulunabilir.

Dahadncedecy , ¢, , ..., ¢, -ler tek olarak bulunmugtu.
ak = bk bl Ck N k = T;l.
oldugundan dolay1 bu formiilden a,, 3y, ..., a, -lerde tek olarak bulunur. Boylece Green

fonksiyonunun varli: ve tekligi ispat edilmis oldu.
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IV.4. Green Fonksiyonu Yardim ile Diferansifel Operatoriin

Tersinin Bulunmasi

Ly=0
denkleminin ancak y =0 ¢oziimiiniin oldufunu kabul edelim. Bu halde L! operatorii ve

y= Ll fonksiyonu

dy)=f (Iv.4.1)
Uvy)=0 , v=1.n (I1V.4.2)

sinir deger probleminin ¢6ziimii olur. f verildiginde bu ¢6ziimii buﬂlabilmek igin L! operatd-
riiniin genel bigimini bulalim,
Teorem IV.4.1.

Eger Ly =0 denkleminin ancak y = 0 ¢oziimii bulunursa ber fe C[a,b] igin
Ly=f

denkleminin ¢6ziimii var ve bu ¢6ziim;

b

y(x) =J G(x,E) £E) dE (1V.4.3)

a

formiilii ile ifade edilir. Burada G(x,£) fonksiyonu L operatdriiniin Green fonksiyonudur.

Ispat :
(IV.4.3) formiilij ile verilen

b

y) = | G(x,5) f(€) d§

fonksiyonunun (IV.4.1), (IV.4.2) siirdeger probleminin ¢Oziimii oldugunu gosterelim.
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Her & € [a,b] igin G(x,£) fonksiyonunun x degigkenine gére (n—2)-inci mertebeye

kadar ((n—2]-inci mertebe dahil) siirekli tiirevleri oldugundan (IV.4.3) formiilii ile

tanimlanmug y(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda siirekli y', y", ... y(“'2) tiirevleri var ve

b

3 G(x,
Y§I§=J ———a(f 2 f€)d§ , v=12,..,n-2 (IvV.4.4)
X

a

formiilii gegerlidir.

el G(x &) fonksiyonu x = € noktalarinda siireksiz oldugundan y(n D' i bulmak
axn-l B

igin (IV.4.4) formiiliinii v =n-2 i¢in agagidaki sekilde yazalim.
X b

n-2
N d 9 G(x8) ‘
yExf’=J —a(—&lf@) dg + J ?’;if@ de

X
X

Sag taraftaki integrallerde, integral fonksiyonlar1 siras: ile (ax) ve (x,b) integralleme
araliklarinda kendileri ve x’e gére tiirevleri siirekli oldugundan matematiksel analizden Leibnitz

kural1 geregince y(n D var ve agagidaki formiille ifade edilir.

X

n-2
a k4
Yoy = ———ﬁf@ dt + —ﬂ’;ﬁ £x) ¥
ox™! ox™ E=x-0
b n-2
+J f__(ﬁfg ) dE — iﬂ;ﬁf(x) (IV.4.5)
ox™! ox"

. x E=x+0
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n-2
___8 G();,é) fonksiyonu & =x noktalarinda siirekli oldugundan sonuncu formiilii
ox™
* b n-1
n a G(x,8) 0 G(x,8)
y§x>l)-J —an(é) d§ + J ———f(®) d§ (1V.4.6)
28 ox
a . X
bigiminde yazabiliriz. Yani;
b
3 G(x.E)
Y = J — o O (IV.4.7)

a

dir. (IV.4.6) formiiliiniin saj tarafindan benzer sekilde tiirev alirsak

x n-1
G D
Yoy = J 9069 ceyat + —(—’fg) £(x) +
‘ x" ox" E=x-0
l; n-1
+J Gx.8) —— 2 f(E) dE - Er%@_ £(x) (IV.4.8)
. ax ax §=X+0

formiiliinii elde etmis oluruz. Green fonksiyonunun tanimi geregince

5" Gx,£) G(x.E) :
n-1 X - n-1 X) =
ox x=£+0 ox x=£-0 Po(®

oldugundan (I1V.4.8) den
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9 G(x, &) 1
f(€) A& + —— f(x) (IV.4.9)
J ox" Po€)

formiilii ortaya gikar. y(x) fonksiyonu ve tiirevleri i¢in aldigimz formiilleri «y) diferansiyel

ifadesinde yerine yazarsak

yani;

€y) = pyx®) Y™ + p,(x) y

N p,(x)y

b
) 3 G(x,E) £(x)
- pO(x) I:J ax f(&) d& ( ):l +

a

b b

G k)
n-1 f(E-’) da *o.t Pn(X) G(x:é) f(&) d§

+ pl(x)

o
QU

(x 5 3 GmE)
n-1

= f(x)+J po(x) +p,(x) + ... + P, (X) G(x,ﬁ)] f(§) d§

b

=f(x) +[ «G) £(8) & ,

a

b

«y) = f(x) +J «G) £(8) d§

a
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formiilii elde edilir. Fakat Green fonksiyonunun tanim gcrcgihcc G(x,5) fonksiyonu her

€ € (a,b) icin [a,E) ve (E,b] araliklarinin her birinde homojen

dy)=0
denklemini sagladifindan sonuncu formiildeki integral ifadesi sifira egittir. Yani;
Uy) =f(x)

elde edilir. Boylece (IV.4.3) formiilii ile tanimladifimiz y(x) fonksiyonunun (IV.4.1)
denklemini sagladigini ispat ettik. Simdi bu fonksiyonun (I1V.4.2) sinir sartlarim sagladigim
gosterelim.

U (Y) " v0Ya o lya vn lyt(in ) 2 E5v0yb u Bvlyi? to. ¥ an lygl )
b
: d G
= avol[ G(x,8) f(§) d& e Tt G lf __@ f(E) d§
= ox™!
b
) G( £)
+ ﬁvoj G(x,8) f(§) d§ ]x=b + o+ ﬁvn_IJ - f(€) d& |
b n-1
d G(x,8)
= avo G(X,g) + ..+ ucvn_l _—a—an— f(g) d§ +
b

. anan(x,&) ;
+ 2.5 O&x8) + .. + B, -—a—-n—i—— f(&) d€ =
X

X=



b

=J U, (G) £(§) d§

a

bulunur. Yani;

b

mm=Jm@m®&

a

oldugundan ve G(x,) fonksiyonu sinir sartlarini sagladigindan (IV.4.3) formiilii ile y

fonksiyonu igin

b

U,(y) = J U,(G) f(€) d&=0

a

elde edilir. O halde (IV.4.3) formiilii ile verilen y fonksiyonu (IV.4.1) , (IV.4.2) sinir

deger probleminin ¢dziimiidiir.

Boylece ispat etmig olduk ki

b

ﬁ&JGWQKQ&

a

dir. Yani; L diferansiyel operatériiniin tersi, ¢gekirdegi G(x,§) Green fonksiyonu olan integral

operatoriidiir.
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1V.5. Eglenik Operatoriin Green Fonksiyonu

Ly =0 denkleminin tek bir y = 0 agikar ¢6ziimiiniin oldugunu kabul edelim. Bu halde

r = n dir. m = n oldugundan, yani lineer bagimsiz sinir gartlarinin sayis1 denklemin

mertebesine esit oldugundan eslenik sinir deger probleminin rankir'=n-m+r=r=n olur.

Yani; L*y =0 denklemininde bir tek y = 0 agikar ¢dziimii bulunur. Bu nedenle L* diferansiyel

operatdriiniinde tersi vardir.En son ispat ettifimiz Teorem IV.4.1. geregince (L"‘)'I

operatOrii,

b

L*y'g= J H(x,E) g(&)d¢

a

integral operatdrii bigiminde yazilabilir. Burada H(x,£),L* operatdriiniin Green fonksiyonudur.

L ve L* operatorlerinin Green fonksiyonlar arasindaki baémuyl bulalim:

L= ¢ ve (L"‘)'1 g =Vyolsun. Buradanf =L@ ve g=L*y dir. L ve L* operatorleri

eglenik operatorler oldugundan,
<Lp,y>=<¢,L*y>
bagintisim yazabiliriz. Yukarida yazdiklarimiz kullanarak son yazdlglmlz ifade;

<f,(L*)'lg>=<L'lf,g>

seklinde yazilabilir. Bu ifadede;
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b b

LHKx) = J G(x,E) f(€) d& ve ((L*)'1g><§)=J H(E x) g(x) dx -

a a

oldufunu gézoniine alirsak,

b/ .b b b

J JG(x,é) £(E) d& é(—'x)dx=J f(€) JH@,x) g(x) dx | d&

a a a a

formiiliinii elde etmis oluruz. Bu formiilii

b .b b .b

J J G(x,E) f(&) g(x) dx d& =J J H(E,x) f(E) g(x) dx d&

seklinde yazarsak

G(x,8) = H(E,x) (IV.5.1)

esitligini buluruz.

(I'V.5.1) bagintisim saglayan G ve H gekirdeklerine eglenik gekirdekler denir
veya H(x,£) fonksiyonuna G(x,£) fonksiyonunun Eglenik Green fonksiyonu denir ve
G*(x,£) ile gosterilir.

(IV.5.1) formiiliinden

G**(x,£) = (G*(x,E)* = (GEX)* = G(x,£)

elde edilir. Yani; G(x,£) ve G*(x,£) birbiri ile karsilikl olarak eglenik fonksiyonlardir. Bagka
bir deyisle su Snermeyi ispat etmis olduk.

Onerme IV.5.1.
Egslenik diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonlar: egleniktir.
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1V.6. Kendine Eslenik Diferansiyel Operatoriin Green Fonksiyonu

Ozel olarak L diferansiyel operatérii kendine eglenik diferansiyel operatdr oldugunda,
yani; L* = L oldugunda
H(x,8) = G(x,§)

dir. Burada H(x,) L*-in, G(x,£)-de L-nin Green fonksiyonlandir. Diger taraftan

H(x,E) = GE,x) oldugundan

G(x,§) = G(&,x) (IV.6.1)
elde edilir.

(IV.6.1) esitligini dogrulayan ¢ekirdege Hermit qekiﬁ*degi denir. Boylece asag1-
daki 6nermeyi ispat etmig olduk.

Onerme 1V.6.1.

Kendine eslenik diferansiyel operatoriin Green fonksiyonu Hermit ¢ekirdegidir.

Ornek 1V.6.2.

{y"+y=0
y®=0 ,y(1)=0

sinir deger probleminin Green fonksiyonunu bulalim.
Cozim :

Verilmig denklemin iki tane lineer bagimsiz y; = Sinx , y, = Cosx ¢oziimii oldugun-

dan Green fonksiyonu;

a,(€) Sinx + a,(§) Cosx , x € [0,8)

b,(€) Sinx + b,(&) Cosx , x€ (§,1]

seklinde yazilabilir. Bu ifadeden ve



0'Gx.8) _ 3G(xE)

1 ox" x=E-0 ox" x=€+0

3" 6.8 | i G »
LS N LS N

Green fonksiyonunun tanimindan

¢; Sin§ +c,Cos =0
B ¢;Cos& +c,SinE=1

sistemi elde edilir. Burada ¢; =b; —a; , ¢y =b,—a, dir. Sonuncu sistemden

¢;=Cos& , c,=-Sin¢§
bulunur. Bunlar sinir gartlarinda yerine yazarsak,
bj(§) = Cos & , by(§)=-Sin& , a;(&) =a,&) =0

elde edilir.

Boylece Green fonksiyonu igin

0 , 0<x<§

GxE) =
*9 {Sin(x—ﬁ) E<x<1

formiilii elde edilmis olur.

IV.7. Spektral Parametreli Homojen Olmayan Sinir Deger

Probleminin Integral Denklem Haline Getirilmesi

Ay)-Ay=f

(Iv.7.1)
Uy=0,v=1n

homojen olmayan sinir deger problemini gézoniine alalim. Bu sinir deger problemini
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Ly:}\yﬁ-f (IV.7.2)
seklinde yazabiliriz. Ly =0 denkleminin sadece sifir ¢oziimii oldugunu kabul edelim. L opera-

toriiniin Green fonksiyonu G(x,£) olsun. Bu halde (IV.7.2) den,

b b

y=L"Qy+0= XJ G(x.8) y(&) d§ + J G(x.8) f(§) dE (Iv.7.3)

a - a

elde ederiz.

b

g(x) =J G(x,8) f(§) d§

a

ile gosterirsek (1V.7.3) denklemini

b

y(x) = x[ G(x,8) y(&) d& + g(x) (IV.7.4)

a

seklinde yazabiliriz.
Onerme IV.7.1.

(IV.7.1) sintr deger problemi (IV.7.4) integral denklemine egdegerdir.
Sonug¢ 1IV.7.2.

«y)-ry=0
U@=0 ,v=1n

homojen siir deger problemi

b

y(x) = ?»J G(x,E) y(£) dE (1V.7.5)

4

integral denklemine egdegerdir.
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IV.8. L-AI Operatoriiniin Green Fonksiyonu

(L-ADy =f | (IV.8.1)

denklemini gozoniine alalim. Uygun homojen denklemin sadece agikar y = 0 ¢oziimiiniin
oldugunu kabul edelim. Bagka bir deyisle A 6zdeger olmasin. (I'V.8.1) denklemini

ly)—Ay=f

(IV.8.2)
U=0 ,v=1n

sinir deger problemi seklinde yazalim. Verilmig denklemi sabitin degisimi yontemi [5] ile ¢coze-
lim

dy)-Ay=0 f (IV.8.3)

denkleminin n-tane lineer bagimsiz ¢oziimii y,;(x,A) , ... , y,(x,A) olsun. Bu halde (IV.8.3)

denkleminin genel ¢6ziimi,
Y(x,A) =c1 y1(x,A) + €3 yo(x,A) + ... + ¢ y(x,A)
seklindedir. Homojen olmayan (I1V.8.2) denkleminin 6zel ¢dziimiinii
y(x,A) = ¢(x) y(x,A) + ... + € (X) y,(x,\)

seklinde arayalim, Her iki tarafin tiirevini alalim

Y(xA) = (' y;+ o +Cy ) +(C ¥+ F YY)
ve

ciyi+chy, + .. +cy, =0
kabul edelim. Buradan

y=Cyi ¥ yy+..+cy'y
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elde edilir. Tekrar tiirev alalim

Y'XA) = (' Y+t ey ey ey
ve
cyy1+chy,+..+cy =0

kabul edelim. Bu durumda,

y" =C1 y"1 +Cy y"2 + ..+ Cny"n

olur. Boyle devam edersek;

y("'l) =(c" yl(n’2)+ . G yn("'z)) +(c; yl("'l) + ..+ Cp yn(n'l))

ve
C'I yl(n-2)+ Cf2 yz(n-z) + ...+ C'n yn(n-z) = O
kabul edersek
y(n'l) =¢; yl("'l) +Cy yz("'l) +..+cy yn("'l)

bulunur. Buradan da,

@D,

y®=(cyy; e+ Y TN+ (e v @+ ey, ™)

elde edilir. Buldugumuz ifadeleri (I'V.8.2) denkleminde yerine yazarsak,

Pol(cy v, 0+ o+ ¢y, O D)+ (e y @ + 4 ¢, yn(“?)] +

-1 1
Pl(Cl yl(n )+ e + Cn yn(n )) + ...+ Pn(01 yl + ... + Cn yn) +

+ [N (e yy + o+ eyl = (%)
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f(x)
J o (n-1) 1 (n-1) I n-1)
Cr Yy ey Aty = 500
elde edilir.
‘ f(x)
i (n-1) 1 _(n-1) i _(n-1) _
CL YL HCy Yy H ek Ch Y =50
¢} y(ln’z) + c'2 y(zn'z) ot c'n yfl“'z) =0

......................

..........................

| [ 1 _
Ciy +C Y+t y, =0

denklemler sistemini ele alalim. (IV.8.4) sistemine c'y,c'y,

lineer denklem sistemi goziiyle bakarsak, bu sistemin determinanti;

W(E) = WEM) =

-1 -1 -1
y(1n ) y(2n ) yl('ln )

-2 -2 -2
y(In ) y(2n ) ygln )
Yi b J) ¥n

e 5 €

= W(y» Yo -

(IV.8.4)

', degiskenlerine gore

.y)  (V.8.5)

olur. yy,¥y,...,y, lineer bagimsiz oldugundan dolay1 V & € [a,b] igin W(E) # 0 olacakuir [5].

(IV.8.5) determinantinin 1.satir elemanlarinin cebirsel tamamlayicilarini (kofaktor) W, () ile

gosterelim. (1V.8.4) sisteminin ¢oziimii

o W6  £E)

"TOWE  p®

seklinde olacaktr. Buradan;

. J w,®
T) WE pe®

a

veya

{i .
© d¢ , xe [ab]

(IV.8.6)

(IV.8.7)
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b

W
C,=- J O 1 d& ., xe[ab] (1V.8.8)
WE py®

bulunur. Bu formiillerden yararlanarak

«y)~-Ay=f

denkleminin genel ¢Bziimii

W& e
y= 0[1” y;(x) + ..+ cL” Y (x) + i_:lj y (%) : © d

) WE)  py&)
veya
b
y=cy (0 + ..+ 2 yn(x)_gj y,(x) ‘\:Vv((;) pz(é)) &
olur.

W, (6)
W)

+1 , x>§
-1, x<§

1
8(x.8) = = Sgn(x-&) 21 Y, , Sgn(x-£) ={

gostererek son iki esitligi taraf tarafa toplarsak verilmis denklemin genel ¢oziimiinii,

b

' f
yx) =c¢p yi(x) + ..+ ¢y (x) + J g(x,8) _@l dg (1v.8.9)
Po(é)

bigiminde yazabiliriz.
Verilmig sinir deer probleminin ¢dziimiinii bulmak igin (I'V.8.9)'a sinir gartlarinda

yerine yazarsak
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b

iCUv(y~)=— U, (g) i dg (1V.8.10)
=17 ! po(6)

a

———

v=1,n

sistemini elde ederiz. Bu sistemden ¢; , ¢, , ... , ¢, bilinmeyenlerini bulalim. Sinir formlar1

lineer bagimsiz oldugundan (IV.8.10) sisteminin determinant:

Uy Uiy o Uy
_ (V20 Uy o Up(yn) .

A(A) 0
U, &y U, (@) U, v
dir. (IV.8.10) sistemini Gramer yontemiyle ¢dzersek
b
f(§)
Uy (yp) U () | U@ ——d€ U, (vyy) - Up vy
Po8)
1 a
v Ay | : .
f(§)
U, (yp U, v,) | U®—d0 U, (y,,)) - U, ()
po&)
a

ve A (A) ile A(L) determinantindan k-yinci satir ve v-yiincii kolonu atmakla elde edilen

determinant: gostererek sonuncu determinant: v-yinci kolona gore agarsak,

1 Jb U, o) U (v, U@ U @,.) - UGy
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b

f&)
- i DY U A M) —dE
AL ,[ €8 B L ®

a

elde edilir. Buldufumuz C,, ifadesini (I1V.8.9) da yerine yazarsak

b

y(x) = Ji[i——( DMy, (0OU () Akv(?»)p Z d&H g(x é)—(Eidé
=1 0

Po(&)

a

— ©)
— 1 k+v U A )\' } d
J {v:l k:l( AQQ) D y"(x) k(g) kv( ))+ g(x é) '——'0 & é

b

EJ G(x,E.A) f(§) d§

a

bulunur. g(x,§) fonksiyonunu

y1(¥) Y2(x) S ACY)

(n-2) (n 2) (n-2)
&) & .. vy, 7®
g(x,€) = Sgn(x 4‘,)—— Y1 n (IV.8.11)
2W(E) | oovvveeiriiiriiineeriiiiie e ceeeee e
y,(&) ¥2(8) S ()

determinant: seklinde ve H(x,E,\) fonksiyonunu
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10 oy ) g(x,8)
H(x,EA) = _L Ul(yl) Ul(yn) Ul(g(x:g)) (1V.8.12)
Po(&) ..........................................
U (v)) U (v) U, (g(x,8))
determinant: seklinde gésterirsek G(x,8,\) Green fonksiyonuny
G(X,&,X) = (_l)n H(X,E_,,)\,) (IV.8.13)
A(L)

seklinde yazabiliriz,
Ornek 1V.8.1.

{y” +tAy=f=y'—(Ay)=f
yO=0 , y1)=0

sinir deger probleminin Green fonksiyonunu bulalim.

(Iv.8.11) ., (Iv.8.12) ve(IV.8.13)formiillerindenyararlanarakkolayca

1
gxEAN) = Sgn (x-£) Sin /' (x-£)
ey =

1 1 |
G(x,E\) = —a Sin ﬂ (x-£) + :ZY Sin \/Ix Sin ﬂ &tanﬂ + 8(x,E,1)

elde edilir.
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1V.9. L-AlI Operatoriiniin Green Fonksiyonunun Spektral Acilimi

Onceki kistmlarda L-AI operatdriiniin Green fonksiyonunun

yix) oy (x) g(x,8)
H(x,E,A)

n L Uy ! - Uy Ue
G(X,é,)\.)=(-1) N H(x,g,)\,)z_._. 1V1 1Vn 1
A(A) POE) |eveerieniiiiiieeieeeeie e,

Uyp « Ullyn  Uple)

oldugunu gdstermigtik.

Burada H(x,E,A) ve A(A) tam analitik fonksiyonlardir. Bu nedenle G(x,£,A) Green
Fonksiyonu meromorf fonksiyondur. Bu fonksiyonun ayrik noktalart A(L)-nin sifirlan olur.
Daha 6nceden A(A)-nin her bir sifirinin sonlu mertebeden oldugunu gﬁstenniétik. Bu nedenle

G(x,E,L)-nin ayrik noktalan sadece kutup noktalarindan oluguyor (Esas singiiler noktasi

yoktur). G(x,E,A) Green Fonksiyonunun kutup noktalan da olmayabilir. Bu halde G(x.,§,A)-

tam analitik fonksiyon olacaktir.

A =Ly noktasinin A(A)-nin basit sifir yeri oldugu hali incefeyelim:

Yani;
Ag)=0 , A’ (KO) #0

dir. Bu durumda A = A noktas1 G(x,§,A) fonksiyonunun ya basit kutup noktasidir veya

diizgiin noktasidir. Kompleks analizden biliyoruz ki bu halde Green:fonksiyonu

R(x,E)

G(x,EA) =

+ G,(xEA) (IV.9.1)
0

seklindedir. Rezidii teorisine gore
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R(x,6) = Rez G(x,E,1)
l:lo

H(x,S,
ey ED)

Ay

dir. H(x,§,A)-mn determinantiny birinci satir elemanlarina gore agarsak

! 1 +n
R(x,8) = —— cy i( D™ Hy; (0B 700 + (1) gix ) Ahy)
Po(®) A(K y i=l

1 1
= ()iuWHuﬁ%wm

Po(g) A(l y 1=

elde ederiz. Burada H;(x,§,A) determinantlar H(x,£,A) determinantinin minérleridir. En

son elde ettiimiz formiilden goriiliiyor ki her € noktasi igin R(x,f) fonksiyonu
¥1(X), ¥5(x) , ... y,(x) fonksiyonlarinin lineer birlegimidir. Bu nedenle R fonksiyonu
¢R)-AR=0 (IV.9.2)

denklemini saglar.

Diger taraftan

(1"
A'Chy)

U,R) =1, { H(-,F,,l)]

(-1)n
Ay

U, (H(.EA))



Uy Uy - Uy U exkE)

L Uy U - U U]
Po® AGh) )

....................................................

Uy Uylyp - Uply) U (g(x,E))

dir. Ciinkii sonuncu determinantin iki satir1 aynidir. O halde R fonksiyonu &-parametre olmak

iizere x-degigkenine gore
Uy)—Agy =0

(1V.9.3)

U,y)=0,v=1n

sinir deger probleminin ¢6ziimiidiir. Yani; R fonksiyonu A 6zdegerine uygun gelen 6zfonk-

siyondur. O halde,

L(R) =AgR
dir. Fakat A , A(A)-nn basit sifir yeri oldugundan Teorem III.2.1. geregince Ay-1n cebirsel

kat1 p = 1 dir. Bu nedenle Ay'a uygun gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin maksimal sayis1 1

dir. Bu nedenle y(x), Ay'a uygun olan herhangi 6zfonksiyon oldugunda

R(x,8) = a() yo(x) (IV.9.4)

olur. Diger taraftan biliyoruz ki;

G *(xa‘ia 7") = G(g’ X 7)\')

fonksiyonu
(L-AD* = L* Al

operatdriiniin Green fonksiyonudur.

——

RE.x) -
G*(x,&,A) = G x,A) = =% +G,(&.x,A)

0
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dir. Yani;

Gt = = G
A\

0

dir. Daha 6nce ispat ettigimiz Teorem II1.2.1. geregince A, L operatoriiniin 6zdegeri oldu-

gunda Ay, L*operatdriiniin 6zdegeri olur.

Yukanda ispat ettik ki;

R(&,x) = Rez G*(x,§,X) = Rez G(E,x,A) = b(E) z,(x)
A=kg A=

dir. Burada z(x), L* operatériiniin A =IO 6zdegerine uygun olan herhangi zfonksiyondur.

Sononcu formiil geregince
R(x,E) = b(x) 7(E) (1V.9.5)

dir. R(x,§)-nin (1V.9.4)-deki ifadesini g6z06niine alirsak;

a(€) yo&) = b(x) zy(&)

L0 W

Z—O@ = y—o(;) =c , (c=sabit)

= a(8) = ¢ ()

bulunur. Boylece,

R(x.8) = cyx) zy(&)
elde edilir. Burada y((x), L-operatoriiniin A = Ay ozdegerine uygun ozfonksiyonudur. z, ise

L* operatoriiniin A =-7[0 6zdegerine uygun 6zfonksiyonudur. Bu durumda Green fonksiyo-

nunu asafidaki sekilde yazabiliriz.
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(x) z4(€)
G(x,EA) = %ZO—E— + G (x,EA) (IV.9.6)

0

Simdi ¢ sabitini hesaplayalim.

Sonuncu egitlikten,

b b b

(?»—ko)J G(xEM) ¥,(E) d& =é‘y0(x)J ¥o(&) 7€) d& + (HO)J G, (xEA) yo(E) dE

elde edilir. Sol tarafin, Green fonksiyonunun 6zelliginden dolay

b

(X—?»O)J G(xEN) yoE) dE = (A4 (L-AD v, ' (IV.9.8)

a

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan,

L-ADyy=[L-Ay I+ AgA)I]y,

dir. Bu esitlikten

Yo = (=) L-AD v, (1V.9.9)

elde edilir.(IV.9.8) ve (1V.9.9) esitliklerinden

b

<1—x0)J G(x.EN) ¥o&) dE = —yo(x)

a

esitligi bulunur. Bunu (I'V.9.7)-de yerine yazalim.
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b b

—yy0) =¢ yo(x)J Yo(&) zo®) dE + a—xO)J G,(x.EM) yo(E) dE

a

sag taraftaki sonuncu integral A = A noktasinin herhangi komsulugunda analitiktir. Bu nedenle

sonuncu esitlikte A — A,y olmakla limite gegersek

b -1

c=— J yo(&) 7,(&) &

a

buluruz.

Boylece G(x,6,A) Green fonksiyonunu A, basit kutup yeri (basit kutup noktasi)

oldugu durumdaki Laurent agiliminin esas kismini bulduk.

Yo(x) zo(6)
b

(x—x(,)J Yo(&) 74(E) &

a

G(x,EA) =~ +G,(x,E,0)

— yo(x) Zo(&) N Gl(x,g’x) : (IV.9.10)

Yo » Zy fonksiyonlarim

b

<Yo:%~>~ J ¥0(®) zy(§) d§ =1

a
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olacak sekilde segersek daha basit

yO(x) Zo(&)

0

G(x,EN) = — + G, (x,EA)

formiiliinii elde etmig oluruz.

(Iv.9.11)
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V. BOLUM

SABIT KATSAYILI LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM

VE PERIYODIK SINIR SARTLARININ URETTIGI
DIFERANSIYEL OPERATORUN GREEN FONKSIYONU

Bu boliimde [0,1] aralifinda parametreye bagh olmayan
-1
dy) = y(“) +p; y(n )+ e PRy

ve A parametresine bagh olan

(1)

Uy) = y(") +pyy v+ (py— Ay

diferansiyel ifadelerinin herbirinin
y28= ygg , v=0,1, ...,n-1

periyodik sinir gartlar: alunda iirettigi diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonlarini aragtira-

cafiz.

V.1. Parametreye Bagh Olmayan Sinir Deger Problemi

I¢cin Green Fonksiyonu

Bu kesimde [0,1] aralifinda

e(Y)Ey(n)'*'pl y(n-l)_'_". +pny=0 (Vol.l)

(\D] v
Uv(y)Ey(())"‘YElg =0, v=0,1,..,n-1 (V.1.2)

sinir deger probleminin C[0,1] uzayinda iirettigi lineer diferansiyel operatoriin Green

fonksiyonunu aragtiracagiz. P, # 0 oldugunu ve (V.1.1) diferansiyel denkleminin

w" +py w1 +..pp=0

karakteristik denkleminin birbirinden farkli n-tane w; , w, , ... , w, kokiiniin bulundugunu
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kabul edecegiz. Bu sartlar altinda L operatoriiniin tersinin bulundugunu gosterelim. (V.1.1)
denkleminin n-tane

wlx W2X w
y; =€ ,Y¥y,=e " ,.,y,=¢

lineer bagimsiz ¢6ziimii bulundugundan [5] genel ¢dziimiinii

_ w1iX wox wpX (V.1.3)
y=¢ ¢ +CZC +...+cne

scklinde yazabiliriz. (V.1.3) ¢aziimiinii (V.1.2) simr sartlarinda yerine yazarak ¢, , k = 1,n
sabitlerini bulalim.

) v

v 1 wax
y=c w e

X

X w.
+cowy e +..t+c, woe ! ,v=01..,n1 (V.1.4)

olduguadan ¢;,¢,, ..., ¢, sabitleri igin

(l—cwl) c; + (l—ewz) ot (l—ew") ¢, =0

w1 wa. Wn
Iwy (I ey +wy(l—=e Dey+ o +w (I ) =0 (V.1.5)

...................................................................

wi (<" c, +wy' (12 ?) Cyt o+ Wy (=" ¢, =0

lineer denklem sistemi elde edilir.  (V.1.5) sisteminin determinanti

w1 w9 w.
1-e 1< v 1€ 1 1 .1

Wl W2 ...W

ooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

—(1-¢ 1 (1-¢ 2.1

_ w R w _ w. W W e e W
wild-e Hwhl(l-e H.wi(le ™) 1 M2 n

seklinde olur. Saf taraftaki determinant w; , Wy , ... , W, sayllarimn Vandermonde determi-

~J N/
nantidr. Bu determinantt W(wy,ws, ... ,w,) veya sadece W ile gosterecefiz. i#j oldufunda

W; # W; oldugundan
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W I1
W(w,,Wy,..., W ) = (wj—wi) 20

>i

W
dir. Diger taraftan p, # 0 oldugundan her bir i-igin 1-e '#0 dir. Bu nedenle (V.1.5)

sisteminin ancak

C;=Cy=..=¢,=0 «
agikar ¢6ziimii bulunur. Yani Ly = 0 denkleminin tek bir y =0 ¢6ziimii vardir ve dolayisiyla

L7 ters operatorii bulunur.

Simdi (V.1.1), (V.1.2) sinir deger probleminin Green fonksiyonunu bulalim. Sa-

bitin degisimi yontemini [S] uygulayarak Ly = f denkleminin ¢oziimiinii;

P

N wlx W2X W
y=c(x)e  +c(x)e T +..tc (x)e

seklinde arayalim. Tarum  (IV.3.1) geregince G(x,£) Green fonksiyonu

a@®e Cra®e v ta®e ™, xe [0E)

G(x,5) = y o 8 (V.1.6)
b e +byEe’ +..+bEe " , xe E]1]
seklindedir. a, (§) ve b, (§) fonksiyonlarinm 6yle segelimki,
(3'Gx, 3'G(x,
_____(x & = a(x % , v=1,2,....n-2
ox" x" _
) x=5+0 x=6-0 (V.1.7)
n-1 . n-1
0 G(x,5)| 0 G(x8)| 1 1
| an'l . =§+0 axn'l X-‘-’-&'O p()(E.-)

esitlikleri saglansin. (V.1.6) ifadesini (V.1.7) de yerine yazarsak
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W1iX WX wiX W x'
rbl(é)e Py 4+b Ee " =ae | +.+a(Ee "

x=£+0 x=£-0
WIX an WlX n
b,(Ew, e ~ +...+b_(E)e = a,(&w, e  +.+a (E)e
ettt e et eten et ereearaaehebtennen et behotaeaebetentaaeneren et eearenenrnrenenere
n-2 WiX n2 *-WpX n-2 W1 n-2 WnX
b,Ew; e " +.4b E)w e e n= 3,E)w; e +.+a (E)w e Y=t
-1 w1x 1 w.X -1 wlx -1 WX
Lbl(E_,)w? e +.+b E)w e n ~ -b{)_[ a,(&)w) e +.4+a (E)whe ] x=§~0=

sistemini elde etmig oluruz. Bu sistemi

(b, (&) - 2,(E)) NN ((by(&) — a,(E)) N (b, (&) —a (&) AL

W (1) ~ 2, ) Wy €+ (058) - 228) Wy €N + .+ (0,8) 2,8 w, €™ =0

.......................................................................................................

[(0,®)-a, @)W e (B2, @)W e Pt (b, (B, EIWE & = 1

seklinde yazarsak ¢, (§) = b (§) —a,(§) , k=1,n degiskenlerine gore

l‘t: né

+¢,(8) ewzg +...+¢ (§) e =0

w wrk
1c, (&) wle.l§+c2(§) w, € 2 +..+tc@we =0 | (V.1.8)

c,®e

.....................................................

. .. . . .. . wif w w <
sistemini elde etmis oluruz. (V.1.8) sisteminin determinant: ¢ 1F’, e 2% , e n’ temel ¢o-

g oee
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ziim sisteminin Wronskian'1 oldugundan sifirdan farkhdir [5]. Bu fonksiyonlarin Wron-

. wif  wol wpboL . - e Arepq s
skian'imm W = W( ! , e 2 , .., € ) ile gosterirsek ve determinantin bilinen 6zelliklerin-

den yararlanirsak

wlﬁ_, w2§ wnﬁ
[+ [} €
wi& wob wng
wig  wol wpé w, € w, € . w €
W = w( , , , ) — 1 2 n
n1 W18 n-1 W& n-1_Wn&
1 2 n
n
£ w;
i':l o
=€ W(w,,Wa,...,w ) # 0

elde edilir. O halde Gramer yontemi (3] ile ve determinantin bilinen 6zelliklerinden faydalana-
rak (V.1.8) sistemini ¢6zersek

oo

wig wi1§ Wice18 Wk
e e 0 e < e

1w, &L Wy CEL 0w, e L o
Ck(§)=‘W‘

n-1 w1& n-1 W18 1 Wi wk+18 n-1_Wn&
1 e Wil k+1 n
w1g eWk-li w16 wns
w1 w18 Wi+18 wnb
_ ntk | Wy € V-1 © k+1 e Wy
=w D
n-2 %18 n-2 Wk-18 n-2 Wk+16 n-2 WnS
w, € k-1© k+1 n




Lot 1 1 1
1 &2 w; | W, Wit Wi Wn
_ 1 n+k | izk
=w D
n-2 n n- n-2
Wi Wi Wi Wn

n
ZW' ~J
= ()™ egivtk EWW e Wi Wi 150 Wy)

I1 (W;-wy)

n+k C-Wk§ 1<icj<n , izk

=(-1) :
I1 (Wi-w))
1<i<j<n
n 'w§ . -
= () Tk ﬂsgng-k) (wj—wk)l (V.1.9)
= |
,}]aek ‘

bulmus oluruz. a,(§)=by (€)—<,(€) , k =1.2,...,n oldugunu gozdniinde bulundurarak U(G)
sinir ifadelerini agagidaki sekilde yazalim.

3 G(x.E)

v
X

9 G(x,
U,(G) =U(G(-,8)) = - __Sx_&_)_

x=0 ox" x=1

=§1 [(b (&) — ¢ (&) Y2 (0) - b, (&) Y1) ]

=kZ=1 [ (&) (W) — W e &) —c (&) W) ]
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=2 W, [0, ® (- -c® ], v=01,.0-1

Burada b, (§) ( 1™~ ¢ (&) =d () ile gosterirsek

n
U,(G) =2 widy (&) , v=0,1,.,n-I
k=1

elde edilir. O halde U (G) =0 , v =0,1,...,n-1 sinir sartlant d,(§),d,(£),...,d (§) degisken-

lerinin

(d,(8)  +dy®) +..+d,E)=0
I d,(E)+ wy dy(&) + .. + w_ d (E) =0

(V.1.10)
Wi, (8) + Wi dy(8) e+ Wi () =0
lineer denklem sistemnine doniigiir. Bu sistemin determinanti
1 1 .1
Wy Wz. “e W = H (wj._wi) #0
erl_l Wg-l 2_1 1<i<j<n
oldugundan (V.1.10) denklem sisteminin sadece
d)(8) = dp(®) = ... = dy(&) =0
asikar ¢6zlimii bulunur. Buradan,
b (®) (1-e ™) —c, () =0 , k=Tn
elde edilir.
c(®) —
by(&) = —— , k=In (V.1.11)
le ©

elde edilmis olur. Bu degerleri a, (§) = b, (§) —c, (&) , k=I,n esitliginde yerine yazarsak
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c e
Wi
l1-e

buluncr. Sonug olarak (V.1.9) formiilii geregince,

e(1—€) wg
a8 = [} g IDI Sgn(-k) (w -wk)
1—c
3 J*k (V.1.12)
—5 Wi
b, (&) = (-1)n+k ﬁ Sgn(-k) (w —Wk)
le ¥ i .
\ J*

seklinde yazilabilir. Sonuncu ifadeleri (V.1.6)-da yerine yazarsak

(x—-§+l)wk
i @ A— 2 IBI Sgn(j—k) (w. -—wk) , 0<x<§
.—-e
G(x.E) =4 o (V.1.13)
X—»&)wk
IS IDI Sgn(K) (w-w)" , E<xsl
. L":l 1—e

J#k

Green fonksiyonunu bulmug oluruz.
V.2. Homojen Olmayan Sinir Deger Probleminin Coéziimii

y(n) +p, y(11-1) +etp Y= £(x) (v.2.1)

y%; ygg , v=0,1,..,n-1 (v.2.2)

sinir defier problemi verilsin. O halde Teorem IV.4.1. geregince yukanda yaptifimz arag-
tirmalardan agagidaki Teorem elde edilir.
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Teorem V.2.1.

Eger p,#0 ise ve

w"+p1 whl + ..+ p,=0

karakteristik denkleminin n-tane farkli w; , wy , ..., w, kokii bulunursa, bu halde [0,1]

aralifinda siirekli olan her f(x) fonksiyonu i¢in (V.2.1), (V.2.2) sinir deger probleminin bir

tek y(x) ¢oziimii bulunur ve bu ¢6ziim :

X

ka
y<x):§1('”mk — Ingn(i—k) (W) Je“’g’“"‘ FE) dE +
— =

1-e

j#k 0

1

+ JEW“F’ £(E) dE

X

formiilii ile belirlenir.

V.3. Parametreye Bagh Simir Deger Problemi I¢in

Green Fonksiyonu

Bu kesimde A-parametresine bagh

(n-1)

y(n)-i-p1 y +..+p, Y =Ay + f(x) ’ (v.3.1)
y?(g—yg; =0 , v=0,1,.,n-1 (V.3.2)

sintr deger probleminin Green fonksiyonunu ve dolayisiyla L — Al operatoriiniin tersini bula-

cagiz
wh+ P; Wl (p,—-AM) =0

karakteristik denkleminin birbirinden farkli n-tane wy(A) , wy(A) , ..., wy(A) ¢bziimlerinin
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oldugunu kabul edelim.

iy

wiA)=0 , k=1n

denklemlerinden en azindan birini saglayan A-lardan olusan kiimeyi M ile gosterelim wi (A)

fonksiyonlar1 tam fonksiyonlar oldugu i¢in [4] M kiimesinde sonlu veya sayilabilir sayida

nokta bulunur.

Asagida her bir A ¢ M ve her sirekli f(x) fonksiyonu icin (V.3.1), (V.3.2)

stnir deger probleminin bir tek ¢6ziimii bulundugunu ispat edecegiz ve bu ¢dziimiin ifadesini

bulacagiz. Bir bagka deyisle bu sartlar altinda L~ Al operatdriiniin tersinin bulundugunu ispat

edecegiz ve bu operatoriin Green fonksiyonunu bulacagiz.

Teorem V.3.1.

—

wk(')L) ve w; (X) (k ln , 1,j = 1,n ,1#j) tam fonksiyonlarnnin hig¢birinin sifir

yeri olmayan A sayiiar ve her bir siirekli f(x) fonksiyonu i¢in (V.3.1), (V.3.2) sinir defer

prosleminin bit tek y(x,A) ¢oziimii bulunur ve bu ¢6ziim

1

g-1 o 0o

1 & ox Wy A W W WA el

y(x,A) = > > g T 12 Tl e an e? ‘ {)] f(€) d& +
k,q,p=1 1._6“'1(0‘) w

0

1 i

wex Wi -
-—i K —,\7— JSgn x-£)e k®% f(€) d§ (v.3.3)

0

formiilii ile belirlenir, ‘Buradarv\&’l=w(wl(l),w2(l), wesWp@) ile wi(d), ..., wy(A) sayilarinin
. o |
Vandermonde determinanti ve wij _ile bu determinantin (i,j)-yinci elemaninin kofaktorii

gosterilmigtir,
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Ispat :

Teoemin gartlan alinda y(") +p y("'l) + ...+ p, ¥y =LAy denkleminin n-tane lineer

bagimsiz y, (x,A) = ewk(x) * , k=1, ¢oziimii bulunur. Bu fonksiyonlar i¢in Boliim IV te

tammlanms A(A) , g(x,6,A) ve H(x,E,\) ifadelerini hesaplayalim.

v- () o —_—
U0 = Uy o) = wy ') (1™ , v=T,n , k=Tn (V.3.4)
oldugundan
AQ\) = det [U,(y, M), 15
] wi(A) 1_CW2(7~) i wL(A)
w @@=y wm) g™ w. () (1-e"*™)
. ) T (A) . A)
v a1 Wy ") L Wy a=")
1 1 . 1
= ="M 1" M W ow L W
Wiy wrlan . Wy
A, v
=¥Il (=" Wow A, woh) , oo, W (W)
_f[fl w0 (V.3.5)
- (1" (W) - w0

k=1 j>i
elde edilir.

Bundan sonra yaziy: kisaltmak i¢in wy () yerine sadece wy yazacaf1z.
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1

g(x,E,1) = Sgn (x-£)
2e

<

(Witwot.. 4w Y E Ay
17W2 Wn 3 W

ifadesinin sag tarafindaki determinant: 1. satir elemanlarina gore acarsak;

(_1)1+1 ewlx

g(xaéa)‘) = Sgn (X—é)

(W1 +Wot. 4w )E
e " w

2

142 Wax
+Sgn () — ) ©

(Witwot.. 4w )E
€

2

(__ 1 )1+1'1 ewnx

+...+ Sgn (x-£)
(Wi +wot.4+wp)E fV\\;

2e

wWiX WX WX
e e 2 .e "
n2 W14 n-2 W2l n2 _Wnb
2 Wk 2 wit 2wk
wy e W3 2e3% e "
3 wob 3 wat q wpt
wy e LA e 23 ™+
€
2 w18 2 wik o woE
wi e wite A 2
n3 W1k n3 W3k n-3 Wné
1 € Wy € e W, € +
wi§ wik woE
€ e
n2 w1k n2 Wwob 02 Wnik
1 © b€ o Wpie
n3 wib n-3 wot a3 Wit
1 € Wy € n-1€
wi§ éwzf; w18
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TS e
Wix  (Wo+..+wW
(-1)“1 72 n n-3 n-3 n-3

€
= w w. e W +
Sgn (x_g) (w1+w2+...+wn)§w 2 3 n
€

..........................

¥

wox  (witwatAw)E
(172 M2 VITWaty

+ A\ W e W +
Sgn (x-£) TR "1 3 n
[+

2e 7 W
1 1 1
wn—2 Wn-2 wn-2
1 2 n-1
WpX  (Witwot.+wy 1)E .
(_1)1+n y s "y n-3 n-3 n-3

€
8 N )y
Sgn (x-&) (Witwot . 4w )E ~J \ i "
2e w

.........................

NS —
bulmus oluruz. W) , k=1 ile

.....................................

wity Wty LWty

Vandermonde determinantinin strast ile 1. satir elemanlarinin kofaktorlerini gosterirsek

W, (M)

1 wid) (x-8)
g(x,EA) = 5 Sgn (x—i)z,1 e X W (V.3.6)

elde edilir.
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~
3 ag(jlﬁ A1 Lsgnes {)i 1y KO D ;,1(1;5)7‘),‘,:1—“3 (V.3.7)
oldugundan (V.3.7) den
U 1 i g-1 wpx - wp) (1-5) Wlp 1= (V.3.8)
qg(x,ﬁ,l)——fp:lwp M) [e +e ] R
bulunur. $imdi;
Uy =wy' ) ey L v=Tx , k=Tn (V.3.9)

oldugu gdzoniine alarak (V.3.6) , (V.3.8) ifadelerini (I'V.8.12) formiiliindeki H(x,E,A)

determinantinda yerine yazalim ve bu determinanti hesaplayalim.

~J
W,
R
W
3 3 1) Wl
W] W2 n 1 -Wp Wp p
="l (- de™ -=Dle -z
H(x,E\) = ‘ 7 & ~
...................................................................................... N
. 1 _ wpl  w(1-8) ip
wil-e™) wy'(1-e™?) . Wil (1e™) — o 2 wil e Pae P ]t
p=1 A\

3

H (x,6,A) , k=1,n ile H(x,§,A) determinantinin siras1 ile birinci satir elemanla-

rimin kofaktorlerini gostererek sononcu determinant: birinci satir elemanlarina gore agarsak;

HEA) = 2 ¢ Hy (&M + (1" %Sgn(x%)kil PV, ,Ing(l«:wj) (V.3.10)
= Jj=

k=1

formiiliinii elde etmig .oluruz. Diger taraftan
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N
w wy -1 wi +1 w, 13 - £ wy(1-8) Wi
le ! o 1o K 1e v le® -5 2 I PP P
p=1 w
W] i1 e wa o 18w wd Wi
Hlk("'g"‘)= wi(l-e ) - Wk_1(1~e ) Wk+1(1-e ) .. Wn(l-e ) —-E Elwp e +e ]—fC—
, \"%
.................................................................................. N
nl. Wi onl. Wl onel, kel onl. %o 1 o1 Wpb w18 Wip
Wi (e ) ewp (e ) weeq(le C Dewg (e ) _-2-2_‘,1 wy le Plre | P
p= w
./
1 i -w & w(1-E) Wl
p P p
1 000 1 1 U | — "i— ~ [e +e ] v}
n w: =
§
1}(1”6 ) 1 i ik w1l Wip
—(-1)k Wi Wi Wigg o Wy 5 LW [e " +e -~
1—ewk S W
............................... W
n-1 n-1 n-1 n-1 1 n-1, - p§ wp(l-ﬁ) ip
Wi Wil Wiel o Wy —m 4 Wy I =5
p=1 W

ifadesini bulmug oluruz. En son elde ettifimiz ifadedeki determinant1 sonuncu siitun elemanla-
rina gore agarsak

>

M- " o
—e ~

al 1 ~ W 2 . 2 2 2
____(_1)1+k =t (_1)1+n [_ __2 e wpb + ewp(l—é))_gjl W .

nNs
l1-
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n 1 .. 1 1 ... 1
H(l—e % g (1%) Wl Wl w?
j=1 W 1 k-1 Yk+l
e T L Zpmr P T A e
n-1 n-1 n-1 n-1
Wi Vi1 Wkttt - W
I“I(l wj) ~ 1 .. 1 1 .. 1
._e
1+k j=1 (_1\n+n 12 01, Wb wp(1-8) Win (Y1 Wit Wiel = Wn
+-1)"T" ——— (1) -=2.W (e T+e )=
1 Wk 2p=1 P W ..............................
- n-2 n-2 n-2 n-2
Wi oo Wikl Wi Wy

N o
ve qu ile W determinantinin (g,k) elemaninin kofaktoriinii gostererek son ifadeyi yeniden

yazarsak;
o™, b w1t W 1
j=1 1 W -5, Mip 52 v.3.1
Hy (A = (1" 1——;—751 wit [P0y 2y (V31D
le * p.g=1 w

elde edilir. (V.3.11)-i (V.3.10)-da yerine yazarsak;

[Tae X

C 1 W ~o
H(x,E\) =2 Sy B —i wi (e % 9 ¥
k=1 1—€ pq 1 W

1 N
+(-1)" > Sgn(x-E) ;tle‘vk(x*é) Wlk In!(l—e )
= J:

P . Wik ) W, W
¢ 2) ﬁ(l—ewl) { oL wilfe N S —2 &,
i W

p.q.k=1 1-e
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+Sgn(x—f,)i “'g”"lk} (V.3.12)
bulmus oluruz. (V.3.12) ve (V.3.5) ifadelerini G(x,§,A) da yerine yazarsak

N
ka
i © alE™t, p(l‘@]wlpqu
pak=l | _o"k "r W2

| 1
G(X,&,)\.) = 7{

nJ
. . ~
+Sgn(x—§)i R g} (V.3.13)
k=1 W

Green fonksiyonu bulunmug olur. (V.3.13) formiiliinden ve Teorem 1IV.4.1. gerefince
(V.3.3) formiilii elde edilir.
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