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Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Orjinal béliimler tezin iicilincii ve dordiincii
boliimlerinde yer almaktadir.

[k boliim giris kismina ayrilmstir.

Ikinci béliimde lineer pozitif operatorler ile ilgili bazi temel tanim ve 6zelliklere yer
verilmistir. Lineer pozitif operatorlerin yakinsaklik kosullari anlatilmis ve tezde
kullanilacak olan bazi operatorler tanitilmistir.

Ugiincii  béliimde Szasz-Mirakjan operatorlerinin x? + Ax fonksiyonunu koruyan
genellestirmesi ele alimmistir. Bu operatorlerin sekil koruma o6zellikleri, lokal ve
agirhikli yaklasim ozellikleri incelenmis, bu operatorler i¢in Voronovskaja tipli teorem
ispatlanmigtir. Son kisimda ise klasik Szasz-Mirakjan operatorleri ile King tipli
operatorlerin yakinsaklik hizlar karsilastirilmistir ve olusturulan hata tahmini tablosu ve
grafik yardimiyla elde edilen sonuglar tartisilmistir.

Dordiincti boliimde iistel fonksiyonu koruyan Baskakov-Kantorovich operatorleri
tanimlanmis ve bu operatdrlerin yakinsaklik 6zellikleri incelenmistir. Bu operatorler
i¢in de Voronovskaja tipli teorem géz Oniine alinmastir.

Besinci boliimde ise tezde elde edilen sonuglar tartigiimistir.

Haziran 2019, 91 sayfa

Anahtar Kelimeler: Szasz-Mirakjan operatorleri, King tipli operatorler, Baskakov-
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis
APPROXIMATION PROPERTIES FOR CERTAIN KING TYPE OPERATORS
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL

This thesis consists of five chapters. The original results are presented in third and
fourth chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic definitions and certain elementary properties
concerning linear positive operators are given. Convergence properties of linear positive
operators and some certain operators which are used in the thesis are introduced.

In the third chapter, the generalization of Szasz-Mirakjan operators which preserve
x% + Ax are presented and their shape preserving properties, local and weighted
approximation properties are examined. VVoronovskaja type theorem for these operators
is proved,as well. In the last section of the chapter, rate of convergence of classical
Szasz-Mirakjan operators and King type operators is compared and the results of these
two operators are discussed with the the error table and graphic.

In the fourth chapter, Baskakov Kantorovich operators which preserve exponential
function are introduced and their convergence properties are analyzed. VVoronovskaja
type theorem for these operators is also investigated.

In the fifth chapter, the results obtained in the thesis are discussed.

Haziran 2019, 91 sayfa
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TESEKKUR

Oncelikle bu calismanin olusmasinda beni yonlendiren, her zaman daha ileriye
gidebilmem i¢in ¢aba harcayan, sadece bilimsel anlamda degil her konuda bana olan
destegini esirgemeyen, arkamda her zaman varligini hissettigim danisman hocam Prof.
Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL’a (Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dalr),
doktora egitimi siirecim boyunca bilgi ve tecriibeleriyle bana yol gosteren, akademik
calismalarimizda katkisinit ¢ok biiylik oranda hissettigimiz, beni kendi dgrencisinden
ayirmayarak bu alanda kendimi gelistirebilmem i¢in biiylik ¢aba harcayan Prof. Dr. Ali
ARAL’a (Kirikkale Universitesi Matematik Anabilim Dali), aklima takilan en kiigiik bir
problem icin bile ¢ekinmeden yanlarina gidebildigim, beni aydinlatabilmek icin
saatlerce bir konu iizerinde vakit harcayan ve eksikliklerini gercekten her zaman
hissedecegim Prof. Dr. Giilen BASCANBAZ TUNCA’ya (Ankara Universitesi
Matematik Anabilim Dali) ve Prof. Dr. Ibrahim BUYUKYAZICI’ya (Ankara

Universitesi Matematik Anabilim Dal1) sonsuz tesekkiirlerimi sunmak isterim.

Ankara Universitesine basladigim ilk giinden bugiine kadar bana hoca olduklarini
hissettirmeden bir dost edasiyla hep yanimda olan, her tiirlii tecriibelerini benimle
paylasan, bugiinlere gelmem de ¢ok biiyiik paylar1 olan, pozitif enerjileri ile bana gii¢
katan Dog. Dr. Rabia AKTAS’a (Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dali1) ve
Do¢. Dr. Serhan VARMA’ya (Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dal1),
bildiklerini paylagsmaktan hi¢bir zaman ¢ekinmeyen, sdyledikleri kiiciik bir ciimleyle
bile problemlerimde biiyiik degisiklikler yaratan, baslarin1i ¢ok agrittigim Dog. Dr.
Sezgin SUCU’ya (Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dali) ve Dog. Dr. Oktay
OLMEZ’e (Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dal1), bugiine kadar biitiin
sevinclerimde yamimda olan, yeri geldiginde kahkahalarla giildiiglimiiz, o kalabalik
odada bircok sey paylastigimiz tiim arkadaslarima da saygilarimi ve sevgilerimi

sunarim.

Sadece doktora egitimim siiresince degil bu hayata gozlerimi actigim andan itibaren
benim bu zorlu diinyada 1yi yerlere gelebilmem i¢in varim1 yogunu harcayan, benim

mutlu olabilmem ig¢in her tiirlii sikintiy1 gekmeye hazir olan, benim en biiyilik destek¢im,
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biricik arkadagim anneme, bana bu hayattaki dogrular1 ve yanliglar1 Ogreten, bir
telefonla tiim sikintilarimi mutluluga doniistiiren ablama, bu siirecte bana ¢ok biiyiik
fedakarliklar gdsteren, benim her tiirlii stresime katlanabilen, bu siirecte yardimlariyla
yiikiimii hafifleten esim Biilent YILMAZ’a, ne zaman pes etsem sadece bir giiliisiiyle

beni hayata baglayan biricik oglum Ural YILMAZ’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak bana Ankara Universitesi'nde egitim olanag: saglayan ve finansal anlamda
Ogretim  Uyesi  Yetistirme Programi  (OYP) kapsaminda beni destekleyen
Yiiksekdgretim Kuruluna, Erasmus+ Ogrenim Hareketliligi kapsaminda destekleyen

Avrupa Birligi Egitim ve Genglik Programlari Merkezi Bagskanligina tesekkiir ederim.

Ankara Haziran, 2019
Ovgii GUREL YILMAZ
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1. GIRIiS

Yaklagim teorisi, ortaya ¢ikip yayginlagmasi 19. yiizyila dayanan ve bu yiizyildan
giiniimiize kadar diinyadaki bir¢gok matematik¢i tarafindan caligilan matematiksel
analizin onemli aragtirma konularindan biridir. Sadece matematikte degil, temel
bilimler ve miihendislik bilimleri bagta olmak iizere, diger alanlardaki bir¢ok bilim-
sel probleme 1s1k tutmasi, yaklagim teorisinin giinden giine éneminin artmasina ne-
den olmustur. Ozellikle bu alanda yapilan bilimsel calismalarin, cagimiza yon veren
bilgisayar hesaplamalar1 ile zenginlestirilmesi, bu alanin giiniimiizde de hala eski
etkinligini siirdiirmesini saglamigtir. Bu yiizden yaklagim teorisi, matematikte anali-
zin harmonik analiz, fonksiyonel analiz, niimerik analizi, Fourier analizi gibi bircok
daliyla iligkili olmasinin yani sira; operator teori, olasilik teorisi, sayilar teorisi, ista-
tistik teorisi gibi diger bilim dallariyla da igicedir. Buna ek olarak yaklagim teorisi
fizikte ve miihendislikte veri gosterimi, sinyal igsleme, termografik goriintiileme, dal-

gacik analizi gibi bircok farkl konuda da kullanilmaktadir.

Yaklasim teorisinin temel amaci, ele alinan keyfi bir fonksiyonun daha basit ve daha
cok elemanter 6zellige sahip (tiirevlenebilme, integrallenebilme vb.) diger fonksi-
yonlar yardimiyla bir gosterimini elde etmektir. Ornegin bir fonksiyon kuvvet seri-
sine acilirken, onun kuvvet serisi ile iglem yapmak yerine kuvvet serisinin kismi
toplamiyla yani onun polinom gosterimi ile iglem yapmak bizim i¢in daha kul-
lanigh olacaktir. Bu sekildeki gosterimler fonksiyon hakkinda birgok bilgiye daha
kolay ulagmamiz1 saglar. Aksi durumda o fonksiyon hakkinda bilgi sahibi olmaya
calisihirken, icinden g¢ikilmasi zor ispatlarla ve hatta karmasik bilgisayar hesapla-
malariyla kargilagilabilir. Bazen bilgisayar yardimiyla baz1 bilgiler elde edilse bile,
bu elde edilen yaklagik sonuca nasil ulagildigini gorememek ya da sonuca daha iyi bir
yaklagimla ulagma istegi boyle durumlarda polinom yaklagiminin tercih edilmesine
neden olur. Bu durumda polinom ailesi bizim i¢in daha iyi 6zelliklere sahip fonksi-
yon tanmmini iistlenmis olur. Iste bu yiizden yaklasim teorisi, belli ézelliklere sahip
fonksiyon uzayimin elemanlarinin bu uzayin bir alt uzaymdan olan iyi ¢zelliklere

sahip fonksiyonlar cinsinden gosterimini elde etmeyi temel alir.
1



Yaklagim teorisinde genelde bu yaklagimi saglayacak daha basit ve daha cok eleman-

ter ozelliklere sahip fonksiyonlar, cq, ¢, ..., ¢, reel katsayilar: igin
Pu(x)=co+crz+ ... + cpa™
seklinde cebirsel polinomlardan; ag, a, ..., G, 31, ,Em reel sayilar igin
To(z) =ag + (51 CoS T —i—gl sin:v) 4+ (5m CcoOS M —l—gm sinmx)

seklinde trigonometrik polinomlardan ya da ag, ay, ..., @, b, ..., b, reel sayilar1 igin

Pu(z)  ap+ a1+ ..+ apa™
Qm(z) by +bix+ ...+ bpam

Rm(x) =

iki polinomun orani seklindeki rasyonel fonksiyonlardan segilebilir.

Matematiksel analizin temellerinin atildigi 17. yiizyila kadar yaklagim kavrami
altinda incelenen tek durum sayilarin yaklagik degerinin hesaplanmasiydi. Buna
ornek olarak 7 sayis1 verilebilir. Daha sonra Kepler, Wallis, Newton, Bernoulli,
Euler ve daha bir¢gok matematik¢inin yaptigi calismalarla, sayilarin, operatorlerin,
fonksiyonlarin ve denklemlerin ¢oziimlerinin yaklagik hesabinin elde edilebilmesi i¢in

gelistirdikleri metotlarla yaklagim kavraminin da ilk adimlar: atilmigtir.

Yaklagim teorisinde énemli bir yere sahip olan Gauss, denklemlerin ¢ziimlerinin, in-
tegral hesaplarinin minimum hata ile ¢dziimlerinin bulunmasinin yani sira matema-

tikte genis 6lciide kullanilan en kiigiik kareler metodunu geligtirmigtir.

Tiim bu gelismelerin yaninda reel degigkenli fonksiyonlara yaklagim teorisinin temeli
Rus matematik¢i P. L. Chebyshev ve Alman matematik¢i K. Weierstrass'in iki

onemli teoremi ispat etmesiyle olugturulmustur.

Rus matematikgi P. L. Chebyshev (1821-1894) in yaklagim teorisi ile ilgili ilk aragtir-
malar1 1850 yilinda baslamig ve bu konu ile ilgili aragtirmalar: 6liimiine kadar devam

etmistir (Chebyshev 1854, 1859, 1947) .



Bu teori kapali aralikta verilen keyfi siirekli fonksiyona en iyi yaklagimi veren m—inci
dereceden polinomu bulmaya dayanmaktadir. Agik sekilde ifade etmek istersek,
" f, [a,b] kapalr araliginda tanimly strekli bir fonksiyon ve m pozitif tamsay: olmak

lizere;

max |f(x) — p(z)|

a<x<b

ifadesini minimum yapacak sekilde derecesi en fazla m olan

seklinde bir polinom bulunabilir mi? " sorusunun cevabi aranmaktadir.

P. L. Chebyshev’in bu ¢aligmasi ile yaklagim teorisinde 6nemli bir yere sahip olan

en iyi yaklagim problemi anlam kazanmgtir (Chebyshev 1854).

Alman matematikgi K. Weierstrass (1815-1897), 1885 yilinda kendi ismini tagiyan
Weierstrass yaklagim teorisini ispatlamasiyla matematikte cok biiyiik bir gelismeye
imza atmigtir. Bu teorem [a, b] kompakt araliginda diizgiin siirekli her fonksiyona
[a, b] araliginda diizgiin olarak yakimsayan bir {P,,(x)} polinomlar dizisinin varligini
ispatlamigtir (Weierstrass 1885). Agik olarak ifade edilirse,

" f € Cla,b] keyfi bir fonksiyon olmak tizere, her € > 0 sayist ve her x € [a,b] i¢in

oyle bir P, (x) cebirsel polinomu vardr ki
|f (@) = Pu(x)] <€

saglanar.”

K. Weierstrass bu teoremi benzer sekilde siirekli periyodik fonksiyonlara, trigonometrik

polinomlarla yaklagma problemini ele alarak da ispatlamigtir.

Weierstrass teoreminin ispati oldukca uzun ve karigik oldugundan birgok {inlii matema-

tik¢i daha basit ve daha anlagilir bir ispat elde edebilmek icin bu teorem iizerinde
3



caligmuglardir. Matematik¢i C. Z. Runge (Runge 1885), K. Weierstrass’tan bagim-
siz. olarak ayni yilda teoremin bagka bir ispatim1 yapmigtir. Farkh ispatlar ya-
pan diger matematikgilerde su sekildedir: E. Picard (1891), V. Volterra (1897),
H. Lebesgue (1898), L. Fejer (1900), G. Mittag Leffler (1900), M. Lerch (1903),
C. J. De la Vallee Poussin (1908), E. Landou (1908), D. Jackson ve W. Sier-
pinski (1911) ve S. N. Bernstein (1912). Bu teoremin birbirinden farkl ispatlar:
(Goncharov 1954), (Natanson 1964), (Pinkus 2000) referanslarinda bulunabilir.

Weierstrass teoreminin, f fonksiyonunun analitikligi kabul edilmeden kompleks uzaya
genigletilemeyecegi J. L. Walsh (1926) tarafindan verilmigtir. Bu teoremin ¢ok
degiskenli fonksiyonlar i¢in olan hali E. Picard (1891) tarafindan incelenmigtir.
Weierstrass teoreminin genellegtirmeleri ve farkl sonuglar1 (Lubinsky 1993) de bu-

lunabilir.

E. Borel (1905) siirekli fonksiyonlara polinomlarla yaklagimi incelerken polinomu

> 6@ ()

formunda almig ve bu bicimdeki polinomlar yardimiyla ispati elde etmistir.

S. N. Bernstein (1912) Borel’in diistincesinden yola cikarak ¢,, , fonksiyonunu

olarak ele almig ve f € C]0, 1] olmak iizere,
[ m
Bm(ﬂx%ZEZ xﬂl—ZW”*f(gﬁ, x €[0,1], m €N,
s=0 S

seklinde bir polinom dizisi tanimlamigtir. Bernstein bu polinom dizisini kullanarak

keyfi € > 0 sayis1 verildiginde tiim x € [0, 1] ve m > my igin,

[Bm (f;2) = f2)] <€
4



esitsizliginin saglandigini gostermis ve boylece Weierstrass teoreminin en basit ve en
etkili ispatin vermigtir (Bernstein 1912) . Bernstein’in olasilik teorisindeki kavram-
lara ve fikirlere dayanarak yaptigi bu kisa ispat, temel ve uygulamali bilimlerde
biiyiik bir etki yaratmigtir.

Giintimiizde Bernstein polinomlar1 olarak adlandirilan (B,,),,~, polinomlar dizisi
bircok bilimsel caligmanin odagi haline gelmis ve Bernstein polinomlar: {izerine
birgok aragtirma yapilmigtir (Lorentz 1986). Bu polinomlar I. Chlodovsky (1937)
ve O. Szasz (1950) tarafindan sonsuz araliga genisletilmislerdir. Bu polinomlarin
kompleks uzaydaki yakinsamalar1 E. M. Wright (1930) ve L. V. Kantorovich (1931)
tarafindan incelenmistir. E. V. Voronovskaya (1932), T. Popoviciu (1935) ve B.
Bajsanski-R. Bojonic (1964) Bernstein polinomlarimin yakinsaklik hizini tartigirken;
I. Chlodovsky (1929), L. V. Kantorovich (1930), P. L. Butzer (1935) ve G. G.
Lorentz (1937) Bernstein polinomunun gesitli modifiyelerini kullanarak siirekli ol-
mayan fonksiyonlara yaklagimimi ele almistir. Iki degiskenli Bernstein polinomlar:
P. L. Butzer (1953) tarafindan ¢alisilmigtir. Bernstein operatoriiniin g—analogu A.

Lupag (1987) tarafindan yapilmigtir.

Giiniimiizde Bernstein polinomlarinin bu kadar ¢ok popiiler olmasinin bir¢cok nedeni
vardir. Bunlardan bazilar1 bu polinomun acik ve sade bir gosteriminin olmasi, cesitli
sekil koruma 6zelliklerinin olmasi, bir¢ok problemin caligilabilmesinde islevsel olmasi
ve kolay tiirevlenebilir ve integre edilebilir olmasinin yani sira bilgisayarla yapilan
hesaplarda bize kolaylik saglamasidir. Ornegin f fonksiyonu hesaplanmasi zor bir

fonksiyon olarak segildiginde bilgisayarla yapilan iglemler isimizi kolaylagtirabilir.

Yaklagim teorisinin gelismesinde 6nemli katkilar: olan Bernstein polinomlari, matema-
tigin yani sira uygulamali bilimlerde de bircok kullanim alanina sahiptir. Bernstein
polinomlarimin 6zellikleri iizerine dayali Casteljau algoritmalar1 bilgisayar destekli
geometrik tasarimin ana elemanlarindan biridir (Boehm ve Miiller 1999). Bu algo-
ritmalar tip ve jeoloji biliminin yaninda araba ve gemi dizayninda, ugak endiistrisinde
etkili bir sekilde kullamlmaktadir. Bu algoritmalarin ilk olarak miihendis Paul de

Casteljau (1958) tarafindan Citroen otomobil firmasinda, Pierre Bezier (1910-1999)
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tarafindan Renault firmasinda kullamilmigtir. Daha sonra J. C. Ferguson (1963)

tarafindan Boeing ve A. A. Ball tarafindan Ingiliz ucak sirketlerinde uygulanmistir.

Bernstein Weierstrass teoremini olugtururken (B,,),,-, polinomlarimimn f fonksiyo-
nuna diizgiin olarak yakimsadigini [0, 1] kapali arahiginda gostermistir; ancak bu teo-
remi genel bir aralik olan [a*,b*] kapali araligina da genigletmek miimkiindiir. f
fonksiyonu [a*, b*] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun ve ¢ fonksiyonunu agagidaki

sekilde tanimlayalim.
¢(y) = fla" +y(0" —a’)]

olmak iizere, ¢ fonksiyonu [0, 1] araliginda siirekli bir fonksiyondur. Buna goére

Weierstrass teoreminin hipotezinden

|P(y) — o(y)| <e¢, ye€0,1]

olacak gekilde bir P(y) polinomu mevcut bulunur. y = Z B

alinir ve

_a*

Q(z):=P (; » a*) olarak tamimlanirsa,
—a

olup,

‘P(Z_a*)—¢(Z_a*)'=|Q(Z)—f(Z)I<€, s e 0¥

b* — a* b* — a*

bulunur. Boéylece Bernstein polinomlari, keyfi bir [a*, b*] aralig1 iizerinde de Weier-

strass teoremi igin bir ispat teknigi olugturmaktadir (Gupta ve Agarwal 2014).

Yaklagim teorisinde 6nemli bir yere sahip caligma alanlarindan birisi de lineer pozi-
tif operatorlerin yaklagim 6zelliklerinin incelenmesidir. Lineer pozitif operatorlerin
olugturulmasi ve ozelliklerinin ¢aligilmasi diger operatorlere gore daha kolay oldugun-
dan matematikgiler arasinda da ¢ok fazla ele alinan operatorlerden birisidir. Lineer
pozitif operatorler kavrami 1950 li yillarda bu sekildeki operator dizilerinin sonlu,

kapali aralik iizerinde siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsakligini veren teoremin
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ispatlanmasiyla biiyiik bir éneme sahip olmugtur. Bu teorem literatiirde Bohman-
Korovkin teoremi olarak bilinmesine ragmen, T. Popoviciu'nun onlardan daha ¢nce

bu konu iizerinde ¢alisma yaptigr da unutulmamalidir.

" (L) sy lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Uy, vm ve Wy, [a,b] aralg
tizerinde diizgiin olarak sifira yakinsayan fonksiyon dizileri olmak tizere, her x € |a, b|
1¢in

L, (Lix) = 14+uy(z)

L, (tz) = x4 v,(x)

L, (t%2) = 2°+wn(z)

kosullar: saglamyorsa bu durumda (L,,),,-, lineer pozitif operatirler dizisi [a,b]

aralge tizerinde f siirekli fonksiyonuna diizgin olarak yakinsar. "

Bu teorem lineer pozitif operatorler dizisinin birim operatore yaklagimini gosteren
cok basit; ancak basit olmasinin yam sira cok etkili kriterleri icermektedir. Dikkat

edilirse [a,b] kompakt aralig: iizerinde (L,,) lineer pozitif operatorler dizisinin

m>1
f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsamasi igin f fonksiyonunun sadece {1,x,?}
kiimesinin elemanlarindan secilmesi yeterlidir. Bu da saglanacak kriterin ne kadar

basit oldugunu bize gosterir.

Romanyali matematik¢i T. Popoviciu (1906-1975) bu teorem ile ilgili ¢aligmasin
1951 yilinda kendi ana dilinde yaymlamistir (Popoviciu 1950). Bu yiizden T. Popovi-
ciu'nun katkis1 uzun siire goz oniine almmamustir. Isvecli istatistikci H. Bohman
(1920-1996) bu teoremi s = 0, 1, ..., m i¢in wy, s fonksiyonlar: [0, 1] araliginda negatif

olmayan stirekli fonksiyonlar ve 0 < z,, s < 1 olmak {izere,

Ly, (fv l’) - Zwm,s<x)f (Im,s)

bi¢imindeki lineer pozitif operatorler igin ispatlamigtir (Bohman 1952). Rus matema-
tik¢i P. P. Korovkin (1913-1987) ayni teoremi integral tipli operatorler i¢in ispatlamig

ve daha sonra bu teoriyi genellemistir (Korovkin 1953, 1960).
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Bu teoremin ispatlanmasindan sonra Korovkin teoremi bircok matematikci tarafin-
dan Banach latisleri, Banach cebirleri ve Banach uzaylar1 gibi farkl yapilarda, lineer
pozitif operatorlerin farkh simiflar1 icin genisgletilmeye calisilmigtir. Bu arastirmalarin
sonucu olarak da Korovkin tipli yaklasim teorisi olarak adlandirilan yeni bir teori
dogmustur.

Daha 6nce Bernstein tarafindan tanimlanan ve kendi adiyla anilan Bernstein poli-
nomlar dizisi de bir lineer pozitif operatorler dizisi olup, [0, 1] araliginda Korovkin
teoreminin gartlarin saglar. Bu teorem kullanilarak kapali [a, b] araliginda tanim-
lanan bircok lineer pozitif operatorler ortaya c¢ikmig ve bu operatorlerin yaklagim
ozellikleri incelenmistir. Ornek olarak Cheney-Sharma, operatérleri, Meyer-Konig ve
Zeller operatorleri ve bu operatorlerin Durrmeyer, Stancu,Kantorovich ve q analogu

genellestirmeleri verilebilir.

Yaklagim teorisinde lineer pozitif operatorler iizerine olan calismalar derinlestikce,
kompakt aralikta tanimlanan operatorlerin yani sira, sinirsiz araliklarda da tanim-
lanan operatorler ortaya cikmig ve bunlarin yaklagim 6zelliklerinin incelenmesi prob-

lemi hiz kazanmigtir.

G. M. Mirakjan (Mirakjan 1941), Bernstein operatorlerini sonlu araliktan smirsiz

araliga genigleterek, f € C[0,00) olmak iizere,

e}

Sulfiny =3 T () hefooo), meN
s=0 ’

seklinde lineer pozitif operatorler dizisi tanimlamigtar. (Sm>m21 lineer pozitif opera-
torti J. Favard (Favard 1944) ve O. Szasz (Szasz 1950) tarafindan da ayri olarak
incelenmigtir. Bu operator literatiirde Szasz-Mirakjan operatorii olarak bilinmekte-

dir.

(Sm)m21 operatorleri tanimlandiktan sonra bu lineer pozitif operatorler dizisi {ize-
rine caligmalar yayginlasmigtir. Bu operatoriin bazi genellestirmeleri F. Schurer
(1962,1965) tarafindan incelenmigtir. E. W. Cheney ve A. Sharma (1964) tarafin-

dan ise f konveks bir fonksiyon oldugunda (.5,,),,~lineer pozitif operatorler dizisinin
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azalan oldugu gosterilmistir. Bu operatorler dizisinin monotonlugu A. S. Cavaretta-
A. Sharma (1964) ve 1. Horova (1968,1982) tarafindan incelenirken, operatorlerin
tiirevinin olugturdugu dizinin yakimsakligi I. Horova (1982) tarafindan ve bu dizinin
monotonlugu da B. Della Vecchia (1987,1988) tarafindan ¢aligilmigtir. Szasz-Mirakjan
operatorlerinin genellestirilmeleri ve yakinsaklik 6zellikleri ile ilgili caligmalarin bazilar:
(Butzer 1954), (Boyanov ve Veselinov 1970), (Becker 1978), (Becker vd. 1978),
(Herman 1978), (Totik 1983a), (Totik 1983b), (Ditzian ve Totik 1987), (Sun 1987),
(Kasana vd. 1988), (Lesniewicz and Rempulska 1997), (Gupta P. ve Gupta V. 2001),
(Ciupa 2003), (de la Cal ve Carcamo 2003), (Walczak 2004), (Miclaus ve Pop 2012),
(Duman ve Ozarslan 2007), (Aral vd. 2014), (Acar 2016) referanslarinda bulunabilir.

Bernstein polinomlarinin pozitif reel eksene énemli genellegtirmelerinden biri de 1957

yihinda V. A. Baskakov (Baskakov 1957) tarafindan yapilmigtir. f € C[0, co) olmak

luzere,
1 [ m+s—1 z \° s
Vm(f7$)—m; . <1+x) f<a>, z €[0,00), meN

seklinde tanimlanan operatorlere Baskakov operatorleri adi verilir.

1978 yilinda M. Becker (Becker 1978) bu operatorlerin agirhkh uzaylarda yaklagim
ozelliklerini incelemistir. 1985 yilinda Sahai ve Prasad (Sahai ve Prasad 1985) Baska-
kov operatorlerinin Durrmeyer tipli operatorlerini tanimlamis ve bu operatorlerin
gesitli genellegtirmeleri ve yakinsaklik 6zellikleri M. Heilmann (Heilmann ve Miiller 1989),
(Heilmann 1989a) tarafindan ¢ahgilmigtir. Z. Ditzian ve V. Totik 1987 yilinda
Baskakov operatorlerinin Kantorovich tipli genellestirmesini tanimlamistir. Iki degiskenli
Baskakov operatorleri 1999 yilinda M. Gurdek, L. Rempulska ve M. Skorupka tarafin-
dan olusturulmus ve bu operatorlerin yakinsaklik derecesi ve 6zellikleri incelenmistir.
Baskakov operatorleri ile ilgili diger ¢aligmalar ise (Totik 1983c), (Alkemade 1983),
(Pethe 1984), (Della Vecchia 1987), (Mihesan 1998), (Altomare ve Mangino 1999),
(Ispir 2001), (Deo 2005), (Aral ve Gupta 2010), (Gupta 2018), (Aral ve Erbay 2019)

seklinde verilebilir.



Szasz ve Baskakov operatorlerinin yani sira siirsiz aralikta tanimlanan diger lineer
pozitif operatorlerin bazi érnekleri Post Widder operatorleri, Phillips operatorleri,
Gamma operatorleri, Lupag operatorleri, Bleimann Butzer ve Hahn operatorleri gibi
operatorler ve bu operatorlerin kendi aralarinda modifiye edilmis halleri, Stancu,
Durrmeyer, Kantorovich tipli genellestirilmeleri ve bunlarin g-analoglar1 geklinde

verilebilir.

Kompakt aralikta tanimlanan lineer porzitif operatorlerin diizgiin yakinsakligiin in-
celenmesi i¢in Korovkin teoreminin gecerli oldugu bilinmektedir. Ancak sinirsiz ara-
likta tanimlanan bu operatorlerin dizisi i¢in Korovkin teoreminin gecerli olmadig,
bu teoremin kosullar: saglandigl halde diizgiin yakinsakligin saglanmadigi goriilmek-
tedir. Bunun tizerine 1974 ve 1976 yillarinda A. D. Gadjiev tarafindan reel eksenin
tamaminda veya simirsiz alt araliklarinda yaklagim kogullar1 ve Korovkin tipli teo-

remler caligilmigtir.

"B,(R) = {f:|f(z)| < M;p(x); My, f fonksiyonuna bagly pozitif bir sabit}
C,(R) = {f:feB,(R), f surekli}
CH(R) = {f . feC,(®), lim @)

()

Zkif<OO, kaR}

seklinde tanimlanan fonksiyon uzaylary , reel eksende tanymi siirekli, monoton artan
¢ fonksiyonu ve p(z) =1+ (p(x))? agurlik fonksiyonu igin,

C, (R) uzaymdan B, (R) uzayna taniml {Ay,} lineer pozitif operatirler dizisi eger
T An(") = @1, =0, v =0,1,2
kosullariny saghyor ise, her f € C’f; i¢in
T |40 (f) = /1], = 0

dwr (Gadjiev 1974), (Gadjiev 1976)."

Yaklagim teorisinde 6nemli ¢caligma konularindan biri de yaklagimin hizinin belirlen-

mesidir. I herhangi bir kapali ve simirh bir aralik olmak tizere, £,,, : C' (1) — C (1)
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lineer porzitif operatoriiniin f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsamasi,

Hﬁm<f) - f“c([) = O, nli_fgoam =0

(an,) dizisinin sifira yakinsayan bir dizi olmasiyla miimkiindiir. Ele alinan bu (a,)

dizisinin sifira yakimsama hizi, (£,,) dizisinin de f fonksiyonuna yakinsama hiz

m>1
ile iligkilendirilebilir. Bir lineer pozitif operatorler dizisinin yakinsama hizi hakkinda

siireklilik modiilii kullanilarak yorum yapilabilir.

Yaklagimin hizinin belirlenmesinin yani sira, bu yaklagimin hizinin hangi durum-
larda daha iyi olabilecegi diisiincesi yaklagim teorisinde bir¢ok yeni problemin ortaya
¢ikmasinda 6nemli rol oynamigtir. Bu kavram altinda ele alinan lineer pozitif opera-
torler dizilerinin bircok genellestirmesi yapilmig ve boylelikle yeni operator dizileri
tanimlanmigtir. Gergekte lineer pozitif operatorlerin bir f fonksiyonuna yakinsama
hizin1 arttirmak, bir anlamda yaklagimda meydana gelen hata miktarini azaltmak

ve dogal olarak daha iyi bir yaklagim elde etmek demektir.

Korovkin teoreminde kullamlan {1, z, 2*} kiimesi i¢in e;(x) = 27, j = 0,1,2 olmak

tizere herhangi bir (£,,) lineer pozitif operatorler dizisi i¢in

m>1

L., (eo;x) = eg(x)
L, (er;z) = ep(x)

oldugu bilinmektedir. Bernstein polinomlari, Szasz-Mirakjan operatorleri, Baskakov
operatorleri ve Phillips operatorleri gibi operatorler bu duruma ¢rnek olarak veri-
lebilir. Bu operatorler goz oniine alindiginda £, (e2;2) = eq (x) esitligi saglanma-
maktadir. Diger taraftan bir lineer pozitif operatorler dizisinin bu egitligi saglayacak
sekilde modifiye edilmesi durumunda o operator dizisinin yakinsaklik ozelliklerinin
ve yaklagma hizinin ne olacagi konusu merak uyandirmigtir ve bu durum goz 6niine

alinarak lineer pozitif operatorleri genellestirme calismalari yayginlagmistar.

Ik olarak J. P. King 2003 yilinda Bernstein operatoriiniin e, (z) = 2% fonksiyonunu

koruyacak sekilde genellestirmesini ele almigtir. V,, : C[0,1] — CI0,1], f € C]0,1]
11



olmak {izere,

Va(fio) =30 [ 7] @) (=@ f (2), wel01), meN

S
m
s=0 S

lineer porzitif operatorii i¢in r,, fonksiyonu

rm(T) = 2 m 1
(@) = — LI I SR S =23, ..
rm(@) m—1+\/<m—1)$+4(m—1)2 "

seklinde elde edilmistir. Burada r,, yardimei fonksiyonu,

0<rn(x)<1l, z€]0,1], meN

bi¢imindedir ve

lim 7,(z) =2, x€][0,1]

m—00

ozelligine sahiptir. J. P. King’in bu galigmasinda modifiye edilmis (V,),,~, ope-

ratorler dizisinin yaklagim 6zellikleri incelenmis ve [O, %) araliginda, genellestirilmig
operatorler dizisinin en azindan klasik Bernstein operatorleri kadar iyi bir yaklagim

derecesine sahip oldugunu ispatlanmigtir (King 2003).

2006 yilinda O. Agratini, J. P. King’in bu diigiincesinden yola ¢ikarak genel King tipli
operatorlerin cesitli fonksiyon uzaylarinda farkl siireklilik modiilleri yardimiyla yak-
lagimini incelemis ve bu teknigi Szasz-Mirakjan, Baskakov ve Bernstein Chlodovsky

operatorlerine uygulayarak aragtirmasini érneklemigtir (Agratini 2006).

Aymi yilda D. Cardenas Morales ve arkadaglar1 Bernstein operatoriiniin es + Aej i
koruyan B, modifiye operatoriinii By, : C[0,1] — C[0,1], f € C]0,1] olmak

iizere,

Bm7/\(fa$)zz "

s=0 S

(@) (1= dup(2))"f (=), z€ 0,1, meN

S
m

seklinde tanimlamigtir. Burada

dm’A(I) = —

2 2
mA+1 \/(m)\+1) +m()\:r+a:)7 m=23. ..

2(m —1) 4(m — 1)? m—1
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bi¢imindedir. Bu caligmada modifiye Bernstein polinomunun sekil koruma ve yak-
lagim 6zellikleri incelenmis ve bu 6zelliklere dayanilarak yaklagim hiz ile ilgili bilgiler
elde edilmistir. Ayrica klasik Bernstein polinomu ile B,, , polinomunun yaklasim hiz-
lar1 karsilagtirilmis, cizilen grafiklerle genellesmis operatorlerin yakinsama hizlarinin

daha iyi oldugu sonucuna varilmigtir (Cardenas Morales vd. 2006).

2007 yilinda O. Duman ve M. A. Ozarslan, O. Agratini’nin makalesinde kisaca bah-
settigi King tipli Szasz-Mirakyan operatorlerini daha ayrintili bir sekilde incelemistir.

Dy, : C[0,00) — C[0,00), f € C[0,00) olmak iizere,

o o = (MAE (), /s
D* (F:a) = et 5 (1 (2)) (_) 0 N 1.1
i) =0 L () e oo meN (1)
seklinde elde etmistir. u;, fonksiyonu,
14 /Am2z2 1 1
hy (z) = VT , z€[0,00), meN

2m

bigiminde olup,

0<hr(zr)<oo, x€][0,00), meN

lim Ay (z) =2, x€]0,00)

ozellikleri saglanir. Bu calismada (D:l)mZI genellegtirilmis operator dizisinin, klasik
Szasz-Mirakjan operatoriinden daha iyi bir yaklagim hizina sahip oldugu gosterilmis

ve bu operatoriin noktasal agidan yaklagimi incelenmistir (Duman ve Ozarslan 2007).

2008 yilinda O. Agratini, D. Cardenas Morales ve arkadaglarinin diisiincesini lineer

pozitif operatorlerin genel hali olan

Ly (fix) = Z um,s(x)f (xm,s) ) I, CN

s€lm

seklindeki (,Cm)m21 operator dizilerine uygulamistir ve bu ¢alismada tanim araliginin
J =10,1] ve J = [0, 00) bi¢iminde oldugu durumlarda yakinsaklik ézellikleri ayr: ayri
incelenmistir. Bernstein, Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatorlerinin durumlarini

da icinde barmdiran ¢alismada Szasz-Mirakjan modifiye operatorii,
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Lo Cl0,00) — C[0,00) ve o > 0 igin,

Lo (f;2)= io: e—mvmvawwf (i)

s! m

s=0

bigiminde tanmimlanmigtir. Burada v,, o : [0, 00) — R seklinde bir fonksiyon olup,

(am + 1) N \/(am—l— 1)2

2m 4m?2

+ (22 + ax), z€][0,00), meN

Uma(z) = —

dir (Agratini ve Tarabie 2008).

2009 yilinda L. Rempulska ve K. Tomczak King tipli operatorlerin agirlikli uzaylar-
daki yaklasimini inceleyen caligmasini yayimlamigtir ve Szasz-Mirakjan operatorleri,
Baskakov operatorleri, Post-Widder operatorleri ve Stancu operatorleri ile 6rnekleye-

rek galigmasini zenginlegtirmistir (Rempulska ve Tomczak 2009).

Aymi yilda Szasz-Mirakjan Kantorovich operatérlerinin King tiplisi O. Duman vd.
tarafindan (Duman vd. 2009) ¢alisilmig ve 2010 yihinda da bu genellegtirilmig ope-

ratoriin lokal yaklagim 6zellikleri ele almmistir (Ozarslan ve Duman 2010).

2011 y1ilinda N. I. Mahmudov tarafindan Szasz-Mirakjan operatoriiniin q genellestirmesi
ey (z) = 2% fonksiyonunu koruyacak sekilde modifiye edilmis ve agirhkli uzaylardaki

yaklagim ozellikleri ile noktasal yaklagimi incelenmistir (Mahmudov 2011).

2016 yilinda ¢-Szasz-Mirakjan Kantorovich operatoriiniin (Mursaleen vd. 2016), 2018
yilinda ¢-Szasz-Mirakjan operatoriiniin Dunkl analogunun (Mursaleen ve Rahman 2018),
2019 yilinda da (p, q¢) Szasz-Mirakjan operatoériiniin (Mursaleen vd 2019) King tipli

genellesmesi M. Mursaleen ve arkadaglar1 tarafindan ¢aligilmigtir.

2017 yilinda T. Acar, A. Aral ve H. Gonska, King tipli operatorlere yeni bir bakig
acist kazandirmistir.  Bugiine kadar test fonksiyonlari ya da onlarin lineer bir-
lesimlerini koruyacak sekilde genellegtirilen lineer pozitif operatorler, bu ¢aligmada

iistel tipten bir fonksiyonu koruyacak sekilde modifiye edilmistir. Aslinda 2010
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yilinda J. M. Aldaz ve H. Render yaptiklar1 caligmada lineer pozitif operatorler
dizisinin f fonksiyonuna daha hizli yaklagimini elde edebilmek icin konvekslik ve
genellestirilmis konvekslik tanimini temel alarak yeni teoriler gelistirmisler ve bu
amagcla Bernstein operatorlerinin iistel fonksiyonu sabit birakacak sekilde yeni bir
modifikasyonunu elde etmiglerdir (Aldaz ve Render 2010). 2014 yihinda da M. Birou
test fonksiyonlarini (veya onlarin lineer birlegimlerini) ya da iistel fonksiyonu koru-
yacak gekilde genellestirilen lineer pozitif operatorlerin, f fonksiyonunun azalan-
lik kosulu ve genellegtirilmis konvekslik tanimi altinda yakinsama ve sekil koruma
ozelliklerini incelemistir (Birou 2014). Bu galismada da Bernstein operatorlerinin
modifikasyonlar1 galigilmigtir. T. Acar, A. Aral ve H. Gonska ise yaptiklar1 ¢alg-
mada bu zamana kadar Bernstein operatoriine uygulanan bu diisiinceyi sinirsiz ara-
likta tanmimlanan Szasz-Mirakjan operatorlerine uygulamiglardir (Acar vd. 2017).
R}, : C[0,00) — C0,00) ve a > 0 igin,

i (10) = ot 35 008" 1

s! m

s=0
bigiminde tanimlanmgtir. Burada a,,(z) : [0,00) — R seklinde bir fonksiyon olup,
2ax

() = T e\
m <eﬁ — 1)

dir. Bu yeni operatorler dizisinin diizgiin yakinsakligi ve noktasal yaklagim ozellikleri

r€[0,00), meN

incelenmis ve sekil koruma ozellikleri hakkinda bilgi verilmistir. (R}, ,,) dizisinin yak-
lagim hiz, klasik Szasz-Mirakjan operatorler dizisinin yaklagim hiziyla karsilagtirilarak

daha iyi bir yaklagim hizina sahip oldugu ispatlanmigtir.

Daha sonra bu diigiince Szasz-Mirakjan operatoriiniin Durrmeyer ve Kantorovich
tipli genellestirmeleri, Baskakov operatorleri, Phillips operatorleri gibi birgok lineer
pozitif operatorlere uygulanmigtir (Giirel Yilmaz vd 2017), (Gupta ve Tachev 2017),
(Deniz vd. 2018), (Gupta ve Aral 2018), (Gupta ve Acu 2018), (Aral vd. 2018).

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.

Su ana kadar iizerinde durulan yaklasimlar teorisinin ortaya cikisinin, lineer pozi-
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tif operatorler kavraminin gelisiminin ve giintimiizde bu konu ile ilgili yapilan baz

calismalarin anlatildigi boliim tezin giris boliimiinii olugsturmaktadir.

Tezin ikinci boliimiinde tez i¢in gerekli olan baz temel tanimlara ve teoremlere yer
verilmigtir. Lineer pozitif operatorlerin sonlu aralikta siirekli fonksiyonlar uzayinda
ve agirlikli uzaylarda yakinsaklik kogullar: anlatilmig ve tezde kullanilacak olan bazi

operatorler tanitilmigtir.

Tezin iigiincii ve dordiincii boliimleri tamamen orjinal olup asagidaki sonugclar elde
edilmistir.

Ugiincii boliimde (S,, ) ile gosterilen e; + Ae; fonksiyonunu koruyan genellestirilmis
Szasz-Mirakjan operatorleri ele alinmigtir. Bu operatorler igin sekil koruma 6zellik-
leri ve yaklagim ozellikleri incelenmis, noktasal yakinsakligin incelendigi Voronovskaja

tipli teorem goz oniine almnmugtir. Bu boltimiin son kisminda ise (5,,) klasik

m>1
Szasz operatorleri ile (S,,,) King tipli Szasz-Mirakjan operatorlerinin yaklagim hiz-
lar1 kargilagtirilmigtir. Son olarak bu operatorlerin yaklagim sonuglari grafikle ve

hata tahmini tablosuyla da gosterilmigtir.

Doérdiincii boliimde ise (\N/n’;a> ile ifade edilen e™* fonksiyonunu koruyan genellesti-
rilmis Baskakov-Kantorovich operatorlerine yer verilmistir. Bu operatorlerin iistel
stireklilik modiilii yardimiyla yaklagim ozellikleri ele alinmig ve Voronovskaya tipli

teoremi iizerinde durulmustur.

Son boliim olan beginci boliimde ise elde edilen sonuclar tartigilmigtir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde yaklagim teorisinde 6nemli bir ¢alisma alani olan lineer pozitif operator-
ler ile ilgili baz1 temel kavramlar ve notasyonlardan bahsedilecektir. Ayrica ilerleyen
boliimlerde kullanilacak olan baz temel tanimlar ve teoremler verilecektir. Lineer
pozitif operatorlerin sinirli ve sinirsiz araliklardaki yakinsaklik kogullar1 genig bir
sekilde ele alinacak ve bu operatorlerin yakinsaklik hizlarinin incelenmesi ile ilgili
belirli yontemler sunulacaktir. Ayrica galigmada kullanilacak olan bilinen bazi lineer
pozitif operatorler tanitilacak ve onlarin sagladigi bazi 6zellikler hakkinda bilgiler

verilecektir.

Tanim 2.1 (Operator) X* ve Y* iki fonksiyon uzay: olsun. Eger X*’dan alinan
herhangi bir f fonksiyonuna Y* uzayinda bir g fonksiyonu kargilik getiren bir £

kurali varsa buna X* iizerinde bir operatordiir denir ve her f € X* icin

L(f;x)=g(x)

seklinde gosterilir. Burada X* uzayna £ operatoriiniin tanim bolgesi denir ve
X* = D (L) ile gosterilir. L operatorii f fonksiyonuna Y*’da bir ¢g fonksiyonu
kargilik getirir ki bu sgekildeki g fonksiyonlarimin kiimesine £ operatoriiniin deger

kiimesi denir ve bu kiime R (£) ile gosterilir.

L (f;x) = g (x) olmak iizere, L operatorii ¢t degiskenine bagh olan f fonksiyonunu z

degiskenine bagh olan g fonksiyonuna gotiiriir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tanim 2.2 (Lineer Operator) X* ve Y* iki fonksiyon uzay: olmak iizere
L : X* — Y™ geklinde tanimlanmig operator goz oniine alinsin. f ve g fonksiyonlar:
X* uzayindan alinan herhangi iki fonksiyon ve A\; ve A5 sayilari da keyfi iki reel say1

olmak {izere,

LAf+Xg;x) =ML(f;2) + XL (g;x)
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kogulu saglandigi takdirde £ operatoriine lineer operator denir.

(Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tanmim 2.3 (Pozitif Operator) X ve Y ile sirasiyla X* ve Y* uzayindan alinan

pozitif degerli fonksiyonlarin uzay1 gosterilsin. Yani

Xt = {feX*: f(t)>0}
Y& o= {gev": g(t) >0}

olsun. Eger X* uzayinda tanmimlanms £ operatorii X+ uzaymdan alinan her bir f

fonksiyonunu Y uzaymmdan alinan bir ¢ fonksiyonuna doniistiiriiyorsa yani, V¢ €

D (f) icin
f(t) > 0 oldugunda L (f;x) >0

oluyorsa bu takdirde £ operatériine pozitif operator denir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Lineerlik sartiyla birlikte pozitiflik sartin1 da saglayan operatorlere lineer pozitif

operatorler adi verilir.

Lemma 2.1 £: X* — Y™ bir lineer pozitif operator olsun. £ operatérii monoton-
luk ozelligini saglar. Yani her t igin f(t) < g¢(f) oldugunda L (f;x) < L(g;x)

esitsizligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Lemma 2.2 L lineer pozitif operator olmak iizere,

1L (f;2)| < L(f];)

esitsizligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tanim 2.4 (Normlu Uzay) X* bir lineer uzay olsun. ||.|| : X* — R fonksiyonu
agsagidaki sartlar saglarsa ||.|| fonksiyonuna X* iizerinde bir norm, X* uzayna da

bir normlu uzay denir.

i) Vo € X* igin ||z]| >0
18



ii) |z =0 2=0
iii) Vo € X* ve A € R igin || \z|| = |A] ||=||
iv) x,y € X* olmak iizere ||z + y|| < ||z|| + [|y||

seklindedir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.5 (Smurh Operator) X* ve Y* iki fonksiyon uzayi, £ : X* — Y™* bir

operatdr olsun. D(L) C X* L operatorlerinin tamm kiimesini, ||.||y. ve |||y~ ise

sirasiyla X* ve Y* uzaylan tizerindeki normlar gostersin. Vf € D(L) igin,

I£f[ly+ < M| f]

X€E

olacak gekilde M € R varsa £ ye D(L) iizerinde sinirh operator denir.

L] x- oy = f{M | Lflly. < M f]lx-}
| LS|y
Iflxe0 11 xe

sayisina £ operatoriiniin normu denir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tanim 2.6 (Boliinmiig Fark) f fonksiyonunun D (f) tanim kiimesinden birbirinden

farkl xf, 27, ..., 2%, seklinde (m + 1) tane nokta segilsin.

fleg) = f(ag)
flrg, 7] = f<x;%:£§%)

flet, as, o xk ] — flag, «f, oz,

* *
T — Zg

flzg, =3, ..y x)] , m>1

seklinde tanimlanan esitlige sirasiyla f fonksiyonunun birinci ve m-inci mertebeden

boliinmiig farklar: denir (DeVore ve Lorentz 1993).

Tanim 2.7 ({leri Fark Operatorii) Keyfi bir f fonksiyonu igin

Af(x}) = f(xj) = f(2))
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olmak {tizere k > 1 igin,
AFf(a5) = A (o) — A f(a))

ile tamimlanan operatore ileri fark operatorii adi verilir.

Ileri fark operatorii boliinmiis farklar yardimiyla da ifade edilebilir.

Vj > 0 igin 7 = j olmak iizere,
f@) = f@5) = fG+1)—f0)
= flJ+1]
= Af(z))
dir. Bunu ii¢ nokta i¢in yaparsak,

/ [x;'fﬂ,x;ﬁrﬂ —f [I;vx;-‘rl]

f [x;‘, Tii1s $§+2} =

Tj+2 — Tj
4 %[Af(x;+1)—ﬂf(fc;)]
1, .
= §A f(@)

elde edilir (DeVore ve Lorentz 1993).
Simdi bunu genellestiren teoremi verelim.

Teorem 2.1 Vj,s > 0 i¢in z7 = j olmak iizere,
* * * 1 s *
f [%’:%‘Hv '-'ijJrs} = gA f(%)
esitligi ile verilir.
Tanim 2.8 (Lipschitz Jart1) a, b € R olmak iizere [a,b] araliginda tamml bir f

fonksiyonu verilsin. Her x, ¢ € [a,b], M >0 ve 0 <y <1 igin,

1f @)= f (@) < Mt —af
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esitsizligini saglayan f fonksiyonlarimin siifina Lipschitz sinifi denir ve Lipy,y ile

gosterilir. Burada M Lipschitz sabiti olarak adlandirilir.

Lemma 2.3 f, [a,b] araliginda tanimh bir fonksiyon, 0 < v <1 ve M > 0 olsun.

i) f € Lipyry ise f siireklidir.
ii) f tiirevlenebilir ve |f' (z)] < M ise f € Lipy1 dir.
iii) f € Lipyy <= w(f;9) < M§” geklindedir.

iv) a < 8 ise Lip8 C Lipa olup bu ifadeler M sayisindan bagimsizdir.

1 1
Tanim 2.9 (Holder Esitsizligi) p ve ¢, 1 < p < oo ve — 4+ — = 1 kogullari saglayan
P q

iki say1 ve €, = < () = (21, %2, ooy Ty o)+ Y i yakmsak} olmak iizere, her
k=1

r = (z,) € {, ve her y = (y,,) € ¢, igin

(%) o0 1/]3 00 1/‘1
5% o < (z rxm) (z nyw)
=1

k=1 k=1

esitsizligine Holder esitsizligi denir.

Holder egitsizliginde p = ¢ = 2 alindig1 takdirde

0o 00 1/2 00 1/2
2 2

S x| < (z 2] ) (z el )

k=1 k=1 k=1

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi adi verilir.
Tanim 2.10 (Konveks Fonksiyon) [a,b] C R ve f : [a,b] — R fonksiyonu verilsin.
V x,y € [a,b] ve a € [0,1] € R igin

flaz+(1—a)y) <af(z)+(1-a)f(y)

oluyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Bu tanimi m + 1 nokta i¢in genellestirirsek,
21



Y To, T1y ey Ty € [a,b] ve Ay, € Rigin A\g + A1 + ... + A, = 1 olmak iizere
f (Z Asms> <> A f(x)
s=0

s=0

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Teorem 2.2 f fonksiyonu [a, b] de konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kogul f’nin

ikinci mertebeden boliinmiig farklarinin pozitif olmasidir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

2.2 Genellestirilmis Konvekslik

Genellestirilmis konvekslik tanimi yaklagim teorisinde énemli bir yere sahip olup
ozellikle lineer pozitif operatorler dizisinin monotonlugu hakkinda yorum yapabilme-
mize ve bu operatorlerin sekil koruma ¢zellikleriyle ilgili bilgi sahibi olmamiza imkan
saglamaktadir. Bu tanim matematikte interpolasyon metodu, genellegtirilmis mo-
ment problemleri, niimerik analiz, Sturm-Liouville problemlerinin 6z fonksiyonlarinin
sahip oldugu salinim 6zellikleri, sinir deger problemleri, toplanabilirlik gibi konularin
aydinlatilmasinda 6nemli rol oynayan, belirli 6zelliklere sahip fonksiyonlarin olugtur-

dugu Chebyshev sistemi iizerine kuruludur.

Bu sistemin temeli 1951 yilinda M. G. Krein tarafindan atilmigtir. Bu konu iizerine
S. N. Bernstein, R. Descartes, A. Haar, E. N. Laguerre, P. L. Chebyshev ve de la
Vallee Poussin gibi matematikgilerin ¢ok biiyiik katkisi oldugu gibi, N. I. Achieser, I.
P. Natanson, G. Polya, G. Szego gibi bilim adamlarinin da dikkate deger ¢aligmalar:

bulunmaktadar.

Tanim 2.11 (Chebyshev Sistemi) {u’}", fonksiyonlar1 kapali ve siurh [a, b] ara-

liginda taniml, siirekli, reel degerli fonksiyonlar olmak iizere eger

uy(xo)  uy(z) ug(Tm)
ul(l‘o) u;(ﬂfl) Ul(xm) >0 7 a S To<T1 < < Ty S b (21)
wr, (o)l (a1) U (%)
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saglaniyorsa, bu durumda {u*}]", fonksiyonlarmin olusturdugu sisteme [a,b] tize-
rinde Chebyshev sistemi adi verilir ve kisaca T'—sistemi olarak gosterilir.

(Karlin ve Studden 1966).

Tanim 2.12 (Genisletilmis Chebyshev Sistemi) {ul}.", € C™[a,b] olmak iizere

eger
wi(wo) (e oy (@)
(m)
uf(xo) uwi'(zy) -+ ul (z
(o) ui'(21) i () >0, a<zp<m<--<z,<b (22

saglaniyorsa bu durumda {u*}"" , fonksiyonlarimin olusturdugu sisteme [a,b] iize-
rinde genigletilmig Chebyshev sistemi adi verilir ve kisaca ET —sistemi olarak gos-

terilir (Karlin ve Studden 1966).

Eger her bir r = 0,1, ...,m icin {u}}._, sistemi bir genisletilmis Chebyshev sistemi
ise bu takdirde bu sistem genigletilmis tam Chebyshev sistemi olarak adlandirilir ve

kisaca EC'T—sistemi olarak gosterilir (Karlin ve Studden 1966).

Genellegtirilmis konvekslik kavrami ilk olarak E. Hopf tarafindan 1926 yilinda ortaya
¢ikmugtir. Daha sonra T. Popoviciu (1936), E. F. Beckenbach (1937), F. F. Bonsall
(1950), R. Bellman (1961), S. Karlin ve A. Navikoff (1963) tarafindan ¢aligilmigtir.

Tanim 2.13 [ fonksiyonu [a, b] araliginda taniml bir fonksiyon, {u}}""  fonksiyonlar:
da [a,b] arahginda tamml, siirekli, reel degerli fonksiyonlar ve {u?}", fonksiyon-

larinin olusturdugu sistem bir genisletilmig tam Chebyshev sistemi olsun. Buna goére

eger,
ug(wo)  ug(w1) U (Tm+1)
ui(wo)  ui(z1) Ui (Tm1)
: >0, a<zp<a1<-<Typy1 <b (2.3)
Uy, (o) tp, (1) U (Tm+1)
f(xo)  f(z1) [ (@mi1)
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saglaniyorsa bu takdirde f fonksiyonuna {u?}" = fonksiyonlarma gore konvekstir

denir ve (2.3) ifadesini saglayan f fonksiyonlarinin kiimesi C (ug, uf,...,u",) ile gos-

terilir (Lapidot 1978).

Genellestirilmig konvekslik tammimi s = 0,1 igin {ug, ui} fonksiyonlar: yardimiyla
tekrar ozetlersek, {uy, ui}, [a,b] lizerinde tamimli genigletilmis tam Chebyshev sis-

temi olmak iizere

(22) | >0, a<zo<m <33<b (2.4)

saglaniyorsa bu takdirde f fonksiyonuna {u, uj} fonksiyonlarina gore konvekstir
denir ve (2.4) ifadesini saglayan f fonksiyonlarmin kiimesi C (ug, uj) ile gosterilir

(Ziegler 1968).

Eger f fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli ve reel degerli fonksiyonlarin uzayindan
alinan bir fonksiyon ise bu durumda genellestirilmis konvekslik taniminda a < xy <
71 < 9 < b alinabilir. Genellestirilmis konvekslikte eger u;(t) = t*, i = 0, 1 segilirse

klasik konvekslik tanimina ulagilir (Ziegler 1968).

Uyar: 2.1 Tanim 2.13’te Cla, b] uzay yerine I sonlu ya da sonsuz, agik ya da kapali
bir aralik olmak iizere C' (I) uzay1 da alinabilir. Buna gore genellegtirilmis konvekslik
tanimi [0, 00) araligi i¢in de uygulanabilir (Ziegler 1968).

2.3 Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlar Uzay:

Tanim 2.14 Kapal bir [a, b] aralig1 iizerinde tanimli, siirekli ve reel degerli fonksi-

yonlarin olusturdugu kiimeye C'[a, b] fonksiyon uzay: denir.
Cla,bl ={f: f:[a,b] — R siirekli}
kiimesidir.
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C'|a, b] fonksiyonlar uzay1 iizerinde toplama (+) ve skalerle carpma (.) iglemleri,
+:Ca,b] x Cla,b] — C'a,b]

(f;9) — (f +9) (x) = f(z) + g(x)
. RxCla,b] — Ca,b]
(A ) — (Af) () = Af ()

seklinde tamimlansin. Bu durumda C'[a,b], iizerinde tamimlanan bu iglemler ile

birlikte bir vektor uzayidir.

C [a, b] uzayinda bir norm,

I egas = 1o 1)
ile gosterilir. Burada |[|.[|o(,, : C'[a,b] — R olmak tizere,
i) Vf e Cla,b] icin ||f] >0

ii) Vf € Cla,b] igin ||f]|=0<= f=0

iii) Vf € C'la,b] ve A € Rigin |[Af| = A || f]]

iv) Vf,g € Cla,b] igin [|f + gl < |If] + llgll

kogullar1 saglandigindan <C’ [a,b], ||.Hc[a’b]) uzay1 bir lineer normlu uzaydir.

Tanmim 2.15. Bir (f,,) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C'[a,b] normunda
diizgiin yakinsak olmasi igin her x € [a, b] olmak iizere,
i = Flleras =0

olmasidir. Norm tanimi kullanildigi takdirde,

lim max |f.(z) — f(x)] =0

m—sooa<zr<b

esitliginin saglanmasidir.
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C'[a, b] uzaymin normuna gore yakinsama diizgiin yakinsamadir. Diizgiin yakinsama

fm(z) = f(x) seklinde gosterilir.

2.4 Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsaklik Kosullar:

Yaklagim teorisi, ele alinan bir fonksiyonun, kendisinden daha basit sekilde 6zellik-
leri incelenebilen ve dolayisiyla kolaylikla daha fazla sonug elde edinilebilen fonksi-
yonlara yakinsamasini ele alir. Yaklagim teorisi yardimiyla karmagik bir fonksiyon
hakkinda daha genig bir bilgi sahibi olmamiz saglanir. Bu amaca yonelik 1885 yilinda
Weierstrass [a, b] araliginda siirekli her fonksiyona bir polinom yardimiyla yaklagila-
bilecegini ispatlamigtir. Bu teorem yaklagim teorisinde biiyiik bir 6neme sahiptir;
¢linkii siirekli fonksiyonlar yerine ¢ok daha kolay incelenebilen polinomu ele almak

daha kolaydir.

Teorem 2.3 (Weierstrass Yaklagim Teoremi) f fonksiyonu [a,b] araligy tizerinde
tamimli siirekli fonksiyonlar uzayindan alinan bir eleman olmak {iizere, her ¢ > 0
icin ‘ f(z) — ﬁm(x)‘ < ¢ olacak sekilde derecesi m. olan bir <ﬁm) polinom dizisi
vardir. Bagka bir ifadeyle, [a, b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna diizgiin olarak

yakinsayan bir (]Bm) polinomlar dizisi vardir (Weierstrass 1885).

Bu teoremin bir ispatin1 1912 yilinda Rus matematikgi S.N. Bernstein [0, 1] araligin-
daki siirekli fonksiyonlar uzayinda taniml ve yaklagim teorisinde ¢ok énemli bir yere

sahip olan Bernstein polinomlarini tanmimlayarak yapmistir.

Yaklagim teorisinde 6nemli bir yere sahip ¢aligma alanlarindan birisi de lineer pozitif
operatorler ve bunlarin yaklagim 6zelliklerinin incelenmesidir. Lineer pozitif opera-
torler kavrami 1950 li yillarda bu sekildeki operator dizilerinin sonlu, kapal aralik
tizerinde stirekli fonksiyona diizgiin yakinsakligi veren, Bohman-Korovkin teoremi
olarak bilinen teoremin ispatlanmasiyla daha genis capta caligilmaya baglanmigtir.
Bu teoremin ispatlanmasinda, ismi gecmemesine ragmen T. Popoviciu'nun da biiyiik

katkilar1 olmustur.
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Teorem 2.4 (Bohman-Korovkin Teoremi) f , [a,b] araliginda siirekli, reel degerli
ve tiim reel eksende siirh bir fonksiyon, (L,,)m>1 lineer pozitif operatorlerin bir
dizisi olsun. tu,,, v, ve w,, |a,b] araligi iizerinde diizgiin olarak sifira yakinsayan

fonksiyon dizileri olmak iizere, her = € [a, ] i¢in,

Ly (Liz) = 1+up(x)
Ly (t2) = &+ op(2)

L, (t%2) = 2°+wn(z)

kogullar1 saglaniyorsa bu durumda (£,,),,~, lineer pozitif operatérler dizisi [a, b]

aralig1 tizerinde f siirekli fonksiyonuna diizgiin olarak yakmsar (Korovkin 1953).

Bohman-Korovkin teoremi yaklagim teorisinde biiyiik bir éneme sahiptir. Ciinkii
ele aliman operatoriin 1,¢,t? deki goriintiilerinin sirasiyla 1, x, 2% ye diizgiin yakin-
sadiginm gostermek demek bundan sonra bu operatoriin sonlu araliktaki biitiin siirekli

fonksiyonlara diizgiin yakinsadigini gostermek demektir.

Korovkin teoreminde ¢;(t) = t*, i = 0,1, 2 fonksiyonlar1 Korovkin test fonksiyonlar:

olarak adlandirilir.

2.5 Siireklilik Modiilii

Yaklagim teorisinde lineer porzitif operatorler ile calisirken karsimiza gikan diger
onemli bir problem ele alinan operatoriin siirekli bir fonksiyona olan yakinsamasinda
yaklagim hizim1 belirlemektir. Bunu belirlemek i¢in kullanilan en 6nemli metotlar-
dan biri siireklilik modiiliidiir. Siireklilik modiilii kavrami 1910 yilinda H. Lebesgue
tarafindan tanimlanmig ve 1911 yilinda D. Jackson tarafindan doktora tezinde de

calisilmigtir.

Tanim 2.15 [ fonksiyonu [a, b] aralig iizerinde tamiml, siirekli ve reel degerli bir
fonksiyon olsun. z, y € [a, b] olmak iizere |z — y| < § sartim saglayan keyfi bir § > 0

icin |f(x) — f(y)| degerlerinin en kiigiik iist simrina f fonksiyonunun [a, b] araliginda
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siireklilik modiilii denir.

w(f;0)= sup |f(z)— f(y)] (2.5)

z, y€la,b]
|z—y|<6

veya

w(f;0) = sup |f(x +h) — f(z)]

|h|<é

sembolleri ile gosterilir.

Burada w fonksiyonu § sayisimin bir fonksiyonudur (Ditzian ve Totik 1987).

Lemma 2.4 Siireklilik modiilii agagidaki ozellikleri saglar (Stancu vd. 2001).
i) 6 > 0 i¢in w(f; ) negatif olmayan bir fonksiyondur.

ii) w fonksiyonu artan bir fonksiyondur.Yani §; < d, sartin saglayan tiim &; ve dy

sayilart igin w(f;91) < w(f;dy) ifadesi saglanir.

iii) m dogal say1 olmak iizere,

w(f;mo) < mw(f;d) seklindedir.

iv) A > 0 reel sayisi igin,

w(f;A0) < (1+ Nw(f;9) dir.

v) |f(t) = f(z)] S w(f;|t — x|) esitsizligi saglanir.

|t — 7]

vi) |f(t) — f(z)| < <1 + T) w(f; ) bigimindedir.

vii) (lsiII(l) w(f;9) = 0 geklindedir.

2.6 Agirlikli Uzaylarda Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsaklik
Kosullar:

Kompakt aralikta tanimlanan lineer pozitif operatorlerin diizgiin yakinsakliginin in-
celenmesi i¢in Korovkin teoreminin gecerli oldugu bilinmektedir. Ancak sinirsiz ara-
likta tanimlanan bu operatorlerin dizisi i¢cin Korovkin teoreminin gecgerli olmadig,
bu teoremin kosullar: saglandigl halde diizgiin yakinsakligin saglanmadigi goriilmek-

tedir. Bunun iizerine 1974 ve 1976 yillarinda A. D. Gadjiev tarafindan reel eksenin
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tamaminda veya siirsiz alt araliklarinda yaklagim kogullar1 ve Korovkin tipli teo-

remler caligilmigtir.

Tanim 2.16 ¢ reel eksende tanimli, siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak

pla) =1+ (p())’

seklinde p fonksiyonunun tamimlayalim. My pozitif bir sabit olmak tizere,

|f(2)] < My p(x)

esitsizligini saglayan reel degiskenli, reel fonksiyonlarin kiimesini B, (R) ile, bu uzay-

daki siirekli fonksiyonlarin kiimesini C), (R) ile gosterelim. Yani, B, (R) ve C, (R),

B, (R) = {f:|f(z)] < My p(x)}
C,(R) = {f:feB,(R), f sirekli}

seklinde tanimlanan fonksiyon siniflaridir. Bu uzaylar

151, =sup {22 c e}

normuna goére birer normlu uzaydir. Burada p fonksiyonuna agirlik fonksiyonu,

B, (R) ve C, (R) uzaylarina ise agirhkl uzaylar denir.

Ayrica ky € R olmak {izere,

cﬂmz{ﬁfGQ®%th“”:@}

olarak tanimlanan fonksiyon uzay1 C, (R) uzaymn bir alt uzayidir (Gadjiev 1974,

1976).

Teorem 2.5 ¢ reel eksende tanimli siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak
tizere, p(z) = 1 + (p(z))* agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda,
i) C, (R) uzayindan B, (R) uzaymna 6yle bir {A,,} lineer pozitif operatorler dizisi

tanimlanabilir ki, bu operatorler dizisi i¢in,

lim |4, (¢") —¢"[|,=0, v=0,1,2 (2.6)
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sartlar1 saglanmasina ragmen oyle bir f* € C, (R) fonksiyonu bulunabilir ki,
Jim |[Ay, (f7) = fA(@)ll, =1

olur.

ii) C, (R) uzaymndan B, (R) uzayma (2.6) kosullarini saglayan yle bir {A,,} lineer
pozitif operatorler dizisi bulunabilir ki her f € C,f icin
T |4, (/) — /1], = 0

dir (Gadjiev 1974, 1976).

2.7 Agirlikhh Uzaylarda Siireklilik Modiilii

Tamm 2.17 z € [0, 00) ve f € C[0, 00) olmak iizere, her > 0 igin

Q1.5 — sup D) = F@)

«>0 (1+22)(1+ h?)
|h| <o

seklinde tammlanan Q( f, §) fonksiyonuna C¥[0, co) uzaymda f fonksiyonunun siireklilik

modiilii denir.

Agirlikh uzaylarda tanimlanan siireklilik modiilii agsagidaki 6zellikleri saglamaktadir.

Lemma 2.5 z € [0,00) ve f € C%[0, 00) olmak iizere,
i) Q(f,9), 6 > 0 degigkenine gore artan bir fonksiyondur.
ii) Her bir f € C%[0, 00) igin, 5limOQ(f, 9) =0 dur.

iii) m € N olmak {izere,

Q(f,md) <2m (1+ 52) Q(f,0) esitsizligi saglanir.

iv) A > 0 olmak iizere,

Q(f,A0) <2(1+A) (14 6%) Q(f,0) bigimindedir.

v) f € CK[0,00) ve z,t € [0, 00) igin,
If (1) — f(2)] <201+ 2?)(1 + 6?) (1 + @) (1+ (- ZB)2> Q(f,0) seklindedir.
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Simirsiz araliklar ve bolgeler iizerinde tanimlanan bazi lineer pozitif operatorlere
ornek olarak Szasz- Mirakjan operatorleri , Baskakov operatorleri, Post Widder ope-
ratorleri, Phillips operatorleri, Gamma operatorleri, Lupas operatorleri, Bleimann
Butzer ve Hahn operatorleri gibi operatorler ve bu operatorlerin kendi aralarinda
modifiye edilmis halleri, Stancu, Durrmeyer, Kantorovich tipli genellestirmeleri ve
bunlarin q analoglar: seklinde verilebilir. Caligmamizda yer alan Szasz-Mirakjan ope-
ratorleri, Baskakov operatorleri ve Baskakov operatoriiniin Kantorovich genellegmesi-

nin bazi ozellikleri agagida verilmigtir.

2.8 Szasz-Mirakjan Operatorleri

G. M. Mirakjan (Mirakjan 1941), Bernstein operatérlerini sonlu araliktan smirsiz

araliga genisleterek, (S5;,),,~, seklindeki lineer pozitif operatorler dizisini tanim-
lamigtir. Bu operatorler J. Favard (Favard 1944) ve O. Szasz (Szasz 1950) tarafindan
da ayr olarak incelenmistir ve bu yiizden literatiirde Szasz-Mirakjan operatorleri

olarak bilinmektedir.

Tanim 2.18 f fonksiyonu [0, 00) sinirsiz araliginda tammh, reel degerli, siirekli bir

fonksiyon olmak tizere,

Sm(f;x):emeMf(i), z €[0,00), meN (2.7)

s! m
s=0

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz-Mirakjan operatorleri denir.

Teorem 2.6 (2.7) ile tammlanan Szasz operatorleri, e;(t) = t',7 = 0, 1,2, 3,4 olmak

izere,

Sm(elax) = T,

S (e2;7) = x2+%, (2.8)
2

Sm(e3;x) = :cg—irgi %,



esitliklerini saglar.

Teorem 2.7 p,, i(z) = Sp((t — )7, x), j = 1,2,3,4 olmak iizere (2.7) ile tanim-

lanan Szasz operatorleri igin merkezil momentler,

:Um,l(x) = 07
xXr
= = 2.9
fm,2() — (2.9)
A
Mm,?)(‘r) = m2
x 322
Mm,4(33) = m3 2

seklindedir.

Teorem 2.8 a € RT olmak iizere T, : C[0,00) — C[0,a] doniigiimii her f €
C[0,00) icin T, (f) = fio,q olarak tammlansm. Burada fio,, f fonksiyonunun
tanim kiimesinin [0, a] arahgma kisitlamasini gostermektedir. (£,,),,~,, C[0,00)
tizerinde taniml lineer pozitif operatorler dizisi ve &k = 0,1,2 igin [0, a| tizerinde
diizgiin olarak

lim T, (L, (ex)) = T, (ex)

m—00

oluyorsa bu durumda her f € C|0, c0) i¢in [0, a| iizerinde

m L, (f;52) = f(x)

m—00

yakinsamasi diizgiindiir (Korovkin 1960).

Buna gore Szasz operatérleri igin Teorem 2.6 dikkate alindiginda, (S,),,», operator

dizileri i¢in Korovkin tipli teoremin gercgeklestigi goriilebilir.

Sonug 2.1 (2.7) ile tammlanan Szasz operatorleri, a € R olmak iizere [0, a] kapali
araliginda siirekli ve tiim pozitif yar1 eksende sinirh olan f fonksiyonuna bu aralikta

diizgiin olarak yakinsar. Bir bagka deyigle f € C]0, a] i¢in

S (f;2) = f(x), z€(0,a], meN
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gerceklenir.

Teorem 2.9 f € C[0,a] olmak iizere (2.7) ile tamimlanan Szasz operatorleri igin

ISm(fnw-—walfélu(f;vgg)

seklindedir.

Teorem 2.10 Szasz operatorleri i¢in p > 0 olmak iizere,

@Sm(f,.l’) :ple—mxz 5! ZEED)

dr = (m:c)sf s s+1  s+p
por m’ m m

esitligi saglanir.

Tanim 2.19 (2.7) ile tammlanan Szasz operatorleri i¢in

S

Sm(f WC)ZiPm,s(m)f (2) . Pusle)=e

m

(mz)®
s!

olmak iizere, P, ;(x) fonksiyonuna Szasz operatoriiniin ¢ekirdegi adi verilir.

Lemma 2.6 Szasz operatoriiniin ¢ekirdegi olan P, s(z) = e‘m”m fonksiyonu
s!
asagidaki egitlikleri saglar.
i) P’:n,s('r> =m (Pm,s-1() — Pms(r)),
ii) 2P/, [(z) = (s — mx) P s(2).
s
Teorem 2.11 z € [0,00) / {—, s=0,1, } olmak iizere,
m
T s s+1
Sm ) - = m,s y 2.10
()= 50) = 1S Pl [ (2.10)

seklindedir.
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Teorem 2.12 f € C"[0,00) olmak iizere,

50 1) = ey g ( ;fg) e .

s!
s=0

esitligi saglanir.

Teorem 2.13 f fonksiyonu [0, a] araliginda smirh ve (0,a) araliginin bir x nok-
tasinda ikinci tiirevi mevcutsa, o takdirde Szasz operatorleri icin [0, 00) araligimin
her kompakt alt araliginda

lim m (S (f52) — f (2)] = 2af” (x)

m— 00 2
esitligi vardir.
2.9 Baskakov Operatorleri
Bernstein polinomlarinin pozitif reel eksene énemli genellesgtirmelerinden biri de 1957

yilinda V. A. Baskakov (Baskakov 1957) tarafindan yapilmigtir.

Tanim 2.20 f fonksiyonu [0, 00) siirsiz araliginda tammh, reel degerli, siirekli bir

fonksiyon olmak tizere,

Vm(f;x)—(1+:v>‘mi el (’” >5f<i>, z € [0,00), m €N

g s 14+« m

(2.12)

seklinde tamimlanan lineer pozitif operatorlere Baskakov operatorleri denir (Baskakov 1957).

Teorem 2.14 (2.12) ile tamimlanan Baskakov operatorleri,

Vi (L;z) = 1,

Vi (t;2) = =z, (2.13)
+1)

(i) = a2y TEED 2.14

Vi (ia) = ot 20EY 214
2 1 1) (2 1

() = e D) slrn @y
m m

Vo (i*:2) = x4+6x3(:1c—|—1)+;p2<x+1)gllx—|—7)+:r(:)3—|—1)(6x§+6x—|—1)
m m m
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esitliklerini saglar.

Teorem 2.15 1, j(z) = V,,((t—x)’,z), j =1,2,3,4 olmak tizere (2.12) ile tamm-

lanan Baskakov operatorleri i¢cin merkezil momentler,

Iu’m,1<x) =0 ,

pmal7) = w ’ (2.15)
Mm,3(33) S (z + 17)n(2x +1) :

Hona(7) = 3x (Tﬂ;;r 1) n z(r+1) ((;37‘171;3 + 62 +1)

seklindedir.

Sonug 2.2 (2.12) ile tamimlanan Baskakov operatorleri, a € Rt olmak iizere [0, a]
kapali araliginda stirekli ve tiim pozitif yar1 eksende sinirh olan f fonksiyonuna bu

aralikta diizgiin olarak yakinsar. Bir bagka deyisle f € C]0, a| igin
Vin (f;2) = f(z), z€[0,a], meN
gerceklenir.
Teorem 2.16 f € C[0,a] olmak iizere (2.12) ile tanimlanan Baskakov operatorleri
icin

m

Vin (f32) = f(@)] < 2w <f; M)

seklindedir.

Teorem 2.17 Baskakov operatorleri icin

esitligi saglanir.
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Teorem 2.18 Baskakov operatoriiniin r inci tiirevi

. (m+r—1)! it m+r+s—1 o R
Vm(f;x)zwg . Wﬁf(g)

bicimindedir.

Teorem 2.19 f fonksiyonu [0, a] aralhiginda sirh ve (0,a) araliginin bir x nok-
tasinda ikinci tiirevi mevcutsa, o takdirde Baskakov operatorleri igin [0, oo) araligimin

her kompakt alt araliginda

tim m [V, (f ) ~ f ()] = g+ 1) £ ()

m—00

esitligi vardir.

2.10 Baskakov Kantorovich Operatorleri

Lineer pozitif operatorler ile ilgili nemli genellegtirmelerden biri de stirekli fonksi-
yonlar uzayinda tanimlanan f fonksiyonunun integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda
alinarak operatoriin daha genel bir formunu elde etmektir.

1930 yilinda L. V. Kantorovich Bernstein polinomunun

oo (s+1)/m+1
m m—s
Ko (fiz)=(m+1)> z* (1 —x) / f()ydt, wel0,1, meN
s=0 S
s/m+1

seklinde Kantorovich genellegtirmesini yaymlamigtir (Kantorovich 1930). Daha sonra
bircok lineer pozitif operatorler dizisinin Kantorovich tipli genellegtirmesi tanimlan-
mig ve bunlarin yaklasim ozellikleri {izerine calismalar yayginlagmigtir. Baskakov

operatorlerinin Kantorovich tipli genellestirmesi agagidaki gibidir.

Tanim 2.21 f fonksiyonu [0, 00) siirsiz araliginda tammh, reel degerli, siirekli bir

fonksiyon olmak iizere,

(s+1)/m
. o~ [ mEs—1 s
Vi (f50) = e > (=) / f(tydt, xe[0,00), meN
s=0 S
s/m

(2.16)
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seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Baskakov Kantorovich operatorleri

denir.

Teorem 2.20 (2.16) ile tamimlanan Baskakov Kantorovich operatorleri,

Vie(liz) = 1,
1
Vi(tia) = o+ —
m<7x) x+2m7
x(x+2) 1
Vi(ttx) = 2? 2.17
n(5e) = = g (2.17)
322 (2r +3)  x(42® +9x +7) 1
ViE(tdiz) = o°
m (157) T 2m * 2m? +4m37
223 (3 4 21122 + 24 15
Vi(tie) = ot 4 23 (3 + )_i_x( T —|—2 T+ 15)
m m
z(z 4+ 1) (622 + 10z + 5) 1
+ 3 R
m om

esitliklerini saglar.

Teorem 2.21 p,, ;(z) = Vi ((t—x)’,x), j = 1,2,3,4 olmak iizere (2.16) ile tanim-

lanan Baskakov Kantorovich operatorleri i¢in merkezil momentler,

1
Mm,l(aj) - % )
z(x+1) 1
= 2.18
#m,2($) m + Im2 ’ ( )
() 31:(431:2—|—93:+5)+ 1
T —_=
lj’m,S 2m?2 4m?3 )
322 (x+ 1)  z(z+1)(622+10z+5) 1
#m,4('r) - m2 + m3 + Emé

seklindedir.

Sonug 2.3 (2.16) ile tammlanan Baskakov Kantorovich operatorleri, a € R ol-
mak iizere [0, a| kapali araliginda siirekli ve tiim pozitif yar1 eksende sinirli olan f

fonksiyonuna bu aralikta diizgiin olarak yaknsar. Bir bagka deyisle f € C[0, a] igin
Vi (f32) = f(z), z€[0,a], meN

gerceklenir.
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Teorem 2.22 f € C|0, a] olmak tizere (2.16) ile tamimlanan Baskakov Kantorovich

operatorleri icin

!Vm(f;:v)—f(x)\§2w<f;\/x(x+1)+ 12)

m 3m

seklindedir.

Teorem 2.23 f fonksiyonu [0, a] araliginda smirh ve (0,a) araliginin bir x nok-
tasinda birinci ve ikinci tiirevleri mevcutsa, o takdirde Baskakov-Kantorovich ope-

ratorleri i¢in [0, co) araligimin her kompakt alt araliginda

lim m (V2 (fi2) — f (@) = 2 (2) + oz (x4 1) " (2)

esitligi vardir.
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3. KING TiPLi SZASZ-MiRAKJAN OPERATORLERI

Bu boliimde 2008 yilinda O. Agratini’nin makalesinde tanimlanan ey + Ae; fonksi-
yonunu koruyan Szasz operatorlerinin S, y King tipli genellestirmesi ele alinacaktir.
Oncelikle bu operatorlerin sagladigi, ilerleyen boliimlerde bize gerekli olacak bazi
temel ozellikler lemma olarak verilecektir. Bu boliimiin ilk kisminda S,,  King tipli
genellestirmesinin gekil koruma 6zellikleri incelenecek, genellestirilmis konvekslik

tanim kullamilarak klasik operatorler ile S,, » modifiye edilmis operatorlerin yak-
lagim hizlar1 karsilagtirilacaktir. Daha sonra .S, » operatorlerinin lokal yaklagim
ozellikleri ile ilgili teoremler tizerinde durulacak, agirhikh uzaylarda Sy, » operator-
lerinin ve tiirevlerinin yaklagim ozellikleri g6z 6niine alinacaktir. Operatorlerin nok-
tasal yaklagimi acisindan onemli bir yere sahip olan Voronovskaja tipli teorem bu
operatorler i¢in goz oniine alinacaktir. Cg [0, 00) uzayinda klasik siireklilik modiilii
yardimiyla S, » genellestirilmis operatorlerin klasik Szasz-Mirakjan operatorleri ile
yaklagim hizlar1 kargilagtirilacaktir. Son olarak belirli z,m ve A degerleri i¢in hata
tahmini tablosu verilecek ve S,, » King tipli operatorlerin f fonksiyonuna yaklagimi

grafik cizilerek de goriilecektir.

A€ [0,00), feC0,00) ve Sy : C[0,00) — C[0, 00) olmak {izere

Mg

mA(fv mrm,\(r

mrm,\ (%) , r€0,00), meN (3.1)
s=0

seklinde tanimlanir. Burada 7, 5 : [0, 00) — R fonksiyonu

TmA(T) = — + @2+ X)), x€[0,00), meN (3.2

(Am +1) N \/()\m—i- 1)2

2m 4m?

seklinde tanimlanan bir fonksiyondur ve A € [0, 00) igin
0<rma(r) <z <oo, z€l0,00), meN

lim rp,a(z) =2, x€]0,00), meN

m—00

ozellikleri saglanir.
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S operatorler dizisi bir lineer ve pozitif operator olup,
i) A = 0 secildiginde 2007 yilinda tamimlanan (1.1) ile verilen D}, operatorlerine,

if) rp () = o secildiginde (2.7) ile verilen klasik Szasz-Mirakjan operatorlerine

doniismektedir.

Sim,x modifiye edilmis operatorleri igin
S (€2 + Aer; x) = (e2 + Aer) (x)

esitligi saglanmaktadir.

Lemma 3.1 (3.1) ile tanimlanan S, genellestirilmis Szasz operatorleri,

Sma(e0;7) = eo(w)
Sm (er;z) = Tm,A(I) )
Tm(T
S (€2:7) = (rma(z)) + 7;( ) ) (3.3)
3(rmalx 2 T (T
Sm(e3;2) = (rm,)\(x))?’—l— ( 7;\1( ) + T’;\Lg ) ,
. _ 4, 6(rma (x))g 7 (Tm,k(x)y Tm ()
Sma(e;x) = (rma(z))” + - + - + 3
esitliklerini saglar.
Lemma 3.2 i, i(z) = Spua((t — )7, 2), m = 1,2, ...olmak tizere (3.1) ile tamm-

lanan Sy, » genellestirilmis Szasz operatorleri i¢in merkezil momentler,

Mm,1<$) = Tm,A(l’) —x,

fina(®) = () ) 4 22 (3.4
fnal@) = (rua(e) — 2 4 T D mald) 20 rwa(z)

fa(2) = (Ta(z) — x)4 n 67 () (TTn:LA(l") — ) . TmA(T) (777’:;(95) — 4x) N Tmn;(x)

seklindedir.
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Lemma 3.3 ) € [0,00) ve f € ([0, 00) olmak {izere
Jim Sy (f;2) = S (f;2)
yakinsamasi herhangi bir kapali [0, a] C [0, c0) araliginda diizgiindiir.
Ispat. Tm,\ fonksiyonu igin
lim 7,5 (2) =2
A—00
yakinsamast [0, a] araliginda diizgiin olacagindan,
Jim Sy (f52) = S (f; )

oldugu kolayca goriilebilir. =

Lemma 3.4 (3.1) ile tamimlanan S, operatorlerinin, a € R™ olmak iizere [0, a]
kapali araliginda siirekli ve tiim pozitif yari eksende siirh olan f fonksiyonuna bu

aralikta diizgiin olarak yakinsar. Bir bagka deyisle f € C]0, a| igin
Sma(f32) = f(2), €[00, meN

gerceklenir.

Ispat. Korovkin teoremi geregince
lim Sy, (e;;2) = ei(x), i =0,1,2

m—00

oldugunu gosterirsek istenen elde edilecektir. Bilindigi tizere
lim r,a(x) =2, x€][0,a], meN

m—00

yakinsamasi diizgiin oldugundan Korovkin teoreminin sartlar1 saglanir ve boylece
S (f12) = f(z), z€0,a], meN

oldugu ispat edilir. m
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3.1 5, Operatorlerinin Sekil Koruma Ozelligi

Bu kesimde [0,00) arahgimda tammh siirekli, reel degerli f fonksiyonunun artan
(azalan) veya konveks olmasi durumunda King tipli Szasz-Mirakjan operatoérlerinin

hangi ozellikleri sagladig incelenecektir.

Lemma 3.5 ) € [0,00), f € C[0,00) olmak iizere, S,, » operatorlerinin birinci ve

ikinci tiirevleri,

a)

o (15) = (g S Al g (0] (B) s

) =
7/7,1,,\ (f;x)
= ' \(z)e m()fg G A {f (37‘;1> U (%)} (3.6)
o (r m)\(x))QemrmA(w)g.oo (mrmSA'(x))S {f <s7—;2> iy (s + ) Ly ( )}
seklindedir.

Ispat. a) = € [0,00), f € C'[0,00) ve m € N olmak tizere, Sm,x operatorlerinin

birinci tiirevini alalim.

R S L IES

olup,

F55) = i (age a0 30 (Il 2

+m7’ e~ mrmA( E mrm A

seklindedir. Ikinci toplami s — s + 1 icin yazarsak,
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oo
, /\(f§:E) = —mr' —MTm, ) I)Z mrmA (i)
m, m,A

s=0

[ee]

m
o (@) mrm)\ s+1
— g ( -
00 - 1
it () ()]
=0 m m

elde edilir.

b) Sy operatorlerinin ikinci tiirevini diizenlersek,

[e.e]

St 1) = gyt 35 0Tl f (1) ()

elde edilir. =

Teorem 3.1 z € [0,00), f € C[0,00) ve m € N olmak iizere,

i) Eger f artan bir fonksiyonsa, King tipli S, y operatorleri de artandir.
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ii) Eger f hem artan hem de konveks bir fonksiyon ise, S, genellestirilmis opera-

torleri de konvekstir.

Ispat. i)

+ (22 4+ Xx) , z€]0,00), meN

Tma(x) = —

(Am +1) N \/()\m+ 1)2

2m 4m?
oldugundan 7, » fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevleri,

, (x>_1 (2x 4+ \)
A 2\/(>\m+1)2

4m?2

+ (22 + A\z)

ve

T‘;’n,)\(l‘) = % <% + (x2 + /\x)>

seklinde olup pozitif fonksiyonlardir.

1
Buna gore (3.5) ifadesinden, f artan ise f <i> — f (i) > 0 olup, 7y, nin
m m

birinci tiirevi de pozitif oldugundan King tipli Szasz-Mirakjan operatorlerinin de

birinci tiirevi pozitif olacaktir. Buna gore S,, \ operatorlerinin artan oldugu goriiliir.

ii) S, \ operatorlerinin ikinci tiirevini incelersek, ikinci tiirevinde yer alan birinci
toplam 7, » min ikinci tiirevinin pozitif olmasindan ve f’nin artanhgindan dolay1
pozitiftir. f konveks ise ikinci mertebeden boliinmiis farklar pozitif olacagindan
ikinci toplam da bundan dolay1 pozitif olup S, » operatorlerinin de ikinci tiirevi de
pozitif olarak bulunur. O halde S, \ genellestirilmis operatorleri konvekstir. m

() (TTmA (%))

Lemma 3.6 )\ € [0,00) ve m € N olmak tizere, P, s 1(7) :=€ '
s!

fonksiyonu agagidaki 6zellikleri saglar.

1) Prsal@) =mri, \(2) (Pmsan(@) = Prsa(e))

i) A (2) P s 0 (2) = 10 0 (2) (5 = 11005 (2)) P50 ()
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Lemma 3.7 f e C[0,00) ve rp,\ € [0,00)/ {i, s=0,1, } olmak iizere,
m

m

_Tm A s s+1
Sm ) m, Pm s, m )
NI EIOWe Z T
dir. Burada a < 29 < 71 < 73 < oo olmak iizere f[xg,x1, 23], To, T1 Ve 3
noktalarinin boliinmiis farkidir.
Ispat. (3.1) ile verilen S,, \ operatorleri icin,
Sma (f 5 ) —f(TmA( ))

_ —m'rm)\ﬂi)z mr”” (E> — ‘m“"“?)z mrmA f(rma(z))
_ _mrmmz WTmA D [ (2) = frya(a))]

seklinde olup, toplami olusturan ifade r_ Tm, ile ¢arpip boliindtigiinde,
m

S (f52) = f(rma(2))

= (mr A Fl=) = frma(z)) S
—mrmA(m SZ m, [ (m) } <m )

yazilabilir. Boliinmiig fark tanimindan

S (F52) = frma(@) =3 (#mm

s=0

) Peal@)f [rmale) 2]

elde edilir. Lemma 3.6'nin i) ve ii) sikkindan

S (F12) — Flrma®) = rm*f;)Z 7 @)F [rma(e), 2]

olup,



bulunur. Ilk toplamda s — s + 1 icin,

S (f52) = f(rma(x))

1) (3 P11 s 1] S Pt st )

s=—1

elde edilir. Klasik Szasz-Mirakjan operatorleri i¢in P,, —;(z) = 0 oldugundan s = —1
icin P, s 2 (z) = 0 yazilabilir. O halde ilk toplam sifirdan baglatabiliriz. Buna gore

S (f12)= [ (T r(@)) = T (@ ZPmsA ([M@,Sﬂ—f [rm’*@’%D

bulunur. Daha sonra

5 s s+1 5
%f Tm,)\(x)aﬁa ;11 :f |:rm,)\<x)a :7; :| _f[rm,)\cc)?E]
oldugundan
Sm)\ (f :E) a4 f(’l“m)\(l')) - rmA(x) mes)\(m)f |:rm )\(l’), %7 S;;l:|

elde edilir. =

Teorem 3.2 Eger f fonksiyonu azalan ve konveks bir fonksiyon ise, bu durumda
€ [0, 00) olmak iizere,

dir.

Ispat. f fonksiyonu konveks bir fonksiyon ise ikinci mertebeden béliinmiis farklar:

pozitiftir. Buna gore Lemma 3.7 den
frma(@)) < S (fi2) (3.7)
yazilabilir. Ayrica r,, y fonksiyonu i¢in
0<rma(r) <z <o0
olup, f azalan bir fonksiyon ise

[ (@) < f (rma(z)) (3.8)
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bulunur ki (3.7) ve (3.8) goz oniine alindiginda istenen elde edilir. m

Tanim 2.13 ile verilen genellestirilmis konvekslik tanmiminda eger ug(z) = eg(x) ve

uy(z) = 7(x) segilirse bu tanim,

1 1 1
T(xo) T(z1) T(2) |20, a<zo<w <x3<b (3.9)
f(@o) f(21) f(x2)
seklinde verilebilir. Bu durumda f fonksiyonuna kisaca 7 fonksiyonuna gére konveks-
tir denir ve bu kogulu saglayan fonksiyonlarmm sinifi C (eg,7) ile gosterilir. Bu tanim

aym zamanda f o 771 ifadesinin konveks olmasima denk gelir (Birou 2014).

Teorem 3.3 (L,,)m>1, Cla,b] uzayimda tanmml bir lineer pozitif operatorler dizisi

ve

Lo(ug;z) = w(x), x€]lcd] (3.10)

Lo(u;x) = w(z), x€legd] (3.11)
olsun. Buna gore f € Cla,b] N C(up, u1) olmak tizere,
Ln(f;z)> f(z), z¢€led] (3.12)

ve a = ¢ ve b = d oldugunda

saglanir.

Tersine (L,)m>1, Cla,b] uzaymnda tanimh bir lineer pozitif operatorler dizisi ve
f € Cla,b]NC(up,uy) olmak iizere (3.12) kosulu saglandig: takdirde (3.10) ve (3.11)
kogullar1 da saglanir (Ziegler 1968).

Uyar: 3.1 Tamim 2.13 ile verilen genellegtirilmis konvekslik tanimi [0, c0) arahg

i¢cin de uygulanabilir oldugundan Teorem 3.3 de [0, c0) aralig1 i¢in gegerli olacaktir

(Ziegler 1968).
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Teorem 3.4 f € C[0,00) ve S, : C[0,00) — C|0, 00) klasik Szasz-Mirakjan ope-

ratorleri olmak {izere,
i) f konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f (z) < S,,,(f;z), m € N
ii) f konveks bir fonksiyon ise, bu durumda S,,11(f;z) < S(f;x), m € N

iii) f artan bir fonksiyon ise (Sy,),,>, artan; f azalan bir fonksiyon ise (5,,),,~, azalandir.

Teorem 3.5 f € Cp0,00) fonksiyonu artan ve (1,e5 + Aej) konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda A € [0, c0) olmak iizere,
f(@) < Sma(fiz) < Snlfiw), z€0,00), meN (3.13)
seklindedir.

. A

Ispat. f fonksiyonu (1, e + Aej) konveks fonksiyon ise 7 := 6211 )\61 olmak tizere

ayni zamanda (1, 7) konveks de olacaktir. Buna gore (3.9) ve Teorem 3.3’ten ug = e
es + Aey

1+ A

ve u; = alinirsa,

fx) < Spmalf;o)

yazilabilir. f konveks bir fonksiyon ise, Teorem 3.4’ten
f(x) <Sn(f;z), z€[0,00), meN
elde edilir. 7 konveks bir fonksiyon oldugundan
7(x) < Sm(75 )

bulunur. S,,(7;.) artan bir fonksiyon oldugundan (S,,(7;.)) " de artan bir fonksiyon

olup son esitsizligin her iki tarafina (S,,(7;.))”" uygulanirsa

(Sm(mi2) " or(x) < (Sm(r;2)) " 0 (Sm(T; 7))
(Sm(ms2)) For(z) < (3.14)

elde edilir. Gerekli iglemler yapildiginda

(Sm(T32)) ™" 0 7(2) = T (2)
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oldugu goriiliir. .S, monoton bir operatoér oldugundan (3.14) iin her iki tarafina

Sm(f;.) operatorii uygulanirsa,

Sma(f;2) < Sn(f;2)

bulunur. Bu da bizden istenendir. m

3.2 S5, » Operatorleri icin Lokal Yaklagim Ozellikleri

Bu kisimda S, » genellestirilmis operatorlerinin verilen bir f fonksiyonuna yak-
lagim hizi, klasik siireklilik modiilii kullanilarak hesaplanacaktir. Ayrica Peetre
K-fonksiyoneli yardimiyla ikinci siireklilik modiiliine gegilecek ve S,, x modifiye ope-
ratorleri icin lokal yaklasim ozelligi ispatlanacaktir. Ayrica tanimlanacak olan Lip-
schitz simifindaki tiim f fonksiyonlari i¢in de bir yaklagim hiz1 elde edilecektir. Bu-

rada kullanilacak olan C [0, 00) fonksiyon uzayini
Cpl0,00) ={f € C[0,00) : f smurh}
seklinde tamimlayalim. Cp [0, 00) uzay1 iizerinde tanimlanan norm

1/ lljo.00) = sup | ()]

z€[0,00)
seklindedir. Ayrica bu kisimda adi gegen ikinci siireklilik modiilii ws (f,d) olmak

tizere, her f € Cp [0, 00) igin

wo (f,0) = oil}lbgé \f(x+2h)=2f(x+h)+ f(z)], d>0 (3.15)
z€[0,00)

seklinde tanimlanir ve klasik Peetre K-fonksiyoneli

K(f,0)= _inf ){Hf—gl\+<5Hg”H} (3.16)

g€C1123 [0,00
olup, (DeVore ve Lorentz 1993) de yer alan Teorem 2.4’ten de goriilecegi iizere
C' > 0 sabiti i¢in,
K (f,6) < Cws (£,V5) (3.17)
ozelligine sahiptir. Ayrica bu kisimda Lip}, («) ile gosterilen uzay, M herhangi bir

pozitif sabit ve 0 < o < 1 olmak tizere

Lipy (@) := {f € C[0,00) : [f(t) = f(z)| < M
49
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seklinde alinacaktir.

Teorem 3.6 f € Cp[0,00) ve w(f,.) (2.5) ile verilen klasik siireklilik modiilii ol-

mak tizere, S, \ genellestirilmis Szasz-Mirakjan operatorleri igin,

[Sma (f32) = f(2)] < 2w (£,07,.) (3.19)

saglanir. Burada 5;\71,:5 = (S (T — x)%; m)1/2 seklindedir.

Ispat. (3.1) ile verilen Sm,x operatorleri icin,

= efmrm,k(z) Z <m7ﬂm’>‘(x_))sf (i) — e MTm,A (x) Z mrm >‘ l’)

s! m
L rrma®) i M (1 (%) ~ (@)

olup her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

S (f32) = f(@)] = |e7mm fj Al (f(%)—f(x))‘
< @y —<mrmg($”s 1(2) - @)

o

s=

bulunur. Siireklilik modiiliiniin (vi) numarali 6zelliginden

Sua (i) = f(@)] < e 3 (TmalD <1+|_;x‘)w(f75)
5=0

14t _Wm“c)z mrm,\ s

]] w (f,9)
yazilabilir. Son egitsizlikte yer alan toplama Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

S (f32) = [(2)]
&0 s 1/2 00 5 . 1/2
< w (f, 5) (1 + % (e—mrm,,\(u’v) Z M) (e—me,A(l‘) Z (% . [L’) (mrmé?(x)) > )

s=0

— W(f.9) [1+%(S N x)”?}
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elde edilir. Buna gore § = &), , = (Spa (t — 2)% 2)"? segilirse

[Sma (f32) = f(2)] < 2w (£,67,)

bulunur. =

Teorem 3.7 z € [0,00) ve f € Cp|0,00) olmak iizere, S, \ genellestirilmis Szasz-

Mirakjan operatorleri igin,

(S (f5) = F(@)| < Clog (f, V3 (@ - rm,A<x>>) 0 (i@~ @)

seklindedir.

Ispat. Oncelikle Omx : Cpl0,00) — Cp [0, 00) olmak tizere

Oma (f;2) = S (f32) = [ (rma(x)) + f (2)

seklinde yeni bir yardimci operator tanimlayalim. Buna goére

Omr(t—z;2) = Spa(t—z2) = (rma(z) — 2)
= Tma(z) —x —rpa(z) + 2

= 0

bulunur. z € [0,00) ve g € C% [0, 00) i¢in g fonksiyonunun Taylor formiiliinden
t
o) = 9(a) + (t = 0)g(@) + [ (¢ =) " (uhdu, ¢ [0.50)
yazilabilir. Esitligin her iki tarafina ©,, » operatérii uygulanirsa
t
Oma(g:7) = g(2)Omx (L;2) + Op ((t — 2) g'(2); 2) + O /(t —u) g"(u)du; x

T
t

= g(7) + O /(t —u) ¢" (u)du; x

T

bulunur. ©,, y operatoriiniin tanimindan

t T (T)
Onr (9:7) — g(x) = Sy / (t —u) g (u)dusz | — / (raua () — 1) ¢ ()



elde edilir. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

Tm,/\($)

[ @)~ 0" i

T

Om.a (g5 7) — g()]

IA

+

T
¢ T, (T)

S (/(tU) 9"(U)|dusm> + / |(rma(2) = w)l |g" ()] du

xT

IN

olur. Diger taraftan

t
[ie=wllg@la < S
(x)

A

T 2
" TmAT) =X "
[ tma@ = wllg@lde < C22EZ0 0
olup,

O (91 2) — 9@ < [Sun ((t — 2)%52) + (ruua(a) — )] 19

2
< [Sm)\ ((t = x)2 + M\t — )\t; gj) + (Tm,)\(l’) - 33)2] Hg2//H
< [3x2 + Az — (22 + N)rma () — 2zrm 0 (2) + (Tm,,\(x))ﬂ HgQ”H

< 204z +A) (@ = rma(2)) 19|

elde edilir. Buna gore,

S (f;2) = f(2)]
Oma (f = g;2)[ +19(x) = f(2)] + [Omr (g52) — g(2)| + [f(2) = f(rma(z))]

< 2(1f =gl 4+ (dz + A) (@ = raa(@) l9"]) + [ (@) = f(rma(@))]

IN

olup g € C% [0, 00) iizerinden infimum almirsa,

S (F32) = F@] < 2K (42 +3) (& = rma@)) + 0 (.2 = ()
Sa (f12) = f(@)] < Cu (f, \/(4-’B+>\)(93—7“m,A($)))+w(f,33—7“m,A($))

bulunur. Bu da bizden istenendir. m
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Lemma 3.8 Her z € [0, 00) igin,
Z ‘3 — mm‘ w < [m2 (23;, + )\) (l’ _ T'm,,\(fl?))] 1/2 emrm,A(I)
s!

seklindedir.

Ispat. Her z € [0, 00) icin,

fxs_mmﬂmmmwﬁ

s!

o0
mr ,\ mr ,\ mr ,\
= E 82( Ui —2ma7§ M +m2xQE A

(
= (MPSmp (£ + A5 2) — 2mP2S, (6 3) — M*ASp (8 2) + m*2? S0 (152)) € M ()
(m2 (a:2 + /\x) - 2m2xrm7,\(x) E m2/\rm7,\(x) + m2$2) emrm ()

(

m? (22 4+ ) (z — rma(2))) emrm (@) (3.20)
yazilir. Buna gore agagida verilen toplamda Cauchy-Schwarz esitsizligi ve (3.20)

ifadesinin kullanilmasiyla,

IA

o) s 0 s\ 1/2 0o s 1/2
;\s_mx\% (; (s — ma)? (M7, mSA'( ) > (Z( m;( ) )

s=0
= (M2 (20 + ) (2 = rpa(x))) 7 @

elde edilir. Bu da ispati tamamlar. =

Teorem 3.8 f € Lip}, («) ve x € (0,00) igin,

S (fi2) = fz)] < M Kz:wm) (fﬁ—rm,x(m))r/z

xZ

dir.
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Ispat. Kabul edelim ki o = 1 ve x € (0,00) olsun. f € Lip, (1) ise bu durumda,

1S (f;2) — f(2)]
—m'rm)\m - mrm)\ i B _meA

- > ()
< —m’"w(w)i%ﬂ

Mg

™

mrm )\

s=0 m
S
o) — — X
—MT, m/’nm )\ m
< : Z S 1/2
5=0 (— + x)
m
_ JE——G > (M, ,\ |s — mx|
m ; (s + ma:*)l/2
> me )\
< —MTm, /\(x —
< ; P s~ ma
< e (P (20 4 4) (¢ — i (@))) Y e

elde edilir. Boylece a = 1 i¢in ispat gerceklenir.

Kabul edelim ki « € (0,1) olsun. Buna gore,

1S (f32) = f(2)]
< e 3 T 3y g

- 5 (e s | (2

=0

1
olup son esitsizlige Holder esitsizligi uygulanip p = — ve ¢ =
a

11—«

olarak alinirsa,



elde edilir. f € Lip}, (o) oldugundan,

[0}

S (f;2) = f(2)]

(AN
\
s
3
&
E)
=
3
>/
3

IA
=
:
—
3
ST
L
El
§
i
3
5
~——
R

- ar (B rm,m)))m

X

bulunur. Bu da ispati tamamlar. m

Teorem 3.9 f:[0,00) — R fonksiyonu reel degerli, siirekli ve smirl bir fonksiyon

olsun. f* fonksiyonu da

[ (2)=f(2*), z€[0,00) (3.21)

seklinde tanimlansin. Bu durumda A € [0, c0) i¢in,

[Sma (F32) = £(2)] < 2 (f*; 2 1) . w€[0.x), meN

bi¢imindedir. Ayrica f* diizgiin stirekli oldugunda S, \ lineer pozitif operatorler

dizisi de [0, 00) araliginda f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

Ispat. f* fonksiyonunun (3.21) ile verilen tanmimindan

S (f(8)32) = Sp (£ (VD)3 2)

yazilabilir. Buna gore,

S (fi2) = f@)] = )s (r ( ),x




olup, f* fonksiyonunun siireklilik modiiliiniin 6zelliginden

S (f52) = f(2)]

Vi- Vi

IN

Sm\ (w (f*§

):)
oo () )
) )

Sma (|VT =Vl ;)

IN

Vi- i :
s (1 g < 7 (V-3

= w (58 (|VE- va|i2)) (Sm,A (L) +

()

bulunur. S, » (‘\/% — ‘ ;a:) terimi diizenlenirse,

- ) = ()
1

< ﬁSmA (|t —z|;2)

olup son ifadeye Cauchy Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

1/2

S (|VE= V2

1
;x) < ﬁ (Smﬁ)\ ((t — x)Q;x))
elde edilir. Diger taraftan

Sma ((t — £C)2 ;:1:) = Sma (t2 — 2xt + % x)
= Sma (t2 + At; ac) — (2 4+ X)) S (B x) + x25m7,\ (L; )
= 2+ A — (204 N) ra(2) + 27

= 2z 4+ \) (z — rpa(z)
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seklinde olup 7, » fonksiyonunun tanimindan

(Am +1) (Am +1)2
T —rpa(x) = T+ Sy g + (22 + Ax)
Om+1)\> (m+1)?2
B (a: t 2 (2% + Ax)
(Am + 1) \/()\m+ 1)? ,
Tt — + 2 + (22 + A1)
B x
(Am +1) \/()\m+ 1) )
m (x te prcaa (22 4+ \x)
< T
- ( Am + 1>
m |+
m
B g
 omr+Am+1

bulunur. Buna gore,

S (|VE - Va

-

@) < o= (S =02)”

1 ——
= % mx + Am + 1 G
] 2+ A
N mx + Am + 1
_\/ 2x A
N ma:+)\m+1+mx+)\m+1
¢ JE 2
- m  Am+1

olup,

|Sm,)\ (fwr) - f(x)’ S 2w (f*7 V % + /\m)\+ 1)

elde edilir. f*diizgiin siirekli oldugunda, lims_ow (f*;0) = 0 olacagindan S,  lineer

pozitif operatorler dizisi f fonksiyonuna [0, 00) araliginda diizgiin olarak yakinsar.

]
3.3 S, Operatorleri icin Agirhikh Yaklagim Ozellikleri

Sm.a King tipli Szasz-Mirakjan operatorlerinin agirhkli yaklagim ¢zellikleri ince-

lenirken, p agirhk fonksiyonu ¢(x) = x olmak iizere p(z) = 1 + 22 fonksiyonu
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olarak alimacaktir. O halde B, ve C, uzaylar1 buna gore yeniden tanimlanirsa,
Cl0,00) ={f : f, [0,00) da siirekli}
ve My, f fonksiyonuna bagh pozitif bir sabit olmak tizere,
Bs[0,00) = {f: f, [0,00) iizerinde tanmli ve |f(x)] < My (14 2%)}

(5[0, 00) uzay,
(5[0, 00) = B»[0,00) N C[0, 00)

ve f € (3]0,00) igin

C5[0,00) = {f : f € (5]0,00) ve lim (@) =ky < oo}

a—s0o0]l + 22
olmak {iizere, bu sekilde tanimlanan fonksiyon uzaylarin1 goz oniine alacagiz. Bu

uzaylar tizerindeki norm ise,

/()]

I1flly = &7 10

seklindedir.

Teorem 3.10 f € (5[0, 00) olmak iizere, her = € [0, 00) ve yeterince biiyiik m ler

i¢in,

S, iT) — 1
sup S (32) 5/5(1;)‘ < O\NUf, —=
€[0,00) (14 22) vm
bi¢imindedir. Burada C'y, A sayisina bagl pozitif bir sabittir.

)

Ispat. f € C;[0,00) ve (3.1) ile verilen S,,  operatorleri igin,

S (f12) — f(2)] = e%%ﬂwff@ﬁﬂﬁﬁf@(i)—ﬂmﬂ

s! m

< oSO | (5 g

olup Lemma 2.5 ile verilen agirlikh siireklilik modiiliiniin sagladig1 v) 6zelliginden

(S (F52) = f(2)]
21+ ?)(1+ 8)Q(f, B)e ) 3 @ (1 de ) (14 (5 - 2)?)

s!
s=0

IN

= 2(142%)(1+)Q(f,)e A

S g (1 (3 =) 4 28—l + 33 - ol (5 - )
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olup esitligin sag tarafinda bulunan toplamin icinde yer alan ifadelere Cauchy-

Schwarz egitsizligi uygulanirsa,

|[Smaf () — f(2)] (3.22)

< 214+ 21+ L) (14 fal@) + 3 (12®) 7 + 3 (0@t a(2)) ")

elde edilir.

np(®) = (22 4+ A) (= rma(7))

x
s (w4 <m$+)\m+1)

ve

m*(162* + 3223\ + 2422\ + 8x)° + \1)
2m4
m3(82® + 1222 + 620 + A°)\/1 + 2mA + m2(2z + )2

B 2m?* +o(l)

Mm,4($) =

oldugu bilinmektedir. Buna gore (3.22) ile verilen esitsizlik (1 + 132)5/ ? ile boliiniip
her iki tarafin supremumu alinirsa,

[Sma (f32) = f ()]
(14 22)°?

< 2(1+6*)Q(f,9) (1+1+1\/1_ 1\/1_ )

elde edilir. Burada Cf, A sayisina bagh pozitif bir sabit olup, § = \/Lﬁ secilirse

yeterince biiyiik m ler i¢in

sup S (f;7) —5 2f(f)|
z€[0,00) (1 + 33'2) /

S C)\Q( 7\/%)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. =

Teorem 3.11 f, f' € C;[0,00) olmak iizere,

' . e~ Mrm A (@) . - m?”m)\ f s+ 0 0< <1
m,A\ (f7 x) Z < m ) ¢s

s=0
seklindedir.
ispat. Lemma 3.5ten,
- B +1 s
S/ . — —mrp, (), M S B (_)
" e rm,A(@; s! / m f m
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oldugu bilinmektedir. Buna gore x; =
tanimindan
s+1 5
f( )—f(—
m m

yazilabilir. Buna gore

—e mrm)\ac) !

1/71,)\ (f:x)

egitligini saglar. O halde £ :=

m

(e.o]

o (f3) = e

S —
mve:cz—

% noktalarindaki boéliinmiig fark

1 s s+1]

_f )

m° |m m

mrmA [s s+1
m’ m

= ‘9:;—1 noktalarindaki boliinmiig farka,

S s+1
< &<

® geklinde tanimlanirsa, 0 < ¢, < 1 olup,

m)\
5=

elde edilir. m

02 el

<S+¢> , 0<o,<1
m

Teorem 3.12 f € C[0, o) fonksiyonu sinirh ve siirekli tiirevlere sahip bir fonksiyon

ve ' € Lipy [ olsun. Bu durumda

— f'(2)]

=0

i mgggg@ gees
seklindedir.
ispat. S{nA (f;z)—f'(x) ifadesine f’(rm,)\(m))ﬂmA

mutlak degeri alindiginda,

1S (fi3) = f()] o (fiz) =

< |3,

f’(?“m,x(l’))rin
f (rma(@))ry,

(x) eklenip ¢ikartilip her iki tarafin

NOE f'(Tm,A(x))Tin,A(x) - (@)
(1 (@) () = (@)

elde edilir. Son esitsizlige Teorem 3.11 uygulandiginda,

| m,A fﬂ (ZC)|

< T

+ \f’(?‘m,x(ﬂf))

7m7‘m A (CE

Mg

s=0

T;n,)\<x) -

60

mrm )\ 5

f’(w)!



elde edilir. [’ € Lz’p}@ oldugundan
7 (mra ()
s!

—mr. xT - S + ¢
| o (3 2) ’(x)| < MT;RA(QS)B mA () E —k) — o (2)
s=0

+ £ (rma(@))r a(2) = f/(2)]

(3—|—1
z)]

+ [ rma @) (@) = f/(

bulunur. ¢, < 1 oldugundan,

7 (mra(2))®
s!

) = o)

NE

— 3

| mA f7 /(Jf)| < Mtrin)\(x)efmrm,)\(w)

o

s=

yazilabilir. Son egitsizlikte toplamin igerisindeki ifadeye Holder esitsizligi uygu-

lanirsa,
|S7/n,/\ (f;z) — f’(:c)|
< M}, (2)Sma ((t ) ;:c) [F (@) (@) = £/(2)]

NIy

= M (2) (sm,A ((t = rn(@))?32) + %sm,A (t— rr():2) + —) :
+ ' (rmp (@) A (2) = f/(2)] -

elde edilir. Egitsizligin her iki tarafi 1 + 271 ile boliindiigiinde,

ES — f'(x)|

1 + 335“
Mr! \(x B
1 +m:;\6<+1> (Sm)\ ((t — va\(;(j)f ;;r;) + %Sm,)\ (t — Tm7)\(56); LL‘) + %)
N | F (rm (@), 5 () = [/ ()]

1+ zf+l

bulunur. Buna gére m — oo durumunda

N[

sup T;n,/\(x)sm,k ((t - Tm,k(x))Z ; 95) ~ sup
z€[0,00) 1+ zht z€[0,00) (1 + $f8+1) mg a g

olur. Diger taraftan,
F'rmp@))ria(@) = f'(@) = (f (@) = f/(@2) raa(@) = (@) (1= ra (@)
olup [’ € Lz'p]ﬁw oldugundan,

| (ra(2)) = f(@)] < M [rma(e) — 2l
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bulunur. Aym zamanda M; = max {|f'(0)|, M} olmak tizere ¢t = 0 icin,
@) < (O] + Ma” < My (1 +27)

yazilabilir. Buna gore,

[/ rma@)ra@) = f'@] [ f @) = @), (2) + L@ -
1+ g+l = 1 4+ pf+1 m AT 1 + xﬁ+1
plrma@ =l @
- 1 4 xf+1 1 + :L‘f8+1
z? 1+ 2"

(L5 o) Qm+ 1) fl—i—mﬁﬂ‘ rna(2)]

Moo
Om+1)? 2 \m T m?

bulunur. Boylece yeterince biiyiik m ler i¢in

lim i — @] _

m—og mG[O oo) ]- + l'BJrl

elde edilir. =

3.4 S5, » Operatorleri i¢cin Voronovskaya Tipli Teorem

Yaklagim teorisindeki ana problemlerden birisi lineer pozitif operatorler dizisinin f

fonksiyonuna yakinsama hizinin belirlenmesidir. Bu durumla alakal (£,,), - ,lineer

m>1

pozitif operatorler dizisi olmak {iizere

lim m (L, (f;x) — f(x))

m—00

limiti bize yardimci olmaktadir. Bu formiil (Em)m21lineer pozitif operatorlerinin

asimptotik davranigi hakkinda bilgi verir ve Voronovskaja formiilii olarak bilinir.

Voronovskaja teoremi ilk olarak 1932 yilinda E. V. Voronovskajanin bircok bilimsel
calismanin odag1 haline gelen Bernstein polinomlari i¢in bu teoremi ispat etmesiyle
ortaya gikmugtir (Voronovskaja 1932). Bu elde edilen sonug ilerleyen zamanlarda
birgok bilim adaminin ilgisi ¢ekmis ve birbirinden farkli operator dizileri i¢in de bu
teorem ispatlanmigtir. Voronovskaja teoreminin genellestirilmis durumlar: olan bu

teoremlerin hepsi Voronovskaja tipli teoremler olarak adlandirilir. Biz de bu kisimda
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King tipli Szasz-Mirakjan operatorleri i¢in Voronovskaja tipli teoremi ispatlayacagiz.

Oncelikle ispat icin gerekli olan lemmalar1 goz 6niine alalim.

Lemma 3.9 (3.1) ile verilen S,, \ operatorleri igin,

1 —mX —5m?\? — m3(1022\ 4 102X\? 4+ 2)%)

mQSm,\ (eq;) =

2m?

mA (22 4+ 423\ + 6220% + 42 X® + \)

+
2m?

m3(222\ + 2207 + N%)\/1 + 2mA + m2(2z + )2
B 2m?

m2(4z? + 4 + 3X%) /1 + 2mA + m2(2z + )2
+ 2m?
N (=14 2mA) /1 + 2mA + m?(2x + )2

2m?

14+ 2mA 4+ m2(322 + 32)) — m3(322\ + 3zA% 4+ \?)
2m
m2(22 + Az + A\?) /1 + 2mA + m2(2z + )2
* 2m
(mA+ 1) /1 +2mA + m2(2z + \)2
2m

m2Sm?,\ (es;2) =

()\m +m2(22% + 22X + X2 — dmy/1 + 2mA + m2(2z + )\)2>

DN | —

mQSmy,\ (e9;2) =

1 1
m?S,n (e1;7) = —5m (1+m\) + §m\/1 +2mA + m2(2z + \)2.

seklindedir.

Lemma 3.10 (3.1) ile verilen S,, » operatorleri igin,

lim m’p, () =32>, meN, z€0,a, a>0

m—00

yakinsamasi diizgiindiir.

Ispat. (3.2) ile verilen 7, fonksiyonunun tammindan ve (3.4) ile verilen S,,
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operatorlerinin dordiincii merkezil momentinden,

mQIUmA(‘r)
= m? (vax (eq;x) — 4xSy, » (€33 2) + szSmA (e9; )

—423 S, (e1;7) + 2S5 (eo; m))
mA(162* 4 3225\ + 2422\% + 82\ + \1)
2m?
m3(82° + 1222 + 620 + N°)\/1 + 2mA + m2(2z + )2
2m?

m3(8x% 4+ 1622\ + 102> + 2)?)
2

2m
+m2(4x2 + 82\ + 3A%) /1 + 2mA + m2(2z + )2
2m?
m2\(8z +5)\)  2m(2z 4+ A\)\/1 + 2mA + m2(2z + \)?

h 2m? i 2 +ol)

2m
elde edilir. Buradan m — oo icin limit alinirsa,

(823 + 1222\ + 6202 + X3) (823 + 1222\ + 6227 + \P)\?

1i 2 = —
A 4(2) 427 + \) " 4(27 + M)
(422 + 82X + 3NN (8zA +5)\%) )
- 2T 4 A
2027 + \) T
= 32?2

bulunur. =

Teorem 3.13 f € C3]0,00) olsun. Eger f', f" € C5]0,00) ise,

i 20 (S (i) = £(0) =0 (1"(0) = 25w € ro0)

seklindedir.

Ispat. f, f' ve f” € C3]0,00) olsun. ¢ (.,z) € C%[0,00) olmak tizere,

F) — @)= (t—2) f(2) — - (¢ —2)? ()

2
C(t,z) = (t_x)g , t#zw

0 , t==

seklinde tanimlanan ¢ (., z) fonksiyonu i¢in, lim,;_.C (t,z) = ( (z,x) = 0 bulunur.
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f foksiyonunun x noktasindaki Taylor acilimindan,

f(t)=f(l")+(t—ﬂf)f'(l“)+%(t—ﬂf)Qf”(x)+(t—m)26(tx)

elde edilir. Esitligin her iki tarafina S, » operatorleri uygulandiginda

Sm (f;2)
= J@) + S (6= 2);2) £ (2) + S (6 - )52) 17 ()
+Sma ((t — x)Q ¢ (t,x) ;x)

bulunur. Son esitlik diizenlendiginde

2m (Sma (f32) = f(2))
= 2ty 1 () [ () Mty o () f7 () + 28y (¢ = 2)° C (¢, 2) 5 )

olur. Lemma 3.2’de (3.4) ile verilen esitliklerden,

2m (Sm (f52) = f(2))
= 2m(rma(x) —2) f'(z) + m (A + 22) (z — rma(2)) 7 (2)

+2mSy, ((t — x)Q ¢ (t,x) ;x)

yazilir. Egitligin sag tarafinda yer alan ikinci toplama Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa,

m S ((E=2)*C(t2)52)| < mSpn (¢ —2)*C (1 2)| 5 2) (3.23)
< (m2Sa ((t—2)"12)) " (Spn (C (1, 2) 5 2))

elde edilir. o (t;x) := ¢* (t,z) olarak tammlanirsa, o (.,z) € C3[0,00) ve o (z;7) =

0 oldugu aciktir. Buna gore,

lim (Spa (C(t2);2)) = lim (Sp (0 (t2);2)) =0 (z;2) =0 (3.24)

m—0o0 m—o0

olup, (3.23), (3.24) ve Lemma 3.10 goz oniine alindiginda,

lim mS,,  ((t — ) (¢, x) ;x) =0

m—00

bulunur. Diger taraftan

2
Tim 2mp,, () = Hm 2m (ra(z) — 7) = —(H—;)
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ve

lim 2mp,, ()

m—00

elde edilir. Buna gore,

lim 2m(S;.» (t2; :C) — 228 (t2) + 2°Sm (1; 7))

m—00

lim 2m(Spn (£ + M 2) — (A + 22) Spa (5 2) + 22)

m—00

lim 2m (2 + Az — (A + 22) rp(2) + 27)
(

m—00

lim 2m (A +2z) (x — rpa(x))

m—00

2.

2z

lim 2m (Spaf(z) — f(z)) = — f(@) +xf" (x)

m—00

T+ A
)

2
= o (10 - 5 @)

seklinde bulunur. Bu da ispati tamamlar. =

3.5 S5, Operatorleri ile S,, Operatorlerinin Kargilagtirilmas:

Bu kisimda S,  operatorleri ile S, klasik Szasz-Mirakjan operatorlerinin yakinsak-
ik hizlan karsilastirilip, genellestirilmis S,, \ operatorlerinin en azindan klasik Szasz-
Mirakjan operatorleri kadar iyi bir yaklagim derecesine sahip oldugu goste-rilecektir.

Elde edilen bu sonuglar Mathematica programi yardimiyla cizilen grafikler ve hata

tahmini tablosuyla desteklenecektir.

f € Cg[0,00) olsun. w(f,d), f fonksiyonunun (2.5) ile gosterilen klasik siireklilik

modiilii olmak tizere, S,, klasik Szasz-Mirakjan operatorleri ile S, , genellestirilmis

operatorleri igin 62(z) = (Opm)” = % ve 63(z) = (57’;,1)2 = (2 4+ N)(z — ra(2))

olmak iizere

[Sm (f32) = f()]

IN

2w(f;01(x))

[Sma (fi2) = f(2)] < 2w(f, 05(x))

esitsizliklerini sagladig1 bilinmektedir.
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Teorem 3.14 f € ([0, 00) olmak iizere,

d2(r) < 61(w),

z € [0,00), m €N,

saglanir. Buna gore S, \ operatorler dizisi S,, operatorler dizisine gore daha iyi bir

yaklagim hizina sahiptir.

Ispat. f € Op[0,00) olsun. S, operatérler dizisinin S,, operatorler dizisine gore
daha iyi bir yaklagim hizina sahip oldugunu gostermek icin

202 + Ax — rou (1) (22 + A) < %

esitsizliginin saglandigin gostermek yeterli olacaktir.

Kpa(z) = 222 + A& — Tma(2)(22 + X) — =z
m

olmak tizere, © € [0,00), A € [0,00) ve m € N i¢in tek kok 2 = 0 olacaktir.
Ayrica, incelendiginde K, , fonksiyonunun (0, c0) araliginda hicbir zaman igaret

degistirmeyecegi goriiliir.
Knp(0) =0, Kl \(2) <0

oldugundan denilebilir ki x € [0, 00) i¢in 2z%+ Az —7,, \(7)(22+ ) < r yani dy(z) <
m
91(x) gergeklenir. Bu da S,  operatorler dizisinin en azindan S, operatorler dizisi

kadar iyi bir yaklagim hizina sahip oldugunu gosterir. m

Cizelge 3.1 S, » operatorleri i¢in hata tahmini

r=04 r=14
m 1Smf (@) = F@)| | |Smaf (@) = f@)] | [Smf(x) = f(@)] | [Smnrf(x) = [(2)]
10 0.0468336698 0.0375967050 0.0203100570 0.0537005069
5 x 10 | 0.0092123506 0.0077163644 0.0110346895 0.0064570429
102 0.0045935731 0.0038696597 0.0059801731 0.0029304256
5 x 10% | 0.0091660108 0.0077573845 0.0012709342 0.0005373666
103 0.0004581653 0.0003879811 0.0006401746 0.0002656061
5 x 10% | 0.0000916113 0.0000776141 0.0001287889 0.0000526278
10* 0.0000458043 0.0000388081 0.0000644416 0.0000262830

67




Ornek 3.1 f(z) = —a?sinx olsun. A = 2, m sayilar da cizelgede verildigi gibi
secildiginde ele alinan belirli  degerleri icin S,, » operatorleri ile yaklasimin hata
tahmini gosterilmigtir. Cizelge 3.1 incelendiginde A sabit tutulup, m degerleri art-
tinldiginda S,, » operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimimin klasik operatérden

daha iyi oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.2 f(z) = —2?sinz olmak tizere A = 2, n = 10, n; = 20 ve ny = 30 olmak

tizere Sy, » operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi sekil 3.1 de gosterilmistir.

60
40
20

Sekil 3.1 S,,, » operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi
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4. KING TiPLIi BASKAKOV KANTOROViICH OPERATORLERI

Bernstein polinomlarinin pozitif reel eksene énemli genellestirmelerinden biri de 1957
yilinda V. A. Baskakov (Baskakov 1957) tarafindan yapilmigtir. f € C|0, 00) olmak

izere,

vﬂf;@—ﬁg ") (R () rene men

s 1+ m

seklinde tanimlanan operatorlere Baskakov operatorleri adi verilir. Z. Ditzian ve V.
Totik 1987 yilinda siirekli fonksiyonlar uzayinda tanimlanan f fonksiyonunu integ-
rallenebilir fonksiyonlar uzayinda alarak operatoriin Kantorovich tipli genellesmesini
f € C[0,00) olmak iizere,
, (stD/m

f@)dt, z€[0,00), meN

. m [ m+s—1 T
Vm(f,l")—m; (1+x

S
s/m

seklinde tanimlamigtir. 1989 yilinda W. Z. Chen o > 0 olmak iizere, Baskakov

operatorlerinin

alf32) (4.1)
m(m+a)(m+2a)-~~[m+(s—l)a] x®
s! (14 ax)a™ts

I
Mfﬁsz

Il
=)

s

seklinde genellegmesini ¢aligmigtir (Chen 1989).

Tezimizin bu boliimiinde W. Z. Chen’in Baskakov operatorleri tizerine olan genellegsmesini
ele alarak, ‘77;’&(6_'5, x) = e~ " kogulunu saglayan ‘7”’;70[ Kantorovich tipli genellegsmesini

tanimlayacagiz.

a >0, f e C0,00) ve ‘7;“1 : C[0,00) — C[0,00) olmak iizere, (4.1) ile verilen

operatorlerin Kantorovich tipli genellesmesi x € [0, 00) ve m € N igin

Vo (fi2) (4.2)
= m(m+a)(m+2a)---[m+ (s — 1)« B (x))? /
Zo )t >](1+<&6n<1(;>))% / f (1) dt
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seklinde tanimlanir. Burada ,, : [0,00) — R fonksiyonu

eax/m (m(l _ efl/m))a/m -1
Bm(l’) = O./(l — 6_1/m)

seklinde tanimlanan bir fonksiyondur ve elde edilen j3,, fonksiyonu i¢in

lim 5,,(x) =2, x€][0,00), meN

m—00

saglanir. ‘7;2@ bir lineer pozitif operatorler dizisi olup,

i) B,,(x) = x segilirse 1989 yilinda tamimlanan (4.1) ile verilen ‘N/mﬂ operatorlerinin

Kantorovich genellestirmesine,

ii) « = 1 ve 3,,(z) = z secildiginde (2.16) ile verilen V* klasik Baskakov Kantorovich

operatorlerine doniismektedir.

1777’;7& modifiye edilmis operatorleri igin
Via(e o) =e" (4.3)

esitliginin saglanmasi durumunda ihtiya¢ duyulan /3,, yardimci fonksiyonu agagidaki

sekilde elde edilir.

(m), =m(m+1)(m+2)...(m+ s — 1) seklinde tamimlanan ifade m sayisiin Poch-

hammer sembolii olmak iizere,
m(m + a)(m+2a)---[m+ (s —1)a] =a’ <m>

seklinde olup, Vﬂﬁ’a lineer porzitif operatorleri,

; % (@B (2))?
V mz 0+ b (@)= /f(t)dt, x € [0,00), meN
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bi¢iminde de yazilabilir. O halde ‘7727(1(6_1”, .) degeri igin,

Vi (e72) = mz ! 1+a6 ats / ot

olup, Pochhammer semboliiniin 6zelligi kullanilarak elde edilen

> (@s s _ (1-2)"% |7 <1, (4.4)

s!
s=0

serisinden,

bulunur. (4.3) ile verilen

esitliginden,

m (1 - e_%) <1 + af,,(x) <1 - e_vi))i: =e "

olmak tizere (3,, fonksiyonu,

eam/m (m(l _ e—l/m))a/m -1
N a(l —e-1/m)

(4.5)

olarak elde edilir. f3,, fonksiyonu (4.2) ifadesinde yerine yazilirsa ‘77;& lineer pozitif

operatorleri,
V -m/a
Vi (F52) = 1= e/l (607 (1 — 710 " i
= (2 az/m 1—el/m)) a/m
e m e
ey ATl RS N BT
e s! eam/m(m(l_e—l/m>) _elm

seklinde doniigiir.
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Lemma 4.1 (4.2) ile tanimlanan 17,;;@ genellestirilmis Baskakov Kantorovich opera-

torleri,

Via(er2) = Ble)+5- (46)
Tolene) = i)+ PolDCT0Bn(e) | 1

esitliklerini saglar.

Lemma 4.2 p,, ;(v) = ‘Z’,“W((t —z),z), m = 1,2,... olmak iizere, (4.2) ile

tanimlanan ‘77;204 genellegtirilmis Baskakov Kantorovich operatorleri icin merkezil

momentler,
(1) = Bule) + 5 -
um,l x -y m\T oM, z
— — - — 4+ —. 4.7
Hona®) = (Bale) — ) + - T @
seklindedir. Buna ek olarak;
) ] e®/™ (m(1 — e~ 1/m) a/m _q 1
D T e e
(14 ax)
= =

lim mpt,, ()
m—0o0

y ( ( (e""”/m(m(lfe_l/m))a/mfl) (e(m/m(m(lfe_l/m))a/m71+2(176_1/m)> )
= lim m

m(oz(l—efl/m))2

m—00

= o(1+aw).

limitleri elde edilir.

4.1 ‘N/;:L,a Operatorlerinin Yakinsaklik Ozellikleri

Bu kisimda ‘Z;‘La operatorlerinin verilen bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsakligi ve

stireklilik modiilii yardimiyla bu yaklagimin hizi elde edilmistir. Burada kullanilacak
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olan C* [0, 0o0) fonksiyon uzayini

C* [0, 00) = {f € C0,00) : lim f(z) < oo}

r—00

seklinde tanimlayalim. C* [0, c0) uzayi, iizerinde tanimlanan

1 lljo.00) = sup | ()]

2€[0,00)

normu ile bir Banach uzayidir.

Ayrica bu kisimda adi gegen siireklilik modiilii w* (f,d) olmak iizere, her f €
C* [0, 00) igin
w'(f,0)=sup |f(x)=f(@)], 620 (4.8)

z,t€[0,00)
|e’z —e~t | <4

seklinde tanimlanir ve bu siireklilik modiilii

(c

|f(t) = f(x)] < <1+%_t)>w*(f,5), §>0

ozelligine sahiptir.

Lemma 4.3 w(f,0) klasik siireklilik modiilii ve w* (f,d) ise (4.8) ile tanimlanan

stireklilik modiilii olsunlar. f* € C'[0, 1] olmak iizere,

f(=Inz), xz€(0,1]

o= lm f(),  2=0

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
W(f,0) =w(f*9), 6>0
saglanir (Holhos 2010).

Lemma 4.4 w(f,J) klasik stireklilik modiilii ve w* (f,¢) ise (4.8) ile tanimlanan

stireklilik modiilii olsunlar. Bu durumda

w(f,0) <w (f,0), =0
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dir. Ayrica M > 0 igin,
w* (f,0) w (f,eMd) < (1+eM)w(f,9)

saglanir (Holhos 2010).

Ispat. Her z, t € [0,00) i¢in
et —e | < |t -z
oldugundan supremum tanimi geregince istenen elde edilir. Ayrica her z, t €

[0, M] igin,

et —e | = et —x|>e M|t —

oldugundan ispat tamamlanir. m

Teorem 4.1 A, : C*[0,00) — C* [0, 00) lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun.

Eger her = € [0, 00) icin,

lim A, (e_St, I) =e % 5=0,1,2 (4.9)

m——>00

kosullar1 saglaniyorsa, bu durumda f € C* [0, 00) igin
lim A, (f,z)=f(z), x€l0,00), meN (4.10)

yakinsamasi diizgiindiir (Boyanov ve Veselinov 1970).

Teorem 4.1, (Altomare ve Campiti 1994) referansinda daha genel durum igin is-
patlanmistir ve Szasz-Mirakjan operatorleri, Baskakov operatorleri ve Bernstein

Chlodowsky operatorleri igin sonuglar verilmigtir.

Teorem 4.2 a,,,b,, ve ¢, sifira yakinsayan fonksiyon dizileri ve A,, : C* [0, 00) —

C* [0, 00)
[ A (1,2) — 1”[0,00) = Om;

[Am (€7 ) = ™[l )

”Am (6_%7 m) - 6_%”[0,00)
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sartlar1 saglayan lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu durumda her f €

C* [0, 00) igin

A (£,2) = F@)lg0e) < 1F g0y @ + (2 + am) " (. V& 20+ ) (4:11)

saglanir (Holhos 2010).

Simdi (4.1) ve (4.2) teoremleri yardimiyla ‘N/,;‘L’a lineer pozitif operatoérlerinin diizgiin

yakinsakligi ile ilgili teoremi verelim.

Teorem 4.3 f € C*[0,00) ve §;(z) = e x =0, 1,2 olmak iizere, \7;1706 genellegtir-

ilmig Baskakov Kantorovich operatorleri icin,

[Voar = £, <2 (7 vEm), (112)

saglanir. Burada c,, dizisi,

Cm

H‘/};L’a (6_2t, ) — HQH

[0,00) N

seklindedir. Ayrica m — oo igin ¢, sifira yakinsayacagindan ‘Zza lineer pozitif

operatorler dizisi verilen f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Ispat. Lemma 4.1’den

Vi (€05 7) = eo(x)

ve (4.3) esitliginden

‘77;706(6_25, x)=e¢e"
oldugu bilinmektedir. Buna gore
H‘f\//vnt,oz (L ) - 90H

Hv,;;a (et,) - 91H

000)
000)

bulunur. O halde 177;;& lineer pozitif operatorleri igin (4.11) esitsizligini elde etmek

sadece ¢,, dizisine bagh olacaktir.
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f(t) = e7% olmak iizere,

. —2t _ —m/a S (_ () —2t
Via (€)= m(1+aB,(2) Z i aﬁ o [
m(1l —e~2/m) oy —m/a
=~ (L) (1 -em) ™"
(4.5) ile verilen f,, fonksiyonunun tanimi goz éniine alindiginda ,
% 1- e a/m —m/a
T (6, 2) = ) (1 (e (= )7 1) (1)

(4.13)

elde edilir. (4.5) ifadesi Mathematica programi yardimiyla seriye acildiginda,
Ty —2t =2z —2¢ X (1 + CYJT) 1 —2x g($> -3
Ve (e z) = +e T—}—Ee = +0(m™)

elde edilir. Burada g fonksiyonu

g(z) = =5 — 62 (1 + 2a) + 622 (1 — 3a) + 12a2® (1 — @) + 60 x*

seklindedir.
1
sup e = 1, sup ze ¥ =—-et , sup zle T =¢?
z€[0,00) z€[0,00) 2 z€[0,00)
3 _—2x 27 -3 4 —2x —4
sup z’e = —e ° , sup x"e " =16e
2€[0,00) 8 2€[0,00)
oldugundan
Cm = H‘Z;a “20) — 92“ = sup ‘ e x) —e
’ [0,00) x€([0,00)
1 5 142 1-3 27
— (E + ( +4 a)e_l + ( 5 Oé)e_2 + Ea(l —a)e? +8a2e_4)

1 /1
+— (—el + a62> +O0(m™?)
m \ 2
bi¢iminde elde edilir. m — oo i¢in ¢, sifira yakinsayacagindan \N/nia lineer pozitif

operatorler dizisi verilen f fonksiyonuna diizgiin yakinsar. m

4.2 ‘N/T;"L?a Operatorleri icin Voronovskaya Tipli Teorem

Bu kisimda operatorlerin noktasal yakinsakligi ile ilgili bilgi sahibi olmamizda énemli
iglevi olan Voronovskaja tipli teorem e~ fonksiyonunu koruyan ‘Z;aoperatéjrleri i¢in

ispatlanacaktir.
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Teorem 4.4 z € [0,00) ve f, f' ve f” € C*[0,00) olmak iizere,

0 [T () = 1(@)] = otz + D [70) + (o) (4,14

< @) @) + (@) )] 2 2 + 20 + 1) + () " (f %m)

seklindedir. Burada p,,, ¢, ve r,, fonksiyonlari

1
pm(ZL‘) = mum,l(‘r) - §ZE(1 + O[l’),
1

qm(x) = 5 (mumg(:ﬂ) —z(l+ a:c)) ,

rn(@) = w2\ Vs (e — e ), 2)\ fit 4 )

biciminde tanmimlanir.

Ispat. f fonksiyonunun z noktasindaki Taylor acilimimdan

ft) = f(z) + (t —2) () + %(f/ —2)*f"(x) + h(t, z)(t — 2)*.
elde edilir. Burada h(t, z) fonksiyonu

) = =10

seklinde olup 7, x ile ¢ arasinda herhangi bir sabittir.

177;;7& operatorleri Taylor agiliminin her iki yanina uygulandiginda ve bu operatorlerin

lineerligi kullanildiginda,

1

Vivo (f:0) = (@) = i (2) ' (@) + S o ()" () + V5o (R, 2)(E — 2)?, )

elde edilir. Bu egitligin her iki yan1 m ile carpilirsa,

m (Vi (£.2) = F(@)) = ity (0) /(045 100 @) £ () 4m Vi (h(E ) (¢ = 2)%,2)
bulunur. Lemma 4.2’den,
liin Ml 1 (T) = %x(l + ax), (4.15)
lim Mty o(x) = (1 + ax). (4.16)
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oldugu bilinmektedir. Bu limitler goz 6niine alinarak esitligin sag tarafina

1 1
Ex(l +ax)f' (z) ve 51:(1 + ax)f” () eklenip ve ¢ikartilirsa

m (Vi (£22) = (@) = it (@) () = 51+ 0) () + Ja(1 + o) f ()

Do) f ()

—lw(l +ax)f"(x) + %x(l +ax)f"(x) + 5

2
—|—m‘7m,5 (h(t,z)(t — x)*, )

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

0 (T (1) = £0)) = g1+ 0)f ) = o1+ a) (0

F@) (a0 = (14 a2) ) + 57"(0) (o) = 21+ )
+m‘~fmﬁ (h(t,z)(t — 2)*, ) ’

i (Vi (4:2) = £(0)) = gol1 + a2) (@) = (1 + a)f"(0)

@) (mitna(o) = o1+ an))| 4]

+ ‘mffm,g (h(t,z)(t — 2)?,2) ‘

3770 (i) = (1 + )

yazilir. p,, ve q,, fonksiyonlar

pne) = Mty (2) — 5a(1 +ax),

1

qm(x) = 5 (m,umg(a:) —z(l+ oz:c)) ,

seklinde tanimlanirsa,
0 (Vo (1) = 5(@)) = (1 + ) (a) = (1 + )" (o)

< @] 1 @)+ lan@) @)+ 1V (bt 2) (= 2)%2)| (47)

elde edilir. (4.15) ve (4.16) esitliklerinden goriiliir ki m sonsuza giderken, p,, ve ¢,

fonksiyonlar: sifira yaklasr.

Ispat1 bitirebilmek igin esitsizligin son terimi olan )mf?ﬂ’;a (h(t,z)(t — z)?, z)| ifadesinin

hesaplanmasi gerekmektedir. (4.8) ile verilen siireklilik modiiliiniin sagladig

7)) < <1 . %) o (£.0).
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esitsizliginden,
—z _ _—t 2
h(t.2) < (1 + g) W (f7.6).

elde edilir. Buradan § > 0 sayis1 igin
2w* (f",0), le*—ef| <o
h(t,z)l < — _ o—t)2
pta) <, ((e ot ) )w*(f,,j% PR

yazilabilir. Bu iki durum birlegtirildiginde

|h(t,z)] <2 (1 + (exg—;t)2> w* (f",0).
elde edilir. Buna gore
mVi o (10(t, )] (8 = 2)°, )
< 2 (,0) i a0) + g (71,0) Vi (€7 = €77 (0= )% 0)

bulunur. Burada son terimdeki ‘772’& (R(t,z)(t — z)?, z) ifadesine Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulandiginda,

mVi . (|h(t,z)| (t — 2)?, z)

< 2mw* (f,0) pma(w) + 25—%* (7,63 Vi (7 = e, 2)y Vi (2 — )1, 2)

1 ~ ~
elde edilir.0 = T segilip, 7 () == \/m2Vn’§7CY ((e== — e )t z) \/mZVn*;a (t —x)4 x)

¥ (0t €= 2%0) < 2 (7Y i) +2 (7= ) o)

yazilir. Buna gore |,

o [T () = £(@)] = ol + a0 o) = TS )

< @1 @)+ g (@] @]+ 2 @ + 21+ a2) + 1)) o (f %)

elde edilir. Bu da bizden istenen olacaktir. m

Uyar1 4.1 x € [0,00) ve f, f' ve f” € C*[0,00) olmak iizere,

lim m2177;7a (t—2)",z) = 32°(ax+1)?
lim m2‘772’a ((6_m - e_t)4 : CL’) =0
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seklindedir.

Teorem 4.5 z € [0,00) ve f, [’ ve f" € C*[0,00) olmak iizere yeterince biiyiik m
sayilar1 i¢in

. 1
tim_m (V50 (i)~ f@)] = 2ol an) [P(@) 4 /(@) (418)

m—>00

seklindedir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde ele aliman (S,,,) ile gosterilen genellestirilmis Szasz-Mirakjan operator-
lerinin sekil koruma 6zellikleri incelenmis, f fonksiyonunun artan ve konveks olmasi
durumunda (S,,») operatorlerinin artanhgl ve azalanligi hakkinda bilgi sahibi o-
lunmugtur. Genellestirilmis konvekslik tanimi altinda eger f fonksiyonu ey + ey
e gore konveks oldugunda operatoriin klasik Szasz-Mirakjan operatoriine gore f
fonksiyonuna daha iyi yakinsadig1 gosterilmistir. Ayrica operatorlerin Cp [0, 00)’da
klasik siireklilik modiilii ile ve C5[0,00)’da agirlikh siireklilik modiilii kullanilarak
f fonksiyonuna yakimsamas: incelenmistir. Uciincii boliimiin dérdiincii kisminda
Voronovskaja tipli teorem ele alinarak operatorlerin asimptotik yaklasimi hakkinda
bilgi sahibi olunmugtur. ve son olarak Cp [0, 00)’da operatorlerin ikinci merkezil mo-
mentleri karsilagtirilarak, (.S, ) genellestirilmis operatorlerin klasik Szasz-Mirakjan

operatorlerine gore daha iyi bir yaklagima sahip oldugu sonucuna varilmigtir.

Dordiincii bolimde galigilan (177;;0[) genellestirilmis Baskakov-Kantorovich opera-
torlerinin w* (f,d) stireklilik modiilii yardimiyla yaklagim ozellikleri ele alinmig ve

Voronovskaya tipli teoremi tizerinde durulmustur.

Yaklagim teorisi, diinyadaki bircok matematikci tarafindan caligilan Matematiksel
Analiz’in 6nemli arastirma konularindan biridir. Bu teori, matematikte analizin har-
monik analiz, fonksiyonel analiz, niimerik analizi, Fourier analizi gibi bir¢ok daliyla
iligkili olmasinin yani sira; operator teori, olasilik teorisi, sayilar teorisi, istatistik
teorisi gibi diger bilim dallariyla da iligkilidir. Gergekte sadece matematikte degil,
temel bilimler ve miihendislik bilimleri bagta olmak iizere, diger alanlardaki bircok
bilimsel probleme 151k tutmasi, yaklagim teorisinin giinden giine 6neminin artmasina
neden olmustur. Ozellikle fizikte ve miihendislikte veri gosterimi, sinyal isleme, ter-
mografik goriintiileme, dalgacik analizi gibi bircok farkli konuda da kullanilmak-
tadir. Bernstein polinomlarinin 6zellikleri iizerine dayali Casteljau algoritmalar: tip
ve jeoloji biliminin yani sira araba ve gemi dizayninda, ugak endiistrisinde etkili bir

sekilde kullanilmaktadir.
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Giiniimiiz teknolojisinde bu kadar etkili olan bu teorinin, matematik diinyasinda
ortaya c¢ikan gelismelerinin takibi ile ¢agimiza ¢ok biiyiik katkilar1 olacagi aciktir.
Iste bu nedenle ortaya konan yeni lineer pozitif operatorler ve onlarmn giiniimiize
uyarlanigi olduk¢a ¢nemlidir. Bizim de bu tezde tanimladigimiz klasik operator-
den daha iyi sonugclar veren genellestirilmis yeni operator dizilerinin matematikte ve
onunla iligkili diger bilimlerde meydana gelen gelismelere katki saglayacag diisiiniilmek-

tedir.
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