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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Orjinal bölümler tezin üçüncü ve dördüncü 

bölümlerinde yer almaktadır. 

 

İlk bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

 

İkinci bölümde lineer pozitif operatörler ile ilgili bazı temel tanım ve özelliklere yer 

verilmiştir. Lineer pozitif operatörlerin yakınsaklık koşulları anlatılmış ve tezde 

kullanılacak olan bazı operatörler tanıtılmıştır.  

 

Üçüncü bölümde Szasz-Mirakjan operatörlerinin       fonksiyonunu koruyan 

genelleştirmesi ele alınmıştır. Bu operatörlerin şekil koruma özellikleri, lokal ve 

ağırlıklı yaklaşım özellikleri incelenmiş, bu operatörler için Voronovskaja tipli teorem 

ispatlanmıştır. Son kısımda ise klasik Szasz-Mirakjan operatörleri ile King tipli 

operatörlerin yakınsaklık hızları karşılaştırılmıştır ve oluşturulan hata tahmini tablosu ve 

grafik yardımıyla elde edilen sonuçlar tartışılmıştır. 

 

Dördüncü bölümde üstel fonksiyonu koruyan Baskakov-Kantorovich operatörleri 

tanımlanmış ve bu operatörlerin yakınsaklık özellikleri incelenmiştir. Bu operatörler 

için de Voronovskaja tipli teorem göz önüne alınmıştır.  

Beşinci bölümde ise tezde elde edilen sonuçlar tartışılmıştır. 
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Anahtar Kelimeler: Szasz-Mirakjan operatörleri, King tipli operatörler, Baskakov-
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This thesis consists of five chapters. The original results are presented in third and 

fourth chapters. 

 

The first chapter is devoted to the introduction.  

 

In the second chapter, some basic definitions and certain elementary properties 

concerning linear positive operators are given. Convergence properties of linear positive 

operators and some certain operators which are used in the thesis are introduced.  

 

In the third chapter, the generalization of Szasz-Mirakjan operators which preserve 

      are presented and their shape preserving properties, local and weighted 

approximation properties are examined. Voronovskaja type theorem for these operators 

is proved,as well. In the last section of the chapter, rate of convergence of classical 

Szasz-Mirakjan operators and King type operators is compared and the results of these 

two operators are discussed with the the error table and graphic. 

 

In the fourth chapter, Baskakov Kantorovich operators which preserve exponential 

function are introduced and their convergence properties are analyzed. Voronovskaja 

type theorem for these operators is also investigated. 

 

In the fifth chapter, the results obtained in the thesis are discussed. 
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Ω(f, δ) f fonksiyonunun ağırlıklısüreklilik modülü
LipMα α mertebeli M katsayılıLipschitz sınıfı
Bρ (R) Her x ∈ R için |f(x)| ≤Mf ρ(x) koşulunu sağlayan
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1. GİRİŞ

Yaklaşım teorisi, ortaya çıkıp yaygınlaşması19. yüzyıla dayanan ve bu yüzyıldan

günümüze kadar dünyadaki birçok matematikçi tarafından çalı̧sılan matematiksel

analizin önemli araştırma konularından biridir. Sadece matematikte değil, temel

bilimler ve mühendislik bilimleri başta olmak üzere, diğer alanlardaki birçok bilim-

sel probleme ı̧sık tutması, yaklaşım teorisinin günden güne öneminin artmasına ne-

den olmuştur. Özellikle bu alanda yapılan bilimsel çalı̧smaların, çağımıza yön veren

bilgisayar hesaplamaları ile zenginleştirilmesi, bu alanın günümüzde de hala eski

etkinliğini sürdürmesini sağlamı̧stır. Bu yüzden yaklaşım teorisi, matematikte anali-

zin harmonik analiz, fonksiyonel analiz, nümerik analizi, Fourier analizi gibi birçok

dalıyla ili̧skili olmasının yanısıra; operatör teori, olasılık teorisi, sayılar teorisi, ista-

tistik teorisi gibi diğer bilim dallarıyla da içiçedir. Buna ek olarak yaklaşım teorisi

fizikte ve mühendislikte veri gösterimi, sinyal i̧sleme, termografik görüntüleme, dal-

gacık analizi gibi birçok farklıkonuda da kullanılmaktadır.

Yaklaşım teorisinin temel amacı, ele alınan keyfibir fonksiyonun daha basit ve daha

çok elemanter özelliğe sahip (türevlenebilme, integrallenebilme vb.) diğer fonksi-

yonlar yardımıyla bir gösterimini elde etmektir. Örneğin bir fonksiyon kuvvet seri-

sine açılırken, onun kuvvet serisi ile i̧slem yapmak yerine kuvvet serisinin kısmi

toplamıyla yani onun polinom gösterimi ile i̧slem yapmak bizim için daha kul-

lanı̧slıolacaktır. Bu şekildeki gösterimler fonksiyon hakkında birçok bilgiye daha

kolay ulaşmamızısağlar. Aksi durumda o fonksiyon hakkında bilgi sahibi olmaya

çalı̧sılırken, içinden çıkılması zor ispatlarla ve hatta karmaşık bilgisayar hesapla-

malarıyla kaŗsılaşılabilir. Bazen bilgisayar yardımıyla bazıbilgiler elde edilse bile,

bu elde edilen yaklaşık sonuca nasıl ulaşıldı̆gınıgörememek ya da sonuca daha iyi bir

yaklaşımla ulaşma isteği böyle durumlarda polinom yaklaşımının tercih edilmesine

neden olur. Bu durumda polinom ailesi bizim için daha iyi özelliklere sahip fonksi-

yon tanımınıüstlenmi̧s olur. İ̧ste bu yüzden yaklaşım teorisi, belli özelliklere sahip

fonksiyon uzayının elemanlarının bu uzayın bir alt uzayından olan iyi özelliklere

sahip fonksiyonlar cinsinden gösterimini elde etmeyi temel alır.
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Yaklaşım teorisinde genelde bu yaklaşımısağlayacak daha basit ve daha çok eleman-

ter özelliklere sahip fonksiyonlar, c0, c1, ..., cm reel katsayılarıiçin

Pm(x) = c0 + c1x+ ...+ cmx
m

şeklinde cebirsel polinomlardan; ã0, ã1, ..., ãm, b̃1, ..., b̃m reel sayılarıiçin

Tm(x) = ã0 +
(
ã1 cosx+ b̃1 sinx

)
+ ...+

(
ãm cosmx+ b̃m sinmx

)
şeklinde trigonometrik polinomlardan ya da a0, a1, ..., am, b0, ..., bm reel sayılarıiçin

Rm(x) =
Pm(x)

Qm(x)
=
a0 + a1x+ ...+ amx

m

b0 + b1x+ ...+ bmxm

iki polinomun oranışeklindeki rasyonel fonksiyonlardan seçilebilir.

Matematiksel analizin temellerinin atıldı̆gı 17. yüzyıla kadar yaklaşım kavramı

altında incelenen tek durum sayıların yaklaşık değerinin hesaplanmasıydı. Buna

örnek olarak π sayısı verilebilir. Daha sonra Kepler, Wallis, Newton, Bernoulli,

Euler ve daha birçok matematikçinin yaptı̆gıçalı̧smalarla, sayıların, operatörlerin,

fonksiyonların ve denklemlerin çözümlerinin yaklaşık hesabının elde edilebilmesi için

geli̧stirdikleri metotlarla yaklaşım kavramının da ilk adımlarıatılmı̧stır.

Yaklaşım teorisinde önemli bir yere sahip olan Gauss, denklemlerin çözümlerinin, in-

tegral hesaplarının minimum hata ile çözümlerinin bulunmasının yanısıra matema-

tikte geni̧s ölçüde kullanılan en küçük kareler metodunu geli̧stirmi̧stir.

Tüm bu geli̧smelerin yanında reel deği̧skenli fonksiyonlara yaklaşım teorisinin temeli

Rus matematikçi P. L. Chebyshev ve Alman matematikçi K. Weierstrass’ın iki

önemli teoremi ispat etmesiyle oluşturulmuştur.

Rus matematikçi P. L. Chebyshev (1821-1894) in yaklaşım teorisi ile ilgili ilk araştır-

maları1850 yılında başlamı̧s ve bu konu ile ilgili araştırmalarıölümüne kadar devam

etmi̧stir (Chebyshev 1854, 1859, 1947) .
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Bu teori kapalıaralıkta verilen keyfisürekli fonksiyona en iyi yaklaşımıverenm−inci

dereceden polinomu bulmaya dayanmaktadır. Açık şekilde ifade etmek istersek,

" f , [a, b] kapalıaralı̆gında tanımlısürekli bir fonksiyon ve m pozitif tamsayıolmak

üzere;

max
a≤x≤b

|f(x)− p(x)|

ifadesini minimum yapacak şekilde derecesi en fazla m olan

P (x) =

m∑
s=0

csx
s

şeklinde bir polinom bulunabilir mi? " sorusunun cevabıaranmaktadır.

P. L. Chebyshev’in bu çalı̧smasıile yaklaşım teorisinde önemli bir yere sahip olan

en iyi yaklaşım problemi anlam kazanmı̧stır (Chebyshev 1854).

Alman matematikçi K. Weierstrass (1815-1897), 1885 yılında kendi ismini taşıyan

Weierstrass yaklaşım teorisini ispatlamasıyla matematikte çok büyük bir geli̧smeye

imza atmı̧stır. Bu teorem [a, b] kompakt aralı̆gında düzgün sürekli her fonksiyona

[a, b] aralı̆gında düzgün olarak yakınsayan bir {Pm(x)} polinomlar dizisinin varlı̆gını

ispatlamı̧stır (Weierstrass 1885). Açık olarak ifade edilirse,

" f ∈ C[a, b] keyfi bir fonksiyon olmak üzere, her ε > 0 sayısıve her x ∈ [a, b] için

öyle bir Pm(x) cebirsel polinomu vardır ki

|f(x)− Pm(x)| < ε

săglanır."

K.Weierstrass bu teoremi benzer şekilde sürekli periyodik fonksiyonlara, trigonometrik

polinomlarla yaklaşma problemini ele alarak da ispatlamı̧stır.

Weierstrass teoreminin ispatıoldukça uzun ve karı̧sık olduğundan birçok ünlü matema-

tikçi daha basit ve daha anlaşılır bir ispat elde edebilmek için bu teorem üzerinde
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çalı̧smı̧slardır. Matematikçi C. Z. Runge (Runge 1885), K. Weierstrass’tan bağım-

sız olarak aynı yılda teoremin başka bir ispatını yapmı̧stır. Farklı ispatlar ya-

pan diğer matematikçilerde şu şekildedir: E. Picard (1891), V. Volterra (1897),

H. Lebesgue (1898), L. Fejer (1900), G. Mittag Leffl er (1900), M. Lerch (1903),

C. J. De la Vallee Poussin (1908), E. Landou (1908), D. Jackson ve W. Sier-

pinski (1911) ve S. N. Bernstein (1912). Bu teoremin birbirinden farklı ispatları

(Goncharov 1954), (Natanson 1964), (Pinkus 2000) referanslarında bulunabilir.

Weierstrass teoreminin, f fonksiyonunun analitikliği kabul edilmeden kompleks uzaya

geni̧sletilemeyeceği J. L. Walsh (1926) tarafından verilmi̧stir. Bu teoremin çok

deği̧skenli fonksiyonlar için olan hali E. Picard (1891) tarafından incelenmi̧stir.

Weierstrass teoreminin genelleştirmeleri ve farklısonuçları(Lubinsky 1993) de bu-

lunabilir.

E. Borel (1905) sürekli fonksiyonlara polinomlarla yaklaşımıincelerken polinomu

∑
φm,s(x)f

( s
m

)
formunda almı̧s ve bu biçimdeki polinomlar yardımıyla ispatıelde etmi̧stir.

S. N. Bernstein (1912) Borel’in düşüncesinden yola çıkarak φm,s fonksiyonunu

φm,s(x) =

 m

s

xs(1− x)m−s

olarak ele almı̧s ve f ∈ C[0, 1] olmak üzere,

Bm (f ;x) =

m∑
s=0

 m

s

xs(1− x)m−sf
( s
m

)
, x ∈ [0, 1], m ∈ N,

şeklinde bir polinom dizisi tanımlamı̧stır. Bernstein bu polinom dizisini kullanarak

keyfi ε > 0 sayısıverildiğinde tüm x ∈ [0, 1] ve m ≥ m0 için,

|Bm (f ;x)− f(x)| < ε
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eşitsizliğinin sağlandı̆gınıgöstermi̧s ve böylece Weierstrass teoreminin en basit ve en

etkili ispatınıvermi̧stir (Bernstein 1912) . Bernstein’in olasılık teorisindeki kavram-

lara ve fikirlere dayanarak yaptı̆gı bu kısa ispat, temel ve uygulamalı bilimlerde

büyük bir etki yaratmı̧stır.

Günümüzde Bernstein polinomları olarak adlandırılan (Bm)m≥1 polinomlar dizisi

birçok bilimsel çalı̧smanın odağı haline gelmi̧s ve Bernstein polinomları üzerine

birçok araştırma yapılmı̧stır (Lorentz 1986). Bu polinomlar I. Chlodovsky (1937)

ve O. Szasz (1950) tarafından sonsuz aralı̆ga geni̧sletilmi̧slerdir. Bu polinomların

kompleks uzaydaki yakınsamalarıE. M. Wright (1930) ve L. V. Kantorovich (1931)

tarafından incelenmi̧stir. E. V. Voronovskaya (1932), T. Popoviciu (1935) ve B.

Bajsanski-R. Bojonic (1964) Bernstein polinomlarının yakınsaklık hızınıtartı̧sırken;

I. Chlodovsky (1929), L. V. Kantorovich (1930), P. L. Butzer (1935) ve G. G.

Lorentz (1937) Bernstein polinomunun çeşitli modifiyelerini kullanarak sürekli ol-

mayan fonksiyonlara yaklaşımınıele almı̧stır. İki deği̧skenli Bernstein polinomları

P. L. Butzer (1953) tarafından çalı̧sılmı̧stır. Bernstein operatörünün q−analoğu A.

Lupaş (1987) tarafından yapılmı̧stır.

Günümüzde Bernstein polinomlarının bu kadar çok popüler olmasının birçok nedeni

vardır. Bunlardan bazılarıbu polinomun açık ve sade bir gösteriminin olması, çeşitli

şekil koruma özelliklerinin olması, birçok problemin çalı̧sılabilmesinde i̧slevsel olması

ve kolay türevlenebilir ve integre edilebilir olmasının yanısıra bilgisayarla yapılan

hesaplarda bize kolaylık sağlamasıdır. Örneğin f fonksiyonu hesaplanmasızor bir

fonksiyon olarak seçildiğinde bilgisayarla yapılan i̧slemler i̧simizi kolaylaştırabilir.

Yaklaşım teorisinin geli̧smesinde önemli katkılarıolan Bernstein polinomları, matema-

tiğin yanısıra uygulamalıbilimlerde de birçok kullanım alanına sahiptir. Bernstein

polinomlarının özellikleri üzerine dayalıCasteljau algoritmalarıbilgisayar destekli

geometrik tasarımın ana elemanlarından biridir (Boehm ve Müller 1999). Bu algo-

ritmalar tıp ve jeoloji biliminin yanında araba ve gemi dizaynında, uçak endüstrisinde

etkili bir şekilde kullanılmaktadır. Bu algoritmaların ilk olarak mühendis Paul de

Casteljau (1958) tarafından Citroen otomobil firmasında, Pierre Bezier (1910-1999)
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tarafından Renault firmasında kullanılmı̧stır. Daha sonra J. C. Ferguson (1963)

tarafından Boeing ve A. A. Ball tarafından İngiliz uçak şirketlerinde uygulanmı̧stır.

Bernstein Weierstrass teoremini oluştururken (Bm)m≥1 polinomlarının f fonksiyo-

nuna düzgün olarak yakınsadı̆gını[0, 1] kapalıaralı̆gında göstermi̧stir; ancak bu teo-

remi genel bir aralık olan [a∗, b∗] kapalı aralı̆gına da geni̧sletmek mümkündür. f

fonksiyonu [a∗, b∗] aralı̆gında sürekli bir fonksiyon olsun ve φ fonksiyonunu aşağıdaki

şekilde tanımlayalım.

φ(y) = f [a∗ + y(b∗ − a∗)]

olmak üzere, φ fonksiyonu [0, 1] aralı̆gında sürekli bir fonksiyondur. Buna göre

Weierstrass teoreminin hipotezinden

|P (y)− φ(y)| < ε, y ∈ [0, 1]

olacak şekilde bir P (y) polinomu mevcut bulunur. y =
z − a∗
b∗ − a∗ alınır ve

Q(z) := P

(
z − a∗
b∗ − a∗

)
olarak tanımlanırsa,

φ

(
z − a∗
b∗ − a∗

)
= f

[
a∗ + (b∗ − a∗)

(
z − a∗
b∗ − a∗

)]
= f(z)

olup, ∣∣∣∣P ( z − a∗b∗ − a∗

)
− φ

(
z − a∗
b∗ − a∗

)∣∣∣∣ = |Q(z)− f(z)| < ε, z ∈ [a∗, b∗]

bulunur. Böylece Bernstein polinomları, keyfi bir [a∗, b∗] aralı̆gıüzerinde de Weier-

strass teoremi için bir ispat tekniği oluşturmaktadır (Gupta ve Agarwal 2014).

Yaklaşım teorisinde önemli bir yere sahip çalı̧sma alanlarından birisi de lineer pozi-

tif operatörlerin yaklaşım özelliklerinin incelenmesidir. Lineer pozitif operatörlerin

oluşturulmasıve özelliklerinin çalı̧sılmasıdiğer operatörlere göre daha kolay olduğun-

dan matematikçiler arasında da çok fazla ele alınan operatörlerden birisidir. Lineer

pozitif operatörler kavramı1950 li yıllarda bu şekildeki operatör dizilerinin sonlu,

kapalıaralık üzerinde sürekli bir fonksiyona düzgün yakınsaklı̆gınıveren teoremin
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ispatlanmasıyla büyük bir öneme sahip olmuştur. Bu teorem literatürde Bohman-

Korovkin teoremi olarak bilinmesine rağmen, T. Popoviciu’nun onlardan daha önce

bu konu üzerinde çalı̧sma yaptı̆gıda unutulmamalıdır.

" (Lm)m≥1 lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. um, vm ve wm [a, b] aralı̆gı

üzerinde düzgün olarak sıfıra yakınsayan fonksiyon dizileri olmak üzere, her x ∈ [a, b]

için

Lm (1;x) = 1 + um(x)

Lm (t;x) = x+ vm(x)

Lm
(
t2;x

)
= x2 + wm(x)

koşulları săglanıyorsa bu durumda (Lm)m≥1 lineer pozitif operatörler dizisi [a, b]

aralı̆gıüzerinde f sürekli fonksiyonuna düzgün olarak yakınsar."

Bu teorem lineer pozitif operatörler dizisinin birim operatöre yaklaşımınıgösteren

çok basit; ancak basit olmasının yanısıra çok etkili kriterleri içermektedir. Dikkat

edilirse [a, b] kompakt aralı̆gıüzerinde (Lm)m≥1 lineer pozitif operatörler dizisinin

f fonksiyonuna düzgün olarak yakınsaması için f fonksiyonunun sadece {1, x, x2}

kümesinin elemanlarından seçilmesi yeterlidir. Bu da sağlanacak kriterin ne kadar

basit olduğunu bize gösterir.

Romanyalımatematikçi T. Popoviciu (1906-1975) bu teorem ile ilgili çalı̧smasını

1951 yılında kendi ana dilinde yayınlamı̧stır (Popoviciu 1950). Bu yüzden T. Popovi-

ciu’nun katkısıuzun süre göz önüne alınmamı̧stır. İsveçli istatistikçi H. Bohman

(1920-1996) bu teoremi s = 0, 1, ...,m için wm,s fonksiyonları[0, 1] aralı̆gında negatif

olmayan sürekli fonksiyonlar ve 0 ≤ xm,s ≤ 1 olmak üzere,

Lm (f ;x) =
m∑
s=0

wm,s(x)f (xm,s)

biçimindeki lineer pozitif operatörler için ispatlamı̧stır (Bohman 1952). Rus matema-

tikçi P. P. Korovkin (1913-1987) aynıteoremi integral tipli operatörler için ispatlamı̧s

ve daha sonra bu teoriyi genellemi̧stir (Korovkin 1953, 1960).
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Bu teoremin ispatlanmasından sonra Korovkin teoremi birçok matematikçi tarafın-

dan Banach latisleri, Banach cebirleri ve Banach uzaylarıgibi farklıyapılarda, lineer

pozitif operatörlerin farklısınıflarıiçin geni̧sletilmeye çalı̧sılmı̧stır. Bu araştırmaların

sonucu olarak da Korovkin tipli yaklaşım teorisi olarak adlandırılan yeni bir teori

doğmuştur.

Daha önce Bernstein tarafından tanımlanan ve kendi adıyla anılan Bernstein poli-

nomlar dizisi de bir lineer pozitif operatörler dizisi olup, [0, 1] aralı̆gında Korovkin

teoreminin şartlarınısağlar. Bu teorem kullanılarak kapalı [a, b] aralı̆gında tanım-

lanan birçok lineer pozitif operatörler ortaya çıkmı̧s ve bu operatörlerin yaklaşım

özellikleri incelenmi̧stir. Örnek olarak Cheney-Sharma operatörleri, Meyer-König ve

Zeller operatörleri ve bu operatörlerin Durrmeyer, Stancu,Kantorovich ve q analoğu

genelleştirmeleri verilebilir.

Yaklaşım teorisinde lineer pozitif operatörler üzerine olan çalı̧smalar derinleştikçe,

kompakt aralıkta tanımlanan operatörlerin yanısıra, sınırsız aralıklarda da tanım-

lanan operatörler ortaya çıkmı̧s ve bunların yaklaşım özelliklerinin incelenmesi prob-

lemi hız kazanmı̧stır.

G. M. Mirakjan (Mirakjan 1941), Bernstein operatörlerini sonlu aralıktan sınırsız

aralı̆ga geni̧sleterek, f ∈ C[0,∞) olmak üzere,

Sm (f ;x) = e−mx
∞∑
s=0

(mx)s

s!
f
( s
m

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N

şeklinde lineer pozitif operatörler dizisi tanımlamı̧stır. (Sm)m≥1 lineer pozitif opera-

törü J. Favard (Favard 1944) ve O. Szasz (Szasz 1950) tarafından da ayrı olarak

incelenmi̧stir. Bu operatör literatürde Szasz-Mirakjan operatörü olarak bilinmekte-

dir.

(Sm)m≥1 operatörleri tanımlandıktan sonra bu lineer pozitif operatörler dizisi üze-

rine çalı̧smalar yaygınlaşmı̧stır. Bu operatörün bazı genelleştirmeleri F. Schurer

(1962,1965) tarafından incelenmi̧stir. E. W. Cheney ve A. Sharma (1964) tarafın-

dan ise f konveks bir fonksiyon olduğunda (Sm)m≥1lineer pozitif operatörler dizisinin
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azalan olduğu gösterilmi̧stir. Bu operatörler dizisinin monotonluğu A. S. Cavaretta-

A. Sharma (1964) ve I. Horova (1968,1982) tarafından incelenirken, operatörlerin

türevinin oluşturduğu dizinin yakınsaklı̆gıI. Horova (1982) tarafından ve bu dizinin

monotonluğu da B. Della Vecchia (1987,1988) tarafından çalı̧sılmı̧stır. Szasz-Mirakjan

operatörlerinin genelleştirilmeleri ve yakınsaklık özellikleri ile ilgili çalı̧smaların bazıları

(Butzer 1954), (Boyanov ve Veselinov 1970), (Becker 1978), (Becker vd. 1978),

(Herman 1978), (Totik 1983a), (Totik 1983b), (Ditzian ve Totik 1987), (Sun 1987),

(Kasana vd. 1988), (Lesniewicz and Rempulska 1997), (Gupta P. ve Gupta V. 2001),

(Ciupa 2003), (de la Cal ve Carcamo 2003), (Walczak 2004), (Miclauş ve Pop 2012),

(Duman ve Özarslan 2007), (Aral vd. 2014), (Acar 2016) referanslarında bulunabilir.

Bernstein polinomlarının pozitif reel eksene önemli genelleştirmelerinden biri de 1957

yılında V. A. Baskakov (Baskakov 1957) tarafından yapılmı̧stır. f ∈ C[0,∞) olmak

üzere,

Vm (f ;x) =
1

(1 + x)m

∞∑
s=0

 m+ s− 1

s

( x

1 + x

)s
f
( s
m

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N

şeklinde tanımlanan operatörlere Baskakov operatörleri adıverilir.

1978 yılında M. Becker (Becker 1978) bu operatörlerin ağırlıklıuzaylarda yaklaşım

özelliklerini incelemi̧stir. 1985 yılında Sahai ve Prasad (Sahai ve Prasad 1985) Baska-

kov operatörlerinin Durrmeyer tipli operatörlerini tanımlamı̧s ve bu operatörlerin

çeşitli genelleştirmeleri ve yakınsaklık özellikleri M. Heilmann (Heilmann ve Müller 1989),

(Heilmann 1989a) tarafından çalı̧sılmı̧stır. Z. Ditzian ve V. Totik 1987 yılında

Baskakov operatörlerinin Kantorovich tipli genelleştirmesini tanımlamı̧stır. İki deği̧skenli

Baskakov operatörleri 1999 yılındaM. Gurdek, L. Rempulska veM. Skorupka tarafın-

dan oluşturulmuş ve bu operatörlerin yakınsaklık derecesi ve özellikleri incelenmi̧stir.

Baskakov operatörleri ile ilgili diğer çalı̧smalar ise (Totik 1983c), (Alkemade 1983),

(Pethe 1984), (Della Vecchia 1987), (Mihesan 1998), (Altomare ve Mangino 1999),

(İspir 2001), (Deo 2005), (Aral ve Gupta 2010), (Gupta 2018), (Aral ve Erbay 2019)

şeklinde verilebilir.
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Szasz ve Baskakov operatörlerinin yanısıra sınırsız aralıkta tanımlanan diğer lineer

pozitif operatörlerin bazıörnekleri Post Widder operatörleri, Phillips operatörleri,

Gamma operatörleri, Lupaş operatörleri, Bleimann Butzer ve Hahn operatörleri gibi

operatörler ve bu operatörlerin kendi aralarında modifiye edilmi̧s halleri, Stancu,

Durrmeyer, Kantorovich tipli genelleştirilmeleri ve bunların q-analogları şeklinde

verilebilir.

Kompakt aralıkta tanımlanan lineer pozitif operatörlerin düzgün yakınsaklı̆gının in-

celenmesi için Korovkin teoreminin geçerli olduğu bilinmektedir. Ancak sınırsız ara-

lıkta tanımlanan bu operatörlerin dizisi için Korovkin teoreminin geçerli olmadı̆gı,

bu teoremin koşullarısağlandı̆gıhalde düzgün yakınsaklı̆gın sağlanmadı̆gıgörülmek-

tedir. Bunun üzerine 1974 ve 1976 yıllarında A. D. Gadjiev tarafından reel eksenin

tamamında veya sınırsız alt aralıklarında yaklaşım koşullarıve Korovkin tipli teo-

remler çalı̧sılmı̧stır.

" Bρ (R) = {f : |f(x)| ≤Mf ρ(x); Mf , f fonksiyonuna bağlı pozitif bir sabit}

Cρ (R) = {f : f ∈ Bρ (R) , f sürekli}

Ck
ρ (R) =

{
f : f ∈ Cρ (R) , lim

x−→∞

|f(x)|
ρ(x)

= kf <∞, kf ∈ R
}

şeklinde tanımlanan fonksiyon uzayları, reel eksende tanımlısürekli, monoton artan

ϕ fonksiyonu ve ρ(x) = 1 + (ϕ(x))2 ăgırlık fonksiyonu için,

Cρ (R) uzayından Bρ (R) uzayına tanımlı{Am} lineer pozitif operatörler dizisi ĕger

lim
m→∞

‖Am(ϕν)− ϕν‖ρ = 0, ν = 0, 1, 2

koşullarınısăglıyor ise, her f ∈ Ck
ρ için

lim
m→∞

‖Am(f)− f‖ρ = 0

dır (Gadjiev 1974), (Gadjiev 1976)."

Yaklaşım teorisinde önemli çalı̧sma konularından biri de yaklaşımın hızının belirlen-

mesidir. I herhangi bir kapalıve sınırlıbir aralık olmak üzere, Lm : C (I) → C (I)
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lineer pozitif operatörünün f fonksiyonuna düzgün olarak yakınsaması,

‖Lm(f)− f‖C(I) = am, lim
m→∞

am = 0

(am) dizisinin sıfıra yakınsayan bir dizi olmasıyla mümkündür. Ele alınan bu (am)

dizisinin sıfıra yakınsama hızı, (Lm)m≥1 dizisinin de f fonksiyonuna yakınsama hızı

ile ili̧skilendirilebilir. Bir lineer pozitif operatörler dizisinin yakınsama hızıhakkında

süreklilik modülü kullanılarak yorum yapılabilir.

Yaklaşımın hızının belirlenmesinin yanı sıra, bu yaklaşımın hızının hangi durum-

larda daha iyi olabileceği düşüncesi yaklaşım teorisinde birçok yeni problemin ortaya

çıkmasında önemli rol oynamı̧stır. Bu kavram altında ele alınan lineer pozitif opera-

törler dizilerinin birçok genelleştirmesi yapılmı̧s ve böylelikle yeni operatör dizileri

tanımlanmı̧stır. Gerçekte lineer pozitif operatörlerin bir f fonksiyonuna yakınsama

hızınıarttırmak, bir anlamda yaklaşımda meydana gelen hata miktarınıazaltmak

ve doğal olarak daha iyi bir yaklaşım elde etmek demektir.

Korovkin teoreminde kullanılan {1, x, x2} kümesi için ej(x) = xj, j = 0, 1, 2 olmak

üzere herhangi bir (Lm)m≥1 lineer pozitif operatörler dizisi için

Lm (e0;x) = e0 (x)

Lm (e1;x) = e1 (x)

olduğu bilinmektedir. Bernstein polinomları, Szasz-Mirakjan operatörleri, Baskakov

operatörleri ve Phillips operatörleri gibi operatörler bu duruma örnek olarak veri-

lebilir. Bu operatörler göz önüne alındı̆gında Lm (e2;x) = e2 (x) eşitliği sağlanma-

maktadır. Diğer taraftan bir lineer pozitif operatörler dizisinin bu eşitliği sağlayacak

şekilde modifiye edilmesi durumunda o operatör dizisinin yakınsaklık özelliklerinin

ve yaklaşma hızının ne olacağıkonusu merak uyandırmı̧stır ve bu durum göz önüne

alınarak lineer pozitif operatörleri genelleştirme çalı̧smalarıyaygınlaşmı̧stır.

İlk olarak J. P. King 2003 yılında Bernstein operatörünün e2 (x) = x2 fonksiyonunu

koruyacak şekilde genelleştirmesini ele almı̧stır. Vm : C[0, 1] → C[0, 1], f ∈ C[0, 1]

11



olmak üzere,

Vm (f ;x) =

m∑
s=0

 m

s

 (rm(x))s (1− rm(x))m−sf
( s
m

)
, x ∈ [0, 1], m ∈ N

lineer pozitif operatörü için rm fonksiyonu

rm(x) =


r1(x) = x2

rm(x) = − 2

m− 1
+

√(
m

m− 1

)
x2 +

1

4 (m− 1)2
, m = 2, 3, ...

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada rm yardımcıfonksiyonu,

0 ≤ rm(x) ≤ 1, x ∈ [0, 1], m ∈ N

biçimindedir ve

lim
m→∞

rm(x) = x, x ∈ [0, 1]

özelliğine sahiptir. J. P. King’in bu çalı̧smasında modifiye edilmi̧s (Vm)m≥1 ope-

ratörler dizisinin yaklaşım özellikleri incelenmi̧s ve
[
0, 1

3

)
aralı̆gında, genelleştirilmi̧s

operatörler dizisinin en azından klasik Bernstein operatörleri kadar iyi bir yaklaşım

derecesine sahip olduğunu ispatlanmı̧stır (King 2003).

2006 yılında O. Agratini, J. P. King’in bu düşüncesinden yola çıkarak genel King tipli

operatörlerin çeşitli fonksiyon uzaylarında farklısüreklilik modülleri yardımıyla yak-

laşımınıincelemi̧s ve bu tekniği Szasz-Mirakjan, Baskakov ve Bernstein Chlodovsky

operatörlerine uygulayarak araştırmasınıörneklemi̧stir (Agratini 2006).

Aynıyılda D. Cardenas Morales ve arkadaşlarıBernstein operatörünün e2 + λe1 i

koruyan Bm,λ modifiye operatörünü Bm,λ : C[0, 1] → C[0, 1], f ∈ C[0, 1] olmak

üzere,

Bm,λ (f ;x) =

m∑
s=0

 m

s

 (dm,λ(x))s (1− dm,λ(x))m−sf
( s
m

)
, x ∈ [0, 1], m ∈ N

şeklinde tanımlamı̧stır. Burada

dm,λ(x) = − mλ+ 1

2(m− 1)
+

√
(mλ+ 1)2

4(m− 1)2
+
m(λx+ x2)

m− 1
, m = 2, 3, ...
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biçimindedir. Bu çalı̧smada modifiye Bernstein polinomunun şekil koruma ve yak-

laşım özellikleri incelenmi̧s ve bu özelliklere dayanılarak yaklaşım hızıile ilgili bilgiler

elde edilmi̧stir. Ayrıca klasik Bernstein polinomu ileBm,λ polinomunun yaklaşım hız-

larıkaŗsılaştırılmı̧s, çizilen grafiklerle genelleşmi̧s operatörlerin yakınsama hızlarının

daha iyi olduğu sonucuna varılmı̧stır (Cardenas Morales vd. 2006).

2007 yılında O. Duman ve M. A. Özarslan, O. Agratini’nin makalesinde kısaca bah-

settiği King tipli Szasz-Mirakyan operatörlerini daha ayrıntılıbir şekilde incelemi̧stir.

D∗m : C[0,∞)→ C[0,∞), f ∈ C[0,∞) olmak üzere,

D∗m (f ;x) = e−mh
∗
m(x)

∞∑
s=0

(mh∗m(x))s

s!
f
( s
m

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N (1.1)

şeklinde elde etmi̧stir. u∗m fonksiyonu,

h∗m(x) =
−1 +

√
4m2x2 + 1

2m
, x ∈ [0,∞), m ∈ N

biçiminde olup,

0 ≤ h∗m(x) <∞, x ∈ [0,∞), m ∈ N

lim
m→∞

h∗m(x) = x, x ∈ [0,∞)

özellikleri sağlanır. Bu çalı̧smada (D∗m)m≥1 genelleştirilmi̧s operatör dizisinin, klasik

Szasz-Mirakjan operatöründen daha iyi bir yaklaşım hızına sahip olduğu gösterilmi̧s

ve bu operatörün noktasal açıdan yaklaşımıincelenmi̧stir (Duman ve Özarslan 2007).

2008 yılında O. Agratini, D. Cardenas Morales ve arkadaşlarının düşüncesini lineer

pozitif operatörlerin genel hali olan

Lm (f ;x) =
∑
s∈Im

um,s(x)f (xm,s) , Im ⊂ N

şeklindeki (Lm)m≥1 operatör dizilerine uygulamı̧stır ve bu çalı̧smada tanım aralı̆gının

J = [0, 1] ve J = [0,∞) biçiminde olduğu durumlarda yakınsaklık özellikleri ayrıayrı

incelenmi̧stir. Bernstein, Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatörlerinin durumlarını

da içinde barındıran çalı̧smada Szasz-Mirakjan modifiye operatörü,
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Lm,α : C[0,∞)→ C[0,∞) ve α > 0 için,

Lm,α (f ;x) =
∞∑
s=0

e−mvm,α(x)
(mvm,α(x))s

s!
f
( s
m

)
biçiminde tanımlanmı̧stır. Burada vm,α : [0,∞)→ R şeklinde bir fonksiyon olup,

vm,α(x) = −(αm+ 1)

2m
+

√
(αm+ 1)2

4m2
+ (x2 + αx), x ∈ [0,∞), m ∈ N

dir (Agratini ve Tarabie 2008).

2009 yılında L. Rempulska ve K. Tomczak King tipli operatörlerin ağırlıklıuzaylar-

daki yaklaşımınıinceleyen çalı̧smasınıyayınlamı̧stır ve Szasz-Mirakjan operatörleri,

Baskakov operatörleri, Post-Widder operatörleri ve Stancu operatörleri ile örnekleye-

rek çalı̧smasınızenginleştirmi̧stir (Rempulska ve Tomczak 2009).

Aynıyılda Szasz-Mirakjan Kantorovich operatörlerinin King tiplisi O. Duman vd.

tarafından (Duman vd. 2009) çalı̧sılmı̧s ve 2010 yılında da bu genelleştirilmi̧s ope-

ratörün lokal yaklaşım özellikleri ele alınmı̧stır (Özarslan ve Duman 2010).

2011 yılında N. I. Mahmudov tarafından Szasz-Mirakjan operatörünün q genelleştirmesi

e2 (x) = x2 fonksiyonunu koruyacak şekilde modifiye edilmi̧s ve ağırlıklıuzaylardaki

yaklaşım özellikleri ile noktasal yaklaşımıincelenmi̧stir (Mahmudov 2011).

2016 yılında q-Szasz-Mirakjan Kantorovich operatörünün (Mursaleen vd. 2016), 2018

yılında q-Szasz-Mirakjan operatörünün Dunkl analoğunun (Mursaleen ve Rahman 2018),

2019 yılında da (p, q) Szasz-Mirakjan operatörünün (Mursaleen vd 2019) King tipli

genelleşmesi M. Mursaleen ve arkadaşlarıtarafından çalı̧sılmı̧stır.

2017 yılında T. Acar, A. Aral ve H. Gonska, King tipli operatörlere yeni bir bakı̧s

açısı kazandırmı̧stır. Bugüne kadar test fonksiyonları ya da onların lineer bir-

leşimlerini koruyacak şekilde genelleştirilen lineer pozitif operatörler, bu çalı̧smada

üstel tipten bir fonksiyonu koruyacak şekilde modifiye edilmi̧stir. Aslında 2010
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yılında J. M. Aldaz ve H. Render yaptıkları çalı̧smada lineer pozitif operatörler

dizisinin f fonksiyonuna daha hızlı yaklaşımını elde edebilmek için konvekslik ve

genelleştirilmi̧s konvekslik tanımını temel alarak yeni teoriler geli̧stirmi̧sler ve bu

amaçla Bernstein operatörlerinin üstel fonksiyonu sabit bırakacak şekilde yeni bir

modifikasyonunu elde etmi̧slerdir (Aldaz ve Render 2010). 2014 yılında da M. Birou

test fonksiyonlarını(veya onların lineer birleşimlerini) ya da üstel fonksiyonu koru-

yacak şekilde genelleştirilen lineer pozitif operatörlerin, f fonksiyonunun azalan-

lık koşulu ve genelleştirilmi̧s konvekslik tanımıaltında yakınsama ve şekil koruma

özelliklerini incelemi̧stir (Birou 2014). Bu çalı̧smada da Bernstein operatörlerinin

modifikasyonlarıçalı̧sılmı̧stır. T. Acar, A. Aral ve H. Gonska ise yaptıklarıçalı̧s-

mada bu zamana kadar Bernstein operatörüne uygulanan bu düşünceyi sınırsız ara-

lıkta tanımlanan Szasz-Mirakjan operatörlerine uygulamı̧slardır (Acar vd. 2017).

R∗α,m : C[0,∞)→ C[0,∞) ve a > 0 için,

R∗a,m (f ;x) = e−mαm(x)
∞∑
s=0

(mαm(x))s

s!
f
( s
m

)
biçiminde tanımlanmı̧stır. Burada αm(x) : [0,∞)→ R şeklinde bir fonksiyon olup,

αm(x) =
2ax

m
(
e
2a
m − 1

) , x ∈ [0,∞), m ∈ N

dir. Bu yeni operatörler dizisinin düzgün yakınsaklı̆gıve noktasal yaklaşım özellikleri

incelenmi̧s ve şekil koruma özellikleri hakkında bilgi verilmi̧stir. (R∗α,m) dizisinin yak-

laşım hızı, klasik Szasz-Mirakjan operatörler dizisinin yaklaşım hızıyla kaŗsılaştırılarak

daha iyi bir yaklaşım hızına sahip olduğu ispatlanmı̧stır.

Daha sonra bu düşünce Szasz-Mirakjan operatörünün Durrmeyer ve Kantorovich

tipli genelleştirmeleri, Baskakov operatörleri, Phillips operatörleri gibi birçok lineer

pozitif operatörlere uygulanmı̧stır (Gürel Yılmaz vd 2017), (Gupta ve Tachev 2017),

(Deniz vd. 2018), (Gupta ve Aral 2018), (Gupta ve Acu 2018), (Aral vd. 2018).

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

Şu ana kadar üzerinde durulan yaklaşımlar teorisinin ortaya çıkı̧sının, lineer pozi-
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tif operatörler kavramının geli̧siminin ve günümüzde bu konu ile ilgili yapılan bazı

çalı̧smaların anlatıldı̆gıbölüm tezin giri̧s bölümünü oluşturmaktadır.

Tezin ikinci bölümünde tez için gerekli olan bazıtemel tanımlara ve teoremlere yer

verilmi̧stir. Lineer pozitif operatörlerin sonlu aralıkta sürekli fonksiyonlar uzayında

ve ağırlıklıuzaylarda yakınsaklık koşullarıanlatılmı̧s ve tezde kullanılacak olan bazı

operatörler tanıtılmı̧stır.

Tezin üçüncü ve dördüncü bölümleri tamamen orjinal olup aşağıdaki sonuçlar elde

edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde (Sm,λ) ile gösterilen e2+λe1 fonksiyonunu koruyan genelleştirilmi̧s

Szasz-Mirakjan operatörleri ele alınmı̧stır. Bu operatörler için şekil koruma özellik-

leri ve yaklaşım özellikleri incelenmi̧s, noktasal yakınsaklı̆gın incelendiği Voronovskaja

tipli teorem göz önüne alınmı̧stır. Bu bölümün son kısmında ise (Sm)m≥1 klasik

Szasz operatörleri ile (Sm,λ) King tipli Szasz-Mirakjan operatörlerinin yaklaşım hız-

ları kaŗsılaştırılmı̧stır. Son olarak bu operatörlerin yaklaşım sonuçları grafikle ve

hata tahmini tablosuyla da gösterilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise
(
Ṽ ∗m,α

)
ile ifade edilen e−x fonksiyonunu koruyan genelleşti-

rilmi̧s Baskakov-Kantorovich operatörlerine yer verilmi̧stir. Bu operatörlerin üstel

süreklilik modülü yardımıyla yaklaşım özellikleri ele alınmı̧s ve Voronovskaya tipli

teoremi üzerinde durulmuştur.

Son bölüm olan beşinci bölümde ise elde edilen sonuçlar tartı̧sılmı̧stır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanımlar ve Teoremler

Bu bölümde yaklaşım teorisinde önemli bir çalı̧sma alanıolan lineer pozitif operatör-

ler ile ilgili bazıtemel kavramlar ve notasyonlardan bahsedilecektir. Ayrıca ilerleyen

bölümlerde kullanılacak olan bazıtemel tanımlar ve teoremler verilecektir. Lineer

pozitif operatörlerin sınırlı ve sınırsız aralıklardaki yakınsaklık koşulları geni̧s bir

şekilde ele alınacak ve bu operatörlerin yakınsaklık hızlarının incelenmesi ile ilgili

belirli yöntemler sunulacaktır. Ayrıca çalı̧smada kullanılacak olan bilinen bazılineer

pozitif operatörler tanıtılacak ve onların sağladı̆gıbazıözellikler hakkında bilgiler

verilecektir.

Tanım 2.1 (Operatör) X∗ ve Y ∗ iki fonksiyon uzayıolsun. Eğer X∗’dan alınan

herhangi bir f fonksiyonuna Y ∗ uzayında bir g fonksiyonu kaŗsılık getiren bir L

kuralıvarsa buna X∗ üzerinde bir operatördür denir ve her f ∈ X∗ için

L (f ;x) = g (x)

şeklinde gösterilir. Burada X∗ uzayına L operatörünün tanım bölgesi denir ve

X∗ = D (L) ile gösterilir. L operatörü f fonksiyonuna Y ∗’da bir g fonksiyonu

kaŗsılık getirir ki bu şekildeki g fonksiyonlarının kümesine L operatörünün değer

kümesi denir ve bu küme R (L) ile gösterilir.

L (f ;x) = g (x) olmak üzere, L operatörü t deği̧skenine bağlıolan f fonksiyonunu x

deği̧skenine bağlıolan g fonksiyonuna götürür (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Tanım 2.2 (Lineer Operatör) X∗ ve Y ∗ iki fonksiyon uzayıolmak üzere

L : X∗ → Y ∗ şeklinde tanımlanmı̧s operatör göz önüne alınsın. f ve g fonksiyonları

X∗ uzayından alınan herhangi iki fonksiyon ve λ1 ve λ2 sayılarıda keyfi iki reel sayı

olmak üzere,

L (λ1f + λ2g;x) = λ1L (f ;x) + λ2L (g;x)
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koşulu sağlandı̆gıtakdirde L operatörüne lineer operatör denir.

(Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Tanım 2.3 (Pozitif Operatör) X+ ve Y + ile sırasıyla X∗ ve Y ∗ uzayından alınan

pozitif değerli fonksiyonların uzayıgösterilsin. Yani

X+ = {f ∈ X∗ : f(t) ≥ 0}

Y + = {g ∈ Y ∗ : g(t) ≥ 0}

olsun. Eğer X∗ uzayında tanımlanmı̧s L operatörü X+ uzayından alınan her bir f

fonksiyonunu Y + uzayından alınan bir g fonksiyonuna dönüştürüyorsa yani, ∀t ∈

D (f) için

f(t) ≥ 0 olduğunda L (f ;x) ≥ 0

oluyorsa bu takdirde L operatörüne pozitif operatör denir (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Lineerlik şartıyla birlikte pozitiflik şartını da sağlayan operatörlere lineer pozitif

operatörler adıverilir.

Lemma 2.1 L : X∗ → Y ∗ bir lineer pozitif operatör olsun. L operatörü monoton-

luk özelliğini sağlar. Yani her t için f(t) ≤ g(t) olduğunda L (f ;x) ≤ L (g;x)

eşitsizliği sağlanır (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Lemma 2.2 L lineer pozitif operatör olmak üzere,

|L (f ;x)| ≤ L (|f | ;x)

eşitsizliği sağlanır (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Tanım 2.4 (Normlu Uzay) X∗ bir lineer uzay olsun. ‖.‖ : X∗ → R fonksiyonu

aşağıdaki şartlarısağlarsa ‖.‖ fonksiyonuna X∗ üzerinde bir norm, X∗ uzayına da

bir normlu uzay denir.

i) ∀x ∈ X∗ için ‖x‖ ≥ 0
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ii) ‖x‖ = 0⇔ x = 0

iii) ∀x ∈ X∗ ve λ ∈ R için ‖λx‖ = |λ| ‖x‖

iv) x, y ∈ X∗ olmak üzere ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

şeklindedir (Kreyszig 1978).

Tanım 2.5 (SınırlıOperatör) X∗ ve Y ∗ iki fonksiyon uzayı, L : X∗ → Y ∗ bir

operatör olsun. D(L) ⊂ X∗ L operatörlerinin tanım kümesini, ‖.‖X∗ ve ‖.‖Y ∗ ise

sırasıyla X∗ ve Y ∗ uzaylarıüzerindeki normlarıgöstersin. ∀f ∈ D(L) için,

‖Lf‖Y ∗ ≤M ‖f‖X∗

olacak şekilde M ∈ R+ varsa L ye D(L) üzerinde sınırlıoperatör denir.

‖L‖X∗→Y ∗ = inf {M : ‖Lf‖Y ∗ ≤M ‖f‖X∗}

= sup
‖f‖X∗ 6=0

‖Lf‖Y ∗
‖f‖X∗

sayısına L operatörünün normu denir (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Tanım 2.6 (Bölünmüş Fark) f fonksiyonununD (f) tanım kümesinden birbirinden

farklıx∗0, x
∗
1, ..., x

∗
m şeklinde (m+ 1) tane nokta seçilsin.

f [x∗0] = f(x∗0)

f [x∗0, x
∗
1] =

f(x∗1)− f(x∗0)

x∗1 − x∗0
. . . = . . .

f [x∗0, x
∗
1, ..., x

∗
m] =

f [x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
m]− f [x∗0, x

∗
1, ..., x

∗
m−1]

x∗m − x∗0
, m ≥ 1

şeklinde tanımlanan eşitliğe sırasıyla f fonksiyonunun birinci ve m-inci mertebeden

bölünmüş farklarıdenir (DeVore ve Lorentz 1993).

Tanım 2.7 (İleri Fark Operatörü) Keyfi bir f fonksiyonu için

∆f(x∗j) = f(x∗j+1)− f(x∗j)
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olmak üzere k ≥ 1 için,

4kf(x∗j) = 4k−1f(x∗j+1)−4k−1f(x∗j)

ile tanımlanan operatöre ileri fark operatörü adıverilir.

İleri fark operatörü bölünmüş farklar yardımıyla da ifade edilebilir.

∀j ≥ 0 için x∗j = j olmak üzere,

f(x∗j+1)− f(x∗j) = f(j + 1)− f(j)

= f [j, j + 1]

= 4f(x∗j)

dir. Bunu üç nokta için yaparsak,

f
[
x∗j , x

∗
j+1, x

∗
j+2

]
=

f
[
x∗j+1, x

∗
j+2

]
− f

[
x∗j , x

∗
j+1

]
xj+2 − xj

=
1

2

[
4f(x∗j+1)−4f(x∗j)

]
=

1

2
42f(x∗j)

elde edilir (DeVore ve Lorentz 1993).

Şimdi bunu genelleştiren teoremi verelim.

Teorem 2.1 ∀j, s ≥ 0 için x∗j = j olmak üzere,

f
[
x∗j , x

∗
j+1, ..., x

∗
j+s

]
=

1

s!
4sf(x∗j)

eşitliği ile verilir.

Tanım 2.8 (Lipschitz Şartı) a, b ∈ R olmak üzere [a, b] aralı̆gında tanımlıbir f

fonksiyonu verilsin. Her x, t ∈ [a, b] , M > 0 ve 0 < γ ≤ 1 için,

|f (t)− f (x)| ≤M |t− x|γ
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eşitsizliğini sağlayan f fonksiyonlarının sınıfına Lipschitz sınıfıdenir ve LipMγ ile

gösterilir. Burada M Lipschitz sabiti olarak adlandırılır.

Lemma 2.3 f, [a, b] aralı̆gında tanımlıbir fonksiyon, 0 < γ ≤ 1 ve M > 0 olsun.

i) f ∈ LipMγ ise f süreklidir.

ii) f türevlenebilir ve |f ′ (x)| ≤M ise f ∈ LipM1 dir.

iii) f ∈ LipMγ ⇐⇒ w (f ; δ) ≤Mδγ şeklindedir.

iv) α < β ise Lipβ ⊂ Lipα olup bu ifadeler M sayısından bağımsızdır.

Tanım 2.9 (Hölder Eşitsizliği) p ve q, 1 < p <∞ ve
1

p
+

1

q
= 1 koşullarınısağlayan

iki sayı ve `p =

{
(xn) = (x1, x2, ..., xn, ...) :

∞∑
k=1

|xk|p yakınsak
}
olmak üzere, her

x = (xn) ∈ `p ve her y = (yn) ∈ `q için

∞∑
k=1

|xkyk| ≤
( ∞∑
k=1

|xk|p
)1/p( ∞∑

k=1

|yk|q
)1/q

eşitsizliğine Hölder eşitsizliği denir.

Hölder eşitsizliğinde p = q = 2 alındı̆gıtakdirde

∞∑
k=1

|xkyk| ≤
( ∞∑
k=1

|xk|2
)1/2( ∞∑

k=1

|yk|2
)1/2

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği adıverilir.

Tanım 2.10 (Konveks Fonksiyon) [a, b] ⊂ R ve f : [a, b] → R fonksiyonu verilsin.

∀ x, y ∈ [a, b] ve α ∈ [0, 1] ∈ R için

f (αx+ (1− α) y) ≤ αf (x) + (1− α) f (y)

oluyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Bu tanımım+ 1 nokta için genelleştirirsek,
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∀ x0, x1, ..., xm ∈ [a, b] ve λm ∈ R için λ0 + λ1 + ...+ λm = 1 olmak üzere

f

(
m∑
s=0

λsxs

)
≤

m∑
s=0

λsf(xs)

eşitsizliği sağlanırsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Teorem 2.2 f fonksiyonu [a, b] de konveks olmasıiçin gerek ve yeter koşul f’nin

ikinci mertebeden bölünmüş farklarının pozitif olmasıdır (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

2.2 Genelleştirilmi̧s Konvekslik

Genelleştirilmi̧s konvekslik tanımıyaklaşım teorisinde önemli bir yere sahip olup

özellikle lineer pozitif operatörler dizisinin monotonluğu hakkında yorum yapabilme-

mize ve bu operatörlerin şekil koruma özellikleriyle ilgili bilgi sahibi olmamıza imkan

sağlamaktadır. Bu tanım matematikte interpolasyon metodu, genelleştirilmi̧s mo-

ment problemleri, nümerik analiz, Sturm-Liouville problemlerinin öz fonksiyonlarının

sahip olduğu salınım özellikleri, sınır değer problemleri, toplanabilirlik gibi konuların

aydınlatılmasında önemli rol oynayan, belirli özelliklere sahip fonksiyonların oluştur-

duğu Chebyshev sistemi üzerine kuruludur.

Bu sistemin temeli 1951 yılında M. G. Krein tarafından atılmı̧stır. Bu konu üzerine

S. N. Bernstein, R. Descartes, A. Haar, E. N. Laguerre, P. L. Chebyshev ve de la

Vallee Poussin gibi matematikçilerin çok büyük katkısıolduğu gibi, N. I. Achieser, I.

P. Natanson, G. Polya, G. Szegö gibi bilim adamlarının da dikkate değer çalı̧smaları

bulunmaktadır.

Tanım 2.11 (Chebyshev Sistemi) {u∗s}
m
s=0 fonksiyonlarıkapalıve sınırlı[a, b] ara-

lı̆gında tanımlı, sürekli, reel değerli fonksiyonlar olmak üzere eğer∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u∗0(x0) u∗0(x1) · · · u∗0(xm)

u∗1(x0) u∗1(x1) · · · u∗1(xm)
...

...
...

u∗m(x0) u∗m(x1) · · · u∗m(xm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0 , a ≤ x0 < x1 < · · · < xm ≤ b (2.1)
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sağlanıyorsa, bu durumda {u∗s}
m
s=0 fonksiyonlarının oluşturduğu sisteme [a, b] üze-

rinde Chebyshev sistemi adıverilir ve kısaca T−sistemi olarak gösterilir.

(Karlin ve Studden 1966).

Tanım 2.12 (Geni̧sletilmi̧s Chebyshev Sistemi) {u∗s}
m
s=0 ∈ Cm[a, b] olmak üzere

eğer∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u∗0(x0) u∗′0 (x1) · · · u∗
(m)

0 (xm)

u∗1(x0) u∗′1 (x1) · · · u∗
(m)

1 (xm)
...

...
...

u∗m(x0) u∗′m(x1) · · · u∗
(m)

m (xm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0 , a ≤ x0 < x1 < · · · < xm ≤ b (2.2)

sağlanıyorsa bu durumda {u∗s}
m
s=0 fonksiyonlarının oluşturduğu sisteme [a, b] üze-

rinde geni̧sletilmi̧s Chebyshev sistemi adıverilir ve kısaca ET−sistemi olarak gös-

terilir (Karlin ve Studden 1966).

Eğer her bir r = 0, 1, ...,m için {u∗s}
r
s=0 sistemi bir geni̧sletilmi̧s Chebyshev sistemi

ise bu takdirde bu sistem geni̧sletilmi̧s tam Chebyshev sistemi olarak adlandırılır ve

kısaca ECT−sistemi olarak gösterilir (Karlin ve Studden 1966).

Genelleştirilmi̧s konvekslik kavramıilk olarak E. Hopf tarafından 1926 yılında ortaya

çıkmı̧stır. Daha sonra T. Popoviciu (1936), E. F. Beckenbach (1937), F. F. Bonsall

(1950), R. Bellman (1961), S. Karlin ve A. Navikoff (1963) tarafından çalı̧sılmı̧stır.

Tanım 2.13 f fonksiyonu [a, b] aralı̆gında tanımlıbir fonksiyon, {u∗s}
m
s=0 fonksiyonları

da [a, b] aralı̆gında tanımlı, sürekli, reel değerli fonksiyonlar ve {u∗s}
m
s=0 fonksiyon-

larının oluşturduğu sistem bir geni̧sletilmi̧s tam Chebyshev sistemi olsun. Buna göre

eğer,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u∗0(x0) u∗0(x1) · · · u∗0(xm+1)

u∗1(x0) u∗1(x1) · · · u∗1(xm+1)
...

...
...

u∗m(x0) u∗m(x1) · · · u∗m(xm+1)

f (x0) f (x1) · · · f (xm+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≥ 0 , a ≤ x0 < x1 < · · · < xm+1 ≤ b (2.3)
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sağlanıyorsa bu takdirde f fonksiyonuna {u∗s}
m
s=0 fonksiyonlarına göre konvekstir

denir ve (2.3) ifadesini sağlayan f fonksiyonlarının kümesi C (u∗0, u
∗
1, ..., u

∗
m) ile gös-

terilir (Lapidot 1978).

Genelleştirilmi̧s konvekslik tanımınıs = 0, 1 için {u∗0, u∗1} fonksiyonlarıyardımıyla

tekrar özetlersek, {u∗0, u∗1} , [a, b] üzerinde tanımlıgeni̧sletilmi̧s tam Chebyshev sis-

temi olmak üzere∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u∗0(x0) u∗0(x1) u∗0(x2)

u∗1(x0) u∗1(x1) u∗1(x2)

f (x0) f (x1) f (x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ 0, a ≤ x0 < x1 < x2 ≤ b (2.4)

sağlanıyorsa bu takdirde f fonksiyonuna {u∗0, u∗1} fonksiyonlarına göre konvekstir

denir ve (2.4) ifadesini sağlayan f fonksiyonlarının kümesi C (u∗0, u
∗
1) ile gösterilir

(Ziegler 1968).

Eğer f fonksiyonu (a, b) aralı̆gında sürekli ve reel değerli fonksiyonların uzayından

alınan bir fonksiyon ise bu durumda genelleştirilmi̧s konvekslik tanımında a < x0 <

x1 < x2 < b alınabilir. Genelleştirilmi̧s konvekslikte eğer ui(t) = ti, i = 0, 1 seçilirse

klasik konvekslik tanımına ulaşılır (Ziegler 1968).

Uyarı2.1 Tanım 2.13’te C[a, b] uzayıyerine I sonlu ya da sonsuz, açık ya da kapalı

bir aralık olmak üzere C (I) uzayıda alınabilir. Buna göre genelleştirilmi̧s konvekslik

tanımı[0,∞) aralı̆gıiçin de uygulanabilir (Ziegler 1968).

2.3 Sonlu Aralıkta Sürekli Fonksiyonlar Uzayı

Tanım 2.14 Kapalıbir [a, b] aralı̆gıüzerinde tanımlı, sürekli ve reel değerli fonksi-

yonların oluşturduğu kümeye C [a, b] fonksiyon uzayıdenir.

C [a, b] = {f : f : [a, b]→ R sürekli}

kümesidir.
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C [a, b] fonksiyonlar uzayıüzerinde toplama (+) ve skalerle çarpma (.) i̧slemleri,

+ : C [a, b] x C [a, b] −→ C [a, b]

(f, g) −→ (f + g) (x) = f(x) + g(x)

. : R x C [a, b] −→ C [a, b]

(λ, f) −→ (λf) (x) = λf(x)

şeklinde tanımlansın. Bu durumda C [a, b] , üzerinde tanımlanan bu i̧slemler ile

birlikte bir vektör uzayıdır.

C [a, b] uzayında bir norm,

‖f‖C[a,b] = max
a≤x≤b

|f(x)|

ile gösterilir. Burada ‖.‖C[a,b] : C [a, b] −→ R olmak üzere,

i) ∀f ∈ C [a, b] için ‖f‖ ≥ 0

ii) ∀f ∈ C [a, b] için ‖f‖ = 0⇐⇒ f = 0

iii) ∀f ∈ C [a, b] ve λ ∈ R için ‖λf‖ = |λ| ‖f‖

iv) ∀f, g ∈ C [a, b] için ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖

koşullarısağlandı̆gından
(
C [a, b] , ‖.‖C[a,b]

)
uzayıbir lineer normlu uzaydır.

Tanım 2.15. Bir (fm) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C [a, b] normunda

düzgün yakınsak olmasıiçin her x ∈ [a, b] olmak üzere,

lim
m−→∞

‖fm − f‖C[a,b] = 0

olmasıdır. Norm tanımıkullanıldı̆gıtakdirde,

lim
m−→∞

max
a≤x≤b

|fm(x)− f(x)| = 0

eşitliğinin sağlanmasıdır.
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C [a, b] uzayının normuna göre yakınsama düzgün yakınsamadır. Düzgün yakınsama

fm(x) ⇒ f(x) şeklinde gösterilir.

2.4 Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yakınsaklık Koşulları

Yaklaşım teorisi, ele alınan bir fonksiyonun, kendisinden daha basit şekilde özellik-

leri incelenebilen ve dolayısıyla kolaylıkla daha fazla sonuç elde edinilebilen fonksi-

yonlara yakınsamasınıele alır. Yaklaşım teorisi yardımıyla karmaşık bir fonksiyon

hakkında daha geni̧s bir bilgi sahibi olmamız sağlanır. Bu amaca yönelik 1885 yılında

Weierstrass [a, b] aralı̆gında sürekli her fonksiyona bir polinom yardımıyla yaklaşıla-

bileceğini ispatlamı̧stır. Bu teorem yaklaşım teorisinde büyük bir öneme sahiptir;

çünkü sürekli fonksiyonlar yerine çok daha kolay incelenebilen polinomu ele almak

daha kolaydır.

Teorem 2.3 (Weierstrass Yaklaşım Teoremi) f fonksiyonu [a, b] aralı̆gı üzerinde

tanımlı sürekli fonksiyonlar uzayından alınan bir eleman olmak üzere, her ε > 0

için
∣∣∣f(x)− P̃m(x)

∣∣∣ < ε olacak şekilde derecesi m. olan bir
(
P̃m

)
polinom dizisi

vardır. Başka bir ifadeyle, [a, b] aralı̆gında sürekli her f fonksiyonuna düzgün olarak

yakınsayan bir
(
P̃m

)
polinomlar dizisi vardır (Weierstrass 1885).

Bu teoremin bir ispatını1912 yılında Rus matematikçi S.N. Bernstein [0, 1] aralı̆gın-

daki sürekli fonksiyonlar uzayında tanımlıve yaklaşım teorisinde çok önemli bir yere

sahip olan Bernstein polinomlarınıtanımlayarak yapmı̧stır.

Yaklaşım teorisinde önemli bir yere sahip çalı̧sma alanlarından birisi de lineer pozitif

operatörler ve bunların yaklaşım özelliklerinin incelenmesidir. Lineer pozitif opera-

törler kavramı1950 li yıllarda bu şekildeki operatör dizilerinin sonlu, kapalıaralık

üzerinde sürekli fonksiyona düzgün yakınsaklı̆gıveren, Bohman-Korovkin teoremi

olarak bilinen teoremin ispatlanmasıyla daha geni̧s çapta çalı̧sılmaya başlanmı̧stır.

Bu teoremin ispatlanmasında, ismi geçmemesine rağmen T. Popoviciu’nun da büyük

katkılarıolmuştur.
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Teorem 2.4 (Bohman-Korovkin Teoremi) f , [a, b] aralı̆gında sürekli, reel değerli

ve tüm reel eksende sınırlıbir fonksiyon, (Lm)m≥1 lineer pozitif operatörlerin bir

dizisi olsun. um, vm ve wm [a, b] aralı̆gıüzerinde düzgün olarak sıfıra yakınsayan

fonksiyon dizileri olmak üzere, her x ∈ [a, b] için,

Lm (1;x) = 1 + um(x)

Lm (t;x) = x+ vm(x)

Lm
(
t2;x

)
= x2 + wm(x)

koşulları sağlanıyorsa bu durumda (Lm)m≥1 lineer pozitif operatörler dizisi [a, b]

aralı̆gıüzerinde f sürekli fonksiyonuna düzgün olarak yakınsar (Korovkin 1953).

Bohman-Korovkin teoremi yaklaşım teorisinde büyük bir öneme sahiptir. Çünkü

ele alınan operatörün 1, t, t2 deki görüntülerinin sırasıyla 1, x, x2 ye düzgün yakın-

sadı̆gınıgöstermek demek bundan sonra bu operatörün sonlu aralıktaki bütün sürekli

fonksiyonlara düzgün yakınsadı̆gınıgöstermek demektir.

Korovkin teoreminde ei(t) = ti, i = 0, 1, 2 fonksiyonlarıKorovkin test fonksiyonları

olarak adlandırılır.

2.5 Süreklilik Modülü

Yaklaşım teorisinde lineer pozitif operatörler ile çalı̧sırken kaŗsımıza çıkan diğer

önemli bir problem ele alınan operatörün sürekli bir fonksiyona olan yakınsamasında

yaklaşım hızınıbelirlemektir. Bunu belirlemek için kullanılan en önemli metotlar-

dan biri süreklilik modülüdür. Süreklilik modülü kavramı1910 yılında H. Lebesgue

tarafından tanımlanmı̧s ve 1911 yılında D. Jackson tarafından doktora tezinde de

çalı̧sılmı̧stır.

Tanım 2.15 f fonksiyonu [a, b] aralı̆gıüzerinde tanımlı, sürekli ve reel değerli bir

fonksiyon olsun. x, y ∈ [a, b] olmak üzere |x− y| ≤ δ şartınısağlayan keyfibir δ > 0

için |f(x)− f(y)| değerlerinin en küçük üst sınırına f fonksiyonunun [a, b] aralı̆gında
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süreklilik modülü denir.

ω(f ; δ) = sup
x, y∈[a,b]
|x−y|≤δ

|f(x)− f(y)| (2.5)

veya

ω(f ; δ) = sup
|h|≤δ
|f(x+ h)− f(x)|

sembolleri ile gösterilir.

Burada ω fonksiyonu δ sayısının bir fonksiyonudur (Ditzian ve Totik 1987).

Lemma 2.4 Süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri sağlar (Stancu vd. 2001).

i) δ > 0 için ω(f ; δ) negatif olmayan bir fonksiyondur.

ii) ω fonksiyonu artan bir fonksiyondur.Yani δ1 ≤ δ2 şartınısağlayan tüm δ1 ve δ2

sayılarıiçin ω(f ; δ1) ≤ ω(f ; δ2) ifadesi sağlanır.

iii) m doğal sayıolmak üzere,

ω(f ;mδ) ≤ mω(f ; δ) şeklindedir.

iv) λ > 0 reel sayısıiçin,

ω(f ;λδ) ≤ (1 + λ)ω(f ; δ) dır.

v) |f(t)− f(x)| ≤ ω(f ; |t− x|) eşitsizliği sağlanır.

vi) |f(t)− f(x)| ≤
(

1 +
|t− x|
δ

)
ω(f ; δ) biçimindedir.

vii) lim
δ→0

ω(f ; δ) = 0 şeklindedir.

2.6 AğırlıklıUzaylarda Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yakınsaklık

Koşulları

Kompakt aralıkta tanımlanan lineer pozitif operatörlerin düzgün yakınsaklı̆gının in-

celenmesi için Korovkin teoreminin geçerli olduğu bilinmektedir. Ancak sınırsız ara-

lıkta tanımlanan bu operatörlerin dizisi için Korovkin teoreminin geçerli olmadı̆gı,

bu teoremin koşullarısağlandı̆gıhalde düzgün yakınsaklı̆gın sağlanmadı̆gıgörülmek-

tedir. Bunun üzerine 1974 ve 1976 yıllarında A. D. Gadjiev tarafından reel eksenin
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tamamında veya sınırsız alt aralıklarında yaklaşım koşullarıve Korovkin tipli teo-

remler çalı̧sılmı̧stır.

Tanım 2.16 ϕ reel eksende tanımlı, sürekli, monoton artan bir fonksiyon olmak

üzere,

ρ(x) = 1 + (ϕ(x))2

şeklinde ρ fonksiyonunun tanımlayalım. Mf pozitif bir sabit olmak üzere,

|f(x)| ≤Mf ρ(x)

eşitsizliğini sağlayan reel deği̧skenli, reel fonksiyonların kümesini Bρ (R) ile, bu uzay-

daki sürekli fonksiyonların kümesini Cρ (R) ile gösterelim. Yani, Bρ (R) ve Cρ (R) ,

Bρ (R) = {f : |f(x)| ≤Mf ρ(x)}

Cρ (R) = {f : f ∈ Bρ (R) , f sürekli}

şeklinde tanımlanan fonksiyon sınıflarıdır. Bu uzaylar

‖f‖ρ = sup

{
|f(x)|
ρ(x)

, x ∈ R
}

normuna göre birer normlu uzaydır. Burada ρ fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu,

Bρ (R) ve Cρ (R) uzaylarına ise ağırlıklıuzaylar denir.

Ayrıca kf ∈ R olmak üzere,

Ck
ρ (R) =

{
f : f ∈ Cρ (R) , lim

x−→∞

|f(x)|
ρ(x)

= kf

}
olarak tanımlanan fonksiyon uzayıCρ (R) uzayının bir alt uzayıdır (Gadjiev 1974,

1976).

Teorem 2.5 ϕ reel eksende tanımlı sürekli, monoton artan bir fonksiyon olmak

üzere, ρ(x) = 1 + (ϕ(x))2 ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda,

i) Cρ (R) uzayından Bρ (R) uzayına öyle bir {Am} lineer pozitif operatörler dizisi

tanımlanabilir ki, bu operatörler dizisi için,

lim
m→∞

‖Am (ϕν)− ϕν‖ρ = 0, ν = 0, 1, 2 (2.6)
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şartlarısağlanmasına rağmen öyle bir f ∗ ∈ Cρ (R) fonksiyonu bulunabilir ki,

lim
m→∞

‖Am (f ∗)− f ∗(x)‖ρ ≥ 1

olur.

ii) Cρ (R) uzayından Bρ (R) uzayına (2.6) koşullarınısağlayan öyle bir {Am} lineer

pozitif operatörler dizisi bulunabilir ki her f ∈ Ck
ρ için

lim
m→∞

‖Am (f)− f‖ρ = 0

dır (Gadjiev 1974, 1976).

2.7 AğırlıklıUzaylarda Süreklilik Modülü

Tanım 2.17 x ∈ [0,∞) ve f ∈ Ck
ρ [0,∞) olmak üzere, her δ > 0 için

Ω(f, δ) = sup
x≥0
|h|≤δ

|f(x+ h)− f(x)|
(1 + x2)(1 + h2)

şeklinde tanımlananΩ(f, δ) fonksiyonunaCk
ρ [0,∞) uzayında f fonksiyonunun süreklilik

modülü denir.

Ağırlıklıuzaylarda tanımlanan süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri sağlamaktadır.

Lemma 2.5 x ∈ [0,∞) ve f ∈ Ck
x2 [0,∞) olmak üzere,

i) Ω(f, δ), δ ≥ 0 deği̧skenine göre artan bir fonksiyondur.

ii) Her bir f ∈ Ck
x2 [0,∞) için, lim

δ−→0
Ω(f, δ) = 0 dır.

iii) m ∈ N olmak üzere,

Ω(f,mδ) ≤ 2m
(
1 + δ2

)
Ω(f, δ) eşitsizliği sağlanır.

iv) λ > 0 olmak üzere,

Ω(f, λδ) ≤ 2 (1 + λ)
(
1 + δ2

)
Ω(f, δ) biçimindedir.

v) f ∈ Ck
x2 [0,∞) ve x, t ∈ [0,∞) için,

|f (t)− f(x)| ≤ 2(1 + x2)(1 + δ2)
(

1 + |t−x|
δ

) (
1 + (t− x)2

)
Ω(f, δ) şeklindedir.
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Sınırsız aralıklar ve bölgeler üzerinde tanımlanan bazı lineer pozitif operatörlere

örnek olarak Szasz- Mirakjan operatörleri , Baskakov operatörleri, Post Widder ope-

ratörleri, Phillips operatörleri, Gamma operatörleri, Lupaş operatörleri, Bleimann

Butzer ve Hahn operatörleri gibi operatörler ve bu operatörlerin kendi aralarında

modifiye edilmi̧s halleri, Stancu, Durrmeyer, Kantorovich tipli genelleştirmeleri ve

bunların q analogları̧seklinde verilebilir. Çalı̧smamızda yer alan Szasz-Mirakjan ope-

ratörleri, Baskakov operatörleri ve Baskakov operatörünün Kantorovich genelleşmesi-

nin bazıözellikleri aşağıda verilmi̧stir.

2.8 Szasz-Mirakjan Operatörleri

G. M. Mirakjan (Mirakjan 1941), Bernstein operatörlerini sonlu aralıktan sınırsız

aralı̆ga geni̧sleterek, (Sm)m≥1 şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisini tanım-

lamı̧stır. Bu operatörler J. Favard (Favard 1944) ve O. Szasz (Szasz 1950) tarafından

da ayrıolarak incelenmi̧stir ve bu yüzden literatürde Szasz-Mirakjan operatörleri

olarak bilinmektedir.

Tanım 2.18 f fonksiyonu [0,∞) sınırsız aralı̆gında tanımlı, reel değerli, sürekli bir

fonksiyon olmak üzere,

Sm (f ;x) = e−mx
∞∑
s=0

(mx)s

s!
f
( s
m

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N (2.7)

şeklinde tanımlanan lineer pozitif operatörlere Szasz-Mirakjan operatörleri denir.

Teorem 2.6 (2.7) ile tanımlanan Szasz operatörleri, ei(t) = ti, i = 0, 1, 2, 3, 4 olmak

üzere,

Sm (e0 ;x) = 1 ,

Sm (e1 ;x) = x ,

Sm (e2 ;x) = x2 +
x

m
, (2.8)

Sm (e3 ;x) = x3 +
3x2

m
+

x

m2
,

Sm (e4 ;x) = x4 +
6x3

m
+

7x2

m2
+

x

m3
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eşitliklerini sağlar.

Teorem 2.7 µm,j(x) = Sm((t − x)j, x), j = 1, 2, 3, 4 olmak üzere (2.7) ile tanım-

lanan Szasz operatörleri için merkezil momentler,

µm,1(x) = 0 ,

µm,2(x) =
x

m
, (2.9)

µm,3(x) =
x

m2
,

µm,4(x) =
x

m3
+

3x2

m2

şeklindedir.

Teorem 2.8 a ∈ R+ olmak üzere Ta : C[0,∞) → C[0, a] dönüşümü her f ∈

C[0,∞) için Ta (f) = f|[0,a] olarak tanımlansın. Burada f|[0,a] , f fonksiyonunun

tanım kümesinin [0, a] aralı̆gına kısıtlamasını göstermektedir. (Lm)m≥1 , C[0,∞)

üzerinde tanımlı lineer pozitif operatörler dizisi ve k = 0, 1, 2 için [0, a] üzerinde

düzgün olarak

lim
m→∞

Ta (Lm (ek)) = Ta (ek)

oluyorsa bu durumda her f ∈ C[0,∞) için [0, a] üzerinde

lim
m→∞

Lm (f ;x) = f (x)

yakınsamasıdüzgündür (Korovkin 1960).

Buna göre Szasz operatörleri için Teorem 2.6 dikkate alındı̆gında, (Sm)m≥1 operatör

dizileri için Korovkin tipli teoremin gerçekleştiği görülebilir.

Sonuç 2.1 (2.7) ile tanımlanan Szasz operatörleri, a ∈ R+ olmak üzere [0, a] kapalı

aralı̆gında sürekli ve tüm pozitif yarıeksende sınırlıolan f fonksiyonuna bu aralıkta

düzgün olarak yakınsar. Bir başka deyi̧sle f ∈ C[0, a] için

Sm (f ;x) ⇒ f (x) , x ∈ [0, a], m ∈ N
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gerçeklenir.

Teorem 2.9 f ∈ C[0, a] olmak üzere (2.7) ile tanımlanan Szasz operatörleri için

|Sm (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω

(
f ;

√
x

m

)
şeklindedir.

Teorem 2.10 Szasz operatörleri için p > 0 olmak üzere,

dp

dxp
Sm(f ;x) = p!e−mx

∞∑
s=0

(mx)s

s!
f

[
s

m
,
s+ 1

m
, ...,

s+ p

m

]
eşitliği sağlanır.

Tanım 2.19 (2.7) ile tanımlanan Szasz operatörleri için

Sm(f ;x) =
∞∑
s=0

Pm,s(x)f
( s
m

)
, Pm,s(x) = e−mx

(mx)s

s!

olmak üzere, Pm,s(x) fonksiyonuna Szasz operatörünün çekirdeği adıverilir.

Lemma 2.6 Szasz operatörünün çekirdeği olan Pm,s(x) = e−mx
(mx)s

s!
fonksiyonu

aşağıdaki eşitlikleri sağlar.

i) P ′m,s(x) = m (Pm,s−1(x)− Pm,s(x)) ,

ii) xP ′m,s(x) = (s−mx)Pm,s(x).

Teorem 2.11 x ∈ [0,∞) /
{ s
m
, s = 0, 1, ...

}
olmak üzere,

Sm(f ;x)− f(x) =
x

m

∞∑
s=0

Pm,s(x)f

[
x,

s

m
,
s+ 1

m

]
(2.10)

şeklindedir.
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Teorem 2.12 f ∈ Cr [0,∞) olmak üzere,

S(r)m f(x) = e−mx
∞∑
s=0

(mx)s

s!
f r
(
s+ φrs
m

)
, 0 < φrs < r (2.11)

eşitliği sağlanır.

Teorem 2.13 f fonksiyonu [0, a] aralı̆gında sınırlı ve (0, a) aralı̆gının bir x nok-

tasında ikinci türevi mevcutsa, o takdirde Szasz operatörleri için [0,∞) aralı̆gının

her kompakt alt aralı̆gında

lim
m→∞

m [Sm (f ;x)− f (x)] =
1

2
xf ′′ (x)

eşitliği vardır.

2.9 Baskakov Operatörleri

Bernstein polinomlarının pozitif reel eksene önemli genelleştirmelerinden biri de 1957

yılında V. A. Baskakov (Baskakov 1957) tarafından yapılmı̧stır.

Tanım 2.20 f fonksiyonu [0,∞) sınırsız aralı̆gında tanımlı, reel değerli, sürekli bir

fonksiyon olmak üzere,

Vm (f ;x) = (1 + x)−m
∞∑
s=0

 m+ s− 1

s

( x

1 + x

)s
f
( s
m

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N

(2.12)

şeklinde tanımlanan lineer pozitif operatörlere Baskakov operatörleri denir (Baskakov 1957).

Teorem 2.14 (2.12) ile tanımlanan Baskakov operatörleri,

Vm (1 ;x) = 1 ,

Vm (t ;x) = x , (2.13)

Vm
(
t2 ;x

)
= x2 +

x (x+ 1)

m
, (2.14)

Vm
(
t3 ;x

)
= x3 +

3x2 (x+ 1)

m
+
x (x+ 1) (2x+ 1)

m2
,

Vm
(
t4 ;x

)
= x4 +

6x3 (x+ 1)

m
+
x2 (x+ 1) (11x+ 7)

m2
+
x (x+ 1) (6x2 + 6x+ 1)

m3
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eşitliklerini sağlar.

Teorem 2.15 µm,j(x) = Vm((t−x)j, x), j = 1, 2, 3, 4 olmak üzere (2.12) ile tanım-

lanan Baskakov operatörleri için merkezil momentler,

µm,1(x) = 0 ,

µm,2(x) =
x (x+ 1)

m
, (2.15)

µm,3(x) =
x (x+ 1) (2x+ 1)

m
,

µm,4(x) =
3x2 (x+ 1)2

m2
+
x (x+ 1) (6x2 + 6x+ 1)

m3

şeklindedir.

Sonuç 2.2 (2.12) ile tanımlanan Baskakov operatörleri, a ∈ R+ olmak üzere [0, a]

kapalıaralı̆gında sürekli ve tüm pozitif yarıeksende sınırlıolan f fonksiyonuna bu

aralıkta düzgün olarak yakınsar. Bir başka deyi̧sle f ∈ C[0, a] için

Vm (f ;x) ⇒ f (x) , x ∈ [0, a], m ∈ N

gerçeklenir.

Teorem 2.16 f ∈ C[0, a] olmak üzere (2.12) ile tanımlanan Baskakov operatörleri

için

|Vm (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω

(
f ;

√
x (x+ 1)

m

)
şeklindedir.

Teorem 2.17 Baskakov operatörleri için

Vm (f ;x) =
∞∑
s=0

(m+ s− 1)!xs

(m− 1)!ms
f

[
0,

1

m
, ...,

s

m

]
eşitliği sağlanır.
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Teorem 2.18 Baskakov operatörünün r inci türevi

V r
m (f ;x) =

(m+ r − 1)!

(m− 1)!

∞∑
s=0

 m+ r + s− 1

s

 xs

(1 + x)m+r+s
∆rf

( s
m

)
biçimindedir.

Teorem 2.19 f fonksiyonu [0, a] aralı̆gında sınırlı ve (0, a) aralı̆gının bir x nok-

tasında ikinci türevi mevcutsa, o takdirde Baskakov operatörleri için [0,∞) aralı̆gının

her kompakt alt aralı̆gında

lim
m→∞

m [Vm (f ;x)− f (x)] =
1

2
x (x+ 1) f ′′ (x)

eşitliği vardır.

2.10 Baskakov Kantorovich Operatörleri

Lineer pozitif operatörler ile ilgili önemli genelleştirmelerden biri de sürekli fonksi-

yonlar uzayında tanımlanan f fonksiyonunun integrallenebilir fonksiyonlar uzayında

alınarak operatörün daha genel bir formunu elde etmektir.

1930 yılında L. V. Kantorovich Bernstein polinomunun

Km (f ;x) = (m+ 1)
∞∑
s=0

 m

s

xs (1− x)m−s
(s+1)/m+1∫
s/m+1

f (t) dt, x ∈ [0, 1], m ∈ N

şeklinde Kantorovich genelleştirmesini yayınlamı̧stır (Kantorovich 1930). Daha sonra

birçok lineer pozitif operatörler dizisinin Kantorovich tipli genelleştirmesi tanımlan-

mı̧s ve bunların yaklaşım özellikleri üzerine çalı̧smalar yaygınlaşmı̧stır. Baskakov

operatörlerinin Kantorovich tipli genelleştirmesi aşağıdaki gibidir.

Tanım 2.21 f fonksiyonu [0,∞) sınırsız aralı̆gında tanımlı, reel değerli, sürekli bir

fonksiyon olmak üzere,

V ∗m (f ;x) = m
(1+x)m

∞∑
s=0

 m+ s− 1

s

( x
1+x

)s (s+1)/m∫
s/m

f (t) dt, x ∈ [0,∞), m ∈ N

(2.16)
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şeklinde tanımlanan lineer pozitif operatörlere Baskakov Kantorovich operatörleri

denir.

Teorem 2.20 (2.16) ile tanımlanan Baskakov Kantorovich operatörleri,

V ∗m (1 ;x) = 1 ,

V ∗m (t ;x) = x+
1

2m
,

V ∗m
(
t2 ;x

)
= x2 +

x (x+ 2)

m
+

1

3m2
, (2.17)

V ∗m
(
t3 ;x

)
= x3 +

3x2 (2x+ 3)

2m
+
x (4x2 + 9x+ 7)

2m2
+

1

4m3
,

V ∗m
(
t4 ;x

)
= x4 +

2x3 (3x+ 4)

m
+
x2 (11x2 + 24x+ 15)

m2

+
x(x+ 1) (6x2 + 10x+ 5)

m3
+

1

5m4

eşitliklerini sağlar.

Teorem 2.21 µm,j(x) = V ∗m((t−x)j, x), j = 1, 2, 3, 4 olmak üzere (2.16) ile tanım-

lanan Baskakov Kantorovich operatörleri için merkezil momentler,

µm,1(x) =
1

2m
,

µm,2(x) =
x (x+ 1)

m
+

1

3m2
, (2.18)

µm,3(x) =
x (4x2 + 9x+ 5)

2m2
+

1

4m3
,

µm,4(x) =
3x2 (x+ 1)2

m2
+
x(x+ 1) (6x2 + 10x+ 5)

m3
+

1

5m4

şeklindedir.

Sonuç 2.3 (2.16) ile tanımlanan Baskakov Kantorovich operatörleri, a ∈ R+ ol-

mak üzere [0, a] kapalıaralı̆gında sürekli ve tüm pozitif yarıeksende sınırlıolan f

fonksiyonuna bu aralıkta düzgün olarak yakınsar. Bir başka deyi̧sle f ∈ C[0, a] için

V ∗m (f ;x) ⇒ f (x) , x ∈ [0, a], m ∈ N

gerçeklenir.
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Teorem 2.22 f ∈ C[0, a] olmak üzere (2.16) ile tanımlanan Baskakov Kantorovich

operatörleri için

|Vm (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω

(
f ;

√
x (x+ 1)

m
+

1

3m2

)

şeklindedir.

Teorem 2.23 f fonksiyonu [0, a] aralı̆gında sınırlı ve (0, a) aralı̆gının bir x nok-

tasında birinci ve ikinci türevleri mevcutsa, o takdirde Baskakov-Kantorovich ope-

ratörleri için [0,∞) aralı̆gının her kompakt alt aralı̆gında

lim
m→∞

m [V ∗m (f ;x)− f (x)] =
1

2
f ′ (x) +

1

2
x (x+ 1) f ′′ (x)

eşitliği vardır.
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3. KİNG TİPLİ SZASZ-MİRAKJAN OPERATÖRLERİ

Bu bölümde 2008 yılında O. Agratini’nin makalesinde tanımlanan e2 + λe1 fonksi-

yonunu koruyan Szasz operatörlerinin Sm,λ King tipli genelleştirmesi ele alınacaktır.

Öncelikle bu operatörlerin sağladı̆gı, ilerleyen bölümlerde bize gerekli olacak bazı

temel özellikler lemma olarak verilecektir. Bu bölümün ilk kısmında Sm,λ King tipli

genelleştirmesinin şekil koruma özellikleri incelenecek, genelleştirilmi̧s konvekslik

tanımıkullanılarak klasik operatörler ile Sm,λ modifiye edilmi̧s operatörlerin yak-

laşım hızları kaŗsılaştırılacaktır. Daha sonra Sm,λ operatörlerinin lokal yaklaşım

özellikleri ile ilgili teoremler üzerinde durulacak, ağırlıklıuzaylarda Sm,λ operatör-

lerinin ve türevlerinin yaklaşım özellikleri göz önüne alınacaktır. Operatörlerin nok-

tasal yaklaşımıaçısından önemli bir yere sahip olan Voronovskaja tipli teorem bu

operatörler için göz önüne alınacaktır. CB [0,∞) uzayında klasik süreklilik modülü

yardımıyla Sm,λ genelleştirilmi̧s operatörlerin klasik Szasz-Mirakjan operatörleri ile

yaklaşım hızlarıkaŗsılaştırılacaktır. Son olarak belirli x,m ve λ değerleri için hata

tahmini tablosu verilecek ve Sm,λ King tipli operatörlerin f fonksiyonuna yaklaşımı

grafik çizilerek de görülecektir.

λ ∈ [0,∞), f ∈ C[0,∞) ve Sm,λ : C[0,∞)→ C[0,∞) olmak üzere

Sm,λ(f ;x) = e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f
( s
m

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N (3.1)

şeklinde tanımlanır. Burada rm,λ : [0,∞) −→ R fonksiyonu

rm,λ(x) = −(λm+ 1)

2m
+

√
(λm+ 1)2

4m2
+ (x2 + λx) , x ∈ [0,∞), m ∈ N (3.2)

şeklinde tanımlanan bir fonksiyondur ve λ ∈ [0,∞) için

0 ≤ rm,λ(x) ≤ x <∞, x ∈ [0,∞), m ∈ N

lim
m→∞

rm,λ(x) = x, x ∈ [0,∞), m ∈ N

özellikleri sağlanır.

39



Sm,λ operatörler dizisi bir lineer ve pozitif operatör olup,

i) λ = 0 seçildiğinde 2007 yılında tanımlanan (1.1) ile verilen D∗m operatörlerine,

ii) rm,λ (x) = x seçildiğinde (2.7) ile verilen klasik Szasz-Mirakjan operatörlerine

dönüşmektedir.

Sm,λ modifiye edilmi̧s operatörleri için

Sm,λ (e2 + λe1;x) = (e2 + λe1) (x)

eşitliği sağlanmaktadır.

Lemma 3.1 (3.1) ile tanımlanan Sm,λ genelleştirilmi̧s Szasz operatörleri,

Sm,λ (e0;x) = e0(x) ,

Sm,λ (e1;x) = rm,λ(x) ,

Sm,λ (e2;x) = (rm,λ(x))2 +
rm,λ(x)

m
, (3.3)

Sm,λ (e3;x) = (rm,λ(x))3 +
3 (rm,λ(x))2

m
+
rm,λ(x)

m2
,

Sm,λ (e4;x) = (rm,λ(x))4 +
6 (rm,λ(x))3

m
+

7 (rm,λ(x))2

m2
+
rm,λ(x)

m3

eşitliklerini sağlar.

Lemma 3.2 µm,j(x) = Sm,λ((t − x)j, x), m = 1, 2, ...olmak üzere (3.1) ile tanım-

lanan Sm,λ genelleştirilmi̧s Szasz operatörleri için merkezil momentler,

µm,1(x) = rm,λ(x)− x ,

µm,2(x) = (rm,λ(x)− x)2 +
rm,λ(x)

m
, (3.4)

µm,3(x) = (rm,λ(x)− x)3 +
3rm,λ(x) (rm,λ(x)− x)

m
+
rm,λ(x)

m2
,

µm,4(x) = (rm,λ(x)− x)4 +
6rm,λ(x) (rm,λ(x)− x)2

m
+
rm,λ(x) (7rm,λ(x)− 4x)

m2
+
rm,λ(x)

m3

şeklindedir.
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Lemma 3.3 λ ∈ [0,∞) ve f ∈ C[0,∞) olmak üzere

lim
λ→∞

Sm,λ (f ;x) = Sm (f ;x)

yakınsamasıherhangi bir kapalı[0, a] ⊂ [0,∞) aralı̆gında düzgündür.

İspat. rm,λ fonksiyonu için

lim
λ→∞

rm,λ(x) = x

yakınsaması[0, a] aralı̆gında düzgün olacağından,

lim
λ→∞

Sm,λ (f ;x) = Sm (f ;x)

olduğu kolayca görülebilir.

Lemma 3.4 (3.1) ile tanımlanan Sm,λ operatörlerinin, a ∈ R+ olmak üzere [0, a]

kapalıaralı̆gında sürekli ve tüm pozitif yarıeksende sınırlıolan f fonksiyonuna bu

aralıkta düzgün olarak yakınsar. Bir başka deyi̧sle f ∈ C[0, a] için

Sm,λ (f ;x) ⇒ f (x) , x ∈ [0, a], m ∈ N

gerçeklenir.

İspat. Korovkin teoremi gereğince

lim
m→∞

Sm,λ (ei;x) = ei(x), i = 0, 1, 2

olduğunu gösterirsek istenen elde edilecektir. Bilindiği üzere

lim
m→∞

rm,λ(x) = x, x ∈ [0, a], m ∈ N

yakınsamasıdüzgün olduğundan Korovkin teoreminin şartlarısağlanır ve böylece

Sm,λ (f ;x) ⇒ f (x) , x ∈ [0, a], m ∈ N

olduğu ispat edilir.
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3.1 Sm,λ Operatörlerinin Şekil Koruma Özelliği

Bu kesimde [0,∞) aralı̆gında tanımlı sürekli, reel değerli f fonksiyonunun artan

(azalan) veya konveks olmasıdurumunda King tipli Szasz-Mirakjan operatörlerinin

hangi özellikleri sağladı̆gıincelenecektir.

Lemma 3.5 λ ∈ [0,∞), f ∈ C[0,∞) olmak üzere, Sm,λ operatörlerinin birinci ve

ikinci türevleri,

a)

S ′m,λ (f ;x) = mr′m,λ(x)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}
(3.5)

b)

S ′′m,λ (f ;x)

= mr′′m,λ(x)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}
(3.6)

+m2
(
r′m,λ(x)

)2
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 2

m

)
− 2f

(
s+ 1

m

)
+ f

( s
m

)}
şeklindedir.

İspat. a) x ∈ [0,∞) , f ∈ C [0,∞) ve m ∈ N olmak üzere, Sm,λ operatörlerinin

birinci türevini alalım.

Sm,λ (f ;x) = e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f
( s
m

)
olup,

S ′m,λ (f ;x) = −mr′m,λ(x)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f
( s
m

)

+mr′m,λ(x)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=1

(mrm,λ(x))s−1

(s− 1)!
f
( s
m

)
şeklindedir. İkinci toplamıs −→ s+ 1 için yazarsak,
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S ′m,λ (f ;x) = −mr′m,λ(x)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f
( s
m

)
+mr′m,λ(x)e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f

(
s+ 1

m

)
= mr′m,λ(x)e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

[
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)]
elde edilir.

b) Sm,λ operatörlerinin ikinci türevini düzenlersek,

S ′′m,λ (f ;x) = mr′′m,λ(x)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}
−m2

(
r′m,λ(x)

)2
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}
+m2

(
r′m,λ(x)

)2
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=1

(mrm,λ(x))s−1

(s− 1)!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}

bulunur. Üçüncü toplamıs −→ s+ 1 için yazarsak,

S ′′m,λ (f ;x)

= mr′′m,λ(x)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}
−m2

(
r′m,λ(x)

)2
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}
+m2

(
r′m,λ(x)

)2
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 2

m

)
− f

(
s+ 1

m

)}
= mr′′m,λ(x)e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}
+m2

(
r′m,λ(x)

)2
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 2

m

)
− 2f

(
s+ 1

m

)
+ f

( s
m

)}
elde edilir.

Teorem 3.1 x ∈ [0,∞) , f ∈ C [0,∞) ve m ∈ N olmak üzere,

i) Eğer f artan bir fonksiyonsa, King tipli Sm,λ operatörleri de artandır.
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ii) Eğer f hem artan hem de konveks bir fonksiyon ise, Sm,λ genelleştirilmi̧s opera-

törleri de konvekstir.

İspat. i)

rm,λ(x) = −(λm+ 1)

2m
+

√
(λm+ 1)2

4m2
+ (x2 + λx) , x ∈ [0,∞), m ∈ N

olduğundan rm,λ fonksiyonunun birinci ve ikinci türevleri,

r′m,λ(x) =
1

2

(2x+ λ)√
(λm+ 1)2

4m2
+ (x2 + λx)

ve

r′′m,λ(x) =
1

2

(
(λm+ 1)2

4m2
+
(
x2 + λx

))−32 ( λ
m

+
1

2m2

)
şeklinde olup pozitif fonksiyonlardır.

Buna göre (3.5) ifadesinden, f artan ise f
(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)
≥ 0 olup, rm,λ nın

birinci türevi de pozitif olduğundan King tipli Szasz-Mirakjan operatörlerinin de

birinci türevi pozitif olacaktır. Buna göre Sm,λ operatörlerinin artan olduğu görülür.

ii) Sm,λ operatörlerinin ikinci türevini incelersek, ikinci türevinde yer alan birinci

toplam rm,λ nın ikinci türevinin pozitif olmasından ve f’nin artanlı̆gından dolayı

pozitiftir. f konveks ise ikinci mertebeden bölünmüş farklarıpozitif olacağından

ikinci toplam da bundan dolayıpozitif olup Sm,λ operatörlerinin de ikinci türevi de

pozitif olarak bulunur. O halde Sm,λ genelleştirilmi̧s operatörleri konvekstir.

Lemma 3.6 λ ∈ [0,∞) ve m ∈ N olmak üzere, Pm,s,λ(x) := e−mrm,λ(x)
(mrm,λ(x))s

s!
fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlar.

i) P ′m,s,λ(x) = mr′m,λ(x) (Pm,s−1,λ(x)− Pm,s,λ(x)) ,

ii) rm,λ(x)P ′m,s,λ(x) = r′m,λ(x) (s−mrm,λ(x))Pm,s,λ(x).
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Lemma 3.7 f ∈ C [0,∞) ve rm,λ ∈ [0,∞) /
{ s
m
, s = 0, 1, ...

}
olmak üzere,

Sm,λ (f ;x)− f(rm,λ(x)) =
rm,λ(x)

m

∞∑
s=0

Pm,s,λ(x)f

[
rm,λ(x),

s

m
,
s+ 1

m

]
dir. Burada a ≤ x0 < x1 < x2 < ∞ olmak üzere f [x0, x1, x2], x0, x1 ve x2

noktalarının bölünmüş farkıdır.

İspat. (3.1) ile verilen Sm,λ operatörleri için,

Sm,λ (f ;x)− f(rm,λ(x))

= e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f
( s
m

)
− e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f(rm,λ(x))

= e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

[
f
( s
m

)
− f(rm,λ(x))

]
şeklinde olup, toplamıoluşturan ifade

s

m
− rm,λ ile çarpıp bölündüğünde,

Sm,λ (f ;x)− f(rm,λ(x))

= e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

[
f
( s
m

)
− f(rm,λ(x))

]
( s
m
− rm,λ(x)

) ( s
m
− rm,λ(x)

)

yazılabilir. Bölünmüş fark tanımından

Sm,λ (f ;x)− f(rm,λ(x)) =
∞∑
s=0

(
s−mrm,λ(x)

m

)
Pm,s,λ(x)f

[
rm,λ(x),

s

m

]
elde edilir. Lemma 3.6’nın i) ve ii) şıkkından

Sm,λ (f ;x)− f(rm,λ(x)) =
rm,λ(x)

mr′m,λ(x)

∞∑
s=0

P ′m,s,λ(x)f
[
rm,λ(x),

s

m

]
= rm,λ(x)

∞∑
s=0

(Pm,s−1,λ(x)− Pm,s,λ(x)) f
[
rm,λ(x),

s

m

]
olup,

Sm,λ (f ;x)− f(rm,λ(x))

= rm,λ(x)

( ∞∑
s=0

Pm,s−1,λ(x)f
[
rm,λ(x),

s

m

]
−
∞∑
s=0

Pm,s,λ(x)f
[
rm,λ(x),

s

m

])
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bulunur. İlk toplamda s −→ s+ 1 için,

Sm,λ (f ;x)− f(rm,λ(x))

= rm,λ(x)

( ∞∑
s=−1
Pm,s,λ(x)f

[
rm,λ(x),

s+ 1

m

]
−
∞∑
s=0

Pm,s,λ(x)f
[
rm,λ(x),

s

m

])

elde edilir. Klasik Szasz-Mirakjan operatörleri için Pm,−1(x) = 0 olduğundan s = −1

için Pm,s,λ(x) = 0 yazılabilir. O halde ilk toplamısıfırdan başlatabiliriz. Buna göre

Sm,λ (f ;x)−f(rm,λ(x)) = rm,λ(x)

∞∑
s=0

Pm,s,λ(x)

(
f

[
rm,λ(x),

s+ 1

m

]
− f

[
rm,λ(x),

s

m

])
bulunur. Daha sonra

1

m
f

[
rm,λ(x),

s

m
,
s+ 1

m

]
= f

[
rm,λ(x),

s+ 1

m

]
− f

[
rm,λ(x),

s

m

]
olduğundan

Sm,λ (f ;x)− f(rm,λ(x)) =
rm,λ(x)

m

∞∑
s=0

Pm,s,λ(x)f

[
rm,λ(x),

s

m
,
s+ 1

m

]
elde edilir.

Teorem 3.2 Eğer f fonksiyonu azalan ve konveks bir fonksiyon ise, bu durumda

x ∈ [0,∞) olmak üzere,

f(x) ≤ Sm,λ (f ;x)

dir.

İspat. f fonksiyonu konveks bir fonksiyon ise ikinci mertebeden bölünmüş farkları

pozitiftir. Buna göre Lemma 3.7 den

f(rm,λ(x)) ≤ Sm,λ (f ;x) (3.7)

yazılabilir. Ayrıca rm,λ fonksiyonu için

0 ≤ rm,λ(x) ≤ x <∞

olup, f azalan bir fonksiyon ise

f (x) ≤ f (rm,λ(x)) (3.8)
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bulunur ki (3.7) ve (3.8) göz önüne alındı̆gında istenen elde edilir.

Tanım 2.13 ile verilen genelleştirilmi̧s konvekslik tanımında eğer u0(x) = e0(x) ve

u1(x) = τ(x) seçilirse bu tanım,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

τ(x0) τ(x1) τ(x2)

f (x0) f (x1) f (x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ 0, a ≤ x0 < x1 < x2 ≤ b (3.9)

şeklinde verilebilir. Bu durumda f fonksiyonuna kısaca τ fonksiyonuna göre konveks-

tir denir ve bu koşulu sağlayan fonksiyonların sınıfıC (e0,τ) ile gösterilir. Bu tanım

aynızamanda f ◦ τ−1 ifadesinin konveks olmasına denk gelir (Birou 2014).

Teorem 3.3 (Lm)m≥1, C[a, b] uzayında tanımlıbir lineer pozitif operatörler dizisi

ve

Lm(u0;x) = u0(x), x ∈ [c, d] (3.10)

Lm(u1;x) = u1(x), x ∈ [c, d] (3.11)

olsun. Buna göre f ∈ C[a, b] ∩ C(u0, u1) olmak üzere,

Lm(f ;x) ≥ f(x), x ∈ [c, d] (3.12)

ve a = c ve b = d olduğunda

Lm(f ; a) = f(a), Lm(f ; b) = f(b)

sağlanır.

Tersine (Lm)m≥1, C[a, b] uzayında tanımlı bir lineer pozitif operatörler dizisi ve

f ∈ C[a, b]∩C(u0, u1) olmak üzere (3.12) koşulu sağlandı̆gıtakdirde (3.10) ve (3.11)

koşullarıda sağlanır (Ziegler 1968).

Uyarı3.1 Tanım 2.13 ile verilen genelleştirilmi̧s konvekslik tanımı [0,∞) aralı̆gı

için de uygulanabilir olduğundan Teorem 3.3 de [0,∞) aralı̆gıiçin geçerli olacaktır

(Ziegler 1968).
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Teorem 3.4 f ∈ C [0,∞) ve Sm : C[0,∞)→ C[0,∞) klasik Szasz-Mirakjan ope-

ratörleri olmak üzere,

i) f konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f (x) ≤ Sm(f ;x), m ∈ N

ii) f konveks bir fonksiyon ise, bu durumda Sm+1(f ;x) ≤ Sm(f ;x), m ∈ N

iii) f artan bir fonksiyon ise (Sm)m≥1 artan; f azalan bir fonksiyon ise (Sm)m≥1 azalandır.

Teorem 3.5 f ∈ CB [0,∞) fonksiyonu artan ve (1, e2 + λe1) konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda λ ∈ [0,∞) olmak üzere,

f (x) ≤ Sm,λ(f ;x) ≤ Sm(f ;x), x ∈ [0,∞), m ∈ N (3.13)

şeklindedir.

İspat. f fonksiyonu (1, e2 + λe1) konveks fonksiyon ise τ :=
e2 + λe1

1 + λ
olmak üzere

aynızamanda (1, τ) konveks de olacaktır. Buna göre (3.9) ve Teorem 3.3’ten u0 = e0

ve u1 =
e2 + λe1

1 + λ
alınırsa,

f (x) ≤ Sm,λ(f ;x)

yazılabilir. f konveks bir fonksiyon ise, Teorem 3.4’ten

f (x) ≤ Sm(f ;x), x ∈ [0,∞), m ∈ N

elde edilir. τ konveks bir fonksiyon olduğundan

τ(x) ≤ Sm(τ ;x)

bulunur. Sm(τ ; .) artan bir fonksiyon olduğundan (Sm(τ ; .))−1 de artan bir fonksiyon

olup son eşitsizliğin her iki tarafına (Sm(τ ; .))−1 uygulanırsa

(Sm(τ ;x))−1 ◦ τ(x) ≤ (Sm(τ ;x))−1 ◦ (Sm(τ ;x))

(Sm(τ ;x))−1 ◦ τ(x) ≤ x (3.14)

elde edilir. Gerekli i̧slemler yapıldı̆gında

(Sm(τ ;x))−1 ◦ τ(x) = rm,λ (x)
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olduğu görülür. Sm monoton bir operatör olduğundan (3.14) ün her iki tarafına

Sm(f ; .) operatörü uygulanırsa,

Sm,λ(f ;x) ≤ Sm(f ;x)

bulunur. Bu da bizden istenendir.

3.2 Sm,λ Operatörleri için Lokal Yaklaşım Özellikleri

Bu kısımda Sm,λ genelleştirilmi̧s operatörlerinin verilen bir f fonksiyonuna yak-

laşım hızı, klasik süreklilik modülü kullanılarak hesaplanacaktır. Ayrıca Peetre

K-fonksiyoneli yardımıyla ikinci süreklilik modülüne geçilecek ve Sm,λ modifiye ope-

ratörleri için lokal yaklaşım özelliği ispatlanacaktır. Ayrıca tanımlanacak olan Lip-

schitz sınıfındaki tüm f fonksiyonlarıiçin de bir yaklaşım hızıelde edilecektir. Bu-

rada kullanılacak olan CB [0,∞) fonksiyon uzayını

CB [0,∞) = {f ∈ C[0,∞) : f sınırlı}

şeklinde tanımlayalım. CB [0,∞) uzayıüzerinde tanımlanan norm

‖f‖[0,∞) = sup
x∈[0,∞)

|f(x)|

şeklindedir. Ayrıca bu kısımda adıgeçen ikinci süreklilik modülü ω2 (f, δ) olmak

üzere, her f ∈ CB [0,∞) için

ω2 (f, δ) = sup
0<h≤δ
x∈[0,∞)

|f (x+ 2h)− 2f(x+ h) + f (x)| , δ > 0 (3.15)

şeklinde tanımlanır ve klasik Peetre K-fonksiyoneli

K (f, δ) = inf
g∈C2B [0,∞)

{‖f − g‖+ δ ‖g′′‖} (3.16)

olup, (DeVore ve Lorentz 1993) de yer alan Teorem 2.4’ten de görüleceği üzere

C > 0 sabiti için,

K (f, δ) ≤ Cω2

(
f,
√
δ
)

(3.17)

özelliğine sahiptir. Ayrıca bu kısımda Lip∗M (α) ile gösterilen uzay, M herhangi bir

pozitif sabit ve 0 < α ≤ 1 olmak üzere

Lip∗M (α) :=

{
f ∈ C[0,∞) : |f(t)− f(x)| ≤M

|t− x|α

(t+ x)α/2
; x, t ∈ (0,∞)

}
(3.18)
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şeklinde alınacaktır.

Teorem 3.6 f ∈ CB [0,∞) ve ω (f, .) (2.5) ile verilen klasik süreklilik modülü ol-

mak üzere, Sm,λ genelleştirilmi̧s Szasz-Mirakjan operatörleri için,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω
(
f, δλm,x

)
(3.19)

sağlanır. Burada δλm,x := (Sm,λ (t− x)2;x)
1/2 şeklindedir.

İspat. (3.1) ile verilen Sm,λ operatörleri için,

Sm,λ (f ;x)− f(x)

= e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f
( s
m

)
− e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f(x)

= e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

(
f
( s
m

)
− f(x)

)
olup her iki tarafın mutlak değeri alınırsa,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

(
f
( s
m

)
− f(x)

)∣∣∣∣∣
≤ e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣f ( s
m

)
− f(x)

∣∣∣
bulunur. Süreklilik modülünün (vi) numaralıözelliğinden

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

(
1 +

∣∣ s
m
− x
∣∣

δ

)
ω (f, δ)

=

[
1 +

1

δ
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣ s
m
− x
∣∣∣]ω (f, δ)

yazılabilir. Son eşitsizlikte yer alan toplama Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|

≤ ω (f, δ)

(
1 + 1

δ

(
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))
s

s!

)1/2(
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(
s
m
− x
)2 (mrm,λ(x))s

s!

)1/2)

= ω (f, δ)

[
1 +

1

δ
(Sm,λ

(
t− x)2;x

)1/2]
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elde edilir. Buna göre δ = δλm,x = (Sm,λ (t− x)2;x)
1/2 seçilirse

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω
(
f, δλn,x

)
bulunur.

Teorem 3.7 x ∈ [0,∞) ve f ∈ CB [0,∞) olmak üzere, Sm,λ genelleştirilmi̧s Szasz-

Mirakjan operatörleri için,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ Cω2

(
f,
√

(4x+ λ) (x− rm,λ(x))

)
+ ω (f, x− rm,λ(x))

şeklindedir.

İspat. Öncelikle Θm,λ : CB [0,∞)→ CB [0,∞) olmak üzere

Θm,λ (f ;x) = Sm,λ (f ;x)− f (rm,λ(x)) + f (x)

şeklinde yeni bir yardımcıoperatör tanımlayalım. Buna göre

Θm,λ (t− x;x) = Sm,λ (t− x;x)− (rm,λ(x)− x)

= rm,λ(x)− x− rm,λ(x) + x

= 0

bulunur. x ∈ [0,∞) ve g ∈ C2B [0,∞) için g fonksiyonunun Taylor formülünden

g(t) = g(x) + (t− x) g′(x) +

t∫
x

(t− u) g′′(u)du, t ∈ [0,∞)

yazılabilir. Eşitliğin her iki tarafına Θm,λ operatörü uygulanırsa

Θm,λ (g;x) = g(x)Θm,λ (1;x) + Θm,λ ((t− x) g′(x);x) + Θm,λ

 t∫
x

(t− u) g′′(u)du;x


= g(x) + Θm,λ

 t∫
x

(t− u) g′′(u)du;x


bulunur. Θm,λ operatörünün tanımından

Θm,λ (g;x)− g(x) = Sm,λ

 t∫
x

(t− u) g′′(u)du;x

− rm,λ(x)∫
x

(rm,λ(x)− u) g′′(u)du
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elde edilir. Her iki tarafın mutlak değeri alınırsa

|Θm,λ (g;x)− g(x)| ≤

∣∣∣∣∣∣Sm,λ
 t∫

x

(t− u) g′′(u)du;x

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
rm,λ(x)∫
x

(rm,λ(x)− u) g′′(u)du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ Sm,λ

 t∫
x

|(t− u)| |g′′(u)| du;x

+

rm,λ(x)∫
x

|(rm,λ(x)− u)| |g′′(u)| du

olur. Diğer taraftan

t∫
x

|(t− u)| |g′′(u)| du ≤ (t− x)2

2
‖g′′‖

rm,λ(x)∫
x

|(rm,λ(x)− u)| |g′′(u)| du ≤ (rm,λ(x)− x)2

2
‖g′′‖

olup,

|Θm,λ (g(t);x)− g(x)| ≤
[
Sm,λ

(
(t− x)2 ;x

)
+ (rm,λ(x)− x)2

] ‖g′′‖
2

≤
[
Sm,λ

(
(t− x)2 + λt− λt;x

)
+ (rm,λ(x)− x)2

] ‖g′′‖
2

≤
[
3x2 + λx− (2x+ λ)rm,λ(x)− 2xrm,λ(x) + (rm,λ(x))2

] ‖g′′‖
2

≤ 2 (4x+ λ) (x− rm,λ(x)) ‖g′′‖

elde edilir. Buna göre,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|

≤ |Θm,λ (f − g;x)|+ |g(x)− f(x)|+ |Θm,λ (g;x)− g(x)|+ |f(x)− f(rm,λ(x))|

≤ 2 (‖f − g‖+ (4x+ λ) (x− rm,λ(x) ‖g′′‖) + |f(x)− f(rm,λ(x))|

olup g ∈ C2B [0,∞) üzerinden infimum alınırsa,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ 2K (f ; (4x+ λ) (x− rm,λ(x)) + ω (f, x− rm,λ(x))

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ Cω2

(
f,
√

(4x+ λ) (x− rm,λ(x))

)
+ ω (f, x− rm,λ(x))

bulunur. Bu da bizden istenendir.
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Lemma 3.8 Her x ∈ [0,∞) için,

∞∑
s=0

|s−mx| (mrm,λ(x))s

s!
≤
[
m2 (2x+ λ) (x− rm,λ(x))

]1/2
emrm,λ(x)

şeklindedir.

İspat. Her x ∈ [0,∞) için,

∞∑
s=0

(s−mx)2
(mrm,λ(x))s

s!

=

∞∑
s=0

s2
(mrm,λ(x))s

s!
− 2mx

∞∑
s=0

s
(mrm,λ(x))s

s!
+m2x2

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

=
(
m2Sm,λ

(
t2;x

)
− 2m2xSm,λ (t;x) +m2x2Sm,λ (1;x)

)
emrm,λ(x)

=
(
m2Sm,λ

(
t2 + λt;x

)
− 2m2xSm,λ (t;x)−m2λSm,λ (t;x) +m2x2Sm,λ (1;x)

)
emrm,λ(x)

=
(
m2
(
x2 + λx

)
− 2m2xrm,λ(x)−m2λrm,λ(x) +m2x2

)
emrm,λ(x)

=
(
m2 (2x+ λ) (x− rm,λ(x))

)
emrm,λ(x) (3.20)

yazılır. Buna göre aşağıda verilen toplamda Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve (3.20)

ifadesinin kullanılmasıyla,

∞∑
s=0

|s−mx| (mrm,λ(x))s

s!
≤

( ∞∑
s=0

(s−mx)2
(mrm,λ(x))s

s!

)1/2( ∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

)1/2

=
(
m2 (2x+ λ) (x− rm,λ(x))

)1/2
emrm,λ(x)

elde edilir. Bu da ispatıtamamlar.

Teorem 3.8 f ∈ Lip∗M (α) ve x ∈ (0,∞) için,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤M

[(
2x+ λ

x

)
(x− rm,λ(x))

]α/2
dir.
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İspat. Kabul edelim ki α = 1 ve x ∈ (0,∞) olsun. f ∈ Lip∗M (1) ise bu durumda,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|

=

∣∣∣∣∣e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f
( s
m

)
− e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f(x)

∣∣∣∣∣
≤ e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣f ( s
m

)
− f(x)

∣∣∣
≤ Me−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣ s
m
− x
∣∣∣( s

m
+ x
)1/2

=
M√
m
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

|s−mx|
(s+mx)1/2

≤ M

m
√
x
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
|s−mx|

≤ M

m
√
x
e−mrm,λ(x)

(
m2 (2x+ λ) (x− rm,λ(x))

)1/2
emrm,λ(x)

= M

(
(2x+ λ)

x
(x− rm,λ(x))

)1/2

elde edilir. Böylece α = 1 için ispat gerçeklenir.

Kabul edelim ki α ∈ (0, 1) olsun. Buna göre,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|

≤ e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣f ( s
m

)
− f(x)

∣∣∣
=

∞∑
s=0

(
e−mrm,λ(x)

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣f ( s
m

)
− f(x)

∣∣∣1/α)α(e−mrm,λ(x) (mrm,λ(x))s

s!

)1−α

olup son eşitsizliğe Hölder eşitsizliği uygulanıp p =
1

α
ve q =

1

1− α olarak alınırsa,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤
(
e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣f ( s
m

)
− f(x)

∣∣∣1/α)α
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elde edilir. f ∈ Lip∗M (α) olduğundan,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ M

e−mrm,λ(x) ∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣ s
m
− x
∣∣∣( s

m
+ x
)1/2


α

≤ Me−mαrm,λ(x)

(
1

m
√
x

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
|s−mx|

)α

≤ Me−mαrm,α(x)
(

(2x+ λ)

x
(x− rm,λ(x))

)α/2
emαrm,λ(x)

= M

(
(2x+ λ)

x
(x− rm,λ(x))

)α/2
bulunur. Bu da ispatıtamamlar.

Teorem 3.9 f : [0,∞)→ R fonksiyonu reel değerli, sürekli ve sınırlıbir fonksiyon

olsun. f ∗ fonksiyonu da

f ∗ (z) = f
(
z2
)
, z ∈ [0,∞) (3.21)

şeklinde tanımlansın. Bu durumda λ ∈ [0,∞) için,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω

(
f ∗;

√
2

m
+

λ

λm+ 1

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N

biçimindedir. Ayrıca f ∗ düzgün sürekli olduğunda Sm,λ lineer pozitif operatörler

dizisi de [0,∞) aralı̆gında f fonksiyonuna düzgün olarak yakınsar.

İspat. f ∗ fonksiyonunun (3.21) ile verilen tanımından

Sm,λ (f(t);x) = Sm,λ

(
f ∗(
√
t);x

)
yazılabilir. Buna göre,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| =
∣∣∣Sm,λ (f ∗ (√t) ;x

)
− f ∗

(√
x
)∣∣∣

=
∣∣∣Sm,λ (f ∗ (√t)− f ∗ (√x) ;x

)∣∣∣
≤ Sm,λ

(∣∣∣f ∗ (√t)− f ∗ (√x)∣∣∣ ;x)
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olup, f ∗ fonksiyonunun süreklilik modülünün özelliğinden

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|

≤ Sm,λ

(
ω
(
f ∗;
∣∣∣√t−√x∣∣∣) ;x

)

= Sm,λ

(
ω

(
f ∗;

∣∣√t−√x∣∣
Sm,λ

(∣∣√t−√x∣∣ ;x)Sm,λ
(∣∣∣√t−√x∣∣∣ ;x)) ;x

)

≤ Sm,λ

((
1 +

∣∣√t−√x∣∣
Sm,λ

(∣∣√t−√x∣∣ ;x)
)
ω
(
f ∗;Sm,λ

(∣∣∣√t−√x∣∣∣ ;x)) ;x

)

= ω
(
f ∗;Sm,λ

(∣∣∣√t−√x∣∣∣ ;x))(Sm,λ (1;x) +
Sm,λ

(∣∣√t−√x∣∣ ;x)
Sm,λ

(∣∣√t−√x∣∣ ;x)
)

= 2ω
(
f ∗;Sm,λ

(∣∣∣√t−√x∣∣∣ ;x))

bulunur. Sm,λ
(∣∣√t−√x∣∣ ;x) terimi düzenlenirse,

Sm,λ

(∣∣∣√t−√x∣∣∣ ;x) = Sm,λ

(
|t− x|√
t+
√
x

;x

)
≤ 1√

x
Sm,λ (|t− x| ;x)

olup son ifadeye Cauchy Schwarz eşitsizliği uygulanırsa,

Sm,λ

(∣∣∣√t−√x∣∣∣ ;x) ≤ 1√
x

(
Sm,λ

(
(t− x)2 ;x

))1/2
elde edilir. Diğer taraftan

Sm,λ
(
(t− x)2 ;x

)
= Sm,λ

(
t2 − 2xt+ x2;x

)
= Sm,λ

(
t2 + λt;x

)
− (2x+ λ)Sm,λ (t;x) + x2Sm,λ (1;x)

= x2 + λx− (2x+ λ) rm,λ(x) + x2

= (2x+ λ) (x− rm,λ(x))
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şeklinde olup rm,λ fonksiyonunun tanımından

x− rm,λ(x) = x+
(λm+ 1)

2m
−
√

(λm+ 1)2

4m2
+ (x2 + λx)

=

(
x+

(λm+ 1)

2m

)2
− (λm+ 1)2

4m2
− (x2 + λx)

x+
(λm+ 1)

2m
+

√
(λm+ 1)2

4m2
+ (x2 + λx)

=
x

m

(
x+

(λm+ 1)

2m
+

√
(λm+ 1)2

4m2
+ (x2 + λx)

)
≤ x

m

(
x+

λm+ 1

m

)
=

x

mx+ λm+ 1

bulunur. Buna göre,

Sm,λ

(∣∣∣√t−√x∣∣∣ ;x) ≤ 1√
x

(
Sm,λ

(
(t− x)2 ;x

))1/2
≤ 1√

x

√
x

mx+ λm+ 1

√
2x+ λ

=

√
2x+ λ

mx+ λm+ 1

=

√
2x

mx+ λm+ 1
+

λ

mx+ λm+ 1

≤
√

2

m
+

λ

λm+ 1

olup,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω

(
f ∗;

√
2

m
+

λ

λm+ 1

)
elde edilir. f ∗düzgün sürekli olduğunda, limδ→0ω (f ∗; δ) = 0 olacağından Sm,λ lineer

pozitif operatörler dizisi f fonksiyonuna [0,∞) aralı̆gında düzgün olarak yakınsar.

3.3 Sm,λ Operatörleri için AğırlıklıYaklaşım Özellikleri

Sm,λ King tipli Szasz-Mirakjan operatörlerinin ağırlıklı yaklaşım özellikleri ince-

lenirken, ρ ağırlık fonksiyonu ϕ(x) = x olmak üzere ρ(x) = 1 + x2 fonksiyonu
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olarak alınacaktır. O halde Bρ ve Cρ uzaylarıbuna göre yeniden tanımlanırsa,

C[0,∞) = {f : f, [0,∞) da sürekli}

ve Mf , f fonksiyonuna bağlıpozitif bir sabit olmak üzere,

B2[0,∞) =
{
f : f, [0,∞) üzerinde tanımlı ve |f(x)| ≤Mf

(
1 + x2

)}
C2[0,∞) uzayı,

C2[0,∞) = B2[0,∞) ∩ C[0,∞)

ve f ∈ C2[0,∞) için

C∗2 [0,∞) =

{
f : f ∈ C2[0,∞) ve lim

x−→∞

|f(x)|
1 + x2

= kf <∞
}

olmak üzere, bu şekilde tanımlanan fonksiyon uzaylarınıgöz önüne alacağız. Bu

uzaylar üzerindeki norm ise,

‖f‖2 = sup
x∈[0,∞)

|f(x)|
1 + x2

şeklindedir.

Teorem 3.10 f ∈ C∗2 [0,∞) olmak üzere, her x ∈ [0,∞) ve yeterince büyük m ler

için,

sup
x∈[0,∞)

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|
(1 + x2)5/2

≤ CλΩ(f,
1√
m

)

biçimindedir. Burada Cλ, λ sayısına bağlıpozitif bir sabittir.

İspat. f ∈ C∗2 [0,∞) ve (3.1) ile verilen Sm,λ operatörleri için,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

(
f
( s
m

)
− f(x)

)∣∣∣∣∣
≤ e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣f ( s
m

)
− f(x)

∣∣∣
olup Lemma 2.5 ile verilen ağırlıklısüreklilik modülünün sağladı̆gıv) özelliğinden

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|

≤ 2(1 + x2)(1 + δ2)Ω(f, δ)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))
s

s!

(
1 + 1

δ

∣∣ s
m
− x
∣∣) (1 +

(
s
m
− x
)2)

= 2(1 + x2)(1 + δ2)Ω(f, δ)e−mrm,λ(x)

×
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))
s

s!

(
1 +

(
s
m
− x
)2

+
1

δ

∣∣ s
m
− x
∣∣+ 1

δ

∣∣ s
m
− x
∣∣ ( s

m
− x
)2)
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olup eşitliğin sağ tarafında bulunan toplamın içinde yer alan ifadelere Cauchy-

Schwarz eşitsizliği uygulanırsa,

|Sm,λf(x)− f(x)| (3.22)

≤ 2(1 + x2)(1 + δ2)Ω(f, δ)
(

1 + µm,2(x) + 1
δ

(
µm,2(x)

)1/2
+ 1

δ

(
µm,2(x)µm,4(x)

)1/2)
elde edilir.

µm,2(x) = (2x+ λ) (x− rm,λ(x))

≤ (2x+ λ)

(
x

mx+ λm+ 1

)
ve

µm,4(x) =
m4(16x4 + 32x3λ+ 24x2λ2 + 8xλ3 + λ4)

2m4

−m
3(8x3 + 12x2λ+ 6xλ2 + λ3)

√
1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m4
+ o(1)

olduğu bilinmektedir. Buna göre (3.22) ile verilen eşitsizlik (1 + x2)
5/2 ile bölünüp

her iki tarafın supremumu alınırsa,

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|
(1 + x2)5/2

≤ 2(1 + δ2)Ω(f, δ)

(
1 +

1

m
+

1

δ

1√
m

+
1

δ

1√
m
C∗λ

)
elde edilir. Burada C∗λ, λ sayısına bağlı pozitif bir sabit olup, δ = 1√

m
seçilirse

yeterince büyük m ler için

sup
x∈[0,∞)

|Sm,λ (f ;x)− f(x)|
(1 + x2)5/2

≤ CλΩ(f,
1√
m

)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.11 f, f ′ ∈ C∗2 [0,∞) olmak üzere,

S ′m,λ (f ;x) = e−mrm,λ(x)r′m,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f ′
(
s+ φs
m

)
, 0 < φs < 1

şeklindedir.

İspat. Lemma 3.5’ten,

S ′m,λ (f ;x) = me−mrm,λ(x)r′m,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

{
f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)}
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olduğu bilinmektedir. Buna göre x1 = s
m
ve x2 = s+1

m
noktalarındaki bölünmüş fark

tanımından

f

(
s+ 1

m

)
− f

( s
m

)
=

1

m
f

[
s

m
,
s+ 1

m

]
yazılabilir. Buna göre

S ′m,λ (f ;x) = e−mrm,λ(x)r′m,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f

[
s

m
,
s+ 1

m

]
bulunur. f fonksiyonunun x1 = s

m
ve x2 = s+1

m
noktalarındaki bölünmüş farkı,

f

[
s

m
,
s+ 1

m

]
= f ′ (ξ) ,

s

m
< ξ <

s+ 1

m

eşitliğini sağlar. O halde ξ :=
s+ φs
m

şeklinde tanımlanırsa, 0 < φs < 1 olup,

S ′m,λ (f ;x) = e−mrm,λ(x)r′m,λ(x)
∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!
f ′
(
s+ φs
m

)
, 0 < φs < 1

elde edilir.

Teorem 3.12 f ∈ C[0,∞) fonksiyonu sınırlıve sürekli türevlere sahip bir fonksiyon

ve f ′ ∈ LipMβ olsun. Bu durumda

lim
m→∞

sup
x∈[0,∞)

∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(x)
∣∣

1 + xβ+1
= 0

şeklindedir.

İspat. S ′m,λ (f ;x)−f ′(x) ifadesine f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x) eklenip çıkartılıp her iki tarafın

mutlak değeri alındı̆gında,

∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(x)
∣∣ =

∣∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x) + f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)
∣∣∣

≤
∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)

∣∣+
∣∣∣f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)

∣∣∣
elde edilir. Son eşitsizliğe Teorem 3.11 uygulandı̆gında,

∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(x)
∣∣ ≤ r′m,λ(x)e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

(mrm,λ(x))s

s!

∣∣∣∣f ′(s+ φk
m

)
− f ′(rm,λ(x))

∣∣∣∣
+
∣∣f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)

∣∣
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elde edilir. f ′ ∈ LipβM olduğundan

∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(x)
∣∣ ≤ Mr′m,λ(x)e−mrm,λ(x)

∞∑
s=0

∣∣∣∣(s+ φk
m

)
− rm,λ(x)

∣∣∣∣β (mrm,λ(x))s

s!

+
∣∣f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)

∣∣
bulunur. φk < 1 olduğundan,∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(x)

∣∣ ≤ Mr′m,λ(x)e−mrm,λ(x)
∞∑
s=0

∣∣∣∣(s+ 1

m

)
− rm,λ(x)

∣∣∣∣β (mrm,λ(x))s

s!

+
∣∣f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)

∣∣
yazılabilir. Son eşitsizlikte toplamın içerisindeki ifadeye Hölder eşitsizliği uygu-

lanırsa, ∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(x)
∣∣

≤ Mr′m,λ(x)Sm,λ

((
t+

1

m
− rm,λ(x)

)2
;x

)β
2

+
∣∣f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)

∣∣
= Mr′m,λ(x)

(
Sm,λ

(
(t− rm,λ(x))2 ;x

)
+

2

m
Sm,λ (t− rm,λ(x);x) +

1

m2

)β
2

+
∣∣f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)

∣∣ .
elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafı1 + xβ+1 ile bölündüğünde,∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(x)

∣∣
1 + xβ+1

≤
Mr′m,λ(x)

1 + xβ+1

(
Sm,λ

(
(t− rm,λ(x))2 ;x

)
+

2

m
Sm,λ (t− rm,λ(x);x) +

1

m2

)β
2

+

∣∣f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)
∣∣

1 + xβ+1

bulunur. Buna göre m→∞ durumunda

sup
x∈[0,∞)

r′m,λ(x)Sm,λ
(
(t− rm,λ(x))2 ;x

)β
2

1 + xβ+1
= sup

x∈[0,∞)

r′m,λ(x) (rm,λ(x))
β
2

(1 + xβ+1)m
β
2

≤ 1

m
β
2

→ 0

olur. Diğer taraftan,

f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x) = (f ′(rm,λ(x))− f ′(x)) r′m,λ(x)− f ′(x)
(
1− r′m,λ(x)

)
olup f ′ ∈ LipβM olduğundan,

|f ′(rm,λ(x))− f ′(x)| ≤M |rm,λ(x)− x|β
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bulunur. Aynızamanda Mf = max {|f ′(0)| ,M} olmak üzere t = 0 için,

|f ′(x)| ≤ |f ′(0)|+Mxβ ≤Mf

(
1 + xβ

)
yazılabilir. Buna göre,∣∣f ′(rm,λ(x))r′m,λ(x)− f ′(x)

∣∣
1 + xβ+1

≤ |f ′(rm,λ(x))− f ′(x)|
1 + xβ+1

r′m,λ(x) +
|f ′(x)|

1 + xβ+1
∣∣1− r′m,λ(x)

∣∣
≤ M

|rm,λ(x)− x|β

1 + xβ+1
+
|f ′(x)|

1 + xβ+1
∣∣1− r′m,λ(x)

∣∣
≤ M

xβ

(1 + xβ+1) (λm+ 1)β
+Mf

1 + xβ

1 + xβ+1
∣∣1− r′m,λ(x)

∣∣
≤ M

(λm+ 1)β
+Mf

1

λ2

(
2λ

m
+

1

m2

)
bulunur. Böylece yeterince büyük m ler için

lim
m→∞

sup
x∈[0,∞)

∣∣S ′m,λ (f ;x)− f ′(x)
∣∣

1 + xβ+1
= 0

elde edilir.

3.4 Sm,λ Operatörleri için Voronovskaya Tipli Teorem

Yaklaşım teorisindeki ana problemlerden birisi lineer pozitif operatörler dizisinin f

fonksiyonuna yakınsama hızının belirlenmesidir. Bu durumla alakalı(Lm)m≥1lineer

pozitif operatörler dizisi olmak üzere

lim
m→∞

m (Lm(f ;x)− f(x))

limiti bize yardımcı olmaktadır. Bu formül (Lm)m≥1lineer pozitif operatörlerinin

asimptotik davranı̧sıhakkında bilgi verir ve Voronovskaja formülü olarak bilinir.

Voronovskaja teoremi ilk olarak 1932 yılında E. V. Voronovskaja’nın birçok bilimsel

çalı̧smanın odağıhaline gelen Bernstein polinomlarıiçin bu teoremi ispat etmesiyle

ortaya çıkmı̧stır (Voronovskaja 1932). Bu elde edilen sonuç ilerleyen zamanlarda

birçok bilim adamının ilgisi çekmi̧s ve birbirinden farklıoperatör dizileri için de bu

teorem ispatlanmı̧stır. Voronovskaja teoreminin genelleştirilmi̧s durumlarıolan bu

teoremlerin hepsi Voronovskaja tipli teoremler olarak adlandırılır. Biz de bu kısımda
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King tipli Szasz-Mirakjan operatörleri için Voronovskaja tipli teoremi ispatlayacağız.

Öncelikle ispat için gerekli olan lemmalarıgöz önüne alalım.

Lemma 3.9 (3.1) ile verilen Sm,λ operatörleri için,

m2Sm,λ (e4;x) =
1−mλ− 5m2λ2 −m3(10x2λ+ 10xλ2 + 2λ3)

2m2

+
m4(2x4 + 4x3λ+ 6x2λ2 + 4xλ3 + λ4)

2m2

−m
3(2x2λ+ 2xλ2 + λ3)

√
1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m2

+
m2(4x2 + 4xλ+ 3λ2)

√
1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m2

+
(−1 + 2mλ)

√
1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m2

m2Sm,λ (e3;x) =
1 + 2mλ+m2(3x2 + 3xλ)−m3(3x2λ+ 3xλ2 + λ3)

2m

+
m2(x2 + λx+ λ2)

√
1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m

−(mλ+ 1)
√

1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m

m2Sm,λ (e2;x) =
1

2

(
λm+m2(2x2 + 2xλ+ λ2)− λm

√
1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

)

m2Sm,λ (e1;x) = −1

2
m (1 +mλ) +

1

2
m
√

1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2.

şeklindedir.

Lemma 3.10 (3.1) ile verilen Sm,λ operatörleri için,

lim
m→∞

m2µm,4(x) = 3x2 , m ∈ N, x ∈ [0, a] , a > 0

yakınsamasıdüzgündür.

İspat. (3.2) ile verilen rm,λ fonksiyonunun tanımından ve (3.4) ile verilen Sm,λ
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operatörlerinin dördüncü merkezil momentinden,

m2µm,4(x)

= m2
(
Sm,λ (e4;x)− 4xSm,λ (e3;x) + 6x2Sm,λ (e2;x)

−4x3Sm,λ (e1;x) + x4Sm,λ (e0;x)
)

=
m4(16x4 + 32x3λ+ 24x2λ2 + 8xλ3 + λ4)

2m2

−m
3(8x3 + 12x2λ+ 6xλ2 + λ3)

√
1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m2

−m
3(8x3 + 16x2λ+ 10xλ2 + 2λ3)

2m2

+
m2(4x2 + 8xλ+ 3λ2)

√
1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m2

−m
2λ(8x+ 5λ)

2m2
+

2m(2x+ λ)
√

1 + 2mλ+m2(2x+ λ)2

2m2
+ o(1)

elde edilir. Buradan m→∞ için limit alınırsa,

lim
m→∞

m2µm,4(x) = −(8x3 + 12x2λ+ 6xλ2 + λ3)

4(2x+ λ)
+

(8x3 + 12x2λ+ 6xλ2 + λ3)λ2

4(2x+ λ)3

+
(4x2 + 8xλ+ 3λ2)λ

2(2x+ λ)
− (8xλ+ 5λ2)

2
+ (2x+ λ)2

= 3x2

bulunur.

Teorem 3.13 f ∈ C∗2 [0,∞) olsun. Eğer f ′, f ′′ ∈ C∗2 [0,∞) ise,

lim
m→∞

2m (Sm,λ (f ;x)− f(x)) = x

(
f ′′(x)− 2

2x+ λ
f ′(x)

)
, x ∈ [0,∞)

şeklindedir.

İspat. f, f ′ ve f ′′ ∈ C∗2 [0,∞) olsun. ζ (., x) ∈ C∗2 [0,∞) olmak üzere,

ζ (t, x) =


f (t)− f (x)− (t− x) f ′(x)− 1

2
(t− x)2 f ′′(x)

(t− x)2
, t 6= x

0 , t = x

şeklinde tanımlanan ζ (., x) fonksiyonu için, limt→xζ (t, x) = ζ (x, x) = 0 bulunur.
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f foksiyonunun x noktasındaki Taylor açılımından,

f (t) = f (x) + (t− x) f ′ (x) +
1

2
(t− x)2 f ′′ (x) + (t− x)2 ζ (t, x)

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafına Sm,λ operatörleri uygulandı̆gında

Sm,λ (f ;x)

= f(x) + Sm,λ ((t− x) ;x) f ′ (x) +
1

2
Sm,λ

(
(t− x)2 ;x

)
f ′′ (x)

+Sm,λ
(
(t− x)2 ζ (t, x) ;x

)
bulunur. Son eşitlik düzenlendiğinde

2m (Sm,λ (f ;x)− f(x))

= 2mµm,1(x)f ′ (x) +mµm,2(x)f ′′ (x) + 2mSm,λ
(
(t− x)2 ζ (t, x) ;x

)
olur. Lemma 3.2’de (3.4) ile verilen eşitliklerden,

2m (Sm,λ (f ;x)− f(x))

= 2m (rm,λ(x)− x) f ′ (x) +m (λ+ 2x) (x− rm,λ(x)) f ′′ (x)

+2mSm,λ
(
(t− x)2 ζ (t, x) ;x

)
yazılır. Eşitliğin sağ tarafında yer alan ikinci toplama Cauchy-Schwarz eşitsizliği

uygulanırsa,

m
∣∣Sm,λ ((t− x)2 ζ (t, x) ;x

)∣∣ ≤ mSm,λ
(∣∣(t− x)2 ζ (t, x)

∣∣ ;x) (3.23)

≤
(
m2Sm,λ

(
(t− x)4 ;x

))1/2 (
Sm,λ

(
ζ2 (t, x) ;x

))1/2
elde edilir. σ (t;x) := ζ2 (t, x) olarak tanımlanırsa, σ (., x) ∈ C∗2 [0,∞) ve σ (x;x) =

0 olduğu açıktır. Buna göre,

lim
m→∞

(
Sm,λ

(
ζ2 (t, x) ;x

))
= lim

m→∞
(Sm,λ (σ (t;x) ;x)) = σ (x;x) = 0 (3.24)

olup, (3.23), (3.24) ve Lemma 3.10 göz önüne alındı̆gında,

lim
m→∞

mSm,λ
(
(t− x)2 ζ (t, x) ;x

)
= 0

bulunur. Diğer taraftan

lim
m→∞

2mµm,1(x) = lim
m→∞

2m (rm,λ(x)− x) = − 2x

(λ+ 2x)
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ve

lim
m→∞

2mµm,2(x) = lim
m→∞

2m(Sm,λ
(
t2;x

)
− 2xSm,λ (t;x) + x2Sm,λ (1;x))

= lim
m→∞

2m(Sm,λ
(
t2 + λt;x

)
− (λ+ 2x)Sm,λ (t;x) + x2)

= lim
m→∞

2m
(
x2 + λx− (λ+ 2x) rm,λ(x) + x2

)
= lim

m→∞
2m (λ+ 2x) (x− rm,λ(x))

= 2x.

elde edilir. Buna göre,

lim
m→∞

2m (Sm,λf(x)− f(x)) = − 2x

2x+ λ
f ′(x) + xf ′′ (x)

= x

(
f ′′(x)− 2

2x+ λ
f ′(x)

)
şeklinde bulunur. Bu da ispatıtamamlar.

3.5 Sm,λ Operatörleri İle Sm Operatörlerinin Kaŗsılaştırılması

Bu kısımda Sm,λ operatörleri ile Sm klasik Szasz-Mirakjan operatörlerinin yakınsak-

lık hızlarıkaŗsılaştırılıp, genelleştirilmi̧s Sm,λ operatörlerinin en azından klasik Szasz-

Mirakjan operatörleri kadar iyi bir yaklaşım derecesine sahip olduğu göste-rilecektir.

Elde edilen bu sonuçlar Mathematica programıyardımıyla çizilen grafikler ve hata

tahmini tablosuyla desteklenecektir.

f ∈ CB[0,∞) olsun. ω(f, δ), f fonksiyonunun (2.5) ile gösterilen klasik süreklilik

modülü olmak üzere, Sm klasik Szasz-Mirakjan operatörleri ile Sm,λ genelleştirilmi̧s

operatörleri için δ21(x) := (δm,x)
2 =

x

m
ve δ22(x) =

(
δλm,x

)2
:= (2x + λ)(x − rm,λ(x))

olmak üzere

|Sm (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω(f ; δ1(x))

|Sm,λ (f ;x)− f(x)| ≤ 2ω(f, δ2(x))

eşitsizliklerini sağladı̆gıbilinmektedir.
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Teorem 3.14 f ∈ CB[0,∞) olmak üzere,

δ2(x) ≤ δ1(x), x ∈ [0,∞), m ∈ N,

sağlanır. Buna göre Sm,λ operatörler dizisi Sm operatörler dizisine göre daha iyi bir

yaklaşım hızına sahiptir.

İspat. f ∈ CB[0,∞) olsun. Sm,λ operatörler dizisinin Sm operatörler dizisine göre

daha iyi bir yaklaşım hızına sahip olduğunu göstermek için

2x2 + λx− rm,λ(x)(2x+ λ) ≤ x

m

eşitsizliğinin sağlandı̆gınıgöstermek yeterli olacaktır.

Km,λ(x) = 2x2 + λx− rm,λ(x)(2x+ λ)− x

m

olmak üzere, x ∈ [0,∞), λ ∈ [0,∞) ve m ∈ N için tek kök x = 0 olacaktır.

Ayrıca, incelendiğinde Km,λ fonksiyonunun (0,∞) aralı̆gında hiçbir zaman i̧saret

deği̧stirmeyeceği görülür.

Km,λ(0) = 0, K ′m,λ(x) < 0

olduğundan denilebilir ki x ∈ [0,∞) için 2x2+λx−rm,λ(x)(2x+λ) ≤ x

m
yani δ2(x) ≤

δ1(x) gerçeklenir. Bu da Sm,λ operatörler dizisinin en azından Sm operatörler dizisi

kadar iyi bir yaklaşım hızına sahip olduğunu gösterir.

Çizelge 3.1 Sm,λ operatörleri için hata tahmini

x = 0.4 x = 1.4

m |Smf(x)− f(x)| |Sm,λf(x)− f(x)| |Smf(x)− f(x)| |Sm,λf(x)− f(x)|

10 0.0468336698 0.0375967050 0.0203100570 0.0537005069

5× 10 0.0092123506 0.0077163644 0.0110346895 0.0064570429

102 0.0045935731 0.0038696597 0.0059801731 0.0029304256

5× 102 0.0091660108 0.0077573845 0.0012709342 0.0005373666

103 0.0004581653 0.0003879811 0.0006401746 0.0002656061

5× 103 0.0000916113 0.0000776141 0.0001287889 0.0000526278

104 0.0000458043 0.0000388081 0.0000644416 0.0000262830
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Örnek 3.1 f(x) = −x2 sinx olsun. λ = 2, m sayılarıda çizelgede verildiği gibi

seçildiğinde ele alınan belirli x değerleri için Sm,λ operatörleri ile yaklaşımın hata

tahmini gösterilmi̧stir. Çizelge 3.1 incelendiğinde λ sabit tutulup, m değerleri art-

tırıldı̆gında Sm,λ operatörlerinin f fonksiyonuna yaklaşımının klasik operatörden

daha iyi olduğu görülmektedir.

Örnek 3.2 f(x) = −x2 sinx olmak üzere λ = 2, n = 10, n1 = 20 ve n2 = 30 olmak

üzere Sm,λ operatörlerinin f fonksiyonuna yaklaşımışekil 3.1 de gösterilmi̧stir.
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4. KİNG TİPLİ BASKAKOV KANTOROVİCH OPERATÖRLERİ

Bernstein polinomlarının pozitif reel eksene önemli genelleştirmelerinden biri de 1957

yılında V. A. Baskakov (Baskakov 1957) tarafından yapılmı̧stır. f ∈ C[0,∞) olmak

üzere,

Vm (f ;x) =
1

(1 + x)m

∞∑
s=0

 m+ s− 1

s

( x

1 + x

)s
f
( s
m

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N

şeklinde tanımlanan operatörlere Baskakov operatörleri adıverilir. Z. Ditzian ve V.

Totik 1987 yılında sürekli fonksiyonlar uzayında tanımlanan f fonksiyonunu integ-

rallenebilir fonksiyonlar uzayında alarak operatörün Kantorovich tipli genelleşmesini

f ∈ C[0,∞) olmak üzere,

V ∗m (f ;x) =
m

(1 + x)m

∞∑
s=0

 m+ s− 1

s

( x

1 + x

)s (s+1)/m∫
s/m

f (t) dt, x ∈ [0,∞), m ∈ N

şeklinde tanımlamı̧stır. 1989 yılında W. Z. Chen α > 0 olmak üzere, Baskakov

operatörlerinin

Ṽm,α (f ;x) (4.1)

=
∞∑
s=0

m(m+ α)(m+ 2α) · · · [m+ (s− 1)α]

s!

xs

(1 + αx)
m
α
+s

f
( s
m

)
, x ∈ [0,∞), m ∈ N

şeklinde genelleşmesini çalı̧smı̧stır (Chen 1989).

Tezimizin bu bölümündeW. Z. Chen’in Baskakov operatörleri üzerine olan genelleşmesini

ele alarak, Ṽ ∗m,α(e−t, x) = e−x koşulunu sağlayan Ṽ ∗m,α Kantorovich tipli genelleşmesini

tanımlayacağız.

α > 0, f ∈ C[0,∞) ve Ṽ ∗m,α : C[0,∞) → C[0,∞) olmak üzere, (4.1) ile verilen

operatörlerin Kantorovich tipli genelleşmesi x ∈ [0,∞) ve m ∈ N için

Ṽ ∗m,α (f ;x) (4.2)

= m
∞∑
s=0

m(m+ α)(m+ 2α) · · · [m+ (s− 1)α]

s!

(βm(x))s

(1 + αβm(x))
m
α
+s

s+1
m∫
s
m

f (t) dt
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şeklinde tanımlanır. Burada βm : [0,∞) −→ R fonksiyonu

βm(x) =
eαx/m

(
m(1− e−1/m)

)α/m − 1

α(1− e−1/m)

şeklinde tanımlanan bir fonksiyondur ve elde edilen βm fonksiyonu için

lim
m→∞

βm(x) = x, x ∈ [0,∞), m ∈ N

sağlanır. Ṽ ∗m,α bir lineer pozitif operatörler dizisi olup,

i) βm(x) = x seçilirse 1989 yılında tanımlanan (4.1) ile verilen Ṽm,α operatörlerinin

Kantorovich genelleştirmesine,

ii) α = 1 ve βm(x) = x seçildiğinde (2.16) ile verilen V ∗m klasik Baskakov Kantorovich

operatörlerine dönüşmektedir.

Ṽ ∗m,α modifiye edilmi̧s operatörleri için

Ṽ ∗m,α(e−t, x) = e−x (4.3)

eşitliğinin sağlanmasıdurumunda ihtiyaç duyulan βm yardımcıfonksiyonu aşağıdaki

şekilde elde edilir.

(m)s = m (m+ 1) (m+ 2) ... (m+ s− 1) şeklinde tanımlanan ifadem sayısının Poch-

hammer sembolü olmak üzere,

m(m+ α)(m+ 2α) · · · [m+ (s− 1)α] = αs
(m
α

)
s

şeklinde olup, Ṽ ∗m,α lineer pozitif operatörleri,

Ṽ ∗m,α (f ;x) = m

∞∑
s=0

(
m
α

)
s

s!

(αβm(x))s

(1 + αβm(x))
m
α
+s

s+1
m∫
s
m

f (t) dt, x ∈ [0,∞), m ∈ N
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biçiminde de yazılabilir. O halde Ṽ ∗m,α(e−t, .) değeri için,

Ṽ ∗m,α
(
e−t;x

)
= m

∞∑
s=0

(
m
α

)
s

s!

(αβm(x))s

(1 + αβm(x))
m
α
+s

s+1
m∫
s
m

e−tdt

= m

∞∑
s=0

(
m
α

)
s

s!

(αβm(x))s

(1 + αβm(x))
m
α
+s

(
e−

s
m − e− s+1m

)
=

m

(1 + αβm(x))
m
α

∞∑
s=0

(
m
α

)
s

s!

(
αβm(x)

1 + αβm(x)

)s
e−

s
m

(
1− e− 1

m

)

=
m
(

1− e− 1
m

)
(1 + αβm(x))

m
α

∞∑
s=0

(
m
α

)
s

s!

(
e−

1
mαβm(x)

1 + αβm(x)

)s

olup, Pochhammer sembolünün özelliği kullanılarak elde edilen
∞∑
s=0

(a)s
s!

zs = (1− z)−a, |z| < 1, (4.4)

serisinden,

Ṽ ∗m,α
(
e−t;x

)
=

m
(

1− e− 1
m

)
(1 + αβm(x))

m
α

(
1− e−

1
mαβm(x)

1 + αβm(x)

)−mα
= m

(
1− e− 1

m

)(
1 + αβm(x)

(
1− e− 1

m

))−m
α

bulunur. (4.3) ile verilen

Ṽ ∗m,α(e−t, x) = e−x

eşitliğinden,

m
(

1− e− 1
m

)(
1 + αβm(x)

(
1− e− 1

m

))−m
α

= e−x

olmak üzere βm fonksiyonu,

βm(x) =
eαx/m

(
m(1− e−1/m)

)α/m − 1

α(1− e−1/m)
(4.5)

olarak elde edilir. βm fonksiyonu (4.2) ifadesinde yerine yazılırsa Ṽ
∗
m,α lineer pozitif

operatörleri,

Ṽ ∗m,α (f ;x) = m(1− e−1/m)m/α
(
eαx/m

(
m(1− e−1/m)

)α/m − e−1/m)−m/α
×
∞∑
s=0

(
m
α

)
s

s!

(
eαx/m

(
m(1− e−1/m)

)α/m − 1

eαx/m (m(1− e−1/m))
α/m − e−1/m

)s
s+1
m∫
s
m

f (t) dt.

şeklinde dönüşür.
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Lemma 4.1 (4.2) ile tanımlanan Ṽ ∗m,α genelleştirilmi̧s Baskakov Kantorovich opera-

törleri,

Ṽ ∗m,α (e0;x) = e0(x),

Ṽ ∗m,α (e1;x) = βm(x) +
1

2m
(4.6)

Ṽ ∗m,α (e2;x) = β2m(x) +
βm(x)(2 + αβm(x))

m
+

1

3m2

eşitliklerini sağlar.

Lemma 4.2 µm,j(x) = Ṽ ∗m,α((t − x)j, x), m = 1, 2, ... olmak üzere, (4.2) ile

tanımlanan Ṽ ∗m,α genelleştirilmi̧s Baskakov Kantorovich operatörleri için merkezil

momentler,

µm,1(x) = βm(x) +
1

2m
− x

µm,2(x) = (βm(x)− x)2 +
βm(x)(2 + αβm(x))

m
− x

m
+

1

3m2
. (4.7)

şeklindedir. Buna ek olarak;

lim
m→∞

mµm,1(x) = lim
m→∞

m

(
eαx/m

(
m(1− e−1/m)

)α/m − 1

α(1− e−1/m)
+

1

2m
− x
)

=
x(1 + αx)

2
,

lim
m→∞

mµm,2(x)

= lim
m→∞

m

(((
eαx/m(m(1−e−1/m))

α/m−1
)(

eαx/m(m(1−e−1/m))
α/m−1+2(1−e−1/m)

)
m(α(1−e−1/m))

2

)

+

(
eαx/m

(
m(1− e−1/m)

)α/m − 1

α(1− e−1/m)
− x
)2
− x

m
+

1

3m2


= x(1 + αx).

limitleri elde edilir.

4.1 Ṽ ∗m,α Operatörlerinin Yakınsaklık Özellikleri

Bu kısımda Ṽ ∗m,α operatörlerinin verilen bir f fonksiyonuna düzgün yakınsaklı̆gıve

süreklilik modülü yardımıyla bu yaklaşımın hızıelde edilmi̧stir. Burada kullanılacak
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olan C∗ [0,∞) fonksiyon uzayını

C∗ [0,∞) =
{
f ∈ C[0,∞) : lim

x→∞
f(x) <∞

}
şeklinde tanımlayalım. C∗ [0,∞) uzayı, üzerinde tanımlanan

‖f‖[0,∞) = sup
x∈[0,∞)

|f(x)|

normu ile bir Banach uzayıdır.

Ayrıca bu kısımda adı geçen süreklilik modülü ω∗ (f, δ) olmak üzere, her f ∈

C∗ [0,∞) için

ω∗ (f, δ) = sup
x,t∈[0,∞)
|e−x−e−t|≤δ

|f (x)− f (t)| , δ ≥ 0 (4.8)

şeklinde tanımlanır ve bu süreklilik modülü

|f (t)− f (x)| ≤
(

1 +
(e−x − e−t)2

δ2

)
ω∗ (f, δ) , δ ≥ 0

özelliğine sahiptir.

Lemma 4.3 ω (f, δ) klasik süreklilik modülü ve ω∗ (f, δ) ise (4.8) ile tanımlanan

süreklilik modülü olsunlar. f ∗ ∈ C [0, 1] olmak üzere,

f ∗ (x) =

 f (− lnx) , x ∈ (0, 1]

lim
t→∞

f(t), x = 0

şeklinde tanımlansın. Bu durumda,

ω∗ (f, δ) = ω (f ∗, δ) , δ ≥ 0

sağlanır (Holhoş 2010).

Lemma 4.4 ω (f, δ) klasik süreklilik modülü ve ω∗ (f, δ) ise (4.8) ile tanımlanan

süreklilik modülü olsunlar. Bu durumda

ω (f, δ) ≤ ω∗ (f, δ) , δ ≥ 0
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dır. Ayrıca M > 0 için,

ω∗ (f, δ) ≤ ω
(
f, eMδ

)
≤
(
1 + eM

)
ω (f, δ)

sağlanır (Holhoş 2010).

İspat. Her x, t ∈ [0,∞) için ∣∣e−t − e−x∣∣ ≤ |t− x|
olduğundan supremum tanımı gereğince istenen elde edilir. Ayrıca her x, t ∈

[0,M ] için, ∣∣e−t − e−x∣∣ = e−θ |t− x| ≥ e−M |t− x|

olduğundan ispat tamamlanır.

Teorem 4.1 Am : C∗ [0,∞)→ C∗ [0,∞) lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olsun.

Eğer her x ∈ [0,∞) için,

lim
m−→∞

Am
(
e−st, x

)
= e−sx, s = 0, 1, 2 (4.9)

koşullarısağlanıyorsa, bu durumda f ∈ C∗ [0,∞) için

lim
m−→∞

Am (f, x) = f (x) , x ∈ [0,∞), m ∈ N (4.10)

yakınsamasıdüzgündür (Boyanov ve Veselinov 1970).

Teorem 4.1, (Altomare ve Campiti 1994) referansında daha genel durum için is-

patlanmı̧stır ve Szasz-Mirakjan operatörleri, Baskakov operatörleri ve Bernstein

Chlodowsky operatörleri için sonuçlar verilmi̧stir.

Teorem 4.2 am, bm ve cm sıfıra yakınsayan fonksiyon dizileri ve Am : C∗ [0,∞)→

C∗ [0,∞)

‖Am (1, x)− 1‖[0,∞) = am,∥∥Am (e−t, x)− e−x∥∥[0,∞) = bm,∥∥Am (e−2t, x)− e−2x∥∥[0,∞) = cm
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şartlarısağlayan lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. Bu durumda her f ∈

C∗ [0,∞) için

‖Am (f, x)− f(x)‖[0,∞) ≤ ‖f‖[0,∞) am + (2 + am)ω∗
(
f,
√
am + 2bm + cm

)
(4.11)

sağlanır (Holhoş 2010).

Şimdi (4.1) ve (4.2) teoremleri yardımıyla Ṽ ∗m,α lineer pozitif operatörlerinin düzgün

yakınsaklı̆gıile ilgili teoremi verelim.

Teorem 4.3 f ∈ C∗ [0,∞) ve θi(x) = e−ix, x = 0, 1, 2 olmak üzere, Ṽ ∗m,α genelleştir-

ilmi̧s Baskakov Kantorovich operatörleri için,∥∥∥Ṽ ∗m,αf − f∥∥∥
[0,∞)

≤ 2ω∗ (f,
√
cm) , (4.12)

sağlanır. Burada cm dizisi,∥∥∥Ṽ ∗m,α (e−2t, .)− θ2∥∥∥
[0,∞)

= cm

şeklindedir. Ayrıca m → ∞ için cm sıfıra yakınsayacağından Ṽ ∗m,α lineer pozitif

operatörler dizisi verilen f fonksiyonuna düzgün yakınsar.

İspat. Lemma 4.1’den

Ṽ ∗m,α (e0;x) = e0(x)

ve (4.3) eşitliğinden

Ṽ ∗m,α(e−t, x) = e−x

olduğu bilinmektedir. Buna göre∥∥∥Ṽ ∗m,α (1, .)− θ0
∥∥∥
[0,∞)

= am = 0,∥∥∥Ṽ ∗m,α (e−t, .)− θ1∥∥∥
[0,∞)

= bm = 0

bulunur. O halde Ṽ ∗m,α lineer pozitif operatörleri için (4.11) eşitsizliğini elde etmek

sadece cm dizisine bağlıolacaktır.
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f(t) = e−2t olmak üzere,

Ṽ ∗m,α
(
e−2t, x

)
= m (1 + αβm(x))−m/α

∞∑
s=0

(
m
α

)
s
(αβm(x))s

s!(1 + αβm(x))s

s+1
m∫
s
m

e−2tdt

=
m(1− e−2/m)

2

(
1 + αβm(x)

(
1− e−2/m

))−m/α
.

(4.5) ile verilen βm fonksiyonunun tanımıgöz önüne alındı̆gında ,

Ṽ ∗m,α
(
e−2t, x

)
=
m(1− e−2/m)

2

(
1 +

(
eαx/m

(
m(1− e−1/m)

)α/m − 1
)

(1 + e−1/m)
)−m/α

(4.13)

elde edilir. (4.5) ifadesi Mathematica programıyardımıyla seriye açıldı̆gında,

Ṽ ∗m,α
(
e−2t, x

)
= e−2x + e−2x

x (1 + αx)

m
+

1

12
e−2x

g(x)

m2
+O(m−3)

elde edilir. Burada g fonksiyonu

g(x) = −5− 6x (1 + 2α) + 6x2 (1− 3α) + 12αx3 (1− α) + 6α2x4

şeklindedir.

sup
x∈[0,∞)

e−2x = 1 , sup
x∈[0,∞)

xe−2x =
1

2
e−1 , sup

x∈[0,∞)
x2e−2x = e−2

sup
x∈[0,∞)

x3e−2x =
27

8
e−3 , sup

x∈[0,∞)
x4e−2x = 16e−4

olduğundan

cm =
∥∥∥Ṽ ∗m,α (e−2t, .)− θ2∥∥∥

[0,∞)
= sup

x∈[0,∞)

∣∣∣Ṽ ∗m,α (e−2t, x)− e−2x∣∣∣
≤ 1

m2

(
5

12
+

(1 + 2α)

4
e−1 +

(1− 3α)

2
e−2 +

27

8
α (1− α) e−3 + 8α2e−4

)
+

1

m

(
1

2
e−1 + αe−2

)
+O(m−3)

biçiminde elde edilir. m → ∞ için cm sıfıra yakınsayacağından Ṽ ∗m,α lineer pozitif

operatörler dizisi verilen f fonksiyonuna düzgün yakınsar.

4.2 Ṽ ∗m,α Operatörleri için Voronovskaya Tipli Teorem

Bu kısımda operatörlerin noktasal yakınsaklı̆gıile ilgili bilgi sahibi olmamızda önemli

i̧slevi olan Voronovskaja tipli teorem e−x fonksiyonunu koruyan Ṽ ∗m,αoperatörleri için

ispatlanacaktır.
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Teorem 4.4 x ∈ [0,∞) ve f, f ′ ve f ′′ ∈ C∗[0,∞) olmak üzere,∣∣∣∣m [Ṽ ∗m,α (f, x)− f(x)
]
− 1

2
x(αx+ 1) [f ′(x) + f ′′(x)]

∣∣∣∣ (4.14)

≤ |pm(x)| |f ′(x)|+ |qm(x)| |f ′′(x)|+ 2 (2qm + x(αx+ 1) + rm(x))ω∗
(
f ′′,

1√
m

)
şeklindedir. Burada pm, qm ve rm fonksiyonları

pm(x) = mµm,1(x)− 1

2
x(1 + αx),

qm(x) =
1

2

(
mµm,2(x)− x(1 + αx)

)
,

rm(x) = m2

√
Ṽm,β

(
(e−x − e−t)4 , x

)√
µm,4(x)

biçiminde tanımlanır.

İspat. f fonksiyonunun x noktasındaki Taylor açılımından

f(t) = f(x) + (t− x)f ′(x) +
1

2
(t− x)2f ′′(x) + h(t, x)(t− x)2.

elde edilir. Burada h(t, x) fonksiyonu

h(t, x) =
f ′′(η)− f ′′(x)

2
,

şeklinde olup η, x ile t arasında herhangi bir sabittir.

Ṽ ∗m,α operatörleri Taylor açılımının her iki yanına uygulandı̆gında ve bu operatörlerin

lineerliği kullanıldı̆gında,

Ṽ ∗m,α (f, x)− f(x) = µm,1(x)f ′(x) +
1

2
µm,2(x)f ′′(x) + Ṽ ∗m,α

(
h(t, x)(t− x)2, x

)
elde edilir. Bu eşitliğin her iki yanım ile çarpılırsa,

m
(
Ṽ ∗m,α (f, x)− f(x)

)
= mµm,1(x)f ′(x)+

m

2
µm,2(x)f ′′(x)+mṼ ∗m,α

(
h(t, x)(t− x)2, x

)
bulunur. Lemma 4.2’den,

lim
m→∞

mµm,1(x) =
1

2
x(1 + αx), (4.15)

lim
m→∞

mµm,2(x) = x(1 + αx). (4.16)
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olduğu bilinmektedir. Bu limitler göz önüne alınarak eşitliğin sağ tarafına
1

2
x(1 + αx)f ′ (x) ve

1

2
x(1 + αx)f ′′ (x) eklenip ve çıkartılırsa

m
(
Ṽ ∗m,α (f, x)− f(x)

)
= mµm,1(x)f ′(x)− 1

2
x(1 + αx)f ′(x) +

1

2
x(1 + αx)f ′(x)

−1

2
x(1 + αx)f ′′(x) +

1

2
x(1 + αx)f ′′(x) +

m

2
µm,2(x)f ′′(x)

+mṼm,β
(
h(t, x)(t− x)2, x

)
elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapıldı̆gında,∣∣∣∣m(Ṽ ∗m,α (f, x)− f(x)

)
− 1

2
x(1 + αx)f ′(x)− 1

2
x(1 + αx)f ′′(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f ′(x)

(
mµm,1(x)− 1

2
x(1 + αx)

)
+

1

2
f ′′(x)

(
mµm,2(x)− x(1 + αx)

)
+mṼm,β

(
h(t, x)(t− x)2, x

)∣∣∣∣∣∣∣m(Ṽ ∗m,α (f, x)− f(x)
)
− 1

2
x(1 + αx)f ′(x)− 1

2
x(1 + αx)f ′′(x)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣f ′(x)

(
mµm,1(x)− 1

2
x(1 + αx)

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣12f ′′(x)
(
mµm,2(x)− x(1 + αx)

)∣∣∣∣
+
∣∣∣mṼm,β (h(t, x)(t− x)2, x

)∣∣∣
yazılır. pm ve qm fonksiyonları

pm(x) = mµm,1(x)− 1

2
x(1 + αx),

qm(x) =
1

2

(
mµm,2(x)− x(1 + αx)

)
,

şeklinde tanımlanırsa,∣∣∣∣m(Ṽ ∗m,α (f, x)− f(x)
)
− 1

2
x(1 + αx)f ′(x)− 1

2
x(1 + αx)f ′′(x)

∣∣∣∣
≤ |pm(x)| |f ′(x)|+ |qm(x)| |f ′′(x)|+

∣∣∣mṼ ∗m,α (h(t, x)(t− x)2, x
)∣∣∣ (4.17)

elde edilir. (4.15) ve (4.16) eşitliklerinden görülür ki m sonsuza giderken, pm ve qm

fonksiyonlarısıfıra yaklaşır.

İspatıbitirebilmek için eşitsizliğin son terimi olan
∣∣∣mṼ ∗m,α (h(t, x)(t− x)2, x)

∣∣∣ ifadesinin
hesaplanmasıgerekmektedir. (4.8) ile verilen süreklilik modülünün sağladı̆gı

|f(t)− f(x)| ≤
(

1 +
(e−x − e−t)2

δ2

)
ω∗ (f, δ) .
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eşitsizliğinden,

|h(t, x)| ≤
(

1 +
(e−x − e−t)2

δ2

)
ω∗ (f ′′, δ) .

elde edilir. Buradan δ > 0 sayısıiçin

|h(t, x)| ≤


2ω∗ (f ′′, δ) , |e−x − e−t| < δ

2

(
(e−x − e−t)2

δ2

)
ω∗ (f ′′, δ) , |e−x − e−t| ≥ δ

yazılabilir. Bu iki durum birleştirildiğinde

|h(t, x)| ≤ 2

(
1 +

(e−x − e−t)2

δ2

)
ω∗ (f ′′, δ) .

elde edilir. Buna göre

mṼ ∗m,α
(
|h(t, x)| (t− x)2, x

)
≤ 2mω∗ (f ′′, δ)µm,2(x) +

2m

δ2
ω∗ (f ′′, δ) Ṽ ∗m,α

((
e−x − e−t

)2
(t− x)2;x

)
bulunur. Burada son terimdeki Ṽ ∗m,α (h(t, x)(t− x)2, x) ifadesine Cauchy-Schwarz

eşitsizliği uygulandı̆gında,

mṼ ∗m,α
(
|h(t, x)| (t− x)2, x

)
≤ 2mω∗ (f ′′, δ)µm,2(x) +

2m

δ2
ω∗ (f ′′, δ)

√
Ṽ ∗m,α

(
(e−x − e−t)4 , x

)√
Ṽ ∗m,α ((t− x)4, x)

elde edilir.δ =
1√
m
seçilip, rm(x) :=

√
m2Ṽ ∗m,α

(
(e−x − e−t)4 , x

)√
m2Ṽ ∗m,α (t− x)4, x)

mṼ ∗m,α
(
|h(t, x)| (t− x)2, x

)
≤ 2mω∗

(
f ′′,

1√
m

)
µm,2(x) + 2ω∗

(
f ′′,

1√
m

)
rm(x)

yazılır. Buna göre ,∣∣∣∣m [Ṽ ∗m,α (f, x)− f(x)
]
− 1

2
x(1 + αx)f ′(x)− x(1 + αx)

2
f ′′(x)

∣∣∣∣
≤ |pm(x)| |f ′(x)|+ |qm(x)| |f ′′(x)|+ 2 (2qm + x(1 + αx) + rm(x))ω∗

(
f ′′,

1√
m

)
elde edilir. Bu da bizden istenen olacaktır.

Uyarı4.1 x ∈ [0,∞) ve f, f ′ ve f ′′ ∈ C∗[0,∞) olmak üzere,

lim
m→∞

m2Ṽ ∗m,α
(
t− x)4, x

)
= 3x2(ax+ 1)2

lim
m→∞

m2Ṽ ∗m,α

((
e−x − e−t

)4
, x
)

= 0
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şeklindedir.

Teorem 4.5 x ∈ [0,∞) ve f, f ′ ve f ′′ ∈ C∗[0,∞) olmak üzere yeterince büyük m

sayılarıiçin

lim
m−→∞

m
[
Ṽ ∗m,α(f ;x)− f(x)

]
=

1

2
x(1 + αx) [f ′(x) + f ′′(x)] (4.18)

şeklindedir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde ele alınan (Sm,λ) ile gösterilen genelleştirilmi̧s Szasz-Mirakjan operatör-

lerinin şekil koruma özellikleri incelenmi̧s, f fonksiyonunun artan ve konveks olması

durumunda (Sm,λ) operatörlerinin artanlı̆gı ve azalanlı̆gı hakkında bilgi sahibi o-

lunmuştur. Genelleştirilmi̧s konvekslik tanımıaltında eğer f fonksiyonu e2 + αe1

e göre konveks olduğunda operatörün klasik Szasz-Mirakjan operatörüne göre f

fonksiyonuna daha iyi yakınsadı̆gıgösterilmi̧stir. Ayrıca operatörlerin CB [0,∞)’da

klasik süreklilik modülü ile ve C∗2 [0,∞)’da ağırlıklısüreklilik modülü kullanılarak

f fonksiyonuna yakınsaması incelenmi̧stir. Üçüncü bölümün dördüncü kısmında

Voronovskaja tipli teorem ele alınarak operatörlerin asimptotik yaklaşımıhakkında

bilgi sahibi olunmuştur. ve son olarak CB [0,∞)’da operatörlerin ikinci merkezil mo-

mentleri kaŗsılaştırılarak, (Sm,λ) genelleştirilmi̧s operatörlerin klasik Szasz-Mirakjan

operatörlerine göre daha iyi bir yaklaşıma sahip olduğu sonucuna varılmı̧stır.

Dördüncü bölümde çalı̧sılan
(
Ṽ ∗m,α

)
genelleştirilmi̧s Baskakov-Kantorovich opera-

törlerinin ω∗ (f, δ) süreklilik modülü yardımıyla yaklaşım özellikleri ele alınmı̧s ve

Voronovskaya tipli teoremi üzerinde durulmuştur.

Yaklaşım teorisi, dünyadaki birçok matematikçi tarafından çalı̧sılan Matematiksel

Analiz’in önemli araştırma konularından biridir. Bu teori, matematikte analizin har-

monik analiz, fonksiyonel analiz, nümerik analizi, Fourier analizi gibi birçok dalıyla

ili̧skili olmasının yanısıra; operatör teori, olasılık teorisi, sayılar teorisi, istatistik

teorisi gibi diğer bilim dallarıyla da ili̧skilidir. Gerçekte sadece matematikte değil,

temel bilimler ve mühendislik bilimleri başta olmak üzere, diğer alanlardaki birçok

bilimsel probleme ı̧sık tutması, yaklaşım teorisinin günden güne öneminin artmasına

neden olmuştur. Özellikle fizikte ve mühendislikte veri gösterimi, sinyal i̧sleme, ter-

mografik görüntüleme, dalgacık analizi gibi birçok farklı konuda da kullanılmak-

tadır. Bernstein polinomlarının özellikleri üzerine dayalıCasteljau algoritmalarıtıp

ve jeoloji biliminin yanısıra araba ve gemi dizaynında, uçak endüstrisinde etkili bir

şekilde kullanılmaktadır.
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Günümüz teknolojisinde bu kadar etkili olan bu teorinin, matematik dünyasında

ortaya çıkan geli̧smelerinin takibi ile çağımıza çok büyük katkılarıolacağıaçıktır.

İ̧ste bu nedenle ortaya konan yeni lineer pozitif operatörler ve onların günümüze

uyarlanı̧sı oldukça önemlidir. Bizim de bu tezde tanımladı̆gımız klasik operatör-

den daha iyi sonuçlar veren genelleştirilmi̧s yeni operatör dizilerinin matematikte ve

onunla ili̧skili diğer bilimlerde meydana gelen geli̧smelere katkısağlayacağıdüşünülmek-

tedir.
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ratury, Moscow-Leningrad, 688.

Natanson, I.P. 1964. Constructive function theory. Vol. I. Uniform approximation.
Frederick Ungar Publishing Co., New York.

Özarslan, M.A. and Duman, O. 2010. Local approximation behavior of modified
SMK operators. Miskolc Math. Notes 11, no. 1, 87-99.

Pethe, S. 1984. On the Baskakov operator. Indian J. Math. 26, no. 1-3, 43-48.

Pinkus, A. 2000. Weierstrass and approximation theory. J. Approx. Theory 107,
1-66.

Pop, O.T., Indrea, A.D. and Braica, P.I. 2012. Durrmeyer operators of King-type.
An. Univ. Craiova Ser. Mat. Inform. 39, no. 2, 288-298.

Popoviciu, T. 1950. Asupra demonstra̧tiei teoremei lui Weierstrass cu ajutorul poli-
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