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OZET

DUZENSIZ ASALLAR UZERINE
YUKSEK LiSANS TEZi
MEVLUT CELIK
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR SEBAHATTIN iKiKARDES)
BALIKESIR, NiSAN - 2019

Bu tezde diizensiz asallar iizerine yapilan arastirmalar ve bulgular taranmig
elde edilen bilgiler diizenlenmistir. Diizenlenen bilgiler 1s18inda diizensiz asallar
ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Girig boliimiinde diizensiz asallar ile ilgili yapilan ¢aligmalardan kisaca
bahsedilmistir. Tezin ilk boliimiinde temel olarak kullanilacak tanim ve teoremler
verilmis gerekli goriilen durumlarda 6rneklendirmeler yapilmistir.

Ikinci boliimde Bernoulli sayilarinin dzellikleri ve Bernoulli sayilari ile
ilgili tanim ve teoremler verilmis, Bernoulli sayilarinin arasindaki iliskiler
verilmistir.

Uciincii boliimde diizensiz asallar ile ilgili tamimlar teoremler ile elde
edilen bilgiler ve diizensiz asallarin Bernoulli sayilar1 ve dairesel cisimlerle iliskisi
verilmis bu bilgiler diizenlenmistir.

Sonug¢ boliimiinde gilinlimiize kadar diizensiz asallar ile ilgi yapilan
aragtirmalarin sonucunda diizensiz asallarin tanimm ile ilgili yeni tanimlamalar
yapilmaistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernoulli sayilari, Diizensiz asallar, Riemann Zeta
fonksiyonu, Dairesel cisimler.



ABSTRACT

ON IRREGULAR PRIMES
MSC THESIS
MEVLUT CELIK
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR SEBAHATTIN iKiKARDES )
BALIKESIR, APRIL 2019

In this thesis , the researches and evidences about irregular prime numbers
are scanned and the obtained data is composed. Under the enlightenment of this
composition, some results are given related to the irregular prime numbers.

In the introduction part; the studies on irregular prime numbers are
mentioned shortly. In the first part of the thesis, the principal explanations and
theorems that will be use dare given and are sampled when necessary.

In the second part; the specifications of Bernoulli numbers, the definitions
and theorems of the Bernoulli numbers are given and the correlations among
Bernoulli numbers are stated.

In the third part; the definions about irregular primes, the data obtained
through the theorems and the correlation of irregular primes between Bernoulli
numbers and the cyclotomic fields are mentioned and this informational data is
editted.

In the conclusion part; New definitions are given about the irregular
primes as a result of the studies that have been conducted on the matter so far.

KEYWORDS: Bernoulli numbers, Irregular primes, Riemann Zeta function,
Cyclotomic fields.
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1. GIRIS

1’den n’ye kadar olan pozitif tamsayilarin k’inc1 kuvvetlerinin toplami kuvvet
toplam problemi olarak bilinir. Kuvvet toplam problemi birgok matematikginin
ilgisini ¢ekmis ve ilk kez Ingiliz matematik¢i Thomas Hariot (1560-1621) kuvvet
toplami probleminde k=4 icin bir formiil vermistir. Isvigreli matematik¢i Jacob
Bernoulli (1654-1705) kendi ismi ile anilan Bernoulli say1 dizisini kullanarak kuvvet
toplam problemini ¢6zmiis ve bu problem i¢in bir formiil vermistir. Simdilerde bu
formiil kullanilarak 1’den n’ye kadar olan pozitif tamsayilarin k’inc1 kuvvetlerinin

toplam1 kolaylikla hesaplanabilir.

Kuvvet toplam problemi ile ortaya c¢ikan Bernoulli sayilar1 rasyonel sayi
olmasi nedeniyle Bernoulli say1 dizisi diger tam say1 dizilerinden farkliliklar gosterir.
Ozellikle Bernoulli sayilarinin pay ve paydalar1 arasindaki iliskiler ve nasil bir
diizende olduklar1 iizerine bir¢cok inceleme yapilmistir. Kummer bir p asalinin
Bernoulli sayilarinin paylarini bélmesi veya bélmemesi durumundan yola ¢ikarak
diizenli ve diizensiz asallar1 tanimlamistir. Fermat’in Son Teoremi x?P + y? = zP

esitliginin p diizenli asallar1 i¢in saglamadigini gostermistir [1].

Fermat (1601-1665) 17. yiizyilda x™+ y™ = z™ denkleminin n > 2 i¢in
pozitif tamsay1 ¢oziimiiniin olmadigini 6ne stirmiistiir. Yaklasik 350 yil diisiiniilen ve
tizerinde c¢alisilan bu esitlik 1987'de Taniyama-Shimura Konjektiirii'niin Fermat'in
Son Teoremi'ni gerektirdigi kanitlandiktan sonra, 1994'te Andrew Wiles'in bu
konjektiirii ispatlamasiyla Fermat'n son teoremi de ispatlanmistir. Bu Teorem
lizerinde yapilan ¢alismalar sayilar teorisinin ve matematik diinyasinin gelismesine
onemli katkida bulunmustur. Kummer’in (1810-1893) Fermat’in son teoremi
tizerindeki ¢alismalarindan bu yana sayilar teorisi birgok matematikei i¢in biiyiik bir
ilgi alan1 olmustur. Asal sayilar, cebirsel say1 cisimleri ve 6zellikle de kuadratik say1

cisimleri iizerinde o tarihlerden bu yana epeyce caligmalar yapilmis ve gelismeler



olusmustur. Kuadratik say1 cisimleri Kummer, Dedekind (1831-1916) ve birgok
matematik¢i tarafindan yapilan ¢alismalar neticesinde daha yiiksek dereceli sayi
cisimlerine genisletilmistir. Onlarin basarili c¢aligmalar1 matematigin  6nemli
branglarindan olan cebirsel sayilar teorisinin temelini de olusturmustur. Kummer’in
cebirsel say1 cisimleri ile ilgili ¢alismalari onun Fermat’in son teoremi tizerindeki en
basarili sonuclar1 elde etmesinde rol oynamistir dyle ki, onun kullandigi metotlar

modern matematigin yapitaslari haline gelmistir.

Iste bu ¢alismalar yapilirken asal sayilar yine n planda olmustur. Fermat’in
son teoremini ispatlamaya ¢alisanlardan Kummer asal sayilarin siniflandirilmasi ile
kars1 karsiya kalmis ve asal sayilart diizenli ve diizensiz olarak siniflandirmistir.
Onun caligmalar1 ardindan asal sayilarin siniflandirilmasi iizerine birgok calisma

yapilmaistir.

Diizenli asallarin sonsuz sayida olup olmadigi bilinemese de diizensiz
asallarin sonsuz ¢oklukta olduklarmmi ilk olarak 1915 de Jensen tarafindan
kanitlanmistir. Jensen sonsuz sayida diizensiz asalin 4 modunda 3 denk oldugu yani
p = 4n + 3,n € N formunda oldugunu kanitlamistir [2]. Bundan yaklasik olarak 40
yil sonra 1954'te Carlitz daha basit bir ispatla diizensiz asallarin sonsuz sayida

oldugunu ispatlamistir [3].

1974 yilinda yapilan galismalarda Johnson p < 8000 bi¢imindeki herhangi
bir diizensiz asalin karesinin sonsuz ¢oklukta Bernoulli sayisinin paymi boldiigiini
kanitlamistir [4]. 1975 yilinda ise Samuel; p < 125000 bigimindeki diizensiz asallar1

tablosunu verip asal sayilar i¢indeki yogunlugunu arastirmistir [5].

Buhler, Crandall ve Sompolski daha onceki c¢aligmalardan da yararlanarak

1992 yilinda bir milyona kadar diizensiz asallar ve diizensiz giftleri elde etmislerdir

[6]

Buhler, Crandall, Ernvall ve Metsiankyld 1993 yilinda dort milyona kadar

olan diizensiz asallart bulmuslardir [7].

En son 2011 yilindaki ¢aligmalar ile Buhler ve Harvey daha dnce yapilan
Kummer-Vandiver aragtirmalarindan yararlanarak 163.577.856 kadar olan diizensiz

asallar1 belirlemislerdir [8].



Diizensiz asallar1 elde etmek icin genellikle bilgisayar programlari ile
incelemeler yapilmistir. Bernoulli sayilarinin paylarinin asal bdélenlerini su anki
yazilimlarla gormek Onceki yillara gore daha da kolaydir. Dairesel cisimlerin sinif
numaralarint da bulmak yazilim olmadan ¢ok zorlayici islemler gerektiriyor olsa da

bilgisayar yazilimlari bu konuda bize yardimci olmaktadir.

Bu tezde diizensiz asallar lizerine yapilan aragtirmalar ve bulgular taranmig
elde edilen bilgi ve bulgular diizenlenmistir. Diizenlenen bilgiler 1s181inda diizensiz
asallar ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Tezin ilk boliimiinde kullanilacak tanim ve teoremler verilmis gerekli goriilen
durumlarda 6rneklendirmeler yapilmistir.

Ikinci béliimde Bernoulli sayilarinin &zellikleri ve Bernoulli sayilari ile ilgili
tanim ve teoremler verilmis, Bernoulli sayilarinin arasindaki iligkiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde diizensiz asallar ile ilgili tanimlar teoremler ile elde edilen
bilgiler ve diizensiz asallarin Bernoulli sayilar1 ve dairesel cisimlerle iligkisi verilmis
olup bu bilgiler diizenlenmistir.

Sonu¢ boliimiinde giiniimiize kadar diizensiz asallar ile ilgi yapilan

arastirmalarin sonucunda diizensiz asallar ile ilgili yeni tanimlamalar yapilmuistir.



2. ON BILGILER

2.1  Bernoulli Sayilan

Bu bolimde daha sonra kullanacagimiz bazi tanim ve teoremlere yer
verilecektir.

2.1.1 Tamm: f: A c C — C fonksiyonu ve z, € C noktasi1 verilmis olsun.
Eger f fonksiyonu z, noktasinin belli bir komsulugundaki her noktada

diferansiyellenebiliyor ise f fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [9].

2.1.2 Teorem: f fonksiyonu z, noktasinda analitik ise f fonksiyonunun z,

noktasini belli bir komsulugundaki z noktasinda,

f(2) = ) an(z—2)"
n=0
SIO))
n=0

biciminde Taylor seri agilimina sahiptir [9].

2.1.3 Tamm: A(t) = Z;’f’zoan% ve B(t) = zszobn;—’f iki kuvvet serisi

olmak iizere bu kuvvet serilerinin ¢arpimi

o-(55) 505

n=0 n=0



n tn
(Z Uebn—k Ty = k)!)

k=0

[o0)
n=0

seklindedir. Bu ¢arpima Cauchy ¢arpimi denir [9].

2.1.4 Tanim: Re(s) > 1 i¢in;

{(s) = i%
n=1

seklinde tanimlanan fonksiyona Riemann Zeta fonksiyonu denir [10].

2.1.5 Teorem: Re(s) > 1 olmak iizere Riemann Zeta fonksiyonu

=] a-ro

p
asal sayt

seklinde Euler ¢arpimina sahiptir [11,12,13].

((2),4(@3) ...¢(s) degerlerinin bazilart Bernoulli sayilar1 kullanilarak

hesaplanabilir. Ornegin;
{(2) ==, 4(3) = 1,2020569032, {(4) == olarak hesaplanmustir [13].

Riemann Zeta fonksiyonun bazi degerleri 6zel say1 kiimelerinin bulundugu
1 6

= syt squarefree sayilarinin

tamsayilar kiimesi i¢indeki yogunlugunu ifade eder [14].

say1 kiimesi i¢indeki yogunlunu ifade eder.

VA
eZ—-1

2.1.6 Tamm : f(z) =

fonksiyonu i¢in |z| < 2w olmak {izere z, = 0

civarinda Taylor seri a¢ilimu;

o0
z B z"
ez —1 mnl
n=

0

seklindedir. By By, By, ..... B, € Q sayilarina Bernoulli sayilar1 denir [1].



Burada Taylor seri agilimi fonksiyonun tanimli olmadig1 z = 0 noktasinda

limit olarak,

-0 eZ —1
tanimlanmustir.

2.1.7 Teorem : B, n. Bernoulli sayis1 olmak flizere asagidaki esitlikler

dogrudur.
2B, (2x)%1
(a) cothx = Z % , X € [-m,m]
n=0 '

2B, (2x)*" 71

(b) cot(x) = Z(—nn = x € [~m, 7]
n=0
(¢) tanh(x) = Z 2B (47 (_Zi))!(zx)zn_l |z < %

n=0

2B,, (4" — 1)(2x)?n1 T
Jzl <=
(2n)! 2

(d) tan) = ) (~1)"
n=0

csc(x) , csch(x) , In|sin(x) |, Inlcos(x)|, In|tan(x)| fonksiyonlarnin  seri

aciliminda da Bernoulli sayilar1 vardir [15].

2.1.8 Teorem: B,, sayilar arasinda asagidaki esitlik vardir.

ispat:

Cauchy carpimindan,



z.e” - z iB z" iz” _i zn:B z"
e—1 “Ter_1_ " nl n) Kkl (n —k)!
n=0 n=0 n=0 \k=0
® Zn ® n Zn
”ZB"_v:z ZBkk'(n—k)'
n=0 n=0 k=
=Y (Y b ) -
n=0 \k=0 n=0
> [ z" z"
Z:Z<ZBkk!(n—k)' B"_v>
n=0 \k=0
(o8] n
— 1 1 n
=)\ 2 B B
n=0 \k=0

n > 1 igin z lerin kuvvetleri karsilagtirildiginda

n

ZB 1 BL_0
Kkitn—k)! ""nl

k=0

ZB 1 =B !
—~ Kkitn—k)! ™ "n!

B, = Z () B 2.1)

bulunur [10,15].

Teorem 2.1.8 deki (2.1) esitligini Conway ve Guy binom agilimi yardimi ile
daha farkli bir sekilde ifade etmislerdir.

Bu esitligi;

=Y ()= ()t ()8 + Gt -+ ()



n = 2 igin; B™ = (B + 1)™ seklinde diistinmiislerdir [16].

Bu diisiince ile

"=(B+ 1" (2.2)
buradan da
n n
=3 (o (o
k=0 k=0
esitligi elde edilir.
Buradaki tiim kuvvetler indis olarak yazilirsa,
n
n n
0 1 1 2 2 n n
B B, + B, + B
k=0

esitligi elde edilir.

Simdiye kadar verdigimiz esitlikleri kullanarak Bernoulli

hesaplayalim.

[oe] Zn
=Z%m

n=0

- z z1
ann—_BO 0| +31F+

n=0
Her iki tarafin z —» 0 limitini alirsak,
BO = 1

Benzer sekilde iki tarafin tiirevini alip z = 0 limitini alirsak,

sayilarini



Sonucunu elde ederiz. Buradan sonra (2.2) esitliginde n = 3 alacak olursak
B3=(B+1)3
acilimini yapar ve istedigimiz formu diisiiniirsek,
B; = By + 3B, + 3B, + B,

elde etmis oluruz. Buradan da,

olarak elde edilir.

Genellersek n > 3 icin;

k=0
seklindedir [9].
Buradan hesaplamalar yapilirsa,
1 1 1 1 1 5
BO — 1, Bl — _5, Bz —g, B4 — _g, B6 —E, Bg — _E ve BlO —g Olal’ak

bulunur.

Bernoulli sayilarinin pay ve paydalarinin degerlerini diistiniirsek, paylarini
paydalarina gore degiskenligi onlarin algilanmasindaki zorlugu gozler oniine

serecektir. Bu degiskenlik Sekil 2.1. goriilebilir.



N {BZn ]

D{Bin)

50

Sekil 2.1 : Bernoulli sayilarinin pay ve paydalart.

Burada N(B,,) , By, Bernoulli sayisinin paymi , D(B,,) , By, Bernoulli
sayisinin paydasini gostermektedir. Bernoulli sayilarim1 algilamada zorluklari
diisiinerek bu say:1 dizisi ile benzer 6zellikler iceren daha kolay anlasilabilen say1
dizilerini incelemek kolaylik saglayabilir. Bernoulli sayilar1 ile benzer yapilara sahip

ama terimleri tamsay1 olan say1 dizisi Euler say1 dizisi buna 6rnek olabilir.

2.1.9 Tamim : {E,, },,50 Euler say1 dizisi su sekilde tanimlanur,
tm
sect = Z En, o
m=0

Taylor seri agilimindaki Ey, E;, E, ... sayilarina Euler sayilar1 (Secant sayilari)
denir. Bu say1 dizisinin listesi A122045 bilinmektedir [17].

Bernoulli sayilarinda da oldugu gibin€N ,n>1 ve m=2n+1 i¢in
B, = 0 ve E;,, = 0 dir. Fakat Bernoulli sayilar1 rasyonel say1 olmasina ragmen Euler

sayilarinin tamami tamsayidir [4].
2110 Teorem:m=2n+1 ,n€N ven > 1i¢in B,,, = 0 dur.

Ispat:

f&) =

e —1

10



olmak iizere;

n=0 n=2
oo xn— x oo xn
ZBTL_I_ 1_E+ZB1‘LH
n=0 n=2
D Bty =1t ) By
n=0 n=2
= +x_1+i,3 &
e* —1 2_ nnl
n=2

n=2
x<1+e">_1+iB XN
2\e*—1 - nnl

n=2
- zx(1+ex>—1+ig x"
6—3262 er—1 n=2 " nl
x(65+e7) 1+§:B x"
- x x = Tl_
2 ez—e 2 ~ n!

e*+e™*

coth(x) = ——

oldugundan,

11



x _x

X ez+e 2
COth(E)=£—_£
ez —e 2

esitligi vardir. Bu iki esitlikten dolay,

1 +ZBn%= ;coth(g)

yazilabilir. Burada gcoth (g) fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan By, = 0 dir
[18].

2.1.11 Teorem: n € N ,n = 2 olmak iizere;

B,
{(1—n) = i

seklinde negatif tamsayilar iginde Riemann Zeta fonksiyonu tanimlanmstir [19].

Bu esitlik Riemann Zeta fonksiyonu Tanim 2.1.4 de belirtilen Re(s) > 1
sartindan daha da genis olarak negatif tamsayi iginde degerlerin bulunmasini

saglamigtir.
2.1.12 Teorem: m € N* olmak iizere;

(2n)2m

2(2m)! ~ 2m

¢@2m) = (-nm* dir.

Ispat: Tanim 2.1.6 dan, B(z) fonksiyonunu ele alirsak Teorem 2.1.7 (d) den
tan(x) fonksiyonunun agilimini diistinelim.

= 2B,, (4" — 1)(22)?""1 T
— _ n —
tan(z) = Z( 1) 2! z| < 5
n=0
Z Z = B, ,
g(2) '_ez—1+2_1+Zn!Z
n=

olacak sekilde bir g(z) fonksiyonu tanimlayalim. g(z) = g(—z) olur. n > 1 olmak

tizere By, = 0 ve n > 1 i¢in B, = (—1)"B,, elde edilmis olur.

12



esitligi elde edilmis olur.

B(i2z)
z

cotz=1i+

tanz = cotz — cot 2z

esitliklerini de ele alarak istenilen esitligi elde etmeye calisalim.

lx| < Z, ly| < lolmak iizere;
2

19

A

2 %) E
_ Bon (=" (1 ~ 4n)f 2n-1 2n-1
ftanxy dx—z 2n)! X dxy
0 n=1 0
— Z BZn(_4)n(1 - 4n)n2ny2n_1
(2n)! 2n
n=1

elde edilir.

—ln(cos(nz—y))

y

} ()’
—1In (Hn:l <1 - 7'L'2(TL——1/2)2

2
ftanxy dx =
0

- z %Z (21}:— 1)2k (2:3)

simdi ise bu esitlikte Riemann Zeta fonksiyonu aramak olacaktir.

13



esitligi vardir ki buradan da;

¢(2k) = ( ) Z an_px @Y

olur ki (2.3) ve (2.4) numaral esitliklerden;

C
(2K) = (~D* 5 s B

bulunur ki bu da ispati1 tamamlamis olur [20].

Yukaridaki teoremden ;

k = 1icin
(@ = (- 1)2(23

k = 2 icin
(OB (1)3(2(2?

2.1.13 Teorem: m ve n sayisi bir pozitif tamsay1 olsun.

Sp(n) =1m4+2M 4+ 3M 4 ... 4+(n—1)™

14



olmak lizere;

(m + 1)S,,(n) = i (m;: 1) Bn™+1-k
k=0

esitligi vardir [21].

Ispat: f(x) = e*t fonksiyonunun t = 0 noktasinda Taylor seri agilimini

diistinelim.

olmak tizere k = 0,1,2, ... (n — 1) degerlerini ayr1 ayr1 hesaplar ve toplam seklinde

yazarsak,
n-—1 n—-1 oo 00 n-1
t™ t™
ekt = kM — = - km
m! !
k=0 k=0 m=0 m=0 k=0
> m nt 1
t et —
Sm(n —) =eltel+e?t 4.tV =
Z ( m( )m! et —1
m=0
esitliginde,
eM—1 eM—-1 ¢
et—1  t et—-1
yazarsak

e™—1 ¢t _°° kt"‘loo t/
t et—l_zn !ZBjj_!

elde edilen esitliklerden,
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d k i m
Z ( m(")_) - ;nk“ (k i 1)!m=OB’"%

m=0

t™ li terimlerin katsayilar1 esit olmalidir.

nm- k+1

m(") Z mm—k+ 1) k!

Her iki tarafi da (m + 1)! ile carparsak,

nm- k+1

(m+ 1)1 Sp, (n) Z il k+1)|k'(m+1)'

m k+1
(m+ 1)S,,(n) = ZB I (m+ 1)!
(m + 1)S,,(n) = kzo (" 1) Bunm-rert

elde edilir. Buda ispati tamamlar.
2.1.14 Ornek: Bernoulli sayilarindan yararlanarak
16+ 26+ 3%+ 45+ 564+ 7
sonucunu bulalim.
Spn)=1m4+2m+3Mm+ ... . +(n—1™

oldugundan m = 6,n = 8 olacaktir.
m

(m + 1)S,,,(n) = Z (" 1) Benm+a-k

k=0
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esitliginden yararlanirsak By, By ... Bg sayilarin1 kullanmamiz yeterli olacaktir.

6
7 7-k
.Z(k)Bks
k=0
1((7 7 7 7 7 7 7
— 7 6 5 4 3 2 1
7((0)308 +(1>318 +<2)328 +(3)B38 +(4)B48 +(5)Bs8 +(6>B"’8>

1(87+7( 1)86+21185+35< 1)83+7 1 8)
7 2 6 30 42

16 +26 + 36+ 46 + 56 476 =

N -

1 28 4
=—-(87 —28.85 + 28.8* — —82 —)
7( + 3 +3

= 184820

elde edilmis olur.
2.1.15 Ornek: S,,(n) = 1™ +2m™ + 3™+ . .. +(n — 1™

olmak tzere;

m
Sm(n) — 2 m+1 B m+1-k
k=

esitliklerini kullanalim.
Spy(n+1)=1m42m 4+ 3M 4 ... 4n™

olmak tizere m = 1 igin

1
_ _1 2 2-k
51(n+1)—1+2+3+---+n—§kZ(k)Bk(n+1)

1
1 2 2-k
1+2+3+---+n_§;(k)3k(n+1)

N| =

<((2)) By(n + 1)2 + (i) By(n+ 1))
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1 1
=§<1.1. (n+1)2 +z(—§) (n + 1))
1
=§((n+1)2 - (n+1)

1
= En(n+ 1)

elde edebiliriz. Benzer sekilde m = 2,3,4, ... k formiilleri elde edilmistir. m = 4 i¢in

bakalim.

Sun+1)=1*4+2*+3*+ .-+ n*

4
1
EZ By(n +1)57*

((g) By(n+1)5 + (i) By(n+ 1)* + (g) By(n+1)% + (g) Bs(n+1)% + (i) B,(n+ 1)1)

%(11 (n+1)5+5(——)(n+1)4+10 (n+1)* + 10.0.(n + 1)2+5(——)(n+1)1)
=%<(n+ 1)° +(—;) (n+ 1)4+§(n+1)3 + (—%) (n+ 1))

=%<(n+ 1) +(—;)(n+1)4+§(n+1)3 + (—%) (n+ 1))

3 6n° + 15n* + 10n3 —n
- 30

_n(n+1)2n+1)(Bn*+3n-1)
h 30

Sm(n + 1) lerin toplam formiillerine bakildiginda S; (n + 1) esitinin paydasi
B, in paydasi, S,(n + 1) esitinin paydasi B, paydasina esittir. Sonug olarak

. . N . .
Bir Bernoulli sayisin1 By, = D—m gostermek tlizere;
m

A
Sm(n+ 1) :D_

m

18



esittir. Jacop Bernoulli bu sekilde ardisik sayilarin kuvvet toplami problemini

¢Ozmiistiir [21].
Bernoulli sayilari iizerine bir¢ok esitlik ve denklikler incelenmis ve elde edilmistir..
2.1.16 Teorem: n > 2 olmak iizere 2B,,, = 1 (mod 4) denkligi vardir.

ispat: Teorem 2.1.1 den dolayz,

k=0
Burada n yerine 2n yazarsak,
2n
Ban = () B
k=0
Buradan da,
2n
Z(Z"Ijl)Bk:o n>0
k=0
n—-1
(Zn(;l- 1) B, + <2n1+ 1) B, + (an-l- 1) B, + ’Z; (ZnI;I- 1) By, + (2n2+ 1) B,,

Ifadesi sifira esit olmus olur. Bu ifadede her tarafi 2 ile ¢arpalim ve (mod 4) de

yazarsak;
n-1
2—(2n+1)+ 2n+1 +Z 2n+1 Zsz+(2n+1)ZBZnE 0 (mod4)
k=2

2n+1

(2n+1)232n+1—2(2n+1)—2( ,

) =0 (mod4)

n=>2 icin 2B,, =1 (mod 4) elde edilmis olur [22].
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2.2  Cisim Genislemesi

2.2.1 Tamm: E bir cisim olsun. F >de £ cisminin alt cismi olsun. Bu durumda

E cismine F cisminin cisim genislemesi denir ve F< E seklinde gosterilir [23].
2.2.2 Ornek: C, R nin bir cisim genislemesidir.

2.2.3 Tammm: F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun.a € E
olmak tizere F[x]’in sifir polinomu olmayan f(x) polinomu i¢in f (a) = 0 oluyorsa

a ya F lizerinde cebirsel eleman denir [23].

2.2.4 Ornek: Q < Cve f(x) = x? + 4 € Q[x] igin f(2i) = 0 dir. O zaman

21, Q tizerinde bir cebirsel elemandir.

2.2.5 Tammm: E, bir F cisminin cisim geniglemesi olmak tizere. Eger E’nin

her elemani F {izerinde cebirsel ise E' ye F ’nin cebirsel cisim genislemesi denir [23].

22,6 Ornek: VzeC icin f(z) =0 olacak bigimde f(x) € R[x]

bulunabileceginden C, R nin bir cebirsel cisim genislemesidir.
2.2.7 Tammm: E, F cisminin cisim geniglemesi olsun.
Fy ={c:c € E ve ¢, F iizerinde cebirseldir}
Fg kiimesine F nin E i¢indeki cebirsel kapanisi denir [23].

2.2.8 Tammm: F bir cisim olmak tizere E, F’nin bir cebirsel genislemesi olsun.

u, v € E olmak tizere;
ind(w, F) = Ind(v, F)
ise u ile v F iizerinde esleniktir denir [23].

2.2.9 Tamm: (G,A) ve (G',V) iki grup olmak iizere f: G — G’ bir fonksiyon

olsun. Eger her a,b € G igin,

f(adb) = f(a)Vf(b)
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oluyorsa f ye bir homomorfizma denir [23].
2.2.10 Teorem: E = F(u) ve E' = F'(v) basit genislemeler olsun.
o:F > F'

Bir cisim izomorfizmasi, p(x) = ind (u, F) ve o*(p(x)) = Ind (v, F") olsun.
O halde bir

T:E > E'
cisim izomorfizmasi vardir ki , 7(u) = v ve t|z = o dir [23].

2.2.11 Tammm: Teorem 2.2.10’daki E = E' ,F=F'veo=t1ise :E > E'

izomorfizmasi 1, ,, ile gosterilir ve buna temel izomorfizma ad1 verilir [23].

2.2.12 Teorem : E = F(u), F’nin bir basit cebirsel genislemesi olsun.
p(x) = Ind(u, F) ve der(p(x)) =n olmak tizere E nin F’yi sabit birakan bir
homomorfizmasi 7 ve p(x) in E i¢inde bir kokii u ise T = i, dir. Dolayst ile 7,

E’nin otomorfizmasidir. b € E , ¢y, ¢4, C3, ..., Ch—1 € F olmak lizere;

b =cy+ciu+cu?+ -+ cp_qutt

i¢in,
(b)) = cog+ v + % + -+ ¢ vt

dir [23].

2.2.13 Teorem: E bir cisim olsun. E’nin biitiin otomorfizmalarinin kiimesi
Aut(E) ile gosterilmek tiizere Aut(E) bileske islemine gore bir gruptur. Ayni

zamanda Aut(E) ye E nin otomorfizma grubu denir [23].

2.2.14 Tamm: E bir cisim F, E’nin bir alt cismi ve H , Aut(E) nin bir alt
grubu olsun. E ’nin F yi sabit birakan biitiin otomorfizmalarin kiimesi G (E /F) ile ve

E nin H tarafindan sabit birakilan elemanlarinin kiimeside E} ile gosterilir.
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G(E/F) ={o0:0 € Aut(E),Va € F i¢in o(a) = a}
Ey={a:a€E,Vo€eHigcinog(a) =a}
dir. Ayrica G(E/F) ya E ’nin F tizerindeki grubu da denir [23].

2.2.15 Tammm: F bir cisim f(x) € F[x], f(x) mertebesi n > 1 olan bir
polinom ve K , F’nin bir cisim genislemesi eger f(x), K[x] i¢inde lineer
carpanlarina ayrilabiliyor ise baska bir deyisle a € F ve uq, uy, ..., u, € K olmak

uzere;
f&) =alx —u)(x —uy) ... (x — up)
olarak yazilabiliyorsa f(x), K lizerinde pargalanir denir.

f(x) K iizerinde pargalanir ama K’nin higbir 6z alt cismi iizerinde
parcalanamaz ise K = F(uq, Uy, ..., uy) cismine f(x) in F tizerinde bir par¢alanma

cismi denir [23].

2.2.16 Ornek: Q cismin iizerinde; f(x) = x* — 2 polinomunu ele alalim. K

bir cisim genislemesi olmak iizere f(x) = x* — 2 i¢inde ¢arpanlara ayiralim.
f(x)=x*=2=(x—V2)(x + V2)(x — iV2)(x +iV2)
K= (@(4 2, lW) cismine f(x) in Q tizerinde bir par¢alanma cismidir.

2.2.17 Teorem: F bir cisim f(x) € F[x] olsun. f(x) ’in F {izerindeki bir
parcalanma cismi K ve p(x) , F[x] de bir indirgenemez polinom olsun. Eger p(x)’in

K i¢inde bir kokii varsa p(x) , K lizerinde pargalanir denir [23].

2.2.18 Tamm: F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Eger E
icinde bir kdkii olan Vp(x) € F[x] indirgenemez polinomu E iizerinde parcalanirsa E

ye F’nin bir normal genislemesi denir [23].

2.2.19 Tammm: p(x) € F[x] bir indirgenmez polinom olsun. Eger p(x)’in F
tizerindeki bir par¢alanma cismi i¢indeki her kokii basit kok ise p(x) polinomuna F

tizerinde bir ayrilabilir polinom denir. f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom olsun.
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Eger f(x)’in her indirgenmez ¢arpani F {izerinde ayrilabilir ise f(x) polinomuna F

tizerinde bir ayrilabilir polinom denir [23].

2.2.20 Tanmm: F bir cisim E, F’nin bir cebirsel genislemesi ve u € E olsun.
Eger Ind (u, F) aynilabilir ise u ya F iizerinde bir ayrilabilir eleman denir. Eger E’nin
her eleman1 F iizerinde ayrilabilir ise E ye F’nin bir ayrilabilir cisim genislemesi

denir [23].

2.2.21 Tamm: F bir cisim ve E , F’nin sonlu cisim geniglemesi olsun. Eger
E, F’nin bir ayrilabilir normal genislemesi ise E ye F cisminin bir Galois genislemesi

ve G(E/F) grubuna da bu genislemenin Galois Grubu denir [23].

2.2.22 Ornek: Q iizerinde hicbir elemanin karesi b olmasm. x?—b
polinomunun Q iizerindeki pargalamis cismine K diyelim. O halde a? = b olacak

sekilde a € K vardir.
x2—b=(x—a)(x+a)

oldugundan K = Q(a) yazlabilir. g € G(K/Q) igin Ix(a) = a veya g(a) = —a
olur. O halde G(K/Q)={Ik, g} dir.

2.2.23 Tanmm: F bir cisim olmak iizere. x™ — 1z € F[x] polinomu F tizerinde

bir pargalanma cismine F’nin n. dairesel cisim genislemesi denir [23].

2.2.24 Ornek: ,, ,x™ — 1 = 0 denkleminin bir kokii olmak iizere Q({,)
cismi Q nun bir cebirsel genislemesidir ve bu cisme @ nun dairesel cisim

genislemesi denir.

2.2.25 Tammm: Q nun sonlu cebirsel geniglemelerine cebirsel say1 cisimleri

denir [23].
2.2.26 Ornek: Q({,,) dairesel cisim genislemesi bir cebirsel say1 cismidir.

2.2.27 Teorem: {,, , 1’in n. dereceden bir kokii olmak iizere;,

[Q(6n): QI = ¢ ()
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dir. Q) = {a0 + a1l + @232 + - + Q)10 a; € Q) dir [23]
2.2.28 Ornek: 3, , x37 — 1 = 0 denkleminin kokleri,
x37 = cos(k2m) + i.sin(k2m) ,k € Z

olmak lizere;

- (an>+' i (an) k=012 .36
xie = cos (o isin{==-), =012, ..

olacagindan

_ (Zn) bisi <2n)
(37 = cos 37 i sin 37

[Q(¢37): Q] = ¢(37) = 36

Q((37) = {ap + a1037 + a,05; + - + azs{37: a; € Q}

2.2.29 Tamm: S degismeli halka ve S < R olmak lizere. « € R ve f(a) =0

olacak sekilde bir f(x) € S[x] monik polinomu mevcut ise a’ya S iizerinde integral

eleman denir [23].

2.2.30 Ornek: %E Q , Z tizerinde integral eleman degildir. VI7ER, Z

izerinde integral elemandir.

2.2.31 Teorem: F bir cisim F’nin bir n. dairesel cisim genislemesi E olmak

tizere E icinde birimin n. kdklerinin kiimesi U,, olsun. U, mertebesi n olan devirli

gruptur. E i¢inde birimin bir ilkel kokii w vardir ve E = F(w) dir [23].
2.2.32 Ornek: C icinde Q'nun n. dairesel genislemesi E olsun.
zZ" =1
denkleminin koklerini yazalim.

2km . (2km
Z; = COS (T) + i sin (T)' k=012..(n—-1)
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dir. Boylece U, = {1, 24,25, ..., Zn_1} VE W = cOS (%T) +i sin(%n) olsun.

Vk > 0 igin z;, = w¥ oldugundan w bir ilkel koktiir. E = Q(w) dir.

n = 3 olmak iizere bu kokleri yazalim.

w = cos () +isinZH=—3+ i? ilkel kok olmak iizere diger ilkel kokler ise

(42, (4e) (-1 )¢ Dy

E = Q(G + l?) = Q(+/3, i) bulunur.

n = p Ve p asal say1 olmak lizere w = cos (2?”) +1i sin(%”) ilkel kok olur.

21l

w =er dir[23].
2.2.33 Tamm: K say1 cisminin bir a elemanini ele alalim.
a*+ca" '+ cd" i+ + ¢, =0

kosulunu saglayan ¢, , (k = 1,2,3 ...n) tamsayilar1 bulunabiliyor ise a elemanina K

cisminin Cebirsel tamsayilari denir ve a ceb/Z ile gosterilir [24,25].

2.2.34 Tammm: K say1 cisminin cebirsel tamsay1 elemanlarinin olusturdugu
kiime O, = {a € K:a ceb/Z} ile gosterilir. Bu kiime toplama ve ¢arpma islemine

gore bir halkadir. Bu halkaya K cisminin tamlik halkasi denir [24,25].
2.2.35 Tamim: K bir say1 cismi olsun.J € K igin;
(a,be Jisea+be T
(iae€ J,keKisekae 7

oluyorsa 7 ya K cisminin ideali denir [26].
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2.2.36 Tammm: K bir say1 cismi olsun.J € K. a J = {ai:i € 7} olmak {iizere
(a#0)a €0 iginad, Op nin ideali ise J ya kesirsel ideal denir. Ayn1 zamanda

a J asil ideal ise 7 da asil ideal denir [27].

2.2.37 Tammm: Bir K say1 cisminin tim kesirsel idealleri ¢arpma islemine
gore bir gruptur ki bu grup G olsun. G grubunun esas ideallerinin olusturdugu gruba
da E ile gosterelim. G/E boliim grubu sonlu bir gruptur. Bu grubun eleman sayisina

da K cisminin sinif sayisi denir ve hy ile gosterilir [24].

2.2.38 Tamm: Re(s)>1 olmak tlizere K /Q alammi her sayiya

iliskilendiren fonksiyon su sekilde tanimlanir:
1 .
Ck(8) = Laygs dir
Bu fonksiyona Dedekind Zeta fonksiyonu denir [28].

Burada a sayis1 K ’nin tiim tamsay1 halkalarinin sayisi lizerinde ¢alistirilir.

K bir say1 cismi ve Qg K’nin integral elemanlarindan olusan bir 6zel alt

halkasi olsun dg diskriminant ve hy sinif numarasi olmak tizere;

2.2.39 Teorem: K /Q bir sayr1 cismi olsun. Re(s) > 1 ve Dedekind

fonksiyonu {x(s) ve s = 1 igin,

21 (2m)"2 Ry

lim (s — 1) {x(s) =
ST ‘e €xA/ ldkl K
burada,

(r;,72) K imzas1 ey K’'nin koklerinin sayisi dy K’nin diskriminanti Ry K’nin
regiilatorii hy da sinif numarasi olmus olur. p asal sayisi igin K = Q({p) olmak

lizere
R(K) = R(p)

ve
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. 14
Im (s =D k(s) =———hy

olur [28].

p asal sayisi tarafindan iretilen Dairesel cisim K = Q(Zp) olmak {izere p.

27

kok ¢, = e » dir [29].
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3. DUZENSIZ ASALLAR

3.1 Giris

Bu boliimde diizensiz asallar ile ilgili tanimlar teoremler ile elde edilen
bilgiler ve diizensiz asallarin Bernoulli sayilar1 ve dairesel cisimlerle iliskisi
verilecek ve bu bilgiler diizenlenecektir.

3.1.1 Tammm: Bir p asal sayisi n € N ve 2 < 2n < p — 3 i¢in B,,, sayisinin

en az birinin payini bdlityorsa bu p asalina diizensiz asal denir [1].

Diizensiz asal say1 tanimlamasini dairesel cisim genislemesi yardimi ile de

tanimlayabiliriz. K = Q((p) ve h da K kiimesinin sinif numarasi olmak lizere;
plh, ©p|By k=024, .....p—3
olmasi durumunda da p asal sayisina diizensiz asal denir [1].

3.1.2 Ornek: p = 37 dlizensiz asaldir. Ciinkii k = 2,4,6, ...,34 olmak {izere

B3, sayisinin payini bdlmektedir.

_ —7709321041217 _ 208360028141.37
32— 510 - 510

dir.
3.1.3 Ornek: hy, @(Cp) Dairesel cisminin sinif numarasi olmak tizere
p<19i¢inh, =1, p{ h, dir.

hsy = 37 ,hso = 3.59.33 , he, = 67.12739 oldugundan 37, 59 ve 67 diizensiz

asallara Ornektir.
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Diizensiz asallarin siniflandirilmasi olayinin baglangict olan Fermat’in Son

Teoremini hatirlayalim.

3.2  Fermat’in Son Teoremi

3.2.1 Teorem: n € N,n = 3 olmak lizere;

esitligini saglayan xyz # 0, x,y, z € Z bulunamaz [30].

Matematik diinyasini 350 yil ugrastiran bu Teoremin matematige katkilari

diistintildiigiinde 6nemi daha da iyi anlasilacaktir.

Fermat’in Son Teoremi i¢in Wiles’in ispatindan uzun yillar 6nce Vandiver

asagidaki ifadeyi kanitlamistir.
Esitligini saglayan sayilarin varligi ile ilgili p tek asal say1 olmak tizere

ptxyz ve E,_3 =0 (modp) olacak sekilde x,y,z pozitif tamsayilarinn

bulunmayacagini kanitlamistir [31].
Devaminda ise Gut, Fermat’in Son Teoremi i¢in,
x2p + y2p — Z2p

Esitlini saglayan sayilarin varligi ile ilgili olarak x,y, ve z pozitif tamsayi

p = 11 p asal sayisi ve p t xyz igin,
E, 3=E, s=E, ;=E, g=E,_1; =0 (modp)

ise bu esitligin saglamaz oldugunu kanitladi [32].
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3.2.2 Teorem: x,y, z pozitif tamsay1 ve p diizenli asal olmak iizere;

xP + yP = zP ¢dzimii yoktur [1,3].

3.3 Diizensiz Asallar Uzerine iliskiler

Diizensiz asallarin Bernoulli ve Dairesel cisimler ile iliskisi oldugunu 6nceki
boliimlerde bahsetmistik simdi bu iliskiler nelerdir onun iizerinde duralim. Diizensiz

asallarin Bernoulli sayilarinin paydalarini bdlmesi ile ilgili baz1 bilgiler verelim.

Bu bilgiyi vermeden 6nce Bernoulli sayilarinin pay ve paydalarini daha iyi

analiz edebilmek i¢in su teoremi verelim.

3.3.1 Teorem: p asal say1 olmak iizere;

anza_

= |-

p—1|2n
olacak sekilde a € Z vardir [33].

3.3.2 Ornek: B, sayisii inceleyelim.

Burada a = 2 oldugunu goriiyoruz. Tiim Bernoulli sayilarin1 bu sekilde asallart

kullanarak yazabiliriz.

Teorem 3.3.1 biraz diizenlemeye ¢alisalim.
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B 1
2n = a— -
p—1|2np

B <1 + ! + + 1)

= a— _— —_— —_—

o p1 D2 pi

Seklinde yazarsak buradaki p; asal sayilar ve p; — 1|2ndir. Yani bir Bernoulli

sayisinin paydasini bu p; asallarinin ¢arpimi olusturur ki pay ile payda her zaman

aralarinda asaldir. Bu durumda

neNveB,, = IZTZZNZ”’ Dyp € Z, Dy > 0 ve (Nyp, Dyp) = 1

Dy = 1—[ p

p asal
p—1|2n
olarak diistinebiliriz [32].
Eger, n = q ve q asal say1 alinirsa,
B 5
2q = Q 6

seklinde olacaktir. Benzer sekilde q asal ve s € Z* i¢in n = ¢° olmasi durumunda

5
qus=a—g

bulunur.
3.3.3 Teorem: Bir p asal sayisi igin p = 3 (mod 4) ise

Bp+1 # 0 (mod p)
2

dir [34].
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3.3.4 Ornek: k € Z* olmak iizere p = 4k +3 formundaki asal sayiy
diisiinelim. Teorem 3.3.3 kullanilarak p = 4k + 3 formundaki asal sayilar B,y o

sayisinin payini bélmeyecegi goriiliir.
k = 1i¢in p = 7 asali B, sayisinini paymi bolmez (B, = — %)
3.3.5Teorem: Eger n>1,p =5 pasal say1vep — 1 t 2n ise

BZn+p—1 — BZn
2n+p—1" 2n

(mod p).

dir [4,34].

Bu teoremden yola ¢ikilarak diizensiz bir asalin bir Bernoulli sayisinin payini

boldiigii bilindiginde bu diizensiz asalin boldiigli diger Bernoulli sayilar: bulunabilir.

Kummer yukarida verilen teoremi asagidaki sekilde de ifade etmistir.

3.3.6.Teorem: p asal saytve m=n % 0 (mod (p — 1)) olacak sekilde

m, n pozitif ¢ift tamsayilar olmak {izere;

dir [4].

p = 37 asal sayisini ele alalim. 37 asal sayis1 B3, Bernoulli sayisi igin,

B32 _

dir.
32 = 68 % 0 (mod 36) oldugundan,

B68

olacaktir.
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—17.37.101.123143.1822329343.5525473366510930028227481
68 =
30

Kummer bir bagka denkligi daha genel olarak su teorem ile ifade etmistir.

3.3.7.Teorem: p bir asal ve p < 8000 olmak lizere 2 <r+1<2n n,r €N

ve p asal sayistigin p—1142n:

T

D1 ()t =0 (modp)

s=0
dir [4].

r = 1i¢in Teorem 3.3.7 ile Teorem 3.3.8 cakisir.

3.3.8 Teorem: n > 2 ve n ¢ift tam say1 olmak lizere B,, = % i¢in

pasalsayt p—1¢tniken(r=>1) p"|N, vardir [35].
3.3.9 Teorem: p asal say1 ve n = 1 olmak lizere;

_(—1(modp) ;p—1|n ise
S”(p)_{O(modp) ;p—1tnise

dir [36].
3.3.10 Teorem: Diizensiz asallar sonsuz ¢okluktadir [37].

Diizensiz asallarin dagilimi Sekil 3.1 de gosterilmistir.
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2000 4000 6000 8000 10008

Sekil 3.1 : Diizensiz asallarin dagilimi.

Diizensiz asallar sonsuz tane olmakla birlikte asallar i¢inde yogunlugu

%40 civarindadir [8].

Simdi p asal sayisi igin bilgilerimizi hem Bernoulli sayilarin da hem de
dairesel cisimlerin sinif numaralar1 arasinda iliskiler kurmamizda kullanabiliriz. p

asal say1 ve h da p sayisina baglh dairesel cisminin sinif numarasi olsun.
By #0 (modp) k=0,2,4,....p — 3ise p t h dir [37].

[k diizenli asallar : 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,41, ... Bu diizenli asallarin listesi
ise A007703 dir. {1k diizensiz asallar ise 37,59,67,101,103,131,149, ... Bu diizensiz
asallarin listesi ise A000928 dir.

3.3.11 Tamm: p asal say1 ve 2n dogal sayilari i¢in 2 < 2n < p — 3 olmak
lizere p asal sayisi B,,, sayilarindan en az birinin payimni boliiyorsa bu p ve 2n

sayilarinin olusturdugu (p, 2n) ikilisine diizensiz ¢ift adi verilir [8].

3.3.12 Tamum: p diizensiz bir asal olsun. n bir dogal say1 olmak lizere p|B,,
kosulunu saglayan Bernoulli sayilarinin kiimesine p asali i¢in diizensiz ¢ift sinifi

denir.

3.3.13 Ornek: 37|B;, oldugundan (37,32) diizensiz cifttir.
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Teorem 3.3.5 den 22—t — Ban (mod p). Kullanilarak 37 diizensiz asali ile
2n+p-1 2n

cift olan sayilar cogaltilabilir. 2n = 32 vep = 37 olmak tlizere 37|Bgg bulunurki
(32,68) de diizensiz cifttir. p < 163577586 igin tiim diizensiz ciftler Buhler H.
tarafindan 2011 yilinda elde edilmistir.

Bu diizensiz (p, 2n) arasinda bariz bir bagint1 olmasa da baz1 diizensiz ¢iftler

icin p = +1(mod 2n) bagintis1 vardir.

3.3.14 Ornek: (3617,16),(5479,1826),(43867,18),(90247,6942),
(131,22),(593,22),(9433,178),(9539,1060) , (60353,6706) gibi Diizensiz asal
ciftlerinde sonsuz g¢oklukta oldugunu séylemek yanlis olmayacaktir. Genel olarak

asallarin igerisinde %61 diizenli %39 diizensiz asaldir [38].
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4. SONUC

4.1 Teorem: p asal say1 olmak tizere;

(2n)! (p?-1D"
Bon = 22n-1 gn pZn -1

p asal sayti

dir.
Ispat: Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.1.12 den yararlanarak ;
{(2n)(2n)!
|Ban| = n-192n—1.2n
(—1)n-12 T
ve

-1

= T] (-2

p asal sayt p
Iki esitligi diizenlersek,
(2n)! 14\7!
|Banl| = (—1)n-122n-1g2n" 1_[ (1 _pﬁ)
p asal sayt

elde edilir. Burada 2 yerinede {(2) = %2 dan 2 = 6.{(2) yazalim.

~ (2n)! p*"
IBan - (—1)n-122n-1 @n, Z(Z)Tl' 1_[ <p2n - 1)

p asal sayt
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_ p°
=[] (=)
p asal sayt

olmak tizere bu esitligide yerine yazarsak,

(Zn)' 2n_q
Byn = 2

T 2n-1 gn p? \"
p asal sayt (pz_ )

(2n)! p*"*  (@*-1"

= 22n—1_ 6n 2n _ 1' pZn
p asal sayt

Bon

() (p? — D"
i 22n-1 gn pZn -1

p asal sayt

BZn

elde edilmis olur.

p diizensiz asal ve 2 < 2n < p — 3 i¢in p|B;, oldugunu gbz oniine alirsak
(2n)! iginde p asali olamaz. Biliyoruz ki en kiigiik diizensiz asal say1 37 oldugundan
p diizensiz asali i¢in 2 ve 3 asallarininda bir kisitlamasi olamaz. O halde yukaridaki

esitligikten faydalanarak;

(p?-1D"

Mn= p2n_1

p asal sayt

fonksiyonunu tanimlayalim.
4.2 Sonug¢: p asalsayrve 1 <n < p7_3 olmak {iizere;

M,, = 0(mod p) ise p asalina diizensiz asaldir.

4.3 Sonug: p diizensiz asal ve p + 2 de diizensiz asal ise bu diizensiz asallara
ikiz diizensiz asallar denir. Ikiz diizensiz asallarin sayis1 diisiiniiliirse ilk 9551
diizensiz asal i¢cinde 758 tane ikiz diizensiz asal vardir. ilk ikiz diizensiz asallar 101

ve 103 asallardir.
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4.4 Sonug: p; asal sayist i¢in 2 <n < piT_g olacak sekilde p;|M,, olsun. p;
diizensiz asali,

(> -D"
m || TEer

p asal sayt

dir.

Teorem 3.3.11 den p diizensiz asal ise 0< 2n < p — 3 olacak sekilde
By, = 0 (mod p)

B, sayist vardir. Dolayisiyla (p,2n) diizensiz ¢ifti vardir. Simdi su teoremi
verebiliriz.

4.5 Teorem: p diizensiz asal ve n € N olmak {izere:
By, = 0 (mod p)
denkligini saglayan sonsuz sayida n € N sayis1 vardir.

Bon+p-1 _

Ispat: Teorem 3.2.5 den =
2n+p—1

% (mod p) yola ¢ikarak su sonuca ulagabiliriz.
B, = 0 (mod p)
olsun.

BZn+p—1 — BZn
2n+p—1" 2n

(mod p)

oldugundan dolayz,
Banip-1 = B2y = 0 (mod p)

denkligi vardir. Bu nedenle bir p diizensiz asali sonsuz sayida Bernoulli sayisinin
payini boler.

p diizensiz asal olmak iizere;
By, = 0 (mod p)
Bypip-1 = 0 (mod p)
buradan da k € N igin

Bon+kp-1) =0 (mod p)
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olacagindan sdyle bir kiime tanimlayabiliriz;
p diizensiz asalinin boldiigii Bernoulli sayilarinin kiimesini [P ile gosterelim.
IP = {32n+k(p—1)i k € N ve By, = 0 (mod p) }
dir.
4.6 Sonug: p; Ve p; iki diizensiz asal ise
PinIPi =@

dir.
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