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OZET

UYUMLU TUREVLI DEGiSiM ANALIZi VE OPTIMAL KONTROL
PROBLEMLERI iCiN KARSITLIK KOSULLARI
YUKSEK LISANS TEZI
DILARA YAPISKAN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESI B. BILLUR iSKENDER EROGLU)

BALIKESIR, HAZIRAN - 2019

Son yillarda, klasik tlirevin limit tanimi genisletilerek kesirli mertebeden
tirev operatorlerine alternatif bir tanim Onerilmistir. Uyumlu tiirev olarak
adlandirilan bu yerel tiirev operatorii sag ve sol tirev yaklasimlarma
genellestirilmis ve yiiksek mertebeden uyumlu tiirev tanimi da verilmistir. Pek
cok arastirmaci klasik tiirevin temel oOzelliklerinin uyumlu tiirevler i¢cin de
saglandigmi gostermistir. Dolayisiyla, uyumlu tiirevli diferansiyel denklemler
analitik yollar ile kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Uyumlu tiirevin bu avantaji
uyumlu diferansiyel denklemlerin ger¢ek diinya problemlerine hem modelleme
hem de kontrol anlaminda hizli bir sekilde uygulanmasina yol agmuistir.

Bu tezde, uyumlu tiirevli degisim analizi ve optimal kontrol problemlerinin
karsithk kosullar1 verilmektedir. Ilk olarak, uyumlu integral ile tanimlanan
uyumlu tiirevli degisim analizi problemleri i¢in var olan gerekli kosul farkl olarak
degisim yontemiyle elde edilmis ve karsitlik kosullar1 onerilmistir. Daha sonra,
klasik integral ile tanimlanan genellestirilmis uyumlu tiirevli degisim analizi
problemi i¢in gerekli kosul ve karsitlik kosullar1 elde edilmistir. Degisim analizi
icin elde edilen sonuglardan faydalanarak, uyumlu integral ile tanimlanan uyumlu
tiirevli optimal kontrol problemi i¢in karsitlik kosullar1 Hamilton formiilasyonu ve
Lagrange carpani teknigi ile verilmistir. Benzer sekilde, klasik integral ile
tanimlanan genellestirilmis uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in karsitlik
kosullar1 Onerilmistir. Uygulama problemi olarak, zaman uyumlu tiirev ile
tanimlanan yayilim denkleminin optimal kontrolii incelenmistir. Optimal kontrol
kurali, durum ve kontrol degiskenlerinin 6zfonksiyon acilimlarinin kullanilmasi
ile elde edilen uyumlu tiirevli lineer diferansiyel denklemlerin analitik olarak
coziilmesi ile bulunmustur. Tim sonuglar MATLAB programi kullanilarak
¢izdirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Uyumlu tiirev, uyumlu integral, degisim analizi,
optimal kontrol, karsitlik kosulu



ABSTRACT

TRANSVERSALITY CONDITIONS FOR CALCULUS OF VARIATIONS
AND OPTIMAL CONTROL PROBLEMS WITH CONFORMABLE
DERIVATIVE
MSC THESIS
DILARA YAPISKAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. B. BILLUR ISKENDER EROGLU )

BALIKESIR, JUNE 2019

In recent years, an alternative definition to fractional order derivative
operators has been proposed by expanding the limit definition of the classical
derivative. This local operator, named as conformable derivative, has been
generalized with the left and right derivative approaches and also the higher order
conformable derivatives have been given. Many researchers have shown that
some fundamental properties of the classical derivative are provided for
conformable derivative. Therefore, differential equations with conformable
derivative became easily solvable in an analytical way. This advantage of
conformable derivative leads quick applications of the conformable differential
equations to the real world problems both in the view of modeling and control.

In this thesis, transversality conditions for the calculus of variations and
optimal control problems with conformable derivative are presented. First of all,
the existing necessary condition for the calculus of variations problems with
conformable derivative is obtained by variation method and the transversality
conditions are proposed. Then, the necessary condition and transversality
conditions for the generalized calculus of variations problems with conformable
derivative defined by classical integral are acquired. Utilizing the results obtained
for the calculus of variations, the transversality conditions for the optimal control
problem with conformable derivative defined by conformable integral are given
by the Hamiltonian formulation and the Lagrange multiplier technique. As a
similar manner, the transversality conditions for the generalized optimal control
problem with conformable derivative defined by the classical integral are
proposed. Optimal control of the diffusion equation defined by time conformable
derivative is examined as an application problem. The optimal control is achieved
by solving the obtained linear differential equation with conformable derivative
arising from eigenfunction expansions of state and control variables. All results
are plotted using MATLAB program.

KEYWORDS: Conformable derivative, conformable integral, calculus of
variations, optimal control, transversality condition
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1. GIRIS

Klasik analiz kavramlarinin tamsayr olmayan mertebeden tiirev Ve
integrallere genigletilmesi fikri 17. ylizyilla dayanmaktadir ve c¢ikis tarihindeki
gelismelerden dolay: literatiirde halen igerigini tam olarak yansitmayan Kesirli

Analiz ile anilmaktadir.

Kesirli analiz, keyfi mertebe segme imkani verdigi i¢in pek ¢ok bilim dalina
ait problemlerin modellenmesinde &nemli rol oynamaktadir. Ornegin biyoloji ve
biyomiihendislik, fizik, elektromanyetik teori, termodinamik, mekanik, sinyal ve
sistem teorisi, kaos teorisi ve fraktallar, jeoloji, akiskanlar mekanigi ve kompleks
sistemler igerisindeki madde iletimi teorisi, olasilik ve istatistik teorileri, elektrik—
elektronik ve kontrol teori kesirli analizin en yaygin olarak kullanildig1 baslica

uygulama alanlaridir [1-9].

d"f

Kesirli analiz, L’Hospital’in 1695’te n =% icin in ne anlama geldigini

sormas1 tlizerine Leibniz tarafindan tanimlanmistir. Sonraki yillarda Riemann—
Liouville, Caputo, Hadamard, Griinwald—Letnikov, Riesz vb. pek ¢ok arastirmaci
kesirli tlirevin farkli tantmlamalarini yapmustir. Kesirli tiirev tanimlarinin birden fazla
olmasi, birbirleri arasindaki iliskiler ve farkliliklar sistemin yapisma en uygun olanini
secme firsatin1 sunmaktadir. Riemann—Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri 6zellikle
uygulama problemlerinde sikga tercih edilen kesirli tiirevlerdir. Her iki tiirev
operatorii de singiiler c¢ekirdege sahip konvoliisyon integralleri ile tanimlaniwr. Bu
sebeple hafiza etkisine sahip siire¢leri modellemekte olduk¢a basarilidirlar. Ancak
singiiler c¢ekirdek fonksiyonlarina sahip olmalar1 sebebiyle modelledikleri fiziksel
stireglere dair analitik ¢oziimleri bulmak olduk¢a zor ve cogu zaman da imkansizdir.
Dolayisiyla kesirli mertebeden tiirev iceren diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerini
bulmak i¢in sayisal yontemler iizerine yapilan ¢alismalar olduk¢a onemli ve ilgi

cekicidir [10-14].



Kesirli  mertebeden  diferansiyel  denklemleri  ¢d6zmenin  zorlugu
aragtirmacilarda genel olarak analitik ¢oziime imkan veren farkli tipte kesirli
operatorler tanimlama istegi uyandirmistir [15—18]. Bu operatorler genel olarak yerel
ozellikte olduklarmdan hafizali sistemleri modellemeye elverisli degildirler. Ancak
yerel olmayan kesirli operatorlerin aksine klasik tlirevin ¢arpma kurali, bolme kurali
ve zincir kurali gibi pek cok 6zelligini saglamaktadirlar. Geleneksel kesirli tiirev
operatdrlerinin konvoliisyon 6zelligini saglamadigi i¢in kesirli operator smifina dahil
edilmeyen  yerel  operatorlerin  yerel  Olgeklendirmeleri  ve  kesirli

diferansiyellenebilirligi arastirmada oldukga kullanisl oldugu gosterilmistir [15].

Literatiirde farkli tiplerde kesirli mertebeden yerel tiirev operatorleri
tanmimlanmustir. Geleneksel kesirli operatorlerde oldugu gibi hangi tip kesirli mertebe
yerel tiirev operatoriiniin segilecegi de problem tipine uygun olarak belirlenir [19].
Bu tezde klasik tiirev taniminin bir genellestirmesi olarak Khalil ve dig. [18]
tarafindan tanimlanan ve uyumlu tiirev olarak adlandirilan yerel tlirev operatorii ile
bu operatdriin tersi olan uyumlu integral operatorii ele alinmistir. Oldukea ilgi ¢eken
bu operatorlere ait analiz kavramlar1 pek ¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilmistir.
Abdeljawad, tanimlanan bu yeni yerel tlirevi, sol ve sag tiirev yaklasimlariyla
genellestirmistir ve yiiksek mertebeden uyumlu tiirev (ardisik uyumlu tiirev) tanimini
vermistir [20]. Ayrica, uyumlu tiirev i¢in zincir kurali, kismi integrasyon, Taylor seri
acilimi ve Laplace doniisiimii de Abdeljawad tarafindan oOnerilmistir. Iyiola ve
Nwaeze [21], uyumlu tiirev ve uyumlu integral operatorlerinin bazi sonuglarini
kanitlamiglardir. Abu Hammad ve Khalil [22], uyumlu tiirev i¢in uyumlu Fourier
serilerini vermistir ve Fourier serilerini uyumlu kismi diferansiyel denklemleri
cozmek icin kullanmistir. Atangana ve dig. [23], kismi ve ardisik uyumlu tiirevle
ilgili baz1 yararli 6zellikleri ve teoremleri tanitmustir. Zhao ve Luo [24], uyumlu
tirevin fiziksel ve geometrik yorumlarmni vermis ve bdylece bu tiirevin fizik ve
mithendislik alanindaki potansiyel uygulamalarmna dikkat ¢ekmistir. Uyumlu tiirev
klasik tiirevin bazi temel Ozelliklerini sagladigi icin uyumlu diferansiyel
denklemlerin analitik yontemlerle kolayca ¢oziilebilir oldugu gosterilmistir [25-28].
Uyumlu tiirevin bu avantaji, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin gergek
diinya problemlerine hizli bir sekilde uygulanmasmi saglamistir. Bu ylizden uyumlu

tiirev bircok arastirmaci tarafindan kabul gormiis ve son yillarda biyoloji [29], fizik



[30-32], modelleme [33-35] ve kontrol teori [35-39] gibi pek c¢ok uygulama

alaninda caligilmigtir.

Bilindigi iizere kesirli mertebeden sistemlerin modellemedeki etkililigi bu
sistemlerin kontrol tasarimlarinit nemli kilmistir. Kesirli mertebeden kontrol tasarimi
calismalarinin Onciisii ve oldukga ilgi goreni kesirli optimal kontroldiir [40—44].
Bunun dogal sonucu olarak, uyumlu tiirev iceren sistemlerin optimal kontrolii de
literatlirde yerini almaya baslamistir. Optimal kontroliin temeli degisim analizi
oldugu i¢in uyumlu tiirevli optimal kontrol ¢alismalarmin baglangict uyumlu tiireve
bagl terim iceren uyumlu integral ile tanimlanan degisim analizine dayanmaktadir.
Bu kavram ilk kez Chung [30] daha sonra Lazo ve Torres [36] tarafindan
incelenmistir. Dinamik kisitlar1 uyumlu diferansiyel denklem ve uyumlu tiirevli
performans indeksi igeren optimal kontrol problemleri igin gerekli kosullar yine Lazo
ve Torres tarafindan elde edilmistir [36]. Bu tezin konusu olan optimal kontrol
problemleri i¢in karsitlik kosullar1 i¢in hentiz literatiirde yer alan bir ¢aligma yoktur.
Bu boslugun doldurulmasi i¢in tezde oncelikle degisim analizi ve sonrasinda uyumlu
tirevli optimal kontrol problemleri i¢in karsithk kosullar1 Euler—Lagrange
denklemleri, Hamilton formiilasyonu ve Lagrange c¢arpan1 teknikleriyle
incelenmektedir. Elde edilen sonuglarin uygulamasi olarak uyumlu tirev ile
modellenen yayilim sisteminin optimal kontrolii verilecektir. Uyumlu tiirev ile
modellenen yayilim denklemlerinin farkl formlar1 Cenesiz ve Kurt [45], Avci ve dig.
[46,47] ¢aligmalarinda bulunabilir. Uyumlu tiirevli 1s1 denkleminin optimal sinir

sicaklig1 kontrolii ise iskender Eroglu ve digerleri [37] tarafindan ¢ahisilmistir.

Bu tezin 2. Boliimiinde Kkesirli merteben yerel olmayan tiirev operatorlerine
deginilerek yerel tiirev operatorlerinin tanimlanmasindaki etken agiklanmistir.
Singiileritesi olmayan uyumlu tiirev operatorii ile uyumlu integral opretdriiniin
literatiirde var olan temel 6zellikleri verilmistir. Literatiire katki olarak uyumlu Rolle
teoremi ve ortalama deger teoreminin birbirine denk oldugu gosterilmis, uyumlu

integralin bazi 6zellikleri verilmistir.



3. Bolimde uyumlu integral ile tanimlanan uyumlu degisim analizi
problemleri incelenmistir. Literatiirde var olan Euler—Lagrange denklemi burada
farkli olarak degisim yontemi ile elde edilmistir. Daha sonra uyumlu tiirevli degisim
analizi problemi i¢in karsitlik kosulu onerilmistir. Uyumlu karsitlik kosulunun genel
durumundan yola ¢ikarak 6zel durumlari incelenmistir. Son olarak uyumlu karsitlik
kosullar1 i¢in uygulama 6rnekleri verilmistir. Buradan elde edilen 3.1.1 Teorem ve
3.1.1.1 Sonug ile elde edilen orijinal sonuglar [48]’de yaymlanmistir. Ayrica klasik
integral ile tanimlanan genellestirilmis uyumlu tiirevli degisim analizi problemi i¢in
Euler—Lagrange denklemi ve karsithk kosullar1 elde edilmistir. Genellestirilmis
uyumlu karsitlik kosullarinin 6zel durumlari incelenmis ve uygulama Ornekleri

verilmistir.

4. Boliimde uyumlu integral ile tanimlanan uyumlu tiirevli optimal kontrol
problemi incelenmistir. Literatiirde var olan gerekli optimallik kosullar1 burada farkli
olarak degisim yontemi ile elde edilmistir. Daha sonra uyumlu integral ile
tamimlanan uyumlu tirevli optimal kontrol problemi ic¢in karsitlik kosulu
onerilmistir. Genel durumdaki karsithk kosulunun 6zel durumlar1 incelenmistir ve
son olarak uyumlu karsitlik kosulu i¢in uygulama 6rnegi verilmistir. 4.1.1 Teorem ve
4.1.1.1 Sonug ile elde edilen orijinal sonuglar [48]" yaymlanmistir. Ayrica Klasik
integral ile tanimlanan genellestirilmis uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi igin
karsitlik kosullar1 elde edilmistir. Genellestirilmis uyumlu karsitlik kosullarinin 6zel

durumlar1 incelenmis ve uygulama 6rnegi verilmistir.

5. Boliimde karsitlik kosulunun bir uygulamasi olarak, zamana gére uyumlu
tirev igeren yayilim sisteminin optimal kontrolii ele alinmistir. Optimal kontrol
kurali, durum ve kontrol degiskenlerinin 6zfonksiyon ag¢ilimlarmin kullanilmasi ile
elde edilen uyumlu tiirevli lineer diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢dziilmesi

ile bulunmus, sonuglar [48]’de yaymlanmistir.



2. KESIRLI TUREV VE INTEGRAL TANIMLARI

Bu bolimde oncelikle kesirli analizin ¢ikis noktasi olan Riemann—Liouville
kesirli tiirevi ve uygulamalarda sik¢a tercih edilen Caputo kesirli tiirev tanimlarina
deginilerek kesirli mertebeden yerel tlirevlerin tanimlanmasindaki etken

acgiklanacaktir.

2.1 Tamm (Riemann-Liouville kesirli integral [1]): f, [a,b] reel aralig:

tizerinde integrallenebilen bir fonksiyon ve « >0 olmak iizere Riemann—Liouville

integrali

D (t)= (t—7)f (r)dz (2.1)

’_‘“
H
&
0 ey

bi¢iminde tanimlanir.

2.2 Tammm (Riemann-Liouville kesirli tiirevleri [1]): f, [a,b] reel aralig:
tizerinde integrallenebilen zaman degiskenli bir fonksiyon ve N—1<a <n (n € N+)

olmak tizere «. mertebeden sol ve sag Riemann-—Liouville kesirleri sirasiyla

RLo l dn t n-a-1

"D; f(t):mdtnj(t—r) f(z)de, (2.2)
RLa l dn p n-a-1

D f (t):m(— i Jj(r—t) f(r)dr (2.3)

bi¢iminde tanimlanir.



Fiziksel problemlerde, zaman degiskenine bagli bir f fonksiyonu ele
alindiginda sol Riemann-Liouville kesirli tiirevi kullaniliyorsa ge¢mis zamandaki
verilere, sag Riemann-Liouville kesirli tiirevi kullaniliyorsa gelecek zamandaki

verilere ulagilmak isteniyordur.

“Df(1) DI f(1)

|
[ [
a f(7) nin gegmisteki davrams1 t  /(¢) nin gelecekteki davramgt b

Sekil 2.1: f (t) stirecinin sol ve sag kesirli tiirev yorumu.

Riemann-Liouville yaklasiminda kesirli tiirevli baslangi¢ kosullarma sahip
baslangic deger problemlerinin basarili bir sekilde ¢oziilebilmesine ragmen, bu
baslangi¢ kosullarinin bilinen bir fiziksel anlami yoktur. Dolayisiyla, burada
matematiksel teori ve pratik ihtiya¢lar arasinda bir uyusmazlik meydana gelmektedir.
Bu uyusmazligin ortadan kaldirilmasi i¢in ilk olarak M. Caputo deneysel verilerden
hareketle yeni bir tiirev tanimi 6nermistir [49]. Caputo yaklasimmnimn temel avantaji,
Caputo tiirevli kesirli diferansiyel denklemler i¢in tanimlanan baglangi¢ kosullar1 ile
tamsayr mertebeli diferansiyel denklemler i¢in tanimlanan baslangi¢c kosullarmin

ayni olmasidir.

2.3 Tamim (Caputo Kesirli tiirevleri [1]): f, [a,b] reel aralig1 tizerinde siirekli
tiirevlenebilen fonksiyon ve N—1<a <n(neN) olmak iizere . mertebeden sol ve

sag Caputo kesirli tiirevieri sirasiyla

oD (t):éj(t_f)“l{ijn f(r)dr, (2.4)

I'(n-a)



CRHa 1 ’ o d )
DL ()= g (_aj f (r)dr (25)

bigiminde tanimlanir.

Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev tanimlar1 incelendiginde her iki
tirev taniminin da ¢ekirdek fonksiyonlarinda singiileritenin oldugu goriiliir. Ayrica
Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerinin sifir baslangi¢ kosullar1 igin denk
oldugu bilinmektedir [1].

2.4 Teorem: f(t) sonlu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. m—1<a<m (meZ+) olmak iizere f¥(t),(k=012,...,m+1)
turevleri de [a,t] tizerinde stirekli ve integrallenebilir ise k=0,1,2,...,m+1 i¢in

f "(a) =0 kosullar1 saglanirsa

D f(t)=.Df (1) (2.6)

olarak bulunur [1].

Riemann—Liouville ve Caputo tiirevi de dahil olmak {tizere tiim kesirli tiirev
tanimlar1 lineerlik 6zelligini saglamaktadir. Buna ragmen bu tanimlarin pek cogu
sabitin tiirevinin sifir olmasi, ¢arpim kurali, boliim kurali, bileske kurali, Rolle
teoremi, ortalama deger teoremi vb. gibi klasik tiirev 6zelliklerini saglamazlar [1-3].
Bu ise mevcut tanimlarin pek c¢ok alandaki uygulamalarmm kapsamini
sinirlandirarak kesirli analiz yaklasimmin arastirmalarmi kisitlamaktadir.  Kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin mevcut tanimlar ile analitik ¢dziimlerinin elde

edilmesi zordur ve ¢ogu zaman miimkiin olmamaktadur.

Khalil ve dig. [18] kesirli mertebeden baslangic deger problemini kolay bir

sekilde ¢ozebilmek ve bahsedilen zorluklarin {istesinden gelmek i¢in klasik tiirevin



alisilmig limit tanimlamasini genisleterek singiileritesi olmayan yeni ve ilgi ¢ekici bir
tanimlama yapmustir. Bu tanimlama klasik tiirevin pek ¢ok 6zelligini sagladig: i¢in
“‘uyumlu tiirev” olarak adlandirilmaktadir. Daha sonra Katugampola [19], [18]’de
tanimlanan uyumlu tiireve benzer olarak yeni bir yerel kesirli tlirev tanimlamistir.
Literatlirde yine uyumlu tiirev olarak anilmaya baslayan bu tiirev operatorii de
[18]’de tanimlanan uyumlu tiirevin pek ¢ogunu sagladigi i¢in oldukga ilgi goren bir
operatér olmustur. Ancak bu operator tezin kapsami disinda tutulmus ve karmasa

olmamasi agisindan operatoriin tanim ve 6zelliklerine burada deginilmeyecektir.

2.1 Uyumlu Tiirev

Khalil ve dig. uyumlu tiirev tanimin1 asagidaki sekilde vermistir.

2.1.1 Tamm (Uyumlu tiirev [18]): f:[0,00) >R fonksiyon, 0<a <1 ve

t >0 olmak tizere f fonksiyonunun «.mertebeden uyumlu tirevi,

f(t)=t“(t)=lim fteat)-1(1) 2.7)

&0 <
bi¢iminde tamimlanir. f, @a>0 i¢in (0,a) araligi iizerinde « -diferansiyellenebilir

ve lim ) (t) var ise

t—>0"

£ (0)=lim ) (t) (2.8)

t—>0"

bi¢giminde tanimlanir. Yukaridaki gdsterimlerin yani sira uyumlu tiirev operatorii i¢in

D, notasyonu kullanilacaktir.

Abdeljawad [20], [18] de tanimlanan uyumlu tiirevi genellestirerek sol ve sag

uyumlu tiirev tanimlamalarini vermistir.



2.1.2 Tamm (Sol uyumlu tirev): f:[a,b] >R fonksiyon, 0<a <1 ve

t>a olmak tizere f fonksiyonunun a noktasindan baslayan «.mertebeden sol

Uyumlu tiirevi

jt f(t)=f(t)=lim ftre@-a)-f () (2.9)
a >0 £

bigiminde tanimlanir. (a,b) tlizerinde fa(a) (t) var ise o halde

£ (a)=lim £ (t) (2.10)
t—a

elde edilir.

2.1.3 Tamm (Sag uyumlu tiirev): f :[a,b]—> R fonksiyon, 0<a <1 ve t<b

olmak tizere f fonksiyonunun b noktasindan sonlanan «.mertebeden sag uyumlu

tiirevi

f(t+e(b-t)")-F (1)

bda _ (a) _ -
o f(t)=, F(t)=~lim . (2.11)
bi¢iminde tanimlanir. (a,b) tizerinde |, f(@ (t) var ise o halde
bjta f(b)=, ' (b)=lim, (1) (2.12)
b

elde edilir.

Yukaridaki gosterimlerin yani sira sol uyumlu tiirev operatori i¢in D', sag

uyumlu tiirev operatorii i¢in , D” notasyonu kullanilacaktir. Bu ¢aligmada, genellikle



sol uyumlu tiirev kullanilmistir, dolayisiyla bundan sonraki kisimda uyumlu tiirev
denildiginde sol uyumlu tiirev anlagilacaktir.
2.2 Uyumlu Tiirevin Ozellikleri

o mertebeden uyumlu tirevi mevcut olan f  fonksiyonuna
a —diferansiyellenebilir ~ bir ~ fonksiyon  denir.  Stireklilik  kavrami  ile

a —diferansiyellenebilirlik kavrami arasindaki iliski asagidaki teorem ile verilmistir.

2.2.1 Teorem: t>0 ve O<a<1 olmak iizere f:[0,0)—>R fonksiyonu

o —diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu t noktasinda siireklidir [18].

Uyumlu tirevin tim temel oOzellikleri asagidaki teorem ile verilmistir
[18,20,35]:

2.2.2 Teorem (Uyumlu tirevin ozellikleri): f,g bir t>0 noktasinda
o —diferansiyellenebilir  fonksiyonlar ve O<a<1 olsun. Bu durumda

vc,d, p,4 € R icin asagidaki esitlikler gecerlidir.
i (cf +dg)” (t)=cf ) (t)+dg!” (1), (2.13)

i (fg)” (t)= £ () g(t)+ f (1)g (1) (2.14)

[LJW GEARULIURIGLAU (2.15)

iv. A =0, (Tiim sabit fonksiyonlar igin f (t)=2) (2.16)

10



l-a df

V. f diferansiyellenebilir ise f\*) (t)=(t-a) iU (2.17)
Vi. ((t—a)")(“) (t)=p(t-a)"", (2.18)
Ispat: i. ii. iii. iv. ve vi. dzelliklerinin ispat1 [18]’de verilmistir. Burada [18] de

ispat1 verilmeyen v. 6zelligin ispatina deginilecektir.

V. (2.7) esitligi ile verilen uyumlu tiirev tanimi igerisindeki g(t—a)l_a =h olarak

almirsa gzh(t—a)a_1 oldugu goriiliir. Ele alman doniisiim (2.7) esitliginde yerine

yazilirsa
f;a)(t):“mf(t%(t—a)“)—f(t):"mf(uh)_il(t)
y y " h(t-a) (2.19)
e TNt
=(t-a) m n =(t-a) > (t)
olur.o

Bazi 6zel durumlarda f fonksiyonunun klasik tiirevi olmadigi halde uyumlu

tirevi olabilir.

2.2.3 Ornek: f(t)= 24/t fonksiyonunun t =0 noktasinda birinci mertebeden

: . g 1 .
klasik  tlirevi olmamasma ragmen > mertebeden  uyumlu tiirevinin

1 11

1
f@ (t)= (2\/t_ )(2) = Z%t22 =1 mevcut oldugu goriiliir.

11



2.2.2 Teoremin bir sonucu olarak bazi belirli fonksiyonlarm & mertebeden

uyumlu tiirevi su sekildedir [18]:

vi.

Vii.

viii.

da

=0

a

dt”

((nt) =t

:To;(e“ )=cxe” , ceR

a

dt”

(sin bx) =bx*“cosbx, beR

a

:jjt—a(cosbx) =—bx*“sinbx,beR

asagidaki sekilde vermistir.

12

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Abdejawad [20]’de ardisik uyumlu tiirev ve uyumlu Taylor agilimi tanimlarini



2.2.4 Tamm (Ardisik uyumlu tiirev): f :[a,b] — R fonksiyonun uyumlu tiirevi

var ve (" (t) siirekli olsun. 0<ar<1 ve neZ" olmak iizere N. mertebeden ardisik

uyumlu tiirev sirastyla

n

b0 ()= da Ao
dt” dt” dte " dt”
[N

n-kez

f(t) (2.29)

(t)=29" 0" o0
dt Jdt pdt 7 dt

n-kez

(1) (2.30)

sol ve sag ardisik uyumlu tiirev olarak adlandirilir.

v . 1
Ayrica kesirli mertebeden sol uyumlu tiirev i¢in n=2 ve 0<a£5 ozel

durumunda,

2 0 f(t):{(l_a)(t—a)““ f(t)+(t-a) " £'(t), t>a (2.31)
dt 0 , t<a

a

olur.

225 Tamm (Uyumlu Taylor a¢ilim: [20]): f, t, noktasinn bir

komsulugunda O < a <1 i¢in sonsuz kez « —differansiyellenebilir fonksiyon olsun.
Bu durumda R>0 icin te(to,tO+R%’) arahginda f fonksiyonunun uyumlu

Taylor seri agilim1 asagidaki gibi tanimlanir:

(=) (=) (=)
f(t):f(t0)+f()(t0)( a‘)) +2f()(t0)(az—°2)!+...+ fa()(to)%. (2.32)

13



Atangana ve dig. [23] kismi uyumlu tiirevi asagidaki sekilde tanimlamistir.

2.2.6 Tamm (Uyumlu kismi tirev): f bir fonksiyon ve x,X,,..., X,
degiskenleri olsun ve X, noktasindaki degiskene gore 0 <« <1 mertebeden uyumlu

kismi tiirevi

a F (Koo X X X X )= T (X, X
0 f (X Xprees Xy ) = 1iM (Xl phTE ) (4 )

axia =) &

(2.33)

olarak tanimlanir.

Birgok kesirli tiirev tarafindan saglanamayan zincir kural 6zelliginin uyumlu

tiirev i¢in saglandig1, Abdeljawad tarafindan [20]’de gdsterilmistir.

2.2.7 Teorem (Uyumlu zincir kurah): f,g:[a,b] >R 0<a <1l i¢in a-

diferansiyellenebilir ~ fonksiyonlar olsun. g(t)=0 ve t#a i¢cin a-

diferansiyellenebilirdir 6yle ki

(fo0) (t)=f1(g(t)) ol (t)g¥ ™ (t) (2.34)
dir. Ayrica t=a ise
(fo9),"(a)=lim £ (g (1)) ot (t) 0 (1) (2.35)

seklindedir.

Ispat: ( fo g)(t) =f (g(t)) = h(t) olsun. Uyumlu tiirev tanmmu igerisindeki

t+e(t—a)" =u olarak adlandirilsin. g fonksiyonunun siirekliligi kullanilarak

14



iy 1O 190 9(0)=0(1) e
ot g(u)-g(t) u-
i Fe@)-f(9(®) g (u)-g(t) v
= Jim | a(u)=9 (1) lim " (t-a) (2.36)
= f'(g(1)g'(t)(t-a)"
(

elde edilir.o

Temel analiz teoremlerinden Rolle teoremi ve ortalama deger teoremini

Khalil ve dig. uyumlu tiirev i¢in [18]’de asagidaki sekilde ifade etmistir.

2.2.8 Teorem (Uyumlu Rolle teoremi): a>0 ve f:[a,b]—>R asagidaki

kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun:

i f, [a, b] araliginda stireklidir,

ii. f, 0<a<ligin (a,b) araliginda a —diferansiyellenebilirdir,
ii. f(a)=f(b).

Bu durumda

£ (c)=0 (2.37)

olacak sekilde Ce (a, b) vardr.

ispat: f, [a,b] araliginda siirekli ve f (a)= f (b) oldugundan bir C e(a,b)

yerel ekstremum noktasi vardir. Genelligi kaybetmeden ¢ noktasinin yerel minimum

noktasi oldugu kabul edilsin. O halde,

15



f(c+ec™)-f(c) f(c+ec™)-1(c)

£ (c)= lim = lim (2.38)
e—>0" ol e—>0" ol
Olsun. Ancak ilk limit negatif degildir, ikinci limit pozitif degildir. Buradan
) (c)=0 (2.39)

sonucuna ulasilir. o

2.2.9 Teorem (Uyumlu ortalama deger teoremi): a>0 ve f:[a,b]—>R
asagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun:
i. f, [a, b] araliginda stireklidir

i, f, 0<a <1 igin (a,b) araliginda @ —diferansiyellenebilirdir,

Bu durumda

f(b)-f
f(“)(c):% (2.40)
a a°

olacak sekilde bir C e (a, b) vardir.

Ispat:

g(x)= f (x)- f (a)—%[éxa —éan (2.41)

fonksiyonu tanimlansin. g fonksiyonunun Rolle teoreminin kosullarini sagladigi

kolaylikla gortiliir.

16



9 (c)=0 (2.42)

e o)--& <b>—f1<a>{(gxa j“” (L m o (2.43)

T ph% - g~ (24 a
(04 o
olur. Buradan
f(b)-f(a)
(o) _
£ (c)=7 1 (2.44)
—b%me-a
a o

elde edilir.o

Klasik analizin Rolle teoremi ve ortalama deger teoreminin denkligi Qazi
[51] tarafindan verilmistir. Benzer bir yaklagimla uyumlu Rolle teoremi ve ortalama

deger teoreminin denkligi asagidaki teorem ile verilir.

2.2.10 Teorem: Uyumlu ortalama deger teoremi ve Uyumlu Rolle teoremleri

birbirine denktir.

Ispat: Uyumlu ortalama deger teoreminin kosullarini saglayan bir f
fonksiyonun uyumlu Rolle teoremini sagladigi agiktir. Tersine uyumlu Rolle
teoremini saglayan f fonksiyonunun uyumlu ortalama deger teoremini sagladigini

gostermek icin asagidaki fonksiyon tanimlansin:

17



g(x)= Ty Lae Ly
a (04 [04
. . . (2.45)
1 1 1 1 1 1
:f _a_ba_f _a_ba fb_a_a
(x)aa » (a)ax " + ()ax aa

Dikkat  edilirse, g (X) fonksiyonu  (a,b)  agk  arahginda
o —diferansiyellenebilir [a, b] araliginda siirekli ve g (a) =0 (b) dir. Dolayisiyla g

uyumlu Rolle teoremi saglar yani g(“)(c)=0 olacak sekilde bir Ce(a,b) noktasi

vardir. g fonksiyonunun tanimi kullanildiginda

lb”‘ _la“
o (04

f(b)-f(a)=f"(c)

(2.46)

olarak elde edilir ki bu ise f fonksiyonunun uyumlu diferansiyellenebilir fonksiyonlar

i¢cin ortalama deger teoremini sagladigini gosterir. O

2.3 Uyumlu integral

Uyumlu integral yaklagiminda integrali tanimlamak i¢in en onemli fonksiyon
sinifi siirekli fonksiyon uzaylaridir. Khalil ve dig. [18], Weierstrass Yaklagim
teoremini kullanarak integralin polinomlarda tanimlanmasmin yeterli oldugunu

gostermistir.

2.3.1 Teorem (Weierstrass yaklasim teoremi): f, sonlu [a,b] reel araliginda

stirekli bir fonksiyon ise [a,b] reel aralig1 lizerinde f fonksiyonuna diizgiin

yakinsayan bir P, (X) polinom dizisi vardir [50].

Khalil ve dig. [18] bu teoreme gore, O<a <o ve p=#—a Ozelligindeki
herhangi bir pe R i¢in t” nin kesirli integralini

18



(2.47)

biciminde tanimlamislardir. Boylece diizgiin yakinsak bir f(t) = Z:bktk serisi i¢in
k=0

f (t) fonksiyonunun a. mertebeden Kesirli integrali

(2.48)

olarak vermislerdir. @ =1 olmas1 durumunda I_ kesirli integrali klasik integrale

esittir.

2.3.2 Ornek: f(t):cost fonksiyonunun % mertebeden I, kesirli integrali,

kuvvet serisinden yararlanilarak

f (t) =cost :2(_(12);;“

- (_1)n t2n+%
I, (f(t))=1,(cost)= 21— (2.49)
2 2 n=0 (2n+2j(2n)!

olarak elde edilir.

Bu ornek, asagidaki f fonksiyonunun a>0 noktasindan baslayan «

mertebeden uyumlu integral tanimini akla getirmistir. Khalil ve dig. [18], uyumlu

integrali Klasik integral ile iliskilendirerek tanimlamistir.

2.3.3 Tamm (Uyumlu integral): f:[a,b]—> R fonksiyon, 0<a <1 ve t>0

olmak iizere f fonksiyonunun «.mertebeden uyumlu integrali

19



t
12(F)(6) =17 (¢ F)(t) = [ £ (x)x“"dx (2.50)
bigiminde tanimlanir.

Abdeljawad [20], [18]'de tanimlanan uyumlu integrali sol ve sag integral

yaklagimlarini ele alarak genellestirmis ve asagidaki tanimi vermistir.

2.3.4 Tamm (Sol uyumlu integral): f:[a,0) >R siirekli fonksiyon,

n<a<n+l (neN) ve f=a—-nolmak iizere f fonksiyonunun «.mertebeden

sol uyumlu integrali asagidaki gibi tanimlanir:

a a - 1 | ; y
(naf)(t):|n+1((t-a)ﬂlf):mj(t-x) (x-a)"" f(x)dx.  (251)
Dikkat edilirse, &« =n+1 i¢in 8 =1 oldugundan (2.51) esitligi
a a 1] "
(Iaf)(t):(lmlf)(t):mj(t—x) f (x)dx (2.52)
olur. Buesitlik f fonksiyonunun (a,t] aralig: iizerindeki n+1 kath integralidir.
2.3.5 Tamm (Sag uyumlu integral): f :(—oo,b] — R siirekli fonksiyon,

n<a<n+l (neN) ve B =a—-n olmak lizere f fonksiyonunun «.mertebeden

sag uyumlu integrali asagidaki gibi tanimlanir:

("1, 1) (©)="1,((b-1)" f)(t):ﬂ(x-t)"(b-x)ﬂ‘l f(x)dx.  (2.53)

20



24 Uyumlu Integralin Ozellikleri

2.4.1 Teorem (Uyumlu integralin temel teoremi I [18]): 0 < <1 ve f siirekli

bir fonksiyon olsun.t > a igin,

D12 ()(t) = f (1) (2.54)

esitligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu siirekli oldugundan, 12(f)(t) tiirevienebilirdir.

Dolayisiyla,

o (12(1))=(t-a) " S1z(1) () =(t-af " S g

oldugu goriilir. O

2.4.2 Teorem (Uyumlu integralin temel teoremi Il [18]):0<a <1 ve f

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. t > a igin,

1211 (t)= f (t)- f (a) (2.56)

esitligi saglanir.

Ispat: f tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugu igin

21



oldugu goriiliir. o

Burada [52]'de verilen ozelliklerin 6zel bir hali olarak uyumlu integralin

Ozellikleri ifade edilecektir.

243 Teorem (Uyumlu integralin ozellikleri): O<a <1, a>0 ve

f,g:[a,b]—>R sirekli fonksiyonlar olsun. Uyumlu integral Ozellikleri su

sekildedir:
] zlf(x)d;‘x=ﬁif(x)d§x, (A<R) (2.58)
i [0 a(0]ax = (0exe ooz 259
i J:‘f(x)dgx:o (2.60)
v If(x)d;x:—if(x)dg‘x (2.61)
v if(x)d:‘x:if(x)dg‘x+z'f(x)d§x (2.62)

Ispat: Ozelliklerin ispatlar: sirastyla asagidaki sekilde gosterilir:
b

i 12(AF)(0)=[Af (x)d;’x:ﬂ_tf f(x)dox=A12f (t) (2.63)

a
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i i[f (x)F g(x)]d:x =z[f (X)Trg(X)]x“‘ldx
:i i (x)x‘“de—r_Tg(x)x“dx (2.64)
-1 e fa(ass
i, [ f(x)drx=F(a)-F(a)=0 (2.65)
v, f f (x)dex = F (b)— F (a)=—(—F (a)+ F(b))z—I £ (x)dox (2.66)

(2.67)

b
f(x)da“x+jf(x)da“x

D C— O

Uyumlu kismi integrasyon o6zelligi Abdeljawad tarafindan [20]’de elde

edilmistir.

244 Teorem (Uyumlu kismi integrasyon): O<a<l1, a>0 ve

f,g :[a,b]—>R iki fonksiyon 6yle ki fg diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda

uyumlu kismi integrasyon formiilii asagidaki sekildedir:

—jg (x) £ (x)dex, (2.68)
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3. UYUMLU TUREVLI DEGISIM ANALIZIi

Integrallerin optimizasyon teorisi olan degisim analizi belirli bir integralin
minimum (ya da maksimum) degerinin varligi ve varsa bu minimum fonksiyonun

bulunmasi problemi olarak tanimlanmaktadir. Yani degisim analizi problemi

J(x)ziF(t,x(t),x(t))dt (3.1)

ile tanimlanan J performans indeksini minimize (veya maksimize) eden x(t)
fonksiyonunu bulmayi amaglar. Degisim analizinde fonksiyonelin x(a):xa ve
X(b):Xb sinir kosullarina bitis veya u¢ noktalar1 denir. Ozel olarak x(a):xa

baslangi¢c noktasi X(b)z X, ise bitis noktasi olarak adlandirilir. Bu kosullarin her

ikisi birden sabit veya degisken olabilir. Uygulama problemlerinde genellikle
baslangic noktasi sabit kabul edilip bitis noktasmnin sabit olmadigi durumlar

incelenir.

Degisim analizinin kokleri, M.O. 1. yiizyilin sonlarmda Kralice Dido ve
Aristo gibi Yunan diisiiniirlerin eserlerine kadar uzanmaktadir. Bir efsaneye gore,
Tyrian prensesi Dido, Carthage schrini isgal etmeden oOnce bulundugu alani
maksimize etmek i¢in sigir derisinden yapilan ¢ember yayi formunda bir ip
kullanmigtir. Carthage sehrinin kurulus hikayesi hayali olsa da yeni bir matematik
alanina, degisim analizi ve optimal kontrol teorisine esin kaynagi olmustur.
Fonksiyonlarin ekstremum degerlerini bulma teorisi Yunan matematikgiler
Zenodorus (M.O. 495-435) ve Poppus’un (M.S. 300) ele aldig1 isoperimetrik
problemler ile baslamistir. 17. yiizyilda, Galileo, Fermat ve Newton gibi pek ¢ok
fizik¢i ve matematik¢i bazi degisim problemlerini arastirmig ancak bu problemleri

¢ozmek icin degisim yontemlerini Kullanimamislardir. Degisim analizi, 1696'da
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Johann Bernoulli’nin (1667-1748) “brachistochrone (en kisa zaman) problemi”

olarak adlandirdigi problemle gelismeye baslamistir [53].
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Sekil 3.1: Brachistochrone problemi.

Sekil 3.1’de goriildiigi gibi brachistochrone probleminde; A ve B gibi ayni
diisey veya yatay ¢izgi iizerinde olmayan sabit iki noktay1 birlestiren bir tel boyunca
yer ¢ekimi ile hareket eden boncugun en kisa zamanda B noktasina ulagmasi i¢in
telin almas1 gereken sekil arastirilmaktadir. Bu problem ilk olarak 1638’de Galileo
(1564-1642) tarafindan diistiniilmiis, John ve kardesi Jacob (1654-1705), Gottfried
Leibniz (1646-1716) ve Isaac Newton (1642—1727) tarafindan ¢oziilmiistiir. Leonard
Euler (1707-1783) ve Bernoulli ise yaptiklar1 ortak ¢alisma ile bu ¢6ziime 6nemli
katkilar saglamislardir. Euler ve Bernoulli’nin ¢alismasindan oldukga etkilenen
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) bu tip problemlerin ¢6ziilmesi i¢in ilk degisim
metodunu vermis ve boylece bir fonksiyonun ekstremumu igin gerekli kosul Euler—
Lagrange denklemi olarak adlandirilmistir. Lagrange, degisken bitis noktasina sahip
problemler {izerine calisarak optimizasyon teorisinde onemli bir yere sahip olan ve
daha sonra Lagrange carpani olarak adlandirilan yontemi bulmustur. Degisim
analizinde fonksiyonun ekstemumunu bulmak igin yeterli kosullar, ikinci degisim de
dikkate alinarak 1786'da Adrien Marie Legendre (1752-1833) tarafindan verilmistir.
1836’da Jacob Jacobi (1804—1851) yeterli kosulu incelemis ve bu kosul sonradan
Legendre—Jacobi kosulu olarak adlandirilmistir. Ayni zamanda Sir William Rowan
Hamilton (1788-1856) uzayda c¢esitli dis kuvvetler tarafindan etkilenen bir
parcacigin hareketinin, iki tane birinci mertebeden kismi diferansiyel denklemi

saglayan tek bir fonksiyonla temsil edilebilecegini gostererek mekanik problemleri
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lizerine Onemli katkilarda bulunmustur. 1838'de Jacobi'nin bu c¢alismaya bazi
itirazlar1 olmus ve yalnizca tek bir kismi diferansiyel denklemin gerekli oldugunu
gostermistir. Jacobi—-Hamilton denklemi olarak adlandirilan bu denklemin mekanikte
oldugu kadar degisim analizi ve dinamik programlama ile optimal kontrole de derin

etkisi olmustur.

Karl Weierstrass (1815-1897) giiclii ve zayif ekstremum arasindaki ayrimi
vermistir ve bu ayrim i¢in yeterli kosullar Weierstrass kosulu olarak adlandirilmistir.
Sonrasinda Rudolph Clebsch (1833-1872) ve Adolph Mayer, daha genel problem
smiflari i¢in kosullar1 olusturmaya devam etmistir. Clebsch, diferansiyel denklemler
formundaki sinir kosullarmin yani sira ikinci degisime dayanan bir kosul ispatlayarak
degisim analizi problemini formiilize etmistir. 1868'de Mayer, Clebsch'in ¢alismasini
tekrar gozden gecirmis ve degisim analizindeki genel problem i¢in daha giizel
sonuclar elde etmistir. Daha sonra Mayer bu problemleri 1878°de Lagrange problemi

ve 1895°te Mayer problemini ayrintili olarak tanimlamastir.

1898'de Adolf Kneser, Karl Gauss'un (1777-1855) jeodeziklerdeki sonucunu
kullanarak degisim analizine yeni bir yaklasim Onermistir. Sabit olmayan bitis
noktasi problemleri i¢in ortogonalligi 6zel bir durum olarak i¢eren karsitlik kosulunu
elde etmistir. Kneser, Oskar Bolza (1857-1942) ile birlikte bu problemler igin
yeterlilik kosulunu ispat etmistir. 1900°de David Hilbert (1862—1943) 6z deger ve 6z
fonksiyonlarla kuadratik formdaki bir fonksiyonel i¢in ikinci degisimi gostermistir.
1908-1910 yillar1 arasinda Gilbert Bliss (1876-1951) ve Max Mason, Kneser’in
sonuglarmi detaylandirmuglardir. 1913°de Bolza, Bolza problemini Lagrange ve
Mayer problemlerinin genel bir formu olarak agiklamistir. Bliss bu {i¢ problemin
denk oldugunu gostermistir [53]. Giliniimiizde degisim analizi hakkinda Desineni
Subbaram Naidu [53], Alpha C. Chiang [54], Enid R. Pinch [55], Bruce van Brunt
[56], Daniel Liberzon [57] ve Donald E. Kirk [58] ve daha birgok matematik¢inin

kitaplar1 bulunmaktadir.

Degisim analizindeki gelismeler devam ederken degisim analizi ile kesirli

analiz arasindaki ilk iligki 19. yiizyilda Niels Abel’in “tautochrone (ayni zaman)”
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probleminin genellestirilmesinde yer alan bir integral denklemin ¢6ziimiinde kesirli
analizi kullanmasi ile ortaya ¢ikmistir (Abel,1823). Bununla birlikte, her iki alanin
birlestirildigi “degisimlerin kesirli analizi” ancak yiizyil sonra 1996-1997 yillarinda
Fred Riewe’in ¢alismalariyla dogmustur [59,60].
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Sekil 3.2: Tautochrone problemi.

Sekil 3.2°de goriildiigii gibi tautochrone probleminde; A ve B gibi ayni diisey
veya yatay cizgi ilizerinde olmayan sabit iki noktay1 birlestiren bir tel boyunca yer
¢ekimi ile hareket eden kiitlelerin farkli noktalardan ayni anda birakildiklarinda B

noktasina ayni anda ulagmalari i¢in telin almas1 gereken sekil arastirilmaktadir.

Degisimlerin kesirli analizi, fonksiyonelin, sinir kosullarin veya her ikisinin
birden kesirli operatorlerle ifade edildigi problemler ile ilgilenir ve asil amag, bu tiir
bir kesirli fonksiyoneli minimize (ya da maksimize) eden fonksiyonu bulmaktir.
Degisim analizinin fonksiyoneli bir eylemi, enerjiyi veya maliyet fonksiyonunu
temsil edebilir. Bu yilizden fizik, miihendislik ve ekonomi gibi ¢esitli alanlardaki

problemler i¢in kullanilmaktadir.

Degisim problemlerine yerel olmayan kesirli operatorlerin eklenmesiyle
hafiza etkisine sahip bazi modellerin gelistirilmesi uygun hale gelmistir. Olduk¢a
hizli gelisen bu alanda Lagrange formiilasyonu, Riemann-Liouville veya Caputo
kesirli tiirevlerine, Kesirli integrallere veya tam say1 ve kesirli mertebelerin birlikte

yer aldig1 operatorlere bagh olarak farkli yaklasimlarla gelistirilmistir. Ornegin,
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Riewe [59,60], korunumlu olmayan (non—conservative) Lagrange ve Hamilton
mekanigini incelemis ve Euler—Lagrange denklemlerinin kesirli tirevli degisim
problemleri igin bir uyarlamasini elde etmistir. Agrawal, bu caligma {izerine
calisgmaya devam ederek literatiirde yaygin olarak kullanilan Riemann—Liouville,
Caputo ve Riesz gibi tlirev operatorlerini igceren bazi tipteki kesirli degisim

problemleri i¢in kesirli Euler—Lagrange denklemlerini elde etmistir [61-64].

Daha sonralarda bir¢ok arastirmaci Caputo, Riemann—Liouville, Riesz kesirli
tiirevleri vb. operatorler ile kesirli tiirevli degisim analizini genellestirmek i¢in ¢esitli
yaklagimlar gelistirmistir [65-72]. Ayrica kontrol teorisinin altinda yatan
matematigin biiyiilk bir kismi degisim analizinin bir par¢asi oldugundan son
zamanlarda kesirli tiirevli degisim analizi, klasik ve kuantum mekanigi, hareket
prensibi, kuantumlama, korunumlu, korunumsuz ve =zorlanmig sistemlerin
tanimlamalar1 ve daha bir¢ok fizik alani igin ilgi ¢ekici bir hal almistir [73-79].
Gilintimiizde kesirli degisim analizi ile ilgili kitaplar [72,80,81] numarali kaynaklarda

bulunabilir.

Literatiire eklenen yeni kesirli mertebe tlirev operatorleri ile birlikte bu
operatorlerin degisim analizi de yeni birer inceleme bagligi haline gelmistir. Bu tezde
ele alinan uyumlu tiirev operatorii i¢in degisim analizi ilk olarak Chung [30] daha
sonra Lazo ve Torres [36] tarafindan incelenmistir. Chung, Lazo ve Torres yalnizca
belirli uyumlu integral ile uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in sonuglar elde
etmiglerdir. Ancak, karsitlik kosulu yani yeterli sayida uygun smir kosullunu
icermeyen uyumlu tiirevli degisim analizi problemleri igin heniiz bir ¢aligma
bulunmadigi goriilmektedir. Bu boslugu doldurabilmek i¢cin bu bolimde sabit
olmayan bitis noktasma sahip uyumlu tiirevli degisim analizi problemleri i¢in
karsitlik kosullari, hem uyumlu integral hem de klasik integral ile tanimlanan uyumlu

tiirevli degisim analizi problemleri i¢in elde edilmis ve uygulamalar1 verilmistir.

Asagidaki kisimda uyumlu tirevli degisim analizi icin temel kavramlar

verilmektedir.
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3.1 Tammm (Temel degisim analizi problemi [36]): Siirekli fonksiyonlar

kiimesinde tanimlanan X: [a, b] — R fonksiyonu i¢in performans indeksi

J (x):iF(t,x(t),xga) (t))det (32)

olsun. Burada te[a,b] i¢in x(t) fonksiyonu, ) uyumlu tirevi var olan bir
fonksiyondur. Ayrica F :[a,b]xR2 — R fonksiyonelinin her bir degiskenine gore

C“* smifindan oldugunu varsayilir.

Uyumlu tiirevli degisim analizinin temel problemi, J performans indeksini

minimize (veya maksimize) eden fonksiyonu bulmak amaglanir.

3.2 Tamm (Kabul edilebilir fonksiyon): x(a)=x, ve x(b)=X, baslangic ve
bitis noktas1 kosullarmi saglayan « —diferansiyellenebilir fonksiyonlara kabul

edilebilir fonksiyon denir.

3.3 Tamim (Zayif degisim): X (t) bir minimizasyon fonksiyonu ve X(t) kabul

edilebilir bir fonksiyon olsun. Her t €[a,b] i¢in

X (t)—x(t)‘<gf‘ ve ‘x;(“) (t)—x (t)‘<g§ (3.3)

olacak sekilde yeterince kiicik & ve &, pozitif reel sayilari varsa X(t)

fonksiyonuna X (t) fonksiyonunun zayif degigimi denir. (3.3) esitsizligine denk

olarak zayif degisim asagidaki esitlik ile de elde edilebilir:
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X(t)=x"(t)+&n(t), (3.4)

burada &“, ‘8“‘<<1 ozelligindeki bir say1 ve neC“[a,b], n(a)zn(b)zo

ozelligini saglayan keyfi fonksiyondur.

X A

Sekil 3.3: Zayif degisim.

3.4 Tamm (Yerel minimum ve maksimum): J performans indeksi igin X (t)

bir yerel ekstremum olsun. &“ >0 igin X(t)=X"(t)+&“n(t) zayif degisimine
karsilik

AJ=J(x)-J(x)20 (3.5)

ise X (t) yerel minimum;

AJ=J(x)-J(x)<0 (3.6)

ise X (t) yerel maksimumdur. Burada AJ, J fonksiyonelinin degisimi olarak

bilinmektedir.
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3.5 Yardimc1 Teorem (Uyumlu tiirevli degisim analizi yardimci teoremi [36]):

M ve n [a, b] aralig1 tzerinde siirekli fonksiyonlar olsun. Eger n(a)zn(b)zo

dzelligindeki herhangi bir 77 € C|a,b]

jn(t)M(t)dgt -0 (3.7)
ise her te[a,b] icin

M(t)=0 (3.8)

olur.

Lazo ve Torres [36], uyumlu tiirevli degisim analizinin optimallik i¢in gerekli
kosulunu ifade eden uyumlu Euler—Lagrange denklemini Gateux tiirevini kullanarak
elde etmislerdir. Bu kisimda uyumlu Euler—Lagrange denklemi [36]’dan farkli olarak

degisim ile elde edilecektir.

3.6 Teorem (Uyumlu Euler-Lagrange denklemi): O<a<1l ve

F eC“([a, b]sz) icin J performans indeksi

J (x):iF(t,x(t),xg"‘) (t))det (3.9)

olsun. x:[ab]>R & —diferansiyellenebilir bir fonksiyon, x(a)=x, ve

x(b)=x, (X,,% €R) sabit smir kosullart olsun. x(t), J performans indeksinin bir

ekstremumu ise asagidaki uyumlu Euler—Lagrange denklemini saglar.

ﬁ—da oF =0 (3.10)
ox dty axga)
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fspat: x'(t), J performans indeksinin ekstremumu olsun. 7(t),

n(a)=n(b)=0 ozelligindeki keyfi bir fonksiyon ve |¢|<1 olmak iizere X(t)

fonksiyonu i¢in zayif degisim,

x(t)=x"(t)+&n(t) (3.11)

seklinde ifade edilsin. Xga) (t) uyumlu tiirevi var oldugundan X(t) fonksiyonu i¢in

X (1) =X () +enl () (3.12)

yazilabilir. X’ (t) minimumunu  bulmak i¢in performans indeksin degisimi

incelenmelidir:

A =3 (X +&"7)- :TF(tx 9 (1))dst- j (67 (1), (t))dst. (3.13)

(3.11) ve (3.12) zayif degisimleri (3.13) esitliginde yerine yazilirsa J

performans indeksindeki degisim

b

A3 = [(F (6 (1) +an(6) X (1) +2nl (6)) = F (£ (0,6 (1)) )dst (3.14)

a

seklinde elde edilir. (3.14) esitligindeki degisimi bulmak amaciyla F (t, x(t), Xga) (t))

fonksiyonunun te[a,b] icin (X*,X;(a)) noktasi  civarinda (8“77,8“7720’))

degiskenlerine gore Taylor seri agilimi yapilirsa
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(0l (1) |}dzt (3.15)

b
(@ e (t)+ aa';) gl (t)jd;’t (3.16)

b 2 2 2
a8 4%[@ = (en () + 2T e () e (1) ¢ 2 (&“n (t))sz;’t (3.17)
bi¢iminde ayrilirsa 6J ilk degisimi, 0%J ikinci degisimi ifade etmek lizere

A) =£°6) +£76°3 +0(*) (3.18)

yazilir. X (t), J performans indeksi minimize eden bir fonksiyon ise C“[a,b]

sinifindan 7 (a) =7 (b) =0 ozelligindeki tiim kabul edilebilir 77 (t) fonksiyonlar1 i¢in

A) =61 +£*6°3+0(£% )20 (3.19)

olmalidir. &” pozitif veya negatif olabilecegi i¢in (3.19) esitsizliginin her iki tarafi

&% a boliiniirse

81 +£°6°3+0(£*) <0, £ >0igin (3.20)
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81 +£°6°3+0(£*)20, £ <0igin (3.21)

olur. &* - 0 i¢in limit alindiginda §J <0ve 5J >0 esitsizliklerinden ilk degisimin

sifir olmasi gerektigi goriiliir. Dolayisiyla minimum i¢in gerekli kosul

“ oF F 3
5J=J.[&n(t)+ (a)ny(t)]dat:o (3.22)

b
seklinde elde edilir. (3.22) esitligindeki _[ d t integrali i¢in uyumlu

ox\@)

kismi integrasyon formiilii (2.68) kullanilirsa

" OF (o oF b % de ([ oF
D(t)d = —n(t)|-[=2 t)d“t 3.23
;[axg“) 7 (t)d; axga)"( )a -!:dt;" X n(t)d; (3.23)

bulunur. n(a)zn(b)=0 oldugundan (3.23) esitliginde yalnizca uyumlu integral
terimi kalr. (3.23) esitligi (3.22) esitliginde yerine yazilip, ilk degisimn(t) keyfi

fonksiyonuna gore diizenlenirse

o[ OF (6,7 (1), (1)) g [ OF (67 (1), (1))
% =£ ox e o)

n(t)dst=0 (3.24)

elde edilir. 3.4 yardimc1 teorem kullanilarak

OF (6 (0,6 (1)  g= [ OF (86X (1), (1))

_ a

OX dt? axz(i“)

a

=0 (3.25)

uyumlu Euler—Lagrange denklemine ulasilir. o
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Uyumlu tiirevli Euler—Lagrange denklemi, birinci gerekli optimallik kosuludur,
yani optimal ¢6ziim uyumlu Euler-Lagrange denklemini saglar. Bununla birlikte
uyumlu Euler—Lagrange denklemi genellikle problemin optimum ¢dziimiinii bulmak
icin yeterli olarak da kabul edilir. Ciinkii problemin optimal ¢6ziimiiniin olup
olmadig1 genellikle fiziksel problemin yapisindan anlasilmaktadir (brachistorene
probleminde oldugu gibi).

Dikkat edilirse, sabit baglangi¢ ve bitis noktalarma sahip olan uyumlu tiirevli

degisim problemlerinde n(t) keyfi fonksiyonu (3.23) esitligindeki sinir kosullarinda

sifira esit olur ve bu yiizden Iy(t) uyumlu Euler-Lagrange denkleminde agik¢a yer
almaz. Bu tezde de kabul edilecegi gibi, baslangi¢ ya da bitis noktasindan herhangi
biri sabit degilse (3.23) integrali i¢in bir smnir kosulu eksik olacaktir. Boyle bir
durumda 77(t) keyfi fonksiyonu uyumlu Euler-Lagrange denkleminde agikga yer
alacaktir. Bununla birlikte uyumlu Euler—Lagrange denklemini ¢6zmek igin gereken

iki kosuldan biri eksik olacagindan ek bir kosula ihtiya¢c duyulur. Elde edilmesi
gereken ek kosul “karsitlik kosulu” olarak adlandirilmaktadir.

3.1 Uyumlu Tiirevli Degisim Analizi Problemi i¢in Karsithk Kosulu

Fizik ve geometride aciga ¢ikan degisim analizi problemleri her zaman igin
yeterli sayida smir kosulu igcermeyebilir. Degisim analizinin 6ne ¢ikan
ozelliklerinden biri metodun daima dogru sayida smir kosulunu saglamasidir.
Yukarida da bahsedildigi gibi karsitlik kosulu, yeterli sayida uygun smir kosuluna
sahip olmayan degisim analizi problemlerinde Euler—Lagrange denkleminin

¢oziilebilmesi i¢in ¢dziim siirecine dahil edilmesi gereken sinir kosullaridir.

Karsitlik kosullary, t; baslangic ve t; bitis noktasmni gostermek lizere

J (x)=tjf F(tx(1), 47 (1)) it (3.26)
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degisim analizi problemi i¢in baslangi¢ ve bitis noktalarinin birinin veya her ikisinin
de degisken oldugu durumlarda incelenebilir. Kolaylik olmasi bakimidan bu tezde

baslangic noktasi sabit kabul edilip bitis noktasma gore karsitlik kosullart
incelenecektir. Verilecek bitis zamani ve bitis zamanindaki X(t) durum

fonksiyonuna dayatilan sartlara bagl olarak ii¢ farkli tipte degisim problemi ele

almacaktir:

i. Diisey bitis dogrusu problemi: t, sabit bitis zamani ve x(tf) sabit

olmayan durum fonksiyonunu igeren problemdir.

v

0 ;r_ .

Sekil 3.4: Diisey bitis dogrusundaki degisim problemi.

ii. Yatay bitis dogrusu problemi: t, sabit olmayan bitis zamani ve x(tf ) sabit

durum fonksiyonunu igeren problemdir.

0 f/ 1+ EAT

Sekil 3.5: Yatay bitis dogrusundaki degigim problemi.

36



iii. Bitis egrisi problemi: t, sabit olmayan bitis zaman ve x(t, ) sabit olmayan

durum fonsiyonunu igeren problemdir.

[

0 { f t; +eAT

Sekil 3.6: Bitis egrisi iizerindeki degisim problemi.

Kesirli degisim problemlerinde sabit olmayan sinir kosullari ilk olarak
Agrawal tarafindan ele alimmistir (Agrawal,2006). Bununla birlikte bircok
arastirmaci yeterli sayida uygun smir kosulu igermeyen kesirli degisim problemlerini
farkli kesirli operatorler ile ele alarak uygun karsitlik kosullarimi elde etmislerdir
[62-64,69,70,82-86]. Literatiirde var olan kesirli tiirev operatorleriyle tanimlanan
sabit olmayan bitis noktali bazi1 kesirli degisim problemlerinin Kkesirli Euler—
Lagrange denklemini analitik olarak ¢ozmek oldukga zordur. Bu problemleri ¢6zmek
icin ¢esitli sayisal yontemler gelistirilmistir [10-14,39-41,84,85]. Bu béliimde,
baslangi¢ kosulu sabit olan fakat bitis noktas1 belirli bir egri lizerinde bulunan genel
durumdaki uyumlu tiirevli degisim analizi problemi i¢in karsithk kosulu elde
edilecektir. Genel durumdan yola ¢ikarak ii ve iii 6zel durumlar1 i¢in uyumlu
karsithik kosullar1 6nerilecektir. Son olarak uyumlu karsitlik kosullari i¢in uygulama

ornekleri verilecektir.

Uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in genel durumdaki uyumlu karsitlik kosulu

asagidaki teorem ile verilmistir.

3.1.1 Teorem (Uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in karsithk kosulu):

O<a<l, X: [to,tf ] >R a —diferansiyellenebilir fonksiyon ve
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FeC*([to.t; |xR?) olsun. x(t) =X, sabit nokta ve x(t, )=x belirli bir x=y(t)

egrisi lizerinde bulunan sabit olmayan nokta olmak iizere

3= F(tx(0), ¢ (1))dct (3.27)

performans indeksini minimize eden fonksiyon X(t) olsun. O halde uyumlu tiirevli

degisim analizi i¢in genel durumdaki karsitlik kosulu

F(tf,x(tf),><§0“> (tf))ma +%t|n(tf)=o (3.28)

seklindedir. Burada 7 eC” ([to,thsz) ve Ar srasiyla, X(t) ve U zayif

degisimleri i¢in keyfi fonksiyonlardir.

fspat: J performans indeksini minimize eden X"(t) egrisinin y(t) hedef
egrisiyle t, =t; noktasinda kesistigini varsayalim (X* (t: ) = y(t: )) n(t), n(t,)=0

ozelligindeki keyfi fonksiyon ve ‘g"" < Lolmak iizere, X(t) fonksiyonu ve t; zaman

degiskeni i¢in zayif degisimler

x(t)=x"(t)+&n(t), (3.29)
X (6)=x" (O)+en (1), (3.30)
t, =t; +eAt (3.31)

seklinde ifade edilsin. X" (t) minimumunu bulmak i¢in performans indeksin degisimi

incelenmelidir. (3.29), (3.30) ve (3.31) zayif degisimleri sonucunda J performans

indeksindeki degigim,
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t; +eAT

A= [ R (i (e (0). K (1)« (1)

t

(3.32)
JF(e (0,67 (1)t

seklinde elde edilir. (3.32) esitligindeki uyumlu integrallerin sinir degerleri zaman

degiskenindeki degisime gore diizenlenirse,

t] +eAT

A= [ F(tx(t),x (1))dgt

t

* (3.33)
t
+(F(6x O+ e () O+ 21 (1) - F (6 (0,61 (1)) ot
t
olarak bulunur. (3.33) esitligindeki degisimi bulabilmek amaciyla F (t, x(t),xfoa) (t))
fonksiyonunun te[to,tf] i¢in (X*,X:O(“)) noktast civarmnda <8a77,8a77t(0a))

degiskenlerine gore Taylor seri agilimi yapilirsa

t] +eAT

. *(a oF . oF  , (« .
Al = j (F(t,x (t),xto( )(t))+&5 n(t)+6qu)g Ut(o)(t)]dt;t

+ {F (6 (£), X (t))+6—Fg“77(t)+ . S (t)]dgt (3.34)

bulunur. ik uyumlu integrali hesaplamak icin dt‘ft:(t—t: )a_ldt ve
f

t=t, =t; + A7 oldugu goz oniine almarak dit= (eA7)"" dt yazilir. Boylece klasik

hale indirgenen integrali yaklasik olarak hesaplamak i¢in dikddrtgen yontemi

kullanilirsa asagidaki ifade elde edilir:
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(1) (@) OF o OF o (@ «
+j[p(t,x (1), (t))+&g n(t)+aXt(oa)g 7 (t)Jdtot (3.35)

(3.35) esitligi diizenlenirse minimum igin gerekli kosul geregi ilk degisim sifira

esittir:

53 =F (6.5 ()6 (6 )+ | 200+ 0 |ace 0. @39
d L ox ox\) ’

ty
F @ o h :
(3.36) esitligindeki Iaa(a) 77t(0 )(t)dtot integrali igin uyumlu kismi
X,

0

t

integrasyon formiilii (2.68) kullanilirsa

; axt(oa) axt(oa ) to . dttj 6)(1( a )

0

t; T
P OF )y qar_ OF - orde | oF .
[ (tdet=—=n(t)| -] {—]n(t)dtot (3.37)

elde edilir. Varsayim geregi 77 (to) =0 oldugundan (3.37) esitligi

th [
¢ OF (o o OF Ao | oF .
[t st o) Jof s o o

olarak bulunur. (3.38) esitligi, (3.36) esitliginde yerine yazilir ve 7(t) keyfi

fonksiyonuna gore diizenlenirse asagidaki esitlik elde edilir:
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5] = F(t:,x* (t:)’xt’;(a) (t: ))Az‘a +% |77(t:)

o
-
‘ oF df | oF
)| ——==| — = djt=0.
;[ ()[ax dtto [axt(o)J] t

(3.39) esitliginde uyumlu integral igerisindeki ifade uyumlu Euler—Lagrange

(3.39)

denklemine esit oldugundan sifira esittir. Sonu¢ olarak uyumlu tiirevli degisim

analizi i¢in genel karsitlik kosulu

F (6 () X7 (6))ar+ S5 () <0 @40)

seklinde bulunur. o

3.1.1 Ozel Durumlardaki Uyumlu Tiirevli Degisim Analizi Problemleri
Icin Karsithk Kosullar

Bu bélimde uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in elde edilen genel durumdaki
karsitlik kosulunun 6zel durumlar incelenecektir. Genel durumdaki karsithik kosulu
bitis egrisi iizerindedir, 6zel durumlar1 ise diisey bitis dogrusu ve yatay bitis

dogrusudur.

Uyumlu tiirevli degisim analizi igin genel karsitlik kosulu olarak adlandirilan

(3.28) denklemindeki n(tf) ve A7“ keyfi fonksiyonlarmnin degeri bilinmemektedir.

77(tf ) keyfi fonksiyonunun degerini bulabilmek igin

X(tf ) = X(t: +8AZ') =X (t: +5Ar)+g“77 (t: + EAT) (3.41)

esitligini gdz Oniine alarak t; noktasi civarinda &Ar degiskenine gore uyumlu

Taylor seri agilimilar: yapilirsa
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b N papge +5“77(t’; )+O(52“) (3.42)

bulunur. Ayrica X(t) egrisinin )/(t) hedef egrisi ile t=t, noktasinda kesistigi
varsayildigindan ;/(t: +gAr) egrisi igin t; noktasi civarinda Az degiskenine gore

uyumlu Taylor seri agilimi yapilir

f ENT” +O(82“) (3.43)

n(t))=| = _ N (3.44)

seklinde bulunur. (3.44) esitligindeki 7(t7) keyfi fonksiyonu (3.40) esitliginde

yerine yazilir ve esitlik A7” keyfi fonksiyonu gore diizenlenirse

(@) (+* ) _ y*(@) (+
Ve (tf) X (tf) A" =0  (3.45)

w w00\ M @) (4* oF
(60 ()0 6)+ 2

*
f

olur. Burada Az“ sifirdan farkli bir keyfi fonksiyon oldugundan parantez
icerisindeki ifade sifira esittir ve bdylece uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in genel

karsitlik kosulu

(@) (1) — 5@ (¢
, oa oF ([ 7 (6)-x(t)
F (o (t ) >(tf))+axéa)t|; ‘ - ‘

seklinde elde edilir.
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3.1.1.1 Sonug: (3.46) esitligi ile verilen uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in

genel durumdaki karsitlik kosulunun 6zel durumlari asagidaki gibi incelenir.

i. Bitis Egrisi Problemi: Eger x(t,) bitis noktas diferansiyellenebilir bir

X=y (t) egrisi lizerinde ise karsitlik kosulu

|2 )% )

(04

Feex(te) o (t))+ oF

— =0 (3.47)
aXtO t

f

olarak elde edilir. (3.47) esitligi uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in genel durumdaki

karsithik kosuludur.

ii. Yatay Bitis Dogrusu (Sabit Bitis Noktasi) Problemi: Eger x(t, ) sabit ve
t; sabit olmayan bir nokta ise ¢ sabit bir say1 olmak iizere Xx=y(t;)=c olur.

Dolayisiyla ;/t(f“) (tf ) =0 oldugundan karsitlik kosulu

() t
F(tf,x(tf),xt(o")(tf))_xtfoff)@i;) t| -0 (3.48)

olarak elde edilir.

iii. Diisey Bitis Dogrusu (Sabit Zaman) Problemi: t, sabit ve x(t,) sabit
olmayan ise yt(fa) (tf), X eksenine dik ve egitimi sonsuz olan bir dogrudur.
(a) 5 (@) : —_— (a)
7. (t; )#0 oldugundan (3.47) esitligi . (t; ) fonksiyonuna bolinir ve y,™ (t;

fonksiyonu sonsuz oldugundan karsitlik kosulu,

=0 (3.49)



olarak elde edilir. Bu kosul fonksiyonelin digindaki etkenlerden kaynaklanmayip
dogrudan degisim formiilasyonunda ortaya ¢iktigindan dogal sinir kosulu olarak

adlandirilir.

Simdi, klasik tiirevli degisim problemlerinin bazi uygulamalari, uyumlu

tiirevli degisim analizi problemleri i¢in ele alinacaktir [55].

3.1.1.2 Ornek: Asagidaki fonksiyoneli verilen kosullar altinda minimize

eden X(t) fonksiyonlarmi bulunuz.

3(x)= ].(xé“) (1)) det (3.50)

a) x(0)=1, x(T)=2,
b) x(0)=1 T=2,

C) X(O):l, T sabit olmayan bitis noktasi ve X(T) fonksiyonu T noktasinda
7 (t)=2+(t ~1) hedef egrisi iizerinde olsun.

Coziim: J minimize eden fonksiyonu bulmak i¢in uyumlu Euler—Lagrange

denklemi olusturulursa

2x (1)) (t) =0 (3.51)

bulunur. (3.51) esitligindeki uyumlu diferansiyel denklemin kokleri r,, =0 seklinde
kath kok olarak gelmektedir. Anderson ve Ulness tarafindan [28] de verilen teorem

yardimiyla, X (t) fonksiyonu,
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x(t)=ct” +c, (3.52)

formunda elde edilir. X(O):l baglangic kosulundan C, =1 bulunur ve X(t)

fonksiyonu

x(t)=ct” +1 (3.53)

formundadir. $imdi ¢, sabitini bulmak i¢in verilen kosullar ayr1 ayr1 incelenir.

a) X(T):Z ve T sabit olmayan bir nokta oldugundan (3.48) esitligindeki

karsithik kosulu kullanilacaktir. (3.53) esitligi (3.48) esitligindeki karsitlik kosulunda

yazilirsa C :i\/Z olarak bulunur. Ayrica (3.53) esitligi X(T)=2 sinir kosulunda
a

f2 ’2 ’2
yerine yazilirsa ,[—1“=1ya da - |—T“ =1 olur. —,|—T“ =1 esitliginin T noktas1
a a a

/ 2o,
i¢in pozitif ¢oziimii mevcut olmadigindan ,|—T“ =1 alinir ve
a

x(T)z\/gT“ +1 (3.54)

bulunur. Buradan

(5]
oy (3.55)

olarak elde edilir. & =0.7 degeri i¢in MATLAB programinda sembolik ara¢ kutusu
kullanilarak ¢oziilmiis ve ¢oziimler €, =1.6903 , T =0.4724 olarak elde edilmistir.
X(t) fonksiyonunun T =0.4724 noktasindaki grafigi MATLAB programi
yardimiyla sekil 3.7°de ¢izdirilmistir.
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x(1)

Sekil 3.7: Yatay bitis dogrusu probleminde X(t) minimizasyon fonksiyonu.

b) T sabit ve x(T) sabit olmayan bir nokta oldugundan (3.49) esitligindeki

karsithk kosulu kullanilacaktr. X((Ja)(Z):O esitliginden ¢, =0 olur. Buradan

ekstremum

x(T)=1 (3.56)

ve

x(2)=1 (3.57)

seklinde bulunur. a=0.7 degeri igin X(t) fonksiyonunun T =2 noktasmdaki

grafigi MATLAB programi yardimiyla sekil 3.8°de ¢izdirilmistir.
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Sekil 3.8: Diisey bitis dogrusu probleminde X(t) minimizasyon fonksiyonu.

c) Bitis noktasi degeri bilinmediginden dolayi C; katsayis1 bulunamamaktadir.

X(t) fonksiyonu T noktasinda y(t) hedef egrisi iizerinde oldugundan bu iki

fonksiyon esitlenir

cT*—(T-1)"-1=0 (3.58)

ve bitis egrisi tizerindeki karsitlik kosulu (3.47) kullanilirsa

C1a+201a(2(T 1) ¢ }=0 (3.59)

esitlikleri elde edilir. (3.58) ve (3.59) esitlikleri ¢ =0.7 degeri i¢in MATLAB
programmda sembolik ara¢ kutusu kullanilarak ¢oziilmiis ve ¢oziimler ¢, = 0.8302,
T =1.5598 olarak elde edilmistir. Son olarak X(t) fonksiyonu ve y(t) hedef

egrisinin T noktasindaki grafisi MATLAB programi yardimiyla Sekil 3.9’da

cizdirilmistir.
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Sekil 3.9: Bitis egrisi probleminde X(t) minimizasyon fonksiyonu.

3.2 Genellestirilmis Uyumlu Tiirevli Degisim Analizi Problemi igin

Karsithk Kosulu

Genellestirilmis karsitlik kosulu, performans indeksi Kklasik integral ile
tamimlanmus, integralinde uyumlu tiirev terimi i¢ceren uyumlu tiirevli degisim analizi
problemleri i¢in elde edilecektir. Genellestirilmis karsitlik kosulunu elde etmek i¢in
oncelikle genellestirilmis uyumlu Euler-Lagrange denkleminin elde edilmesi
gerekmektedir. Genellestirilmis Euler—Lagrange denklemi asagidaki sekilde elde

edilecektir.

3.2.1.Teorem (Genellestirilmis uyumlu Euler—Lagrange denklemi): O<a <1

ve F eC“([a, b]sz) icin J performans indeksi

J (x):j'F(t,x(t),xg”‘) (t))dt (3.60)
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olsun. x:[a,b] >R «-diferansiyellenebilir fonksiyon, x(a)=x, ve x(b)=x,
(X% €R) sabit smr kosullart olsun. x(t), J performans indeksinin bir

ekstremumu ise asagidaki genellestirilmis uyumlu Euler—Lagrange denklemini saglar

(t-a)y<F G [(t_a)” i}:o. (3.61)

fspat: x'(t), J performans indeksinin ekstremumu olsun. 7(t),
n(a)=n(b)=0 ozelligindeki keyfi bir fonksiyon ve |¢|<1 olmak iizere X(t)

fonksiyonu i¢in zayif degigim,

x(t)=x"(t)+en(t) (3.62)
seklinde ifade edilsin. x*! (t) uyumlu tiirevi var oldugundan X(t) fonksiyonu igin

X (1) =X (1) +enl™ (t) (3.63)

a

yazilabilir. X" (t) minimumunu bulmak i¢in performans indeksin degisimi

incelenmelidir:

Al = i F(tx (1), (1)) dt —i F (6 (), (1)) dt. (3.64)

a

(3.62) ve (3.63) zayif degisimleri (3.64) esitliginde yerine yazilirsa J

performans indeksindeki degigim,

b

83 = [(F (6 (1) +an(t) ) (1) +2nl (£)) = F (X (), (1)) )t (3.65)

a
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seklinde elde edilir. (3.65) esitligindeki degisimi bulmak igin F(t,x(t),xg“) (t))

fonksiyonunun te[a,b] icin (X*,X;(“)) noktasi civarinda (877,877&1)) degiskenlerine

gore Taylor seri agilimi yapilirsa

1 aZF 82F a aZF a 2
+§[ax2 (sn(t))2+2axax(a) en (t)en\ (t)+ ——(enl” (1)) }dt (3.66)

o oF F
5 = {(&en(t) T en! )(t)J dt (3.67)

b

biciminde ayrilirsa 8J ilk degisimi, 62J ikinci degisimi ifade etmek tizere

A) =£5)+£°5°1+0(&°) (3.69)

yazilir. X (t), J performans indeksi minimize eden bir fonksiyon ise C“[a,b]

smifindan 7 (a) =n (b) =0 ozelligindeki tiim kabul edilebilir 77 (t) fonksiyonlar1 i¢in

A) =61 +£°6°3 +0(£°) =0 (3.70)
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olmalidir. ¢ pozitif veya negatif olabilecegi igin (3.70) esitsizliginin her iki tarafi

& a boluniirse

81 +£5°1+0(£%)<0, £>0igin (3.71)

81 +£5°3+0(£%)20, £<0igin (3.72)

olur. £ -0 i¢in limit alindiginda 6J <0 ve 5J >0 esitsizliklerinden ilk degisimin

sifir olmas1 gerektigi goriiliir. Dolayisiyla minimum i¢in gerekli kosul asagidaki

sekilde ifade edilir:

5J =i(ﬁn(t)+ F e (t)]dt=0. (3.73)
a Xa

b
(3.73) esitligindeki uyumlu tiirevli terim igeren J' oF 7 (t)dt integralini

hesaplamak i¢in uyumlu kismi integrasyon formiiliiniin kullanilmasi1 gerektigi aciktir.

Bunun i¢in

F(tx(t),x (1)) = (t-a)™ F (6. x(t), 4 (1)) (3.74)

dontisiimii (3.73) integraline uygulanirsa ilk degisim uyumlu integral ile asagidaki

sekilde ifade edilir:

" oF F
53 =[| =n(t “(t) [det =0. 3.75
a((3)(77()+8X£f[)77a (t)]dz (3.75)

(3.75) esitliginde uyumlu kismi integrasyon formiilii (2.68) kullanilirsa,
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" OF (o) /\e. OF bt ge [ oF .
[z () dst=—=n(t)|-[ ( (a)]n(t)dat (3.76)

elde edilir. ﬂ(a) =77(b) =0 oldugundan (3.76) esitliginde yalnizca uyumlu integral

terimi kalir. Son olarak ilk degisim 7 (t) keyfi fonksiyonuna gore diizenlenirse

N/ = .
oF de( oF

§3=[| =—-—= t)dt=0 3.77
(ax dt (axg@j]"() : 3770

o
a

elde edilir. 3.4 Yardimcit Teorem kullanilarak

oF d ([ oF e OF d° 1o« OF
Z _a =(t- — 2 (t- —|=0 3.78
ox dtf [axg“)J (t=2) [( ? j o

genellestirilmis uyumlu Euler-Lagrange denklemine ulasilir. o

Genellestirilmis uyumlu tirevli degisim analizi i¢in genel durumdaki

genellestirilmis uyumlu karsitlik kosulu asagidaki teorem ile verilmistir.

3.2.2 Teorem (Genellestirilmis uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in karsitlik

kosulu: O<a<l,  x:[t,t | >R  a—diferansiyellenebilir ~fonksiyon ve
FeC”([to.t; |xR?) olsun. x(t) =X, sabit nokta ve x(t, )=x belirli bir x =y (t)

egrisi lizerinde bulunan sabit olmayan nokta olmak {izere

3(x)=[F(tx(), 7 (1))t (3.79)

)

performans indeksini minimize eden fonksiyon X(t) olsun. O halde genellestirilmis

uyumlu tiirevli degisim analizi igin genel durumdaki karsitlik kosulu
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n(t,)=0 (3.80)

F(tf,x(tf ) (¢, ))Az’-i—(tf —to)l”’ %

seklindedir. Burada neC” ([to,thsz) ve A7 sirasiyla, X(t) ve U zayif

degisimleri i¢in keyfi fonksiyonlardir.

Ispat: J performans indeksini minimize eden X' (t) egrisinin y(t) hedef
egrisiyle t, =t; noktasmda kesistigini varsayalim (X* (t:):y(t: )) n(t),
n(t,) =0 bzelligindeki keyfi fonksiyon ve |¢| <1 olmak iizere, X(t) fonksiyonu ve

t; zaman degiskeni i¢in zayif degisimler

x(t)=x"(t)+en(t) (3.81)
X (1) =% () +em (1) (3.82)
t, =t; +eAt (3.83)

seklinde ifade edilsin. X" (t) minimumunu bulmak i¢in performans indeksin degisimi

incelenmelidir. (3.81), (3.82) ve (3.83) zayif degisimleri sonucunda J performans

indeksindeki degisim,

ty +eAr ty

A= [ F(6x () +en(t) (1) +en (1)) de- [ F (L (1), (1))t (3.84)

f )

olarak elde edilir. (3.84) esitligindeki uyumlu integralin smir degerleri zaman

degiskenindeki degisime gore diizenlenirse,
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t? +eAT

M= | F(tx(1), X (t)) ot

(3.85)

+ j(F (67 (1) +2n (1), 6 (€) + enl” (1)) = F (£ (1), (t)))dt

bulunur. (3.85) esitligindeki degisimi bulmak igin F (t, x(t),x (t)) fonksiyonunun

te[to,tf] icin (X*,)qz(a)) noktas1 civarindaki (gn,gnt(oa)) degiskenlerine gore

Taylor seri agilimi yapilirsa

b t; +eAT * () OF oF (@)
AT tf (F(tlx (). %, (t))+55n(t)+axfj> e (t)]dt
G
: oF oF
F (X (£) 0 (t) )+ —=en(t (=) (t) |dt 3.86

+t{[ SO ())+ax8"()+6><ff)g’7to (t) (3.86)

G
- [F(tx (1), (1))dt+0(&)

fo

bulunur. (3.86) esitligindeki ilk integrali hesaplamak i¢in dikdorgen yontemi

kullanilir ve ikinci integral diizenlenirse

Al {F(t:,x* (t7). " (t:))+%gn(t:)+%an&“) (t7) |eaT

(3.87)

N s “( oF oF .
e e o

0
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(3.74) esitligi ilk degisimdeki integrale uygulanirsa ilk degisim uyumlu
integral cinsinden asagidaki sekilde ifade edilir:

83 = F (60 (6). 47 )AHI[@F (9 f@mﬁ“%t)}dszt=0- 389
%y

(3.89) esitliginde uyumlu kismi integrasyon formiilii (2.68) kullanilirsa,

t; ~ ~ tt t ya ~

¢ OF () /N qop OF (oAl [ oF .
t)dit=——n(t)| - | —=| = |n(t)dt 3.90

{[5Xt(0a) 7710 ( ) ) axt(oa) 77( )t!, t-[dtt‘: [axt(oa)}n( ) ) ( )

elde edilir. Varsayim geregi 77( ) 0 oldugundan (3.90) esitligi

OF v OF (e yea oo PdE [ oF .
Iaxg,,)mo (t)dst= axto)tl(tf t)  n(t) -[dt“[ o }n(t)d%t (3.91)

olarak bulunur. (3.91) esitligi (3.89) esitliginde yerine yazilir ve 7(t) keyfi

fonksiyonuna gore diizenlenirse,

*

5 = F(t?,x* (t). ) (t; ))Ar+% |n(t7)
“(eE di( eE ).,
+t.[77(t)£&_dttg[axt(oa)JJdtot_o

olur. Integral icerisindeki ifade genellestirilmis uyumlu tiirevli Euler—Lagrange

(3.92)

denklemi oldugundan sifira esittir. Boylece elde edilen

F (60 ()07 (6) e+ (1) -0 %9

0

esitliginde (3.74) yerine yazilirsa, genellestirilmis uyumlu tiirevli degisim analizi igin
genel durumdaki karsitlik kosulu
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* s [L* * o * * l-a aF *
F (6 (€)1 () ar+ (6 ~t) = [n(t7)=0 (3.94)
X,
seklinde bulunur. o
3.2.1 Ozel Durumlardaki Genellestirilmis Uyumlu Tiirevli Degisim

Analizi Problemleri I¢in Karsithk Kosullar

Bu bélimde uyumlu tiirevli degisim analizi igin elde edilen genel durumdaki
genellestirilmis karsithk kosulunun 6zel durumlari incelenecektir. Genel durumdaki
karsitlik kosulu bitis egrisi lizerindedir, 6zel durumlar1 ise diisey bitis dogrusu ve yatay

bitis dogrusudur.

(3.80) esitligindeki 77(tf ) ve Ar keyfi fonksiyonlarnin  degeri
bilinmemektedir. Bu keyfi fonksiyonlarin degerini bulabilmek igin
X(tf ) = X(t: +8AZ’) =X (t: +8AZ‘)+87](t: +3Ar) (3.95)

esitligini gdz Oniine alarak t; noktasi civarinda géAr degiskenine gére Taylor seri

acilimlar1 yapilirsa

X (t; +8A7)+an(t; +&A7) =X (17 )+ X (] )sAr+en(t] )+ O(&?) (3.96)

bulunur. Ayrica X(t) egrisinin )/(t) hedef egrisi ile t=t, noktasinda kesistigi

varsayildigindan y(t: +8AT) egrisi igin t; noktasi civarinda Az degiskenine gore

Taylor seri agilimi yapilir

y(t; +eAt)=y(t7)+7(t7 )sar+0O(&?) (3.97)
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ve (3.96) ile (3.97) esitliklerinden #(t; ) keyfi fonksiyonu

n(th)=(7(t)-X (€ ))AT (3.98)

bulunur. (3.98) esitligindeki 7(t;) keyfi fonksiyonu (3.80) esitliginde yerine

yazilirsa ve esitlik Az keyfi fonksiyonuna gore diizenlenirse

F (5 ()5 () + (6 -6) 7 S5 | (#(6)-% () [ar =0 @99

olur. Burada At sifirdan farkli bir keyfi fonksiyon oldugundan parantez igerisindeki
ifade sifira esittir ve genellestirilmis uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in genel

durumdaki karsitlik kosulu
(80 (6) 5 (8)) + (6 -t ) |(7(6)-% (5))=0  (3:100)
seklinde elde edilir.

3.2.1.1 Sonug: (3.100) esitligi ile verilen uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in
genel durumdaki genellestirilmis karsitlik kosulunun 6zel durumlar1 asagidaki gibi

incelenir.

i. Bitis Egrisi Problemi: Eger x(t, ) bitis noktas: diferansiyellenebilir bir

X= 7/('[) egrisi lizerinde ise karsitlik kosulu

(7(t)-X(t;))=0  (3.200)
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olarak elde edilir. (3.101) esitligi genellestirilmis uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in
genel durumdaki karsitlik kosuludur.

ii. Yatay Bitis Dogrusu (Sabit Bitis Noktas1) Problemi: Eger x(t, ) sabit ve
t, sabit olmayan bir nokta ise ¢ sabit bir say1 olmak iizere Xx=y(t;)=c olur.

Dolayisiyla 7}(tf ) =0 oldugundan karsitlik kosulu
(@) et )
F(tex(t) o ()= (t —t) " x(t, )W =0 (3.102)
Y

olarak elde edilir.

iii. Diisey Bitis Dogrusu (Sabit Zaman) Problemi: t, sabit ve x(t,) sabit
olmayan ise ;}(tf ), X eksenine dik ve egitimi sonsuz olan bir dogrudur. 7}(tf)¢0
oldugundan (3.101) esitligi 7(t,) fonksiyonuna bolinir ve 7(t) fonksiyonu

sonsuz oldugundan karsitlik kosulu,

1« OF
t. —t —1=0 (3.103)
(%) ox,” |
olarak elde edilir. (3.103) esitligi genellestirilmis uyumlu tiirevli degisim analizi i¢in

dogal sinir kosulu olarak adlandirilir.

3.2.1.2 Ornek: Asagidaki fonksiyoneli verilen kosullar altinda minimize

eden X(t) fonksiyonlarmi bulunuz

J(x)=

1-x) (1)) dt (3.104)
(t)

O L, —
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a) x(0)=1 x(T)=2,
b) x(0)=1 T=2,

C) X(O)zl, T sabit olmayan bitis noktasi ve X(T) fonksiyonu T noktasinda

2
r(t)=2+ (t“ —1) hedef egrisi lizerinde olsun.

Coziim: J minimize eden fonksiyonu bulmak igin genellestirilmis uyumlu

Euler-Lagrange denklemi olusturulursa

X)X (1) +(1-a) ) (1) = (1-a)t™ (3.105)

bulunur. (3.105) esitligindeki uyumlu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii bulabilmek
icin Abu Hammad ve Khalil tarafindan [22]’de verilen teorem yardimiyla, X(t)

fonksiyonu,

2a-1

x(t)=c,+c, oo 1

(3.106)

formunda elde edilir. x(0)=1 baslangig kosulundan ¢, =1 bulunur ve X(t)

fonksiyonu

t2a—1

x(t)=1+c, 51 (3.107)

formundadir. Simdi c, sabitini bulmak i¢in verilen kosullar ayr1 ayr1 incelenir.

a) X(T):Z ve T sabit olmayan bir nokta oldugundan (3.102) esitligindeki

karsitlik kosulu kullanilacaktir. (3.104) ve (3.107) esitlikleri (3.102) esitligindeki
karsitlik kosulunda yazilirsa
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c,Te?) =1 (3.108)
(c.T?)

olarak bulunur. Ayrica (3.107) esitligi X(T) =2 smir kosulunda yerine yazilirsa

c,T* " =2a-1 (3.109)

bulunur. (3.108) ve (3.109) esitlikleri ¢ =0.7 igin MATLAB programinda sembolik

ara¢ kutusu kullanilarak ¢oziilmiis ve ¢6ziimler T =0.2701 ve ¢, =0.6752 olarak

elde edilmistir. Xx(t) fonksiyonunun T =0.2701 noktasmndaki grafizi MATLAB

programi yardimiyla sekil 3.10°da ¢izdirilmistir.

0 0.05 01 0.15 02 025

Sekil 3.10: Yatay bitis dogrusu probleminde X(t) minimizasyon fonksiyonu.

b) T sabit ve X(T) sabit olmayan bir nokta oldugundan (3.103) esitligindeki

karsitlik kosulu kullanirsa

(1-c,T*)(1-c, T =21+ ) =0 (3.110)
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elde edilir. T=2 ve a=0.7 i¢in (3.110) esitliginde yazilirsa ¢, =1.2311 olarak

bulunur. a=0.7 degeri igin X(t) fonksiyonunun T =2 noktasindaki grafigi

MATLAB programi yardimiyla sekil 3.11°de ¢izdirilmistir.

55 T T T T T

[=]
[=]
[¥]
[=]
=
[=]
o
o
o0
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o0
[*]

Sekil 3.11: Diisey bitis dogrusu probleminde X(t) minimizasyon fonksiyonu.

c) Bitis noktasi degeri bilinmediginden dolayi c, katsayisi bulunamamaktadir.

X(t) fonksiyonu T noktasinda }/(t) hedef egrisi {izerinde oldugundan bu iki

fonksiyon esitlenir

T20{—l

a1\2 4 _
Za—l_(T ) -1=0 (3.111)

C,

ve bitis egrisi tizerindeki karsithik kosulu (3.101) kullanilirsa

(1—<:ZTC‘-1)(1—<:2T“-1 —(4a (T*-1)- 2c2T“-1)) =0 (3.112)

esitlikleri elde edilir. (3.111) ve (3.112) esitlikleri « =0.7 degeri i¢in MATLAB

programimda sembolik ara¢ kutusu kullanilarak ¢6ziilmiis ve ¢oziimler ¢, = 0.7430,

T =0.3715 olarak elde edilmistir. Son olarak X(t) fonksiyonu ve y(t) hedef
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egrisinin T noktasindaki grafigi MATLAB programi yardimiyla Sekil 3.12’de

cizdirilmistir.

26

241

hhhhh

221

0 0.05 01 0.15 02 025 03 035

Sekil 3.12: Bitis egrisi probleminde X(t) minimizasyon fonksiyonu.
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4. UYUMLU TUREVLI OPTIMAL KONTROL

Optimal kontrol, 1950 yillarindan bu yana giines sistemini kesfetmeye yonelik
Amerikan ve Rus bilim adamlarinin ¢abalarma yanit almak i¢in gelistirilmig bir
alandir. Uzay seferlerinin matematiksel modellemeleri optimizasyon problemleri
icerir. Bu problemlerden biri, kiigiik bir roket motoru tarafindan kontrol edilen bir
uzay aracinin varig noktasina en kisa zamanda minimum yakit miktarmn kullanarak
ulasacagi yoriingeleri olusturmaktir. Optimal kontrol problemleri, miihendislik,
matematik ve g¢esitli fen alanlarinda ortaya ¢ikmaktadir (Hestenes, 1966, Bryson ve
Ho, 1975, Gregory ve Lin, 1992). Klasik optimal kontrol probleminin amac1 bazi
fiziksel kisitlar1 saglarken ayni zamanda verilen bir performans indeksi minimize

(veya maksimize) eden kontrol sinyallerinin belirlemesidir [58].

u(r) x(1)

Sistem

v

Optimal Kontrol |«

Sekil 4.1: Kontrol sistemi.

Kesirli mertebeden tiirevler yardimiyla pek ¢ok fiziksel siirecin daha iyi
modelleniyor olmas1 kesirli optimal kontrol problemlerinin formiilize edilmesi ve
¢Oziim stratejilerinin belirlenmesini gerektirmistir. Kesirli optimal kontrol problemi
performans indeksi ya da sistemin dinamik kisitlarindan en az birinin kesirli tiirevli

terim icerdigi optimal kontrol problemleridir.

Literatiirde kesirli optimal kontrol ilk olarak Riemann-Liouville Kkesirli
tireviyle Agrawal tarafindan [87]’de degisim analizi, Lagrange ¢arpani teknigi ve

kismi kesirli integrasyon formiili kullanilarak optimallik kosullarini ifade eden
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Euler—Lagrange denklemleri bi¢iminde elde edilmistir. Agrawal burada klasik
optimal kontrol problemini de i¢ine alan daha genel bir yap1 ortaya koymustur. Yine
Agrawal [40,64], Caputo ve Riesz kesirli tiirev operatoriiyle tanimlanan kesirli
optimal kontrol problemini ele almis ve problemin ¢oziimii i¢in dogrudan niimerik
bir ¢oziim teknigi 6nermistir. Baleanu ve dig. kesirli optimal kontrol probleminin bir
¢ozimii icin merkezi fark niimerik metodu Onermislerdir [88]. Agrawal ve dig.
yiliksek boyutlu kontrol sistemleri i¢in optimal kontrol problemlerini tanimlamis ve
yine niimerik ¢oziim siirecini Onermislerdir. Kesirli optimal kontrol problemleri
farkli koordinat sistemlerinde Ozdemir ve dig. tarafindan Riemann-Liouville
operatorii ile ele alinmis ve niimerik ¢6ziimleri verilmistir [44,89]. Ayrica, Riesz
operatorii ile uzay—zaman kesirli mertebeden sistemlerin optimal kontrolii Ozdemir

ve Avci tarafindan incelenmistir [90].

Bir veya iki sinir kosulunun eksik oldugu kesirli optimal kontrol
problemlerinin ek sinir kosullar1 olarak bilinen karsithik kosullar1 i¢in gesitli ¢oziim
yontemleri 6nerilmistir. Tricaud ve Chen, genel formdaki kesirli mertebeden optimal
kontrol problemlerini niimerik olarak ¢6zmek igin yaklasik bir yontem Onermistir
[91]. Biswas ve Sen, kesirli optimal kontrol problemlerinin sabit ve sabit olmayan
bitis noktasi kosullarint Hamilton fonksiyonuyla formiile etmis ve ¢oziimiinii
onermistir [92,93]. Dzielinski ve Czyronis, ayrik zamanh lineer kuadratik kesirli
mertebeden dinamik sistemlerin sabit bitis zamanli optimal kontrol problemini
Riemann-Liouville kesirli operatoriiyle ele almistir [94]. Almeida ve Torres, Caputo
operatorii ile optimal kontrol probleminin ¢6ziimii igin farkli bir yontem Snermistir
[95]. Pooseh ve dig. dinamik sistemi tamsay1 ve kesirli mertebeden tiirev igeren, sabit
olmayan bitis noktas1 problemi i¢in gerekli optimallik kosullarmi elde etmistir [96].
Alizadeh ve Effati, kesirli optimal kontrol probleminin ¢oziimii igin degisimsel
iterasyon yontemi kullanmigtir [97]. Kesirli operatorlerle ele alman optimal kontrol
problemi i¢in sabit olmayan bitis noktast problemlerinin uygulamalar1 [98-101]

numarali kaynaklarda bulunabilir.

Son yillarda tanimlanan uyumlu tiirev operatorii i¢in optimal kontrol

probleminin temeli Chung [30] tarafindan uyumlu tiirevli degisim analizi ile
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atilmigtir. Daha sonra Lazo ve Torres [36] uyumlu tiirevli optimal kontrol problemini
tanimlayarak optimallik kosullarmi Hamilton formiilasyonu ve Lagrange carpani
teknigi ile elde etmistir. Iskender ve dig. zaman uyumlu bir 1s1 iletim denklemine
bagli olarak, bir levhada termal gerilimlerin optimal smir sicaklik kontroliinii
vermistir [37]. Ziaei ve dig. [38], lineer olmayan uyumlu tiirevli optimal kontrol i¢in
yaklasik bir ¢6ziim bulmaya yonelik yeni bir yontem Onermistir. Ziaei ve Farahi,
zaman gecikmeli uyumlu tiirevli optimal kontrol problemlerinin bir smifini

caligmustir [39].

Tezin bu boliimiinde ana amag¢ uyumlu tiirevli optimal kontrol problemleri igin
karsitlik kosullarin1 elde etmektir. Bu sebeple, oncelikle Lazo ve Torres [36]
tarafindan Gateux tiirev ile elde edilen optimallik kosullar1 degisim ile elde edilerek
yeni bir yaklagim verilecektir. Sonrasinda ise literatiirde eksikligi goriilen uyumlu
tiirevli optimal kontrol problemlerinin karsithik kosullar1 yine degisim yaklasimi ile

elde edilecektir. Elde edilen sonuglar yayinlanmistir [48].

4.1 Tamim: Uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi

b
J(x,u):jF(t,x(t),u(t))dgt (4.1)
performans indeksini minimize eden (x(-),u(-)) fonksiyon ciftinin belirlenmesi

stirecidir. Burada J, X(t) durum fonksiyonu ve u(t) kontrol fonksiyonuna bagl

performans indekstir. Kesirli mertebeden uyumlu tiirevli dinamik sistem

X (t)=g (t.x(t),u(t)) (4.2)

x(a)=x, x(b)=x, (4.3)



ongoriilen baslangic ve smir kosullaridir. (4.1) ve (4.2) esitliklerindeki F ve g

fonksiyonlar1 [a,b]sz bolgesinde en az C“ smifina ait fonksiyonlardir. Ayrica,

X(t) durum fonksiyonu, Xga) (t) uyumlu tiirevi var olan bir fonksiyondur.

Bu kisimda (4.1)—(4.3) esitlikleri ile verilen problemin optimallik kosullar
Hamilton formulasyonu ve Lagrange ¢arpani teknikleri kullanilarak degisim ile elde

edilecektir. Lagrange carpani tekniginde performans indeksin fonksiyoneli

L(t,x,u,2) = F (tx(t),u(t)+2(0) (X (1) - g (. x(1),u (1)) (4.4)

seklinde diizenlenir. Burada A(t), «—diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ve

Lagrange c¢arpam olarak adlandirilir. Ayni1 zamanda i(t), kontrol ve durum

fonksiyonlar1 arasindaki iliskiyi verdiginden yardimci durum degiskeni olarak da
adlandirilmaktadir. Uyumlu tiirevli optimal kontrol probleminde gerekli kosullar
bulmak amaciyla performans indeksi Lagrange carpani yardimiyla su sekilde ifade

edilir:

I(x,u,ﬂ):TF(t,x(t),u(t))+/1(t)(x£“)(t)—g(t,x(t),u(t)))d;‘t. (4.5)

(4.5) esitligindeki uyumlu integral pargalanirsa

|(x,u,z):jF(t,x(t),u(t))dguiz(t)(x@(t)-g(t,x(t),u(t)))dgt (4.6)

elde edilir. Hesaplamalarda kolaylik olmasi bakimindan bu iki integral ayri ayri
incelenecektir. Ilk integral performans indeksi oldugundan J ile, ikinci integrali ise
@ ile adlandirilacaktir. iki fonksiyonelin de degisiminin incelenmesi i¢in dncelikle

durum, kontrol ve yardimc1 durum degiskeni fonksiyonlar1 i¢in degisimin yapilmasi
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gerekir. Bunun igin X' (t), X« (t), u"(t) ve A°(t) fonksiyonlarmm ekstremum
fonksiyonlari oldugu kabul edilir. Boylece 77(t), 7\ (t), ¢(t) ve A(t) keyfi

fonksiyonlar ve |€| <1 olmak iizere, X(t), Xa“) (t), u(t) ve ﬂ(t) fonksiyonlari i¢in

zay1f degigimler sirasiyla,

X(t)=x(t)+&“n(t) (4.7)
X (t) =6 (t) & (1) (4.8)
u(t)=u"(t)+&°¢(t) (4.9)
A()=4" (1) + A (1) (4.10)

seklinde ifade edilir. J nin degisimi AJ ve @ nin degisimi AD sirasiyla asagidaki

gibi tanimlanir:

b

AJ = [F(t,x(t),u(t))-F (t.x"(t),u"(t))dst (4.11)

AD = [2(1)(X (1) -9 (tx(t),u (1)) =2 (O (1) =g (6.X (1).u" (1)) )dst (4.12)

Durum, kontrol ve yardimci durum degiskeni fonksiyonlar: i¢in ele alinan

degisimler fonksiyonellerde yazildiginda asagidaki esitlikler elde edilir:

b

AJ = [(F(tx (t)+en(t),u (t)+ &4 (1) - F (6. (t),u" (1)) )dst,  (4.13)

a
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S
I

(2 (1) + A (1) (6" (1) + & nl) (1)) dst

(A (1) +e A1) g(t.x () +&n(t),u" () +&°¢(1))dt  (4.14)

|
D — T D — T D =T

2 (1) (6 (1) - g (tx ()07 (1))dst.

(4.13) ve (4.14) esitliklerindeki degisimleri bulmak igin F(t,x(t),u(t)) ve

g (t, X(t),u(t)) fonksiyonlarmimn t € [a,b] ig:in(x*,u*) noktasi civarinda (8“77,5“()

degiskenlerine gore Taylor seri agilimlar yapilirsa

(}L*(t)+gaA(t))[g(t,X*(t),u*(t))+g—3g“n(t)+g—ﬁg“§(t)jd;"t (4.16)

bulunur. (4.15) ve (4.16) esitlikleri diizenlenirse

" L[ OF oF . »
A= (&n(t)+a—ucj(t))dat+0(5 ) (4.17)

a

AD = Tg“A(t)(x;‘(“) ()9 (tx (t),u" (1)))dct
: (4.18)

5 * a. (a 6 a a a a 2a
ok O o2 0+ Len(e)+ Lovg )]t o(e)
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elde edilir. Sonu¢ olarak (4.17) ve (4.18) esitliklerindeki ilk degisimler sirasiyla
asagidaki sekilde elde edilir:

5 :T[@n(mﬁg(t)jd;t _o, (4.19)

2\ OX

: (4.20)

b
(4.20) esitligindeki I A (t)n{g“) (t)dgt terimi igin uyumlu kismi integrasyon

formiilii (2.68) kullanilirsa

iﬂ* ()7 (t)det=2" (t)n(t)b —j/l’;(“)(t)n(t)d;t (4.21)

bulunur. ﬂ(a)zﬂ(b)=0 oldugundan (4.21) esitliginde yalnizca uyumlu integral

terimi kalir ve (4.18) esitliginde yerine yazilirsa

: (4.22)

f(n(-+ B2 e 202 | act-0

seklinde elde edilir. Varsayim geregi elde edilen 6J ve @ degisimleri toplanir
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SO +6J = iA(t)(xz(“) (t)=g(tx (t),u" (t)))dst

. jn(t)@—';-f(t)g—i- ;<“>(t)]dgt (4.29)
p OF ., .\0
+jg(t)(a-z (t)%jd;‘ho

A(t), 7(t) ve £(t) keyfi fonksiyonlar oldugundan (4.23) esitligindeki her bir

bilesenin bagimsiz olarak sifira esit olmasi gerekmektedir. Boylece uyumlu tiirevli

optimal kontrol i¢in Euler—Lagrange denklemleri olarak adlandirilan

X (t)—g(t.x"(t),u”(t))=0

oF « 7.8 OQ “(a)

——A (t)—- t)=0 4.24

OX ( )6X 4 ( ) ( )
oF og

— 21 (t)==0
ou ()au

sistem elde edilir. Uyumlu tiirevli optimal kontrol i¢gin Hamilton fonksiyonu

H(t,x,u,2)==F (t,x(t),u(t))+A(t)g (t. x(t),u(t)) (4.25)

seklinde tanimlandigindan (4.24) esitligindeki ifadeler Hamilton formunda yazilirsa

elde edilen Euler—Lagrange denklemleri agsagidaki sekilde adlandirilir:
- aH * * *
durum fonksiyonu:  —(t,x",u",4") = x“ (1),
yonu: - —( )=x(1)
. aH * * * *(a)
yardimei durum fonks1yonu:—a—(t,x u,A )zl (t), (4.26)
X

kontrol fonksiyonu: %(t X, u*,/I*) =0.
ou

(4.26) ile elde edilen kosullar, (4.1)—(4.3) esitlikleri ile verilen optimal
kontrol probleminin gerekli optimallik kosullaridir. Bu denklemler ortak
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¢oziildiigiinde optimal kontrol ve durum fonksiyonlar: elde edilir. Dikkat edilirse
incelenen problem i¢in performansi indeksi sabit baglangic ve sabit bitis noktalarina
sahiptir. Ancak bazi kesirli optimal kontrol problemleri yeterli sayida uygun sinir
kosullarin1 igermediginden optimal ¢oziimiin bulunmasi i¢in yardimci smir
kosullarina ihtiya¢ vardir. Yani, bir ya da her iki sinir kosulu eksik oldugunda, dogal
smir kosullar1 ya da karsitlik kosulu olarak bilinen bir ya da iki yardimci kosulun

denklemi ¢oziilmesi i¢in elde edilmesi gerekir.

Bu tezde, baslangi¢c noktasi sabit kabul edilerek sabit olmayan bitis zamani
icin karsitlik kosullar1 elde edilecektir. Sonuglar, baslangic noktasinin sabit olmadigi
durumlara genisletilebilir. Uyumlu tiirevli optimal kontrol problemleri i¢in karsitlik
kosullar1, uyumlu tiirevli degisim analizi problemlerinde oldugu gibi bitis zamani ve

durum fonksiyonuna dayatilan sartlara bagl olarak ti¢ farkli tipte ele alinacaktir:

i. Diisey dogrusu problemi: Sabit bitis zamani, sabit olmayan durum fonsiyonu,

ii. Yatay dogrusu problemi: Sabit olmayan bitis zamani, sabit bitis zamani
durum fonksiyonu,

iii. Bitis egrisi problemi: Sabit olmayan bitis zamani, sabit olmayan bitis zamani1

icin durum fonsiyonu.

4.1 Uyumlu Tiirevli Optimal Kontroliin Karsithk Kosullar

4.1.1 Teorem (Uyumlu tiirevli optimal kontrol i¢in karsithk kosulu): J

minimize edilecek performans indeks, g(t,x(t),u(t)) uyumlu tirevli dinamik

sistem, t, ve X(t,)=X_ sabit noktalar t, ve x(t,)=x, sabit olmayan noktalar

olsun.

J(xu)=[F(tx(t).u(t))dt (4.27)
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X (t)=g(t.x(t).u(t)) (4.28)

seklindeki uyumlu tiirevli optimal kontrol sistemi i¢in genel durumdaki karsitlik

kosulu

[‘H (tex(t)ou(te)+A(t ) (8 )}AT“ +A(t)n(t)=0  (4.29)

seklindedir. Burada 7 eC” ([to,thsz) ve Ar srasiyla, X(t) ve U zayif

degisimleri keyfi fonksiyonlardir.

ispat: J performans indeksini minimize eden X' (t) egrisinin y(t) hedef
egrisiyle t, =t; noktasmnda kesistigini varsayalim (X* (t:): }/(t: )) X" (t), x;(a) (1),
u*(t) ve A°(t) fonksiyonlar: ekstremum fonksiyonlart olsunlar. 7(t), 77t(0“) (1),

£ (t) ve A(t) keyfi fonksiyonlar ve ‘g”"«l olmak iizere, X(t), X' (t), u(t) ve

A (t) fonksiyonlar1 ve t; zaman degiskeni i¢in zayif degisimler sirastyla,

X(t)=x"(t)+&n(t) (4.30)
X (1) =x“ (t)+&“nl (1) (4.31)
u(t)=u"(t)+&°¢(t) (4.32)
A(t)=2"(t)+&"A(t) (4.33)

t, =t; +eAt (4.34)

seklinde ifade edilsin. Ozel olarak 77t(0a) (t), a -diferansiyellenebilir keyfi bir

fonksiyondur, ayrica 77('[0)=0 ve t; sabit olmayan nokta oldugundan n(tf);éO

olur.
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Bu kisimda (4.27)—(4.28) esitlikleri ile verilen problemin karsitlik kosulu,
Hamilton formulasyonu ve Lagrange ¢arpani teknikleri kullanilarak degisim ile elde
edilecektir. Lagrange ¢arpani tekniginde performans indeksin fonksiyoneli su sekilde

tanimlanir;

1(xu,2)= [F(tx(0),u(t)+ 20 (1) -9 (tx(t),u(t))dt.  (435)
(4.35) esitligindeki uyumlu integral pargalanirsa

t

|(x,u,z):jF(t,x(t),u(t))dgtsz(t)(xg) (t)=g(tx(t),u(t))dst (4.36)

) f

elde edilir. Hesaplamalarda kolaylik olmasi bakimindan bu iki integralin degisimi
ayrt ayr1 incelenecektir. Yine Ilk integral J ile, ikinci integrali ise @ ile
adlandirilacaktir. J nin degisimi AJ ve @ nin degisimi A® sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanir:
A = tj(F (£ x(t),u (1)) = F (£, (), u" (1)) )dt, (4.37)

b ' (4.38)

Durum, kontrol ve yardimeir durum degigkeni fonksiyonlari i¢in ele alman

zayif degisimler (4.37) ve (4.38) fonksiyonellerinde yazildiginda

t] +aAT

A= [ (F(tx (O)+&n(t),u (t)+&°¢ (1) -F (tx" (1),u" (t)))det (4.39)

t
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A= [ (27(1)+e A () (1) + & n (1)) it
= [ (A O+ A) g (tx (1) +e n (1) 0 (t) &4 (t))dit  (4.40)

- [ 2O (©)-9(tx ()07 (1)))d;t

elde edilir. Degisimlerdeki uyumlu integrallerin sinir degerleri zaman degiskenindeki

degisime gore diizenlenirse asagidaki sekilde ifade edilir:

t; +eAT

A= [ F(tx (t)+&n(t),u (t)+7¢ (1))dst
‘ (4.41)

£

#[(F(Lx (O)+en(t).u () +£°¢ (1)~ F (1x (t),u° (1)))det,

b

ty +eAr

AD= [ (2(t)+ gaA(t))(x;; ) (t)+ e n (t))dgt

t; +eAT

- [ (K O+ a®)(g(tx (1) +sn(t).ur (1) +7¢ (t)))dit

(2 )+ A @) 40 1)+ n (1)) dt (4.42)

(4.41) ve (4.42) esitliklerindeki degisimleri bulmak igin F(t,X(t),u(t)) ve
g(t,x(t),u(t)) fonksiyonlarmimn te[to,tf} icin (x*,u*) noktast civarmda

(8“77, el ) degiskenlerine gore Taylor seri agilimindan yapilirsa
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(47 (O +e A1) (6 () + e n (1)) dit (4.49)

bulunur. (4.43) ve (4.44) esitliklerindeki AJ ve A® degisimlerindeki ilk uyumlu

integralleri hesaplamak i¢in d®t= (t —t; )a_l dt ve t=t, = t: +&A7 oldugu goz
f

Oniine almarak dt‘i‘t:(gAr)ml dt yazilir. Boylece klasik hale indirgenen integrali

yaklasik olarak hesaplamak i¢in dikdortgen yontemi kullanilirsa asagidaki ifadeler

elde edilir:

A =F(6,X ()0 (t))e“ar + (%e“n(t)+a—s“§(t)jd§t+0(82"‘) (4.45)

+ _[ A (t)(gant(;) (t)- a—gg“n (t) —Z—ggag"(t)J dSt (4.46)

f



Sonug olarak degisimlerin ilk degisimleri sirasiyla,

5J = F(t’;,x* (t7).ur(t; ))Afa +j(%n(t)+%§(t)]dgt =0, (4.47)

50 =2"(t; )(x;;(“) (t7) =g (tx (6 )u(t; )))Ar“
+I,1* (t)(nfﬁ (t)—g—in(t)—g—gg(t)jd{jt (4.48)

+IA(t)(x;(“) () =g (tx (t),u"(1))d:t=0

ty
olarak bulunur. (4.46) esitligindeki [A"(t)7”) (t)d/t terimi icin uyumlu kismi
t

integrasyon formiilii (2.68) kullanilirsa

t; tr

[2 (0 (07t = A0)n (1) | - [ 27O n(0) 8t (4.49)

t h 1t

bulunur. 77(t,) =0 oldugundan (4.49) esitligi

t; £
[ 4 (O (Odit=2"(t)n ()~ [ 25 O n ()0 (450)
t ty

seklinde elde edilir. (4.50) esitligi, (4.48) esitliginde yerine yazilip n(t) ve & (t)

keyfi fonksiyonuna gore diizenlenirse @ nin ilk degisimi

50 =2"(t; )(x;;(“) (t7)-g(t.x (6 )u(t; )))Ar“
(00 020 c0(r 02 ar sy

ou

+ [ A ()-g(tx (1),u" (1)) det+ 27 (€ )n(t) =0



olarak elde edilir. Varsayim geregi (4.47) ve (4.51) esitliklerindeki 6J ve 0@

degisimleri toplanip Hamilton fonksiyonu formunda diizenlenirse asagidaki gibi elde

edilir:

(4.52)

(4.52) esitliginde uyumlu integral igerisindeki terimler optimallik i¢in gerekli
kosullar oldugundan her bir bilesen bagimsiz olarak sifira esittir. Bu yiizden (4.52)
esitligi

(—H (%7 (6o () + 27 (£ )Xt ))AT“ w27 (6)n(t)=0  (453)
formuna donisiir. (4.53) esitligi uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in genel
haldeki karsitlik kosulu olur. o

4.1.1 Ozel Durumlardaki Uyumlu Tiirevli Optimal Kontrol Problemleri

Icin Karsithk Kosullar

Bu boéliimde uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in elde edilen genel
durumdaki karsitlik kosulunun 06zel durumlari incelenecektir. Genel durumdaki
karsitlik kosulu bitis egrisi lizerindedir ve 6zel durumlar1 diisey bitis dogrusu, yatay

bitis dogrusu seklindedir.
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Uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in genel durumdaki karsitlik kosulu
olarak adlandirilan (4.29) denklemindeki n(tf) ve A7” keyfi fonksiyonlarinin
degeri bilinmemektedir. n(tf) keyfi fonksiyonunun degeri uyumlu Taylor seri
acilimi yardimiyla 3.1.1. boliimiinde (3.44) esitliginde elde edilmistir. (3.44)
esitligindeki n(t:) keyfi fonksiyonu (4.53) esitliginde yerine yazilip A7“ keyfi

fonksiyonu gore diizenlenirse

796 -x (8] (4.54)

olur. Burada Az” sifirdan farkl keyfi bir fonksiyon oldugundan parantez i¢erisindeki
ifade sifira esittir ve uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in genel durumdaki

karsitlik kosulu

“H (tj X (t) (6 ))M* (6 )% (1) + 47 ()
seklinde elde edilir.

4.1.1.1 Sonug: (4.55) esitligi ile verilen uyumlu optimal kontrol problemi igin

genel durumdaki karsitlik kosulunun 6zel durumlari asagidaki gibi incelenir.

i. Bitiy Egrisi Problemi: Eger x(t,) bitis noktas diferansiyellenebilir bir

X= 7/('[) egrisi lizerinde ise karsitlik kosulu

—H (tf X(t).u(t, ))+,1(tf )X () + Aty ){7‘@ (t) %"t )} =0 (4.56)
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olarak elde edilir. (4.56) esitligi uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi igin genel
durumdaki karsitlik kosuludur.

ii. Yatay Bitis Dogrusu (Sabit Bitis Noktasi) Problemi: Eger x(tf) sabit ve
t, sabit olmayan bir nokta ise ¢ sabit bir sayr olmak iizere x=;/(tf)=c olur.

Dolayisiyla yt(f“) (tf ) =0 oldugundan karsitlik kosulu

—H (t,x(t ) u(ty))+A(t, )(xf) (t, )—mJ =0 (4.57)

olarak elde edilir.

iii. Diisey Bitis Dogrusu (Sabit zaman) Problemi: t, sabit ve x(t,) sabit
olmayan ise yt(f“) (tf), X eksenine dik ve egitimi sonsuz olan bir dogrudur.

7 (t, )0 oldugundan (4.56) esitligi »“)(t, ) fonksiyonuna béliiniir ve 7 (t,)

fonksiyonu sonsuz oldugundan karsithik kosulu,

i)

a

(4.58)

olarak elde edilir.

4.1.1.2 Ornek: t, sabit olmayan bitis noktasi, X(tf):l olsun. Performans

indeksi

J (u)=%tj[x2 (t)+u?(t) ]dst, (4.59)

dinamik kisit1
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X" (t)=—x(t)+u(t), (4.60)
ve sinir kosullar1
x(0)=10, x(t;)=1 (4.61)

olan optimal kontrol problemini minimize eden u(t) kontrol fonksiyonunu bulunuz.

Coziim: Problemi ¢6zmek i¢in 6ncelikle Hamilton fonksiyonu yazilir

H (tx,0,2) = =2 (0 +U° (1)]+ () (-X(0)+u (1)) (4.62)

(4.26) esitligindeki Hamilton fonksiyonu yardimiyla elde edilen optimallik igin
gerekli kosullar

(1) = x(t)+ A(t) (4.63)
(

seklindedir. (4.63) esitligindeki uyumlu diferansiyel denklemleri analitik yontemle
[28] ¢oziildiigiinde,

t* t*

N
X(t)=ce " +ce ¢ (4.64)
olarak elde edilir. Baglangic kosullar1 kullanildiginda, X(O)=10 i¢cin ¢, +¢, =10

olur, ayrica X(t;)=1igin

tf tf

Nl il
X(t)=ce *+(10-c)e «=1 (4.65)
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bulunur. (4.63) esitliginden u(t) kontrol fonksiyonu, x(t) durum fonksiyonuna

bagli oldugundan

u(t) :(1+\/§)(10—cl)eﬁt: +<1—\/§)cleﬁt:f (4.66)

olarak elde edilir. Ancak bu katsayilar t, degeri bilinmediginden dolay1

coziilememektedir. Bu yiizden optimallik i¢in gerekli kosullara ek olarak karsithik
kosuluna ihtiya¢ duyulmaktadir. (4.57) esitligindeki uyumlu tiirevli optimal kontrol

icin karsitlik kosulu kullanilirsa,

=0 (4.67)

esitligi elde edilir. (4.65) ve (4.67) esitlikleri, o =0.7 i¢gin MATLAB programinda
sembolik ara¢ kutusu kullanilarak ¢dziilmiis ve ¢oziimler t; =0.2181, ¢, =-2.6457,

c, =12.6457 olarak elde edilmistir. Durum ve kontrol fonksiyonlar1 MATLAB

programi yardimiyla sekil 4.2 ve sekil 4.3’te ¢izdirilmistir.

10

x(1)

1
o] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14 0.16 0.18 02

Sekil 4.2: Yatay bitis dogrusu probleminde X(t) optimal durum fonksiyonu.
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65

u(t

1 1 1 1 1
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14 0.16 0.18 0.2

30 ;
0

Sekil 4.3: Yatay bitis dogrusu probleminde u(t) optimal kontrol fonksiyonu.

Biswas ve Sen [93] tarafindan Riemann-Liouville anlaminda ele alinan
optimal kontrol problemi uyumlu tiirev ile degerlendirildiginde durum

fonksiyonunun istenen degere daha hizli bir sekilde ulastig1 gortiilmektedir.

4.2 Genellestirilmis Uyumlu Tiirevli Optimal Kontrol Problemi icin
Karsithk Kosulu

Bu kisimda performans indeksi klasik integral ile tanimlanmis, integralinde
uyumlu tiirevli terim iceren genellestirilmis uyumlu tiirevli optimal kontrol

problemleri i¢in karsitlik kosullar1 elde edilecektir.

Genellestirilmis  karsithk kosulunu elde etmek igin gerekli optimallik
kosullarmin bilinmesi gerekir. Bu kosullar incelendiginde uyumlu integral ile
tanimlanan optimal kontrol probleminin gerekli optimallik kosullar1 ile ayn1 oldugu

sonucuna ulasilmistir. Bu yiizden ispatina burada deginilmeyecektir.
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4.2.1 Teorem (Uyumlu tiirevli optimal kontrol i¢in genellestirilmis karsitlik

kosulu): J minimize edilecek performans indeks, g(t,x(t),u(t)) uyumlu tiirevli

dinamik sistem, t, ve X(f,)=x_ sabit noktalar t, ve x(t,)=x, sabit olmayan

noktalar olsun.

t

J(x,u):jF(t,x(t),u(t))dt (4.68)

t

X () =g(tx(t)u(t)) (4.69)

seklindeki genellestirilmis uyumlu tiirevli optimal kontrol sistemin ic¢in genel

durumdaki karsitlik kosulu

[—H(tf,x(tf),u(tf ))m(tf)x{j”(p)}Aw(tf ~t,) At )n(t)=0 (4.70)

seklindedir. Burada 7 eC* ([to,thsz) ve Ar sirasiyla, X(t) ve t zayif

degisimleri i¢in keyfi fonksiyonlardir.

ispat: J performans indeksini minimize eden X'(t) egrisinin y(t) hedef
egrisiyle t, =t; noktasinda kesistigini varsayalim (X* (t: ) = 7(t: )) X" (t), X;(a) (1),
u*(t) ve ﬂ*(t) fonksiyonlar1 ekstremum fonksiyonlar1 olsunlar. n(t), nt(o“) (t),

¢ (t) ve A(t) keyfi fonksiyonlar ve || <1 olmak iizere, x(t), (), u(t) ve

A (t) fonksiyonlar1 ve t; zaman degiskeni i¢in zayif degisimler sirasiyla,

X(t)=x"(t)+en(t) (4.71)
X, (£)=x," (t) +en” (1) (4.72)



u(t)=u"(t)+ef(t) (4.73)

A(t)=A"(t)+eA(t) (4.74)

t, =t +eAT (4.75)

seklinde ifade edilsin. Ozel olarak 7”)(t), «—diferansiyellenebilir keyfi bir

fonksiyondur, ayrica 7(t,)=0 ve t; sabit olmayan nokta oldugundan n(tf);&O

olur.

Bu kisimda (4.68)—(4.69) esitlikleri ile verilen problemin genellestirilmis
karsithik kosulu, Hamilton formulasyonu ve Lagrange ¢arpani teknikleri kullanilarak
degisim ile elde edilecektir. Lagrange carpani tekniginde performans indeksin

fonksiyoneli su sekilde tanimlanir:

L(xu,2) = [ F(6x(0),u(t)+A(0)(x () -9 (tx(t).u(t)))dt  (4.76)
(4.76) esitligindeki integral pargalanirsa

t

L(x,u,4)= [ F(t.x(t),u(t))dt +tjf/1(t)(xfo") (t) =9 (tx(t).u(t))dt  (@4.77)

to t
elde edilir. (4.77) esitligini minimize eden durum ve kontrol fonksiyonlarmi bulmak
icin performans indekslerin degisimleri incelenmelidir. Hesaplamalarda kolaylik
olmas1 bakimindan bu iki integralin degisimi ayr1 ayri incelenecektir. Yine ilk

integral J ile, ikinci integrali ise @ ile adlandirilacaktir. J nin degisimi AJ ve @

nin degisimi AD sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:
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Al =ij(|: (tx(1),u(t))=F (t.x" (1),u" (1)))dt, (4.78)

N

AD ztj(ﬂ(t)(ﬁo@ (=g (tx(t),u (1)) -2 () (O -g(tx ()0 (t))))dt. (4.79)

t

Durum, kontrol ve yardime1 durum degiskeni fonksiyonlari i¢in ele alinan zay1f

degisimler (4.78) ve (4.79) fonksiyonellerinde yazildiginda

t; +eAT

A= [ F(tx (t)+en(t),u (t)+a¢ (t)-F (tx (t),u" (t)))dt  (4.80)

)

ty +eAT

A= [ (2 (t)+an ()% (1) + e (1)) dt

)

t; +eAT

- [ (F(O)+ea(0)g(t.x (t)+en(t).u(t)+e5(1)dt  (481)

t? +eAT

- [ A O(0-0(6x 00 0)

elde edilir. (4.80) ve (4.81) esitligindeki degisimlerde integrallerin sinir degerleri

zaman degiskenindeki degisime gore diizenlenirse asagidaki sekilde ifade edilir:

(4.82)

+[(F(tx (t)+en(t),u"(t)+ 22 (1))~ F (6. (1),u" (t)))dt,
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(2 O+ @) (0)+en” (1))t (4.89

(4.82) ve (4.83) esitliklerindeki degisimleri bulmak igin F(t,x(t),u(t))ve
g(t,x(t),u(t)) fonksiyonlarmin te[to,tf} icin (X*,u*) noktast civarmdaki

(577, e ) degiskenlerine gore Taylor seri agilimi yapilirsa,

oF oF

Al - j T(F(t,x*(t),u*(t))+&gn(t)+%g§(t)jdt

+tj.(F (t, X (t),u* (t))+ﬁgq(t)+ﬁg§(t)_ = (t, " (t),u* (t))jdt (4.84)

g OX ou
+O<52)
AD— fr(f(t)wA(t))(x@(t)+gn<a>(t))dt
_ t'fT(,f(t)+gA(t))(g(t X (t),u*(t))+6—ggn(t)+g—gg§(t)jdt
0 )+ A ) 0+ o1 () .
I (7 @ an @) a(tx (O )+ Zeon()+ (1)



bulunur. (4.84) ve (4.85) integrallerindeki ilk integralleri yaklasik olarak hesaplamak

icin dikdortgen yontemi kullanilirsa asagidaki ifadeler elde edilir:

A =F (6. (6)u (5 ))gAHj@_';gn(m%gg( )jdt+o(52), (4.86)

AD=2"(t; )(x;;(“) (t7) -9t X (t)u(t; )))gAr

+_[/1 (877tO Z?( en (t)—g—gef(t)j dt (4.87)

+ng(t)(x;;<a> (t)=9(t.X" (1),u" (1)))dt+0(?).

)

Sonug olarak (4.86) ve (4.87) esitliklerindeki ilk degisimler sirastyla

SJ=F (t’; X (1) (4 ))ij(%n(mﬁg(t)jdt ) (4.88)

+tj4* (t)(né)a) (t)—a_gn(t)—ag(t)jdt (4.89)

olarak bulunur. (4.89) esitligindeki uyumlu tiirevli terim iceren [ A"(t)n{” (t)dt

t0
integralini hesaplamak i¢in uyumlu kismi integrasyon formiiliiniin kullanilmasi

gerektigi agiktir. Bunun i¢in

2 ()=(t=t,) " 2" (t) (4.90)

doniisiimii uygulanip uyumlu kismi integrasyon formiilii (2.68) kullanilirsa,
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&
tf t

j,l ) (t)dt=[ A" (t)nl (t)dit=A Mo t)dst (4.91)
to
elde edilir. 77( ) 0 oldugundan
t; . £ B
[A (M)A (V)= (8 )n (87 )~ [ 22 (t)m (1) dct (4.92)

olur. Varsayim geregi 6J ve 5® toplam seklinde oldugundan (4.88) esitligindeki

integral de uyumlu integrale doniistiiriiliir,

5)=F (t’;,x*(t’; )u (£ ))AHj(%q(t)Jrﬁg(t)j(t—to)l‘“ dft=0. (4.94)

(4.93) ve (4.94) esitlikleri toplanip n(t), 4 (t) ve A(t) keyfi fonksiyonlarma goére

diizenlenirse ilk degisimler
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53 +50 = [—H (67 (6)ou () + 27 (£ )Xt )}Ar

Je-0) 2 o (499

olarak bulunur. (4.95) esitliginde uyumlu integral igerisindeki (t—to)l_a terimleri

sifirdan farkli ve integral icerisindeki terimler optimallik i¢in gerekli kosullar
oldugundan her bir bilesenin bagimsiz olarak sifira esit olmast gerekmektedir. Bu

yiizden (4.95) esitligi

(H {60 () (6)+2 (60 5 ) e+ 7 (6l ) =0 o)

formuna donisiir. (4.90) esitligi (4.96) esitliginde yerine yazilirsa genellestirilmis

uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in genel durumdaki karsitlik kosulu

(H (€ (6 )ou (8))+ 27 (6 )X (6 ) A+ (6 =) 7 7 (t)n(t;) =0 (497)

elde edilir. o

4.2.1 Ozel Durumlardaki Genellestirilmis Uyumlu Tiirevli Optimal
Kontrol Problemleri icin Karsithk Kosullar

Bu bolimde (4.97) esitligi ile verilen genellestirilmis uyumlu tiirevli optimal
kontrol problemi icin genel durumdaki karsitlik kosulunun 6zel durumlar1 4.1.1
Boliimiindekine benzer sekilde yapilacaktir. Genel durumdaki genellestirilmis
karsitlik kosulu bitis egrisi lizerindedir ve 6zel durumlar1 diisey bitis dogrusu, yatay

bitis dogrusu seklindedir.
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Uyumlu tiireve bagl terim igeren klasik integral ile tanimlanan optimal

kontrol problemi igin elde edilen (4.97) esitligindeki genellestirilmis karsitlik

kosulunda n(tf) keyfi fonksiyonu ve Az artisinin degeri bilinmemektedir. Bu keyfi

fonksiyonun degeri daha once Taylor seri ag¢ilimi yardimiyla 3.2.1. Boliimiinde
(3.98) esitliginde elde edilmistir. (3.98) esitligindeki (1} ) keyfi fonksiyonu (4.97)

esitliginde yerine yazilip Az keyfi fonksiyona goére diizenlenirse

(4.98)

olur. Burada At sifirdan farkli bir artis oldugundan parantez i¢erisindeki ifade sifira
esittir. O halde genellestirilmis uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in genel

durumdaki karsitlik kosulu

(4.99)

seklinde elde edilir.

4.2.1.1 Sonug: (4.99) esitligi ile verilen uyumlu optimal kontrol problemi i¢in
genel durumdaki genellestirilmis Karsitlik kosulunun 6zel durumlar1 asagidaki gibi

incelenir.

i. Bitis Egrisi Problemi: Eger X(t, ) bitis noktast diferansiyellenebilir bir

X= 7/('[) egrisi lizerinde ise genellestirilmis karsithik kosulu

—H (o (t)ou(t )+ A (8 )6 (8 )+ (t —t) " At )(7(t)-X(t,))=0  (4.100)
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olur. (4.100) esitligi genellestirilmis uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi igin
genel durumdaki karsitlik kosuludur.

ii. Yatay Bitis Dogrusu (Sabit Bitis Noktasi) Problemi: Eger x(t, ) sabit ve
t, sabit olmayan bir nokta ise ¢ sabit bir say1 olmak iizere Xx=y(t;)=c olur.

Dolayisiyla 7}(tf ) =0 oldugundan karsitlik kosulu

—H(tf,x(tf),u(tf))+/1(tf)(><fo">(tf)—(tf—to)l“x(tf))zo (4.101)

bulunur.

iii. Diisey Bitis Dogrusu (Sabit Zaman) Problemi: t, sabit ve x(t,) sabit
olmayan ise ;}(tf ), X eksenine dik ve egimi sonsuz olan bir dogrudur. 7}(tf)¢0
oldugundan (4.100) esitligi 7(t,) fonksiyonuna bélinir ve 7(t) fonksiyonu

sonsuz oldugundan karsitlik kosulu,

(t—t,) " A(t,)=0 (4.102)

olur. (4.102) esitligi genellestirilmis uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi igin

dogal sinir kosulu olarak adlandirilir.

4.2.1.2 Ornek: t, sabit olmayan bitis noktasi, X(tf):l olsun. Performans

indeksi

t

J(u)=%j[x2 (t)+u? (1) ], (4.103)

0

dinamik kisit1
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X7 (1) =—x(t) +u(t), (4.104)
ve sinir kosullar1

x(0)=10, x(t;)=1 (4.105)

olan optimal kontrol problemini minimize eden u(t) kontrol fonksiyonunu bulunuz.

Coziim: Problemi ¢6zmek i¢in 6ncelikle Hamilton fonksiyonunu yazilir

H (6 x0,2) = =2 (O +0 O]+ 4O (X () +u(). (4108

(4.26) esitligindeki Hamilton fonksiyonu yardimiyla elde edilen optimallik igin
gerekli kosul kullanildiginda

+Uu
A(t) (4.107)

elde edilir. (4.107) esitligindeki uyumlu diferansiyel denklemler analitik yontemle
¢oziildiigiinde [28],

N
X(t)=ce < +c,e

“
@ (4.108)

olarak elde edilir Baslangi¢c kosullar1 kullanildiginda, X(O)=10 i¢cin ¢, +c¢, =10

olur, ayrica x(t;) =1 igin

e s

x(t,) = cle\ﬁ7 +(10-c)e "« =1 (4.109)
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bulunur. (4.107) esitliginden u(t) kontrol fonksiyonu, x(t) durum fonksiyonuna

bagli oldugundan

NS gt
u(t)=(1+J§)(1O—c1)e a+(1—J§)c1e Z (4.110)
olarak elde edilir. Ancak bu katsayilar t; degeri bilinmediginden dolay1

coziilememektedir. Bu yiizden optimallik i¢in gerekli kosullara ek olarak karsithik
kosuluna ihtiya¢ duyulmaktadir. (4.101) esitligindeki genellestirilmis uyumlu tiirevli

optimal kontrol probleminin karsitlik kosulu kullanilirsa,
Xt )+u?(t, )—2u(t, )t “x(t;)=0 (4.111)

esitligi elde edilir. Bu (4.109) ve (4.111) esitlikleri, «=0.7 igin MATLAB
programinda sembolik ara¢ kutusu kullanilarak ¢dziilmiis ve ¢oziimler t, =0.1307,
¢, =-5.0903, ¢, =15.0903 olarak elde edilmistir. Durum ve kontrol fonksiyonlari
MATLAB programi yardimiyla sekil 4.4 ve sekil 4.5’te ¢izdirilmistir.

10

x(1

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12

Sekil 4.4: Yatay bitis dogrusu probleminde X(t) optimal kontrol fonksiyonu.
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65 T T

35 ! ! ! ! 1 1
0

Sekil 4.5: Yatay bitis dogrusu probleminde u(t) optimal kontrol fonksiyonu.

94



5. UYUMLU TUREVLI YAYILIM DENKLEMININ
OPTIMAL KONTROLU

Bu boliimde, karsitlik kosulunun bir uygulamasi olarak, zamana goére uyumlu
tiirev iceren yayilim sisteminin optimal kontrolii ele alinacaktir. Benzer problem
Ozdemir ve dig. [43] tarafindan Riemann—Liouville kesirli tiirevi ile igin incelenmis
ve optimal kontrolii niimerik olarak elde edilmistir. Burada ise uyumlu tiirev

operatoriiniin avantajindan dolay1 optimal kontrol analitik olarak elde edilmektedir.

Dinamik kisitlari

X(()“) (é/,p,t) 2(6 X(ai/azp,t) i a u(aiizp,t)J_i_u(é”p,t) (51)
baslangi¢ kosulu
X(¢,p,0)=1++p (5.2)

ve sinir kosullari

x(0,p,t) x(L,pt) ox(£,0,t) x(&,Lt)

- - - =0 53)
o¢ o¢ op o
seklinde tanimlanan yayilim siirecinin
1 1LL
J(“)=EHI[XZ(C’P't)wz(&p,t)]d{dpd(?t (5.4)
000

performans indeksini minimize eden optimal kontrol problemi tanimlansm. Burada

X({,p,t) durum ve u({,p,t) kontrol fonksiyonlar1 { zaman degiskeni ve
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({,p)e[O,L]x[O,L] uzay parametrelerine baghdir. Ayrica O<a<1 ig¢in

X\ (¢, p,t) fonksiyonu, X(¢, p,t) durum fonksiyonunun t zaman degiskenine gore

uyumlu tiirevini ifade etmektedir.

Optimal kontrol fonksiyonunu belirlemek i¢in oncelikle (5.1)—(5.3)

esitlikleriyle verilen smir deger probleminin ¢oziimii belirlenmelidir. Bunun ig¢in
degiskenlerine ayirma yontemi uygulanabilir. Bu yontemde X(t) durum fonksiyonu

asagidaki sekilde degiskenlere ayrilir.

x(¢,pt)=Z(S)N(p)T(t) (5.5)

(5.5) esitligi (5.1) diferansiyel denkleminin homojen kisminda yerine yazilirsa,

- + (5.6)

= + =—H (5.7)

olarak yazilir. Oncelikle (5.7) esitliginin

Z” N” 2
__|_ = — 5.8
> TN T H (5.8)

kismimnin ¢éziimiinii belirlemek i¢in

=y (5.9)
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diizenlemesi  yapilsm. (5.9) diferansiyel denklemi Z  fonksiyonu igin

degerlendirildiginde

Z(¢)="b,cos(v¢)+b,sin(vg) (5.10)

¢oziimii bulunur. (5.10) esitligindeki Z(¢) fonksiyonunun (5.3) smur kosullarini

saglamasi i¢in
Z'(0)=b,=0 ve Z'(L)=bsin(vL)=0 (5.11)

bulunur. Buradan 6z degerlerin v, = i (

m=0,12,...) ve bunlara karsilik gelen 6z

fonksiyonlarin

mz¢

Z.(¢)=h, COS(TJ (5.12)

olmasi gerekir. Benzer sekilde x* = 1* —v* olmak iizere (5.9) diferansiyel denklemi

N fonksiyonu i¢in degerlendirildiginde

N (p)=c,cos(xp)+c,sin(xp) (5.13)

¢oziimii bulunur. (5.13) esitligindeki N(p) fonksiyonunun (5.3) smir kosullarini

saglamas1 i¢in

N'(0)=c,=0 ve N’(L)=c;sin(xL)=0 (5.14)

o

bulunur. Buradan 6z degerlerin «, = n=0,1, 2,...)Ve bunlara karsilik gelen 6z

fonksiyonlarin
N, (p)=c, cos(n%pj (5.15)

olmasi gerekir. Simdi (5.7) esitligindeki uyumlu tiireve bagh
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T3 (1) + 42T (1) =0 (5.16)

diferansiyel denklemi ¢oziilecektir. (5.16) uyumlu lineer adi diferansiyel

denkleminin karakteristik denklem yardimiyla ¢6ziimii

T(t)=ae = =0 (5.17)

seklindedir [28]. x* = > —v?kabuliinden

=T (5.18)

oldugu goriiliir. Béylece T fonksiyonu m,n=0,1,2,...

i m2712+n27r2 t*
- (t)Zamne[ ©ot ] (5.19)
olarak elde edilir. Sonug¢ olarak (5.12), (5.15) ve (5.19) esitlikleri (5.5) esitliginde

yerine yazilirsa

mér?2 nzﬂzJEi

_(m?a? na?
w (o) = amnbmcncos(mfgjcos(nipje [ S

: (5.20)

mn™~m™~n?

bulunur. (5.20) esitliginde d,, =a,b,C,,  Fm (£, p)=COS(m7LT§ jCOS(nfpj e

(e
2 2
X (1) =d € © Y% olarak isaretlenirse ¢oziim

X(Cpt) =33 % (V) (<0 0) (5.21)

m=0 n=0
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olarak belirlenir. Buradan hareketle kontrol fonksiyonu

W) =3 S U (V) (£.0) (5.22)

m=0 n=0

formunda kabul edilir. (5.21) ve (5.22) esitliklerindeki x,, (t) ve u,,(t) ifadeleri

sirastyla durum ve kontrol 6z koordinatlar1 olarak adlandirthr.  u({, p,t) optimal

kontrol fonksiyonunu belirlemek icin (5.21) ve (5.22) esitlikleri (5.4) performans
indeksinde yerine yazilir. Kolaylik olmasi agisindan m ve n indislerinin st smir1 K

olarak alinirsa

L* |
—EJ(XOO+Z xm0+z xOn+ZZ X2 Ul
0

k k m l k k m=1ln l (523)
+Z%u§10 +Z%u§n +ZZZUnszdézt
m=1 n=1 m=1 n=1

elde edilir. (5.21) eesitligi  (5.2) baslangic kosulunda yerine yazilir
COS( fgjcos( 3 J ile garpilir ve ¢, p degiskenleri i¢in 0 dan L ye integrali

alinirsa,

L2+ m=0,n=0
3
—(cos(nn)—l) m=0,n>0
X, (0)= =4 N7’ (5.24)

L2 3
mZZL . (cos(mzz)—l) m>0,n=0
T

0 m>0,n>0

olarak bulunur. Ayrica bulunan performans indeks ve dinamik sistem yardimiyla

Hamilton fonksiyonu
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L k
=_?[x§0+z xmo+z x0n+Z;Z; X’ +uoo+z umo+z uz,
el L
k k
2.2,

DX LY ML H( )(ﬂ}(t)(t)}

olarak elde edilir. Lazo ve Torres tarafindan [36] da verilen optimallik i¢in gerekli

(5.25)

N

kosullar yardimiyla durum, yardime1 durum degiskeni ve kontrol fonksiyonlari

x() (t)+{(m—LﬂT +(nT”T}xmn (t)—Uy, (t)=0 (5.26)

U R T

A (1) ==, (1) =0 (5.28)

seklinde bulunur. & mertebeden uyumlu lineer diferansiyel denklem sistemi belirten
(5.26), (5.27) ve (5.28) esitlikleri ortak ¢oziilirse m,n=0,12,...,K i¢in durum ve

kontrol 6z koordinatlar1

X (1) = [{(m—sz - [n{]z}— r]cfl’””ert: + H(m—sz +(nT”J2}+ rJag‘"ert: (5.29)

t* t@
—r—

U, (t)=o™e @ +oime « (5.30)

olarak elde edilir. Burada +r karakteristik denkleminin kokleridir:

. \/(%j +(”_”j2 " (5.31)
L L
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(5.29) ve (5.30) esitliklerinden kontrol (5.21) ve durum (5.22) fonksiyonlarini

elde etmek i¢in dncelikle o) ve o," katsayilarmm belirlenmesi gerekir. Bunun igin
baslangi¢ kosulu (5.2) ve t, =1 sabit ve x(tf) sabit olmadigi durumdaki karsitlik

kosulu (4.58) kullamilir. Boylece 1(1)=0 ve (5.28) esitliginden u(1)=0 olarak

bulunur.

o, ve o," Katsayilarinin hesaplanma siirecini gostermek amaciyla Grnek

olarak m,n=0 terimleri, & =0.5 ve L =1 degerleri kabul edilmistir. Boylece r =1

olarak bulunur ve durum ile kontrol 6z koordinatlar1

X (0) =~ + o =2 (5.32)

Ugo (1) = 606 % + 0%% = 0 (5.33)

seklinde elde edilir. (5.32) ve (5.33) esitlikleri MATLAB programi yardimiyla
¢oziildiigiinde, o,° =1.9640 ve o3’ =0.0360 olarak bulunur. Bunun haricinde & nin

farkli degerleri i¢in katsayilar hesaplanarak tiim durumlar i¢in kontrol ve durum 6z

koordinatlart MATLAB programi yardimiyla ve de ¢izdirilmistir.

Sekil 5.1 de goriildiigii lizere, « degerleri 1 den 0 a dogru azaltildiginda
kontrol 6z fonksiyonlarnin katkisinin azaldigi goriilmektedir. o =1 yayilim ve
a <1 degerleri ise alt yayilim siireglerine karsilik gelmektedir. Kontrol 6z
koordinatlarinin ise durum 06z koordinatlarina paralel olarak katkisinin arttigi

gbzlemlenmektedir.
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Sekil 5.1: Farkli « degerleri igin Xy, (t) durum 6z koordinatu.

05 T T T T T T

Sekil 5.2: Farkli « degerleri igin Uy, (t) kontrol 6z koordinatu.

Diger durum ve kontrol 6z koordinatlar1 (m,n :1,2,...,k) da benzer sekilde

elde edilerek yerine yazildiginda optimal durum ve kontrol fonksiyonlar: elde
edilmis olur. Teorikte durum ve kontrol 6z koordinatlarinin sonsuz toplamlar1 olarak
ifade edilen durum ve kontrol fonksiyonlarmi pratikte elde etmek i¢in sonlu sayida
hesaplanmasi1 gerekir. Belli bir k degerinden sonraki katsayilarin durum ve kontrol

fonksiyonlarmma katkisinin anlamli bir fark olusturmamaktadir, dolayisiyla k=5
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secilmistir. Boylece, & =0.5, L=1, £=0.5 ve p=0.3 degerleri igin optimal durum
ve kontrol fonksiyonlarmin grafikleri MATLAB programi yardimiyla asagidaki gibi
elde edilmistir. [43]’te ele alman problem ile karsilastirildiginda uyumlu tiirevli
yayilim siirecinin Riemann—Liouville kesirli tiirevli yayilim siirecine benzer davranis

gosterdigi goriilmektedir. Buradaki avantaj siirecin analitik olarak ¢oziilebilmesidir.

Sekil 5.4: & =0.5 igin u(t) kontrol fonksiyonu.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Uyumlu tiirev, iyi bilinen pek ¢ok kesirli tiirevin aksine klasik tiirevin bazi
temel 6zelliklerini sagladigi i¢in uyumlu diferansiyel denklemler analitik yontemlerle
kolayca ¢oziilebilmektedir. Bu durum, bilim adamlarinmn ilgisini uyumlu tiirev ve
uygulamalarmma c¢ekmistir, dolayisiyla uyumlu tiirevli sistemler i¢in kontrol
tasarimlarinin ¢alisilmas: bir gereklilik haline gelmistir. Uyumlu degisim analizi ve
optimal kontrol problemleri uyumlu sistemlerin kontrolu anlaminda yapilan ilk
caligmalardir. Bu tezde, 6zgiin olarak uyumlu tiirevli degisim analizi ve uyumlu
tirevli optimal kontrol problemleri i¢in karsitlik kosullar1 elde edilmistir. Uyumlu
tiirev terimi iceren her iki problem de performans indeksinin durumuna gore ikiye
ayrilirak kosullar ayr1 ayri elde edilmistir. Performans indeksin uyumlu integral
icerdigi problemler icin elde edilen kosullar karsitlik kosullari, performans indeksin
klasik integral icerdigi problemler i¢in elde edilen kosullar ise genellestirilmis
karsithik kosullar1 olarak anilmistir. Buna gore tezde elde edilen sonuglar sirasiyla

asagida verilmektedir.

e Uyumlu Rolle teoremi ve ortalama deger teoreminin birbirine denk oldugu
gosterilmistir.

e [52]'de verilen Ozelliklerin 6zel bir hali olarak uyumlu integralin 6zellikleri
verilmistir.

e Uyumlu tiirevli degisim analizi problemi i¢in uyumlu Euler—Lagrange denklemi
degisim yontemiyle elde edilmistir.

e  Uyumlu tiirevli degisim problemleri i¢in sabit olmayan bitis noktas1 probleminin
genel durumdaki karsitlik kosulu elde edilmistir. Daha sonra 6zel haldeki yatay
bitis dogrusu, diisey bitis dogrusu ve bitis egrisi problemleri i¢cin karsitlik
kosullar1 elde edilmistir.

e Uyumlu tiirevli degisim problemlerinin her {i¢ tipi i¢in uygulama problemleri ele
alinarak ¢o6ziilmiistiir. Bu problemlerdeki durum fonksiyonlarinin grafikleri
a =0.7 degeri icin MATLAB programi yardimiyla ayr1 ayr1 gizdirilmistir.

e Uyumlu tiirevli degisim analizi problemleri igin genellestirilmis uyumlu Euler—

Lagrange denklemi degisim yontemiyle elde edilmistir.
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Uyumlu tiirevli degisim analizi problemleri i¢in genel ve 6zel durumlardaki
genellestirilmis karsitlik kosullar1 elde edilmistir.

Her ti¢ tipteki genellestirilmis karsitlik kosullarinin uygulama problemleri ele
alinarak c¢oziilmistir. Bu problemlerdeki durum fonksiyonlarinin grafikleri
a =0.7 degeri icin MATLAB programi yardimiyla ayr1 ayr1 ¢izdirilmistir.
Uyumlu tiirevli optimal kontrol problemlerinin optimallik i¢in gerekli kosul olan
uyumlu Euler-Lagrange denklemleri Lagrange g¢arpani teknigi ve Hamilton
formiilasyonu kullanilarak degisim yontemiyle elde edilmistir.

Uyumlu tiirevli optimal kontrol problemleri i¢in sabit olmayan bitis noktasi
probleminin genel durumdaki karsithik kosulu elde edilmistir. Daha sonra 6zel
haldeki yatay bitis dogrusu, diisey bitis dogrusu ve bitig egrisi problemleri igin
karsitlik kosullar1 elde edilmistir.

Uygulama olarak uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in yatay bitis
dogurusu problemi ele alinmis ve ¢Ozilmiistiir. Bu problemdeki durum ve
kontrol fonksiyonlarinin grafikleri ¢ =0.7 degeri icin MATLAB programi
yardimiyla ayr1 ayri ¢izdirilmistir. Riemann—Liouville anlammda daha 6nce
[93]’de ele alman optimal kontrol problemi uyumlu tirev ile
degerlendirildiginde durum fonksiyonunun istenen degere daha hizl bir sekilde
ulagtig1 gorilmiistiir.

Uyumlu tiirevli optimal kontrol problemleri i¢cin genel ve 6zel durumlardaki
genellestirilmis karsitlik kosullar1 elde edilmistir.

Uyumlu tiirevli optimal kontrol problemi i¢in yatay bitis dogurusu problemi ele
alinmis ve ¢Ozlilmiistiir. Bu problemdeki durum ve kontrol fonksiyonlarinin
grafikleri o =0.7 degeri icin MATLAB programi yardimiyla ayri ayri
¢izdirilmistir.

Son olarak uyumlu tiirevli yayilim probleminin diisey bitis dogrusundaki optimal
kontrolii Hamilton formiilasyonu ve Lagrange ¢arpani teknigi kullanilarak elde
edilmistir. Problemin ¢6ziimiinde 6z fonksiyonlar kullanilmis, durum ve kontrol
0z koordinatlarinin grafikleri ¢ =0.3, a =0.5, & =0.7 ve a =1 degerleri i¢in
MATLAB programi yardimiyla ayri ayri ¢izdirilmistir. & mertebesi 1 den 0 a
dogru azaltilirken durum 6z koordinatlarmin siirece katkismm azaldigi
goriilmektedir. Bu, durum 6z koordinatlarmimn davraniglarinin normal yayilimdan

alt yayilima degismesi seklinde yorumlanir. Ayni zamanda, kontrol &z
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koordinatlarinin etkileri beklendigi gibi durum 6z koordinatlarina paralel olarak

artmaktadir. Son olarak durum ve kontrol fonksiyonlarmin grafikleri & = 0.5,

L=1,

£=05 ve p=0.3 degerleri icin MATLAB programi yardimiyla

cizdirilmistir. Durum ve kontrol degiskenlerinin 6z fonksiyon agilimlar1

kullanilarak [43]’te Riemann—Liouville operatérii ile ele alinan optimal kontrol

kurali niimerik olarak elde edilirken burada analitik olarak elde edilmistir.

Tezde genel olarak uyumlu karsitlik kosullarinin elde edilmesi i¢in bir takim

smirlandirmalar yapilmustir. Oneri olarak asagidaki durumlardan bu tezde elde edilen

sonuglar 15181nda elde edilebilir:

Uyumlu tiirevli degisim analizi ve optimal kontrol i¢in baslangi¢
noktasmnin sabit bitis noktasinin sabit olmadigi kabul edilen
problemlerde, hem baslangic hem de bitis noktasmin sabit olmadigi
durumlar incelenebilir.

Burada bitis egrisi probleminin 6zel durumlar1 olarak diisey bitis dogrusu
ve yatay bitis dogrusu problemleri ele alinmistir. Bunlarin haricinde
[54]’te klasik degisim analizi ve optimal kontrol i¢in incelenenen
kesilmis diisey bitis dogrusu ile kesilmis yatay bitis dogrusu problemleri
uyumlu tiirevli degisim analizi ve optimal kontrol i¢in incelenebilir.

Bu c¢alismada ele alman uyumlu tirevli optimal kontrol problemi
Lagrange problemi tipindedir. Bolza problemi, bu problemin genel
halidir ve incelenmeye acik bir problemdir.

[36]’da incelendigi gibi performans indeksi uyumlu tiirev ile birlikte

klasik tiirev terimi iceren fonksiyoneller i¢cin de karsitlik kosullar1 elde

edilebilir.
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