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KISALTMALAR

Bu c¢aligmada kullanilmis kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Kisaltmalar
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n. Fibonocci Sayisi

n. Padovan Sayisi
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Narayana dizisi iirete¢ fonksiyonu
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Tamsay1 Dizileri Elektronik Ansiklopedisi
k-Narayana dizisi iireteg fonksiyonu

k-Narayana dizisi {lirete¢ matrisi
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1. GIRIS

Say1 dizileri, matematikte 6nemli bir yere sahiptir. Bir say1 dizisi, belirli bir kurala gore
ardisik elemanlarin bir araya gelmesiyle olusan bir kiimedir. Bu diziler, bir¢ok farkli alanda,
Ozellikle matematik, bilgisayar bilimi ve miihendislikte, problemlerin ¢6ziimlenmesi ve analiz
edilmesi i¢in kullanilir. Say1 dizileri, yapilarina ve kurallarina gore ¢esitli tiirlere ayrilabilir; bu

tiirlerden biri de rekiirans (tekrar eden) dizilerdir.

Rekiirans diziler, onceki terimlere bagli olarak belirli bir formiile gore tanimlanan
dizilerdir. Bu tir dizilerde, bir terim genellikle kendisinden once gelen birka¢ terimin bir
fonksiyonu olarak ifade edilir. Rekiirans dizileri, matematiksel problemlerin ¢oziimiinde ve
algoritmalarin gelistirilmesinde genis bir uygulama yelpazesine sahiptir. Bu diziler, 6zellikle
bilgisayar biliminde, algoritmalarin karmasiklik analizinde ve verimlilik hesaplamalarinda
onemli bir rol oynar. Rekiirans dizilerinin en bilinen 6rneklerinden biri Fibonacci dizisidir.
Fibonacci dizisi, her terimin kendisinden 6nce gelen iki terimin toplamina esit oldugu bir say1
dizisidir. Bu dizi, matematik¢i Leonardo Fibonacci tarafindan tanitilmistir ve dogadaki birgok
olay1 agiklamada kullanilmistir. Fibonacci dizisi, matematiksel giizelligi ve doga ile olan iligkisi
nedeniyle biiyiik ilgi gormiistiir. Fibonacci dizisinin ilgi ¢ekici ve genis kullanim alanlari, benzer
yapida bagka rekiirans dizilerinin de arastirilmasina ilham vermistir. Bu tiir dizilerden biri de
Narayana dizisidir. 14. yiizyilda Hindistan’da yasamis matematik¢i Narayana Panditha, Gaita

Kaumudi adli kitabinda Fibonacci tavsan problemine benzeyen su soruyu sormustur.

“Bir inegin her yu bir buzagi dogurdugu ve bir buzaginin yavru yapabilmesi i¢in ii¢ yasina
gelmesi gerektigi bilinmektedir. Tiim yavrularin disi ve biitiin olast dogumlarin gergeklestigini
diistintirsek 12 yil sonra ciftlikte ka¢ inek vardir?” Bu soru Narayana inek problemi olarak

bilinmektedir.

Narayana inek problemi olusumu asagidaki Tablo 1.1 ile sunulmustur.

Yil 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Baslangictaki Inek Sayis1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ikinci Nesil Inek Sayist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ugiincii Nesil Sayist 0 0 O 1 3 6 10 15 21 28 36 45



Dordiincii Nesil Sayisi 0 0 O 0 0 0 1 4 10 20 35 56
Besinci Nesil Sayisi 0 0 O 0 0 0 0 O 0 1 5 15
Toplam Inek Sayisi 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129

Tablo 1.1. Narayana inek Problemi

Narayana dizisinin Fibonacci ve Padovan dizileriyle yakin iligkisi vardir. Narayana dizisi
kodlama, kriptografi ve kombinatorikte siklikla kullanilir. Ilk birkag terimi 1, 1, 1,2, 3, 4, 6, 9,
13,19, 28, 41, 60, 88'dir ( OEIS'te A000930 dizisi ). Ardisik terimler arasindaki oran siiper altin

oran olarak ifade edilir.
Literatiir Ozeti

Son yillarda, Allouche ve Johnson (1995) ile baslayan ¢aligmalar, Narayana dizisinin
Oonemini ve kullanim alanlarin1 genisletmistir. Narayana dizisi, Fibonacci dizisi gibi genis bir

arastirma alani olusturmus ve bir¢ok matematiksel uygulama ve teoriye temel teskil etmistir.

Flaut ve Shpakivsky (2012), Fibonacci-Narayana kuaterniyonlarini tanitarak bu 6zel say1
sistemlerinin matematiksel Ozelliklerini derinlemesine incelemistir. Bu c¢alisma, Fibonacci-
Narayana kuaterniyonlarinin temel 6zelliklerini vermistir. Ayrica, bu kuaterniyonlarin cesitli
cebirsel Ozelliklerini, 6zellikle de onlarin tersinir elemanlarint ve bdlme 6zelligi olmayan
cebirsel yapilar icerisindeki rollerini arastirmistir. Flaut ve Shpakivsky’nin bu c¢alismalarinin,
kuaterniyonlar gibi yiiksek-diizey cebirsel yapilarla ilgili yeni ve ilging ozellikler ortaya
cikardigi, ozellikle de bu tiir yapilarin matematiksel iliskilerini ve uygulamalarimi genislettigi
goriilmektedir. Bu tiir incelemeler, kuaterniyonlarin ve genellestirilmis kuaterniyonlarin daha
genis matematiksel ve fiziksel uygulamalar icin nasil kullanilabilecegine dair énemli bilgiler

sunar.

Ramirez ve Sirvent (2015) ¢alismalarinda, k-Narayana dizisini tanitarak bu dizinin ¢esitli
ozelliklerini detayli bir sekilde analiz etmis ve k-Narayana dizisi tanimlanmis ve bu dizinin baz1
temel Ozellikleri incelenmistir. Calismanin ana odagi, k-Narayana dizisinin ardisik terimleri
arasindaki iligkileri agiklayan tekrarlama (recurrence) iligkileri ile bu dizinin kombinatoriyel
ozellikleridir. Ramirez ve Sirvent, k-Narayana dizisinin ilk n teriminin toplami gibi ¢esitli
matematiksel 6zellikleri arastirmis ve bu 6zelliklerin matris yontemleriyle nasil tiiretilebilecegini
gostermistir. Ayrica, Hessenberg matrislerinin belirli tiirlerinin determinantlar1 arasindaki
iliskiler de ¢alismanin kapsamina alinmistir. k-Narayana dizisinin matematiksel yapisini ve bu
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yapinin nasil daha genis cebirsel ve kombinatoriyel teorilere iligkisini arastirmakla kalmayip,
aynt zamanda bu dizilerin belirli bir aileden tiiretilen doniistimler aracilifiyla nasil ortaya
ciktigin1 da gostermistir. Bu analiz, k-Narayana dizisinin ¢esitli matematiksel yapilarla olan

iliskilerini anlamada 6nemli bir adim saglamis ve dizinin uygulama alanlarini genigletmistir.
Bilgici (2016) tarafindan, Narayana sayilarina ait matris 6zellikleri detaylandirilmistir.

Kirti ve Kak (2016), Narayana sayilarini kullanarak evrensel bir kod olusturma yontemini
gelistirmistir. Arastirmada, Narayana dizisinin bu kodlama siirecinde nasil kullanildigir ve
kodlamanin dogrulugunu ve etkinligini nasil garanti eden kurallarin belirlendigi detayli bir
sekilde agiklanmigtir. Ayrica, Kirti ve Kak, ardistk Narayana sayilari arasindaki oranlari

belirleyerek bu oranlarin kodlama sistemindeki roliinii ve 6nemini incelemistir.

Goy (2018), Fibonacci-Narayana sayilarini tanimlamis ve bu sayilarin ¢esitli matematiksel
iligkilerini incelemistir. Caligmasinda, Fibonacci-Narayana sayilarina ait baz1 énemli 6zellikler
kesfetmis ve bu sayilarin Fibonacci ve Tribonacci sayilart ile olan baglantilarini ortaya
koymustur. Ozellikle, Goy, Fibonacci-Narayana sayilarmi iceren Toeplitz-Hessenberg
determinantlar1 lizerindeki c¢alismalart ile bu sayilarin belirli kimliklerini ve formiillerini
gelistirmistir. Bu analizler, Fibonacci-Narayana sayilarinin matematiksel yapisint daha 1yi
anlamak ve bu sayilarin dort-diyagonal matrislerin tekrar eden determinantlar1 araciligiyla nasil
ifade edilebilecegini agiklamak amaciyla yapilmistir. Goy'un caligmasi, Fibonacci-Narayana
sayllarima dair yeni formiiller sunarak, bu sayilarin diger dizilerle olan iliskilerini

derinlestirmistir.

Cerda-Morales (2018), Narayana sayilarini ele alarak bu sayilarin arasindaki bagintilar:
detayli bir sekilde tanimlamistir. Calisma, Narayana sayilarina ait matris 6zelliklerini de ele
almis ve bu sayilarin matematiksel yapisin1 anlamada 6nemli bir katki saglamistir. Cerda-
Morales’in bu ¢aligmasi, Narayana sayilarina dair yeni bagmntilar ve matris teorisi ile ilgili

bilgiler sunarak, bu sayilarin matematiksel analizini derinlestirmistir.

Sivarman (2020), Narayana dizisinin genellestirilmis versiyonlarina dair kapsamli bilgiler
sunmustur. Bu caligmada, Narayana dizisinin Figurate sayilar olarak bilinen katsayilarla
genellestirilmesi tizerine odaklanilmistir. Figurate sayilar, cesitli geometrik sekillerin kdsegen
sayilar1 olarak tanimlanan sayilarin bir ailesidir ve bu sayilarin Narayana dizisi lizerindeki
etkileri incelenmistir. Sivarman, genellestirilmis Narayana dizilerinin sinir oranlarini arastirmis
ve bu dizilerin Figurate sayilarla olan iliskilerini detaylandirmistir. Bu yaklasim, Narayana
dizisinin daha genis bir matematiksel baglamda nasil kullanilabilecegini ve Figurate sayilarla
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nasil ilging iligkiler kurabilecegini ortaya koymustur. Calisma, genellestirilmis Narayana
dizilerinin matematiksel 6zelliklerini ve Figurate sayilar ile olan baglantilarini derinlemesine

inceleyerek, bu dizilerin potansiyel uygulama alanlarini ve teorik 6nemini vurgulamaistir.

Ozkan, Kuluoglu ve Peters (2021) k-Narayana dizisinin grafiksel 6zelliklerini inceleyerek,
bu dizilerin sahip oldugu benzerlik 6zelliklerini vurgulamiglardir. Calismada, her bir k-Narayana
dizisinin bir flip grafigi olusturdugu ve bu dizilerin kendi i¢cinde benzerlik gosterdigi ortaya
konmustur. Bu sonuglar, Narayana dizisinin grafik teorisi ve benzerlik yapilar ile ilgili yeni bir

bakis acis1 sunmaktadir.

Sivaraman (2020) ise Narayana dizisi elemanlar1 arasindaki oranlari Newton metodu
kullanarak arastirmig ve bu dizinin, tipki Fibonacci dizisi gibi, bir limit sabitine ulasacagini
belirtmistir. Bu sabitin, Fibonacci dizisine karsilik gelen Altin Oran'a benzer bir yapiya sahip

oldugu gosterilmistir.

Soykan (2020), genellestirilmis Narayana sayilarini tanitarak, Narayana-Lucas ve
Narayana-Perrin dizilerini detayli bir sekilde incelemis ve bu diziler i¢cin Binet formiilleri, tirete¢
fonksiyonlari, Simson formiilleri ve toplama formiilleri gibi matematiksel 6zellikler hakkinda
bilgiler vermistir. Ayrica, bu dizilere iliskin bazi 6zdeslikler ve matrislerle ilgili sonuglar da

sunulmustur.

Soykan, Gocen ve Cevikel (2020) genellestirilmis Narayana sayilarini tanitarak,
Narayana-Lucas ve Narayana-Perrin dizilerini incelemis ve bu dizilerin 6zellikleri ile tireteg
fonksiyonlar1 hakkinda detayl bilgiler vermistir. Ayrica, bu sayilarin matris dizileri lizerinden

elde edilen temel 6zellikleri ve aralarindaki iliskiler de sunulmustur.

Soykan (2020), genellestirilmis Narayana sayilarini tanitarak, Narayana-Lucas ve
Narayana-Perrin dizilerini incelemis ve bu dizilerin 6zellikleri ile iirete¢ fonksiyonlar1 hakkinda
detayli bilgiler vermistir. Ayrica, bu sayilarin matris dizileri iizerinden elde edilen temel
Ozellikleri ve aralarindaki iligkiler de sunulmustur. Narayana-Lucas sayilarini tanitarak bu

sayilarin 6zelliklerine deginmistir.

Brova, Das ve Guzman (2020), Narayana dizisi elemanlarmin tekrarlama iligkilerini
incelemis ve bu dizideki sayilardan ikisinin toplami olarak yazilabilen tekrarli sayilar
arastirmistir. Calismalarinda, 2 ile 100 arasindaki tabanlar i¢in bu sayilar1 agikga belirlemislerdir.
Ayrica, Mersenne asal sayilar1 ve Narayana dizisindeki farkli basamak bloklarina sahip sayilar

izerine sonuclar elde etmislerdir. Ana teoremlerinin kanitinda, logaritmalarin dogrusal formlari
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icin alt sinirlar ve Diophantine yaklastirmalarinda Baker-Davenport indirgeme yonteminin bir

versiyonu kullanilmigtir.

Karaaslan ve Fazlioglu (2021), Gauss Narayana-Lucas say1 dizisini tanitmis ve bu dizinin
genisletilmis hali olan Gaussian Narayana-Lucas say1 dizisini tanimlamislardir. Calismada, bu
say1 dizisinin iireteg fonksiyonu ve Binet formiilii elde edilmistir. Ayrica, Gaussian Narayana-
Lucas say1 dizisi ile ilgili baz1 toplama formiilleri ve bu dizinin terimlerini i¢ceren matrisler
incelenmistir. Son olarak, Gaussian-Narayana ve Gaussian Narayana-Lucas sayi dizileri arasinda

bazi iliskiler ortaya konmustur.

Soykan (2021), genellestirilmis Narayana dizisinin binom doniigiimiinii tanimlamis ve 6zel
durumlar olarak Narayana, Narayana-Lucas ve Narayana-Perrin dizilerinin binom
dontisiimlerini incelemistir. Bu dizilerin tekrarlama 6zelliklerini ayrintili bir sekilde ele alarak

gruplandirmistir.

Lin (2021) ise genellestirilmis Narayana dizisinin 6zelliklerini inceleyerek, bu dizinin
negatif indekslerdeki tekrarlama oOzelliklerini arastirmis ve pozitif indekslerdeki dizilerin
dogrusal kombinasyonu olarak ifade etmistir. Ayrica, katlanmig Narayana sayisini incelemis ve

bunun i¢in bir hesaplama formiilii elde etmistir.

Hossein, Petroudi, Pirouz ve Oztiirk (2021), Narayana polinomlari ve Narayana Hibrit
sayilar1 lizerine ¢alismislardir. Bu ¢alismada, Narayana polinom dizisi ile iligkili Narayana hibrit
sayilar1 tamtilmistir. Ayrica, bu diziler i¢in Binet benzeri formiiller, iirete¢ fonksiyonlar: ve tistel
irete¢ fonksiyonlar1 sunulmustur. Caligmada, Catalan benzeri 6zdeslik, Cassini benzeri 6zdeslik

ve Ocagne benzeri 6zdeslik gibi bazi bagintilar da ele alinmigstir.

Bhoi ve Ray (2022), Fermat sayilari ile Narayana sayilar1 arasindaki iliskileri arastirmis ve

tiim Narayana sayilarinin ayni zamanda Fermat sayilari1 olanlarini bulmuslardir.

Kuluoglu, Ozkan ve Shannon (2023), Narayana dizisinin modiiler 6zelliklerini incelemis
ve Narayana sayilarinin Eulerian, Catalan ve Delannoy sayilar1 gibi diger 6zel fonksiyonlarla

olan kombinatoriyel baglantilarin1 tanimlamistur.

Kuloglu (2023) doktora tezinde, genellestirilmis Narayana sayilarin1 ve polinomlarini,
ayrica bu polinomlarin Pascal {i¢geni ile olan iliskisini kapsamli bir sekilde incelemistir. Tezde,
yeni Narayana polinomlar1 olugturulmus ve bu polinomlarin Pascal iiggeni ile iligkili katsayilari
ele alimmistir. Ayrica, Gauss Narayana sayilari ve polinomlar1 tanimlanmus, tiirevleri alinmis ve

elde edilen katsayilarin Pascal ticgeni ile olan iligkisi arastirilmistir. Calisma, k-Narayana dizisini
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genelleyerek, bu dizilerin flip grafikler ve 6z benzerlikler agisindan incelenmesini icermektedir.
Hosoya’nin iiggeninden ilham alarak Narayana iicgeni olusturulmus ve bu iiggenin temel
Ozellikleri geometrik olarak gosterilmistir. Ayrica, Narayana say1 dizisi modiil m iizerinde
calisilmis, Narayana yoriingelerinin periyot uzunluklar1 bulunmus ve 2-iiretegli gruplar

tizerindeki temel 6zellikler ve uygulamalar incelenmistir.

Prasad ve Patel (2023), Pell sayilar1 ve Narayana sayilar1 arasindaki iliskileri incelemis ve
caligmalari, Matveev tarafindan belirlenen dogrusal formlar i¢in logaritmalardaki alt sinirlar ve

devamli kesirler teorisinden elde edilen 6nemli bulgularla desteklenmistir.

Bensella ve Behloul (2023), k-Fibonacci sayilari ile Narayana sayilar1 arasindaki iligkileri
detayli bir sekilde incelemistir. Caligmalarinda, bu iki say1 dizisi arasindaki baglantilar

belirlemek i¢in kapsamli matematiksel analizler yapilmis ve ¢esitli 6zellikler sunmuslardir.

Ismail, Rihane ve Anwar (2023), Narayana sayilarini Brocard-Ramanujan denklemi
cergevesinde detayli bir sekilde incelemistir. Bu calisma, Narayana sayilarina dair 6nemli
ozellikleri agiga ¢ikararak, bu sayilarin Brocard-Ramanujan denklemiyle olan iliskilerini ve bu

iligkinin ¢6zlim kiimesini kapsamli bir sekilde ortaya koymaktadir.

Ddamulira, Emong ve Mirumbe (2023), Narayana sayilarin palindromik 6zelliklerini
detayli bir sekilde arastirmistir. Arastirma kapsaminda, iki farkli tekrar eden rakamin
palindromik birlesimlerini iceren Narayana dizisindeki tiim iiyeleri belirlemislerdir.
Kanitlarinda, cebirsel sayilarin logaritmalarindaki dogrusal big¢imlerin teorisi ve Baker'in
indirgeme yontemi gibi Diophantine yaklagim teknikleri kullanilmigtir. Bu ¢alisma, Narayana
sayilarina dair 6nemli bir 6zellik olan palindromik yapilar: kapsamli bir sekilde incelemekte ve

bu yapilarin say1 dizileri i¢erisindeki yerini belirlemektedir.

Diskaya ve Menken (2023) ise Narayana sayilarina ait kombinatoriyel 6zellikler i¢ceren bir
kapali formiil sunmugstur. Calismalarinda, Narayana dizisini binom katsayilarinin toplamlar ile
ifade etmislerdir. Ayrica, eksik Narayana sayilari tanimlanmis ve bu sayilarin geri doniisiim
iliskileri, baz1 6zellikleri ve lirete¢ fonksiyonlar1 detayli bir sekilde incelenmistir. Bu ¢alisma,
Narayana sayilarina dair kombinatoriyel 6zellikleri ve bu sayilarin matematiksel yapisini daha

iyi anlamak icin 6nemli katkilarda bulunmustur.

Hossein, Petroudi, Dagdemir ve Pirouz (2024), Jacobsthal-Narayana sayilarini tanitmis ve

cesitli 6zelliklerini incelemislerdir.

14



Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde genel tanimlar ile ileriki boliimlerde kullanilacak tanim ve teoremlere yer

verilecektir.
Tamim 1.1 Her n >k ve sabit a; (0 <1<k —1) katsayilar1 i¢gin
(n) = Qr_1Vn1 + Qg oVn_p + Qg_3Vp_3 + ..+ A Vp_gp1 + QoUn_i (1.1)

esitligini saglayan (v,)dizisine k. dereceden homojen lineer rekiirans dizi denir. (1.1)
esitligine ise k. dereceden homojen lineer rekiirans bagimntisi denir. (v,,)dizisinin ilk k-tane
terimine yani vy, vq, Uy, ...., Ux_1 sayllarina (v,,) dizisinin baglangi¢ sartlar1 denir.

(v,) yukaridaki sekilde bir dizi ise

2

p(x):=x¥ —ap_x*t —ap_,x*?% — . —a;x — aq

polinomuna (v,,) dizisinin karakteristik polinomu denir. p(x) = 0 denklemine ise (v,,)

dizisinin karakteristik denklemi denir. (Brousseau, 1971).
Tanmim1.2 (v,) dizisinin terimleri ile tanimlanan
g(xX):= vy + X + vx2 +v3x3 + - = Z vixt
i=1

serisine (v,,) dizisinin irete¢ fonksiyonu denir.(Everest, Van Der Poorten, Shparlinski ve

Ward, 2003)

Tamim 1.3 Rekiirans dizileri, belirli kurallara bagl olarak tanimlanan dizilerdir ve bu
kurallar genellikle bir terimin kendisinden 6nceki terimlerle olan iligkisini ifade eder. Genel

olarak, ikinci dereceden homojen bir rekiirans bagintisi su sekilde tanimlanabilir:
ap = C1Qp-1 + C2ap—>

Bu tiir rekiirans bagintilari i¢in karakteristik denklemler, dizinin genel ¢oziimiinii bulmak

icin kullanilir. Yukaridaki rekiirans bagitisinin karakteristik denklemi su sekilde yazilir:
r’—cr—c=0

Bu denklem, ikinci dereceden bir polinomdur ve kdkleri @ ve  olmak lizere ¢oziiliir.

Kokler, rekiirans dizisinin genel ¢6ziimiinii belirler ve su sekilde ifade edilir:
a, =ca™+dp"

Burada c ve d, baslangi¢ kosullarina bagli sabit sayilardir.
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Tanim 1.4 Fibonacci dizisi, Fy, = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullariyla,
Fp=F 1+ Fn22

rekiirans bagintist ve tanimlanmistir. Dizinin terimleri kendisinden 6nce gelen iki terimin

toplami seklinde ifade edilir. Fibonacci dizisinin ilk birkag terimi {0,1,1,2,3,5,8, ... } seklindedir.

Fibonacci dizisine karsilik gelen karakteristik denklem, kokleri &« = vef = olan

x*—x—1=0

seklinde ikinci dereceden bir denklemdir. Fibonacci dizisinin Binet formiilii su

sekildedir(Koshy, 2001).

— B
a—p

Binet formiilleri, Fibonacci say1 dizisinin rekiirans iligkilerini kullanarak elde edilmesi i¢in

E, =

olusturulan bir genellemedir. De Moivre tarafindan gelistirilen 1718 yilinda gelistirdigi formiiller
Jacques-Philippe-Marie Binet (1786-1856) ispatlamigtir. Binet formiillerinin, Fibonacci
dizisinde her terimden onceki iki terim toplami olarak yazilmasi yerine, n. Fibonacci sayisinin

bulunmasinin dogrudan kapali bir form olarak verilmesidir.
Tamim 1.5 Lucas dizisi, Ly = 2, L; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n = 2 i¢in
Ly=Lp1+Ln

rekiirans bagintis1 ile tanimlanan bir say1 dizisidir. Lucas dizisinin ilk birkag¢ terimi
{2,1,3,4,7,11,18, ...} seklindedir. Lucas dizisi, tipki Fibonacci dizisi benzer sekilde Binet

formiilii ile
L,=a™*+p"
seklinde ifade edilebilir(Koshy, 2001).
Tanim1.5 Padovan sayi dizisi Py = 1, P; = 1, P, = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n > 3 igin
Py=Pn+Py3

rekiirans bagintis1 ile tanmimlidir. Padovan sayr dizisinin ilk birka¢ terimi

{1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16, ... } seklinde olacaktir. Padovan dizisi i¢in karakteristik denklemi

x3—-x—-1=0
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bu karakteristik denkleme karsilik gelen kokler ise asagidaki gibi ifade edilebilir:

j27+3«/_ j27—3«/_

3/27+3 \/@

3127 + 3«/@ 3@

Burada w = —% + \/Z—gi, karakteristik denklemin ilkel karmasik kiip kokidir. «a, B,y

karakteristik denklemin kokleri olmak tlizere Padovan say1 dizinin Binet formiilii ise

po_tatDa® = B+DE . +Dy"
@=pla-y) B-a)B-v) G- -hH)

seklindedir (Faisant, 2019).

Tanim1.6 Narayana {N, },so dizisi n = 3 olmak lizere Ny, = 0, N; = 1, N, = 1 baslangig
kosullaryla;

Np = Np_1+ Np_3

rekiirans bagintisi ile tanimli {i¢iincii dereceden bir dizidir (Pandita, 1936). Burada N,,, n.

Narayana sayisidir.
Narayana dizisi negatif indisli olarak
N_p =—=N_(n-2) + N_(n-3)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Soykan, 2020). Narayana dizisinin aldig1 pozitif ve

negatif degerler i¢in aldig1 baz1 degerler asagidaki Tablo 1.2 ile sunulmustur.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
N, 0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60
N_, o 1 0 -1 1 1 -2 0 3 -2 -3 5 1

Tablo 1.2. Narayana Sayilar1 Pozitif ve Negatif Indeks
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Narayana dizisi Binet formiilleri kullanilarak asagidaki gibi ifade edilir:

an+1

ﬁn+1

n+1

14

A ey s Gl e 7 Bl ey Yoy

x3 — x? — 1 = 0 kiibik denklemin kokleri sirastyla @, § ve ¥ olmak iizere;

1/3 1/3
_1. 29 N 31 29 31
“=37 52" |108 54 |108]
1/3 \ 1/3
_1. 29 N 31 b o2 29 31
F=ztelsz™ |1o8 “\52~ J108]
1/3 \ 1/3
1 b o2 29 N 31 2 29 31
V=379 527" J108 {547 [108
Burada
—1+iV3 2mi\ . )
=— —=exp (T) dir (Crilly, 1994). Ayrica
a+pB+y=1lLaf+ay+Py=0,afy =1
olarak bulunur.
Teorem 1.1 Narayana dizisi {N,,} olmak lizere Cassini benzeri
Ny 1Npyq1 — Nr% = (_1)n+1Nn—3
0zdesligi vardur.
Ispat: Binet formiilii kullanilarak:
an n n
Nn—l = + ﬁ + y )
(@=Ba-y) B-a)B-v) - -H
an+2 ’Bn+2 yn+2

o @ pe-n T F-0G-n T-0u-5

Bu ifadelerin ¢arpimi:

N N _ anan+2 N an'Bn+2 N anyn+2
T T (@ = p)2(a-1)? (@—Bia—-v)B-v) (a-B)(a—y)2(y —B)
Brant? pnpnt2 prynt?

B0 G-na-1_ B-B-172 G-0F -1 -a)
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ynan+2 ynﬁn+2 ynyn+2

Tr—r 0 -Ba@-B  G-00-BB-a) & -a) 7 - B>

a2n+2 'BZn+2 2n+2
N = + + !
o@=PHe-r? B-B-1?* -y - p)?
2(1n+1,8n+1 2a"+1yn+1 Z'Bn+1yn+1

@ a-nE-1 @-Ba-1a-5 G-0F-nNT-o

n+2 _ ,2n+2

aa o Lo
(a=pB)*(a—y)?

Burada a® = a? + 1, B3 = f2 + 1, ¥ = y? + 1 iliskilerini kullanarak yiiksek kuvvetler

Np_1Npyy — Ni =

sadelestirilir.
Tiim terimlerin sadelestirilmesi sonucunda:
Np_1Npyy — NZ = (=1D)™IN, 3.
elde edilir.

Teorem1.2 {N,},-o Narayana dizisinin iirete¢ fonksiyonu N (x)

X
N(x) = T

seklinde bulunur(Lin, 2021)
Ispat:

[ee] [ee]
N(x) = Z ap,x" = ayx + ayx? + azx3 + z apx"
n=1

n=4

(o]
= a;x + a,x? + azx3 + Z (Ap_q1 + Ap_3)x™

n=4

[ee] (00
= ayx + a,x? + azx3 + Z Ap_1X™ + Z Ap_3x"

n=4 n=4
co co
=a;x +ax? +azx3+x- Z Ap_ x4 x3- Z Ap_3x"3
n=4 n=4
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=a;x + a;x? + azx® +x - (N(x) — ayx — ayx?) + x3 - N(x)

a, = a, = a3 = 1 degerleri yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

N(x) = x
() = 1—x—x3
elde edilir.
Teorem 1.3 Narayana {N,},s dizisi,
3
r—2k
Nr = Z ( k )
k=0

kombinatoryel 6zelligine sahiptir(Slone,2008)
Ispat:

EJ r—2k

(g8 ) seklindeki formiil ile ispatlamak i¢in r degerlerini r =

Narayana sayilarini ),
3n,7r =3n+1,ver = 3n + 2 durumlari i¢in analiz edecegiz. Bu durumda, Narayana sayilarin

yeniden ifade ederek verilen formiiliin gegerliligini gosterecegiz.

[k olarak, r = 3n icin formiilii test edelim;

3n
2] 3n— 2k 3n — 2k

Vo= ()= ()
k=0 k=0

Bu formiilii rekiirans bagintisinda yerine yazalim.

N3y = N3pq + N33

3n—-1
3 n—1
3n—1-2k 3In—1-2k
N3n-1 = Z ( k ) - ( k )
k=0 k=0
3n-3
l 3 J n—-1
3n—3—2k 3n—3 -2k
ws= ) (0 )= )
k=0 k=0
Bu ifadeleri toplayarak,
- n-1
N _Z(Bn—1—2k>+ (Bn—B—Zk)
n k k
k=0 k=0
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elde edilir. Dikkatlice incelendiginde:

(3n—1—2k)+(3n—3—2k)_(3n—2k

I I I ) oldugu icin,

olarak bulunur.

Ikinci olarak, r = 3n + 1 i¢in formiilii test edelim;

l3n+1
3 n

3n+1—2k 3n+1—2k
Mna = ) )= ( )

Bu formiilii rekiirans bagintisinda yerine yazalim.

N3pyq = N3p + N3py_p

n
3n — 2k
N3”:Z( k )

k=0
3n-2
3 n-1
3n—2-—2k 3n—2-12k
M= ) ()= ()
k=0 k=0
Bu ifadeleri toplayarak,
n-1
3n -2k 3n—2-12k
= (") 2 )
k=0 k=0

elde edilir. Dikkatlice incelendiginde,

<3n—2k>+(3n—2—2k>_(3n+1—2k
k k - k

N 3n4+1—2k
N3Tl+1zz( k )

k=0

) oldugu i¢in,

olarak bulunur.

Son olarak, r = 3n + 2 i¢in formiilii test edelim;
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3n+2

> 3n+2—2k L 3n+2 2k
Moz = ) )= )

k=0 k=0

Bu formiilii rekiirans bagintisinda yerine yazalim.

N3py2 = N3py1 + Napg

N 3n4+1—2k
N3n+1:z< k )

k=0

n-1

3n—1—2k
N3"‘1=2( k )

k=0
Bu ifadeleri toplayarak,

-1

= 3n+1-2k 3n—1-2k
N3”+2:Z( k )+ ( k )

k=0

:

&
1l
[=)

elde edilir. Dikkatlice incelendiginde:

(3n+1—2k>+<3n—1—2k>_(3n+2—2k>
k k N k

oldugu i¢in
n
3In+2-—2k
N3pyo = Z ( k )
k=0
olarak bulunur.

Durum analizi yontemiyle r =3n, r=3n+1, ve r = 3n + 2 i¢in verilen formdiiliin

dogru oldugu ve Narayana sayilarini temsil ettigi kanitlanmis olur.

Teorem1.4 {N,},>, Narayana dizisi ve Q matrisi

1 0 1
Q=11 0 O)
0 1 0

olmak {izere n-inci Narayana sayis1 N,, ve n = 3olmak iizere,

Nh N%—Z AM—l
an Np—1 Np_z Ny,

Nn—Z Nn—4 Nn—3
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dir (Ramirez & Sirvent, 2015).
Ispat: Ispatta tiimevarim yontemini kullanalim.
n =3 igin:
Q*=(1 0 1|=|N, No M
N; N_; N,
esitlik saglanir.
n = k i¢in, asagidaki formun gegerli oldugunu varsayalim;
Nie  Ng—z Ny
Q¥ =|Neker Ni—z Ny
Ni—z Ny_g Nig—3
n=k+ I icin, Q¥*1'i gésterelim. Burada Q**'= QQ¥ olarak yazabiliriz.
1 01 N, Ng-z  Nig—q
Q" = QQk = <1 0 0> : <Nk—1 Ny—3 Nk—z)
0 1 0/ \Ng—2 Ng-g Ng-3

1.Nk+0.Nk—1+1.Nk—2 1.Nk—2+0.Nk—3+1.Nk—4- 1.Nk—1+0.Nk—2+1'Nk—3
:<1.Nk+0.Nk—1+0.Nk—2 1.Nk—2+0.Nk—3+0.Nk—4 1.Nk—1+0.Nk—2+0'Nk—3>
O.Nk+1.Nk—1+0.Nk—2 O.Nk—2+1.Nk—3+0.Nk—4 O.Nk—1+1.Nk—2+0'Nk—3

Ny Nyc—2 Ne-1 Ne Neeo N

<Nk+Nk—2 Nig—3 + Ni—4 Nk—1+Nk—3> (Nk+1 Ny Nk)
Ni—1 Ni—3 Ni— Ng—1 Ng—z  Nig—

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 1.7 k-Narayana dizisi, {Nk’n}:’:o, baslangi¢ kosullart N g =0, Np; =1, Ny, =
k olan
Nin = kNgpn—1 + Ngp-z (n=3)
rekiirans bagintisi ile tanimli bir dizidir(Ramirez & Sirvent, 2015).

Bu dizinin ilk birkag terimi hesaplanirsa,

Nigo =0
Nk,l = 1
Nk,Z = k

Nkjgszka‘FNk,O:k'k"‘O:kZ
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Nia=kNgz + Ny =k-k*+1=k3+1
Nis=kNgy+Nip =k-(K*+ D) +k=k*+k+k=k*+2k
Nig = kNys + N3 = k- (k* + 2k) + k? = k® 4+ 2k? + k? = k> + 3k?
Ni7 =kNgg+ Nisa=k- (k> +3k®)+(k3+1) =k®+3k3+k3+k=k®+4k3 +k
elde edilir.

Omegin, k = 2 icin dizinin ilk birkag terimi,

Nyo=0
Ny; =1
Ny, =2
Ny3 =2%=4

Nyy=22+1=8+1=9
Nys=2*42-2=16+4=20
Nyg=2°+3-22=32+12 =44

Nyy =2°44-224+2=64+32+2=98

olarak bulunur. Bu sekilde, k ve n degerlerine gére k-Narayana dizisinin terimlerini
hesaplayabiliriz.
k degerleri icin bazi 6zel durumlar Tamsay1 Dizileri Elektronik Ansiklopedisi - OEIS

icinde tanimlanmistir.

(N} ={01,1,1,23,4,69,13,19,28,41,...}, OEIS A000930.
n=0
(N} =1{0,1,2,49,20,44,97,214,472,1041,2296, ...}, OEIS A008998.
In=0
{N;,} _ =1{0,1,3,9,28,87,270,838,2601,8073,25057, ...},  OEIS A052541.
" In=0
{N_1n} _={01,-110-12,-2,1,1,-3,4,—-3,04,—7,..},  OEIS A050935.
" In=0

k-Narayana sayilar1 i¢in Binet formiilii elde edilebilir.

n+1 n+1 n+1
Oy Bk

Yk

Nien = (ax = Bi) @k — vi) ¥ B — ar) (B — vi) ¥ e — ) (Vi — Bi) "=

0

k-Narayana sayilarmin x3 — kx? — 1 = 0 karakteristik denkleminin sifirlar1 ay, S, ¥«
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1. 23\/ 2 -”\/27+2k3+3\/81+12k3

a, = +
73 27 + 2k3 + 3V81 + 12k3 2
5 1, 2 2 S 27 + 2k3 + 3V81 + 12k3
= — — W w )
k73 27 + 2k3 + 3v81 + 12k3 2
L 2 3127 + 2k3 + 3V81 + 12k3
== -w
Ve =3 27 + 2k3 + 3v81 + 12k3 2

1+iV3

olarak verilmistir (Ozkan ve digerleri,2021). Burada w = olarak alinmistir.
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2. k-NARAYANA DiZiSi VE BAZI TEMEL OZELLIKLERI

Bu boéliimde, k-Narayana dizisinin baz1 6zellikleri tanitilacak ve bu 6zelliklerin ispat yontemleri
ayrintili olarak ele aliacaktir. Ilk olarak, k-Narayana dizisinin tanimindan yola ¢ikarak, dizinin
temel yapisal 6zellikleri incelenecektir. Ardindan, bu dizinin ¢esitli kombinatorik ve cebirsel
Ozellikleri lizerinde durulacak ve bu 6zelliklerin ispatlar1 gosterilecektir.

Teorem 2.1 k-Narayana Ny, ,dizisinin lirete¢ fonksiyonu Ny (x) olmak iizere;

X
Nie(x) = 1—kx—x3
seklinde ifade edilir.
Ispat:
N, (x) tirete¢ fonksiyonunu olmak iizere;
X
Nie(x) = 1—kx—x3

(1 —kx —x®)Ny(x) = x
Ni(x) — kxNy(x) — x3N(x) = x

Bu ifadeyi genisleterek Ny (x)'in katsayilarim belirleyelim. Genel olarak, Ny (x) = Y- Ny nx™
olarak yazilabilir. Simdi, her terimi bu seri genislemesiyle ifade edelim:

o [ee] (o]
Z N nx™ — kx 2 Ny nx™ — x3 z Ninx™ = x
n=0 n=0 n=0

Her bir terimi, uygun kuvvetleriyle ayiralim:

[oe] [oe] [oe]
Z Ninx™ —k z Ny px™t — z Ny px™3 = x
n=0 n=0 n=0

Serilerde degiskenlerin kuvvetlerini diizenleyelim. Ik terim oldugu gibi kalirken, ikinci terim
icinn —» n — 1 ve li¢lincii terim i¢in n = n — 3 olarak yeniden yazilir,

(00} oo co
Z Npnx™ —k z Npp-1x™ — z N p-3x™ = x.
n=0 n=1 n=3

Bu serileri tek bir toplamda birlestirerek yazabiliriz.

Nio + z (Nk,n — kNypn-1 — Nk,n—S)xn =X

n=1

Elde edilen bu seriden, her n > 1 i¢in katsayilarin esit olmasi gerekir:
Nipn — kNgpn—1 — Nign—3 = 0.

Bu, k-Narayana dizisinin rekiirans bagintisini dogrular:

Nk,n = ka,n—l + Nk,n—3-
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Burada baglangi¢ kosullarinin da saglandigin1 géstermemiz gerekir:

Nyo = 0.
Yukaridaki seride terimleri x 'den baslayarak karsilastirirsak,
N, =1
Ny, =k
elde edilir ki bu durum bize N (x) = l_ki_x;in k-Narayana dizisinin rekiirans bagmntisini ve

baslangi¢ kosullarini sagladigini gostermektedir.

Teorem 2.2 {Nk,n}:;o, k-Narayana dizisinin , x3 — kx? — 1 = 0 karakteristik denkleminin
sifirlari A, Br Vi olmak iizere;

esitsizligi saglanir.
Ispat: Ispatta tiimevarim yontemini kullanalim. n = 1 igin,
ag! < Npy < ap
oldugu goriiliir. n = r i¢in dogru oldugunu kabul edelim,
ay < Nip < ap?

n =71+ 1. i¢in dogru oldugunu kanitlayalim. Baslangicta esitsizligin her iki tarafin1 k ile
carpalim,

ka2 kN, <kap? (2.1)

teoremi dikkate alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz (n = r — 2)

ay * < Ng,p <af? (2.2)
Es (2.1 ) ve Es ( 2.2) esitsizlikleri toplanirsa,

k-apy ?+ay <k Ng,+Ngpp<k-ap'+a}?
ap *(k-af+1) S Ngpyq <ap 3(k-ag+1)
a @i < Nigpia S ap7% -0

@it < Nigryr < @

elde edilir ki bu durumda ispat tamamlanmais olur.

Teorem 2.3 k-Narayana sayilarinin x3 — kx? — 1 = 0 karakteristik denkleminin sifirlari
Ay, Pr, Vi olmak tizere ;

. Nk,n
lim

n=0 Nign-1

ifadesi karakteristik denklemin ger¢ek kokii oy ya yakinsar.

ispat:
Binet formiiliinii kullanarak k-Narayana dizisinin terimlerini kokler cinsinden ifade edelim.
ot nt1 yrtl

Noen = (ax — Br) (@ — Vi) ¥ (Br — ax) (B — vi) " Ve = 1) Vie = Br)

28



a‘n ﬁn n
Noen1) = K n K " Yk
e (@ = Bi)(ak = Vi) B — ) (B —ve) (Vi — @) Vi — Br)
Bu ifadeleri kullanarak orani yazalim,

n+1 n+1 n+1
a )47

k k
+ +
Nuny  (ax = Bi)(ax —vi) '~ B — ) B — Vi)~ Vi — ) Vi — Bi)
- n n n
Ay n Bk + Vi
(@ =B —ve) B —a)Br—ve) (e — ) i — Br)
Simdi, her terimi a;; cinsinden diizenleyelim. En biiyiik kokiin (dominant root) etkisini goz
oniinde bulundurarak a,, By, ve yj kokleri arasinda a;, > S ve aj > yj oldugunu varsayiyoruz.
Bu nedenle, n sonsuza giderken S} ve y) terimleri @ terimine gore ihmal edilebilir:

Nen-1)

a’r(1+1
1
Nie.n) ~ (ar — Bi)(a — vi) ~ ag’ = a,
Nen—1) ai ay

(ar = Br)(@k — Vi)
elde edilir, dolayisiyla,

N
lim — =
1= Ny n_1)

esitligi bulunur.

Verilen teorem asagidaki yontemle de ispatlanabilir. Yani, rekiirans denkleminin her iki tarafini
da Ny n_1) ile bolelim,

Nin = ka,n—l + Ny pn-s:

N Nin—
1im< o >=k+ lim( o 3)
nw \Njono1 no \Ninog

ifadeyi (Nk'n_2> ile genisletirsek,

Nin-2
N Nin— Nin-
lim < o >=k+ lim( o 3>.lim < o 2)
> \Nin-1 n=0 \Nign-2/ 120 \Nikn-1

. N
olur. Bu durumda lim,_ (N kn

)= a, olacagt indirgeme bagintisin1 sagladigi icin
kn—-1

gosterilebilir.

ak=k+— .=
Ap ag

a; —kat—1=0.
Boylece teorem ispatlanmis olur.
Sonug 1. Herhangi r tamsayisi i¢in

Nk,n+r al
n-o Nk n

olur.
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Ispat .

Nk,n+r Nk,n+r—1 Nk,n

. Nk,n+r
lim ——

= lim ( ) = ay

n—0  Ngn n—o Nk,n+r—1 Nk,n+r—2 Nk,n—l
elde edilir.

Tammm 2.1 k-Narayana negatif indeksli olarak n = 3i¢in Niq=0,N,_; =0,N,_, =1
baslangi¢ kosullar ile

Ni,—n-3 = Ni,on — kNg,—n—1
sekilinde tanimlanir.

N1 Ng—2 Ni_s Ni—4  Nyg_s  Nyg_e  Ni—s Ny _g Ny 9 Ny —10
0 1 0 -k 1 k2 -2k —k3+1 3k? k* — 3k

Tablo 1.3: Negatif Indeksli k-Narayana Sayzilar1.

Teorem 2.4 , k-Narayana dizisi i¢in Cassini benzeri 6zdeslik asagidaki gibi ifade edilir,
Nin-1Nkn+1 — Nl?,n = —Ni,—n-1

Bu 6zdesligi kanitlamak i¢in Binet formiiliinii kullanacagiz. Binet formiilii, k-Narayana dizisinin
terimlerini kokler cinsinden ifade eder.

Ispat:
Rekiirans bagintisi i¢cin Binet formiiliinii yazalim,
Ny, = Aa™ + Bp™ + Cy™,
burada 4, B, C, baslangi¢ kosullar ile belirlenen sabitlerdir:
Nio =0, Np1 =1, Ny = k.

Baslangic kosullarina gore:

1. A+B+C=0,

2. Aa+Bp +Cy =1,

3. Aa?+ BB? + Cy? =k.
Negatif indeksler i¢in:

Ny_pn=Aa™"+Bp "+ Cy™
Ny _p_q = Aa=+D 4 BR=(n+1) 4 ¢y =(nt1),

Bu ifadeleri Binet benzeri formiilde yerine yazalim,
Ngnoq = Aa™ P+ BB 1 + Cy™ 1,
N nsq = Aa™1 + B 4 Cyn+1,
Nyn = Aa™ + Bp™ + Cy™.
Ngno1Ngne1 = A2a™ ta™ + ABa™ 1™ + ... = A%2@?™ + B2B?™ + C2y?™ + ...
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NZ, = (Aa™ + BB™ + Cy™)? = A2a®™ + B?B?" + C*y*" + ...
a, B,v, karakteristik denklemin kokleridir ve
a+f+y=k, af + Py +ya =0, afy = —1 esitlikleri vardir.
Gerekli sadelesmeler yapilirsa,
Nin-1Nins1 — N2, = —A2am=1gn+1 — p2Rn-igntl _ c2yn-lyn+i,
Ny _p_y = Aa=*D 4 BR=(n+D) 4 y=(n+ 1),
Bu durumda, yukaridaki ifadelerin diizenlenmesiyle:
Nin-1Nins1 — Nl?,n = —Ng_n-1-
Bu, Cassini benzeri 6zdeslik gosterilmis olur.

Teorem 2.5 Herhangi bir k tamsayi icin, k # 0 olmak iizere;
k 0 1
Qe=(1 0 0
0 1 0

Nk,n+1 Nk,n—l Nk,n
Q"= Nen  Nen—2 Ninoa
Nk,n—l Nk,n—3 Nk,n—Z

veiginn = 3,

dir (Ramirez & Sirvent, 2015).

Ispat: Ispatta timevarim yontemini kullanalim. n = 3 i¢in, 6ncelikle Q,'y1 kendisiyle ii¢ kere
carparak (Qj)3"ii hesaplayalim:

k 0 1\/k 0 1 kK2+1 1 k
(Qk)2=Qk'Qk=<1 0 0)(1 0 o>=< k 0 1)

01 0/\0 1 0 1 0 0
k2+1 1 k\/k 0 1 K3B+k+1 1 k?+1
Q=% Q0= & o0 1]l1 0 o= k2 0 k
1 0 0/\0 1 0 k 0 1

Nisa Niz Nigs
= Ngs Ngi1 Ni2
Ni2 Nio Nia

n = m i¢in dogru oldugunu kabul edelim,

Nk,m+1 Nk,m—l Nk,m
Q)™= Nem  Nem-2 Nigme—1
Nk,m—l Nk,m—S Nk,m—z

n = m + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim,

Q)™ =)™ 0=l Nem  Nikm—2 Nem-1|[1 0 0

Niemsr Nem-1 Nem (k 0 1)
Nk,m—l Nk,m—3 Nk,m—z 0 10
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k - Nk,m+1 + Nk,m—l Nk,m Nk,m+1 Nk,m+2 Nk,m Nk,m+1
Q)™= k-Nem+Nim—z  Nim—1 Niem |=| Nemer Nem—1 Nim
k - Nk,m—l + Nk,m—3 Nk,m—z Nk,m—l Nk,m Nk,m—Z Nk,m—l

Tlimevarim yontemiyle n > 3 i¢in teoremin dogru oldugunu gdstermis olduk. Q, matrisinin k-

Narayana dizisini {ireten bir matris oldugu kanitlanmistir.

Teorem 2.6

n = 1; icin k # 0.herhangi bir tamsay1 olmak iizere

Nk,—n+1 Nk,—n—l Nk,—n
(Qk)_n = Nk.—n Nk,—n—z Nk,—n—1 .
Nk,—n—l Nk,—n—3 Nk,—n—z

ispat:
Ispatta tiimevarim ydntemini kullanalim. n = 1 dogrudur.
0 1 0 Nio  Ni—z2 Ni—1
(Qk)_1=(0 0 1>= Ni—1 Ng—3 Ni_
1 -k 0 Ng—2 Ni-s4 N3
n = m, dogru oldugunu kabul edelim.

Nk,—m+1 Nk,—m—l Nk,—m
(Qk)_m = Nk,—m Nk,—m—z Nk,—m—l
Nk,—m—l Nk,—m—3 Nk,—m—z

n = m + 1 dogru oldugunu gosterelim.

Ni-m+1 Nk—m-1  Ni-m <O 1 0)

Q)™ =Q)™™Q " = Ne-m  Ng-m—2 Ne—m-1 [[0 0 1
Nk,—m—l Nk,—m—3 Nk,—m—z 1 -k 0
Nk,—m Nk,—m+1 —k- Nk,—m Nk,—m—l Nk,—m Nk,—m—l Nk,—m—l
= Nk,—m—l Nk,—m —k- Nk,—m—l Nk,—m—l = Nk,—m—l Nk,—m—z Nk,—m—l
Nk,—m—Z Nk,—m—l —k- Nk,—m—z Nk,—m—z Nk.—m—z Nk,—m—3 Nk,—m—z

Bu durumda ispat tamamlanmaistr.
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3. KODLAMA TEORISi VE k-NARAYANA SAYILARI

Kodlama teorisi, bilgiyi sembollerle temsil ederek verilerin hatalara karsi dayanikli bir
sekilde iletilmesini amaglayan matematiksel bir disiplindir. Kodlama teorisinin temel amaci,
Ozellikle giiriiltiili iletisim kanallarinda, hatalarin tespit edilmesi ve diizeltilmesini saglayan
teknikler gelistirmektir. Claude Shannon’in 1948 yilinda yayimladigi "A Mathematical Theory
of Communication" adl1 ¢alismasi, kodlama teorisinin temel taslarindan biri olarak kabul edilir
ve bu alandaki ¢alismalarin baslangicini olusturur. Shannon, bir iletisim kanalinda hatasiz veri
iletimi saglamak ic¢in kanal kapasitesi kavramin1 tanimlamis ve uygun kodlama tekniklerinin
Onemini vurgulamistir (Shannon, 1948).

Kodlama teorisi, modern teknolojinin pek ¢ok alaninda 6nemli bir rol oynamaktadir.
Ornegin, dijital iletisimde verilerin giivenilir bir sekilde iletilmesi i¢in kullanilan hata diizeltme
kodlari, bu teorinin pratik uygulamalarina 6rnek olarak gosterilebilir. Hata diizeltme kodlari, veri
iletiminde meydana gelebilecek hatalari otomatik olarak algilayip diizelterek, iletilen bilginin
dogrulugunu saglar. Bu, 6zellikle uzay arastirmalari gibi kritik alanlarda hayati 6nem tasir.
NASA’nin Mars Pathfinder gorevinde kullanilan kodlama teknikleri, diisiik giiclii radyo

dalgalariyla milyonlarca kilometre uzakliktaki Diinya’ya giivenilir veri gonderilmesini

saglamistir.

Kodlama teorisi ve kriptografi, her ne kadar benzer matematiksel temellere dayansa da,
aslinda farkli hedeflere sahip iki disiplindir. Kodlama teorisinin temel amaci, verilerin hatasiz
bir sekilde iletilmesini saglamakken, kriptografi, verilerin gizliligini ve giivenligini korumay1
amaclar. Bu baglamda, kodlama teorisi, iletilen verilerin hatalara karsi dayanikli olmasini
saglamak i¢in matematiksel algoritmalar kullanirken, kriptografi, verilerin yetkisiz erisimlere
kars1 korunmasini saglayan sifreleme tekniklerine odaklanir.

Kriptografi, 6zellikle giivenli iletisim saglamak igin gelistirilmis bir bilim dalidir. Bu alanda
yapilan caligmalar, mesajlarin yalnizca belirli kisiler tarafindan okunabilmesini saglamak
amaciyla sifreleme ve sifre ¢ozme teknikleri gelistirmeye odaklanir. Kriptografi, gizliligi
saglamak icin matematiksel yapilar kullanir ve bu yapilarin giivenligini saglamak icin zorluk
varsayimlari iizerine insa edilir. Ornegin, RSA sifreleme algoritmasi, asal sayilarin ¢arpanlarina
ayrilmasinin zor olmasina dayanur.

Kodlama teorisi ise, verilerin dogru bir sekilde iletilmesi tizerine odaklanir ve gizlilikle ilgili
sorular1 goéz ardi eder. Bu baglamda, kodlama teorisi, O6rnegin bir DVD'deki verilerin

okunabilirligini saglamak i¢in kullanilan hata diizeltme kodlar1 gibi, gizlilik gerektirmeyen pek
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cok uygulamada kullanilir. Kodlama teorisinin bu tiir uygulamalari, verilerin saklanmas1 ve
iletilmesi sirasinda meydana gelebilecek hatalari tespit etmek ve diizeltmek amac tasir.

Kodlama teorisinin tarihi, matematiksel fikirlerin miihendislik uygulamalari ile bulustugu bir
siirectir. Ik calismalar, dzellikle telekomiinikasyon ve veri iletimi alanlarinda ortaya g¢ikan
problemlerden ilham almistir. Richard W. Hamming, 1950'lerde hata diizeltme kodlar {izerine
yaptig1 caligmalariyla bu alanda 6nemli bir adim atmistir. Hamming kodlar, verilerde meydana
gelebilecek hatalari tespit edip diizeltebilen ilk sistematik yaklagimlardan biri olarak kabul edilir.
Hamming’in c¢aligmalari, kodlama teorisinin miihendislik uygulamalarinda ne kadar 6nemli
oldugunu gostermistir. Bu g¢aligmalar, 6zellikle dijital iletisim sistemlerinde, veri saklama
cihazlarinda ve hatta modern bilgisayar aglarinda kullanilmaktadir. Hata diizeltme kodlari,
verilerin gilivenilir bir sekilde iletilmesini saglamak i¢in kullamilir ve bu kodlar, verilerin
bozulmadan veya kaybolmadan hedefe ulasmasini garanti eder.

Kodlama teorisi, modern teknolojinin pek ¢ok alaninda kritik bir rol oynamaktadir. Ornegin,
uydu haberlesme sistemleri, internet tizerinden veri iletimi, mobil telefon aglar1 ve veri saklama
teknolojileri, kodlama teorisinin pratik uygulamalar arasinda yer almaktadir. Bu teknolojiler,
kodlama teorisinin gelistirdigi matematiksel yapilar sayesinde, verilerin gilivenilir bir sekilde
iletilmesini ve saklanmasini saglamaktadir.

Kodlama teorisinin bir diger 6nemli uygulama alani da veri sikistirma teknolojileridir. Veri
sikistirma, bir dosyanin boyutunu azaltarak, daha az yer kaplamasin1 ve daha hizli iletilmesini
saglar. Bu alanda yapilan c¢aligsmalar, 6zellikle multimedya igeriklerinin (ses, video, goriintii)
iletiminde biiyiik 6nem tasir.

Kodlama teorisi ve kombinatorik yapilarin kesistigi bir diger onemli alan, k-Narayana
sayilar1 gibi 6zel say1 dizileridir. k-Narayana sayilari, belirli kombinatorik yapilari sayma
problemleri ile ilgili bir say1 dizisi olarak ortaya ¢ikmistir. Bu tiir yapilar, kodlama teorisinde
kullanilan matematiksel modellerin bir pargas1 olabilir. k-Narayana sayilari, kodlama teorisi ile
ilgili ¢esitli problemlerde, 6zellikle kombinatorik yapilarin analizi ve optimizasyonunda
kullanilabilir.

Kodlama teorisi ve k-Narayana sayilar arasindaki iligki, teorik matematik ile uygulamali
mihendislik problemleri arasinda koprii kuran bir alan olarak dikkat ¢ekmektedir. Bu tiir
matematiksel yapilar, kodlama teorisinin sinirlarini genisleterek, yeni kodlama tekniklerinin

gelistirilmesine olanak tanir.
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k- Narayana Kodlama Yontemi
Bu kisimda, k-Narayana dizisi ile kodlama teorisine alternatif bir yontem tanimlanacaktir. Bu
yontemde, sifrelemek istedigimiz mesaj, 3m X 3m mertebeli bir € matrisi satirlarina sirayla
yazilacaktir. Bu yazim isleminde her iki kelime arasina virgiil konulacak ve matriste bosluk kalan
elemanlar yerine "?" yazilacaktir. Sifreleme islemi i¢in dncelikli olarak € matrisi 3 % 3 mertebeli
alt blok matrislere ayrilir. Herhangi bir r tamsay1 degeri i¢in matrisin her elemani1 Tablo 3’te
verilen degerlere déniistiiriiliir. Bu C;; blok matrisler 1 < i,j < m? olmak iizere soldan saga
dogru € matrisine yerlestirilir.
Ormnegin mesajdaki eleman sayis1 9 a kadar olan bir uygulamada alt blok matris bir olacak,
eleman sayis1 10-36 arasi ise blok matrisler dort tane olacaktir. Q;f kodlama matrisi n, k keyfi
deger olmak iizere k-Narayana lirete¢ matrisinin n. kuvveti olarak belirlenecektir. E;; ileti alt
blok matrisleri, C;; blok alt matrislerle Q; matrisinin ¢carpimi sonucu olusacaktir.

Eij=Cyj x Qi

€11 C12 (13
= X| Nen Nz Nign-1|=|€21 €22 €23].
Nin-1 Ngn-3  Nin— €31 €32 €33

C21 C2 (23

Ngn+1 Nen—1 Nip rn e12 €13
C31 C32 C33

detC;; degerleri ile keyfi, r, k ve n sayilari birinci siituna yazilmak iizere ve E;; matrisleri ile
ileti matrisi olusturulur.

ro

n Ce
Blok matrislerinin determinantlar1 E ileti matrisi ile birlikte gonderilir. Mesajin hatasiz oldugu

tespit edilirse E;; ait blok matrisleri olusturulur ve Q; "ile ¢arpilarak matrisi C;; alt blok matrisleri

¢Ozlimlenir ve € mesaj matrisi olusturulur.

Cij = Eij X Q"

[€11 €12 €13] Ng—n+1 Nig—n-1  Ng_n
=|€e21 €x ex3|x| Ng—n Ng_nz Ng_n1
€31 €32 €33] Ni_n-1 Ng—n-3 Ng_n_2

[C11 C12 C13]
=|C1 C22 (323
[C31 C32 (33
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A B C D E

1+ N, 2+ Npyy 34 Nyyy 4+ Ny, 54 Npyy
F G H | J

6 + Npys 7 + Nypg 8+ Ny, 9+ N,yg 10 4 Nyyo
K L M N o)

11 + Nyy10 12 + Nyyqg 13 + Nypypo 14 + Nyy1s 15 + Npy1g
P Q R S T

16 + Nyyqs 17 4 Npyqg 18 + Nyy1s 19 + Nyy1g 20 + Nyy1g
U v w X Y

21 + Ny 22 + Nypygq 23+ Nyy o 24+ Nyppg 25 + Nyypy
z 0 9 ? ,

26 + Npyos 27 4 Nyyoe 28 + Nyyor 29 + Nyy0g 30 + Nyt g9

Tablo 3:Narayana Dizisi ile Alfabe Tablosu

Kodlama Algoritmasi

Adim I. € Matrisini C; blok matrisler ayirin, Cj; = (Cij)3><3 (1<i,j<m?)
Adim 2: "r" degerini se¢in ve Tablo 3'ten mesaj matrisini olusturun.

Adim 3:"k" ve "n" degerlerini se¢in ve Q) matrisini olusturun.

Adim 4. Cy; X Q) = E;; hesaplaym ve detC;;,"r, k,n" degerlerini E matrisinin ilk siitununa

j

yazin.

Adim 5: Algoritmay1 sonlandirin.

Kod Cozme Algoritmasi
Admm 1: detC;j,"r, k,n" degerlerini ve Ey; matrislerini E matrisinden olusturun.

Adim 2: Cj; = Ej; X Q™ hesaplaym ve € mesaj matrisini olusturun. Eger detC;; = detE; ise
hata yoktur. Aksi halde, hata diizeltme adimlarini uygulayn.

Adim 3: Alfabe tablosu yardimiyla metni olusturun.

Adim 4: Algoritmay1 sonlandirin.

Ornek " GEOMETRY" kelimesini mesaj metni olarak secelim ve n=3, k=5 ve r=5 degeri i¢in

algoritmamizda ileti matrisini olugturalim.
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Kodlama
Mesajdaki karakter sayist sekiz oldugundan m=1 olur. Yani tek bir €44 alt blok matris olacaktir.

Karakterler alfabe tablosundan degerlere ¢evrilir.

G 7+ Ny, 7+28 35
E 5+ Ny 5+13 18
15 + Nyg 15+595 610
M 13 + Ny, 13+277 290
T 20 + N, 20+4023 4043
R 18 + Ny, 18+1278 1296
Y 25 + Nyg 25+27201 27226
? 29 + Ny, 29+125491 125520

G E O 35 18 610
Cii=|M E T|=1| 290 18 4043
N R Y ? 1296 27226 125520
elde edilir.

3 01 270 28 87
Q;=(1 0 0] ve Q3=(87 9 28
010 280 3 9
olarak hesaplanir.

35 18 610 \ /270 28 87
E,=C,yxQ5={290 18 4043 || 87 9 28

1296 27226 125520/ \28 3 9
28096 2972 9039 )

=1 193070 20411 62121
6233142 657882 2004760

35 18 610
detCy; = | 290 18 4043
1296 27226 125520

= 467612494

olarak bulunur.

n=3, k=5 ve r=5 degerlerini ve detC;; degerini kullanarak
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detCy, Eqq 467612494 28096 2972 9039

E = r _ 5 193070 20411 62121
k 3 6233142 657882 2004760
n 70?7 5 ? ? ?

seklinde ileti matrisi olarak gonderilir.
Kod ¢ozme

E matrisinden n=3, k=5 ve r=5 degerlerini ve det(;; degeri ve E;; blok matrisi olusturulur.

-3 9 1
Q;°=(1 -6 9 >
9 —26 —6
28096 2972 9039 -3 9 1
Ci1 = E;1 XQ3° = ( 193070 20411 62121 )( 1 -6 9 )
6233142 657882 2004760/ \ 9 —26 —6
35 18 610
Ci1 = < 290 18 4043 >

1296 27226 125520
elde edilir.

detC;; = detE;; oldugundan dolayr mesajin hatasiz geldigi anlasilir ve hata diizeltme

kullanilmaz. Alfabe tablosundan ileti olusturulur.

35 =7+ Ny, =G
18 =5+ N, =E
610 = 15 + Nyq =0
$290=13+N_{17}$ | =M
20 + Ny, =T
1296 = 18 + N, =R
27226 =25+ N,y | =Y
125520 = 29 + Na3 | =?

G E O
Cu=|M E T

R Y ?
Sonug olarak " GEOMETRY™ elde edilir.

Ornek Kodlama
""THIS SENTENCE IS WRONG" cilimlesini r=4,k=5 ve n=7 degerleri i¢in algoritmada
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kullanalim.
Kodlama

Oncelikli olarak mesaj € matrisine yerlestirilir. Mesaj matrisi eleman sayis1 10-36 arasi

oldugundan € matrisi dort alt blok matrise ayrilir.

T H I S S
/EN T E c\
:|E , 1 S W|
R O NG ? ?
? 72 2 2 7 2
\? ? 2?2 7 2 ?/
T H I S , S R 0 N G ? 7
c,=|E N T|Cc,=|E N C,621=[? ? ?,sz=[? ? ?]
E , 1 s , W ?7 07 2 ? 7 2

elde edilir. Alfabe tablosundan r=4 degeri i¢in C;; matrisinde sonucu bulalim.
T=20+4+N,3 =2765, H=8+4+N;; =36, E=54+Ng=14,1=9+ Ny,

degerleri bulunur. Degerler alt blok matrislerde yerlerine yazilir.

T H I 2765 36 50
C,=|E N T|=| 14 420 2765
E , I 14 125521 50

5 0 1 81265 3200 16126

Q5=<1 0 0) VeQ57=<16126 635 3200)
01 0 3200 126 635

olur.

2765 36 50 81265 3200 16126
E;, =Ci1 X QI = ( 14 420 2765) (16126 635 3200 )
14 125521 50 3200 126 635
225438261 8877160 44735340
( 16758630 659890 3325539 )
2025449356 79756935 401924714

2765 36 50
14 420 2765
14 125521 50

detCy, = = —959489283165

olarak bulunur. Benzer islemler C;,, C;; Ve C,, alt blok matrislerinde de uygulanir ve E matrisi

olusturulur.
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/—959489283165 225438261 8877160 44735340 e,i e,i ezi\

detcy, 16758630 0659890 3325539  eyi eyi eyl

| detcyq 2025449356 79756935 401924714 eyi eyl eyl

E= detc,, ezl ezl esl esl eyl eyl
r=4 esl esl esl eil eyl eyl |
k=5 esi esi esl esl eyl e4i/

n=7 ? ? ? ? ? ?

Kod Cozme
Oncelikli olarak E matrisindenr, k, n ,detC; j degerleri ve Ej; alt blok matrisleri ayristirilir.

225438261 8877160 44735340
E;1 =1 16758630 659890 3325539 |ve r=4,k=5 ve n=7 elde edilir.
2025449356 79756935 401924714

25 —124 —10
Q5" =

-10 75 - 124) olarak hesaplanir.

—124 610 75
225438261 8877160 44735340 >< 25 -—124 -10 )

C11 =E;1 x QD)1= < 16758630 659890 3325539 -10 75 =124
2025449356 79756935 401924714/ \—-124 610 75

2765 36 50
=( 14 420 2765)
14 125521 50
olarak bulunur ve detC;; = detE;; oldugundan mesajin hatasiz geldigi anlasilir. Degerler

alfabe tablosundan harflere ¢evrilir.
T=20+N,3 =2765H=8+N;; =36, E=5+Ng =14
N=14+N;; =291, =9+ N;;, =50

Diger blok matrisleri de benzer sekilde bulunarak mesaj matrisi C bulunur.

T H I S , S R 0 N G 7 ?
c,=|E N T|,C,=|E N C,621:[? ? ?,szz[? ? ?]
E , 1 S , W ? 7 7 ?7 7 7
T H I S , S
{EN T E N c\‘
c_|E . 1 s, WI
kRo N G ? ?
2 0?2 72 7 7 2
2 02 2 2 7 ?/
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olarak bulunur.

Kod Matrisi Ogeleri Arasindaki Iliskiler

Kod matrisi elemanlar1 arasindaki iliskileri detC;; = detE;; kullanarak elde ederiz.

e11 = 11Nkn+1 + €12Ngn + €13Ng 1 2 0,
e12 = €11Ngn-1 + €12Ngn—2 + c13Ngn—3 2 0,
e13 = C11Ngn + €12Nign-1 + €13Ngn—2 2 0,
€21 = C21Ngny1 + C22Nign + 23Nk 1 2 0,
€2 = €21 N1 + C22Npn_p T €23Ngn-3 20,
ey3 = C21Nipn + C22Npn_y T C23Ngn—2 20,
e31 = C31Ngny1 + C32Ngn + €33N g 20,
e32 = €31Nkn-1 + C32ny,_, T €33Ngn-3 2 0,

e33 = 31Nk + Ca2ny,_, T C33Nkn-2 20,

e11, €1 ve ey3 esitsizliklerini kullanarak:

elde edilir. Buradan

min {

alrcl_l = Nk.n+1 < alrcl

a N alt
s s Sk
ag Nk_n_1 ay
ap—? Nin - ap!
ap™* T Nyn—z ~ ap”?
n-3 n—2
ag < Mkn-1 ay
e N
Nk,n Nk,n—l €11 Nk,n+1 Nk,n Nk,n—l
) ) S - S max ) ) )
Ngn-1 Nin—2 Nin—sz €12 Nign-1 Ngn—2 Nip—z

olarak bulunur benzer bir yolla;

min {

min {

Nk,n Nk,n—l €11 Nk,n+1 Nk,n Nk,n—l

) , < — < max ) ) )
Nk,n Nk,n—l Nk,n—z €13 Nk,n Nk,n—l Nk,n—z
Ngn-1 Nign—o €13 Nign Nine1 Nigpn—o

) ) < — < max , , .
Nk,n—l Nk,n—z Nk,n—3 €12 kn—-1 Nk,n—Z Nk,n—3

Bu esitsizlikler, mesaj matrisinin elemanlarinin birbirine bagl oldugunu ve belirli kosullara
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uydugunu gosterir. Ozetle, mesaj matrisinin her eleman1 bu baglantilar araciligiyla kodlanir.

€11 _ 5 €13

—_— L —

€12 €12

Q

€21 5 €23
a

€22 €22

€31 €33 _
— = (lk,— = ay
€32 €32

€11 _©en

€1 €

€21 €31

€22 €33

€11 €31

€12 €33

Hata Tespiti ve Diizeltme
detC;j = detE;; ise mesaj matrisinin iletisim kanalindan hatasiz gectigi anlamina gelir.
detC;j = detE;;  Denklemini  kullanarak  tek  bir  hatayr  diizeltmek  i¢in

asagidaki islemler uygulanir.
a €12 €3

€21 €22 €23 = e13€37€31 + 12633631 + €136;163; — A€y3€3; — €12€21€633 + Aeyze33
€31 €32 €33

= detC
e11 b e3
€1 €2 €33| = —eq3epe3q + beyzesy + ejze1e3, — e1e3363; — beyiess +eqiepe3;3
€31 €32 €33
= detC
€11 €12 C
€21 €22 €23| = —Ceyz€31 T €12€33€31 + C€y1€3; — €11€23€37 — €12€21€33 + €11€32€33
€31 €32 €33
= detC
€11 €12 €13
d ey €3] = —ej3ey,€31 + €12€53631 + dejzesy — e11€53e3, — dejyesz + e1exe33
€31 €32 €33
= detC
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€11 €12 €13
€21 € €23] = egp€33631 + €13€31€3; — €11€23€33 — €12€31€33 — €13€31€ + €11€33€
€31 €32 €33

= detC

€11 €12 €13
ex1 €xn f|= —e13€72€31 + €13€31€35 — 12821833 + €11€52833 + exe3,f — e85, f
€31 €32 €33

= detC

€11 €12 €13
€21 €22 €23| = e13€31€33 — €11€33€32 — €12€21€33 T €11€22€33 — €13€22 t €12€239
g €32 €33

= detC

€11 €12 €13
€21 €22 €23] = —e13€y3€31 + €12€73€31 — €12€31€33 + €11€2€33 + €13€31h —ej1e3h
ez3 h  es

= detC

€21 €22 eZ_3 = —lejp€p1 + le11€37 — €13€27€31 + €12€33€31 + €13€31€37 — €11€33€3;
€31 €32 1

= detC
Benzer gekilde bulunur. a, b, ...... 1 igin E;; matrislerinde ¢ift hatayla karsilasacagimiz durumlar
olabilir. Ornegin E; ; alt blok matrisi i¢in iki degiskenli durumu su sekilde ele alabiliriz.

a b e
€1 €3 €33| = —e13€p831 + beyzesy + ejzex1e3; — aeyzes; — beyiess + aepzess
€31 €32 €33

= detCij
Olasi kosullar (g) = 36 olarak hesaplayabiliriz. Benzer sekilde "ii¢li", "dortli", ..., "dokuz"
hatalar bu kosullardir. Bunlara iliskin toplam durum sayzsi,

() ()-2-1

larak hesaplanabilir. Burada en fazla sekiz hataya kadar diizeltilebilir oldugu agiktir. Bu durumda

diizeltme yeteneginin i% = 0.998 = 99.8% oldugu sdylenebilir.
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4. SONUC

Bu calismada, k-Narayana dizilerinin 6zellikleri detayli bir sekilde incelenmis ve negatif
indeksli k-Narayana dizileri tanimlanmistir. Ayrica, kodlama teorisine yonelik bir yontem ile bu
dizilerin potansiyel uygulamalar1 gosterilmistir. Elde edilen sonuglar, k-Narayana dizilerinin
hem teorik hem de uygulamali matematik alanlarinda g¢esitli kullanim alanlarina sahip oldugunu
ortaya koymaktadir. lerleyen calismalarda, k-Narayana dizilerinin farkli matematiksel yapilar
ve disiplinlerdeki rolii daha kapsamli bir sekilde ele alinabilir ve yeni uygulama alanlari

kesfedilebilir.
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EKLER

Bu boliimde Python Yazilimindaki uygulama 6rneginin kodlar1 verilecektir. Yazilim,
sifrelenmis bir mesaj matrisi ve en fazla dokuz karakterlik bir mesajdan kaynaklanacak bir

¢Ozim matrisi icerir.

\begin {verbatim}

from functools import Iru_cache

import math

import numpy

from numpy.linalg import matrix _power
charlist={"A": 1,"B": 2,"C": 3,"D": 4, "E": 5,
"F":6,"G":7,"H": 8, "I": 9, "J": 10,

"K": 11, "L": 12, "M": 13, "N": 14, "O": 15,
"pP": 16, "Q": 17, "R": 18, "S": 19, "T": 20,
"U":21,"V": 22, "W": 23, "X": 24, "Y": 25,
"Z":26,"0":27,"9": 28, "?": 29, ".": 30,

b
@lru_cache(None)

def narayana(n: int) -> int:
ifn<=0:

return 0

elifn <= 3:

return 1

return narayana(n-1) + narayana(n-3)

message_split = lambda message: message if len(message) == 3 else
message_split(message +" ")

split to_chars = lambda char, charlist: char if char in charlist else "?"
encode = lambda char, charlist, r_constant: charlist[char] +

narayana((charlist[char] - 1) + r_constant)

k constant = int(input("k Number (Used for encoding in key matrix): "))

n_constant = int(input("n Number (Power of key matrix): "))
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r_constant = int(input("r Number (Used for encoding with Narayana Number

Series): "))

message = str(input("Message: ")).upper()

message size = len(message)
final matrix dimension = math.ceil(message size/9)

message matrix_list = [[[] for _in range(3)] for _in

range(final matrix dimension**2)]

message splits =[]
for 1 in range(math.ceil(message size/3)):

message splits.append(message split(message[3i - 3(i + 1)]))

Q_matrix = numpy.array([[k constant, 0, 1], [1, 0, 0], [0, 1, 0]])
encode Q matrix = matrix_power(Q_matrix, n_constant)

decode Q matrix = matrix_power(encode Q matrix, -1)

message index =0

for line in range(final matrix_dimension):
for row in range(3):

for group in range(final _matrix dimension):
if message index < len(message splits):

message matrix_list[group + line

final _matrix_dimension] [row] = [encode(split to chars(char, charlist), charlist,
r_constant) for char in message_splits[message_index]]message index +=
Icontinuemessage_matrix_list[group + linefinal matrix_dimension][row] =
[encode(split_to chars("?", charlist), charlist, r_constant) for _in range(3)]

message index += 1

M_matrix = [numpy.array(matrix) for matrix in message matrix_list]
encoded =[]
for matrix in M_matrix:

encoded.append(numpy.matmul(matrix, encode Q matrix))
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decoded =[]

for matrix in encoded:
decoded.append(numpy.around(numpy.matmul(matrix,
decode Q matrix)).astype(int))

print(matrix, decode Q matrix, decoded)

print(f"""Input Text: {message},

\n\n{n constant} Powered Q Matrix: \n{encode Q matrix},
\n\n-1 Powered {n_constant} Powered Q Matrix: \n{decode Q matrix},
\n\nMessage Matrix: \n{M_matrix},

\n\nEncoded Message Matrix: \n{encoded},

\n\nDecoded Message Matrix: \n{decoded},

\n\nDecoded Output Text: {'decoded message'}

")

\end {verbatim}

\bibliography {reference.bib}
\bibliographystyle {unsrt}

\end {document}$
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