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Bu tez yedi béliimden olusmaktadir.

-Ilk béliim giris kismina ayrilmistir. Bu béliimde, kesirli analiz kavram alaninda
yapilan calismalardan bahsedilmis ve uyumlu tiirevin taniminin tarihcesi incelen-
mistir.

-Ikinci boliimde, tezde kullanilan bazi 6nemli temel kavramlar tanim ve teorem-
lere yer verilmistir ve yeni tiirevin geometrik anlaminden bahsedilmistir.

-Uciincii béliimde ise, parcali sabit argiimentli bir uyumlu kesirli diferensiyel den-
klemin ¢oziimlerin a # 0 ve a = 0 durumlarinda varligi ve tekligi ile ilgili teoremler
ispatlanmistir.

-Dordiincii boliimde, ¢oziimlerin  salinimlilik durumu hakkinda bazi teoremler
ispatlanmistir. Ayrica, bu sonuclar ile ilgili olarak bazi 6rnekler sunulmustur.
-Besinci boliimde ise, ¢oziimlerin asimptotik davranislari ile ilgili olarak bazi sonuclar
elde edilmistir.

-Altinc1 bolimde de, periyodik coziimlerle ilgili sonuclar ispatlanmis ve bazi 6rnek-
ler sunulmustur. Son boliimde ise elde edilen sonuclar tartisiimaistir.

Aralik 2024, 51 sayfa

Anahtar Kelimeler: Uyumlu kesirli diferensiyel denklem, parcali sabit argiiment, varlik
ve teklik, salinimlilik , asimptotik kararlilik, periyodik ¢6ziim .
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ABSTRACT

PhD Thesis

ON THE SOLUTION OF A CONFORMABLE FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION
WITH PIECEWISE CONSTANT ARGUMENTS

Huda Mahdi Ahmed AL OBAIDI

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin BEREKETOGLU

This thesis consists of seven chapters.

-The first chapter is devoted to the introduction. In this chapter, the works done
in the field of fractional analysis are mentioned and the history of the definition of
the conformable derivative is stated.

-In the second chapter, some important basic concepts and theorems about con-
formable derivative are given and the geometric meaning of the conformable
derivative is explained.

-In the third chapter, the existence and uniqueness of the solutions of a piecewise
constant differential equation are showed for the cases a # 0 and a = 0, separately.
-In the fourth chapter, some theorems about the oscillatory of solutions are proved.
Also some examples are presented for the verification.

-In the fifth chapter, some results about the asymptotic behaviour of the solutions
are obtained and two examples are given.

-In the sixth chapter, some results about periodic solutions are proved and also
some illustrative examples are presented . In the last chapter, the obtained results
are discussed.

December 2024, 51 pages

Key Words: Conformable fractional differential equation, piecewise constant argument,
existence and uniqueness of the solutions, oscillation, asymptotic stability, periodic
solution.
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1. GIRIS

Parcali sabit argiimentli diferensiyel denklemler (kisaca PSADD), siirekli argii-
mentlere sahip fonksiyonel diferensiyel denklemler teorisini, siireksiz argiimentlere
sahip denklemleri de kapsayacak sekilde genisletme cabasindan ortaya cikmistir.
Bu denklemlerin en 6nemli 6zelligi, diferensiyel ve fark denklemlerinin 6zellik-
lerini birlestiren hibrit dinamik sistemler olmasidir. Bu yiizden, bu denklemler
standart diferensiyel denklemlere kiyasla daha karmasiktirlar ve analizleri genel-
likle daha zordur. Busenberg ve Cooke, 1982 yilinda, nesiller arasi1 dikey yolla
bulasan ve omurgasiz tasiyicilar (vektorler) araciligiyla yayilan bazi hastalik mod-
ellerinin analizini yapmislar ve bu calismada, ayrik ve siirekli dinamikleri birlikte
ele almislardir (Busenberg ve Cooke 1982). PSADD ile ilgili calismalar ilk olarak
Shah ve Wiener tarafindan 1983 yilinda yapilmistir (Shah ve Wiener 1983). Genel
olarak bir PSADD

' (t) = f(t,=(t), x(¢())
bicimindedir; burada ((¢) ileri veya gecikme argiimenti olup parcali siirekli bir

fonksiyondur. [.] en biiyiik tamsay1 fonksiyonunu ifade etmek tizere,

) =101, ct)y=[t=1], C) =t + 1, .. ,C(O) =+ K], K€Z

seklinde olabilir. Cooke ve Wiener 1984 yilinda yaptig: calismada
2’ (t) = ba(t)+box ([t]) + brzx ([t —1]),
z(=1) = cq, x(0)=c
seklinde lineer, sabit katsayili, [t| ve [t — 1] seklinde iki gecikmeye sahip olan bir
PSADD ni ele almislar ve bu denklemin ¢ > 0 i¢in ¢6ziimiiniin varlik ve tekligini
ispatlayarak ¢oziimii (—oo, 0] araligina genisletmislerdir (Cooke ve Wiener 1984).
1987 de, Aftabizadeh vd.

) +at)x(t)+b)z(t—1]) =0

denkleminin c¢6ziimlerinin salinimlilik 6zelligini incelemislerdir (Aftabizadeh vd.

1987). Bu konuda yazilan en kapsamli eserlerden biri 1993 yilinda Wiener tarafin-
1



dan yazilmistir (Wiener 1993). 2007 yilinda, Akhmet
w'=A@)w+ f(tw(t),w(B(1)))

seklinde PSADD in genellestirilmis bir tlirtinii tanitarak, sinirli ve periyodik ¢6ziim-
lerin varligini yeni bir integral gosterim teknigi yardimiyla incelemistir (Akhmet

2007). Akhmet vd., 2008 calismasinda

w(t) = A(t)z(t) + f(8) + pg(t, x(t), z(w (£) , )

sisteminin sifir olmayan periyodik ¢6ziimlerini incelemistir (Akhmet vd., 2008).

2009 da Pinto,

u'(s) =F (s)u(s)+g(s,uls), u(v))

genellestirilmis PSADD ve

adi diferensiyel denklem sisteminin denkligini incelemistir (Pinto 2009). PSADD’
in ¢cozlimlerinin kararlilik, salinimlilik ve periyodiklik gibi farkli 6zellikleri pek ¢ok
farkli calismada ele alinmisti. Ornegin, Bereketoglu vd. 2010, 2013 ve 2014
yillarinda yaptiklari ¢calismalarda impuls etkisi altindaki farkl tiirlerdeki PSADD’i
ele alarak, bu denklemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekligini ispatlamis, saliniml
coziimler icin yeterli kosullar elde etmistir (Bereketoglu vd. 2010, 2013, 2014).
Bazi ileri, gecikmeli ve karisik argiimentlere sahip PSADD’nin ¢6ziimlerinin salinim-
lilig1 ve periyodikligi icin gerekli kosullarin bulunmasi ve impulsif kosullar altinda
Green fonksiyonu elde edilmesi yine bircok calismanin konusu olmustur (Parthe-
niadis 1988, Huang 1990, Papaschinopoulos ve Schinas 1992, Papaschinopoulos
ve Schinas 1994, Li ve Shen 2002, Chiu ve Pinto 2010, Muminov 2017, Chiu ve
Li 2019, Muminov 2020, Chiu 2021). Son yillarda ise, bu denklemlerin bazi mod-
ellere uygulandig: goriilmektedir (Muroya 2008). S. Oztepe, 2021 yilindaki calis-
masinda parcali sabit argiimentli Lasota-Wazewska modelinin denge noktasinin
asimptotik kararli oldugunu incelemistir (S. Oztepe 2021). PSADD’in impulsif
kosullar altindaki durumlar1 da yine bir¢cok makaleye konu olmustur (Karakoc vd.

2010, Gyori vd. 2011, Karakoc ve Bereketoglu 2018). Bu calismalarda, parcali
2



siirekli sabit argiimentli lineer ve lineer olmayan impulsif diferensiyel denklem-

lerin ve sistemlerin ¢oziimlerinin davraniglar1 incelenmistir.

Kesirli analiz kavrami yaklasik olarak 18. yiizyilin ilk ceyregine kadar uzanir. Bu
kavramin, ilk olarak Gottfried Wilhelm Leibniz’in I’ Hospital’a sordugu "Tam say1
basamaktan tiirevler kesirli basamaga genisletilebilir mi?" sorusu ile ortaya ciktigi
bilinmektedir (Khalil vd. 2014). Bu sorunun ardindan bir¢cok matematik¢i ke-
sirli basamaktan tiirev i¢in bir tanim olusturmaya calismistir. Cogunlukla, kesirli
tlirev tanimi icin bir integral formiilii kullanilmistir. Bunlardan en popiiler olani
Riemann-Liouville ve Caputo tanimlaridir. Bu tanimlar asagidaki gibi verilebilir:
a € [n—1,n) icin f nin «. tlirevi

(1) Riemann-Liouville tanimi

T YP S Sy i (O
D)) =t mayaw | g

a

(i) Caputo tanimi

i L[S
DI = e | g

a

seklindedir. Ancak, bu kesirli tiirev tanimlarina gore iki fonksiyonun carpiminin,
boliimiiniin ve bileskesinin tiirevleri, klasik tiirev kurallarina uymamaktadir. Dolayisiyla,
bu tanimlar diferensiyel denklemlere uygulandigi zaman bazi zorluklar ortaya ¢ik-
maktadir. Bu zorluklarin basinda analitik ¢oziimlerin bulunmasi yer almaktadir.
Bununla birlikte elde edilen kesirli tiirevler karmasik goriinmekte ve carpim kurali
ve zincir kural gibi klasik tiirevin sahip oldugu bazi temel 6zellikleri kaybetmek-

tedir.

Asagida bu kesirli tiirevlerin bazi dezavantajlari belirtilmektedir:
(i) o’nin dogal sayidan farkli oldugu durumlarda, D$(1) = 0 durumu Riemann-
Liouville tiirevi icin saglanmazken, Caputo tiirevi icin saglanir.

(ii) Her iki kesirli tiirev de, iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi olarak bilinen

D& (uv) = uD%(v) + vD(u)
3



formiiliinii saglamaz.

(iii) Her iki kesirli tiirev de, iki fonksiyonun boliimiiniin tiirevi olarak bilinen

De <%> vDg (u) - uDg (v)

formiiliinii saglamaz.

(iv) Her iki kesirli tiirev de

D(g1 0 g2)(t) = 9\ (g2(1)) 957 (1)

zincir kuralin1 saglamaz

(v) Her iki kesirli tlirev genel olarak,
DyDJf = Dt f

ozelligini saglamaz.
(vi) Biitiin kesirli tiirevlerde, 6zellikle Caputo taniminda, f fonksiyonunun tiirevlenebilir

oldugu varsayilir (Khalil vd 2019).

Diger taraftan, diferensiyel denklemler icin kesirli tiirevlere olan ilgi

2

T25)" y(0) =0

seklinde bir baslangic deger probleminin nasil ¢oziilecegi sorusuyla baslamaistir,

]' . 3 3 .. 3 3
burada y(i), y'nin 1. basamaktan kesirli tiirevidir.

Son on yil icerisinde, kesirli basamaktan diferensiyel denklemler, bircok miihendis-
lik ve bilimsel disiplindeki uygulamalar1 nedeniyle 6nemli olciide ilgi toplamaya
baslamistir. Biyofizik, biyomiihendislik, kuantum mekanigi, finans, kontrol teorisi,
goriintii ve sinyal isleme gibi fizik ve miihendisligin cesitli alanlarinda matem-
atiksel modeller gelistirilmistir (Abbas vd 2011). (Sabatier vd. 2007) ve (Hil-
fer vd. 2000) kitaplarinda kesirli kalkiiliistin cesitli alanlardaki giincel kuramsal
gelismelerinin ve uygulamalarinin oldukca ayrintili bir anlatimina ulasilabilir. S6z
konusu literatiirde kullanilan yontemler arasinda ardisik yaklasikliklar tekniginin

yani sira Banach ve Schauder’in klasik sabit nokta yaklasimlar1 da yer almaktadir.
4



(Othman vd. 2013)’te fiber takviyeli termoelastik bir ortam iizerinde hidrosta-
tik ilk gerilimin ve yer cekiminin etkisini kesirli tiirevli 1s1 transfer denklemi ile

incelemistir.

Kesirli basamaktan bir diferensiyel denkleminin ¢6ziimiiniin elde edilmesi kolay
degildir. Bu nedenle yeni bir kesirli tiirev taniminin bazi hesaplamalar1 kolay-
lastirabilecegini diisiinen Khalil vd., 2014’te, klasik tiirev kurallarini da saglayan,
yeni bir kesirli tiirev tanimi1 olan ve "uyumlu kesirli tiirev" adi verilen tiirev tanimini
ortaya koyarak, so6z konusu zorluklarin asilabilecegini gosterdiler. Uyumlu tiirev
tanimi, bir fonksiyonun adi tiirevinin klasik tanimindaki limit formuna benzer
bicimde verilmistir. Kesirli tlirevin bu yeni tanimindan yararlanarak, "carpimin
tlirevi, boliimiin tiirevi, ortalama deger teoremi ve Rolle teoremi" gibi kavram-
lar ispatlanmistir. Bu calismadan bir yil sonra Abdeljawad, 2015 yilinda "zincir
kuraly, iistel fonksiyonlar, Gronwall esitsizligi, kismi integrasyon, Taylor kuvvet
serisi acilimi ve Laplace doniisiimiiniin uyumlu kesirli versiyonlarini gostermistir
(Abdeljawad 2015). Uyumlu kesirli tiirevin avantajlarindan biri, zincir kurali ve
carpim kurali gibi klasik tiirevin bilinen 6zelliklerinin cogunu saglamalidir (Ka-
houli vd. 2024). Ayrica fizik, mithendislik ve ekonomi dahil olmak tizere cesitli
alanlarda uygulamalar1 vardir. Dolayisiyla, uyumlu tiirev tanimi bircok arastir-
macinin biiytik ilgisini ¢cekmis ve buna bagl olarak son yillarda 6nemli ¢calismalar

yapilmistir:
Batarfi vd., 2015’te uyumlu kesirli tiirev iceren

D*(D+n)u(s) = g(s,u(s)), s €10,1]
w(0) = 0, «'(0)=0, u(l)=Lu(N)

seklindeki sinir deger problemini ele almislardir, burada D* uyumlu tiirevi ve D
adi tiirevi gostermektedir. Bu problem igin, ilk olarak lineer durum g6z 6niine ali-
narak Green fonksiyonu elde edilmis ve daha sonra lineer olmayan durum incelen-
mistir (Batarfi vd. 2015). 2015 yilinda yapilan bir bagka ¢alismada, uyumlu kesirli
tlirevli Sturm-Lioville problemlerinin 6zdegerleri arastirilmistir (Al-Rifae ve Abdel-

jawad 2015). Eslami, 2016’daki calismasinda, uyumlu kesirli tiirev yardimu ile li-
)



neer olmayan Schrodinger denklemini bir adi diferensiyel denkleme doniistiirerek

incelemistir (Eslami 2016). Bayour vd. 2017°’de uyumlu tiirevli lineer olmayan

D%(s) = h(s,y(s)), s¢€la,b], a>0,

ya) = Ya,

probleminin ¢oziimtimlerinin varlik ve tekligini Schauder’in sabit nokta teorem-
ini kullanarak incelemislerdir (Bayour vd. 2017), burada D%y(s), € (0,1),
a. mertebeden bir fonksiyonun sifirdan baslayan uyumlu kesirli tiirevini goster-
mektedir. Zhao ve Luo, 2017’deki calismalarinda, uyumlu kesirli tiirev tanimini
genellestirmis ve bu tiirevin fiziksel ve geometrik yorumlarini ele almistir. Bu
yeni genellestirme ile uyumlu kesirli tiirevin fizik ve enerji alanlarindaki potan-
siyel uygulamalarina deginilmistir (Zhao ve Luo 2017). SoK8uahi vd. 2017 yilin-
daki calismasinda Lyapunov fonksiyonlari kullanilarak uyumlu kesirli mertebeden
lineer olmayan sistemlerin kararliligi ve asimptotik kararliligini incelemislerdir
(Souahi vd. 2017). (Wang vd. 2017) ve (Mahmudov vd. 2019) calismalarinda,
2003 yilinda Khusainov ve Shuklin tarafindan lineer gecikmeli diferensiyel den-
klemlerin ¢6ziimiiniin bir temsili olarak kullanilmak amaciyla tanitilan gecikmeli
tistel matris fonksiyon kavrami, Mittage-Leffer fonksiyonlarini zenginlestirmek ve
Caputo tipi kesirli zaman gecikmeli diferensiyel denklemlere uygulamak icin kul-
lanilmis ve bu kavram yardimiyla lineer kesirli gecikmeli diferensiyel denklem-
lerin ¢6zliimi verilmistir. Ayrica, kesirli basamaktan Hilfer tipi tiireve sahip olan
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi ve uyumlu kesirli tiirevin
onemli bir uygulamasi olan uyumlu kesirli tiirevlere sahip Hopfield néral aglarin
ustel kararliligi, uyumlu kesirli tiirev iceren BAM-tipinde noral aglarin iistel karar-
lilig1 son yillarda tretilen 6nemli calismalardir (Karakoc 2020, Kutahyalioglu ve
Karakoc 2021, Kutahyalioglu ve Karakoc 2023). 2021 yilinda, Othman, vd.
Cfian =g(t,x), z(ty) =z, 0<a<l

baslangic degeri problemini ¢6zmek icin bir algoritma gelistirmeye odaklanmistir.
Bu denklem, ¢tz diizleminde bir egri olarak gortilebilir, bu egrinin her noktasinda

a. mertebeden olusturan tiirevinin degeri ¢ ve = cinsinden verilen, ancak belirli bir
6



(to, o) noktsinadan gecen belirli bir egriyi ifade eder (Othman vd. 2021). Nazim,

calismasinda

Dgu(s) = Ku(s)+ Lu(s—1), s>0,7>0

u(s) = o(s), —71<s<0,

seklinde bir uyumlu kesirli gecikmeli denklemi ele alinmis ve bu denklemin ¢6ziim-
lerini olusturmak i¢in matris iistel fonksiyonu kullanilmistir (Nazim 2021). Ayrica
coziimlerin varligi ve tekligi ve Ulam-Hyers denklemlerinin kararliligi da ince-
lenmistir. (Xiao ve Wang 2021) calismasinda gecikmeli iistel matris fonksiyonu,
uyumlu tiirev kavrami kullanilarak olusturulmus ve homojen ve homojen ol-
mayan uyumlu kesirli difereniyel denklemlerin ¢6ziimlerin ifadesini elde etmek
icin bu fonksiyon kullanilmistir. (Al-Jamel vd. 2022) calismasinda parametrelerin
degisimi teorisininin uyumlu tiirev iceren sistemlere uygulanabilecegi gosterilmistir.
Bununla birlikte, uyumlu tiirevin yeni bir kavram olmasi sebebiyle baz1 6zellik-
lerinin ve uygulamalarinin bilim insanlar1 tarafindan arastirilmaya devam ettigi

bilinmektedir.

Biyolojik sistemlerin modellenmesinde dikkate alinan yaklasimlardan biri de parcali
sabit arglimanlara sahip diferensiyel denklemlerdir. Bu tiirden denklemlerin, kimya,
makine miihendisligi, fizik ve popiilasyon dinamigi gibi genis alanlarda uygula-
malar1 vardir (Kartal 2015) ve (Gurcan 2014). Kaya, 2020 de yaptig1 calismada,
(Ozturk vd. 2012) calismasindan yararlanarak

Dox(t) = ra(t) (1 — Ba(t)) — Byr (H h) _ B ([%1 h)

seklinde bir uyumlu kesirli PSADD in dinamik davranisini incelemistir, burada [¢],
t'nin tamsay1 kismini, D* uyumlu tiirevi ve h ayriklastirma parametresini goster-
mektedir (Kaya 2020). Bildigimiz kadariyla, parcali sabit argiimanli uyumlu ke-
sirli mertebeden diferensiyel denklemler icin, ¢oziimlerin varligini ve salinimlilik,
periyodiklik gibi bazi 6zelliklerini inceleyen calismalar bulunmamaktadir. 2023
yilinda yaptigimiz calismada birinci basamaktan sabit argiimentli bir neutral difer-
ensiyel denklemin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi, salinimlilig1 ve sifir ¢6ziimiin

asimptotiksel kararlig1 gosterilmistir (Kavgaci vd. 2023). Bu calismada elde edilen
7



sonuclarin uyumlu tiirevli parcali sabit argiimentli bir diferensiyel denklem i¢in
de gecerli olup olmadiginin incelenmesi fikri bu tezin olusmasindaki temel moti-

vasiyon kaynagidir. Bu tez 7 boliimden olusmaktadir:

Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu boliimde parcali sabit argiimentli difer-
ensiyel denklemlerin tarihcesi tizerine durulmakta ve kesirli tiirev ile uyumlu tiirevden
bahsedilerek konu ile ilgili calismalar incelenmektedir. 2. boliim temel kavram-
lar1 icermektedir. (Khalil vd 2014), (Abdeljawad 2015) calismalarinda tanitilan
uyumlu tiirev ve bu tiirevin 6nemli tanimlari ve temel 6zellikleri, fark denklemi ile
ilgili baz1 iyi bilinen sonuclar verilmekte ve ayrica salinimli ve periodik ¢oziimlerin
temel tanimlari ve teoremlerinden bahsedilmektedir. Uciincii béliimden itibaren
tezin orjinal kismi ele alinmaktadir. Bu boliimde uyumlu kesirli tiirevli parcali

sabit argiimentli
Diz(t) = ax(t) + apz([t]) + arx([t — 1]), t >0 (1.1)

denklemi

z(=1)=c_q1 , z(0)=co (1.2)

baslangic kosullari ile birlikte ele alinmig ve a # 0 ve a = 0 durumunda ¢6ziimlerin
varlig1 ve tekligi incelenmistir. Dordiincii boliimde, bu denklemlerin ¢6ztimlerinin
salinimli olmasi icin gerekli kosullar elde edilmistir. Besinci boliimde, ¢oziimlerin
asimptotik kararliligi ile ilgili olarak bazi sonuclar elde edilmistir 6. boliimde ise
denklemin ¢6ziimlerinin periyodiklik 6zelligi incelenmis ve her béliimiin sonunda
bazi sayisal 6rnekler sunulmustur. Ayrica, bazi niimerik 6rneklerin grafikleri cizil-
erek, teorik analizlerin dogrulugu gosterilmistir. Son olarak elde edilen sonuglarin
bir 6zeti ve bu tezin 6nemi, tartisma ve sonu¢ boliimi olarak yedinci boliimde

verilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim tez boyunca kullanilan temel tanim ve teoremleri icermektedir.
Tanim 2.1 (Khalil vd 2014) u : [0,00) — R fonksiyonunun «. mertebeden uyumlu

kesirli turevi

l1-a\ _
Deu(s) = limo u(s+es'™) —u(s)
e— €

, >0,

seklinde ifade edilir, burada o € (0, 1] dir. Dgu (s) yerine kisaca u(® (s) kullanila-
bilir.

u(® (5), 0 < s < a (a > 0) arahginda varsa, bu durumda s = 0 ’daki tiirev

u'® (0) = lim u @ (s)

s—0t

biciminde tanimlanir. Ek olarak, v 'nun [0, co) araliginda «. mertebeden uyumlu
kesirli tiirevi varsa, o zaman « ya [0, co) araliginda «-diferensiyellenebilir fonksi-

yon denir.

Yukaridaki tanimin bir sonucu olarak, asagidaki teorem ispatlanabilir:
Teorem 2.1 (Khalil vd 2014) « : [0,00) — R fonksiyonu sy > 0 noktasinda o €
(0, 1] a-tlirevlenebilir ise, o zaman u, sy’da stireklidir.

Ispat. u, « tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

l1—a)
u(so+esy ™) —u(so) = u (0 + 6306 ) — u(s0) p

yazilabilir. Buradan, esitligin her iki tarafinin ¢ — 0 i¢in limiti alinirsa,

u(sg+ €st™) —u(s
lim[u (so + €sg ) — u(s0)] = lim (s0 €50 ) — ) Jim e

e—0 € e—0

ve h = esy * olarak segilirse,
}lliir(l)u (s0+h) —u(so) =u'™ (s0).0
elde edilir. Boylece,
}lliir(l)u (so+h) =u(so)
sonucu bulunur. Dolayisiyla u, sy’da siireklidir.(J
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D§’nin asagidaki ozellikleri sagladig: kolayca gosterilebilir:

Teorem 2.2 (Khalil vd 2014) « € (0, 1] ve bir s > 0 noktasinda u, v fonksiyonlari
a-tlirevlenebilir olsunlar. Bu durumda,

(1) D* (au+ bv) = aD* (u) + bD*(v), Va,b € R,

2)D¥(s") =rs"*, Vr e R,

(3) Her sabit u(s) = A fonksiyonu i¢in D *(\) = 0,

G)DQCE): 72 ’
l—«a d¢

(6) ¢ tiirevlenebilir ise, 0 zaman D* (¢)) (s) = s o (s)
S

ozellikleri saglanir.
Ispat. (1), (2) ve (3) 6zellikleri tanimdan kolayca elde edilebilir, (4) - (6) dzellik-
lerini ispatlayalim. Simdi, sabit £ > 0 icin

D(fg)(¢) = lim S (5 + Eflia) g (f s 551701) —f(€)g(§)

e—0 £
F&+ee ) g(E+ee )~ F(&)g(E+e€" ) +£(©)g (€6 ) — F(£)a(€)

= lim
e—0 €
::E%(f@+f£€)—f@)g@+fg(ﬂ)+J%@E%g@+f£€)—9@)

= D*(f)(§)limg (€ +2€%) + £ () D*(9) (€)

elde edilir. g, £ ’de siirekli oldugundan

limg (¢ +267) = g (¢)

yazilabilir. Bu ise, (4) 6zelliginin ispatini tamamlar. (5) 6zelligi de benzer sekilde
ispatlanabilir.
(6)’y1 ispatlamak icin Tanim 2.1’de h = es!~® alinirsa, ve buradan e ¢ekilirse, ¢ =

s*~1h elde edilir. Boylece,

D) =ty M
o Y(st+h) —9(s)
N ilzlgcl) hso—1
ey VD ()
h—0 h

d
= slo‘d—f (s)
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elde edilir ve (6) oOzelligi ispatlanir. [J

Baz1 6zel fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri asagidaki gibi verilebilir:

(D) D(s")=rs"reR,

(2) D*(1) =

3) D*(e k)—ksl ks L eR,

(4) D*(sinks) = ks'™“cosks,k € R,

(5) D*(cos ms) —ms'™®sinms,m € R,
(6) D (1) -

(7) D*(sin s ) = cos =5,

(8) D%(cos és“) = —sin 157,

(9) Da(eds™) = "

Ornek 2.1 f (t) = ¢? fonksiyonunun o = 1 icin uyumlu tiirevini hesaplayalim.

Birinci yol : Tanimdan

2

1 2
o (t—l—eﬁ) _ 42
Do/t - 11_{% €
C etd 4 €2t
= hm—
e—0 €

= lim <2t% + et)

e—0

— 25,

Ikinci yol : Teorem 2.2 nin (6) 6zelligi

2

DIEF() = DY

Not edelim ki bir fonksiyon bir noktada tiirevlenemezken o noktada «. basamak-

tan uyumlu kesirli tiireve sahip olabilir. Ornegin

f(t) =3Vt
11



fonksiyonu i¢in % (0) mevcut degilken,

FUP0) =1

dir.
f (t) fonksiyonunun « <t < oo aralifinda tanimli oldugu zaman f 'nin ¢ € [a, 00)
noktasindaki a.basamaktan uyumlu kesirli tiirevi asagidaki sekilde tanimlanmak-

tadur:

Tanim 2.2 (Abdeljawad 2015) u : [a,00) — R fonksiyonunun « € (0,1] igin

a.basamaktan uyumlu kesirli tiirevi

—g)l—) —
Dl (s) = lir% u(s+e(s—a) =) —u(s) A
€— €

olarak tanimlanir.
Not edelim ki u tiirevlenebilir ise, o zaman
(Dgu)(s) = (s — a)' = (s)

yazilabilir. Yiiksek basamaktan uyumlu kesirli tiirevler icin asagidaki tanim ver-
ilmektedir:
Tanim 2.3 (Khalil 2014) « € (n,n+1]ve f, ¢ > 0 i¢in ¢t noktasinda n . basamaktan

tlirevlenebilir olsun. Bu durumda f ’nin «.basamaktan uyumlu kesirli tiirevi

D§ (f) (t) = lim FUND (¢ etlel=e) — fal=1) (1)

e—0 €

seklinde tanimlanir, burada |[«|, o’dan biiyiik veya ona esit en kiiciik bir pozitif

tam sayidir.

Ornek 2.2 u(t) = t* fonksiyonunun, ¢ > 0 icin 2. basamaktan uyumlu tiirevini
bulalim.
a =32 e (1,2] = [a] = 2’dir. Buna gore, Tanim 2.3 kullanilirsa,

D2 (u)(t) = lim : (t i et%%) —v)

e—0 €
u (t + et%> —u' ()
= lim
e—0 €

12



yazilabilir. v’ (t) = 2t oldugundan,

2t + etz) — 2t
m

e—0 €

. 2et2
= lim

e—0 €
— 92

elde edilir.

Uyar1 2.1 o € (n,n + 1] ve t > 0 noktasinda g fonksiyonu (n + 1). basamaktan

diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda, Tanim 2.3’ten
Dgg (t) = ¢ 121D (1)

dir.

Ornegin, ¢(t) = > fonksiyonunun ¢ > 0 icin 3 basamaktan uyumlu kesirli tiirevi

D3/2 (tz) _ tQ—gg@) (t)
= t2g" (t)

— 943
dir.

Teorem 2.3 (Khalil vd 2014) a > 0 olmak tizere & : [a, b] — R fonksiyonu

(i) [a, b] tizerinde siirekli,

(ii) bir @ € (0, 1) icin a-tiirevlenebilir,

(iii) h(a) = h(D)

ise, bu durumda h(®) (p) = 0 olacak bigimde bir p € (a, b) vardir.

Bu teorem, literatiirde uyumlu kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar icin Rolle Teo-

remi olarak bilinir. Teoremin ispati asagidaki gibidir:

Ispat. h, [a, b] iizerinde siirekli ve h(a) = h(b) oldugundan, p € (a, b) noktasinda bir
lokal ekstremum vardir. Genelligi kaybetmeden, p’nun bir lokal minimum noktasi
oldugunu varsayalim. O halde,
1—a) _ 1-a) _
B (p) = lim hip+ep ™) —hlp) _ (. Tlptep™) —hip)

e—0t £ e—0— £
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yazilabilir. Burada, birinci limit negatif olmayan, ikinci limit ise pozitif olmayan

bir ifadedir. Dolayisiyla, A (p) = 0 elde edilir. O

Teorem 2.4 (Khalil vd 2014) a > 0 olmak tizere § : [a,b] — R fonksiyonu [a, 0]

tizerinde siirekli ve « € (0, 1) icin a-tiirevlenebilir ise, bu durumda

o B(b) — Bla)

5( )<C) = %bo‘ — %aa

esitligini saglayan bir ¢ € (a, b) sayis1 vardir.

Bu teorem, literatiirde uyumlu kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlarin Ortalama Deger

Teoremi olarak bilinir.

Ispat.
h(z)=p(z)—pB(a)—

fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu h fonksiyonu Rolle teoreminin kosullarini

B(b)—ﬁ(a)(l a_ L )

Ipe—Igo \a'  a"
saglar. Dolayisiyla, h(®) (c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardur.
1
Do) = 1

(0%

oldugundan istenen sonuc elde edilir.[]

B fonksiyonunun «- uyumlu kesirli integralinin tanim1 asagidaki gibi verilebilir:

Tanim 2.4 (Abdeljawad 2015) a € (0, 1] olmak tizere, (5 : [a,00) — R fonksiy-

onunun a—uyumlu kesirli integrali

biciminde tanimlidir. Ozel olarak a = 0 ise, 0 zaman 3 : [0, oc) — R fonksiyonunun

a € (0,1] uyumlu kesirli integrali

B

z)
ia dx

I (9) () = /
dir.

Ornegin,
¢
IO% (\/Zcosg) = / cos xdxr = sin (
0
4

1



ve
IO% (cos 2\/2) = sin 2\/Z
dir.

Yukaridaki tanim kullanilarak, asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 2.5 f : [a,00) — R siirekli ve o € (0, 1] ise, bu durumda her ¢ > a icin

DIz (f) () = f(#)

dir.
Ispat. f siirekli oldugundan, I¢ (f) (¢) diferensiyellenebilirdir. Béylece

DI () = (t—a) L1 (5) (1)

dt ®
. . 11—« i t f (CL’)
- (t ) t " (ZL’ _ a)l—a di(f
y t
= (t—a) . fa))la
= f(®)
elde edilir. 0

Integral isareti altinda bir fonksiyonun uyumlu kesirli tiirevi asagidaki gibi ver-
ilebilir:

Teorem 2.6 ( Nazim vd. 2021) t, s > 0, 0 < a < 1 ve h fonksiyonu birinci
bilesenine gore tiirevlenebilir olsun  (¢) ve 6 (¢) fonksiyonlari ile onlarin tiirevleri
bir sonlu kapali aralikta siirekli ise, o zaman

5(t) 5(t)
Dy /h(t, s)ds | = /Dg‘h(t, s)ds | + h(t,d(t))Dgd(t) — h(t,v(t))Dgy(t)
(1)

a(t)

dir.

Simdi uyumlu kesirli tiirevin geometrik anlamindan bahsedelim:
Tanim 2.5 y = y(z) olmak lizere zy —diizleminde verilen bir f(z,y) = ¢, x > 0,

egrisi icin

(o (o a—1
Y =% _ Y% ()
o SES‘ ngly ($0)
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seklinde gosterilen denklem, (xo,39) noktasindan gecen bir egri tanimlar. Bu egri,
f(z,y) = c egrisinin (zy, yo) noktasindaki kesirli kirisi adin1 alir.
Uyar 2.2 Kesirli kiris denklemi, o — 1 halinde

Y—"Y
r — T

=9/ (20)

esitligine indirgenir. Buise f(z,y) = ¢ egrisinin (xy, y9) noktasindaki teget dogrusu-
nun denklemidir. Buna gore, kesirli kirislere, teget dugrusundan sapan egriler

goziiyle bakilabilir.

Teorem 2.7 f(x,y) = c denklemi ile verilen y(x) fonksiyonunun % (z,) uyumlu

kesirli tlirevi, f(x,y) = ¢ egrisinin (xg, y9) noktasindaki kesirli kirisine iliskin teget

dogrusunun egimine esittir.

Ispat. y(z)in (x,,) noktasindaki kesirli kiris denklemi

a (o a—1
Y =% _ % (@)
70— l’g $8_1y (‘7;0)

olup iki tarafin z’e g ore tiirevi hesaplanirsa,

y'(a) =y (x0)

elde edilir.
Ornek 2.3
flz,y)=y—2a>=0

fonksiyonunun (2,4) noktasinda a = 1 kesirli kirisi

Vi—2 V2

veya
Vi~ 2= 4(/F - V2)
dir. Bu kesirli kirisin tegetinin egimi
y'(2) =4v2
dir.
Bu ise
y =2’



orijinal egrisi i¢in
y(2)(2) dir
dir.
Simdi, yukarida verilen tanim ve teoremlerden yararlanarak bazi uyumlu kesirli

basamaktan diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde edelim.

Ornek 2.4 . kesirli basamaktan
Y 4y=0 0<a<l

diferensiyel denklemini ele alalim. Bu denklem icin

yn = e’
seklinde ¢6zlim aranirsa,
o zaman karakteristik denklem
ar+1=0
1 « .
olup, r = —— dir. Boylece, denklemin ¢6ziimii y (z) = ce~a®" dir; burada c keyfi
a

sabittir

Ornek 2.5 Giris béliimiinde bahsettigimiz
y(%) +y:x2+2xg, y(0)=0

kesirli basamaktan baslangic deger problemini ele alalim.
Oncelikle, y(%) +y = 0 homojen denklemi i¢in ¥, genel ¢6ziimiinii elde edelim. Bu
denklem icin

yn = e™V*

seklinde ¢6zlim aranirsa,

ge’"ﬁ + eV =0

elde edilir. Buradan

1
—r+1=0
27’ +
karakteristik denklemi bulunur. Karakteristik kok » = —2'dir. Boylece, homojen

denklemin genel ¢6ziimii & bir keyfi sabit olmak iizere y;, = ke 2v? dir.

Homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢éziimi y, (z) = 2* dir.
17



Boylece, verilen denklemin genel ¢c6ziimi
y(@)=yn+y, = ke VT 4 o2

olarak yazilabilir. Son olarak, y (0) = 0 baslangic kosulu uygulanirsa, £ = 0 bu-

lunur. O halde, verilen problemin ¢6ziimii y = 22 dir.

Bu denklemin Riemann-Liouville tiirevi yardimiyla da c¢oziilebildigini belirtmek

gerekir. Denklemde, 223 terimi yerine ﬁm% alinirsa, ayni ¢oziim elde edilir

['(2.5) = 1.33 yaklasik olarak 1’dir. Ancak goriildiigi tizere, uyumlu tiirev tanimi

ile bu denklemin ¢6ziimiini elde etmek cok daha kolaydir.

Ornek 2.6 3. basamaktan
y(%) + \/Ey = J;efx

diferensiyel denklemini g6z oniie alalim. Bu denklemi ¢6zmek i¢in denklemin her

1
iki yan1 '* (VZ) = ¢* ile carpilirsa,
ey(3) 4 \/zety = o

elde edilir. Bu ise,

() =2

seklinde yazilabilir. Buradan her iki yanin 1 —uyumlu kesirli integrali alinirsa,

3
T2

e 4ce”
dir, burada c bir keyfi sabittir.
Simdi ikinci basamaktan lineer sabit katsayili homojen

Tpio + PTpi1 +qr, =0, n=—-1,0,1,... 2.1)

fark denklemi icin iyi bilinen bazi temel teoremleri verelim:
18



Teorem 2.8 (Elaydi 2015) (2.1) denkleminin biitiin ¢oziimlerinin sifir etrafinda

salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (2.1) denklemine iligkin
N+pr+¢=0 (2.2)
karakteristik denkleminin pozitif reel koklere sahip olmamasidir.

Acik olarak (2.2) karakteristik denkleminin \; ve A,

Ny = PEVP 4
’ 2

seklinde olduklarindan, asagidaki sonuclar hemen elde edilir:

Teorem 2.9 (Elaydi 2015) Asagidaki kosullardan biri saglanirsa, (2.1) denkleminin
her ¢6ziimi sifir etrafinda salinimlhidir:

Dp>0 veq=1,

(i) p>0vel <q<t,

(ii) ¢ > 2.

Teorem 2.10 (Elaydi 2015) (2.1) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin sifira yakinsamast
(sifir ¢cozlimiiniin asimptotik kararli olmasi) icin gerek ve yeter kosul (2.2) karak-

teristik denkleminin \; ve Ay koklerinin max{|\;|, |\2|} < 1 olmasidir.

Teorem 2.11 (Elaydi 2015) (Schur Cohn kriteri) (2.1) denkleminin sifir ¢6ziimiiniin

asimptotik kararli olmasi icin gerek ve yeter kosul
pl <l+g<2 (2.3)

olmasidir.
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3. VARLIK VE TEKLIK

Bu boliimde, (1.1) parcali sabit argiimentli uyumlu kesirli diferensiyel denklem
ile (1.2) baslangi¢ kosullarindan olusan (1.1) — (1.2) baslangi¢ deger probleminin
t > 0 icin bir tek ¢dziime sahip oldugunu gésterilecektir. ilk olarak, (1.1)—(1.2)’nin
¢Ozliim tanimini verelim.

Tanim 3.1 Asagidaki kosullar saglayan bir (¢) fonksiyonuna, {—1} U [0, c0) tiz-
erinde (1.1) — (1.2) baslangic deger probleminin bir ¢6ziimiidiir denir:

(i) z(t), [0, 00) tizerinde siireklidir,

(ii) z(t), [t] € [0, 00) olas1 noktalar harig, [0, co) araliginda a—uyumlu kesirli
tlirevlenebilir olup [t] € [0, o) noktalarinda tek yanh tiirevlenebilirdir,

(iii) z(t), her bir [n,n + 1), n =0, 1, ..., icin (1.1) denklemini saglar,

(iv) z(t), (1.2) baslangi¢ kosullarini saglar.

3.1 a # 0 Durumu

Bu kesimi kolay takip etmek i¢in (1.1) — (1.2) baslangi¢ deger problemini tekrar
yazalim:

Dgx(t) = ax(t) + apx ([t]) + arz ([t —1]), t > 0, (3.1.1)

denklemini ve

z(—=1)=c_1, x(0) = ¢, (3.1.2)

baslangic kosullarini ele alalim, burada D§ uyumlu kesirli tiirev olup a, ao, a; reel
sabitler ve [.] tamdeger fonksiyonudur.

Teorem 3.1 (3.1.1) — (3.1.2) baslangic deger problemi, {—1}U [0, co) {izerinde bir
tek x(t) cozlimiine sahiptir.

ispat. (3.1.1) — (3.1.2) baslangic deger probleminin z(t) ¢éziimiiniin varlik ve
tekligini gostermek icin adimlar yontemini uygulayalim.

0 <t < 1licin (3.1.1) — (3.1.2) nin ¢6ziimii x¢(t) = z(t) ile gosterilsin. Bu durumda
(3.1.1) denklemi

Dgx(t) = azx(t) + apx(0) + ayz(—1), 0 <t < 1
20



denklemine indirgenir. (3.1.2) baslangic kosullarindan,
Dgx(t) = ax(t) + apco + are—y, 0 <t <1 (3.1.3)
yazilabilir. (3.1.3) denklemine iliskin
Dgz(t) —az(t) =0

homojen denklemi i¢in

x(t) = M
seklinde bir ¢6ziim aranirsa,
Dy —aeM = 0
tl—a(>\ata—1€>\to‘> o ae)\to‘ = 0

(Aa —a)e™ = 0

Ac—a = 0
karakteristik denklemi elde edilir. Buradan,

oo
[0
olup homojen denklemin genel ¢6ziimii

a,
T, = cea

o

seklinde bulunur. Ote yandan, (3.1.3) denkleminin bir 6zel ¢oziimii

(apco + arc—q)

Ty=——"—""—"5=,a#0

a

dir. Boylece, (3.1.3) denkleminin genel ¢6ziimii

() = ap + 3, = cent® — LA00+ A1c-1) (3.1.4)
a

olarak elde edilir, burada ¢ keyfi bir sabittir. (3.1.4)’e 2(0) = ¢ kosulu uygulanirsa

((IoCU + alc_l)
a

C=cCy+

bulunur. Bu sabit (3.1.4) ’te yerine konursa,

2o (t) = (o + Go0F@CV oo (a0 + @)
a a
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bulunur. Bu ifade diizenlenirse,

x(t) = wo(t) = (%) (—1+ea™) + et 0< t <1, (3.1.5)

elde edilir.
t € [1,2)igin, (3.1.1)—(3.1.2) probleminin bir ¢6ziimii x(t) = x1(¢), olsun. O halde,
(3.1.1) denklemi

Dix(t) = ax(t) + apz(1) + a12(0)

ya da
DYz(t) = ax(t) + apcr + arco (3.1.6)

denklemine indirgenir; burada ¢; = z(1)’dir. (3.1.6) denklemine iliskin
Dfz(t) —azx(t) =0

homojen denklemin
z(t) = A
seklinde bir ¢6ziimi aranirsa,

xp (t) = o

genel ¢ozlimiine varilir. (3.1.6) 'nin bir 6zel ¢oziimii

(CL()Cl + alcg)

Tp = — ”
oldugundan, (3.1.6) 'nmin genel ¢o6ziimii
a(t—1)* 1

z(t) =ce = ——(agcr +arcy), 1 <t <2, (3.1.7)
a

olarak elde edilir, burada c bir keyfi sabittir.

z(l)=¢
g6z oniine alinirsa, (3.1.7)’den
_|_
c=c + QoC1 T 1€
a
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bulunur, ve bu deger (3.1.7)’de yazilirsa,

a(t—1)% a(t—1)~
2(t) = () = (@) <_1 te a ) teoe a ,1<t<2, (3.1.8)

elde edilir. z(t) ¢6zimii ¢ = 1 noktasinda siirekli oldugundan,

lim x1(t) = lim z(t)

t—1+t t—1—

olup, (3.1.8) ve (3.1.5) ’ten

a

apCo + (110_1)(_1 1 e%) X coea

Clz( a

ya da

a [} a a 2
o= (B(—1+em) +eo )+ T (—1+en)en

elde edilir.
Benzer sekilde n < ¢ < n + 1 i¢in (3.1.1) — (3.1.2) baslangi¢ deger probleminin

¢ozuimine

dersek, (3.1.1) denklemi [n,n + 1) tizerinde
Dex(t) = ax(t) + apx(n) + ayz(n — 1)

ya da
Dex(t) = azx(t) + agcn + a1¢n-1 (3.1.9)

n

denklemine indirgenir; burada ¢, = x(n) ve ¢,_1 = z(n —1)’dir.

Benzer yol izlenirse, (3.1.9)’'un x(n) = ¢, kosulunu saglayan ¢oziimi

a(t—n)® a(t—n)®
x@)Exn@_(w) (_1+e ; >+— n<t<ntl,

a
(3.1.10)

olarak bulunur.

Benzer olarak, t € [n + 1,n + 2) araligindaki, ¢6ziim

a1+ - a(t—n—1)% a(t—n—1)%
2(t) = 1y (1) = (—) (_1 I )+— nl<t<nio

a
(3.1.11)
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dir. Coziimiin ¢ = n + 1 noktasindaki siirekliliginden,

lim x,.(t)= lim x,(1),
t—(n+1+ +1( ) t—(n+1)— ( )

olup (3.1.11) ve (3.1.10)’dan

agCpn + A1Cp— a a
ot = <%> (<1 +e8) + ued

ya da

Cn+1+(@_<1+@)€%>Cn+ﬂ(1—€§>Cn,120, n:(),l,...
a a a

bulunur. n yerine n + 1 alinirsa,
szt (2= (14 2) ) a2 (1= /%) 6, =0, n==1,0,1,... (3.1.12)
a a a

ya da kisaca

Cni2 + pCpi1 +qc, =0, n=-—1,01,.. (3.1.13)
fark denklemi elde edilir; burada c_; ve ¢
c_1=z(—=1) ve ¢g = x(0) (3.1.14)
seklinde olup p ve q katsayilari
p:@—<1+%>egveq:%(l—eg> (3.1.15)

dir. (3.1.13) lineer sabit katsayili homojen bir fark denklemidir. a; # 0 ise, o zaman
(3.1.13) ikinci basamaktan bir fark denklemidir. Dolayisiyla, (3.1.13) — (3.1.14)

baslangic deger problemin bir tek ¢, ¢6ziimii vardir.

a; = 0 ve ayg # (I“ff%) ise, (3.1.13) denklemi

Cni1+pc, =0, n=0,1,...
birinci basamaktan fark denklemine indirgenir. Bu denklem ¢y = x(0) baslangic

kosulu altunda

cn = (=p)'co, n=10,1, ...

seklinde bir tek ¢6ziime sahiptir.
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ae®
a
(1—e@)

a; =0veay = ise, o zaman denklemin tek ¢6ziimi ¢, = 0, n = 1,2, ...olur.

Boylece, (3.1.1) — (3.1.2) baslangic deger probleminin (3.1.10) ile tanimlanan ()
¢cozimi n <t<n+1,n=0,1,2,... araliginda tektir.

Dolayisiyla, a # 0 halinde (1.1) — (1.2) baslangic deger probleminin {—1} U [0, c0)
lizerinde tanimlanan bir tek ¢ozlimii vardir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [
Uyar1 3.1.1 (1.1) — (1.2) baslangi¢ deger probleminin a # 0 iken (3.1.10) ile gos-

terilen ¢oziimii ¢ € {—1} U [0, o0) i¢in
ai a1 alt=[th” (Gl

a Q (=[N
x(t) = (—— +—e e ) Ci—1) + (——0 T e T ) ¢y, (3.1.16)
a a a a

biciminde ifade edilebilir; burada cp,

Ciitg) + pepy1) + qeg = 0, ¢ = 2(=1) ve co = z(0) (3.1.17)
baslangic deger probleminin tek ¢oziimiidiir.
3.2 a=0 Durumu

Bu kesimde (1.1) — (1.2) baslangi¢ deger problemi a = 0 icin incelenmistir. a = 0
icin

Dgx(t) = apzx ([t]) + a1z ([t — 1)), £ >0, (3.2.1)
denklemi

x(—=1) =c_1, x(0) = ¢, (3.2.2)

baslangi¢ kosullarindan olusan (3.2.1) — (3.2.2) baslangic deger problemini ele
alalim, burada D§ uyumlu kesirli tiirev olup ao,a; reel sabitler ve [.] tamdeger
fonksiyonudur.

Teorem 3.2 (3.2.1) — (3.2.2) baslangi¢c deger problemi, {—1}U [0,00) {izerinde
tanimh bir tek z(¢) ¢oziimiine sahiptir.

ispat. (3.2.1) — (3.2.2) coziimiiniin varligim ve tekligini gostermek icin adimlar
yontemini uygulayalim . zo(t) = x(¢), 0 < ¢ < 1 araliginda (3.2.1) — (3.2.2)’nin bir

¢cozliimi olsun. (3.2.1) denklemi

Dgx(t) = apz(0) + ayz(—1)
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denklemine indirgenir. Bu denklem, z(—1) = c_; ve x(0) = ¢, baslangi¢ kosullar1
altinda

Dgl’(t) = QpCy + a1C_1

seklinde yazilabilir. Her iki tarafin 0’dan #'ye a—uyumlu integrali alinirsa,

I§ (Dgx(t)) = 15 (apco + arc—q)

z(t) —x(0) = (apco+ arc—1)I5(1)

t
= (agco+alcl)/ s* s
o
= (agcy + a1c_1)—
(agco 1 1)@

ve buradan

«

o(t) = z(t) = co + (aoco + G1C—1)%, 0<t<l1,
elde edilir.
Simdi, ¢t € [1,2) i¢in, z1(¢) = x(¢), (3.2.1) — (3.2.2)’nin bir ¢6ziimii olsun. (3.2.1)
denklemi
Dfx(t) = apx(l) 4+ ay2(0)

= apC + a1cy

olarak yazilir; burada ¢; = z(1)dir. Her iki tarafin 1’den ¢ ’'ye a—uyumlu integrali

alinirsa,
Ifé (D?.%’(t)) = If‘(aocl + alco)
t
2B —2(1) = (aper + azco) / (s — 1) ds
1
s—1)¢
= (a001 + alcg) ( )
t—1)¢
= (aocl + CllC[)) ( )
ya da

t—1)°

x(t) = c1 + (aper + a100)<

.Tl(t>

bulunur. z(¢) ¢oziimiiniin ¢ = 1’deki siirekliliginden,

Jim () = i )
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olup,
Qg ay
l)=c =c(l1+— 1
l’() C1 Co( +a)—i—c 10[

elde edilir. Benzer sekilde, (3.2.1) —(3.2.2)'ninn < ¢ < n+1 aralig1 i¢in bir ¢6ziimii

z,(t) = x(t) olsun. Boylece, (3.2.1) denklemi [n,n + 1) izerinde
Dox(t) = apx(n)+ arz(n —1) (3.2.3)
= aoCp + 1Cp—1
denklemine indirgenir; burada ¢, = z(n) ve ¢,—; = x(n — 1) dir. (3.2.3) denklemi-

nin her iki tarafinin n’den t'ye kadar uyumlu integrali alinirsa,

(t —n)*

z(t) — x(n) = (apcn + a1¢n_1)
elde edilir. Buradan ve z(n) = ¢, 'den n < ¢ < n + 1 aralig1 i¢in

(t =n)"

(t —n)*

zo(t) = x(t) = (14 ap Jen + ay Cn1 (3.2.4)

bulunur. Buna gore, ¢t € [n + 1,n + 2) araligindaki z,, 1 () = z(t) ¢ozlimii,

(t—n—l)a) (t—n—1)°

Tny1(t) = 2(t) = <1 + Qo Cnt1 T 0= Cn
dir. z(¢)'nin t = n + 1’deki stirekliliginden,
lim z,.(t)= lim z,(¢), n=0,1,2 ..,
t—»(n-{—l)"f +1( ) t—>(n+1)* ( )
olmalidir ve dolayisiyla
a
Cpt1 = (1 + _O)Cn +ai—ch—1
o «
veya , n — n + 1 alinirsa,
iz — 1+ Depir — Loy =0, n=-1,0,1, ... (3.2.5)
(07 «
fark denklemi elde edilir. (3.2.5) denklemini

Cnio +PCpi1+qc, =0, n=-1,0,1,... (3.2.6)

seklinde yazalim;, burada, p ve ¢ katsayilar1



olup, c_1 ve ¢

co1=x(-1), cog = z(0) (3.2.7)

dir.
a; # 0 ise, (3.2.6) ikinci basamaktan bir fark denklemi olup (3.2.6) — (3.2.7)

baslangic deger problemi bir tek ¢6ziime sahiptir.
a; = 0ve ag # —« ise, (3.2.6) denklemi
Cny1 = —PCp , N = 07 17 27

seklinde birinci basamaktan bir fark denklemi olup ¢y = z(0) baslangic kosulu
altinda ¢,, = (—p)"co, n = 1, 2, ... seklinde bir tek ¢oziime sahiptir.

a; = 0 ve ayp = —« ise, o zaman denklemin tek ¢coziimii ¢, = 0, n = 1,2, ... olur.
Boylece, (3.2.1) — (3.2.2) baslangic deger probleminin (3.2.4) ile tanimlanan x(¢)
cozimin <t <n+1,n =012, .., araliginda tektir. Sonug olarak, (3.2.1) —
(3.2.2) baslangic deger probleminin {—1} U [0, 00) lizerinde tanimlanan bir tek
¢oziimii vardir. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

Uyar1 3.2.1 (3.2.1)—(3.2.2) baslangi¢ deger probleminin (3.2.4) ¢o6ziimii t € {—1}U
[0, 00) icin

z(t) = (1+ GOW)CM + G1%C[t_1], (3.2.8)

seklinde gosterilebilir; burada cy,

a a
Clt42] — <1 + EO) Clt41] — Elc[t] =0, c.y =x(—1),¢0 = z(0) (3.2.9)

baslangic deger probleminin tek ¢oziimiidiir.
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4. GCOZUMLERIN SALINIMLILIGI

Bu boliimde, (1.1) parcali sabit argiimente sahip uyumlu kesirli tiirevli diferen-
siyel denkleminin ¢oziimlerinin salimimlilik durumlar incelenecektir. Bunun i¢in
oncelikle, salinimli ¢6ztim tanimini verelim:

Tanim 4.1 z(¢), (1.1) denkleminin [0, co) aralig1 tizerinde tanimli sifir olmayan bir

¢6ziimi olsun. Yeterince biiyiik N > 0 icin n > N oldugu zaman
x(tn)x(t,) <0

olacak sekilde (t,) ve (t,) dizileri varsa, bu durumda z (t) ¢oziimiine saltmml
coziim denir, burada lim,, .., t,, = oo ve lim,, t, = oo dur.
Teorem 4.1 a # 0 ve a; # 0 olsun. Asagidaki kosullardan biri saglaniyorsa, o

zaman (3.1.1) denkleminin her ¢6ziimii salimimlidir:

. aeo a a ag & a2

(11)a>0,a0<—avea1:—a<—0——oea—ea>,
(1—e@) 4(1—ea)\a a

. aea a a ag & a2

(12)a>0,a0<—a Ve0>a1>—a <—O——Oea—ea>,
(1—ea) 4(1—ea) \a a

. a a ag 4 a

(13)CL<OV€CI,1< —0——06a—6a>2_

4(1—ea) a a
Ispat. Teorem 2.8 den, (3.1.13) fark denkleminin biitiin ¢éziimlerinin saliniml

olmasi icin gerek ve yeter kosul karsilik gelen karakteristik denklemin pozitif bir

koke sahip olmamasidir. O halde (3.1.13) fark denkleminin
N+pr+¢=0 (4.1)

karakteristik denklemini ele alalim, burada p ve ¢ katsayilar1 (3.1.15) ile verilmek-
tedirler. (i;) goére a > 0 oldugundan, es > 1 olup ikinci esitsizlikten,

agp a a
—_— 1 — e > ea

9 (1 et) > e

yazilabilir. Buradan

olur. Bu ise p > 0 demektir.
Ayrica, (i;)’deki esitlik kosulundan

a 1 a a 2
ﬁ(l—ea) :Z(@_@ea_ea)

a a a
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yazilabilir. bu ise ¢ = }Lp2 demektir.

Acik olarak, (i) kosulu, Teorem (2.9)’daki (i) kosuluna karsilik gelmektedir. Bu
nedenle (i;) kosulu altinda (3.1.13)'in her ¢, ¢o6ztimii salinimhdir. z(n) = ¢,
oldugundan, (3.1.1)'in her z(¢) ¢oziimii (i;) kosulu saglandig: siirece salinimli
olur. Benzer sekilde, (i) ve (i3) kosulleri, sirasiyla Teorem (2.9)'un (ii) ve (iii)
kosullarini gerceklesir. Dolayisiyla, bu kabuller de, (3.1.13) fark denkleminin ve
keza (3.1.1) denkleminin her ¢6ziimiiniin salinimli olmasini temin ederler. Boylece
ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.1 a = 0 ve a; # 0 olsun. Asagidaki kosullardan biri saglaniyorsa, o zaman
(3.2.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimhidir:

() a+ag < 0ve daa; + (a+ ag)? =0,

(i) a+ap <0 ,a; < 0ve daa; + (a+ ag)? > 0,

(i) 4aa; + (a + ag)® < 0.

Simdi, yukaridaki teorem ve sonug i¢in asagidaki drnekler verilebilir.

Ornek 4.1 1/2.basamaktan parcali sabit argiimentli

DV2a(t) = Sa(t) — ([f]) — s ([t~ 1) @)

diferensiyel denklemini

z(-=1)=0, =z(0)=1 (4.3)
baslangi¢ kosullari ile birlikte ele alalim. Bu baslangic deger problemi, o = $,a =
$,a0 = —1 ve a; = =3 olmak tizere (1.1)-(1.2)’nin 6zel bir durumudur. Burada
Teorem 4.1’in (i) kosulu saglnmaktadir. Boylece, Teorem 4.1 e gore, (4.2)'nin her
cozlimii salinimhidir. Ayrica z(¢) ¢oziimiiniin grafigi asagidaki gibi cizilebilir.

Ornek 4.2 1/2.mertebeden

9
sV = —2z([t]) — éx([t —1]) (4.4)
z(—=1) = 0, z(0)=1 (4.5)
o .. 1 9
baslangic deger problemini ele alalim. Bu problem, o = 5000 = —2vea = —3

icin (3.2.1) — (3.2.2) 'nin 6zel bir durumudur. Burada Sonuc 4.1'in (i) hipotezi

gerceklesir. Boylece, sonug (4.1) ’e, gore (4.4)’tin her ¢6ziimii salinimlidir.
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05F

0.25F

; 1‘ /z\\3//4\\5/ o T~ 5 % !
-0.25- \/

Sekil 4.1 (4.2) — (4.3) probleminin ¢6ziimiiniin grafigi

Ayrica (4.4)-(4.5)'in ¢cozimii

9

x(t) = (1 —4(t — n)%> Cn — Z(t —n)

N[

Cho1, n<t<n+1,

olarak elde edilir. Bu ¢6ziimiin grafigi asagidaki gibidir:
Verilen niimerik ornekler ve cizilen grafikler, ¢6ziimlerin salinimli olmasi icin elde

edilen kosullarin dogrulugunu gostermistir.
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x(1)

A
20} 7 | I,I'I
74 |
7 |
10 / |I
5 =) ¥ I' 'I
. el A , I".I | z
— ¥ 2 3f 4\ 5] 6
. " \
-10 = || \
~d \ |
=201 \
\ |
kY
\ |
Y
N
\

Sekil 4.2 (4.4) — (4.5) probleminin x(¢) ¢oziiminiin grafigi
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5. ASIMPTOTIKSEL KARARLILIK

Bu kesimde, (1.1) parcali sabit arglimente sahip uyumlu kesirli tiirevli diferensiyel
denklemin sifir ¢6ziimiiniin hangi sartlar altinda asimptotik kararli olacagi ince-
lenecektir.

Teorem 5.1 a # 0 ve a; # 0 olsun. (1.1) — (1.2) baslangi¢c deger probleminin x(¢)

¢6ziimiiniin, t — oo halinde sifira gitmesi icin gerek ve yeter kosul
|a0—(ao+a)e“/°‘}<|a|—a1}1—e“/a‘<2\a| (5.1)

dir.

Ispat. Biliyoruz ki, (3.1.13) fark denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararl oldugu
stirece (1.1) — (1.2)'nin (3.1.16) ile gosterilen x(¢) ¢dzlimii ¢ — oo halinde sifira
gider. Acik olarak, (5.1) kosulu Teorem 2.11’deki (2.3) kosulunu gerektirmektedir.

Gergekten, (5.1)’in iki yan1 |a| ile boliintirse,

olur ki bu, |p| < 14 ¢ < 2 demektir. O halde Teorem 2.11, (3.1.13) fark denklem-

aj a
<1+E(1—ea)<2

ine uygulanebilir ve istenen sonug elde edilir. O
Sonu¢ 5.1 a = 0 ve a; # 0 olsun. bu durumda (3.2.1)-(3.2.2) baslangi¢c deger

probleminin ¢6ziimiiniin ¢ — oo halinde sifira gitmesi icin gerek ve yeter kosul
lap + o < a—a; < 2a

dir.
Ornek 5.1 1/3 basamaktan

1 1 1
1/3 i _Z — _
DV3a(t) = <a(t) — 5([e]) + so(lt 1) (5.2)
denklemini
z(—=1)=0, =z(0)=1 (5.3)
baslangic kosullar ile birlikte ele alalim. Bu problem, oo = 3, a = 3, ap = —3 Ve

a1 = 75 olmak tizere (1.1) — (1.2) nin 6zel bir durumudur. Teorem 5.1 in hipotezleri
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x(¢)

Sekil 5.1 a # 0 durumu (5.2) — (5.3)’lin z(t) ¢Ozlimiiniin grafigi

saglandigindan, (5.2) — (5.3) probleminin x(¢) ¢6ziimii, ¢ — oo halinde sifira gider

(Sekil 5.1).
Ornek 5.2
1 1
(1/4) & = _
o09(t) =~ 2a(]) + 5ol ~ 1) (5.4
denklemini
2(~1) = -1, 2(0)=1 (5.5)

baslangi¢ kosullari ile birlikte ele alalim. Bu baslangic deger problemi, o = 1,
ap = —3 Ve a; = 15 ile (1.1) — (1.2) nin 6zel bir durumudur. Sonug 5.1’in kosullar
saglandigindan, (5.4) — (5.5)" in ¢6ziimili ¢ — oo halinde sifira gider, (Sekil 5.2).
Ayrica (5.4) — (5.5) problemin ¢éztimi

dir; burada ¢, ,

1 2
Cn42 = £Cn4l = £Cn = 0, cci==-Le=1

baslangic deger probleminin tek ¢oziimiidiir.
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Sekil 5.2 (5.4) — (5.5)’in ¢6zlimiiniin grafigi
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6. PERIYODIK COZUMLER

Bu boltimde (1.1) — (1.2) baslangic deger probleminin periyodik ¢oziimlerinin var-
1181 tizerinde durulmaktadir.
Teorem 6.1 a; # 0 olsun (1.1) — (1.2) baslangi¢ deger probleminin asikar olmayan

z(t) ¢ozlimiiniin k£ periyotlu olmasi icin gerek ve yeter kosul
z(k) = z(0) ve x(k — 1) = z(—1)

dir, burada £ pozitif bir tam sayidir.

Ispat. a # 0 igin (1.1) — (1.2)in z(t) ¢dziimii, (3.1.10) ’dan

_ a(t—n)® a(t—n)®
Wzm)_(w) (_He - >+ A <tentl

a
(6.1)
dir.
z(k) = z(0) ve x(k — 1) = z(—1)
dogru olsun; yani
Cr = Cy V€ Ci—1 = C_q
olsun. Bu durumda
Tt —k) =z (t), t€n+kn+k+1),n=01,2,.., (6.2)

esitliginin saglandigini gostermek gerekmektedir. Zira, (6.2), (1.1) — (1.2) 'nin
x(t) ¢ozlimiinlin k periyotlu periyodik ¢6ziim oldugunu gostermektedir; yani ¢ €
{=1} U0, 00) icin z(t + k) = z(t) dir.

(6.1)’den , n = 0 ve n = k icin, sirasiyla,

at® at®
mt):(%) liea |teea.0<t<l,
ve
N a(t— k)~ a(t—k)“
<t>:(—) i a | iae @ L k<t<kel

36



elde edilir. ¢, = ¢ ve ¢x_1 = ¢_; oldugundan,
zo(t—Fk)=ua,(t), k<t<k+1, (6.3)
dir. (6.3) ve z(t) ¢ozlimiiniin [0, co) araligindaki siirekliliginden,
C1 = Ciyk

olur.

Benzer sekilde, (6.1)’dan n = 1 ve n = k + 1 icin, sirasiyla,

(t-1)" (t-1)"
xl(t):(w) (1+ea « )—i—clea a 1<t <?2,

a

ve
(t—1—k)“ (t—1—k)"

Trek(t) = (aocl%w) (1 te  a )+c1+kea o 14k <t <24k

dir. Buradan

$1(t—k):l'1+k(t), 1+k§t<2+k},

olur. Bu sekilde devam edilirse,
Tt — k) =2 (t), n+k<t<n+k+1,n=0,12,..,

elde edilir. Bu ise (6.2) esitligidir.
Simdi, z (t + k) = = (t), yani z(t) ¢co6zlimi k—periyotlu olsun. Bu durumda, t = 0

ve t = —1 icin, sirastyla,

bulunur. Bunlar’da acik olarak
Cr, = Cy V€ Cip_1 =C_1

esitliklerini ifade ederler.
Son olarak, a = 0 icin (3.2.1) — (3.2.2) baslangi¢ deger problemini z(¢) ¢oziimii
(3.2.4)’den

(t—n)* (t —n)

xa(t) = 2(t) = (1 + ag Jen + aq

Cpn—1 (64)

(0%

«
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dir; burada c,, (3.2.6) — (3.2.7)’nin tek ¢ozlimiidiir. Yukaridaki yontem izlenirse,

(6.4) ¢cozlimiiniin k- periyotlu periyodik olmasi icin gerek ve yeter kosulu
Cr, = Cy V€ Cip_1 =C_1

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir..
O
Uyar16.1 a =1, ag =0, a; = —b ve a katsayisi yerine —a alinirsa, (1.1) denklemi

(Aftabizadeh 1987) calismasinda verilen

y () +ay(t) +by ([t —1) =0

denklemine indirgenir. Bu durumda, Teorem 6.1 ile (Aftabizadeh 1987)’deki Lemma
2 cakisir.

Uyar1 6.2 Teorem 6.1'den ¢y # c_;oldugu siirece (1.1) — (1.2) baslangic deger
problemi 1—periyotlu ¢oziime sahip olamaz ¢, = c_; ise, a; # 0 olmak iizere
(1.1) — (1.2) probleminin 1-periyotlu bir tek periyodik ¢6ziime sahip olmsi icin
gerek ve yeter kosul ag + a; + a = 0’dir.
Sonug 6.1 a # 0 ve a; # 0 olsun.

@)

1+ e/

m) veya ag +a+a= 0 (6.5)

ag=a1+a (
ise, o zaman (1.1) — (1.2) baslangi¢ deger problemin z(¢) ¢6zlimii, 2—periyotlu
periyodik bir ¢6ziimdiir.
(i) [ao —a; — (ag —ay + a)e“/a}z + [a —ag+ (a+ ag)e“/a] [a —aq + ale“/“} =0
veya agp+ a; +a = 0 ise, o zaman (1.1) — (1.2) baslangic deger problemin
x(t)
¢oziimi, 3—periyotlu bir periyodik ¢oziimdiir.
ispat. Burada, sadece (i)’in ispati verilmektedir; (ii)’nin ispati benzer sekilde

yapilabilir. (3.1.16) ile verilen x(t) ¢6ziimii, Teorem 6.1 geregince,
Co =C,C1 =C1 (6.6)

oldugu siirece 2—periyotlu periydik bir .c6ziim olur. (3.1.17)’den t = —1vet =10

ya da esdeger olacak (3.1.13)'ten n = —1 ve n = 0 i¢in, sirasiyla,

C1 = —PC —qc1 (6.7)
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ve

2 = (p* — q) co + pge_y (6.8)

yazilir; burada p ve ¢ degerleri (3.1.15) ile verilmektedir. (6.7) ve (6.8), (6.6)’da
yerlerine yazilirsa,
2—q—1)co+pge_1=0
{(p q—1)co+pge_ 6.9)
(=p)co—(g+1)c1 =0,
sistemi elde edilir. Asikar olmayan ¢6ziim nedeniyle (6.9)'un katsayilar determi-

nanti sifir olmalidir:

2
—q—1
A |Pmae=) e

—p —(q+1)

Buradan (6.5)teki esitlikler elde edilir. Boylece (i)’nin ispat tamamlanmis olur.
]
Sonug¢ 6.2 a = 0 ve a; # 0 olsun.
(i) Eger

agy—a;+2a=0 veyaayg+a; =0
ise, (3.2.1) — (3.2.2) baslangi¢ deger probleminin x(¢) ¢6ziimii, 2—periyotlu periy-
odik bir ¢oztimdiir.

(ii) Eger
(ap — a1 + ) + (ap + 2a) (a1 —a) = 0 veya ag+a, =0

ise, o zaman (3.2.1) — (3.2.2) probleminin z(¢) ¢6ziimi, 3-periyotlu periyodik bir
¢cozimdiir.

Ispat. Bu sonucun ispat1, Sonu¢ 6.1’in ispatina benzer olarak yapilabilecegi icin

atlanmaktadir.
Ornek 6.1
DR®a(t) = a(t) + ——a([f]) - ——a(ft —1]), 0 < t < o0 6.10)
1—et 1—et
denklemini ve
z(—1) =1, z(0) =2 (6.11)



o
1—et

dir. Sonug 6.1’in ilk kosulunun saglandig: agik¢a goriiliir. Dolayisiyla,

baslangic kosullarini ele alalim. Burada o = 0.25, a = 1, qp =

B 1
1—e¢t

(6.10) 'nun z(t) ¢oziimii 2—periyotlu periyodik bir ¢6ziimdiir.

ve a1 =

Gergekten, (6.10)'nun z(¢) ¢6ziimi, (3.1.16)’dan

x(t)

= _ et 4t cy+ (11— A=) C—1] (6.12)
1— et

dir, burada cp, (3.1.17)’den
C[t+2] = C[t] (6.13)

fark denklemini saglar. (6.12)’den

z(t+2) = [(—64 + 64“_[“)0'25) Clt+2] + (1 - 64(’5_[’5])0'25) C[HH] (6.14)

1—et
cikar. (6.13)ten, cj41) = cp—1) yazilabilir. Dolayisiyla, (6.14) ile (6.12) esittir, yani
z(t+ 2) = z(t)

dir. Bu da, z(t) ¢6ziimiiniin 2—periyotlu periyodik olmasi demektir (Sekil 6.1).

x(1)

=] : 2 3 i 5 5 7 !
Sekil 6.1 (6.10) — (6.11)’in ¢Ozlimiiniin grafigi
Ornek 6.2
DO (1) = 2 (1) + —E 0 (1)) ([t —1)) (6.15)
0 N 1—et 1—et )
z(—1) = —-1,2(0) = 1. (6.16)



x(1)

N ANNL
INNNNY

Sekil 6.2 (6.15) — (6.16) probleminin z(¢) ¢oziimiiniin grafigi

baslangic deger problemini ele alalim, burada o« = 0.25,a = 1,09 = ifzi ve

—diir. Sonug 6.1deki 2. kosul saglandigindan, (6.15) — (6.16) problemi

a; =
3—periyotlu bir periyodik ¢6ziime sahiptir (Sekil 6.2).
Ornek 6.3

DB (t) = —0.8z ([t]) + 0.8z ([t — 1]), (6.17)

2(=1) = -1, 2(0) =2 (6.18)

baslangi¢ deger problemi icin Sonu¢ 6.2 (i ) saglanmaktadir. O halde z(¢) ¢oziimi
2—periyotludur. Gercekten (6.17) — (6.18)’in ¢6ziim{, (3.2.8)’den

w(t) = (1= (t = [1)"®) g + (t — [1])*® ey, t € {~1} U0, 00),

dir; burada ¢y ,
Cr+2) — g =0
fark denkleminin ¢_; = z(—1) ve ¢y = z(0) baslangi¢ kosullarini saglayan ¢céziimidiir.
Bu ¢0ziim igin
z(t + 2) = z(t)
oldugu goriilebilir (Sekil 6.3).
Ornek 6.4

DY®x (t) = —1.6z ([t]) — 0.8z ([t — 1]), (6.19)
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AN

VNN

Sekil 6.3 (6.17) — (6.18)’in z(¢) ¢bzlimii: 2-periyotlu

denklemi ve

2(—=1) =0, z(0) =1 (6.20)

baslangi¢c deger problemi i¢in Sonuc¢ 6.2 (ii) saglanmaktadir. Dolayisiyla verilen

problemin x(t) ¢6ziimii, 3—periyotlu periyodik ¢c6ztimdiir (Sekil 6.4).

x(t)

AN

Sekil 6.4 (6.19)’un z(t) ¢oziimii: 3-periyotlu
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda uyumlu kesirli tiirev iceren parcali sabit argiimentli k2diferensiyel
denklemlerin a # 0 ve a = 0 durumlarinda ¢6ziimlerinin varlik ve tekligi arastirilmistir.
Coziimlerin varlik ve tekligi gosterilirken adimlar yontemi izlenmis ve sonucunda
denklem bir fark denklemine indirgenmistir. Daha sonra bu ¢6ziimlerin asimptotik
kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar elde edilmistir. Ayrica, ¢oziimlerin hangi
kosullar altinda salinimli olacagi ve periyodik c¢oziimlerin varligi arastirilmistur.
Bu sonuglarin bulunmasinda fark denklemlerinin 6zellikleri kullanilmis ve elde
edilen fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin uyumlu kesirli tiirev iceren parcali stirekli
sabit argiimentli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimleri ile iligkili olmasindan yarar-
lanilmistir. Calismada sunulan niimerik 6rnekler ve cizilen grafikler, teorik analiz-

leri desteklemis ve yontemlerin uygulanabilirligini gostermistir.

Uyumlu kesirli tlirevlerin, diger kesirli tiirevlere (Riemann, Caputo vb.) kiyasla
bircok avantaji bulunmaktadir. Diger kesirli tiirevlerde bahsedilemeyen bircok
ozellik uyumlu kesirli tiirevde verilebilir. Son yillarda gelisen uyumlu kesirli tiirev
iceren diferensiyel denklemler kavramina katkida bulunan bu calisma ileride yapila-
cak calismalara da bir kaynak niteligi tasimaktadir. Elde edilen sonuclar, 6zellikle
miihendislik, biyoloji ve finans gibi kesirli modellerin siklikla kullanildig: disiplin-
lerde uygulama potansiyeli tasimaktadir. Bu calisma, parcali sabit argiimentli
diferensiyel denklemler iizerinde uyumlu kesirli tiirev kullanilarak gerceklestirilen
ilk sistematik analizlerden biri olup, ilgili alandaki eksikligi doldurmay1 amacla-
maktadir. Bu calismada yer alan denklemlerin gelistirilerek yeni caligsmalara konu

olabilecegi beklenmektedir.
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