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DOKTORA TEZİ
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ANKARA
2024

Her hakkı saklıdır



ÖZET

Doktora Tezi
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Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır.
-̇Ilk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. Bu bölümde, kesirli analiz kavram alanında
yapılan çalı̧smalardan bahsedilmi̧s ve uyumlu türevin tanımının tarihçesi incelen-
mi̧stir.
-̇Ikinci bölümde, tezde kullanılan bazı önemli temel kavramlar tanım ve teorem-
lere yer verilmi̧stir ve yeni türevin geometrik anlaminden bahsedilmi̧stir.
-Üçüncü bölümde ise, parçalı sabit argümentli bir uyumlu kesirli diferensiyel den-
klemin çözümlerin a 6= 0 ve a = 0 durumlarında varlığı ve tekliği ile ilgili teoremler
ispatlanmı̧stır.
-Dördüncü bölümde, çözümlerin salınımlılık durumu hakkında bazı teoremler
ispatlanmı̧stır. Ayrıca, bu sonuçlar ile ilgili olarak bazı örnekler sunulmuştur.
-Beşinci bölümde ise, çözümlerin asimptotik davranı̧sları ile ilgili olarak bazı sonuçlar
elde edilmi̧stir.
-Altıncı bölümde de, periyodik çözümlerle ilgili sonuçlar ispatlanmı̧s ve bazı örnek-
ler sunulmuştur. Son bölümde ise elde edilen sonuçlar tartı̧sılmı̧stır.
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This thesis consists of seven chapters.
-The first chapter is devoted to the introduction. In this chapter, the works done
in the field of fractional analysis are mentioned and the history of the definition of
the conformable derivative is stated.
-In the second chapter, some important basic concepts and theorems about con-
formable derivative are given and the geometric meaning of the conformable
derivative is explained.
-In the third chapter, the existence and uniqueness of the solutions of a piecewise
constant differential equation are showed for the cases a 6= 0 and a = 0, separately.
-In the fourth chapter, some theorems about the oscillatory of solutions are proved.
Also some examples are presented for the verification.
-In the fifth chapter, some results about the asymptotic behaviour of the solutions
are obtained and two examples are given.
-In the sixth chapter, some results about periodic solutions are proved and also
some illustrative examples are presented . In the last chapter, the obtained results
are discussed.
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Matematik Anabilim Dalı) teşekkür ederim. Çalı̧smalarım esnasında beni yalnız

bırakmayan ve her zaman destek olan Eşim ve hayat arkadaşım Ayad YASEEN’a
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Huda Mahdi Ahmed AL OBAIDI
Ankara,Aralık 2024

iv
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1. GİRİŞ

Parçalı sabit argümentli diferensiyel denklemler (kısaca PSADD), sürekli argü-

mentlere sahip fonksiyonel diferensiyel denklemler teorisini, süreksiz argümentlere

sahip denklemleri de kapsayacak şekilde geni̧sletme çabasından ortaya çıkmı̧stır.

Bu denklemlerin en önemli özelliği, diferensiyel ve fark denklemlerinin özellik-

lerini birleştiren hibrit dinamik sistemler olmasıdır. Bu yüzden, bu denklemler

standart diferensiyel denklemlere kıyasla daha karmaşıktırlar ve analizleri genel-

likle daha zordur. Busenberg ve Cooke, 1982 yılında, nesiller arası dikey yolla

bulaşan ve omurgasız taşıyıcılar (vektörler) aracılığıyla yayılan bazı hastalık mod-

ellerinin analizini yapmı̧slar ve bu çalı̧smada, ayrık ve sürekli dinamikleri birlikte

ele almı̧slardır (Busenberg ve Cooke 1982). PSADD ile ilgili çalı̧smalar ilk olarak

Shah ve Wiener tarafından 1983 yılında yapılmı̧stır (Shah ve Wiener 1983). Genel

olarak bir PSADD

x0 (t) = f(t; x(t); x(�(t))

biçimindedir; burada �(t) ileri veya gecikme argümenti olup parçalı sürekli bir

fonksiyondur. [:] en büyük tamsayı fonksiyonunu ifade etmek üzere,

�(t) = [t]; �(t) = [t� 1]; �(t) = [t+ 1]; ... , �(t) = [t�K]; K 2 Z

şeklinde olabilir. Cooke ve Wiener 1984 yılında yaptığı çalı̧smada

x0 (t) = bx (t) + b0x ([t]) + b1x ([t� 1]) ;

x (�1) = c�1; x (0) = c0

şeklinde lineer, sabit katsayılı, [t] ve [t � 1] şeklinde iki gecikmeye sahip olan bir

PSADD ni ele almı̧slar ve bu denklemin t > 0 için çözümünün varlık ve tekliğini

ispatlayarak çözümü (�1; 0] aralığına geni̧sletmi̧slerdir (Cooke ve Wiener 1984).

1987 de, Aftabizadeh vd.

x0 (t) + a (t)x (t) + b (t)x ([t� 1]) = 0

denkleminin çözümlerinin salınımlılık özelliğini incelemi̧slerdir (Aftabizadeh vd.

1987). Bu konuda yazılan en kapsamlı eserlerden biri 1993 yılında Wiener tarafın-
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dan yazılmı̧stır (Wiener 1993). 2007 yılında, Akhmet

w0 = A (t)w + f (t; w (t) ; w (B (t)))

şeklinde PSADD in genelleştirilmi̧s bir türünü tanıtarak, sınırlı ve periyodik çözüm-

lerin varlığını yeni bir integral gösterim tekniği yardımıyla incelemi̧stir (Akhmet

2007). Akhmet vd., 2008 çalı̧smasında

x0(t) = A(t)x(t) + f(t) + �g(t; x(t); x(! (t) ; �)

sisteminin sıfır olmayan periyodik çözümlerini incelemi̧stir (Akhmet vd., 2008).

2009 da Pinto,

u0 (s) = z (s)u (s) + g (s; u (s) ; u (
)))

genelleştirilmi̧s PSADD ve

u0 (s) = z (s)u (s)

adi diferensiyel denklem sisteminin denkliğini incelemi̧stir (Pinto 2009). PSADD’

in çözümlerinin kararlılık, salınımlılık ve periyodiklik gibi farklı özellikleri pek çok

farklı çalı̧smada ele alınmı̧stır. Örneğin, Bereketoglu vd. 2010, 2013 ve 2014

yıllarında yaptıkları çalı̧smalarda impuls etkisi altındaki farklı türlerdeki PSADD’i

ele alarak, bu denklemlerin çözümlerinin varlık ve tekliğini ispatlamı̧s, salınımlı

çözümler için yeterli koşulları elde etmi̧stir (Bereketoglu vd. 2010, 2013, 2014).

Bazı ileri, gecikmeli ve karı̧sık argümentlere sahip PSADD’nin çözümlerinin salınım-

lılığı ve periyodikliği için gerekli koşulların bulunması ve impulsif koşullar altında

Green fonksiyonu elde edilmesi yine birçok çalı̧smanın konusu olmuştur (Parthe-

niadis 1988, Huang 1990, Papaschinopoulos ve Schinas 1992, Papaschinopoulos

ve Schinas 1994, Li ve Shen 2002, Chiu ve Pinto 2010, Muminov 2017, Chiu ve

Li 2019, Muminov 2020, Chiu 2021). Son yıllarda ise, bu denklemlerin bazı mod-

ellere uygulandığı görülmektedir (Muroya 2008). S. Oztepe, 2021 yılındaki çalı̧s-

masında parçalı sabit argümentli Lasota-Wazewska modelinin denge noktasının

asimptotik kararlı olduğunu incelemi̧stir (S. Oztepe 2021). PSADD’in impulsif

koşullar altındaki durumları da yine birçok makaleye konu olmuştur (Karakoc vd.

2010, Gyori vd. 2011, Karakoc ve Bereketoğlu 2018). Bu çalı̧smalarda, parçalı
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sürekli sabit argümentli lineer ve lineer olmayan impulsif diferensiyel denklem-

lerin ve sistemlerin çözümlerinin davranı̧sları incelenmi̧stir.

Kesirli analiz kavramı yaklaşık olarak 18. yüzyılın ilk çeyreğine kadar uzanır. Bu

kavramın, ilk olarak Gottfried Wilhelm Leibniz’in L’ Hospital’a sorduğu "Tam sayı

basamaktan türevler kesirli basamağa geni̧sletilebilir mi?" sorusu ile ortaya çıktığı

bilinmektedir (Khalil vd. 2014). Bu sorunun ardından birçok matematikçi ke-

sirli basamaktan türev için bir tanım oluşturmaya çalı̧smı̧stır. Çoğunlukla, kesirli

türev tanımı için bir integral formülü kullanılmı̧stır. Bunlardan en popüler olanı

Riemann-Liouville ve Caputo tanımlarıdır. Bu tanımlar aşağıdaki gibi verilebilir:

� 2 [n� 1; n) için f nin �. türevi

(i) Riemann-Liouville tanımı

D�
a (f) (s) =

1

� (n� �)

dn

dsn

sZ
a

f (t)

(s� t)��n+1
dt

(ii) Caputo tanımı

D�
a (f) (s) =

1

� (n� �)

sZ
a

f (n) (t)

(s� t)��n+1
dt

şeklindedir. Ancak, bu kesirli türev tanımlarına göre iki fonksiyonun çarpımının,

bölümünün ve bileşkesinin türevleri, klasik türev kurallarına uymamaktadır. Dolayısıyla,

bu tanımlar diferensiyel denklemlere uygulandığı zaman bazı zorluklar ortaya çık-

maktadır. Bu zorlukların başında analitik çözümlerin bulunması yer almaktadır.

Bununla birlikte elde edilen kesirli türevler karmaşık görünmekte ve çarpım kuralı

ve zincir kuralı gibi klasik türevin sahip olduğu bazı temel özellikleri kaybetmek-

tedir.

Aşağıda bu kesirli türevlerin bazı dezavantajları belirtilmektedir:

(i) �’nın doğal sayıdan farklı olduğu durumlarda, D�
a (1) = 0 durumu Riemann-

Liouville türevi için sağlanmazken, Caputo türevi için sağlanır.

(ii) Her iki kesirli türev de, iki fonksiyonun çarpımının türevi olarak bilinen

D�
a (uv) = uD�

a (v) + vD�
a (u)
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formülünü sağlamaz.

(iii) Her iki kesirli türev de, iki fonksiyonun bölümünün türevi olarak bilinen

D�
a

�u
v

�
=
vD�

a (u)� uD�
a (v)

v2

formülünü sağlamaz.

(iv) Her iki kesirli türev de

D�
a (g1 � g2)(t) = g

(�)
1 (g2(t))g

(�)
2 (t)

zincir kuralını sağlamaz

(v) Her iki kesirli türev genel olarak,

D�
aD

�
af = D�+�

a f

özelliğini sağlamaz.

(vi) Bütün kesirli türevlerde, özellikle Caputo tanımında, f fonksiyonunun türevlenebilir

olduğu varsayılır (Khalil vd 2019).

Diğer taraftan, diferensiyel denklemler için kesirli türevlere olan ilgi

y(
1
2) + y = x

1
2 +

2

�(2:5)
x
3
2 ; y(0) = 0

şeklinde bir başlangıç değer probleminin nasıl çözüleceği sorusuyla başlamı̧stır,

burada y(
1
2); y’nin 1

2
: basamaktan kesirli türevidir.

Son on yıl içerisinde, kesirli basamaktan diferensiyel denklemler, birçok mühendis-

lik ve bilimsel disiplindeki uygulamaları nedeniyle önemli ölçüde ilgi toplamaya

başlamı̧stır. Biyofizik, biyomühendislik, kuantum mekaniği, finans, kontrol teorisi,

görüntü ve sinyal i̧sleme gibi fizik ve mühendisliğin çeşitli alanlarında matem-

atiksel modeller geli̧stirilmi̧stir (Abbas vd 2011). (Sabatier vd. 2007) ve (Hil-

fer vd. 2000) kitaplarında kesirli kalkülüsün çeşitli alanlardaki güncel kuramsal

geli̧smelerinin ve uygulamalarının oldukça ayrıntılı bir anlatımına ulaşılabilir. Söz

konusu literatürde kullanılan yöntemler arasında ardı̧sık yaklaşıklıklar tekniğinin

yanı sıra Banach ve Schauder’in klasik sabit nokta yaklaşımları da yer almaktadır.
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(Othman vd. 2013)’te fiber takviyeli termoelastik bir ortam üzerinde hidrosta-

tik ilk gerilimin ve yer çekiminin etkisini kesirli türevli ısı transfer denklemi ile

incelemi̧stir.

Kesirli basamaktan bir diferensiyel denkleminin çözümünün elde edilmesi kolay

değildir. Bu nedenle yeni bir kesirli türev tanımının bazı hesaplamaları kolay-

laştırabileceğini düşünen Khalil vd., 2014’te, klasik türev kurallarını da sağlayan,

yeni bir kesirli türev tanımı olan ve "uyumlu kesirli türev" adı verilen türev tanımını

ortaya koyarak, söz konusu zorlukların aşılabileceğini gösterdiler. Uyumlu türev

tanımı, bir fonksiyonun adi türevinin klasik tanımındaki limit formuna benzer

biçimde verilmi̧stir. Kesirli türevin bu yeni tanımından yararlanarak, "çarpımın

türevi, bölümün türevi, ortalama değer teoremi ve Rolle teoremi" gibi kavram-

lar ispatlanmı̧stır. Bu çalı̧smadan bir yıl sonra Abdeljawad, 2015 yılında "zincir

kuralı, üstel fonksiyonlar, Gronwall eşitsizliği, kısmi integrasyon, Taylor kuvvet

serisi açılımı ve Laplace dönüşümünün uyumlu kesirli versiyonlarını göstermi̧stir

(Abdeljawad 2015). Uyumlu kesirli türevin avantajlarından biri, zincir kuralı ve

çarpım kuralı gibi klasik türevin bilinen özelliklerinin çoğunu sağlamalıdır (Ka-

houli vd. 2024). Ayrıca fizik, mühendislik ve ekonomi dahil olmak üzere çeşitli

alanlarda uygulamaları vardır. Dolayısıyla, uyumlu türev tanımı birçok araştır-

macının büyük ilgisini çekmi̧s ve buna bağlı olarak son yıllarda önemli çalı̧smalar

yapılmı̧stır:

Batarfi vd., 2015’te uyumlu kesirli türev içeren

D� (D + �)u (s) = g (s; u (s)) ; s 2 [0; 1]

u (0) = 0; u0 (0) = 0; u (1) = �u (�)

şeklindeki sınır değer problemini ele almı̧slardır, burada D� uyumlu türevi ve D

adi türevi göstermektedir. Bu problem için, ilk olarak lineer durum göz önüne alı-

narak Green fonksiyonu elde edilmi̧s ve daha sonra lineer olmayan durum incelen-

mi̧stir (Batarfi vd. 2015). 2015 yılında yapılan bir başka çalı̧smada, uyumlu kesirli

türevli Sturm-Lioville problemlerinin özdeğerleri araştırılmı̧stır (Al-Rifae ve Abdel-

jawad 2015). Eslami, 2016’daki çalı̧smasında, uyumlu kesirli türev yardımı ile li-
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neer olmayan Schrödinger denklemini bir adi diferensiyel denkleme dönüştürerek

incelemi̧stir (Eslami 2016). Bayour vd. 2017’de uyumlu türevli lineer olmayan

D�y(s) = h(s; y(s)); s 2 [a; b]; a > 0;

y(a) = ya;

probleminin çözümümlerinin varlık ve tekliğini Schauder’in sabit nokta teorem-

ini kullanarak incelemi̧slerdir (Bayour vd. 2017), burada D�y(s), � 2 (0; 1);

�: mertebeden bir fonksiyonun sıfırdan başlayan uyumlu kesirli türevini göster-

mektedir. Zhao ve Luo, 2017’deki çalı̧smalarında, uyumlu kesirli türev tanımını

genelleştirmi̧s ve bu türevin fiziksel ve geometrik yorumlarını ele almı̧stır. Bu

yeni genelleştirme ile uyumlu kesirli türevin fizik ve enerji alanlarındaki potan-

siyel uygulamalarına değinilmi̧stir (Zhao ve Luo 2017). SoK8uahi vd. 2017 yılın-

daki çalı̧smasında Lyapunov fonksiyonları kullanılarak uyumlu kesirli mertebeden

lineer olmayan sistemlerin kararlılığı ve asimptotik kararlılığını incelemi̧slerdir

(Souahi vd. 2017). (Wang vd. 2017) ve (Mahmudov vd. 2019) çalı̧smalarında,

2003 yılında Khusainov ve Shuklin tarafından lineer gecikmeli diferensiyel den-

klemlerin çözümünün bir temsili olarak kullanılmak amacıyla tanıtılan gecikmeli

üstel matris fonksiyon kavramı, Mittage-Leffer fonksiyonlarını zenginleştirmek ve

Caputo tipi kesirli zaman gecikmeli diferensiyel denklemlere uygulamak için kul-

lanılmı̧s ve bu kavram yardımıyla lineer kesirli gecikmeli diferensiyel denklem-

lerin çözümü verilmi̧stir. Ayrıca, kesirli basamaktan Hilfer tipi türeve sahip olan

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin varlık ve tekliği ve uyumlu kesirli türevin

önemli bir uygulaması olan uyumlu kesirli türevlere sahip Hopfield nöral ağların

üstel kararlılığı, uyumlu kesirli türev içeren BAM-tipinde nöral ağların üstel karar-

lılığı son yıllarda üretilen önemli çalı̧smalardır (Karakoc 2020, Kutahyalıoglu ve

Karakoc 2021, Kutahyalıoglu ve Karakoc 2023). 2021 yılında, Othman, vd.

d�x

dt�
= g(t; x); x(t0) = x0, 0 < � � 1

başlangıç değeri problemini çözmek için bir algoritma geli̧stirmeye odaklanmı̧stır.

Bu denklem, tx düzleminde bir eğri olarak görülebilir, bu eğrinin her noktasında

�: mertebeden oluşturan türevinin değeri t ve x cinsinden verilen, ancak belirli bir
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(t0; x0) noktsınadan geçen belirli bir eğriyi ifade eder (Othman vd. 2021). Nazim,

çalı̧smasında

D�
0 u(s) = Ku(s) + Lu(s� 1); s � 0; � � 0

u(s) = �(s); � � � s � 0;

şeklinde bir uyumlu kesirli gecikmeli denklemi ele alınmı̧s ve bu denklemin çözüm-

lerini oluşturmak için matris üstel fonksiyonu kullanılmı̧stır (Nazim 2021). Ayrıca

çözümlerin varlığı ve tekliği ve Ulam-Hyers denklemlerinin kararlılığı da ince-

lenmi̧stir. (Xiao ve Wang 2021) çalı̧smasında gecikmeli üstel matris fonksiyonu,

uyumlu türev kavramı kullanılarak oluşturulmuş ve homojen ve homojen ol-

mayan uyumlu kesirli difereniyel denklemlerin çözümlerin ifadesini elde etmek

için bu fonksiyon kullanılmı̧stır. (Al-Jamel vd. 2022) çalı̧smasında parametrelerin

deği̧simi teorisininin uyumlu türev içeren sistemlere uygulanabileceği gösterilmi̧stir.

Bununla birlikte, uyumlu türevin yeni bir kavram olması sebebiyle bazı özellik-

lerinin ve uygulamalarının bilim insanları tarafından araştırılmaya devam ettiği

bilinmektedir.

Biyolojik sistemlerin modellenmesinde dikkate alınan yaklaşımlardan biri de parçalı

sabit argümanlara sahip diferensiyel denklemlerdir. Bu türden denklemlerin, kimya,

makine mühendisliği, fizik ve popülasyon dinamiği gibi geni̧s alanlarda uygula-

maları vardır (Kartal 2015) ve (Gurcan 2014). Kaya, 2020 de yaptığı çalı̧smada,

(Ozturk vd. 2012) çalı̧smasından yararlanarak

D�x(t) = rx(t) (1� �x(t))� �0x

��
t

h

�
h

�
� �1x

��
t� h

h

�
h

�
şeklinde bir uyumlu kesirli PSADD in dinamik davranı̧sını incelemi̧stir, burada [t];

t’nin tamsayı kısmını, D� uyumlu türevi ve h ayrıklaştırma parametresini göster-

mektedir (Kaya 2020). Bildiğimiz kadarıyla, parçalı sabit argümanlı uyumlu ke-

sirli mertebeden diferensiyel denklemler için, çözümlerin varlığını ve salınımlılık,

periyodiklik gibi bazı özelliklerini inceleyen çalı̧smalar bulunmamaktadır. 2023

yılında yaptığımız çalı̧smada birinci basamaktan sabit argümentli bir neutral difer-

ensiyel denklemin çözümlerinin varlık ve tekliği, salınımlılığı ve sıfır çözümün

asimptotiksel kararlığı gösterilmi̧stir (Kavgaci vd. 2023). Bu çalı̧smada elde edilen
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sonuçların uyumlu türevli parçalı sabit argümentli bir diferensiyel denklem için

de geçerli olup olmadığının incelenmesi fikri bu tezin oluşmasındaki temel moti-

vasiyon kaynağıdır. Bu tez 7 bölümden oluşmaktadır:

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. Bu bölümde parçalı sabit argümentli difer-

ensiyel denklemlerin tarihçesi üzerine durulmakta ve kesirli türev ile uyumlu türevden

bahsedilerek konu ile ilgili çalı̧smalar incelenmektedir. 2. bölüm temel kavram-

ları içermektedir. (Khalil vd 2014), (Abdeljawad 2015) çalı̧smalarında tanıtılan

uyumlu türev ve bu türevin önemli tanımları ve temel özellikleri, fark denklemi ile

ilgili bazı iyi bilinen sonuçlar verilmekte ve ayrıca salınımlı ve periodik çözümlerin

temel tanımları ve teoremlerinden bahsedilmektedir. Üçüncü bölümden itibaren

tezin orjinal kısmı ele alınmaktadır. Bu bölümde uyumlu kesirli türevli parçalı

sabit argümentli

D�
0 x(t) = ax(t) + a0x([t]) + a1x([t� 1]); t � 0 (1.1)

denklemi

x(�1) = c�1 , x(0) = c0 (1.2)

başlangıç koşulları ile birlikte ele alınmı̧s ve a 6= 0 ve a = 0 durumunda çözümlerin

varlığı ve tekliği incelenmi̧stir. Dördüncü bölümde, bu denklemlerin çözümlerinin

salınımlı olması için gerekli koşullar elde edilmi̧stir. Beşinci bölümde, çözümlerin

asimptotik kararlılığı ile ilgili olarak bazı sonuçlar elde edilmi̧stir 6. bölümde ise

denklemin çözümlerinin periyodiklik özelliği incelenmi̧s ve her bölümün sonunda

bazı sayısal örnekler sunulmuştur. Ayrıca, bazı nümerik örneklerin grafikleri çizil-

erek, teorik analizlerin doğruluğu gösterilmi̧stir. Son olarak elde edilen sonuçların

bir özeti ve bu tezin önemi, tartı̧sma ve sonuç bölümü olarak yedinci bölümde

verilmektedir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm tez boyunca kullanılan temel tanım ve teoremleri içermektedir.

Tanım 2.1 (Khalil vd 2014) u : [0;1)! R fonksiyonunun �: mertebeden uyumlu

kesirli türevi

D�
0 u (s) = lim

�!0

u (s+ �s1��)� u (s)

�
; s > 0;

şeklinde ifade edilir, burada � 2 (0; 1] dir. D�
0 u (s) yerine kısaca u(�) (s) kullanıla-

bilir.

u(�) (s)‚ 0 < s < a (a > 0) aralığında varsa, bu durumda s = 0 ’daki türev

u(�) (0) = lim
s!0+

u (�) (s)

biçiminde tanımlanır. Ek olarak, u ’nun [0;1) aralığında �: mertebeden uyumlu

kesirli türevi varsa, o zaman u ’ya [0;1) aralığında �-diferensiyellenebilir fonksi-

yon denir.

Yukarıdaki tanımın bir sonucu olarak, aşağıdaki teorem ispatlanabilir:

Teorem 2.1 (Khalil vd 2014) u : [0;1) ! R fonksiyonu s0 > 0 noktasında � 2

(0; 1] �-türevlenebilir ise, o zaman u; s0’da süreklidir.

İspat. u; � türevlenebilir olsun. Bu durumda

u
�
s0 + �s1��0

�
� u (s0) =

u
�
s0 + �s1��0

�
� u (s0)

�
:�

yazılabilir. Buradan, eşitliğin her iki tarafının �! 0 için limiti alınırsa,

lim
�!0
[u
�
s0 + �s1��0

�
� u (s0)] = lim

�!0

u
�
s0 + �s1��0

�
� u (s0)

�
: lim
�!0

�

ve h = �s1��0 olarak seçilirse,

lim
h!0

u (s0 + h)� u (s0) = u (�) (s0) :0

elde edilir. Böylece,

lim
h!0

u (s0 + h) = u (s0)

sonucu bulunur. Dolayısıyla u; s0’da süreklidir.�
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D�
0 ’nın aşağıdaki özellikleri sağladığı kolayca gösterilebilir:

Teorem 2.2 (Khalil vd 2014) � 2 (0; 1] ve bir s > 0 noktasında u; v fonksiyonları

�-türevlenebilir olsunlar. Bu durumda,

(1) D� (au+ bv) = aD� (u) + bD�(v), 8a; b 2 R,

(2)D�(sr) = rsr��, 8r 2 R,

(3) Her sabit u(s) = � fonksiyonu için D �(�) = 0,

(4) D�(fg) = fD�(g) + gD�(f ),

(5) D�

�
f1
f2

�
=
f2D

� (f1)� f1D
�(f2)

f 22
,

(6)  türevlenebilir ise, o zaman D� ( ) (s) = s1��
d 

ds
(s)

özellikleri sağlanır.

İspat. (1), (2) ve (3) özellikleri tanımdan kolayca elde edilebilir, (4) - (6) özellik-

lerini ispatlayalım. Şimdi, sabit � > 0 için

D�(fg)(�) = lim
"!0

f
�
� + "�1��

�
g
�
� + "�1��

�
� f (�) g (�)

"

= lim
"!0

f(�+"�1��)g(�+"�1��)�f(�)g(�+"�1��)+f(�)g(�+"�1��)�f(�)g(�)
"

= lim
"!0

�
f(� + "�1��)� f (�)

"
:g
�
� + "�1��

��
+ f (�) lim

"!0

g
�
� + "�1��

�
� g (�)

"

= D�(f) (�) lim
"!0

g
�
� + "�1��

�
+ f (�)D�(g) (�)

elde edilir. g; � ’de sürekli olduğundan

lim
"!0

g
�
� + "�1��

�
= g (�)

yazılabilir. Bu ise, (4) özelliğinin ispatını tamamlar. (5) özelliği de benzer şekilde

ispatlanabilir.

(6)’yı ispatlamak için Tanım 2.1’de h = �s1�� alınırsa, ve buradan � çekilirse, � =

s��1h elde edilir. Böylece,

D�( )(s) = lim
�!0

 (s+ �s1��)�  (s)

�

= lim
h!0

 (s+ h)�  (s)

hs��1

= s1�� lim
h!0

 (s+ h)�  (s)

h

= s1��
d 

ds
(s)
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elde edilir ve (6) özelliği ispatlanır. �

Bazı özel fonksiyonların uyumlu kesirli türevleri aşağıdaki gibi verilebilir:

(1) D�(sr) = rsr��, r 2 R ,

(2) D�(1) = 0 ,

(3) D�(eks) = ks1��eks; k 2 R ,

(4) D�(sin ks) = ks1�� cos ks; k 2 R ,

(5) D�(cosms) = �ms1�� sinms;m 2 R ,

(6) D�( 1
�
s�) = 1,

(7) D�(sin 1
�
s�) = cos 1

�
s�;

(8) D�(cos 1
�
s�) = � sin 1

�
s�,

(9) D�(e
1
�
s �) = e

1
�
s� .

Örnek 2.1 f (t) = t2 fonksiyonunun � = 1
2

için uyumlu türevini hesaplayalım.

Birinci yol : Tanımdan

D
1=2
0 t

2

= lim
�!0

�
t+ �t

1
2

�2
� t2

�

= lim
�!0

2�t
3
2 + �2t

�

= lim
�!0

�
2t

3
2 + �t

�
= 2t

3
2 :

İkinci yol : Teorem 2.2 nin (6) özelliği

D1l2
0 f (t) = D1l2

0 t
2

= 2t
1
2
+1

= 2t
3
2 :

Not edelim ki bir fonksiyon bir noktada türevlenemezken o noktada �. basamak-

tan uyumlu kesirli türeve sahip olabilir. Örneğin

f (t) = 3
3
p
t
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fonksiyonu için
df

dt
(0) mevcut değilken,

f (1=3) (0) = 1

dir.

f (t) fonksiyonunun a � t <1 aralığında tanımlı olduğu zaman f ’nin t 2 [a;1)

noktasindaki �:basamaktan uyumlu kesirli türevi aşağıdaki şekilde tanımlanmak-

tadır:

Tanım 2.2 (Abdeljawad 2015) u : [a;1) ! R fonksiyonunun � 2 (0; 1] için

�:basamaktan uyumlu kesirli türevi

D�
au (s) = lim

�!0

u (s+ �(s� a)1��)� u (s)

�
; s > �;

olarak tanımlanır.

Not edelim ki u türevlenebilir ise, o zaman

(D�
au)(s) = (s� a)1��u0(s)

yazılabilir. Yüksek basamaktan uyumlu kesirli türevler için aşağıdaki tanım ver-

ilmektedir:

Tanım 2.3 (Khalil 2014) � 2 (n; n+1] ve f ; t > 0 için t noktasında n . basamaktan

türevlenebilir olsun. Bu durumda f ’nin �:basamaktan uyumlu kesirli türevi

D�
0 (f) (t) = lim

�!0

f (d�e�1)
�
t+ �td�e��

�
� f (d�e�1) (t)

�

şeklinde tanımlanır, burada d�e; �’dan büyük veya ona eşit en küçük bir pozitif

tam sayıdır.

Örnek 2.2 u (t) = t2 fonksiyonunun, t > 0 için 3
2
: basamaktan uyumlu türevini

bulalım.

� = 3
2
2 (1; 2]) d�e = 2 ’dir. Buna göre, Tanım 2.3 kullanılırsa,

D
3
2 (u) (t) = lim

�!0

u0
�
t+ �t2�

3
2

�
� u0 (t)

�

= lim
�!0

u0
�
t+ �t

1
2

�
� u0 (t)

�
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yazılabilir. u0 (t) = 2t olduğundan,

D
3
2 (u) (t) = lim

�!0

2(t+ �t
1
2 )� 2t
�

= lim
�!0

2�t
1
2

�

= 2t
1
2

elde edilir.

Uyarı 2.1 � 2 (n; n + 1] ve t > 0 noktasında g fonksiyonu (n + 1): basamaktan

diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda, Tanım 2.3’ten

D�
0 g (t) = t d�e��g(d�e) (t)

dir.

Örneğin, g(t) = t2 fonksiyonunun t > 0 için 3
2
: basamaktan uyumlu kesirli türevi

D3=2
�
t2
�
= t 2�

3
2 g(2) (t)

= t
1
2 g00 (t)

= 2t
1
2

dir.

Teorem 2.3 (Khalil vd 2014) a > 0 olmak üzere h : [a; b]! R fonksiyonu

(i) [a; b] üzerinde sürekli,

(ii) bir � 2 (0; 1) için �-türevlenebilir,

(iii) h(a) = h(b)

ise, bu durumda h(�) (�) = 0 olacak biçimde bir � 2 (a; b) vardır.

Bu teorem, literatürde uyumlu kesirli türevlenebilir fonksiyonlar için Rolle Teo-

remi olarak bilinir. Teoremin ispatı aşağıdaki gibidir:

İspat. h, [a; b] üzerinde sürekli ve h(a) = h(b) olduğundan, � 2 (a; b) noktasında bir

lokal ekstremum vardır. Genelliği kaybetmeden, �’nun bir lokal minimum noktası

olduğunu varsayalım. O halde,

h(�)(�) = lim
"!0+

h (�+ "�1��)� h (�)

"
= lim

"!0�
h (�+ "�1��)� h (�)

"
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yazılabilir. Burada, birinci limit negatif olmayan, ikinci limit ise pozitif olmayan

bir ifadedir. Dolayısıyla, h(�) (�) = 0 elde edilir. �

Teorem 2.4 (Khalil vd 2014) a > 0 olmak üzere � : [a; b] ! R fonksiyonu [a; b]

üzerinde sürekli ve � 2 (0; 1) için �-türevlenebilir ise, bu durumda

�(�)(c) =
�(b)� �(a)
1
�
b� � 1

�
a�

eşitliğini sağlayan bir c 2 (a; b) sayısı vardır.

Bu teorem, literatürde uyumlu kesirli türevlenebilir fonksiyonların Ortalama Değer

Teoremi olarak bilinir.

İspat.

h (x) = � (x)� � (a)� � (b)� � (a)
1
�
b� � 1

�
a�

�
1

�
x� � 1

�
a�
�

fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu h fonksiyonu Rolle teoreminin koşullarını

sağlar. Dolayısıyla, h(�) (c) = 0 olacak şekilde bir c 2 (a; b) vardır.

D�(
1

�
t�) = 1

olduğundan istenen sonuç elde edilir.�
� fonksiyonunun �- uyumlu kesirli integralinin tanımı aşağıdaki gibi verilebilir:

Tanım 2.4 (Abdeljawad 2015) � 2 (0; 1] olmak üzere, � : [a;1) �! R fonksiy-

onunun ��uyumlu kesirli integrali

I �a (�) (t) =

tZ
a

� (x)

(x� a)1��
dx

biçiminde tanımlıdır. Özel olarak a = 0 ise, o zaman � : [0;1)! R fonksiyonunun

� 2 (0; 1] uyumlu kesirli integrali

I �0 (�) (t) =

tZ
0

� (x)

x1��
dx

dir.

Örneğin,

I
1
2
0

�p
� cos �

�
=

Z �

0

cosxdx = sin �
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ve

I
1
2
0

�
cos 2

p
�
�
= sin 2

p
�

dir.

Yukarıdaki tanım kullanılarak, aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 2.5 f : [a;1)! R sürekli ve � 2 (0; 1] ise, bu durumda her t > a için

D�
a I

�
a (f) (t) = f (t)

dir.

İspat. f sürekli olduğundan, I�a (f) (t) diferensiyellenebilirdir. Böylece

D�
a (I

�
a (f)) (t) = (t� a)1��

d

dt
I�a (f) (t)

= (t� a)1��
d

dt

Z t

a

f (x)

(x� a)1��
dx

= (t� a)1��
f (t)

(t� a)1��

= f (t)

elde edilir. �
İntegral i̧sareti altında bir fonksiyonun uyumlu kesirli türevi aşağıdaki gibi ver-

ilebilir:

Teorem 2.6 ( Nazim vd. 2021) t; s > 0, 0 < � � 1 ve h fonksiyonu birinci

bileşenine göre türevlenebilir olsun 
 (t) ve � (t) fonksiyonları ile onların türevleri

bir sonlu kapalı aralıkta sürekli ise, o zaman

D�
0

0B@ �(t)Z

(t)

h(t; s)ds

1CA =

0B@ �(t)Z

(t)

D�
0 h(t; s)ds

1CA+ h(t; �(t))D�
0 �(t)� h(t; 
(t))D�

0 
(t)

dır.

Şimdi uyumlu kesirli türevin geometrik anlamından bahsedelim:

Tanım 2.5 y = y(x) olmak üzere xy �düzleminde verilen bir f(x; y) = c, x > 0,

eğrisi için
y� � y�0
x� � x�0

=
y��10

x��10

y(�)(x0)
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şeklinde gösterilen denklem, (x0; y0) noktasından geçen bir eğri tanımlar. Bu eğri,

f(x; y) = c eğrisinin (x0; y0) noktasındaki kesirli kiri̧si adını alır.

Uyarı 2.2 Kesirli kiri̧s denklemi, �! 1 halinde

y � y0
x� x0

= y0(x0)

eşitliğine indirgenir. Bu ise f(x; y) = c eğrisinin (x0; y0) noktasındaki teğet doğrusu-

nun denklemidir. Buna göre, kesirli kiri̧slere, teğet duğrusundan sapan eğriler

gözüyle bakılabilir.

Teorem 2.7 f(x; y) = c denklemi ile verilen y(x) fonksiyonunun y(�)(x0) uyumlu

kesirli türevi, f(x; y) = c eğrisinin (x0; y0) noktasındaki kesirli kiri̧sine ili̧skin teğet

doğrusunun eğimine eşittir.

İspat. y(x)’in (x0; y0) noktasındaki kesirli kiri̧s denklemi

y� � y�0
x� � x�0

=
y��10

x��10

y(�)(x0)

olup iki tarafın x’e g öre türevi hesaplanırsa,

y0(x) = y(�)(x0)

elde edilir. �
Örnek 2.3

f(x; y) = y � x2 = 0

fonksiyonunun (2; 4) noktasında � = 1
2

kesirli kiri̧si

p
y � 2

p
x�

p
2
=

p
2

2
y(

1
2
)(2) = 4;

veya
p
y � 2 = 4(

p
x�

p
2)

dir. Bu kesirli kiri̧sin teğetinin eğimi

y0(2) = 4
p
2

dir.

Bu ise

y = x2
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orijinal eğrisi için

y(
1
2
)(2) ’dir

dir.

Şimdi, yukarıda verilen tanım ve teoremlerden yararlanarak bazı uyumlu kesirli

basamaktan diferensiyel denklemlerin çözümlerini elde edelim.

Örnek 2.4 �. kesirli basamaktan

y(�) + y = 0; 0 < � � 1

diferensiyel denklemini ele alalım. Bu denklem için

yh = er
p
x

şeklinde çözüm aranırsa,

o zaman karakteristik denklem

�r + 1 = 0

olup, r = � 1
�

dır. Böylece, denklemin çözümü y (x) = ce�
1
�
x� dır; burada c keyfi

sabittir

Örnek 2.5 Giri̧s bölümünde bahsettiğimiz

y(
1
2) + y = x2 + 2x

3
2 ; y (0) = 0

kesirli basamaktan başlangıç değer problemini ele alalım.

Öncelikle, y(
1
2)+y = 0 homojen denklemi için yh genel çözümünü elde edelim. Bu

denklem için

yh = er
p
x

şeklinde çözüm aranırsa,
r

2
er
p
x + er

p
x = 0

elde edilir. Buradan
1

2
r + 1 = 0

karakteristik denklemi bulunur. Karakteristik kök r = �2’dir. Böylece, homojen

denklemin genel çözümü k bir keyfi sabit olmak üzere yh = ke�2
p
x dir.

Homojen olmayan denklemin bir özel çözümü yp (x) = x2 dir.

17



Böylece, verilen denklemin genel çözümü

y (x) = yh + yp = ke�2
p
x + x2

olarak yazılabilir. Son olarak, y (0) = 0 başlangıç koşulu uygulanırsa, k = 0 bu-

lunur. O halde, verilen problemin çözümü y = x2 dir.

Bu denklemin Riemann-Liouville türevi yardımıyla da çözülebildiğini belirtmek

gerekir. Denklemde, 2x
3
2 terimi yerine 2

�(2:5)
x
3
2 alınırsa, aynı çözüm elde edilir

�(2:5) = 1:33 yaklaşık olarak 1’dir: Ancak görüldüğü üzere, uyumlu türev tanımı

ile bu denklemin çözümünü elde etmek çok daha kolaydır.

Örnek 2.6 1
2
: basamaktan

y(
1
2) +

p
xy = xe�x

diferensiyel denklemini göz önüe alalım. Bu denklemi çözmek için denklemin her

iki yanı eI
1
2 (
p
x) = ex ile çarpılırsa,

exy(
1
2) +

p
xexy = x

elde edilir. Bu ise,

(exy)(1=2) = x

şeklinde yazılabilir. Buradan her iki yanın 1
2
�uyumlu kesirli integrali alınırsa,

exy(x) =
2

3
x
3
2 + c

bulunur. O halde, verilen denklemin çözümü

y (x) =
2

3
x
3
2 e�x + ce�x

dir, burada c bir keyfi sabittir.

Şimdi ikinci basamaktan lineer sabit katsayılı homojen

xn+2 + pxn+1 + qxn = 0; n = �1; 0; 1; ::: (2.1)

fark denklemi için iyi bilinen bazı temel teoremleri verelim:
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Teorem 2.8 (Elaydi 2015) (2:1) denkleminin bütün çözümlerinin sıfır etrafında

salınımlı olması için gerek ve yeter koşul (2:1) denklemine ili̧skin

�2 + p�+ q = 0 (2.2)

karakteristik denkleminin pozitif reel köklere sahip olmamasıdır.

Açık olarak (2:2) karakteristik denkleminin �1 ve �2

�1;2 =
�p�

p
p2 � 4q
2

şeklinde olduklarından, aşağıdaki sonuçlar hemen elde edilir:

Teorem 2.9 (Elaydi 2015) Aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa, (2:1) denkleminin

her çözümü sıfır etrafında salınımlıdır:

(i) p > 0 ve q = p2

4
,

(ii) p > 0 ve 0 < q < p2

4
,

(iii) q > p2

4
.

Teorem 2.10 (Elaydi 2015) (2:1) denkleminin tüm çözümlerinin sıfıra yakınsaması

(sıfır çözümünün asimptotik kararlı olması) için gerek ve yeter koşul (2:2) karak-

teristik denkleminin �1 ve �2 köklerinin maxfj�1j; j�2jg < 1 olmasıdır.

Teorem 2.11 (Elaydi 2015) (Schur Cohn kriteri) (2:1) denkleminin sıfır çözümünün

asimptotik kararlı olması için gerek ve yeter koşul

jpj < 1 + q < 2 (2.3)

olmasıdır.
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3. VARLIK VE TEKLİK

Bu bölümde, (1:1) parçalı sabit argümentli uyumlu kesirli diferensiyel denklem

ile (1:2) başlangıç koşullarından oluşan (1:1) � (1:2) başlangıç değer probleminin

t > 0 için bir tek çözüme sahip olduğunu gösterilecektir. İlk olarak, (1:1)�(1:2)’nin

çözüm tanımını verelim.

Tanım 3.1 Aşağıdaki koşulları sağlayan bir x(t) fonksiyonuna, f�1g [ [0;1) üz-

erinde (1:1)� (1:2) başlangıç değer probleminin bir çözümüdür denir:

(i) x(t); [0;1) üzerinde süreklidir,

(ii) x(t), [t] 2 [0;1) olası noktaları hariç, [0;1) aralığında ��uyumlu kesirli

türevlenebilir olup [t] 2 [0;1) noktalarında tek yanlı türevlenebilirdir,

(iii) x(t), her bir [n; n+ 1); n = 0; 1; :::; için (1:1) denklemini sağlar,

(iv) x(t), (1:2) başlangıç koşullarını sağlar.

3.1 a 6= 0 Durumu

Bu kesimi kolay takip etmek için (1:1) � (1:2) başlangıç değer problemini tekrar

yazalım:

D�
0 x(t) = ax(t) + a0x ([t]) + a1x ([t� 1]) ; t > 0; (3.1.1)

denklemini ve

x(�1) = c�1 , x(0) = c0; (3.1.2)

başlangıç koşullarını ele alalım, burada D�
0 uyumlu kesirli türev olup a; a0; a1 reel

sabitler ve [:] tamdeğer fonksiyonudur.

Teorem 3.1 (3:1:1)� (3:1:2) başlangıç değer problemi, f�1g[ [0;1) üzerinde bir

tek x(t) çözümüne sahiptir.

İspat. (3:1:1) � (3:1:2) başlangıç değer probleminin x(t) çözümünün varlık ve

tekliğini göstermek için adımlar yöntemini uygulayalım.

0 � t < 1 için (3:1:1)� (3:1:2) nin çözümü x0(t) � x(t) ile gösterilsin. Bu durumda

(3:1:1) denklemi

D�
0 x(t) = ax(t) + a0x(0) + a1x(�1); 0 � t < 1
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denklemine indirgenir. (3:1:2) başlangıç koşullarından,

D�
0 x(t) = ax(t) + a0c0 + a1c�1; 0 � t < 1 (3.1.3)

yazılabilir. (3:1:3) denklemine ili̧skin

D�
0 x(t)� ax(t) = 0

homojen denklemi için

x(t) = e�t
�

şeklinde bir çözüm aranırsa,

D�
0 e
�t� � ae�t

�

= 0

t1��(��t��1e�t
�

)� ae�t
�

= 0

(��� a)e�t
�

= 0

��� a = 0

karakteristik denklemi elde edilir. Buradan,

� =
a

�

olup homojen denklemin genel çözümü

xh = ce
a
�
t�

şeklinde bulunur. Öte yandan, (3:1:3) denkleminin bir özel çözümü

xp = �
(a0c0 + a1c�1)

a
; a 6= 0

dır. Böylece, (3:1:3) denkleminin genel çözümü

x (t) = xh + xp = ce
a
�
t� � (a0c0 + a1c�1)

a
(3.1.4)

olarak elde edilir, burada c keyfi bir sabittir. (3:1:4)’e x(0) = c0 koşulu uygulanırsa

c = c0 +
(a0c0 + a1c�1)

a

bulunur. Bu sabit (3:1:4) ’te yerine konursa,

x0 (t) =

�
c0 +

(a0c0 + a1c�1)

a

�
e
a
�
t� � (a0c0 + a1c�1)

a
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bulunur. Bu ifade düzenlenirse,

x(t) � x0(t) =

�
a0c0 + a1c�1

a

�
(�1 + e a� t�) + c0e

a
�
t� ; 0 � t < 1; (3.1.5)

elde edilir.

t 2 [1; 2) için, (3:1:1)�(3:1:2) probleminin bir çözümü x(t) � x1(t); olsun. O halde,

(3:1:1) denklemi

D�
1 x(t) = ax(t) + a0x(1) + a1x(0)

ya da

D�
1 x(t) = ax(t) + a0c1 + a1c0 (3.1.6)

denklemine indirgenir; burada c1 = x(1)’dir. (3:1:6) denklemine ili̧skin

D�
1 x(t)� ax(t) = 0

homojen denklemin

x(t) = e�(t�1)
�

şeklinde bir çözümü aranırsa,

xh (t) = ce
a(t�1)�

�

genel çözümüne varılır. (3:1:6) ’nın bir özel çözümü

xp = �
(a0c1 + a1c0)

a

olduğundan, (3:1:6) ’nın genel çözümü

x(t) = ce
a(t�1)�

� � 1
a
(a0c1 + a1c0) ; 1 � t < 2; (3.1.7)

olarak elde edilir, burada c bir keyfi sabittir.

x (1) = c1

göz önüne alınırsa, (3:1:7)’den

c = c1 +
a0c1 + a1c0

a
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bulunur, ve bu değer (3:1:7)’de yazılırsa,

x(t) � x1(t) =

�
a0c1 + a1c0

a

��
�1 + e

a(t�1)�
�

�
+ c1e

a(t�1)�
� ; 1 � t < 2; (3.1.8)

elde edilir. x(t) çözümü t = 1 noktasında sürekli olduğundan,

lim
t!1+

x1(t) = lim
t!1�

x0(t)

olup, (3:1:8) ve (3:1:5) ’ten

c1 = (
a0c0 + a1c�1

a
)(�1 + e

a
� ) + c0e

a
�

ya da

c1 =
�a0
a
(�1 + e

a
� ) + e

a
�

�
c0 +

a1
a
(�1 + e

a
� )c�1

elde edilir.

Benzer şekilde n � t < n + 1 için (3:1:1) � (3:1:2) başlangıç değer probleminin

çözümüne

x(t) � xn(t)

dersek, (3:1:1) denklemi [n; n+ 1) üzerinde

D�
nx(t) = ax(t) + a0x(n) + a1x(n� 1)

ya da

D�
nx(t) = ax(t) + a0cn + a1cn�1 (3.1.9)

denklemine indirgenir; burada cn = x(n) ve cn�1 = x(n� 1) ’dir.

Benzer yol izlenirse, (3:1:9)’un x(n) = cn koşulunu sağlayan çözümü

x(t) � xn(t) =

�
a0cn + a1cn�1

a

��
�1 + e

a(t�n)�
�

�
+ cne

a(t�n)�
� ; n � t < n+ 1;

(3.1.10)

olarak bulunur.

Benzer olarak, t 2 [n+ 1; n+ 2) aralığındaki, çözüm

x(t) � xn+1(t) =

�
a0cn+1 + a1cn

a

��
�1 + e

a(t�n�1)�
�

�
+cn+1e

a(t�n�1)�
� ; n+1 � t < n+2;

(3.1.11)
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dir. Çözümün t = n+ 1 noktasındaki sürekliliğinden,

lim
t!(n+1)+

xn+1(t) = lim
t!(n+1)�

xn(t);

olup (3:1:11) ve (3:1:10)’dan

cn+1 =

�
a0cn + a1cn�1

a

��
�1 + e

a
�

�
+ cne

a
�

ya da

cn+1 +
�a0
a
�
�
1 +

a0
a

�
e
a
�

�
cn +

a1
a

�
1� e

a
�

�
cn�1 = 0; n = 0; 1; :::

bulunur. n yerine n+ 1 alınırsa,

cn+2+
�a0
a
�
�
1 +

a0
a

�
ea=�

�
cn+1+

a1
a

�
1� ea=�

�
cn = 0; n = �1; 0; 1; ::: (3.1.12)

ya da kısaca

cn+2 + pcn+1 + qcn = 0, n = �1; 0; 1; ::: (3.1.13)

fark denklemi elde edilir; burada c�1 ve c0

c�1 = x(�1) ve c0 = x(0) (3.1.14)

şeklinde olup p ve q katsayıları

p =
a0
a
�
�
1 +

a0
a

�
e
a
� ve q =

a1
a

�
1� e

a
�

�
(3.1.15)

dir. (3:1:13) lineer sabit katsayılı homojen bir fark denklemidir. a1 6= 0 ise, o zaman

(3:1:13) ikinci basamaktan bir fark denklemidir. Dolayısıyla, (3:1:13) � (3:1:14)

başlangıç değer problemin bir tek cn çözümü vardır.

a1 = 0 ve a0 6= ae
a
�

(1�e
a
� )

ise, (3:1:13) denklemi

cn+1 + pcn = 0; n = 0; 1; :::

birinci basamaktan fark denklemine indirgenir. Bu denklem c0 = x(0) başlangıç

koşulu altıında

cn = (�p)nc0; n = 0; 1; :::

şeklinde bir tek çözüme sahiptir.
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a1 = 0 ve a0 = ae�

(1�e
a
� )

ise, o zaman denklemin tek çözümü cn = 0; n = 1; 2; :::olur.

Böylece, (3:1:1)� (3:1:2) başlangıç değer probleminin (3:1:10) ile tanımlanan x(t)

çözümü n � t < n+ 1, n = 0; 1; 2; ::: aralığında tektir.

Dolayısıyla, a 6= 0 halinde (1:1)� (1:2) başlangıç değer probleminin f�1g[ [0;1)

üzerinde tanımlanan bir tek çözümü vardır. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur. �
Uyarı 3.1.1 (1:1) � (1:2) başlangıç değer probleminin a 6= 0 iken (3:1:10) ile gös-

terilen çözümü t 2 f�1g [ [0;1) için

x(t) =
�
�a1
a
+
a1
a
e
a(t�[t])�

�

�
c[t�1] +

�
�a0
a
+
a0
a
ea

(t�[t])�
� + ea

(t�[t])�
�

�
c[t]; (3.1.16)

biçiminde ifade edilebilir; burada c[t]

c[t+2] + pc[t+1] + qc[t] = 0; c�1 = x(�1) ve c0 = x(0) (3.1.17)

başlangıç değer probleminin tek çözümüdür.

3.2 a = 0 Durumu

Bu kesimde (1:1) � (1:2) başlangıç değer problemi a = 0 için incelenmi̧stir. a = 0

için

D�
0 x(t) = a0x ([t]) + a1x ([t� 1]) ; t > 0; (3.2.1)

denklemi

x(�1) = c�1 , x(0) = c0; (3.2.2)

başlangıç koşullarından oluşan (3:2:1) � (3:2:2) başlangıç değer problemini ele

alalım, burada D�
0 uyumlu kesirli türev olup a0; a1 reel sabitler ve [:] tamdeğer

fonksiyonudur.

Teorem 3.2 (3:2:1) � (3:2:2) başlangıç değer problemi, f�1g[ [0;1) üzerinde

tanımlı bir tek x(t) çözümüne sahiptir.

İspat. (3:2:1) � (3:2:2) çözümünün varlığını ve tekliğini göstermek için adımlar

yöntemini uygulayalım . x0(t) � x(t); 0 � t < 1 aralığında (3:2:1)� (3:2:2)’nin bir

çözümü olsun. (3:2:1) denklemi

D�
0 x(t) = a0x(0) + a1x(�1)
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denklemine indirgenir. Bu denklem, x(�1) = c�1 ve x(0) = c0 başlangıç koşulları

altında

D�
0 x(t) = a0c0 + a1c�1

şeklinde yazılabilir. Her iki tarafın 0’dan t’ye ��uyumlu integrali alınırsa,

I�0 (D
�
0 x(t)) = I�0 (a0c0 + a1c�1)

x(t)� x(0) = (a0c0 + a1c�1)I
�
0 (1)

= (a0c0 + a1c�1)

Z t

0

s��1ds

= (a0c0 + a1c�1)
t�

�

ve buradan

x0(t) � x(t) = c0 + (a0c0 + a1c�1)
t�

�
; 0 � t < 1;

elde edilir.

Şimdi, t 2 [1; 2) için, x1(t) � x(t); (3:2:1) � (3:2:2)’nin bir çözümü olsun. (3:2:1)

denklemi

D�
1 x(t) = a0x(1) + a1x(0)

= a0c1 + a1c0

olarak yazılır; burada c1 = x(1)’dir. Her iki tarafın 1’den t ’ye ��uyumlu integrali

alınırsa,

I�1 (D
�
1 x(t)) = I�1 (a0c1 + a1c0)

x(t)� x(1) = (a0c1 + a1c0)

Z t

1

(s� 1)��1ds

= (a0c1 + a1c0)
(s� 1)�

�

= (a0c1 + a1c0)
(t� 1)�

�

ya da

x1(t) � x(t) = c1 + (a0c1 + a1c0)
(t� 1)�

�

bulunur. x(t) çözümünün t = 1’deki sürekliliğinden,

lim
t!1+

x1(t) = lim
t!1�

x0(t)
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olup,

x(1) � c1 = c0(1 +
a0
�
) + c�1

a1
�

elde edilir. Benzer şekilde, (3:2:1)�(3:2:2)’nin n � t < n+1 aralığı için bir çözümü

xn(t) � x(t) olsun. Böylece, (3:2:1) denklemi [n; n+ 1) üzerinde

D�
nx(t) = a0x(n) + a1x(n� 1) (3.2.3)

= a0cn + a1cn�1

denklemine indirgenir; burada cn = x(n) ve cn�1 = x(n� 1) dir. (3:2:3) denklemi-

nin her iki tarafının n’den t’ye kadar uyumlu integrali alınırsa,

x(t)� x(n) = (a0cn + a1cn�1)
(t� n)�

�

elde edilir. Buradan ve x(n) = cn ’den n � t < n+ 1 aralığı için

xn(t) � x(t) = (1 + a0
(t� n)�

�
)cn + a1

(t� n)�

�
cn�1 (3.2.4)

bulunur. Buna göre, t 2 [n+ 1; n+ 2) aralığındaki xn+1(t) � x(t) çözümü,

xn+1(t) � x(t) =

�
1 + a0

(t� n� 1)�
�

�
cn+1 + a1

(t� n� 1)�
�

cn

dir. x(t)’nin t = n+ 1’deki sürekliliğinden,

lim
t!(n+1)+

xn+1(t) = lim
t!(n+1)�

xn(t); n = 0; 1; 2; :::;

olmalıdır ve dolayısıyla

cn+1 = (1 +
a0
�
)cn + a1

1

�
cn�1

veya , n! n+ 1 alınırsa,

cn+2 � (1 +
a0
�
)cn+1 �

a1
�
cn = 0; n = �1; 0; 1; ::: (3.2.5)

fark denklemi elde edilir. (3:2:5) denklemini

cn+2 + pcn+1 + qcn = 0, n = �1; 0; 1; ::: (3.2.6)

şeklinde yazalım;, burada, p ve q katsayıları

p = �1� a0
�
; q =

�a1
�
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olup, c�1 ve c0

c�1 = x(�1) , c0 = x(0) (3.2.7)

dir.

a1 6= 0 ise, (3:2:6) ikinci basamaktan bir fark denklemi olup (3:2:6) � (3:2:7)

başlangıç değer problemi bir tek çözüme sahiptir.

a1 = 0 ve a0 6= �� ise, (3:2:6) denklemi

cn+1 = �pcn , n = 0; 1; 2; :::

şeklinde birinci basamaktan bir fark denklemi olup c0 = x(0) başlangıç koşulu

altında cn = (�p)nc0, n = 1; 2; ::: şeklinde bir tek çözüme sahiptir.

a1 = 0 ve a0 = �� ise, o zaman denklemin tek çözümü cn = 0; n = 1; 2; ::: olur.

Böylece, (3:2:1) � (3:2:2) başlangıç değer probleminin (3:2:4) ile tanımlanan x(t)

çözümü n � t < n + 1 , n = 0; 1; 2; :::, aralığında tektir. Sonuç olarak, (3:2:1) �

(3:2:2) başlangıç değer probleminin f�1g [ [0;1) üzerinde tanımlanan bir tek

çözümü vardır. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur. �
Uyarı 3.2.1 (3:2:1)�(3:2:2) başlangıç değer probleminin (3:2:4) çözümü t 2 f�1g[

[0;1) için

x(t) = (1 + a0
(t� [t])�

�
)c[t] + a1

(t� [t])�
�

c[t�1]; (3.2.8)

şeklinde gösterilebilir; burada c[t],

c[t+2] �
�
1 +

a0
�

�
c[t+1] �

a1
�
c[t] = 0; c�1 = x(�1); c0 = x(0) (3.2.9)

başlangıç değer probleminin tek çözümüdür.
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4. ÇÖZÜMLERİN SALINIMLILIĞI

Bu bölümde, (1:1) parçalı sabit argümente sahip uyumlu kesirli türevli diferen-

siyel denkleminin çözümlerinin salınımlılık durumları incelenecektir. Bunun için

öncelikle, salınımlı çözüm tanımını verelim:

Tanım 4.1 x(t); (1:1) denkleminin [0;1) aralığı üzerinde tanımlı sıfır olmayan bir

çözümü olsun. Yeterince büyük N > 0 için n � N olduğu zaman

x(tn)x(etn) � 0
olacak şekilde (tn) ve (etn) dizileri varsa, bu durumda x (t) çözümüne salınımlı

çözüm denir, burada limn!1 tn =1 ve limn!1 etn =1 dur.

Teorem 4.1 a 6= 0 ve a1 6= 0 olsun. Aşağıdaki koşullardan biri sağlanıyorsa, o

zaman (3:1:1) denkleminin her çözümü salınımlıdır:

(i1) a > 0 , ao <
ae

a
�

(1� e
a
� )

ve a1 =
a

4(1� e
a
� )

�a0
a
� a0

a
e
a
� � e

a
�

�2
,

(i2) a > 0, a0 <
ae

a
�

(1� e
a
� )

ve 0 > a1 >
a

4(1� e
a
� )

�a0
a
� a0

a
e
a
� � e

a
�

�2
,

(i3) a < 0 ve a1 <
a

4(1� e
a
� )
(
a0
a
� a0

a
e
a
� � e

a
� )2.

İspat. Teorem 2.8 den, (3:1:13) fark denkleminin bütün çözümlerinin salınımlı

olması için gerek ve yeter koşul karşılık gelen karakteristik denklemin pozitif bir

köke sahip olmamasıdır. O halde (3:1:13) fark denkleminin

�2 + p�+ q = 0 (4.1)

karakteristik denklemini ele alalım, burada p ve q katsayıları (3:1:15) ile verilmek-

tedirler. (i1) göre a > 0 olduğundan, e
a
� > 1 olup ikinci eşitsizlikten,

a0
a

�
1� e

a
�

�
> e

a
�

yazılabilir. Buradan
a0
a
>
�
1 +

a0
a

�
e
a
�

olur. Bu ise p > 0 demektir.

Ayrıca, (i1)’deki eşitlik koşulundan

a1
a

�
1� e

a
�

�
=
1

4

�a0
a
� a0

a
e
a
� � e

a
�

�2
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yazılabilir. bu ise q = 1
4
p2 demektir.

Açık olarak, (i1) koşulu, Teorem (2:9)’daki (i) koşuluna karşılık gelmektedir. Bu

nedenle (i1) koşulu altında (3:1:13)’in her cn çözümü salınımlıdır. x(n) = cn

olduğundan, (3:1:1)’in her x(t) çözümü (i1) koşulu sağlandığı sürece salınımlı

olur. Benzer şekilde, (i2) ve (i3) koşulleri, sırasıyla Teorem (2:9)’un (ii) ve (iii)

koşullarını gerçekleşir. Dolayısıyla, bu kabuller de, (3:1:13) fark denkleminin ve

keza (3:1:1) denkleminin her çözümünün salınımlı olmasını temin ederler. Böylece

ispat tamamlanır. �
Sonuç 4.1 a = 0 ve a1 6= 0 olsun. Aşağıdaki koşullardan biri sağlanıyorsa, o zaman

(3:2:1) denkleminin her çözümü salınımlıdır:

(i) �+ a0 < 0 ve 4�a1 + (�+ a0)
2 = 0,

(ii) �+ a0 < 0 ; a1 < 0 ve 4�a1 + (�+ a0)
2 > 0,

(iii) 4�a1 + (�+ a0)
2 < 0:

Şimdi, yukarıdaki teorem ve sonuç için aşağıdaki örnekler verilebilir.

Örnek 4.1 1=2:basamaktan parçalı sabit argümentli

D1=2x(t) =
1

2
x(t)� x([t])� 1

50
x ([t� 1]) (4.2)

diferensiyel denklemini

x(�1) = 0; x(0) = 1 (4.3)

başlangıç koşulları ile birlikte ele alalım. Bu başlangıç değer problemi, � = 1
2
; a =

1
2
; a0 = �1 ve a1 = �1

50
olmak üzere (1.1)-(1.2)’nin özel bir durumudur. Burada

Teorem 4.1’in (i2) koşulu sağlnmaktadır. Böylece, Teorem 4:1 e göre, (4:2)’nin her

çözümü salınımlıdır. Ayrıca x(t) çözümünün grafiği aşağıdaki gibi çizilebilir.

Örnek 4.2 1=2:mertebeden

x(1=2)(t) = �2x([t])� 9
8
x([t� 1]) (4.4)

x(�1) = 0; x(0) = 1 (4.5)

başlangıç değer problemini ele alalım. Bu problem, � =
1

2
; a0 = �2 ve a1 = �9

8
için (3:2:1) � (3:2:2) ’nin özel bir durumudur. Burada Sonuç 4.1’in (i) hipotezi

gerçekleşir. Böylece, sonuç (4.1) ’e, göre (4.4)’ün her çözümü salınımlıdır.
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Şekil 4.1 (4:2)� (4:3) probleminin çözümünün grafiği

Ayrıca (4.4)-(4.5)’in çözümü

x(t) =
�
1� 4(t� n)

1
2

�
cn �

9

4
(t� n)

1
2 cn�1; n � t < n+ 1;

olarak elde edilir. Bu çözümün grafiği aşağıdaki gibidir:

Verilen nümerik örnekler ve çizilen grafikler, çözümlerin salınımlı olması için elde

edilen koşulların doğruluğunu göstermi̧stir.
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Şekil 4.2 (4:4)� (4:5) probleminin x(t) çözümünün grafiği
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5. ASİMPTOTİKSEL KARARLILIK

Bu kesimde, (1:1) parçalı sabit argümente sahip uyumlu kesirli türevli diferensiyel

denklemin sıfır çözümünün hangi şartlar altında asimptotik kararlı olacağı ince-

lenecektir.

Teorem 5.1 a 6= 0 ve a1 6= 0 olsun. (1:1) � (1:2) başlangıç değer probleminin x(t)

çözümünün, t!1 halinde sıfıra gitmesi için gerek ve yeter koşul

��a0 � (a0 + a) ea=�
�� < jaj � a1

��1� ea=�
�� < 2 jaj (5.1)

dır.

İspat. Biliyoruz ki, (3:1:13) fark denkleminin sıfır çözümü asimptotik kararlı olduğu

sürece (1:1) � (1:2)’nin (3:1:16) ile gösterilen x(t) çözümü t ! 1 halinde sıfıra

gider. Açık olarak, (5:1) koşulu Teorem 2.11’deki (2:3) koşulunu gerektirmektedir.

Gerçekten, (5:1)’in iki yanı jaj ile bölünürse,

���a0
a
�
�
1 +

a0
a

�
e
a
�

��� < 1 + a1
a

�
1� e

a
�

�
< 2

olur ki bu , jpj < 1+ q < 2 demektir. O halde Teorem 2.11, (3.1.13) fark denklem-

ine uygulanebilir ve istenen sonuç elde edilir. �
Sonuç 5.1 a = 0 ve a1 6= 0 olsun. bu durumda (3.2.1)-(3.2.2) başlangıç değer

probleminin çözümünün t!1 halinde sıfıra gitmesi için gerek ve yeter koşul

ja0 + �j < �� a1 < 2�

dır.

Örnek 5.1 1=3:basamaktan

D1=3x(t) =
1

3
x(t)� 1

2
x([t]) +

1

10
x([t� 1]) (5.2)

denklemini

x(�1) = 0; x(0) = 1 (5.3)

başlangıç koşulları ile birlikte ele alalım. Bu problem, � = 1
3
; a = 1

3
; a0 = �1

2
ve

a1 =
1
10

olmak üzere (1:1)�(1:2) nin özel bir durumudur. Teorem 5:1 in hipotezleri
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Şekil 5.1 a 6= 0 durumu (5:2)� (5:3)’ün x(t) çözümünün grafiği

sağlandığından, (5:2)� (5:3) probleminin x(t) çözümü, t!1 halinde sıfıra gider

(Şekil 5.1).

Örnek 5.2

x(1=4)(t) = �1
5
x([t]) +

1

10
x([t� 1]) (5.4)

denklemini

x(�1) = �1; x(0) = 1 (5.5)

başlangıç koşulları ile birlikte ele alalım. Bu başlangıç değer problemi, � = 1
4
;

a0 = �1
5

ve a1 = 1
10

ile (1:1)� (1:2) nin özel bir durumudur. Sonuç 5.1’in koşulları

sağlandığından, (5:4) � (5:5)’ in çözümü t ! 1 halinde sıfıra gider, (Şekil 5.2).

Ayrıca (5:4)� (5:5) problemin çözümü

x(t) = (1� 4
5
(t� n)

1
4 cn +

2

5
(t� n)

1
4 cn�1

dir; burada cn ,

cn+2 �
1

5
cn+1 �

2

5
cn = 0, c�1 = �1, c0 = 1

başlangıç değer probleminin tek çözümüdür.
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Şekil 5.2 (5:4)� (5:5)’in çözümünün grafiği
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6. PERİYODİK ÇÖZÜMLER

Bu bölümde (1:1)� (1:2) başlangıç değer probleminin periyodik çözümlerinin var-

lığı üzerinde durulmaktadır.

Teorem 6.1 a1 6= 0 olsun (1:1)� (1:2) başlangıç değer probleminin aşikar olmayan

x(t) çözümünün k periyotlu olması için gerek ve yeter koşul

x(k) = x(0) ve x(k � 1) = x(�1)

dır, burada k pozitif bir tam sayıdır.

İspat. a 6= 0 için (1:1)� (1:2)’in x(t) çözümü, (3:1:10) ’dan

xn(t) � x(t) =

�
a0cn + a1cn�1

a

��
�1 + e

a(t�n)�
�

�
+ cne

a(t�n)�
� ; n � t < n+ 1;

(6.1)

dir.

x(k) = x(0) ve x(k � 1) = x(�1)

doğru olsun; yani

ck = c0 ve ck�1 = c�1

olsun. Bu durumda

xn(t� k) = xn+k(t); t 2 [n+ k; n+ k + 1); n = 0; 1; 2; :::; (6.2)

eşitliğinin sağlandığını göstermek gerekmektedir. Zira, (6:2) ; (1:1) � (1:2) ’nin

x(t) çözümünün k periyotlu periyodik çözüm olduğunu göstermektedir; yani t 2

f�1g [ [0;1) için x(t+ k) = x(t) dir.

(6.1)’den , n = 0 ve n = k için, sırasıyla,

x0 (t) =

�
a0c0 + a1c�1

a

�0@�1 + eat��
1A+ c0e

at�

� ; 0 � t < 1;

ve

xk (t) =

�
a0ck + a1ck�1

a

�0@�1 + ea (t� k)�

�

1A+ cke

a (t� k)�

� ; k � t < k + 1
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elde edilir. ck = c0 ve ck�1 = c�1 olduğundan,

x0 (t� k) = xk (t) ; k � t < k + 1; (6.3)

dır. (6.3) ve x(t) çözümünün [0;1) aralığındaki sürekliliğinden,

c1 = c1+k

olur.

Benzer şekilde, (6.1)’dan n = 1 ve n = k + 1 için, sırasıyla,

x1(t) =

�
a0c1 + a1c0

a

�0@�1 + ea(t� 1)
�

�

1A+ c1e
a
(t� 1)�

� ; 1 � t < 2;

ve

x1+k(t) =

�
a0c1+k + a1ck

a

�0@�1 + ea(t� 1� k)�

�

1A+c1+kea(t� 1� k)�

� ; 1+k � t < 2+k

dir. Buradan

x1 (t� k) = x1+k (t) ; 1 + k � t < 2 + k;

olur. Bu şekilde devam edilirse,

xn(t� k) = xn+k(t); n+ k � t < n+ k + 1; n = 0; 1; 2; :::;

elde edilir. Bu ise (6.2) eşitliğidir.

Şimdi, x (t+ k) = x (t), yani x(t) çözümü k�periyotlu olsun. Bu durumda, t = 0

ve t = �1 için, sırasıyla,

x(k) = x(0) ve x(k � 1) = x(�1)

bulunur. Bunlar’da açık olarak

ck = c0 ve ck�1 = c�1

eşitliklerini ifade ederler.

Son olarak, a = 0 için (3:2:1) � (3:2:2) başlangıç değer problemini x(t) çözümü

(3:2:4)’den

xn(t) � x(t) = (1 + a0
(t� n)�

�
)cn + a1

(t� n)�

�
cn�1 (6.4)
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dir; burada cn; (3:2:6) � (3:2:7)’nin tek çözümüdür. Yukarıdaki yöntem izlenirse,

(6:4) çözümünün k- periyotlu periyodik olması için gerek ve yeter koşulu

ck = c0 ve ck�1 = c�1

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanır.. .

�
Uyarı 6.1 � = 1; a0 = 0 , a1 = �b ve a katsayısı yerine �a alınırsa, (1:1) denklemi

(Aftabizadeh 1987) çalı̧smasında verilen

y0 (t) + ay (t) + by ([t� 1]) = 0

denklemine indirgenir. Bu durumda, Teorem 6:1 ile (Aftabizadeh 1987)’deki Lemma

2 çakı̧sır.

Uyarı 6.2 Teorem 6.1’den c0 6= c�1olduğu sürece (1:1) � (1:2) başlangıç değer

problemi 1�periyotlu çözüme sahip olamaz c0 = c�1 ise, a1 6= 0 olmak üzere

(1:1) � (1:2) probleminin 1-periyotlu bir tek periyodik çözüme sahip olmsı için

gerek ve yeter koşul a0 + a1 + a = 0’dır.

Sonuç 6.1 a 6= 0 ve a1 6= 0 olsun.

(i)

a0 = a1 + a

�
1 + ea=�

1� ea=�

�
veya a0 + a1 + a = 0 (6.5)

ise, o zaman (1:1) � (1:2) başlangıç değer problemin x(t) çözümü, 2�periyotlu

periyodik bir çözümdür.

(ii)
�
a0 � a1 � (a0 � a1 + a)ea=�

�2
+
�
a� a0 + (a+ a0)e

a=�
� �
a� a1 + a1e

a=�
�
= 0

veya a0 + a1 + a = 0 ise, o zaman (1:1) � (1:2) başlangıç değer problemin

x(t)

çözümü, 3�periyotlu bir periyodik çözümdür.

İspat. Burada, sadece (i)’in ispatı verilmektedir; (ii)’nin ispatı benzer şekilde

yapılabilir. (3:1:16) ile verilen x(t) çözümü, Teorem 6.1 gereğince,

c2 = c0 ; c1 = c�1 (6.6)

olduğu sürece 2�periyotlu periydik bir .çözüm olur. (3:1:17)’den t = �1 ve t = 0

ya da eşdeğer olacak (3:1:13)’ten n = �1 ve n = 0 için, sırasıyla,

c1 = �pc0 � qc�1 (6.7)
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ve

c2 =
�
p2 � q

�
c0 + pqc�1 (6.8)

yazılır; burada p ve q değerleri (3:1:15) ile verilmektedir. (6:7) ve (6:8), (6:6)’da

yerlerine yazılırsa,

f
(p2 � q � 1) c0 + pqc�1 = 0

(�p) c0 � (q + 1) c�1 = 0,
(6.9)

sistemi elde edilir. Aşikar olmayan çözüm nedeniyle (6:9)’un katsayılar determi-

nantı sıfır olmalıdır:

� =

������(p
2 � q � 1) pq

�p � (q + 1)

������ = 0:
Buradan (6:5)’teki eşitlikler elde edilir. Böylece (i)’nin ispat tamamlanmı̧s olur.

�

Sonuç 6.2 a = 0 ve a1 6= 0 olsun.

(i) Eğer

a0 � a1 + 2� = 0 veya a0 + a1 = 0

ise, (3:2:1) � (3:2:2) başlangıç değer probleminin x(t) çözümü, 2�periyotlu periy-

odik bir çözümdür.

(ii) Eğer

(a0 � a1 + �)2 + (a0 + 2�) (a1 � �) = 0 veya a0 + a1 = 0

ise, o zaman (3:2:1) � (3:2:2) probleminin x(t) çözümü, 3-periyotlu periyodik bir

çözümdür.

İspat. Bu sonucun ispatı, Sonuç 6.1’in ispatına benzer olarak yapılabileceği için

atlanmaktadır.

Örnek 6.1

D0:25
0 x(t) = x(t) +

e4

1� e4
x([t])� 1

1� e4
x([t� 1]); 0 � t <1 (6.10)

denklemini ve

x(�1) = 1; x(0) = 2 (6.11)
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başlangıç koşullarını ele alalım. Burada � = 0:25; a = 1, a0 =
e4

1� e4
ve a1 =

� 1

1� e4
dır. Sonuç 6.1’in ilk koşulunun sağlandığı açıkça görülür. Dolayısıyla,

(6:10) ’nun x(t) çözümü 2�periyotlu periyodik bir çözümdür.

Gerçekten, (6:10)’nun x(t) çözümü, (3:1:16)’dan

x(t) =
1

1� e4

h�
�e4 + e4(t�[t])

0:25
�
c[t] +

�
1� e4(t�[t])

0:25
�
c[t�1]

i
(6.12)

dir, burada c[t]; (3:1:17)’den

c[t+2] = c[t] (6.13)

fark denklemini sağlar. (6:12)’den

x(t+ 2) =
1

1� e4

h�
�e4 + e4(t�[t])

0:25
�
c[t+2] +

�
1� e4(t�[t])

0:25
�
c[t+1]

i
(6.14)

çıkar. (6:13)’ten, c[t+1] = c[t�1] yazılabilir. Dolayısıyla, (6:14) ile (6:12) eşittir, yani

x(t+ 2) = x(t)

dir. Bu da, x(t) çözümünün 2�periyotlu periyodik olması demektir (Şekil 6.1).

Şekil 6.1 (6:10)� (6:11)’in çözümünün grafiği

Örnek 6.2

D0.25
0 x (t) = x (t) +

1 + e4

1� e4
x ([t]) +

1

1� e4
x ([t� 1]) (6.15)

x(�1) = �1; x(0) = 1: (6.16)
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Şekil 6.2 (6:15)� (6:16) probleminin x(t) çözümünün grafiği

başlangıç değer problemini ele alalım, burada � = 0:25; a = 1; a0 =
1+e4

1�e4 ve

a1 =
1

1�e4 ’dür. Sonuç 6.1’deki 2. koşul sağlandığından, (6:15) � (6:16) problemi

3�periyotlu bir periyodik çözüme sahiptir (Şekil 6.2).

Örnek 6.3

D0.8
0 x (t) = �0:8x ([t]) + 0:8x ([t� 1]) ; (6.17)

x(�1) = �1; x(0) = 2 (6.18)

başlangıç değer problemi için Sonuç 6.2 (i ) sağlanmaktadır. O halde x(t) çözümü

2�periyotludur. Gerçekten (6:17)� (6:18)’in çözümü, (3:2:8)’den

x(t) =
�
1� (t� [t])0:8

�
c[t] + (t� [t])0:8 c[t�1]; t 2 f�1g [ [0;1);

dir; burada c[t] ,

c[t+2] � c[t] = 0

fark denkleminin c�1 = x(�1) ve c0 = x(0) başlangıç koşullarını sağlayan çözümüdür.

Bu çözüm için

x(t+ 2) = x(t)

olduğu görülebilir (Şekil 6.3).

Örnek 6.4

D0.8
0 x (t) = �1:6x ([t])� 0:8x ([t� 1]) ; (6.19)
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Şekil 6.3 (6:17)� (6:18)’in x(t) çözümü: 2-periyotlu

denklemi ve

x(�1) = 0; x(0) = 1 (6.20)

başlangıç değer problemi için Sonuç 6.2 (ii) sağlanmaktadır. Dolayısıyla verilen

problemin x(t) çözümü, 3�periyotlu periyodik çözümdür (Şekil 6.4).

Şekil 6.4 (6:19)’un x(t) çözümü: 3-periyotlu
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7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalı̧smasında uyumlu kesirli türev içeren parçalı sabit argümentli k2diferensiyel

denklemlerin a 6= 0 ve a = 0 durumlarında çözümlerinin varlık ve tekliği araştırılmı̧stır.

Çözümlerin varlık ve tekliği gösterilirken adımlar yöntemi izlenmi̧s ve sonucunda

denklem bir fark denklemine indirgenmi̧stir. Daha sonra bu çözümlerin asimptotik

kararlı olması için gerek ve yeter koşullar elde edilmi̧stir. Ayrıca, çözümlerin hangi

koşullar altında salınımlı olacağı ve periyodik çözümlerin varlığı araştırılmı̧stır.

Bu sonuçların bulunmasında fark denklemlerinin özellikleri kullanılmı̧s ve elde

edilen fark denklemlerinin çözümlerinin uyumlu kesirli türev içeren parçalı sürekli

sabit argümentli diferensiyel denklemlerin çözümleri ile ili̧skili olmasından yarar-

lanılmı̧stır. Çalı̧smada sunulan nümerik örnekler ve çizilen grafikler, teorik analiz-

leri desteklemi̧s ve yöntemlerin uygulanabilirliğini göstermi̧stir.

Uyumlu kesirli türevlerin, diğer kesirli türevlere (Riemann, Caputo vb.) kıyasla

birçok avantajı bulunmaktadır. Diğer kesirli türevlerde bahsedilemeyen birçok

özellik uyumlu kesirli türevde verilebilir. Son yıllarda geli̧sen uyumlu kesirli türev

içeren diferensiyel denklemler kavramına katkıda bulunan bu çalı̧sma ileride yapıla-

cak çalı̧smalara da bir kaynak niteliği taşımaktadır. Elde edilen sonuçlar, özellikle

mühendislik, biyoloji ve finans gibi kesirli modellerin sıklıkla kullanıldığı disiplin-

lerde uygulama potansiyeli taşımaktadır. Bu çalı̧sma, parçalı sabit argümentli

diferensiyel denklemler üzerinde uyumlu kesirli türev kullanılarak gerçekleştirilen

ilk sistematik analizlerden biri olup, ilgili alandaki eksikliği doldurmayı amaçla-

maktadır. Bu çalı̧smada yer alan denklemlerin geli̧stirilerek yeni çalı̧smalara konu

olabileceği beklenmektedir.
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