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OZET

CIZGELERIN OYUN KROMATIK SAYILARI

Dilara TURKAY
Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisti, Ocak, 2025

Danigman: Prof. Dr. Emrah AKYAR

Bir G cizgesinin oyun kromatik sayis, ilk olarak Bodlaender tarafindan iki kisilik bir
boyama oyunu yardimiyla tamimlanmistir. G sonlu bir ¢izge ve X bir renkler kiimesi
olsun. Genellikle Alice ve Bob olarak adlandirilan iki oyuncu, ilk olarak Alice baglamak
tizere sirayla X kiimesinden sectikleri renklerle, komsu kose noktalar farkli renklerde
olacak sekilde cizgenin kdse noktalarini boyarlar. Eger cizgenin tiim kdse noktalar1 bu
sekilde boyanabilirse oyunu Alice kazanir. Ancak, oyunun herhangi bir asamasinda X
kiimesinden secilen renklerle boyanan noktalara komsu ve boyanmamis bir nokta
kalirsa, oyunu Bob kazanir. Bir G ¢izgesinin oyun kromatik sayis1 x,(G), oyuncular
optimal stratejileri ile oynadiklarinda Alice’in her zaman kazanabildigi bir stratejisinin
oldugu X kiimesindeki minimum renk sayisi olarak tanimlanir.

Bu calismada, cesitli ¢izge ailelerinde ve belirli ¢izgelerin Kartezyen carpimlarinda
oyun kromatik sayilari incelenmis, mevcut arastirmalardan elde edilen sonuglar

derlenerek sunulmustur.

Anahtar Sozciikler: Cizge, Oyun kromatik sayisi, Kromatik renk sayisi
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ABSTRACT

GAME CHROMATIC NUMBER OF GRAPHS

Dilara TURKAY
Department of Mathematics

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, January, 2025

Supervisor : Prof. Dr. Emrah AKYAR

The game chromatic number of a graph G was first defined by Bodlaender using a
two-player coloring game. Let G be a finite graph and X a set of colors. Two players,
commonly referred to as Alice and Bob, take turns coloring the vertices of the graph
using colors from X, with Alice starting first. The goal is to ensure that adjacent vertices
are colored differently. If all vertices of the graph can be colored in this way, Alice wins
the game. However, if at any point an uncolored vertex remains that is adjacent to vertices
already colored with all colors in X, Bob wins the game. The game chromatic number of
a graph G, denoted by x,(G), is defined as the minimum number of colors in X such that
Alice can always win with an optimal strategy.

In this study, the game chromatic numbers of various graph families and Cartesian
products of specific graphs are investigated, and results obtained from existing research

are compiled and presented.

Keywords: Graph, Game chromatic number, Chromatic number
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir calisma oldugunu; calismanin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim agsamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler icin kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu calismanin Eskisehir
Teknik Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit programi”yla tarandigini
ve higbir gsekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda,
calismamla ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya

cikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuclara raz1 oldugumu bildiririm.
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1. GIRIS ve TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Giris

Bir G = (V,E) cizgesinin oyun kromatik sayis1 (game chromatic number), ilk olarak
Bodlaender tarafindan tanimlanan iki kisilik bir boyama oyunu yardimiyla a¢iklanmistir.
G sonlu bir cizge ve X bir renkler kiimesi olsun. Genellikle Alice ve Bob olarak
adlandirilan iki oyuncu, ilk olarak Alice baglamak iizere sirayla X kiimesinden segtikleri
renklerle, komsu kose noktalar farkli renklerde olacak sekilde ¢izgenin kdse noktalarini
boyarlar. Eger cizgenin tiim kOse noktalar1 bu sekilde boyanabilirse oyunu Alice kazanir.
Ancak, oyunun herhangi bir asamasinda X kiimesindeki renklerle boyanan noktalara
komsu, boyanmamig bir nokta kalirsa oyunu Bob kazanir.

Oyuncular optimal stratejilerle oynadiklarinda oyunun kazanam elbette G ¢izgesinin
yapisina ve X kiimesindeki renk sayisina baghdir. Eger |X| = |V| ise Alice’in her zaman
oyunu kazanmasini saglayacak bir stratejiye sahip oldugu agiktir. Diger taraftan, eger X
kiimesindeki renkler yetersizse, 6rnegin |X| < x(G), burada x(G) G c¢izgesinin kromatik
say1sin1 gostermek iizere, Bob’un her zaman oyunu kazandiracak bir stratejisi vardir. Bir
G cizgesinin oyun kromatik sayis1 x¢(G), Alice’in her zaman kazanabildigi bir stratejiye
sahip oldugu X kiimesindeki minimum renk sayisi olarak tanimlanir. Bu durumda,
herhangi bir G ¢izgesinin oyun kromatik sayisi, alttan ¢izgenin kromatik sayist x(G) ile
iistten ise A(G) ¢izgenin en biiyiik dereceye sahip kdse noktasinin derecesi olmak iizere
A(G) + 1 ile sinirlidur.

Literatiirde, cizgelerin oyun kromatik sayilart ile ilgili cok sayida c¢alisma
bulunmaktadir. Bu calismalarin ¢ogu, 6zellikle ilk oyuncunun (genellikle Alice), ¢esitli
cizge aileleri ve cizgelerin Kartezyen c¢arpimlart ilizerinde kazanmak icin ihtiyag
duydugu minimum renk sayisini belirlemeye odaklanmustir.

Bodlaender, sonlu cizgelerde boyama oyunlarin1 incelemek amaciyla bu kavrami
tanitmig ve farkli ¢izge smiflart i¢in smirlarin belirlenmesine olanak saglayan bircok
calismaya onciiliik etmistir [7]. Ornegin, diizlemsel ¢izgelerin oyun kromatik sayilarinin
8 ile 17 arasinda oldugu, dig diizlemsel cizgelerin ise 6 ile 7 arasinda yer aldigi
gosterilmigtir [15, 17, 29]. Arastirmacilar ayrica agaclar, yollar, dongiiler ve tam ¢izgeler
gibi belirli ¢izge tiirleri ile bu tiirlerin Kartezyen carpimlart iizerinde de kapsaml
calismalar yapmustir.

Bartnicki ve digerleri tarafindan elde edilen 6nemli bir sonug, belirli ¢izgelerin
(6rnegin, iki kiimeli tam c¢izgeler) Kartezyen carpimlarinin oyun kromatik sayisinin
siirsiz oldugunu gostermistir. Bu bulgu, carpim ¢izgenin oyun kromatik sayisinin

carpan ¢izgelerin oyun kromatik sayilarina bagh olmadiginmi ortaya koyarak bu konuda



onemli i¢goriiler sunmaktadir [6, 20, 25]. Diger calismalar, tirtil aZaclar ve ormanlar gibi
0zel agac yapilart iizerine odaklanarak, kose noktalarinin maksimum derecesi gibi
ozelliklerin oyun kromatik say1 iizerindeki etkilerini incelemistir [12, 13]. Daha yakin
zamanda yapilan arastirmalar ise, oyun kromatik sayis1 gibi ¢izge invaryantlarinin,
karmasik cizge aileleri icin oyun renk sayisi ile nasil iliskilendirildigini ele almistir
[18, 23, 29].

Dort bolimden olugsan bu calismanin ilk bdoliimiinde, c¢izgelerin oyun kromatik
sayisina kisa bir giris yapilmis ve sonraki bolimler icin gerekli temel tanimlar,
gosterimler ve ¢izge kuraminin 6nemli sonuclarina yer verilmistir. Calismanin ikinci
boliimiinde, tam c¢izgeler, patika ¢izgeler, dongii ¢izgeler, tekerlek ¢izgeler, iki kiimeli
tam cizgeler, diizlemsel ve dig diizlemsel cizgeler, agaclar gibi temel ¢izge ailelerinin
kromatik sayilar1 ve oyun kromatik sayilari incelenmistir. Ayrica, oyun renk sayisi
tanimlanarak, oyun renk sayisi ile oyun kromatik sayisi arasindaki iliskiler sunulmustur.
Uciincii boliimde, belirli cizgelerin Kartezyen carpimu ile elde edilen gizgelerin oyun
kromatik sayilar1 ele alinmistir. Son bolimde ise, Sierpinski cizgelerinin bazi 6zel
durumlar i¢in oyun kromatik sayilar1 hesaplanmistir. Ek olarak, Sierpinski ¢izgelerinin

tanimlandig1 bir Maple prosediirii de ekler boliimiinde sunulmustur.

1.2. Temel Kavramlar

Bu boliimde, sonraki boliimlerde ihtiya¢ duyulacak temel kavramlar ve gosterimler
tanitilmaktadir. Cizge kuramina iligkin daha detayl bilgi edinmek isteyenler, [3, 26, 27]

kaynaklarina bagvurabilirler.

Tamm 1.1. Bir G cizgesi, elemanlart kose noktasi olarak adlandirilan, bogs kiimeden
farkl, sonlu bir V kiimesiyle, elemanlari kenar olarak adlandirilan ve V kiimesinin iki
elemanlt alt kiimelerinden olusan bir E kiimesi yardimiyla tamimlanir. Bu durumda G
cizgesi G = (V,E) seklinde ifade edilir.

Cizgeler, kose noktalar: diizlemde birer nokta, kenarlari ise bu noktalar arasina cizilen

cizgilerden olusan diyagramlar yardimiyla da temsil edilebilir.

Tammm 1.2. Bir G cizgesinde, u ve v kose noktalart arasinda bir kenar varsa, u ve v
kose noktalarina komsu kose noktalart denir. Bir u kose noktasina komsu olan tiim koge
noktalarina kisaca u kose noktasinin komsular: denir. Benzer sekilde, iki kenar ortak bir

kose noktasini paylastyorsa bu kenarlara bitisik kenarlar denir.

Tammm 1.3. Bir G cizgesinde bir v kose noktasumin derecesi, v kose noktasindan ¢ikan
kenar sayisina denir ve deg(v) ile gosterilir. Diger bir deyisle, v kiose noktasimin derecesi,

v kose noktasinin komsularinin sayisidir.



Bir G c¢izgesinin maksimum derecesi, ¢izgedeki tiim kose noktalarinin dereceleri

arasindan en biiyiik olanidir ve A(G) ile gosterilir.

A

Sekil 1.1. Maksimum derecesi 4 olan bir ¢izge 6rnegi

Ornegin, Sekil 1.1 ile maksimum derece A(G) = 4 olan bir ¢izge verilmistir.

Teorem 1.4 (El Sikisma Teoremi). G = (V, E) bir basit ¢izge olsun. O zaman,
Z deg(v) =2|E(G)|
veV

esitligi saglanir.

Tannm 1.5. Bir G = (V,E) cizgesinde vo,vi,va,...,vix € V olmak iizere,
VoV1,V1V2,...,Vk_1Vk Seklinde ardisik kenarlarin bitisik ya da o6zdes olacak bicimdeki
sonlu dizisine, vo ve vy kose noktalarimi birlestiren bir yolculuk denir. vy ve vy kogse

noktalarini birlestiren yolculuk,
Vo —> V1 — s = V-1 — Vk
seklinde de gosterilir. Bir yolculuktaki kenar sayisina ise o yolculugun uzunlugu denir.

Tanmmm 1.6. G cizgesindeki bir yolculugun tiim kenarlar: farkli ise, bu yolculuga bir tur

denir. Eger turun tiim koge noktalart da farkliysa, o zaman bu tura bir yol denir.

Tamm 1.7. Herhangi iki kose noktast arasinda bir yol bulunan cizgelere, baglantili ya

da tek parca cizge denir.

Ornegin, Sekil 1.2 ile verilen soldaki ¢izge baglantili bir ¢izge iken sagdaki cizgede
a ve b kose noktalarini birlestiren bir yol bulunmadigindan sagdaki c¢izge baglantili bir

cizge degildir.

Tammm 1.8. Bir G cizgesinin tiim kose noktalari, komsu kose noktalart farkly renklerde
olacak sekilde k farkli renk kullanilarak boyanabiliyorsa, G cizgesine k-renk boyanabilir
denir. Eger G c¢izgesi k-renk boyanabilir fakat (k — 1)-renk boyanabilir degilse, G
cizgesinin kromatik sayist k’dwr denir ve bu durum X (G) = k seklinde gosterilir. Kisaca,
kromatik sayi, cizgenin tiim kose noktalarimin, komsu iki kose noktasinin ayni renge

sahip olmayacak sekilde en az renk kullanilarak boyanmast icin gereken renk sayisidur.
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Sekil 1.2. Baglantili ve baglantisiz ¢izgeler

TS

Sekil 1.3. Kromatik sayisi 4 olan bir ¢izge

Tanim 1.8 yardimiyla agagidaki ifadeler sdylenebilir:
i. x(G) =1 olmast i¢in gerekli ve yeter kosul, G ¢izgesinin hi¢ kenarinin olmamasidir.

ii. x(G) =2 olmast i¢in gerekli ve yeter kosul, G ¢izgesinin en az bir kenari olan iki

kiimeli bir ¢izge olmasidir.
iii. x(G) < |V| olur.

Teorem 1.9 ([3]). Bir G cizgesinin tiim kise noktalarimin derecelerinin en biiyiigii A(G)
ise, G cizgesi (A(G) + 1)-renk ile boyanabilir.

Kanit. Kanit, ¢izgenin kose noktalarinin sayisi n iizerinden tiimevarim yontemi ile
yapilabilir. Eger n = 1 ise, A(G) = 0 olur ve teoremin dogrulugu aciktir. Kabul edelim
ki, kose noktalarinin sayist n’den daha az olan ¢izgeler i¢in teoremin ifadesi dogrudur.
Bu durumda, kdse noktalarinin sayisi n olan bir ¢izge verildiginde, bu ¢izgenin herhangi
bir kose noktasi se¢ilip, bu nokta ve bu noktanin bagli oldugu kenarlar silinirse, n — 1
kose noktali yeni bir cizge elde edilir. Elde edilen yeni cizgenin kodse noktalarinin
derecelerinin en biiyiigii en fazla A(G) olabilir. Varsayimdan dolayi, bu n — 1 koge
noktali ¢izge, komsu kose noktalart farkli renklerde olacak sekilde (A(G) + 1)-renk ile
boyanabilir. Simdi, baslangicta silinen kose noktasi tekrar cizgeye eklenir ve
komsularindan farkli bir renkte boyanirsa (silinen kose noktasinin en fazla A(G)
komsusu vardir), baslangigta verilen n kose noktali cizge de (A(G) + 1)-renk ile

boyanmis olur. O halde, timevarim yontemi gere8i kanit tamamlanmais olur. [l



Asagidaki onemli sonug, sadece n > 3 i¢in K,, tam cizge ve n tek say1 iken C,, dongii
cizgenin kromatik sayisinin Teorem 1.9 ile verilen A+ 1 iist sinirina esit oldugunu ifade

etmektedir.

Teorem 1.10 (Brooks, 1941). Tam cizgeden ve kose noktalarinin say:isi tek olan bir dongii

cizgeden farkli, baglantili bir G cizgesi icin

x(G) <A(G)

olur.

Bir G ¢izgesinin oyun kromatik sayist, ilk olarak birbirinden bagimsiz olarak Brams
ve Bodlaender tarafindan tanimlanmustir ([7, 14]). Bir G ¢izgesinin oyun kromatik sayisi,
iki kisilik sonlu bir oyun yardimiyla tanimlanir. G basit bir ¢izge ve X renkler kiimesi
olsun. Alice ve Bob adlarinda iki oyuncumuz olsun. Boyama islemine ilk olarak Alice
baglasin ve ¢izgenin boyanmamis kose noktalari, komsu noktalar farkli renklerde olacak
sekilde X kiimesinden sectikleri keyfi renklerle boyasinlar. Eger cizgenin tiim kose
noktalart bu sekilde boyanabiliyorsa, oyunu Alice kazanir. Aksi halde, oyunun herhangi
bir asamasinda bu sekilde boyanamayan bir kdse noktasi kaliyorsa, oyunu Bob kazanir.
Buradan, [X| > |V(G)| ise Alice her zaman oyunu kazanabilir. Ancak, x(G) < |V(G)|

ise her zaman oyunu Bob kazanir.

Tamm 1.11. Yukarida anlatilan oyunda, Alice’in her zaman kazanabilecegi bir stratejinin
var oldugu X kiimesinin en az sayidaki eleman sayisina, G ¢izgesinin oyun kromatik sayisi

(game chromatic number) denir ve bu sayt x4(G) ile gosterilir.

Tanmim 1.8 yardimiyla, agsagidaki esitsizlik elde edilir:
X(G) < x.(G) <A(G) +1 (1.1)

Keyfi bir G ¢izgesinin oyun kromatik sayisini tam olarak hesaplamak oldukc¢a zordur.
Ne yazik ki, yalnizca smirli sayidaki ¢izge sinifinin oyun kromatik sayisi tam olarak
bilinmektedir. Ayrica, bir cizgenin oyun kromatik sayisim1i hesaplamanin hesaplama
karmagikliginin PSPACE-tam oldugu kamtlanmistir [9]. Bu, kabaca ifade etmek
gerekirse, bu tiir hesaplamalar i¢in kullanilan algoritmalarin oldukca karmagik ve zaman
alic1 oldugu anlamina gelmektedir.

Asagidaki teorem ile Y, (G) — x(G) icin genel bir iist sinir verilmektedir.

Teorem 1.12 ([19]). n > 2 olmak iizere n kose noktali bir G ¢izgesi icin,

n

%(6)—=2(6) < | 5| -1

olur. n ¢ift oldugunda ise esitlik durumunun saglandigi soylenebilir.



Bir G = (V,E) ¢izgesinde, oyunun herhangi bir asamasinda ¢izgenin bazi koge
noktalari boyanmis olsun. Boyanmamis kose noktalart U ile gosterilsin. L(v), v kidse
noktasimin (komgularindan farkli renkte) boyanabilecegi tiim renklerin kiimesi olsun.
Ayrica, bir S C V igin ds(u,v), S kilmesinin indirgedigi alt ¢izgede u ve v kose noktalari
arasindaki uzaklig1 gostersin.

Eger bir v kose noktasi sadece i. renk ile boyanabiliyorsa ve komsularindan birisinin

de i. renk ile boyanmas1 miimkiinse, v kose noktasina “renk-i i¢in kritik” denir. Yani:

i. L(v) ={i},
ii. v kose noktasinin i € L(u) olacak sekilde bir u komsusu vardir.

Bu kosullar saglaniyorsa, v kose noktas1 “renk-i i¢in kritik” olur.
A(v;i) ile v kdse noktasinin i. renk ile boyanmast miimkiin olan tiim komsularinin

kiimesi gosterilsin. Yani:
Avsi)={u|uve€E,i€ L(u)}.

Eger bir v kose noktasi renk-i i¢in kritikse ve sira Bob’daysa, Bob bir u € A(v;i) kose
noktasini i. renk ile boyar ve v kdse noktasinin boyanabilecegi bir renk kalmadig1 i¢in
Bob oyunu kazanir. Eger sira Alice’de ise, Alice v kose noktasini savunmak zorundadir
(aksi halde Bob yukarida anlatilan strateji ile oyunu kazanir). Alice’in v kdse noktasini
savunmast ve renk-i icin kritikligini kaldirmasi i¢in asagidaki stratejilerden birini

uygulamasi gerekir:
* v kise noktasini i. renk ile boyar.

* A(v;i) kiimesindeki tiim kose noktalariyla komsu olan ve i € L(u) olacak sekilde

bir u kdse noktasini i. renk ile boyar.

* Eger |A(v;i)| = 1 ve 6rnegin A(v;i) = {u} ise ve L(u) — {i} # 0 ise, Alice u kose

noktasinit L(u) — {i} kiimesinden bir renk ile boyar.

Acikca goriilebilir ki, Alice yukarida belirtildigi sekilde v kose noktasim
savunduktan sonra, v artik renk-i i¢in kritik olmayacaktir. Ancak, v’yi savunmanin baska
bir yolu yoktur. Bu nedenle, Alice ii¢ alternatiften birini segmek zorundadir.

Bob’un stratejisinin arkasindaki temel fikir, aym anda iki kritik kose noktasi
olusturarak Alice’in tek bir hamlede her iki noktay1 birden savunmasini engellemektir;
boylece Bob oyunu kazanir. Asagidaki onerme, iki kritik kose noktasinin bulundugu ve
Alice’in bu kose noktalarinin her ikisini aym1 anda savunamayacagi bazi durumlari

listelemektedir.



Onerme 1.13 ([21]). Sira Alice’de iken x, renk-i icin kritik ve y, renk-j icin kritik olsun.:
o Egeri+# jvedy(x,y) > 4 ise, Bob oyunu kazanur.
e Egeri= jvedy(x,y) >5veyady(x,y) =1 ise, Bob oyunu kazanir.

* Ayrica, i = j ve dy(x,y) = 3 oldugunu ve (x,v{,v,,y) nin U’da bir yol oldugunu
varsayalun; burada i € L(vy) NL(v;). Eger U’da hem v\ hem de v, ile komsu olan

ve i € L(z) kosulunu saglayan bir 7 kose noktast yoksa, Bob oyunu kazanur.



2. OZEL CIZGE SINIFLARININ OYUN KROMATIK
SAYILARI

Bu boliimde, patika cizgeler, dongii cizgeler ve tekerlek cizgeler gibi temel cizge
ailelerinin kromatik sayilar1 ve oyun kromatik sayilari ele alinmaktadir.

2.1. Tam Cizgeler

Tanim 2.1. Bir G ¢izgesinde, her kose diger tiim koselerle bir kenar araciligiyla bagliysa

bu cizgeye tam ¢izge denir. n tane kose noktasina sahip bir tam ¢izge K, ile gosterilir.

Ornegin, Sekil 2.4 ile 5 kose noktali bir tam cizge 6rnegi verilmektedir.

S e
e

Sekil 2.4. K5 tam ¢izge

n kose noktasina sahip bir tam ¢izgenin tanimi geregi, kromatik sayist y (K,) = n’dir.
Bunun nedeni, tiim kdse noktalarinin birbirleriyle komsu olmasi ve her bir kose noktasinin
farkl1 bir renkle boyanmasinin gerekmesidir. Dolayisiyla, boyama islemi i¢in kdse noktasi
say1s1 kadar renge ihtiya¢ duyulur.

Benzer sekilde, tanim gereg8i n kdse noktasina sahip bir tam cizge i¢in oyun kromatik

sayisinin da ¥, (K,) = n oldugunu soyleyebiliriz.

2.2. Patika Cizgeler

Tamim 2.2. Sadece iki kose noktasinin derecesi 1 olan ve eger varsa, diger tiim kose
noktalarimin derecesi 2 oldugu baglantili ¢izgeye patika ¢izge denir ve P, ile gosterilir.
Actktir ki, |V (P,)| =nve |E(P,)| =n—1 olur.

Ornegin, Sekil 2.5 ile Py patika cizgesi gosterilmektedir.

Teorem 2.3. Eger G cizgesi en az iki kogeli bir patika ¢izge ise, kromatik sayisi 2 olur.
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Sekil 2.5. Py patika cizge

Kanit. G, bir patika ¢izge olsun. G ¢izgesinin keyfi bir kdse noktasi 1. renk ile boyansin.
Bu noktaya cift birim uzaklikta olan kose noktalar1 1. renk ile, tek birim uzaklikta olan

kose noktalari ise 2. renk ile boyanir. Dolayisiyla, (G) = 2 olur. [
Teorem 2.4. x,(P1) =1, xg(P2) = x¢(P3) =2 ven >4 icin x,(P,) =3 olur.

Kamit. G = Py olsun. G ¢izgesinde yer alan tek bir kdse noktasini birinci oyuncu, keyfi
bir renk ile boyasin. Bu durumda, x¢(P;) = 1 olur.

G = P, olsun. G c¢izgesindeki iki komsu kdse noktasini birinci oyuncu birinci renk ile,
ikinci oyuncu ise ikinci renk ile boyar. Boylece, x,(P>) = 2 olur.

G = P3 olsun. Birinci oyuncunun kazanmasi i¢in, ilk hamlesinde ortadaki kogse
noktasini boyamasi gerekir. Ardindan, ikinci oyuncu kalan iki noktadan birini ikinci renk
ile boyarsa, birinci oyuncu ikinci hamlesinde kalan noktayr aymi renk ile boyar.
Dolayisiyla, x,(P5) = 2 olur.

n >4 igin, x,(P,) = 3 oldugunu gosterelim.

Birinci oyuncu, ilk hamlesinde keyfi bir kose noktasin1 boyasin. Ikinci oyuncu buna
kargilik, boyanan bu kose noktasindan 2 birim uzakliktaki bir kdse noktasini (n > 4
oldugundan bdyle bir kdse noktast her zaman vardir) farkli bir renk ile boyarsa, boyanan
bu iki kose noktasi arasindaki kose noktalari i¢in {igiincii bir renge ihtiya¢ duyulur.

G cizgesinin kose noktalarinin derecelerinin en biiyiigii 2 oldugundan, oyun kromatik

say1s1 3’ten fazla olamaz. Sonug olarak, n > 4 oldugunda, X, (P,) = 3 olmalidir. [l

2.3. Iki Kiimeli Cizgeler

Tanim 2.5. Bir cizgenin tiim kose noktalari, ayni kiimenin herhangi iki kose noktasi
arasinda bir kenar olmayacak sekilde, A ve B gibi ayrik iki kiimeye ayrilabiliyorsa, bu

cizgeye iki kiimeli ¢cizge denir ve G = (A, B, E) seklinde gosterilir.

Ornegin, Sekil 2.6 ile iki kiimeli bir cizge 6rnegi verilmektedir.
Bir cizgenin iki kiimeli ¢izge olup olmadiginit belirlemek i¢in, cizgenin kose
noktalarin1 yukaridaki tanimda verildigi gibi A ve B kiimelerine ayirmaya calismak

yerine, asagidaki sonucu kullanmak ¢ok daha kullanighdir.

Onerme 2.6. Bir G cizgesinin iki kiimeli bir ¢cizge olmast icin gerek ve yeter kosul, G

cizgesinin uzunlugu tek sayi olan bir dongii icermemesidir.



Kamit. G ¢izgesi G = (A, B, E) seklinde iki kiimeli bir ¢izge olsun. Tersine, kabul edelim
ki, G ¢izgesinde uzunlugu tek say1 olan bir C dongiisii var olsun. C dongiisii genelligi

bozmaksizin, vi € A olmak iizere,
V1V2,V2V3,V3Vy4, ..., Vi1V, ViV1

seklinde kenarlardan olugsun.

Bu durumda, iki kiimeli ¢izge tanimindan, i tek ise v; € A, i ¢ift ise v; € B olmalidir. C
dongiisiiniin uzunlugu tek oldugundan, k tek sayidir ve dolayisiyla vy € A olur. Ancak, A
kiimesindeki v; ile vx kose noktalar1 arasinda bir kenarin bulunmasi, ¢izgenin iki kiimeli
cizge olmasiyla celisir. O halde, iki kiimeli G ¢izgesinde uzunlugu tek say1 olan bir dongii
olamaz.

Tersine, G = (V,E) ¢izgesinde uzunlugu tek say1 olan bir dongii bulunmasin. G
cizgesinin u,v € V kose noktalar1 arasindaki en kisa yolun uzunlugu d(u,v) ile
gosterilsin ve

A={u}U{veV|d(u,v) cift say1},

B =V — A kiimeleri tanimlansin.
A kiimesinin tanimindan ve c¢izgede wuzunlugu tek sayr olan bir dongii
bulunmadigindan, keyfi olarak u,v € A i¢in u ile v noktalarin1 birlestiren bir kenar

yoktur. Benzer olarak, «’,v € B icin «’ ile v/ noktalarim birlestiren bir kenar da yoktur. O

halde, G = (A, B, E) ¢izgesi iki kiimeli bir ¢izge olur. [l
A B
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Sekil 2.6. iki kiimeli bir ¢izge drnegi

Tamm 2.7. [ki kiimeli cizgeyi olusturan A ve B kiimelerindeki tiim kose noktalar
birbirleriyle komgu oluyor ise, G = (A,B,E) iki kiimeli cizgesine iki kiimeli tam ¢izge
denir. Eger A kiimesindeki kose noktalarimin sayisit |, B kiimesindeki kose noktalarinin

sayist r ise, bu iki kiimeli tam ¢izge K , seklinde gosterilir.
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Sekil 2.7. K 4 Iki kiimeli tam ¢izge

Sekil 2.7 ile K> 4 iki kiimeli tam ¢izgesi verilmektedir.

Teorem 2.8. A, B # 0 olmak iizere, G = (A,B,E) iki kiimeli cizgesinin kromatik sayist 2

olur.

Kamt. Iki kiimeli cizge tammm geredi, A kiimesi ve B kiimesi kendi icinde komsu
noktalara sahip olamaz. Dolayisiyla, A kiimesindeki kose noktalarinin tamami keyfi bir
renk ile, B kiimesindeki kose noktalarinin tamamu ise ikinci bir renk ile boyanir. O halde,

G iki kiimeli ¢izgesinin kromatik sayis1 2 olur. [l

Asagidaki sonug, Teorem 2.8 ile verilen kosulun ayni zamanda bir yeter kosul

oldugunu ifade etmektedir.

Onerme 2.9. Bir G cizgesinin iki kiimeli bir ¢izge olmast icin gerek ve yeter kosul, G

cizgesinin kromatik sayisinin 2 olmasudur.

Kanit. Teorem 2.8 yardimiyla, iki kiimeli ¢izgelerin kromatik sayisinin 2 oldugu
sonucuna ulagilir. Tersine, G ¢izgesinin kromatik sayis1 2 olsun. O halde, komsu koseler
farkli renkte olacak sekilde, iki renk ile bu ¢izgenin koseleri boyanabilir. Bu durumda,
cizgedeki her kose noktasi, ayni kiimenin herhangi iki kdse noktasi arasinda kenar
olmayacak sekilde iki ayrik kiimeye ayrilabilir. Dolayisiyla, G cizgesi iki kiimeli ¢izge
olur. ]

Teorem 2.10. G = (A,B,E), |A| =1 ve |B| = r olmak iizere, G iki kiimeli tam bir ¢izge

olsun. Eger | ya da r 1’e egit ise, G ¢izgesinin oyun kromatik sayisi 2 olur.

Kamit. G iki kiimeli tam bir ¢izge ve |A| =1 =1, |B| = r > 1 olsun. G ¢izgesinin oyun
kromatik sayismin 2 oldugunu gosterelim. Iki oyuncu ve iki rengin bulundugu oyunda:
Birinci oyuncu, A kiimesinde bulunan tek kdse noktasini birinci renk ile boyasin. Ikinci
oyuncu, B kiimesinde bulunan diger tiim kose noktalarimi ikinci renk ile boyayabilir.
Ciinkii G iki kiimeli tam bir ¢izge ve B kiimesindeki kdse noktalar: kendi aralarinda

komsu degillerdir. Dolayisiyla G ¢izgesinin oyun kromatik sayis1 2 olur. [l
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Yukaridaki teoremde sozii edilen K, iki kiimeli tam ¢izge, yildiz ¢izge olarak da

adlandirilmaktadir.

Teorem 2.11. G = (A,B,E),

olsun. Eger l,r > 2 ise, G ¢izgesinin oyun kromatik sayisi 3 olur.

A| =1 ve |B| = r olmak iizere, G iki kiimeli bir tam ¢izge

Kamit. G iki kiimeli tam bir ¢izge ve [,r > 2 olsun. G cizgesini iki renk ile boyamay1
deneyelim. Birinci oyuncu, A kiimesinde keyfi bir noktay1 birinci renk ile boyasin. Ikinci
oyuncu, A kiimesinde keyfi ikinci bir noktay1 ikinci renk ile boyasin. Bu durumda,
birinci oyuncu tekrar hamle yaptifinda ve B kiimesinde bir kdse noktasini boyamak
istediginde, birinci ve ikinci rengi kullanamaz. Ciinkii, iki kiimeli tam bir ¢izgenin A ve
B kiimesindeki tim kose noktalart birbirleriyle komsudur. Dolayisiyla, birinci
oyuncunun ii¢lincii bir renge ihtiyac1 vardir. O halde ii¢ renk ile ¢izgeyi boyamay1
deneyelim. Birinci oyuncu, A kiimesinde keyfi bir noktay1 birinci renk ile boyasin. Ikinci
oyuncu, A kiimesinde keyfi ikinci bir noktay: ikinci renk ile boyasin. Birinci oyuncu,
ikinci hamlesinde B kiimesinde bir noktayi iigiincii renk ile boyasin. Buradan sonra
oyuncular, B kiimesindeki diger tiim noktalar tigiincii renk ile ve A kiimesindeki diger
tilm noktalar1 birinci veya ikinci renk ile boyar; boylece ikinci oyuncunun dordiincii bir
renge ihtiyaci olacagi bir durum ortaya ¢ikmaz. Sonug olarak, /,r > 2 oldugunda, G iki

kiimeli tam ¢izgesinin oyun kromatik sayisi 3 olur. [l

l,r > 2 i¢in K; , iki kiimeli tam ¢izgenin oyun kromatik sayis1 3 oldugu halde, bu
cizgeden bazi 6zel kenarlarin atilmasiyla elde edilen ¢izgenin oyun kromatik sayisi cok

biiyiik olabilir.

Tanim 2.12. Bir G cizgesinde, herhangi iki kenart bitisik olmayan M kenarlar kiimesine
G cizgesinde bir esleme denir. Eger G cizgesinin her kose noktasi, M kiimesindeki bir

kenarin u¢ noktasi ise, bu durumda M eslemesine miikemmel esleme denir.

Simdi A = {vi,v2,...,v6} ve B = {V|,V},...,vi} olmak iizere, K¢ ¢ iki kiimeli tam
cizgesini ele alalim.

/ / / / / /
M = {vV],vavy,V3V3, V4V, V5Vs, VeV }

kiimesi, bu iki kiimeli c¢izge iizerinde bir mikemmel eslemedir. Buna gore,
G = (V(Kep),E(Kee) — M) seklinde tanimlansin. Yani G ¢izgesi, Ko iki kiimeli tam
cizgesinden M miikemmel eslemesinin ¢ikartilmasiyla elde edilen alt ¢izge olsun. Buna
gore, G ¢izgesi i¢in Y, (G) = 6 olur.

Gercekten de, birinci oyuncu (Alice) boyamaya hangi kdse noktasindan hangi renkle
baglarsa baslasin, Orne8in genelligi bozmaksizin v; kose noktasini birinci renkle

boyayarak baglasin. Bu durumda ikinci oyuncu (Bob) da v/ kose noktasini ayni renk ile
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boyar. Bu durumda G ¢izgesinin hi¢bir kose noktasi artik birinci renkle boyanamaz. Bu
durumda Alice ikinci hamlesinde kalan noktalardan herhangi birisini ikinci renkle
boyamalidir. Yine genelli§i bozmaksizin Alice’in v, kdse noktasini ikinci renk ile
boyadigini kabul edelim. Bob da buna karsihik olarak v}, kdse noktasin ikinci renkle
boyar. Boyle devam edilecek olursa ¢izgenin tiim kose noktalarin1 boyamak icin 6 farkl
renk gereklidir (Bkz. Sekil 2.8).

Bu yontem genellestirilecek olursa, K, , (n > 3) ¢izgesinden bir M miikemmel esleme

cikarilarak elde edilen G alt ¢izgesinin oyun kromatik sayis1 n olur.

Sekil 2.8. Ks ¢ iki kiimeli tam ¢izgesi ve onun bir G alt ¢izgesi

Yukaridaki ornek bir ¢izge ile onun herhangi bir alt ¢izgesinin oyun kromatik sayisi
arasinda belirli bir iligki olmadigin1 gostermektedir. Alt ¢izgenin oyun kromatik sayisi
cizgenin oyun kromatik sayisindan daha biiylik ya da kiiciik olabilecegi gibi ayni da
olabilir.

Yukarida K¢ iki kiimeli tam ¢izgesinden bir miikkemmel eslemenin ¢ikarilmasiyla
elde edilen G ¢izgesi i¢in ¥, (G) = 6 oldugu goriildii. Eger bu G ¢izgesinin herhangi bir v
kose noktasi silinirse kolayca goriilebilir ki x,(G — {v}) = 3 olur. Genelleyecek olursak
K, » 1ki kiimeli tam ¢izgesinden bir miitkemmel eslemenin kenarlari ¢ikarilarak elde edilen
G ¢izgesi icin )¢(G) = n iken, bu ¢izgeden bir v kose noktasi ¢ikarildiginda x, (G —{v}) =
3 olur. Yani bu cizgeden v kdse noktasinin silinmesi ¢izgenin oyun kromatik sayisini
azaltir.

Diger taraftan G cizgesi Sekil 2.9 ile verildigi gibi ise x,(G) = 3 olur. Ancak bu
cizgeden vo kose noktasi ¢ikartilacak olursa, x¢(G — {vo}) = 6 olur. Yani bu sefer v kose
noktasinin silinmesi oyun kromatik sayisini arttirdi.

Bu nedenle bir ¢izgeden bir kose noktasinin silinmesiyle elde edilen alt cizgelerin
oyun kromatik sayilarinin artip azalmasi konusunda bir sey sdylemek miimkiin degildir.

Ayni durum ¢izgeden bir kenarin silinmesiyle elde edilen alt cizgeler icin de gecerlidir.
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Sekil 2.9. K ¢ cizgesine yeni bir kdse noktasimin eklenmesiyle elde edilen G ¢izgesi

2.4. Dongii Cizgeler

Tamim 2.13. Tiim kose noktalarmin derecesi 2 olan baglantili bir ¢izgeye dongii cizge

denir. n kose noktasina sahip bir dongii cizge C, ile gosterilir.

Ornegin, Sekil 2.10 ile Cs ve Cg dongii gizgeleri verilmektedir. Tanimdan, |E(C,)| =
|V(C,)| = n oldugu elde edilir.

Dongii cizgelerin kromatik sayilari iki farkli durum icin incelenir:
* Birincisi, n > 3 ve n ¢ift oldugu durumdaki dongii ¢izgeler.

» Ikincisi, n > 3 ve n tek oldugu durumdaki dongii cizgeler.

{ Aol

—
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Sekil 2.10. Cs ve Cg dongii gizgeler icin x (Cs) = 3 ve x(Cg) = 2 olur

Onerme 2.14. Bir G cizgesi, ¢ift sayida koseye sahip bir dongii ¢izge (Cp, n ¢ift) ise G
cizgesinin kromatik sayist X (G) = 2 olur.
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Kanit. Varsayalim ki G cift sayida koseye sahip bir dongii cizge (C,, n cift) olsun.
Cizgenin kose noktalarmmi vy,vs,...,v, olarak adlandiralim ve bu koseleri iki renkle
boyayabilecegimizi gosterelim.

G cizgesinin kose noktalarmi vi’den baglayarak sirali bir sekilde saat yoniinde
numaralandiralim. Ik kose noktas1 vy birinci renk ile, ikinci kose noktas1 v, ise ikinci

renk ile boyansin. Bu diizeni takip ederek:
e Tek numarali koseler (vq,vs,...) birinci renk ile,
* Cift numaral koseler (v, vy4,...) ikinci renk ile boyanr.

Bu boyama islemi, G ¢izgesinde yan yana gelen tiim koselerin farkli renkte olmasini
saglar. Ayrica, G bir dongii ¢izge oldugundan, v, kosesi v kosesi ile komsusur. Ciinkii n
cift oldugundan v,, ¢ift numarali bir késedir ve v, ikinci renk ile boyanmistir. Dolayisiyla
vy (birinci renk) ile v, (ikinci renk) arasinda bir renk ¢atismasi olusmaz.

Bu durumda, cizgeyi iki renkle boyamak miimkiindiir ve {i¢iincii bir renge gerek

yoktur. Sonug olarak, G ¢izgesinin kromatik sayis1 x(G) = 2 olur. [

Onerme 2.15. G cizgesi tek sayida koseye sahip bir dongii cizge (Cy, n tek) ise G

cizgesinin kromatik sayisit ¥ (G) = 3 olur.

Kanit. Varsayalim ki G cizgesi tek sayida kosesi olan bir dongii cizge olsun. Cizgeyi
boyamak i¢in baslangi¢c kdsesine vy, bitis kosesine ise n tek say1 olmak iizere v, diyelim
ve vi’den v,,’ye kadar siral1 bir sekilde koseleri boyayalim. Bu boyama isleminde {i¢iincii
bir renge ihtiyag¢ olacagini gosterelim.

Dongii ¢izgenin vy ile adlandirilan kosesinden baglayarak saat yoniinde v, ile
adlandirilan koseye kadar keyfi secilen iki renk ile boyama yapalim.

v1 kosesini birinci renk ile, v, kdsesini ikinci renk ile boyayarak ilerledigimizde, tek
numarali kogeler birinci renk, cift numarali koseler ikinci renk ile boyanir. Bu durumda
vu—1 kosesi n — 1 ¢ift olacagindan (¢iinkii #’nin tek oldugunu varsaydik) ikinci renk ile
boyanir. v, ise tek oldugundan birinci renk ile boyanir. Ancak burada baglangi¢ kosesi
vy ve bitis kosesi v, komsu kose noktalaridir. Dolayisiyla bu iki kose farkli renkler ile
boyanmalidir. Ancak her ikisi de birinci renkle boyandigindan iki renk yeterli olmaz. Bu
nedenle v, kOsesinin boyanmasi icin liciincii bir renge ihtiya¢ vardir.

Sonug olarak, tek sayida koseye sahip bir dongii ¢izgenin kromatik sayis1 ¥ (G) = 3

olmalidir.

Teorem 2.16. Eger G bir dingii ¢izge ise, G ¢izgesinin oyun kromatik sayist ,(G) =3

olur.

15



Kanit. Onerme 2.14 ve Onerme 2.15 ile dongii ¢izgelerin kromatik sayisinin 2 veya 3
oldugunu gosterdik. Dongii ¢izgenin tiim kdse noktalarinin derecelerinin de 2 oldugunu
biliyoruz. Buradan, (1.1) numaral: esitsizlik yardimiyla dongii ¢izgesinin oyun kromatik
sayisinin 2 veya 3 olacagi soylenebilir. Burada, n tek oldugunda kromatik sayinin 3 oldugu
belirtilmistir ve bu esitsizlikten 6tiirii n tek oldugunda oyun kromatik sayisinin da 3 olmasi
gerektigi sonucuna varilir.

n ¢ift oldugunda ise; Birinci oyuncu keyfi bir noktay1 birinci renk ile boyasm. Ikinci
oyuncu ise, birinci oyuncunun iki birim uzaginda bir noktay1 ikinci renk ile boyarsa, arada
kalan noktay1 birinci oyuncu ii¢iincii bir renk ile boyamak zorunda kalir. Dolayisiyla, oyun
kromatik sayis1 3 olur.

Sonug olarak, dongii ¢cizgesinin oyun kromatik sayist 3 olacaktir. [l

2.5. Tekerlek Cizgeler

Tanmm 2.17. C,_| dongii cizgesindeki tiim kose noktalarimin, yeni bir kose noktast

(merkez nokta) ile birlestirilmesiyle elde edilen cizgeye tekerlek cizge denir ve W, ile
EW,)|=2(n—1) olur.

Sekil 2.11°te W5 ve Wy tekerlek cizgeleri gosterilmistir.

b

VAVANEN
AVav4 w&/

Sekil 2.11. W; ve Wy Tekerlek ¢izgeler

Tekerlek ¢izgelerin kromatik sayilari, n > 4 durumunda iki farkl sekilde incelenir:
* n cift olan tekerlek cizgeler.
* n tek olan tekerlek cizgeler.

Teorem 2.18. G cizgesi, cift sayida koseye sahip bir tekerlek cizge ise G cizgesinin
kromatik sayist 4’tiir. Yani, x(G) = 4 olur.

Kanit. G ¢izgesi, cift sayida koseye sahip oldugundan n — 1 tek sayidir ve bu ¢izge, C,_

dongii cizgesine bir merkez noktasi eklenerek olusturulmustur.
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Tek sayida koseye sahip bir dongii ¢cizgenin 3 renk ile boyanabilecegi bilinmektedir.
Bu durumda, eklenen merkez noktasini boyamak i¢in dordiincii bir renge ihtiya¢ duyulur;
clinkii merkez noktasi, dongii ¢cizgesindeki tiim kose noktalari ile komsudur. Dolayisiyla,

bu cizgenin kromatik sayisi 4 olur. [

Teorem 2.19. G cizgesi, tek sayida koseye sahip bir tekerlek cizge ise G ¢izgesinin
kromatik sayisi 3 tiir. Yani, x(G) = 3 olur.

Kanit. G ¢izgesi, tek sayida koseye sahip oldugundan n — 1 ¢ift sayidir ve bu ¢izge, C, |
dongii cizgesine bir merkez noktasi eklenerek olusturulmustur.

Cift sayida koseye sahip bir dongii ¢izgenin 2 renk ile boyanabilecegi bilinmektedir.
Bu durumda, eklenen merkez noktasin1 boyamak icin iiciincii bir renge ihtiya¢ duyulur;
clinkii merkez noktasi, dongii ¢cizgesindeki tiim kdse noktalari ile komgudur. Dolayisiyla,

bu cizgenin kromatik sayisi 3 olur. [

Onerme 2.20. n > 4 icin, tekerlek cizge Wy, ’nin oyun kromatik sayis Xe(Wy) su sekilde
belirlenir:

3, n=S5Sveyan=17,

%g(Wn> =

4, diger durumlarda.
Kanit. Birinci oyuncu, ilk hamlesinde tekerlegin merkezindeki kose noktasini boyarsa,
geriye kalan boyanmamis herhangi bir kdse noktasinin (her biri farkli renkte bile olsa) en
fazla 3 boyanmis komsusu olacagindan, 4 renk ile birinci oyuncu her zaman kazanabilir.
Bu nedenle, her n > 4 igin x,(W,) < 4 olur.

Wa, tekerlek c¢izgesinin jantinda tek sayida kose noktast bulunur. Bu durumda,
X(Wa,) = 4 ve herhangi bir G ¢izgesi i¢cin x(G) < x,(G) esitsizligi saglandigindan,
Xe(Wa,) = 4 elde edilir.

Simdi Wy, tekerlek cizgesini ele alalim. Bu durumda janttaki kose noktalariin
sayist gifttir. Y (Wa,41) = 3 oldugundan, x,(W,1) degeri 3 veya 4 olabilir. Eger birinci
oyuncunun 3 renk ile kazanabilecegi bir strateji varsa, xg(Wan1) = 3 olur.

Birinci oyuncunun oyuna baglamasi icin iki secenek bulunmaktadir:

* Birinci oyuncu, jant iizerindeki bir kdse noktasimi boyar. Bu durumda, ikinci
oyuncu janttaki, birinci oyuncunun boyadigi kése noktasindan 2 birim uzakliktaki

kose noktasini ayni renkle boyarsa, 4. renk gerekli olur ve ikinci oyuncu kazanir.

* Birinci oyuncu, tekerlegin merkezindeki kose noktasini boyar. Bu durumda, ikinci
oyuncu ilk hamlesinde jant iizerindeki bir kose noktasimi farkli bir renk ile
boyamak zorundadir. Eger birinci oyuncu 2. hamlesinde jant {izerindeki bagka bir

kose noktasini boyarsa, ikinci oyuncu birinci oyuncunun bu hamlesinden 3 birim
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uzakliktaki bir kose noktasini ayni renkle boyayabilir. Boylece 4. renk gerekli hale
gelir ve ikinci oyuncu kazanir. Ancak, ikinci oyuncunun bu stratejiyi
uygulayabilmesi icin jant iizerinde en az 8 kdse noktas1 olmalidir. Eger janttaki
kose sayist 6 veya 4 ise, birinci oyuncu 2. hamlesinde, ikinci oyuncunun 3 birim
uzaklikta bir kdse boyamasini engelleyecek sekilde bir kdse noktasi secerek oyunu
3 renk ile kazanabilir.
Sonug olarak,
3, n=5veyan=7,

Xg (Wn) =
4, diger durumlarda.

elde edilir. N

Ornegin, W5 ¢izgesi icin birinci oyuncunun 3-renk ile kazanma stratejisi soyle olabilir
(Bkz. Sekil 2.12):

* Birinci oyuncu, ilk hamlesinde birinci renk ile merkezi boyasin.

« Ikinci oyuncu, ilk hamlesinde ikinci renk ile jant iizerindeki bir kose noktasini

boyasin.

* Birinci oyuncu, diger hamlelerinde Bob’un boyadigi kose noktasinin merkeze gore

kargisindaki kose noktasini ikinci oyuncunun kullanmadi1 renk ile boyasin.

Ancak, birinci oyuncu bu strateji ile Wo ¢izgesinde 3-renk ile kazanamaz. ikinci
oyuncu, ikinci hamlesinde, yukarida anlatildig1 gibi, birinci oyuncunun boyadigi son

kose noktasindan 3 birim uzakliktaki noktayr aym renk ile boyarsa, ikinci oyuncu

NVAVAN
ZERVava

Sekil 2.12. W5 ve W5 tekerlek cizgeleri tizerinde 3-renk ile Alice’in kazanma stratejisi

B

A
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Sekil 2.13. W tekerlek ¢izgesi tizerinde 4-renk ile Bob’un kazanma stratejisi

Yildiz cizgeler, tekerlek cizgelere benzer ancak sadece bir kose noktasinin derecesi
birden biiyiik, diger kose noktalarinin derecesi ise 1 olan ¢izgelerdir.

Yildiz ¢izgelerin kromatik sayisi ve oyun kromatik sayist 2 oldugu aciktir.

2.6. Petersen Cizgeler

Cizge kuraminda ele alinan temel cizgelerden biri de Sekil 2.14 ile verilen Petersen
cizgesidir.

P, Petersen cizgesi Cs dongii cizgesini bulundurdugundan, x(P) > 3 olmalidir.
Ayrica, Petersen cizgesi tam bir ¢izge olmayip, uzunlugu tek olan dongii bir ¢izgeden
farkli baglantili bir cizge oldugundan, Teorem 1.10 (Brooks Teoremi) geregi,
x(P) < A(P) = 3 olmalidir. Boylece, Petersen ¢izgesinin kromatik sayist y (P) = 3 olur.

Sekil 2.14. Petersen ¢izge

Onerme 2.21. [24] P, Petersen cizgesi icin x4 (P) = 3 olur.

Kanit. Once 3 renkten daha az renk ile oyunu her zaman Bob’un kazandigin gosterip,

sonrasinda 3-renk ile Alice i¢in bir kazanma stratejisi verelim.
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Alice, ilk hamlesinde hangi kdse noktasini1 boyarsa boyasin, Bob, Alice’in boyadigi
kose noktasina 2 birim uzakliktaki kose noktasim1 boyarsa, boyanan bu iki kose
noktasina da komsu olan kdse noktasi i¢in iigiincii bir renk gerekeceginden, 3 renkten
daha az renk ile oyunu Bob kazamr. Ornegin, genelligi bozmaksizin, Alice ilk
hamlesinde v; kodse noktasimi 1’inci renk ile boyarsa, Bob da ilk hamlesinde v3 kose
noktasini 2’inci renk ile boyadiginda, v, kose noktasi i¢in 3’iincii renk gerekir.

Simdi 3 renk ile Alice’in her zaman kazanabilece8ini gosterelim. Alice, ilk
hamlesinde Petersen ¢izgesinin distaki dongiisii iizerindeki bir kose noktasin1 boyasin.
Genelligi bozmaksizin, Alice v; kodse noktasini 1’inci renk ile boyasin. Bu durumda
simetrileri de dikkate alirsak, Bob, Alice’in bu hamlesine 5 farkh sekilde cevap verebilir.
Bu 5 farkli durum Sekil 2.15 ile gosterilmistir.

Bu durumlarin her biri, Alice’in ikinci hamlesini gosteren alt durumlara boliinebilir.
Kanit, Alice ve Bob’un tiim olast hamlelerini ve kars1 hamlelerini tiiketerek tamamlanir.
Bunlarin hepsinde, Alice’in bir kdse noktasinin ii¢ farkli renkte komsuya sahip olmasini
Onleyebildigi ve dolayisiyla oyunu 3 renkle sinirlayabildigi gosterilebilir. Boylece
Xq(P) = 3 elde edilir. N

Sekil 2.15. Alice v kose noktasini boyadiginda Bob’un ilk hamlesi i¢in tiim miimkiin durumlar

n > 2k icin, GP(n,k) genellestirilmis Petersen ¢izgesi, kdse noktalar1 kiimesi
V ={uy,uz,...,un} U{vy,va,...,v,} olan ve kenarlar kiimesi E = {v;vii1,uiu; i, vitt;}
(indisler mod n dikkate alinarak) seklinde tanimlanan bir ¢izgedir.

Bu tanmima gore, GP(5,2) Petersen c¢izgesini verir. GP(6,2) ve GP(7,3)

genellestirilmis Petersen ¢izgeleri ise Sekil 2.16 ile 6rnek olarak verilmistir.
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Sekil 2.16. GP(6,2) ve GP(7,3) genellestirilmis Petersen cizgeleri

n>6veke{1,2,3}icin, xs (GP(n,k)) = 4 oldugu kanitlanmistir [24].

2.7. Diizlemsel ve Dis Diizlemsel Cizgeler

Herhangi iki kenar1 kesistirilmeden diizleme cizilebilen cizgeye diizlemsel ¢izge denir.

Sekil 2.17. Diizlemsel ¢izge icin bir 6rnek

Sekil 2.17 ile K4 tam ¢izgesinin diizlemsel bir cizge oldugu goriilmektedir. Buna
karsilik, K5 ve K3 3 cizgeleri diizlemsel ¢izge degildir.
Diizlemsel cizgelerin kose boyamasi ile ilgili en 6nemli sonug¢, Dort Renk Teoremi

olarak bilinen asagidaki sonuctur.
Teorem 2.22 (Dort Renk Teoremi). Her diizlemsel ¢izge 4-renk boyanabilir.

Tanim 2.23. Diizlemsel bir ¢izge, kenarlart kesismeyecek sekilde diizleme ¢izildiginde,
cizgenin tiim koge noktalari disarida kalan simirsiz bolgeye komsu ise bu ¢izgeye

digdiizlemsel (outerplanar) cizge denir.

Tanimdan hareketle, Sekil 2.17 ile verilen K4 tam c¢izgesinin digdiizlemsel olmadigi
hemen sdylenebilir. Buna kargilik, Sekil 2.18 ile verilen ¢izge disdiizlemsel bir ¢izgedir.

Diger taraftan, G disdiizlemsel basit ¢izge ise

2(G) <3
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Sekil 2.18. Digdiizlemsel bir ¢izge 6rnegi

olur. Gercekten de, G disdiizlemsel bir ¢izge ise G ¢izgesine, G nin tiim kdse noktalar ile
komsgu olacak sekilde yeni bir kdse noktasi eklenerek elde edilecek G’ ¢izgesi diizlemsel
¢izge olur. O zaman, Dort Renk Teoreminden G’ ¢gizgesi 4-renk ile boyanabilir. Eklenen
kose noktasi, tiim komsularindan (yani G ¢izgesinin tiim kdse noktalarindan) farkli renkte
boyanacagindan, bu boyama G ¢izgesinin bir 3-renk boyamasini verir.

& ile tum diizlemsel cizgelerin ailesi gosterilsin. & ¢izge ailesinin oyun kromatik

sayist
X(P) =max {x,(G): G e 2}

seklinde tanimlanir. Diizlemsel cizgeler ailesi & i¢in [28] calismasindaki alt sinir ve [30]

calismasindaki iist sinir birlestirilecek olursa asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 2.24 ([28, 30]). & diizlemsel ¢izgeler ailesi icin
11 < x,(2) <17
esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.25 ([15]). Eger G disdiizlemsel bir cizge ise

olur.

2.8. Agaclar

Agaclar, cizge kuraminda oldukca 6nemli bir yer tutar ve bircok alanda genis bir
uygulama yelpazesine sahiptir. Dongii icermeyen ve baglantili yapilar1 sayesinde, veri
yapilarinda, bilgisayar bilimlerinde ve ag tasarimlarinda temel bir model olarak

kullanilirlar.

Tanim 2.26. Dongii icermeyen ve baglantili ¢izgelere agag denir. Dongii icermeyen ancak

baglantili olmayan ¢izgelere ise orman denir.
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Sekil 2.19. Bir orman ¢izge

Sekil 2.19 ile bir orman 6rnegi verilmistir.
Agaclar, kenar sayisinin dengede oldugu ozel ¢izgelerdir. A8ac cizgelerde derecesi 1
olan kdse noktalarina yaprak denir.

Simdi temel agaclarin kromatik ve oyun kromatik sayilarini inceleyelim:

le

Se

L]

2

Sekil 2.20. Kromatik ve oyun kromatik sayis1 2 olan bir agag

Sekil 2.20 ile verilen afa¢ c¢izge i¢in x(G) = 2 olur. Bunun nedeni, tim kose
noktalarina komsu olan merkez noktanin keyfi bir renk ile, birbirleriyle komsu olmayan
diger kose noktalarinin ise farkli bir ikinci renk ile boyanabilmesidir. Dolayisiyla bu
cizgenin kromatik sayis1 2’dir.

Oyun kromatik sayisinin da x,(G) = 2 oldugunu gosterelim. Iki oyuncunun
bulundugu ve iki rengin kullanildig1 bir boyama senaryosu iizerinden birinci oyuncunun
en az renk kullanarak kazandigi durumu inceleyelim:

Birinci oyuncu, ilk hamlesinde merkez noktasini birinci renk ile boyar. Bu durumda
geriye sadece agacin yapraklar1 kalir. Yapraklar, birinci renk ile boyanamayacagi igin
ikinci oyuncu, yapraklardan birini ikinci renk ile boyar. Kalan tiim yapraklar da ayn1 ikinci
renk ile boyanir. Béylece oyun kromatik sayist x¢(G) = 2 olur.

Sekil 2.21 ile verilen agag cizgesi igin y(G) = 2 olur. Sekil 2.21 ile verilen agag

cizgesinde, 5 numarali kdse noktasindan baglanarak sirasiyla 1. ve 2. renklerle komsu
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Sekil 2.21. Oyun kromatik sayis1 3 olan bir agac

noktalar boyanabilir. Ornegin, 1 numarali kose noktas: ile komsu olan diger iki nokta,
1 numarali kosede kullanilan renkten farkli olan diger renk ile boyanir. Dolayisiyla bu
¢izgenin kromatik sayisi x(G) = 2 olur.

Simdi Sekil 2.21 aga¢ cizgesinin oyun kromatik sayisinin x,(G) = 3 oldugunu
gosterelim.

Varsayalim ki Sekil 2.21 agac ¢izgesinin oyun kromatik sayist xg(G) = 2 olsun.
Birinci oyuncu herhangi bir kose noktasini boyadiginda, ikinci oyuncu bu kdse noktasina
2 birim uzaklikta olan bir koseyi farkli bir renkle boyarsa, arada kalan kdse noktasi i¢in
ticlincii bir renge ihtiya¢ duyulacaktir. Bu durumda varsayimimiz yanlislanmis olur.

Simdi 3 renk ile Sekil 2.21 agag ¢izgesini boyamay: inceleyelim. Birinci oyuncunun
kazanma stratejisine gore, birinci oyuncu ilk hamlesinde merkez kdse noktast 1. renk ile
boyar. Merkez kose boyandiktan sonra, ikinci oyuncu ii¢ farkli renge komsu olan
boyanmamis bir kdse noktasi1 yaratamaz. Dolayisiyla, birinci oyuncu 3 renk ile oyunu

kazanir. Boylece x,(G) = 3 oldugu kanitlanmus olur.

Teorem 2.27. Eger G cizgesi birden fazla kose noktasi iceren bir agag ise kromatik sayisi
x(G) =2dir.

Kanit. Onerme 2.6 yardimiyla, bir ¢izgenin iki kiimeli olabilmesi icin gerek ve yeter
kosulun, ¢izgenin uzunlugu tek sayr olan bir dongii icermemesi gerektigini biliyoruz.
Tanimui geregi, agag cizgeler dongii igermediginden, ayn1 zamanda iki kiimeli ¢izgelerdir.

Onerme 2.9 aracilifiyla, bir ¢izgenin iki kiimeli olabilmesi icin gerek ve yeter
kosulun, ¢izgenin kromatik sayisinin y(G) = 2 olmasi gerektidini de biliyoruz. Bu iki
sonucu birlestirerek, aga¢ ¢izgelerin kromatik sayisinin x(G) = 2 oldugunu kanitlamig

oluruz. O]
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Teorem 2.28 ([12]). Eger G bir agag ise xo(G) < 4 olur.

Kamit. Eger n=1,2,3 igin T = P, alinacak olursa ,(7") < 3 oldugu hemen soyleyebilir.
Simdi x¢(T) = 4 olacak sekilde bir 7 agaci 6rnegi verelim.

Yeterince uzun bir yol cizge alip, derecesi 2 olan her kdse noktasina ikiser yaprak
ekleyelim. Bob ilk hamlesinde Alice’in boyadig1 ilk noktadan yeterince uzak bir w kose
noktasini boyasin. Bob, sonraki hamlesinde w kose noktasinin solunda ya da saginda, w
kose noktasindan 3 birim uzakliktaki bir z kose noktasin1 w kose noktasi ile ayni renkte
boyasin (bdyle bir z kdse noktasi her zaman bulunabilir). w ve z kdse noktalart arasinda
kalan kose noktalarini x ve y olarak adlandiralim. Bob’un bu hamlesinden sonra cizgede
ticiincii renk mutlaka kullanilmalidir (x ve y kdse noktalar1 farkli renklerde olacagindan).

Eger Alice,

i. x (ya da y) kose noktasimi (ikinci renkle) boyarsa, Bob da y (ya da x) kose
noktasinin bir yapragini ii¢iincii renkle boyar. Bu durumda y kdse noktas1 (ya da x)

i¢cin dordiincii renk gerekir.

il. x kose noktasinin bir yapragini boyarsa, Bob y kdse noktasinin bir yapragini ikinci

renkle boyar.

iii. Alice yuvarlak i¢cinde gosterilen kdse noktalarindan herhangi birisini boyamazsa,

Bob, x (ya da y nin) bir yapragini ikinci renkle boyar.
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Boylece 3 renk ile oyunu Bob kazandigindan, bu sekilde verilen 7' agact igin x,(T) = 4

olur.
[12] ile Alice’in her zaman en fazla dort renk ile kazanabilecegi bir strateji verilmistir.
[l

Tamim 2.29. Bir cizgeden, derecesi 1 olan kose noktalart (ve bagli olduklar: kenarlar)
ctkarildiginda bir patika cizge elde ediliyorsa, bu cizgeye tirtil cizge denir.

Bu tamimda:
* Ortaya ¢ikan patika ¢izgeye omurga denir.

* Omurgaya baglanan ve omurga tizerinde olmayan kose noktalarina ise yaprak

denir.

Omurga iizerindeki kige noktalart kiimesi V. = {v,va,...,vs} olarak ifade edilebilir.
Bu durumda, omurgamin yapraklart H = cat(ky,ky, ... ,ks) seklinde gosterilir. Burada her

biri=1,...,sicin k; sayida yaprak, vi omurga kosesine baglanmigstir.

Ornegin, Sekil 2.22 ile H = cat(0,2,2,0) trtil ¢izgesi verilmektedir. Bu cizgede

omurganin her bir kdse noktasina baglanan yaprak sayilari sirasiyla su sekildedir:
« Ik kose noktas1 (omurga kosesi) O yapraga sahiptir,
» Ikinci kose noktas1 2 yapraga sahiptir,
» Ugiincii kose noktas1 2 yapraga sahiptir,

* Dordiincii kose noktasi (omurga kosesi) O yapraga sahiptir.

—— oo
!

Sekil 2.22. H = car(0,2,2,0) trtil ¢izge
Tirtil ¢izgeler ayn1 zamanda birer aga¢ 6rnegi olduklarindan oyun kromatik sayilari

en fazla 4 olabilir. Teorem 2.30 tirtil ¢izgenin oyun kromatik sayisinin 4 oldugu durumu

gostermektedir.

Teorem 2.30 ([10]). G, 14 kose noktali en az dort kose noktasumin derecesi dort olan ve
derecesi 1 olan iki kose noktasina sahip bir tirtil ¢izge olsun. G ¢izgesinin oyun kromatik

sayisi 4 olur.
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Kanit. Burada 3 durum inceleyecegiz:

1.Durum: Alice sekildeki tirtil ¢izgenin omurgasi iizerinde keyfi bir kose noktasini
birinci renk ile boyasin. Bob, Alice’in boyadig1 noktanin 3 birim uzagindaki noktay1
birinci renk ile boyasin. Alice arada kalan x; (veya x;) kose noktasini ikinci renk ile
boyamalidir. Bob ise x, (veya x;) kdse noktasinin herhangi bir yapragim ii¢iincii renk ile
boyasin. Bu durumda Alice x; (veya x;) kose noktasinm1 boyamak icin dordiincii bir renge

ihtiyag duyar.

A

1 A2 A3 B
[ ] [ ] [ ] (]
AWAWAWA
e 6 o o o o o o
B
Sekil 2.23. Teorem 2.30’iin ispatinda yer alan 1.Durum

2.Durum: Alice ile Bob’un ilk hamleleri birinci durumdaki gibi aym kalsin. Alice

TR

A,B, B

Sekil 2.24. Teorem 2.30’iin ispatinda yer alan 2.Durum

ikinci hamlesinde x; (veya x;) kose noktasinin yapraklarindan birini birinci renk ile
boyasin. Bob ise x| (veya x;) kdse noktasinin diger yapragini ikinci renk ile boyasin. Bu
durumda Alice x; (veya x;) kdse noktasini iigiincii renk ile boyar. Bob x; (veya x) kose
noktasinin yapraklarindan birini ikinci renk ile boyasin. Bu durumda Alice x; (veya xp)
kose noktasinin boyanmasi i¢in dordiincii bir renge ihtiyac duyar.

3.Durum: Alice ve Bob’un ilk iki hamleleri 2.durumdaki gibi olsun. Alice iigiincii
hamlesinde x, (veya x;) kdse noktasinin yapraklarindan birini birinci renk ile boyasin,
Bob ise diger yaprag: ikinci renk ile boyasin. Bu durumda x; ve x; kdse noktalarinin

boyanmasi icin ligiincii ve dordiincii renklere ihtiya¢ duyulur. [l
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Sekil 2.25. Teorem 2.30’iin ispatinda yer alan 3.Durum

2.9. Oyun Renk Sayis1

Bir ¢izgenin oyun renk sayisi, Bolim 1’de tanimlanan ¢izge boyama oyununa benzer
bir sekilde tanimlanir. Ancak bu oyunda oyuncular, c¢izgenin kése noktalarini boyamak
yerine sirayla isaretlenmemis noktalari isaretlerler.

Oyun su sekilde oynanir: Ilk olarak bir & pozitif tam sayis1 secilir ve sabitlenir. Oyuna,
boyama oyununda oldugu gibi, Alice baslar; ardindan oyuncular sirayla isaretlenmemis
kose noktalarini isaretler.

Oyunun herhangi bir asamasinda, isaretlenmemis bir kdse noktasinin k adet isaretli
komgusu bulunursa, Bob oyunu kazanir. Ancak eger oyunun hicbir agamasinda bdyle bir

durum gerceklesmezse, Alice oyunu kazanir.

Tammm 2.31. Bir G cizgesinin oyun renk sayisi, yukarida tamimlanan kose isaretleme
oyununda, Alice’in her zaman kazanabilmesi icin gereken en kiiciik k pozitif tam

sayisidir. Bu sayi coly(G) ile gosterilir.

Ornegin, P; patika cizgeyi ele alalim. Alice, k degerini olabildigince kiigiik tutmak
istediginden ilk hamlesini orta noktay: isaretleyerek yapar. Bu durumda, isaretlenmemis
herhangi bir noktanin yalnizca 1 isaretlenmis komsusu olacagindan, Bob k = 1 ile oyunu
kazanir. Ancak bu durumda Alice’in kazanabilmesi icin k& = 2 olmast gereklidir.
Dolayisiyla col,(P5) = 2 elde edilir.

Diger taraftan, Py patika cizgeyi ele alalim. Alice ilk hamlesini yaptiktan sonra, Bob
isaretlemesini Alice’in isaretledigi noktanin 2 birim uzagindaki bir noktaya yaparsa, Bob
k = 2 ile oyunu kazanir. Bu durumda, Alice’in kazanabilmesi i¢in k = 3 olmas1 gerekir.
Dolayisiyla col,(Ps) = 3 elde edilir.

Benzer bir sekilde, n > 4 durumunda da ayn1 strateji uygulanabilir. Bob, her zaman
Alice’in isaretledigi noktalarin 2 birim uza@indaki noktalar1 isaretleyerek oyunu
kazanabilir. Bu nedenle, n > 4 i¢in col, (P,) = 3 elde edilir.

Bir diger ¢izge sinifi olarak dongii gizgelerini (C,) ele alalm. n > 3 i¢in col,(C,) = 3
oldugunu gosterelim. Gergekten de, Alice ilk hamlesinde keyfi bir noktay1
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isaretlediginde, Bob bu noktadan 2 birim uzaklikta bir bagka noktayi isaretlerse k = 2 ile
oyunu kazanabilir. Bu nedenle, Alice’in oyunu kazanabilmesi i¢in & = 3 olmalidir.
Dolayistyla n > 3 i¢in coly(C,) = 3 elde edilir.

n > 2 icin K, , iki kiimeli tam ¢izgenin oyun renk sayisi colg(K, ) = n+ 1 olur.
Gergekten de, K, iki kiimeli tam cizgesinin parcalamig kiimeleri A ve B olsun. Alice
bu kiimelerden birinden bir kése noktasini isaretlediginde, Bob diger kiimeden bir kose
noktasini igaretlesin. Bu strateji ile sona kalan isaretlenmemis bir kdse noktasinin » tane
isaretlenmis komsusu olacaktir. Bu durumda k& = n i¢in oyunu Bob kazanir. Dolayisiyla,
colg(Ky,n) =n+1 elde edilir.

Herhangi bir G cizgesi i¢in asagidaki iligki saglanir:

Xe(G) < colg(G). (2.2)

Onerme 2.32 ([29]). G = (V,E) ¢izgesi, E = E| UE, olacak sekilde verilsin. Eger G| =
(V,E)) ve Gy = (V,Ey) ise asagidaki iliski saglanir:

X2(G) < coly(G) < coly(Gy) +A(G2).
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3. KARTEZYEN CARPIM CIZGELERIN OYUN
KROMATIK SAYILARI

Bu boliimde, bazi1 6zel ¢izgelerin Kartezyen carpimlart ile elde edilen ¢izgelerin oyun

kromatik sayilarina iligkin literatiirde yer alan sonuglara deginilmektedir.

3.1. Cizgelerin Kartezyen Carpimi

Tanim 3.1. G ve H gibi iki ¢izgenin Kartezyen ¢arpimu GUH seklinde gosterilir. GLJH

Kartezyen carpim cizgesinin kdse noktalar: kiimesi,
V(GOH)=V(G)xV(H)={(u,v) lueV(G),veV(H)}

seklinde tanimlanan sirali ikililerden olusur. GLIH Kartezyen ¢arpim cizgesinin kenarlar

kiimesi ise,

E(GOH) :{{(ul,vl),(uz,vz)} | {u1,u2} € E(G) ve vi = vy,
veya {vi,v2} € E(H) ve u; = uz}

seklinde tamimlanir.

Ornegin, kose noktalarmin kiimesi sirastyla V(Py) = {a,b,c,d} ve V(P;) = {1,2,3}

olan P, ve P3 ¢izgelerinin Kartezyen ¢arpimi olan P4L1P3 ¢izgesi icin:

V(PsOP3) ={(a,1),(a,2),(a,3), (b, 1), (b,2),(b,3),(c, 1), (c,2),
(¢,3),(d,1),(d,2),(d,3)}

veE

E(ROP) ={{(a,1), (@,2)},{(a, 1), (b, 1)} {(@:2), (@,3)},{(,2), (5,2)},

(5,2),(5,3)},{(b, 1), (e 1)},

(e,1),(.2)}{(e.2), (c,3)},
).(d:3)},{(d.1).(d.2)},

o
\9) 98]
~
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~
—
o
W
—~

Bu Kartezyen ¢arpim ¢izge, Sekil 3.26 ile gorsellestirilebilir.
P, ve P, patika cizgelerinin Kartezyen carpimi ile elde edilen cizgelere tam grid
cizge ya da kisaca grid ¢izge adi verilir. Grid ¢izgeler, ozellikle iletisim aglar ile ilgili

uygulamalarda siklikla kullanilmaktadir.
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Sekil 3.26. P,[1P3, Py ve P cizgelerinin Kartezyen ¢arpimi

(c,2) o
/"—/ \20 (a,2)
(d,2) [ g (6’2) (f )/
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Sekil 3.27. CsL1P,, silindirik grid ¢izge

Benzer sekilde, C,, ve P, cizgelerinin Kartezyen carpimu ile elde edilen cizgelere ise
silindirik grid ¢izge adi verilir. Ornegin, Cs[IP> cizgesi, Sekil 3.27 ile gorsellestirildigi
gibi bir silindirik grid ¢izgesidir.

Bir kenar gibi diisiiniilebilecek olan P, patika ¢izgesinin kendisi ile Kartezyen
carpimi C4 cizgesini verdiginden, iki kenarin Kartezyen carpimi bir kare olarak
diisiiniilebilir. Bu nedenle Kartezyen carpim igin [J gosterimi kullanilmakta ve kimi
zaman Kartezyen ¢arpim yerine “box” ¢arpim ifadesi de tercih edilmektedir. Ancak, bazi
kaynaklarda Kartezyen ¢arpim i¢in x simgesi de kullanilabilmektedir.

G ve H cizgelerinin Kartezyen ¢arpim cizgesinin kenarlar kiimesi,
E(GOH) = (E(G)xV(H))U(V(G) x E(H))

seklinde de tanimlanabilir. Bu durumda, GUIH cizgesinin kose noktalarinin ve

kenarlarinin sayisi sirasiyla su sekilde hesaplanabilir:
V(GUH)| = [V(G)| - |[V(H)]

|E(GUH)| = [E(G)|- |[V(H)|+|[V(G)|-|E(H).
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Diger taraftan, G ve H ¢izgeleri verildiginde, v € V(H) i¢in G x {v}, G ¢izgesinin bir
kopyasi olarak diisiiniilecek olursa,
GxV(H)= []J (Gx{v}),
veV(H)

olmak iizere GLIH c¢izgesi,
GOH =(GxV(H))U(V(G) xH)

seklinde de tanimlanabilir.

G ¢izgesinin bir G x {v} kopyasina G-dal (fiber) denir ve G” ile gosterilir. Bu durumda
G x V(H) ifadesi, tim G-dallarin birlesimi olur. Benzer sekilde, (V(G) x H) ifadesi de
“H = {u} x H seklindeki H-dallarin birlesimi olur (bkz. Sekil 3.28).

(a,3)  (b,3) If c,3) : (d,3)
: |
|
®2)[ 1 [ (ep)
(a,2) : , (d,2)
P} =Pyx {1} <~ . ' !
pea D@D (0) 1 (e]) ) (d1) ]
f— W_ -
CP; = {c} X P}
P3-Dali

Sekil 3.28. P,[1P;, Kartezyen carpim ¢izgenin Py ve P3-dallari

Asagidaki onemli sonug, Kartezyen ¢arpim cizgesinin kromatik sayisi ile carpanlarin
kromatik sayilar1 arasindaki iligkiyi ifade etmektedir. Ancak, benzer bir iliski oyun

kromatik sayisi1 icin gecerli degildir.

Teorem 3.2 ([22]). Keyfi G ve H cizgeleri icin

x(GUH) = max{x(G), x(H)}

olur.

3.2. Cesitli Kartezyen Carpim Cizgelerinin Oyun Kromatik Sayilari

Kartezyen carpim olarak tanimlanan bir ¢izgenin oyun kromatik sayisini1 hesaplamak,
genelde oldukg¢a zor bir problemdir. Bu boliimde, kesin degerleri bilinen patika, dongii ve
iki kiimeli tam ¢izge gibi bazi temel Kartezyen carpim cizgelerinin oyun kromatik sayilari

verilmektedir.
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P, ve P, patika cizgelerinin Kartezyen carpimi ile elde edilen ¢izgelere grid ¢izge adi
verilir. Literatiirde, n ve m sayilarinin bazi1 6zel degerleri i¢in P,[1P,, grid cizgelerinin
oyun kromatik sayilari hesaplanmis olsa da, n ve m sayilarinin keyfi degerleri icin
X¢(P.0P,) degeri heniiz tam olarak elde edilememistir [6, 21, 30].

Ik olarak, K> ¢izgesi ile P, patika cizgesinin Kartezyen carpimi olan K>[JP, cizgesinin

oyun kromatik sayis1 asagida verilmektedir.

Onerme 3.3 ([6]). n pozitif bir tam sayt olsun.

2, n=1
Xg(KoOPy) =43 | 2<n<3
4

olur.

Kamit. n=11i¢in K>[Py, yalmzea K, cizgesine esittir ve bu ¢izge iki renk ile boyanabilir.
Bu durumda ), (K>0P;) = 2 oldugu agiktur.

n =2 i¢in K;UP, C4 (dongii cizgesi) olup oyun kromatik sayis1 3 tiir.

Benzer sekilde, n = 3 i¢in K>[P; ¢izgesinde birinci oyuncu hangi kdse noktasini
boyarsa boyasin, ikinci oyuncu boyanan bu noktadan 2 birim uzakliktaki kdse noktasini
bir bagka renk ile boyarsa arada kalan kose noktast i¢in iglincli bir renk gerekir.
Dolayistyla y,(K>CP3) = 3 olur.

n > 4 durumunu ele alalm. P, cizgesinin iki fiberinin kdse noktalarim Sekil 3.29
ile gosterildigi gibi vi,va,...,v, ve Vi,v5,...,V), olarak adlandiralim. $imdi, 3 renk ile
boyamanin miimkiin olmadigini1 gosterecegiz.

Simetriye gore, birinci oyuncunun ilk hamlesi yalnizca iki duruma indirgenebilir:

» Birinci oyuncu, derecesi 3 olan bir kdse noktasini boyarsa: Ornegin v, kose noktasi
birinci renk ile boyanirsa, ikinci oyuncu v§ kdse noktasim ikinci renk ile boyar.

Birinci oyuncunun bir sonraki hamlesinden sonra, ya v3 ya da v/, boyanmanmus kalur.

— Eger v3 boyanmamis kalirsa, ikinci oyuncu v4 kdse noktasini iiciincii renk ile
boyar. Bu durumda v3, mevcut ii¢ renkten biriyle boyanamaz.

- Eger v/, boyanmamus kalirsa, ikinci oyuncu v} kose noktasini iigiincii renk ile

boyar. Bu durumda v,/ artik mevcut ii¢ renkten biriyle boyanamaz.

* Birinci oyuncu, derecesi 2 olan bir kdse noktasim1 boyarsa: Ornegin genelligi
bozmaksizin v; kdse noktasini birinci renk ile boyarsa, ikinci oyuncu da vj kose

noktasini birinci renk ile boyar.
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Bu durumda, P = {v’l,v’z,vz,V3} kiimesindeki kose noktalar artik birinci renk ile
boyanamaz. Cizgenin P kiimesi disinda kalan boyanmamis kdse noktalarinin
sayist ¢ift oldugundan, ikinci oyuncu, birinci oyuncuyu kendinden once P
kiimesinden bir kose noktasimi boyamaya zorlayabilir. Birinci oyuncu P
kiimesinden bir kdse noktasini (birinci renkten farkli bir renkle) boyadiginda ise
ikinci oyuncu P kiimesinde boyanan bu kose noktasindan 2 birim uzakliktaki bir
kose noktasm farkli bir renkte boyar. Bu durumda son boyanan bu kose noktalar

arasinda kalan kose noktasi icin dordiincii bir renk gerekir.

Bu analizden, birinci oyuncunun 3 renk ile oyunu kazanmasimin miimkiin olmadi8i

goriilmektedir. Birinci oyuncunun 4 renk ile kazanabilecegi ise iist sinirdan kolayca

dogrulanabilir. Béylece xq(K>P,) = 4 olur. [
/ / / / / /
Vi Va2 V3 Wy V-1V
) — 0 ——¢
V1 V2 V3 V4 Vn—1 Vn

Sekil 3.29. Onerme 3.3 i¢in verilen kanitta kullanilan gizge

Onerme 3.4 ([21]). G = P;OP,, ise
X(G) <4
olur.

Kamit. Oyunun G ¢izgesinde 4 renk ile oynandiini kabul edelim. V(G') = V(G) ve 0 <
i <migin

E(G) =E(G)—{{(0,1),(0,i+ 1)},{(2,0),(2,i+ 1)}
olmak iizere G’ alt ¢izgesini tanimlayalim (Bkz. Sekil 3.30). G’ alt ¢izgesinin bir agag
oldugu agiktir.

Teorem 2.28 geregi aaclarin oyun kromatik sayisi en fazla 4 oldugundan Alice’in G’
alt cizgesinde boyanmamis kose noktalarin en fazla 3 farkli renge boyanmig komsusu
olacak sekilde bir stratejisi vardir. Alice bu stratejiyi G ¢izgesinde de kullanirsa strateji
geregi arada kalan ((i,1 bigimindeki) tiim kogelerin en fazla 3 farkli renge boyanmis
komsular1 olabilir. G ¢izgesinin sinirinda yer alan ((i,0) ve (i,2) bicimindeki) kose

noktalarinin ise en fazla 3 komsusu bulundugundan y,(G) < 4 elde edilir. O

Elde edilen sonuclar birlestirilecek olursa asagidaki teorem elde edilir.
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0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (m,2)

(0,1) |(1,1) |(2,1) |(3,1)

(0,0) (1,00 (2,0) (3,0) (m,0)

Sekil 3.30. Onerme 3.4 igin verilen kanitta kullanilan G ve G’ ¢izgeleri

Teorem 3.5 ([21]). Her n pozitif tam sayisi icin

2 , n=1lise
X(P3OP) =< 3 | n=2ise
4 | n>3ise

olur.

Kamt. n =1 durumu agiktir. Onerme 3.3 ile n = 2 durumunun da gegerli oldugu elde

edilir. Onerme 3.4 yardimiyla x,(Ps0P,) < 4 esitsizligi gegerlidir. Eger x,(Ps0P,) > 4

esitsizliginin de dogru oldugu kanitlanirsa esitlik durumu elde edilir ve kanit

tamamlanmus olur.

Oyun G = P[P, cizgesinde 3 renk ile oynansin. Alice’in ilk hamlesi icin iki durum

s0z konusudur:

* Alice ilk hamlesinde igeride kalan kdse noktalardan birini boyar: Eger Alice (i, j)
kose noktasini boyadiysa Bob da ilk hamlesinde (i + 1, j — 1) kose noktasini farkli
renkte boyasin. Bu durumda (i, j— 1) ve (i+ 1, j) kdse noktalar1 kritik noktalar olur

ve Onerme 1.13 geregi Bob oyunu kazanir.

Alice ilk hamlesinde siirda kalan kose noktalarindan birini boyar: Alice’in ilk
hamlesinde sinirdaki bir kdse noktasini1 boyadigini varsayalim. Ardindan, Bob ilk
hamlesini yaptiktan sonra Sekil 3.31 ile gosterildigi gibi bir H alt cizgesi elde
edebilir. (Kose noktalart a ve h ayni renkle, ornegin 1. renk ile boyanmistir.) Bu
durumda, b, e, d, g ve i kdse noktalarinin 1. renk ile boyanamayacagina dikkat
edelim. Eger Alice bu kose noktalarindan birini boyarsa, bu nokta 2. renk veya 3.
renk ile boyanmak zorunda kalacaktir. Bu da bir kdse noktasinin renk-i i¢in kritik

olmasini ve siranin Bob’a gegmesini saglar. Dolayisiyla Bob oyunu kazanir.

Alice’in kose ¢ veya f’i renk 1 ile boyadigini varsayalim. Bu durumda, Bob e kose
noktasim1 2. renk ile boyar, yani d kose noktasi renk 3 i¢in kritik hale gelir ve
{b, f} kiimesindeki kose noktalarmdan biri renk 3 igin kritik olur. Onerme 1.13

yardimiyla, ounu Bob’un kazandig1 elde edilir.
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Sekil 3.31. Teorem 3.5 icin verilen kanitta kullanilan P3P, ¢izgesinin kismen boyanmis H alt ¢izgesi

Sekil 3.32. n = 3,4,5 icin K;0JC, prizma ¢izgeleri

Asagida, prizma ¢izge olarak da adlandirilan K,LIC, ¢izgesinin oyun kromatik sayisi
verilmektedir. n tamsayisinin bazi degerlerine kargilik gelen prizma c¢izgeleri Sekil 3.32

ile gosterilmektedir.

Onerme 3.6 ([6]). Eger n > 3 ise

Xg(KZDCn) =4

olur.
Kanit. C,, dongii ¢izgesinin bir fiberindeki kose noktalarint vy, v,,...,v, ve ikinci fiberin
karsilik gelen kose noktalarini vi,v5,...,v, olarak adlandiralim. Simdi, ii¢ renk ile

boyama yapmaya c¢alisalim. Simetriye gore, birinci oyuncunun ilk hamlesi i¢in yalnizca
bir olasilik vardir; bu, 6rnegin v, kdse noktasini birinci renk ile boyamasi olsun.

n > 5 durumunda, ikinci oyuncu v} kdse noktasini ikinci renk ile boyayarak yanit verir.
Bu durumda birinci oyuncu, hem v3 hem de v}, kose noktalar iizerindeki tehditleri aym
anda savunamaz ve bu nedenle ikinci oyuncu, bir sonraki hamlesinde dordiincii rengin

kullanilmasimi zorlar. n = 4 durumunda bu strateji ise yaramaz, ¢iinkii birinci oyuncu
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ikinci hamlesinde v kose noktasin {i¢iincii renk ile boyayabilir. Ancak K> 1Cy = Q3 =
K4 4 —M (M bir mitkemmel esleme) oldugundan, . (K>00C4) = 4 oldugu yine ayni sekilde
dogrulanabilir.

n = 3 durumunda, ikinci oyuncu V4 kose noktasini birinci renk ile boyayarak yanit
verir. Bu, birinci oyuncunun yeni bir renk kullanmasini zorlar ve ikinci oyuncu kolayca

oyunu kazanir. (1.1) esitsizligi ile verilen iist sinir ile, kanit tamamlanmis olur. 0

Onerme 3.7 ([6]). n pozitif bir tam sayt olsun. O zaman
xg(KQDKn) =n+1
olur.

Kanmit. n =1 ve n = 2 durumlarinda sonug aciktir. $imdi, n > 3 i¢in Bob’un n renk
kullanarak oyunu kazanabilecegi bir stratejiyi agiklayalim. Ilk n — 2 hamlesinde Bob

asagidaki kurallar1 uygular:

(1) Her zaman K, cizgesinin kars1 fiberindeki bir kdse noktasini, Alice’in bir dnceki

hamlesinde kullandig1 renkle ayni1 renge boyar.

(2) Miimkiinse, kars1 K,, fiberindeki tek komsusu daha once boyanmis olan bir kdse

noktasini boyar.

Bu stratejinin birinci kosuluna gore, Alice her hamlede yeni bir renk kullanmak
zorunda kalir. Bu nedenle, n — 2 hamlenin ardindan tam olarak n — 2 renk kullanilmig
olur. Ikinci kosul, her iki oyuncunun n — 2 hamlesinden sonra tiim dort boyanmamis kose
noktasinin indirgedigi baglantili bir alt ¢izge olusturmasini garanti eder (bu alt ¢izge ya
bir patika Py ya da bir dongii C4 olacaktir).

Ayrica, Alice oyunun bu asamasinda yalnizca iki son renk ile baglayabilir. Hem P4
hem de C4 durumlarinda, Bob son rengi kullanarak uygun bir kdse noktasini boyar ve

oyunu kazanir. (1.1) esitsizligi yardimiyla kanit tamamlanmais olur. [l

Yukaridaki sonuglara gére, keyfi bir G ¢izgesi i¢in xo(K200G) = x,(G) + 1 oldugu
diistiniilebilir. Ancak, ne yazik ki bu esitlik her zaman dogru degildir. Ger¢ekten de, bir
ticgenin li¢ kosesine ikiser yaprak eklenerek elde edilen ve Sekil 3.33 ile gosterilen G
gizgesi i¢in ¥¢(G) = 4 olur.

Alice, simetri gere8i G c¢izgesinin derecesi 1 veya 4 olan herhangi bir kose
noktasindan oyuna baslayabilir. Bu durumda, Bob her zaman Alice’i dordiincii rengi
kullanmaya zorlayabilir. Oyun, x.(K>0JG) Kartezyen c¢arpim ¢izgesinde de

oynandiginda, yine oyun kromatik sayis1 4 olur.
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Sekil 3.33. x,(K>0G) = x,(G) + 1 esitliginin gegerli olmadig1 bir G ¢izgesi

[6] calismasinda verilen asagidaki sonug, iki kiimeli tam cizgelerin Kartezyen
carpimlarinin oyun kromatik sayisinin, carpan ¢izgelerin oyun kromatik sayilarinin bir
fonksiyonu ile sinirlandirilamayacagimi ifade etmektedir. Boylece daha genel olarak,
X:(GOH) cizgesinin oyun kromatik sayisi, X¢(G) ve xq(H) oyun kromatik sayilarinin

bir fonksiyonu ile iistten sinirli degildir.

Teorem 3.8 ([6]). Keyfi bir n dogal sayist icin
Xg (Kk,kDKm,m) >n
olacak sekilde k ve m dogal sayilart bulunabilir.

Sia, yukarida Bartnicki tarafindan verilen sonuglara ek olarak S,,U1P,, S,,0JC,,
P,LIW, ve BLIK,,, Kartezyen ¢arpim ¢izgelerinin kromatik sayilarim1 da hesaplamigtir
[25]. Burada S,, n+ 1 kose noktali yildiz cizgeyi gostermektedir. Sia, bu hesaplamalar

icin Onerme 2.32 yardimyla elde edilen asagidaki sonucu kullanmustir:
Sonuc¢ 3.9 ([25]). Herhangi bir GLIH Kartezyen ¢arpim cizgesi icin

%¢(GOH) < coly(GOH) <col, | |J G, |+A(H)
veV(H)

olur. Burada G,, GUH icindeki bir G-fiberi gostermektedir.

Sia §,,,L1P,, S,,L1C,, P,LIW, ve B,LIK,, , Kartezyen carpim ¢izgelerinin oyun kromatik
sayilarini tam olarak hesaplamigtir [25]. Bu, Bartnicki ve arkadaglarinin Kartezyen ¢arpim
cizgelerinin oyun kromatik sayis1 iizerine elde ettigi dnceki sonuglar1 genisletmektedir. i1k
olarak, S,, yildiz ¢izge ile P; ve P, patika cizgelerin Kartezyen ¢arpimi i¢in elde edilen

sonucu verelim.

Onerme 3.10 ([25]). m ve n pozitif tam sayilar ve m > 2 olsun. O zaman:
Xe(S,OP) =2,
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Xg(SmDPZ) = 3,

ven > 3 icin

s (SmOCr) = X (SnOP,) = 4

olur.

Kanit. S,L1P; ve S,,L 1P, Kartezyen cizgeleri icin kanit aciktir.
Simdi n > 3 i¢in G = §,, ve H = P, veya H = C, diyelim. Buradan Sonu¢ 3.9
yardimiyla
Xe(SuOP,) <4 ve  xo(SnC,) <4

olarak iist sinirlar elde edilir.

O halde, n > 3 icin Bob’un ii¢ veya daha az renkle oyunu kazanabilecegi gosterilirse,
Xe(SmCy) = Xg(SuOP,) = 4 oldugu kanitlanmis olur.

Eger Bob, ilk hamlesinden sonra Sekil 3.34 ile gosterilen formda bir alt ¢izge
olugmasini saglayabilirse, ikinci hamlesinde oyunu kazanir. Ciinkii Alice, * ile isaretli
her iki kose noktasina yonelik tehditleri ayn1 anda engelleyemez. Bu durum n > 3 iken
SnUC, cizgeleri i¢in de gecerlidir.

SmUP, formundaki cizgeler icin, Bob ilk hamlesinden sonra bu konfigiirasyonu
yalmizca su durumlarda olusturamaz: Alice, ilk hamlesini (6rnegin 1. renk)
Sn-fiberlerinden birinin merkez kdse noktasinda yaparsa (Bkz. Sekil 3.35) yadan =3
oldugunda Alice, orta S,,-fiberinin merkez olmayan bir kose noktasinda oynarsa. n > 4
oldugunu ve dolayisiyla birinci durumun gegerli oldugunu varsayalim. Bob, bu durumda
Alice’in hamlesinden 2 birim uzaklikta olan S,,-fiberinin merkez kdse noktasimi 2. renk
ile boyayarak yanit vermelidir. Bu, Alice’i, boyanmis iki kdse noktasina da komsu olan
tek kose noktasini 3. renk ile boyamaya zorlar. Bu, Alice’in bu kdse noktasina yonelik
tehdidi engellemesinin tek yoludur. Bob, ardindan Sekil 3.35°de gosterildigi gibi 3. renk
ile oynar. Alice, * ile isaretlenmis her iki kose noktasina yonelik tehditleri aym1 anda

engelleyemez ve Bob oyunu kazanir. [

Sekil 3.34. S,U1P; Kartezyen carpim ¢izgesi

39



Sekil 3.35. S,U1Ps cizgesinde Bob’un kazanma stratejisi

Onerme 3.11 ([25]). Herhangi bir n > 9 icin
XeW,P) =5
olur.
Asagidaki sonug, Sia’nin sonucunun bir iyilesmesidir.
Teorem 3.12 ([2]). Her n > 3 icin
X (W,0P) =5
olur.

Yukarida verildigi gibi Bartnicki ve arkadaslari [6], x,(P-0P,), x.(P.CC,) ve
X (POK,) ile ilgili sonuglarma dayanarak, xo(P.00G) = x4(G) + 1 genellemesinin
yanlis olacagini belirtip, eger G, bir iicgenin her bir kose noktasina iki yaprak eklenerek
elde edilen bir ¢izge ise, x,(G) = X, (P0G) = 4 oldugunu 6rnek olarak vermistir.

Bagimsiz bir 6neme sahip olmasinin yani sira, asagidaki teorem ayni zamanda
Xe(P.OG) > x4(G) + 1 esitsizligini saglayan cizgelerin de var oldugunu gostermektedir
(ctinkii m,n > 2 igin Y4(Kin,n) = 3).

Onerme 3.13 ([25]). m,n > 5 olmak iizere,
Xg(PZDKm,n) =5
olur.

C, ve C,, dongii cizgelerin Kartezyen carpimu ile elde edilen C,,[1C,, ¢izgesine toroidal
grid ¢izge ad1 verilir. Ornegin Sekil 3.36 ile C41Cs toroidal ¢izgesi verilmektedir.

Asagida toroidal grid cizgeler i¢in elde edilen bazi sonuglar verilmektedir.
Onerme 3.14 ([21]). n>7 icin
Xe(CsLC,) =5
olur.
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Sekil 3.36. C4LICs toroidal ¢izge

Ll

Raspaud ve Wu yukaridaki sonucu genelleyerek m > 3 ve n > 7 i¢in
Xg(szDCn) =5
oldugunu da kanmitlamistir [21].

Cizgelerin Kartezyen carpimi diginda direkt ¢arpim, gii¢lii carpim, nokta carpim ve
sirasal carpim gibi ¢ok sayida bagka carpimlar da tanimlidir. Bu tiir ¢carpimlar icin de
oyun kromatik sayisi, ¢esitli aragtirmacilar tarafindan ¢aligilmistir.

Ornegin, G ve H ¢izgelerinin direkt carpimu (direct product) ya da tensor carpimi,

kose noktalari kiimesi V(G) x V(H) ve kenarlar kiimesi

E ={{(a,x),(b,y)}[{a,b} € E(G) ve {x,y} € E(H)}

seklinde taniml bir ¢izgedir ve G x H ile gosterilir.

Ornegin, Sekil 3.37 ile P, x Py ve P, x C; direkt carpim cizgeleri gosterilmektedir.

(1,3) *(2,3) (1,3) o *(2,3)
(1,2) « °(2,2) (1,2) o *(2,2)
(1,1) e e (2,1) (1,1) *(2,1)

Sekil 3.37. P, x P3 ve P, x C3 direkt carpim c¢izgeleri

Alagammai ve Vijayalakshmi, asagida siralanan ¢ok sayida cizgenin direkt

carpimlarinin oyun kromatik sayilarini hesaplamistir [5].
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Teorem 3.15 ([5]). m ve n pozitif tamsayilart icin

2 , nveyamciftveyan=m=1
Xg(Kl,n X Kl,m) - {

3 , nvemtekven,m= 1

olur.

Teorem 3.16 ([S]). a, b, m ve n pozitif tamsayilarticinm > 1,n > 2, a > 2 ve b > 2 olmak
lizere,
Xg(Km,n X Ka,b) =3

olur.
Teorem 3.17 ([5]). m ve n pozitif tamsayilart icin

2, n=23, m>3
3, n>3 m>3

Xg(Pu X Kim) = {
olur.
Teorem 3.18 ([5]). n > 3 pozitif tam sayisi icin
L Xg(PoxW,)=4
ii. Xg(PaxCp) =3

olur.

Cizgeler iizerinde bir bagka carpim da gii¢lii carpim (strong product) islemidir. G ve

H cizgelerinin giiclii carpimi olan GX H c¢izgesi, kdse noktalar: kiimesi
V(GKH)=V(G)xV(H)
ve kenarlar kiimesi de

E(GRH) = {{(u (v} (w=vve {u',V'} €E(H)) veya
(u' = Ve{u v} €E(G)) veya
({u,v} € E(G) ve {u' V'} €E(H))}

seklinde tanimlanan bir ¢izgedir.
Ornegin, Sekil 3.38 ile P, X Py ve P, X C; giiclii carpim cizgeleri gosterilmektedir.
Enomoto ve digerleri, ¢esitli ¢izgelerin gii¢clii carpimlarinin oyun kromatik sayilari ile

ilgili onemli sonuglar elde etmigtir [11].
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(1,3) (2,3) (1,3) (2,3)

(1,2) (2,2) (1,2) (2,2)

(1,1 2,1 (1,1) (2,1)

Sekil 3.38. P, X P; ve P, XIC; giiglii carpim ¢izgeleri

Teorem 3.19 ([11]). Keyfit > 2 cift tamsayisi icin
Xe(GXK;) >t x,(G)
esitsizligini saglayan sonsuz sayida G ¢izgesi vardir.

t tamsayisinin tek olmasi durumunda bu iddianin gecerli olup olmadigi ise

kanitlanamamaistir.
Onerme 3.20 ([11]). Keyfin,t > 1 icin
Xo(Kn X K;) =nt
olur.
Onerme 3.21 ([11]). Keyfin > 1 vet > 1 icin
Xo (K1 nXK;) =2t
olur.
Onerme 3.22 ([11]). Keyfin > 2,t > 1 ve m tamsayist icin
Xo(KmnXK;) =21+1
olur.

Dereceler dizisi (a+1,b+1,1,1,...,1) olan ¢ift yildiz ¢izgesi S, ile gosterilecek
olursa, X, (Sa») = X¢(Sap XM Ki) = 3 oldugu da kanitlanmig ve bu sonug genellestirilerek

asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.23 ([11]). Hert > 2 icin

2t+1 , a=b=1
Xe(Sap®K) =9 [F|+1 , ab>2
¥ a=Lb22vea(a=2,b=1)

olur.
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Son olarak, m ve n tamsayilarinin bazi 6zel degerleri icin P, ve P, patika ¢izgelerinin

giiclii carpimlarinin oyun kromatik sayilari da elde edilmistir.
Teorem 3.24 ([11]).

. Xg(P3sXPy) =4ved <m<6icin Yo(PyXP)=5olur.

ii. Xo(P3XP;) =5 olur.
iii. Yeterince biiyiik m ve n tamsayilart igin }o(Pn X P,) > 6 olur.

Cizgelerin bir bagka carpimi da nokta ¢arpimi (corona product) olarak adlandirilan
carpimdir. Eger G ve H cizgeleri sirasiyla ny ve np kose noktali cizgeler ise, G ve H
cizgelerinin nokta ¢arpimi olan G o H ¢izgesi, G ¢izgesinin bir kopyasi ile H ¢izgesinin
np tane kopyasi alinip, G ¢izgesinin i. kdse noktasi ile H ¢izgesinin i. kopyasinin tiim kose
noktalart arasina bir kenar cizilmesiyle elde edilir.

Ornegin, Sekil 3.39 ile C4 0 C3 nokta carpim cizgesinin elde edilisi gosterilmektedir.

7
<

>'
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Sekil 3.39. C4 o C5 nokta ¢carpim ¢izgesi

Cizgelerin nokta ¢arpiminin oyun kromatik sayilar ile ilgili literatiirde ¢ok fazla
calisma bulunmasa da, [8] ve digerleri P, o C,, nokta ¢arpim ¢izgesinin oyun kromatik

sayisini belirlemistir.

Teorem 3.25 ([8]). Hern >2vem > 3 icin

Xg(CnoPpn) =4

olur.

Cizgelerin bir bagka carpimi da sirasal carpim (lexicographic product) olarak
adlandirillan carpimdir. G ve H cizgelerinin sirasal ¢arpimi, kose noktalari kiimesi
V(G) x V(H) ve kenarlar kiimesi

E ={{(a,x),(b,y)}|{a,b} € E(G) veya (a =bve {x,y} € E(H))}
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(1,3) (2,3) (1,3 ,3)

(1,2) (2,2) (1,2) (2,2)

(1,1) (2,1) (1, ,1)

Sekil 3.40. P,[P;] ve P,[C3] sirasal ¢arpim ¢izgeleri

seklinde tanimlanan bir ¢izgedir ve G[H| seklinde gosterilir.

Ornegin, P;[P;] ve P;[C3] sirasal carpim gizgeler Sekil 3.40 ile gosterilmistir.

[4] calismasinda xg (P2[Py]), Xg (P2[Kix]) Ve Xg(P2[W,]) oyun kromatik sayilari elde
edilmistir.

Teorem 3.26 ([4]). Keyfi n pozitif tamsayisi igcin

4 . n=2
5 , n=
P |P)]) =
rPABD =9 ¢ s
7, n>7
olur.
Teorem 3.27 ([4]). Keyfi n pozitif tamsayisi icin
4 ., n=1
P K =
% (P2 K1) {5 s

olur.

Teorem 3.28 ([4]). Keyfi n > 9 tamsayisi icin

Xg (P2 [Wa]) =9

olur.
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4. SIERPINSKI CIZGELER

Bu boliimde, Sierpinski ¢izgelerinin genel 6zellikleri, oyun renk sayilar1 ve oyun

kromatik sayilariyla ilgili elde edilmis sonuclar verilmektedir.

4.1. Sierpinski Cizgelerin Bazi Ozellikleri

Tanim 4.1. Sierpinski ¢izgeler, n,k > 1 olmak iizere S(n,k) seklinde gosterilmekte olup,

kose noktalart kiimesi
V(S(n,k))={0,1,....,k—1}"

seklinde tanimlanir.
Sierpinski cizgesinde, u = (uy,up, ... ,uy) ve v= (vi,va,...,v,) gibi iki farkli kogse
noktasimn komsu olabilmesi i¢in agsagidaki kosullar: saglayan bir h € {1,2,...,n} sayist

olmalidir:
i) uy = v; olacak sekildet = 1,2,... ,h— 1 olmalidir.
i) uy # vy olmalidir.
iii) u; = vy ve vy = uy, olacak sekildet =h+1,... ,n olmalidir.

Sekil 4.41 ve Sekil 4.42 ile k = 0,1,2,3 igin S(3,k) ve S(4,k) Sierpinski ¢izgeleri

verilmektedir.

000

00

01 02

f 10 20
[ J

1 2 11 12 21 22 11 112121 122 211 212 221 222

Sekil 4.41. Sirasiyla S(0,3), S(1,3), S(2,3) ve S(3,3) Sierpinski ¢izgeleri [16]

S(n,k) Sierpinski ¢izgesinde, Tanim 4.1 geregince kose noktalarinin sayisi

V(S(n,k))| = [{0,1,....k—=1}""| = K" (4.3)
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seklinde elde edilir.

Kose noktalart kiimesinde i € {0,1,...,k — 1} olmak iizere, ii...i seklindeki koge
noktalarina ekstrem (u¢) kose noktalari, diger kose noktalarina ise inner (i¢) kose noktalari
denir. Ekstrem kose noktalarinin sayist k£ olup, bu kdse noktalarinin her birinin derecesi
k — 1’dir.

Inner kose noktalarmin sayisi k* — k olup, bu kose noktalarmin her birinin derecesi
k’dir. Buradan, El Sikisma Teoremine gore, S(n,k) Sierpinski ¢izgesinin kenar sayisi

asagidaki gibi hesaplanir:

1 k

|E(S(n,k))!=Q(k(k—l)Jr(k”—k)k):Q(k"—l) (4.4)
. 0 3 00 03 30 33 000 003 030 033 300 303 330 333
1 5 0l 02 32001 002 032 302 332

31 031 301 331

20 020 310 320
10 13 23 010 013 023 313 323
011 022 322

1 12 21 22 012 021 311 312 321
100 103 130 200 203 230 |,34

133

101 102 132 02 232

131 201 231

120 210 220
110 113 123 213 223

r 112 121 122 211 212 221 222
Sekil 4.42. Sirasiyla S(0,4), S(1,4), S(2,4) ve S(3,4) Sierpinski ¢izgeleri [16]
Ek olarak, Sierpinski ¢izgesinin tanimindan her k dogal sayis1 i¢in S(1,k) = Kj ve
S(k,2) = Py oldugu agiktir.
S(n,k) Sierpinski ¢izgesinin kenarlar kiimesi, baslangigta bos kiime ile baslanarak

asagidaki sekilde iteratif olarak elde edilebilir:
E(S(0,k)) = 0,
E(S(n+1,k)) = {{inis} |ie{0,1,....k—1},{r,s} € E(S(n,k))}
Kenarlarin yukaridaki sekilde tanimlanmasi, Sierpinski ¢izgelerinin algoritmik olarak
olusturulmasim kolaylastirir. Calismanin ekler bolimiinde, S(n,k) Sierpinski ¢izgesini

olusturan bir Maple prosediirii verilmektedir.

Sierpinski ¢izgeleri ile ilgili daha fazla bilgi icin [16] referansindan yararlanilabilir.
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4.2. Sierpinski Cizgelerin Oyun Renk Sayis1 ve Oyun Kromatik
Sayisi

Bu béliimde, n > 1 ve k > 2 iken S(n,k) Sierpinski ¢izgelerinin oyun renk sayisi ve
ozel olarak k = 3 i¢in S(n, k) Sierpinski ¢izgelerinin oyun kromatik sayisi verilmektedir.
Diger taraftan, k > 4 iken S(n,k) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisi halen

bilinmemektedir.
Teorem 4.2 ([1]). n > 1 ve k > 2 olmak iizere,

k , n=1Iise

k+1 , n>2ise

colg(S(n,k)) = {

olur.

Kamit. Eger n = 1 ise, S(1,k) = K ve colg(Ky) = k oldugundan kanit a¢iktir. Burada K,
k kose noktali tam ¢izgeyi gostermektedir.

Eger n > 2 ise, S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin verilen tanimindan dolay1 k tane derecesi
k—1 olan ve k(k"~! — 1) tane de derecesi k olan kose noktasi vardir. Alice nasil bir
secim yaparsa yapsin, Bob en fazla k hamle yaparak (her bir hamlesinde derecesi k — 1
olan noktalar1 secerek) en son secilen noktanin derecesinin k olmasini saglar. Bu nedenle,
n > 2 iken coly(S(n,k)) = k+ 1 elde edilir.

Ozel olarak, her n pozitif tamsayisi i¢in k = 1 oldugunda, S(n,k) Sierpinski ¢izgesi

tek kose noktasindan olusacagindan, col,(S(n,k)) = 1 oldugu agiktir. [

Asagidaki teorem, pozitif n tamsayist ig¢in S(n,3) Sierpinski ¢izgelerinin oyun

kromatik sayisinin degerini vermektedir.
Teorem 4.3 ([1]). n > 1 olmak iizere,

3 , n=1ise

Xg(S(”73)) = { 4

, n>2ise
olur.

Kamt. Eger n =1 ise, S(1,3) = K3 oldugundan ), (K3) = 3 elde edilir. Diger taraftan,
n > 2 iken (2.2) esitsizliginden ve Teorem 4.2 yardimiyla

X:(S(n,3)) <4 4.5)

olur.
Simdi de n = 2 iken S(n,3) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisinin 4

oldugunu gosterelim. Eger Bob’a 3 renk ile bir kazanma stratejisi verilirse, S(2,3)
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Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisinin alttan 4 ile sinirli oldugu elde edilir.
Boylece (4.5) esitsizligi yardimiyla istenen sonug elde edilmis olur.

Alice’in ilk hamlesi i¢in iki durum s6z konusudur:

22

20 21

02 12

00 01 10 11

Sekil 4.43. 5(2,3) Sierpinski ¢izgesi ve bu ¢izgenin Cy alt ¢izgesi

1. Durum: Alice, ilk hamlesinde Cg alt ¢izgesi iizerinde (bkz. Sekil 4.43) herhangi bir
kose noktasini 1. renk ile boyasin. Burada Cg cizgesi ile uzunlugu 6 birim olan
dongii ¢izge ifade edilmektedir. Genelligi bozmaksizin Alice’in ilk hamlesinde 01
kose noktasini boyadigini kabul edelim. Bu durumda Bob, Alice’in boyadig1 kose
noktasindan 2 birim uzaklikta ve Cg alt ¢izgesi iizerindeki bir kdse noktasint 2.
renk ile boyar. Yine genelligi bozmaksizin Bob’un 12 kdse noktasimi 2. renk ile
boyadigini kabul edelim. Bu durumda 10 noktasinin komsu iki noktasi iki farkli
renk ile boyandigindan, 10 noktast bir kritik nokta olur. Artik Alice ikinci
hamlesinde ya bu kritik 10 noktasim1 ya da onun boyanmamis komsusu olan 11
noktasin1 boyamak zorundadir. Alice bu kose noktalarindan hangisini boyarsa
boyasin, Bob, ikinci hamlesinde ilk boyadig1 kose noktasindan iki birim uzaklikta
ve Cg alt cizgesi lizerindeki bir noktayi, drnegin 20 kdse noktasimi 3. renk ile
boyar. Bu durumda 02 ve 21 kose noktalarinin komsu iki noktasi iki farkli renk ile
boyandigindan, bu kése noktalar1 kritik noktalar olur. Alice, ayn1 anda bu iki kritik

noktay1 savunamayacagi icin Bob, 3 renk ile oyunu kazanir ve boylece
4 < 2g(5(2,3))
elde edilir.

2. Durum: Alice, ilk hamlesinde Cg alt cizgesi lizerinde olmayan bir noktay1 1. renk ile
boyasin. Yine genelligi bozmaksizin Alice’in 22 kose noktasini boyadigini kabul
edelim. Bu durumda Bob ilk hamlesinde geriye kalan ve derecesi 2 olan noktalardan

birini 2. renk ile boyar. Genelligi bozmaksizin Bob’un da 00 noktasim 2. renk ile
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Tablo 4.1. Alice’in bazi ikinci hamleleri icin Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in ikinci hamlesi

Bob’un Alice’in hamlesine cevabi

Olusan durum

21 noktasin1 2. renkle boyar

02 noktasini 3. renkle boyar

20 icin 4. renk gerekir

21 noktasin1 3. renkle boyar

10 noktasini 1. renkle boyar

12 ve 01 kritik noktalar

20 noktasin1 2. renkle boyar

12 noktasini 3. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

20 noktasin1 3. renkle boyar

12 noktasini 2. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

02 noktasini 1. renkle boyar

10 noktasini 3. renkle boyar

01 icin 4. renk gerekir

02 noktasin 3. renkle boyar

10 noktasini 1. renkle boyar

01 icin 4. renk gerekir

01 noktasim 1. renkle boyar

20 noktasini 3. renkle boyar

02 icin 4. renk gerekir

01 noktasin 3. renkle boyar

12 noktasini 2. renkle boyar

10 ve 21 kritik noktalar

10 noktasini 1. renkle boyar

02 noktasini 3. renkle boyar

01 i¢in 4. renk gerekir

10 noktasini 3. renkle boyar

02 noktasini 1. renkle boyar

01 icin 4. renk gerekir

11 noktasini 1. renkle boyar

10 noktasini 3. renkle boyar

01 ve 12 kritik noktalar

11 noktasim 2. renkle boyar

12 noktasini 3. renkle boyar

21 ve 10 kritik noktalar

11 noktasini 3. renkle boyar

12 noktasini 2. renkle boyar

21 ve 10 kritik noktalar

12 noktasini 2. renkle boyar

20 noktasini 3. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

12 noktasim 3. renkle boyar

20 noktasini 2. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

Tablo 4.2. Alice’in baz ticiincii hamleleri i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in {igiincii hamlesi

Bob’un Alice’in hamlesine cevabi

Olusan durum

02 noktasim 3. renkle boyar

21 noktasini 2. renkle boyar

20 i¢in 4. renk gerekir

20 noktasini 2. renkle boyar

12 noktasini 3. renkle boyar

21 i¢in 4. renk gerekir

21 noktasini 3. renkle boyar

11 noktasim 1. renkle boyar

12 i¢in 4. renk gerekir

boyadigini kabul edelim. Buna gore Alice’in Tablo 4.1°de verilen ikinci hamleleri

icin Bob’un verdigi cevaplar siralanmistir. Bob’un verdigi cevaba gore ya Alice’in

ayn1 anda savunamayacag iki kritik nokta olugsmakta ya da 4. rengin gerekecegi

noktalar ortaya ¢ikmaktadir.

Eger Alice ikinci hamlesinde 10 kose noktasini 2. renk ile boyarsa, Bob 01

noktasim1 1. renk ile boyar. Bu durumda 02 kose noktasi kritik nokta olur. Bu

noktayr savunmak i¢in Alice’in 3. hamlesi icin li¢ durum séz konusudur. Bu

durumlar ve Bob’un bunlara cevaplari1 Tablo 4.2°de verilmistir. Tiim durumlarda 4.

rengin gerektigi bir kdse noktasi ortaya ¢cikmaktadir.

Eger Alice ikinci hamlesinde 12 kose noktasini 1. renkle boyarsa, Bob, 21

noktasim1 2. renk ile boyar. Bu durumda 20 kose noktasi kritik nokta olur. Bu

50




Tablo 4.3. Alice’in bazi iigiincii hamleleri i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in tiglincli hamlesi Bob’un Alice’in hamlesine cevabi Olusan durum

20 noktasini 3. renkle boyar 01 noktasini 1. renkle boyar 02 icin 4. renk gerekir

02 noktasini 1. renkle boyar 10 noktasin1 3. renkle boyar 01 icin 4. renk gerekir

01 noktasini 3. renkle boyar 11 noktasini 2. renkle boyar 10 icin 4. renk gerekir

noktay1 savunmak icin Alice’in 3. hamlesi i¢in yine ii¢ durum s6z konusudur. Bu
durumlar ve Bob’un bunlara cevaplari Tablo 4.3’de verilmistir. Bob’un bu

cevaplarina gore 4. rengin gerektigi bir nokta ortaya ¢ikmaktadir.

Boylece Alice boyamaya Cg alt ¢izgesi lizerinde olmayan bir noktadan basladiginda

her zaman Bob kazanir. Buradan
4 S xé’(S(n? 3))

elde edilir. O halde (4.5) esitsizliginden ), (S(n,3)) = 4 olur ve ispat tamamlanur.

]
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EK: Sierpinski Cizgeler icin Bir Maple Prosediirii

with(StringTools);

with(GraphTheory) ;

GetEdges := proc(n::integer, k::integer)::set;
local E, M, m, e, u, v, uu, vv, i, j, istr, jstr;

if 0 < n then

E := GetEdges(n - 1, k);
M o= {};
for m to nops(E) do

e := E[m];

u := ell];

v := el[2];

for i from 0 to k - 1 do

istr := convert(i, string);

uu := cat(istr, u);
cat(istr, v);
M := {opM), {uu, vv}};

end do;

vv

end do;

E := {op(M)3};

for i from 0 to k - 1 do
for j from 0 to k - 1 do

if 1 <> j then

istr := convert(i, string);
jstr := convert(j, string);
u := cat(istr, Repeat(jstr, n - 1));
v := cat(jstr, Repeat(istr, n - 1));
E := {op(E), {u, v}};
end if;
end do;
end do;
else
E := {};
end if;

return E;



end proc;

SierpinskiGraph := proc(n::integer, k::integer)::Graph;
local V, E;
V := Generate(n, Iota(convert(0, string) .. convert(k - 1, string)));
E := GetEdges(n, k);
return Graph(V, E);

end proc;

G := SierpinskiGraph(2, 5);

DrawGraph(G, style = spring, redraw);






Sekil 4.45. Verilen Maple prosediirii yardimiyla elde edilen S(3,5) Sierpinski ¢izgesi
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