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OZET

Barnes-Hut ve Hizli ¢ok-kutup (Fast Multipole Method), N-cisim problemihe o

etkin bir ¢oziim getiren metotlardir. Her iki metod da cisimleri hiyerarsik olarak
gruplayan agac¢ yapilan (¢ boyutta sekizli aga¢ gibi) kullanmakta ve cisim-cisim
etkilesimi yerine cisim-grup veya grup-grup etkilesimleri kullanarak hizli ¢dziimler
sunmaktadirlar. Fakat sekizli agacin yiiksekligi ve digim sayis1 cisimlerin
dagilimlarina baghdir. Cisimlerin dagilimlann  diizenli oldugunda O(logN)
yiiksekliginde ve O(N) diigiim sayisina sahip aga¢ elde edilir fakat diizensiz
dagilimlar i¢in agacin yiiksekligi ve diiglim sayisi i¢in bir tist limit vermek miimkiin
degildir. Her iki algoritmanin ¢alisma zamam da agacin yliksekliginin ve diigiim
sayisinin bir fonksiyonu oldugundan algoritmalarin g¢aligma stiresi cisimlerin
dagilimina baglidir. Bu algoritmalari dagilimdan bagimsiz hale getirmek igin
sikistirilmug sekizli agag (compressed octree) veri yapist Onerilmigtir. Sikistirilmis
sekizli agacin yiiksekligi ve diigiim sayis1 hem diizenli dagilim hem de diizensiz
dagilimlar i¢in O(N)’dir. Sikistinilmig aga¢ yapistun  kullammimin - diizensiz

dagilimlar i¢in performans artis1 sagladig teorik olarak gosterilmisgtir.

Bu c¢aligmada sekizli aga¢ yapisi ve sikistirlmug sekizli aga¢ yapilan
kullanilarak Barnes-Hut ve Hizli ¢ok-kutup algoritmalar1 gerceklenmistir. Her iki
veri yapisi kullamlarak algoritmalarin performanslari, ¢aliyma zamanlari, dogruluk
oranlan gibi konularda kargilagtirilmalar yapilmig ve teorik sonuglarin pratik etkileri

gézlemlenmistir.

Karsilagtirmalarin dogru sonuglar1 vermesi agisindan her iki algoritma da aym
ana ¢at1 altinda gergeklenmigtir. Bu ana ¢ati cisimler ile ilgili bilgileri ve agag
yapilarim icermektedir. Algoritmalarin genel isleyisindeki benzerlikler boyle bir ana

¢at1 olusturmay1 kolaylagtirmaktadir.

Algoritmalarin gerceklenmesinde yergekimsel kuvvetler kullamlmugtir. Fakat

hazirlanan yazilim bagka kuvvet gesitleri iginde genellenebilecek bir yapidadir.



SUMMARY

Barnes-Hut and Fast Multipole Method use hierarchical clustering’ of the -
bodies and effectively solve the N-body problem. Both algorithms use hierarchical
tree structures (such as octree for 3D) for clustering and provide fast solutions by
employing particle-cluster or cluster-cluster interactions instead of particle-particle
interactions. The height and the number of nodes of the tree structure used depend on
the distribution of bodies. Using octree data structure for uniform distribution the
height of the tree and the number of nodes are bounded by O(logN) and O(N)
respectively but for a non-uniform distribution it’s hard to give such bounds. So, the
running times of algorithms not only depend upon the number of bodies in the
problem but also depend upon the distribution. To rectify this problem, the utilization
of compressed hyperoctrees is proposed. For a compressed hyperoctree, the height of
the tree and the number of nodes are bounded by O(N) for all distributions.
Especially for non-uniform distributions, it has been theoretically proved that

compressed hyperoctrees provide better performance.

In this thesis, we implement the Barnes-Hut and Fast Multipole Method
algorithms using both octree and compressed octree data structures. We evaluate the
performance of both algorithms with respect to the running time and accuracy. We

examine the practical effects of the theoretical results.

For an accurate comparison we implement both algorithms with a general
framework. In this framework, we store the data about the particles and tree data
structure. Similarities between the operations performed by each algorithm make it

easier to implement such a framework.

We use the gravitational problem while implementing the algorithms but the
adaptation of our implementations for various force calculations can be obtained

easily.



e r B ~
o e s
- 3

Vl E
i s

TESEKKUR

Bu c¢aligmanin her sathasinda 6zveri ile yaklasan danismanim Yrd. Ij'og:.‘ Dr. -
Fatih Erdogan SEVILGEN’e (GYTE), bu noktaya gelisimde her zaman yanimda
olan aileme, maddi ve manevi destegini esirgemeyen esime tegekkiirii bir borg

bilirim.



ICINDEKILER DIZINi

OZET

SUMMARY

TESEKKUR

ICINDEKILER DIZINI

SIMGELER VE KISALTMALAR DIZIN{
SEKILLER DIZINIi

ALGORITMALAR DIiZiNi

1. GIRIS

2. N-CISIM ALGORITMALARI
2.1.Kuvvet Hesaplama Yo6ntemleri
2.2.Cisim—Cisim Hesaplama Yo6ntemi
2.3.Hiyerargik Aga¢ Yontemleri

3.Agac Veri Yapisi
3.1.Aga¢ Yapisinin Olusturulmas:
3.2.S1kigtir1lmis Sekizli Agag yapisi

4 Barnes-Hut Algoritmasi

4.1.Asagidan-Yukartya ( Yapraklardan kok Diigiime)

4.2.Yukaridan Asagiya (Kok diigiimden yaprak diigiimlere)

5.Hizli ¢ok-kutup Algoritmasi

5.1.Tanimlar

cviio

Sayfa '

iv

vi
vii

ix

xii

10
12
13
14
21

22

24

27



5.2.Hizli ¢ok-kutup Algoritmasi
5.3.Matematiksel Altyap1[22]
5.4.Cok-kutup agilimi
5.5.Doniistim Operatoérleri Ve Hata Sinirlan
5.5.1.Cok-kutup Agiliminin Merkezinin Kaydirilmasi
5.5.2.Cok-kutup Ac¢iliminin Yerel A¢ilima Cevrilmesi
5.5.3.Yerel Agilimin kaydirilmas:
6.GERCEKLEMENIN DETAYLARI
6.1.Aga¢ Veriyapist
6.2.Barnes-Hut Algoritmasi
6.3.Hizl1 Cok-Kutup Yo6ntemi
6.4. Sikistirtlmis Barnes-Hut ve FMM
7.Deneysel Sonuglar
8.Sonug
KAYNAKLAR

OZGECMIS

32

34

35

36

36

38

39

41

43

45

46

58

59

63



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

. -

ol

HCA : Hizli Cok-Kutup Algoritmast el
BHA : Barnes-Hut Algoritmasi

FMM : Fast Multipole Method

@: Teta parametresi

p: Cok-kutup agilimlarinda alinan terim sayis1
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1. GIRIS

Klasik N -cisim problemi, N tane cisimden olusan bir sistemde},” her bir
cismin tiizerindeki diger tiim cisimlerin etkilerini ve bu etkilerden dolay1 olusan
hareketin hesaplanmasim igerir. Pek ¢ok bilimsel ¢alisma birbirlerini etkileyen
cisimlerden olugan boyle fiziksel sistemlerin davranmiginin incelenmesi konusunu ele
alir. Farkl1 fiziksel sistemlerde cisimler arasindaki etkilesim kiitle ¢ekim kuvveti
veya elektrostatik kuvveti gibi farkli farkli olabilir ama genel olarak kuvvet cisimler
arasindaki uzakligin Karesi ile ters orantilidir yani ters kare kuralin1 saglamaktadir.
N -cisim problemi ile astrofizik, 3-boyutlu kapasite [12], plazma fizigi [13],
akigkanlar mekanigi [7] ve 1st potansiyeli [8] gibi pek ¢ok alanlarda
kargilagilmaktadir. Geleneksel fiziksel sistem uygulamalar disinda bilgisayar
grafiklerinde [11] ve eliptik parcali diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de [3]

benzer yontemler kullanilmigtir.

Dért ve daha fazla cisim bulunan ve ters kare kuralim saglayan N -cisim
problemleri igin bilinen genel bir analitik ¢6ziim yoktur. Bu durumda, istenilen
zaman sonunda cisimlerin konumlarinin ve hizlarimin bulunabilmesi i¢in kiigiik
zaman adimlarinda simiilasyon galistirilmasi popiiler bir yaklagimdir. Her bir
adimda, cisimlerin her birine etkiyen kuvvet ve bu kuvvetin etkisiyle cisimlerin
hareketleri hesaplanir. Bir adimda cisimlere etkiyen kuvvetin hesaplanmasinin en
basit yontemi dogrudan hesaplama yontemidir. Bu yontem, cisimler arasindaki
kuvvetleri tek tek hesapladifi i¢in cisim-cisim etkilesimi olarak da bilinir. N tane
cisim bulunan bir sistemde, dogrudan hesaplama yontemi yardimiyla hesaplama
yapildiginda, toplam N(N-1) tane cisim-cisim etkilesimi yani kuvvet hesab:
yapimalidir. Bu sebeple N sayis1 biiyiidiiginde gereken islem sayis1 ¢ok izl
artmakta ve simiilasyon ¢ok uzun zaman almaktadir. Ornegin, 10° tane cisim s6z
konusu oldugunda bile bir adim sonraki kuvvetlerin hesaplanmasi igin saatlerce

hesap yapilmas: gerekmektedir.

Genel olarak, fiziksel sistem simiilasyonunun anlamli sonuglar vermesi igin

simiilasyonun ¢ok fazla sayida cisim igeren sistemler i¢in yapilmas: gerekir. Boyle
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sistemlerin simiilasyonunda, dogrudan hesaplama yontemiyle yapllén hesaplamarl.arl

¢ok uzun sitirecegi i¢in hesaplama zamanim azaltacak algoritmalar geiistiﬁhnisfir. Bu 7

calismada ilgili algoritmalardan, bir adim i¢in kuvvet hesaplamé'.ﬂm (sistemi
olusturan cisimler diizenli dagildiginda) O(N log N) zamanda yapabilen Barnes-Hut
[1] ve O(N) zamanda yapabilen Hizli ¢ok-kutup [2][3] algoritmalart ve bu

algoritmalarin kullandig1 veri yapilar1 incelenmistir.

Bu algoritmalarda kuvvet hesabi, her bir cisme etkiyen kuvvet ii¢ kisma

ayrilarak yapilir:
Fioplam_etki = F yakn_cisimier + Fuzaktaki_cisimier 7 F ais_etkiter (D

Eger varsa, dig etkilerden meydana gelen kuvvetin hesabi, her bir cisim igin
birbirinden bagimsiz olarak yapilabilir. Yakin cisimlerin etkileri dogrudan hesaplama
yontemi ile bulunur. Uzaktaki cisimlerin etkilerinin hesab1 yapilirken ise kuvvet
cesitli yaklasik hesaplama yontemleri kullamlarak hesaplanir. Bir cismin digerine
uyguladigi kuvvetin ve bu yontemlerden dogacak hatanin, cisimlerin aralarindaki
uzaklikla ters orantili olmasi nedeniyle, birbirinden yeteri kadar uzak olan cisimler
icin hatanin kiigiik kalmasi saglanabilmektedir. Fakat aym yontemler yakin cisimler
i¢in de kullanildiginda hata ¢ok daha biiylik olmaktadir.

Barnes-Hut ve Hizli ¢ok-kutup algoritmalari birbirlerinden yeterince uzakta
bulunan cisim gruplar1 arasindaki etkilesimler icin farkli yontemler kullanirlar.
Barnes-Hut algoritmasinda uzaktaki cisim gruplarimin tek bir sanal cisim oldugu
varsayilir. Bu sanal cismin kiitlesi, gruplanmig cisimlerin toplam kiitlesi ve konumu,
gruplanmug cisimlerin kiitle merkezidir. Hizli ¢ok-kutup algoritmasinda ise uzaktaki
cisim gruplarinin etkisinin hesaplanmas: i¢in Taylor serisi gibi kuvvet serileri
kullanilir. Hizhh ¢ok-kutup algoritmasini Barnes-Hut algoritmasindan aywran en
Onemli 6zellik, birbirinden uzakta bulunan gruplarin etkilesiminin hesaplanmasini
saglayacak acilimlardir. Barnes-Hut algoritmasi etkilesimlerin yaklasik olarak
hesaplamasindan dolay1r olusacak hata igin, Onceden belirlenen bir parametre

sayesinde st sinir ve tahmini bir hata verebilmektedir. Hizli ¢ok-kutup algoritmasi



ise iglem sonundaki hatayr siirlandirabilmekte ve istenilen hata rinikfanna .“gﬁ'ré )
hesaplama imkam sunmaktadir. \ i

Barnes-Hut ve Hizhi ¢ok-kutup algoritmalan cisimleri gruplandirmak igin
hiyerarsik aga¢ veri yapilar1 kullanirlar. Bu veri yapisi iki boyutta dortlii agag
(quadtree), ii¢ boyutta ise sekizli agag (octree) olarak adlandirilir. Hiyerarsik agag
veri yapilarim olugturmak igin cisimlerin bulunduklar1 uzay hiyerarsik olarak iki
boyutta dort, lic boyutta sekiz esit pargaya boliiniir. Bir par¢a iginde birden -veya
Onceden belirlenmis sabit bir sayida cisimden- fazla cisim bulunmasi durumda bu
parga tekrar kiiciik pargalara boliinlir ve bu pargalar agacin diigtimleri ve alt-
diigtimlerini olugturur. Cisim dagilimlar1 diizenli oldugunda dengeli bir aga¢ veri
yapis1 elde edilebilir ve etkin bir hesaplama yapilabilir. Fakat diizensiz dagilim
durumunda agacta bulunan diiftim sayis1 ve agacin yiiksekligi igin bir iist simr
vermek miimkiin olmadig1 gibi algoritmalarin galisma zamanlan igin de {ist sir
vermek de miimkiin degildir. Yani algoritmalarin ¢alisma zamanlar1 sadece
cisimlerin sayisina degil aym zamanda cisimlerin dagilimlarina da baghdir. Boyle
algoritmalara dagilima bagh algoritmalar denilmektedir. Dagilima baglh
algoritmalarin analizleri zorlagmaktadir ve analizler genellikle en iyi ¢aligma

zamanini veren diizenli dagilimlar i¢in yapilmaktadir.

Cisim dagilimlarimin diizensiz oldugu durumlarda agacin yiiksekligi dengesiz
olarak artmakta ve aga¢ lizerinde ikiye dallanma olmadan bulunan diigtimler
olabilmektedir. Bu tiir yollar1 sikigtirarak agacin yiiksekliginin cisim sayisi ile lineer
olarak artmasim saglayan veri yapilar1 gelistirilmigtir. Bunlardan sikigtinlmig sekizli
aga¢ yapisi [14] diizensiz dagilimlar oldugunda bile agagtaki toplam diigtim sayisinin
ve agacin yiiksekliginin en fazla O(N) olmasim saglayabilmektedir. Bu agag
yapisinda bir diigiim i¢in biiylik hiicre ve kii¢iik hiicre diye iki deger tutulmaktadir.
Biiyiik hiicre, agag tizerinde ikiye dallanma olmadan bulunan bir yolda en {istteki
diigiimiin bilgilerini, kiigikk hiicre ise en alttaki diigiime karsilik gelen diiglimiin
bilgilerini saklamak i¢in kullamilmaktadir. Boylece sikistirma islemi sonunda

herhangi bir bilgi kayb1 olmadan hesaplamalar yapilabilmektedir.



Bu calismada Barnes-Hut ve Hizli ¢ok-kutup algoritmalar seklzh agag ven |
yapist kullamlarak C++ programlama dili ile gergeklenmis daha sonra bu

algoritmalar sikigtirilmig sekizli aga¢ yapist ile gergeklenerek g;ahsma zamanlarl,.n
bellek karmagsikligi ve dogruluk oranlar karsilagtirtlmugtir. Algoritmalar diizenli ve

diizensiz dagilimlar i¢in ¢aligtinlarak sonuglar incelenmistir.



2. N-CiSIM ALGORITMALARI

Poptiler N-cisim yaklagimlarindan biri soyledir; Simiilasyon kii¢iik zaman
adimlarinda ¢aligtirilarak her bir adimda 6nce tiim cisimlerin birbirlerine uyguladig
kuvvetler hesaplanir daha sonra bu kuvvetler yardimiyla hizlar ve konumlar
hesaplanarak bir sonraki zaman adimina gegilir. Kuvvetten konumlara gecerken
kullanilan integrasyon y6ntemine bagh olarak kiigiikte olsa bir hata yapilmaktadir.
Zaman araliinin ¢ok kiiciik secilmesi yapilan hata miktarim azaltacak fakat
simiilasyon zamaninin artmasina sebep olacaktir. Degisik N -cisim uygulamalarn igin
hesaplanacak olan kuvvetlerin formiilleri farkli olsa bile simiilasyon i¢in kullanilacak

temel adimlar sunlardir :
Her bir At kii¢iik zaman adimu igin
Kuvvet Hesaplamasi yap
Bir integrasyon yontemi ile konum ve hiza geg

Ornek olarak yergekimsel kuvvet hesabini ele alalim. Kiitleleri m, ve mj,olan 2

gezegenin yercgekimi kuvveti Newton’un evrensel gekim kanununa gore

F=-gTd" )

formiilii yardimiyla hesaplanabilir. Burada G yergekimi sabitini, r gezegenler
arasindaki uzaklig1 géstermektedir. Bu sekilde her gezegenin bir digerine uyguladifi
kuvvet hesaplanabilir. Gezegenler arasindaki kuvvet, aradaki uzakligin karesi ile ters
orantihidir. Gezegen, bulunan bu bilegke kuvvetine bagli olarak Newton’un 2. yasasi

olan



formiiliine gére ivme (a) kazanmaktadir. Burada v hizi, x konumu, ¢ zamani, a
ivmeyi goOstermektedir. Bu diferansiyel denklem Euler, Leapfrog vb. gibi bir

integrasyon yontemi kullanarak ¢6ziilebilir.

Euler yonteminde cisimler iizerindeki kuvvetlerin At zaman aralifinda sabit
oldugu kabul edilir. Gergekte bu kiigiik zaman aralifinda cisim Uizerine etki eden
kuvvetler, zaman aralifi boyunca degisecektir c¢iinkii aralarindaki uzakliklar
degismektedir. Bu nedenle ¢ok kiigiik de olsa hata yapilacaktir. Zaman aralimin ¢ok
kiigiik segilmesi, iglem zamamm artiracak fakat hatayr azaltacaktir. Zaman
araliklarinin ¢ok biiyiik se¢ilmesi durumda ise simiilasyon zamani kisalacak fakat

daha fazla hata yapilacaktir. Bu durumda m kiitleli cisim i¢in kuvvet hesab1 su

sekilde yapilabilir:
t+At it
F=ma=——————m(v I v) )
VA =yt *Ad 5)
m

Burada v"*% , t+Ar zamamndaki lmz, v', ¢ zamamndaki lmz1 gdstermektedir.

Cismin yeni hiz1 hesaplandiktan sonra

©)

formiilii kullamlarak ¢ + At zamandaki konumu hesaplanabilir.

Hiz ve pozisyon hesaplamasinda hatay1 azaltmak igin alternatif olarak “leap-
frog” hesaplama yontemini kullanabilir. Bu yontemde At zaman aralifindaki hizin

ortalamas: alinarak cismin bu zaman aralifinda bu hizla gittigi diistintilmektedir.



Leap-frog yontemi fazla hesaplama yapilmasim gerektirmemektedir.

t+3—§£, t+% zamanlarinda, konumlarn ¢, +A¢, t+2At,'

zamanlarindaki degerleri kullamlarak hesaplamalar yapilmasi yeterli olmaktadir.

Boylece zaman araliginin tam ortasindaki hizlar alinmig olur.

A
F,_m(v 2y 2) (7
At
xITAL _ gt =vt+?At ®

Istenilen zaman sonunda hesaplamalardan dolay: yapilan hatanin miktar
hakkinda fikir vermesi agisindan enerjinin korunumu prensibinden yararlamlabilir.
Baglangi¢ konumlarindaki enerji ile son konumdaki enerji arasindaki fark
karsilagtirilir. Enerji hesaplamasi yapilirken potansiyel ve kinetik enerji ayr ayrn

hesaplanarak toplanir. Potansiyel enerji ve kinetik enerji sirastyla:

N
E e = Z % m, Viz €)
i=1

N N
potanslyel Z Z (l O)

i=] jwi

r—rl

formiilleri ile hesaplanabilir. Kinetik enerji hesaplamas: tiim cisimler igin birbirinden
bagimsiz yapilabilir. Potansiyel enerji hesaplamasi yapilabilmesi diger cisimlerin de

kullamlmas:t  gerekmektedir. Bu nedenle potansiyel hesab1 cisim-cisim

hesaplamasinda oldugu gibi O(N 2) tane hesaplama yapilmasim gerektirmektedir.



2.1. Kuvvet Hesaplama Yo6ntemleri

N-cisim yo6ntemleri, kuvvet hesaplamada kullandiklar1 ydntemler nedeniyle
birbirlerinden ayrilmaktadir. Bu yontemler kuvvet hesaplama iglemini daha kisa
zamanda yapabilmek icin ¢esitli yontemler kullanmaktadirlar fakat kuvvet
hesapladiktan sonra bir integrasyon yontemi yardimiyla ayni sekilde hizlara ve
konumlara gegerler. Bu boliimde kuvvet hesaplamada kullamilan yontemlerden
dogrudan hesaplama y6ntemi ve hiyerarsik hesaplama yontemlerinden Barnes-Hut

ve Hizhi ¢ok-kutup yontemleri incelenecektir.

2.2. Cisim—Cisim Hesaplama Yontemi

Bu kuvvet hesaplama yonteminde her bir adim igin tiim cisimlerin birbirlerine
uyguladig1 kuvvetler aynn ayn hesaplandifi igin cisim-cisim hesaplama yontemi

olarak adlandirilmistir. Bir anlik kuvvet icin tam sonucu veren algoritmadir fakat bu

hesaplama i¢in toplam O(N 2) hesaplama yapilmasi gerekir. Yani kuvvet hesabi i¢in
gerekli silire cisim sayisinin karesi ile orantilidir. Bu yontem cisim sayisinin ¢ok
biiyiik oldugu problemlerde ¢ok fazla siire almaktadir. Cok fazla sayida cisim i¢eren

simiilasyonlar i¢in uygun bir yontem degildir.

Iki cisim arasindaki kuvvet her bir cisim igin bir kere hesaplanarak, zit yonlit
kuvvet alinabilir. Béylece islem sayis1 yariya indirilmis olur fakat ¢alisma zamam
hala ¢ok yiiksek olmaktadir. Cisim-cisim hesaplama yonteminin algoritmasi
Algoritma 2.1°de verilmistir.



Algoritma Cisim-cisim

Girdi: Kuvvet, Kuvvet dizisi
N, Cisim Sayisi

Ciktai: Kuvvet, Hesaplanmigs kuvvetler

For each At
For i from 1 to N do
Kuvvet [i] = 0;
For j from 1 to i-1 do
Aradaki_kuvvet=1 ve j cisimleri arasindaki kuvvet;
Kuvvet[i] += aradaki_kuvvet;
Kuvvet[]j] -= aradaki_kuvvet;
End For j;
End For i;
For i from 1 to N do
Hiz[i] = Kuvvet[i] kullanarak hesapla;
Konum[i] = Kuvvet[i] kullanarak hesapla;

End For i;

End For each At;

Algoritma 2.1 Cisim-cisim Algoritmasi



2.3. Hiyerarsik Agac Yontemleri

Hiyerarsik aga¢ yonteminde bir cismin digerine uyguladig1 kuvvetin cisimler
arasindaki uzakligin karesi ile ters orantili olma 6zelliginden yararlamlmigtir. Cisim-
cisim etkilesimi yapmak yerine hiyerarsik aga¢ algoritmalari, birbirlerinden uzakta
bulunan cisimleri Sekil 2.1°deki gibi gruplayarak bu gruplanmig cisimlerle etkilegim
yapmaktir. Diizenli dagilmig cisimler i¢in hiyerarsik aga¢ yontemlerinden Hizli ¢ok-
kutup algoritmas1 O(N) ve Barnes-Hut algoritmasi O(Nlog N) zamanda kuvvet
hesab1 yapabilmektedir. Diizenli dagilmis cisimler i¢in bu y6ntemlerde kullanilan
agactaki diiglim sayismmin O(N) olmast ve aacin dengeli olmasi, hesaplama
sayisinin az olmasimm saglamaktadir. Diizensiz dagilimlarda ise aga¢ dengesiz
olabilmekte ve agactaki diigiim sayist i¢in bir sinir vermek miimkiin olmamaktadir.

Yapilan islem sayis1 ve ¢calisma zaman iginde iist sinir vermek miimkiin degildir.

Cisim gruplan ile etkilesim yapilmasindan dolay: algoritmalar ¢ok kiigiik de
olsa hatali sonuglar iiretmis olacaklardir. Bu hata gruplanmig cisimler ile etkilegim
yapilan cisimler arasindaki uzaklifa baghdir ve kullanilan algoritmaya gore

sinirlandirilabilmektedir.

Cisim Cisim

Hiicre Hiicre Cisim Hiicre

Sekil 2.1 Cisim-cisim, cisim-hiicre ve hiicre-hiicre Etkilegimi



Cisimlerin hiyerarsik olarak gruplanmast igin gruplanacak cisim]
bir daire (ii¢ boyutta kiire) diigiiniiliir. Eger bu daireyi igine alan bir
ve buna gore iglem yapilirsa hesaplamalar ve gruplandirmalar daha kol\a\fy o}acaktlr
Ciinkii karelerin tekrar kareler geklinde bolimlenmesi kolay oldugu halde daire igin
aynmi seyi soylemek miimkiin degildir. Cisimlerin hiyerarsik olarak gruplandirmasi
tlim cisimleri igine alan en biiyiik karenin hiyerarsik olarak béliimlenmesi ile yapilir.

Hiyerarsik olarak boliimlenmis gruplar bir veri yapisinda saklanir. (Bkz. Béliim 3)

Barnes-Hut ve Hizli ¢ok-kutup algoritmas: benzer aga¢ yapilarimi kullandigs
i¢in Once agag veri yapist anlatilacak sonra algoritmalar anlatilirken veri yapilarinin
farkliliklarindan bahsedilecektir. Her iki algoritma da her bir zaman adiminda agag
veri yapisini olusturup islemlerini bu aga¢ veri yapisi yardimiyla gergeklestirir. Bir

sonraki zaman adiminda agag veri yapisin tekrar olugturulur.

Cisimleri hiyerargik olarak gruplayarak, bu gruplar1 aga¢ veri yapisinda
saklayan ve aralarindaki etkilesimi bu aga¢ veri yapisi yardimryla hesaplayan ilk
uygulama Andrew A. Appel [6] tarafindan yazilmigtir. Bu algoritmada birbirlerine
yakin olan cisimler gruplanarak, uzaktaki cisimlerle etkilesim yapilmigtir. Fakat
gruplandirma isleminde kullamlacak geometrik sekillerin diizensiz boyutta ve
sekillerde olmasindan dolay: algoritmanin analizi ve gergeklenmesi oldukg¢a zordur.
Agac yapisi olugturulduktan sonra, bu yap: {izerinden yapilan iglemler her bir cismin
kuvvet hesabi igin gerekli iglemleri (dengeli bir aga¢ yapisi elde edildiginde)
O(N)‘den ortalama O(logN)’e indirilmigtir. Fakat bu hiz arti;n diizensiz

boyutlardaki gekillerden dolayr analiz edilmesi zor hatalar1 da beraberinde

getirmigtir.



3. AGAC VERI YAPISI

Barnes-Hut [1] ve Hizhh gok-kutup [2] algoritmalari benzer aga¢ yapilarim
kullanirlar. Bu yontemlerde sistemdeki tiim cisimleri i¢ine alan, iki boyutta bir kare,
{i¢ boyutta ise bir kiip segilir. Bu kare (kiip) hiyerarsik olarak iki boyutlu sistem i¢in
dort, tic boyutlu sistem icin sekiz esit pargaya boliiniir (Bkz. Sekil 3.1). Bu bélme
islemi hiyerarsik olarak her bir karede tek bir cisim kalana kadar yapilir. Bu iglem
sonunda elde edilen karelerin agag veri yapisinda her bir kare bir diigiimde olacak
sekilde ifade edilir. Iki boyutlu sistemler icin kullanilan agag veri yapis1 dortlii agag
(quadtree), li¢ boyutlu sistemler i¢in kullamilan agag veri yapisi ise sekizli agac

(octree) olarak adlandirilir.

0.Seviye 1.Seviye 2.Seviye 3.Seviye

Sekil 3.1 ki boyutta hiyerarsik dilimleme

Agac yapisinda kullanilan terimler agiklanirken anlatim kolaylig: agisindan iki
boyutlu problem ele alinacaktir. Dortlii agag veri yapisinda kok diigtim (root node)
tiim sistemi icine alacak biiyiikliikte olan kareyi (hiicreyi) temsil etmektedir. Bir
diigiime karsilik gelen kare, her bir boyutta iki egit pargaya boliinerek, dort alt-
diigiim (gocuk diigiim) ve dort alt-kare (alt-hiicre) elde edilir. Dérde boliinen kareye
ebeveyn, boliimlenmis olan bu dort kiiglik karenin her birine ise gocuk kare denir.
Dortlii aga¢ yapisinda bir ebeveyn diigtimiin en fazla 4 ¢ocuk diigiimii bulunabilir.
Hiyerarsik olarak boliimleme isleminde kareler birbirlerini kesmezler. Iginde cisim
bulunmayan diigiimler aga¢ yapisinda yer almazlar. Bir cisim aym seviyede bulunan

karelerden sadece bir tanesinin iginde bulunabilir. Iginde bir tane cisim bulunan



kareler aga¢ yapisinda en alt seviyedeki diigtimlerdir ve bu diigtimler

denir.

Ayn seviyede bulunan bir karenin merkezi ile aralarindaki uzaklik karenin bir

kenar uzunlugu kadar olan kareler komsu kare olarak adlandirilir.

Seviye numaralandirmalar1 bu konuda yayinlanmis diger makalelerde oldugu
gibi sifirdan baglatilmigtir. Béliimleme iglemi tamamlandiginda 0. seviyede 49 1.
seviyede 4' ve I. seviyede en fazla 4' tane kare elde edilir. Seviyesi / olan bir karenin

(I+1). seviyede en fazla dort tane gocuk karesi vardir.

Bu tez boyunca kare ve hiicre, alt-kare ve gocuk kare, alt-diigtim ve gocuk
diigiim kelimeleri esanlamli olarak kullanilmaktadir.

3.1. Agac Yapisimin Olusturulmasi :

Agag veri yapisinin olugturulmast igin pek ¢ok yontem 6nerilmistir. Bunlardan
asapidan yukanya ajag¢ olugturma yonteminde birbirlerine yakin olan cisimler
gruplanir ve bu gruplar hiyerargik olarak tekrar tekrar gruplandinlarak isleme devam
edilir. Yukaridan agagiya agaci olugtururken, biitiin cisimler oncelikle kok kareye
yerlestirilir ve rekiirsif olarak her hiicrede bir cisim kalana kadar kareler baliimlenir.
Bu yontemde, kareye cisim yerlestirilir ve islem sonunda karede bulunan cisim sayis1
kontrol edilir. Eger 1’den fazla cisim varsa, tek bir cisim kalana kadar bu kare dort
alt kareye boliinlir ve cisimler uygun karelere yerlestirilir. Boliimleme sonunda
olusan kareler aga¢ veri yapisinda kok diigiimden baglanarak saklamr (Bkz. Sekil
3.2). Eger 1 tane cisim bulunma sarti saglantyorsa bu kareyi tekrar boliimlemeye
gerek kalmamugtir. Islem sonunda karede cisim yoksa bu kare igleme alinmaz ve agag
veri yapisinda bu kareye karsilhik gelen bir diigtim bulunmaz. Bu ¢alismada
gerceklemesi daha kolay olan yukaridan asagiya aga¢ olusturma ydntemi
kullanilmastar.
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genellestirilebilir. Ozellikle Hizli gok-kutup algoritmasinda bu saymm ‘1 {deh buyuk

olmasi algoritmanin ¢aligma zamanini ve yapilan hatay: diistirmektedir.
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Sekil 3.2 Iki boyutta hiyerarsik bsliimleme ve dortlii agag yapisi

Cisimlerin diizglin dagilmast afa¢ veri yapisiin da dengeli olmasim
saglamaktadir. Her bir boliimleme sonucunda ebeveyn karede bulunan cisimler 4
cocuk kareye —yaklagik- esit bir sekilde dagilacaktir. Toplam cisim sayist N, en alt
seviyeye h dersek bu seviyede toplam 4" tane kare olacaktir. Diizenli dagilmis bir
sistem oldugunu kabul ettigimizden N tane cisim 4" tane kareye yerlestirilmigtir. Bu
durumda h yaklasik olarak log N ’dir. Sisteme bir cisim ekleyebilmek igin agag
iizerinde en fazla h seviye agag inilir. Bu durumda bir cismin agag iizerindeki yerini
belirleyebilmek i¢in O(log N) islem yapilmasi gerekir. Tiim cisimlerin agag {izerine

yerlestirilmesi O(N log N) islemde tamamlanacaktir.

3.2. Sikistirnlmg Sekizli Agac yapisi

Cisimlerin diizensiz bir dagilimi agacin olmasina sebep olacaktir. Bu
dengesizlik nedeniyle agacin yliksekligi ve agactaki diiglim sayist i¢in bir sinr
vermek miimkiin olmayacak, algoritmanin ¢aligma siiresi de bunlara baghi olarak
O(Nlog N) olmayacaktir. Cisimlerin dagilimlar1 diizensiz oldugunda sekizli ve

é”m } »“'f e ™ ‘ . .-‘- :§
Yaprak diigtimlerde 1’den fazla cisim saklanacak sekilde algoritmalar . :j'



dortlii aga¢ yapisinin {izerinden yapilan islemler etkinligini yitimektégi‘;.,.;“_C:isimlé’{"r';

agaca yerlestirilirken bir kare i¢inde bulunan cisimler birbirinden fa}klla karelere

diisene kadar 6zyineli (rekiirsif) olarak kare, alt-karelerine béliimlenir. Du;enélz |
dagilimlarda cisimler pek ¢ok boliimleme iglemi sonunda ancak farkli karelere
ayrilabilirler. Bu aga¢ yapisinda dallanma olmayan uzun yollar (path) (Bkz. Sekil
3.3) olmasina neden olur. Barnes-Hut ve Hizli ¢ok-kutup algoritmalar bu tiir veri
yapist kullandigindan, cisimlerin diizensiz dagilimi algoritmalarin performanslarim
ve bellek karmagikliklarini olumsuz etkilemektedir. Cisimlerin dagilimlan
algoritmalarin ¢aligma zamanlarimi etkiliyorsa bu algoritmalara dagilima bagli
algoritmalar denir. Eger bir algoritmanin ¢aligma zamam cisimlerin dagilimina bagh

degilse dagilimdan bagimsiz algoritma olarak adlandirilir.

Bdyle bir yol tizerindeki hiicrelerin boyutlar: farkli olmasina ragmen hepsi aym
cisimleri i¢ine almakta ve bu cisimlerle ilgili bilgileri tutmaktadir. Diizensiz dagilmig
sistemlerde, dallanma olmayan uzun bir yol lizerindeki diigiimleri hicbir bilgi
kaybina ugratmadan tek bir diigtime indirgeyebiliriz. Bu sekilde sekizli agagda
bulunan her dallanma olmayan yolun sikistirilmas: sonucu elde edilen agég yapisina
sikistinlmig sekizli aa¢ denir. Bu sikigtirma islemi ilk olarak tiim-yakin komsular
(all-nearest neighbour) problemi igin Clarkson [24] tarafindan ortaya atilmugtir.
Clarkson N tane d-boyutlu nokta igin O(c*NlogN) beklenen zamanda (c sabit bir
sayidir) aga¢ olusturan rastgele algoritma yayinlamigtir. Daha sonra Sevilgen [14]
hem ¢alisma siiresini O(dNlogN) zamana indiren hem de rasgele olamayan 3 degisik
algoritma Onermigtir. Bu tezde ilgili algoritmalardan agagidan-yukanya agag
olusturulmasi anlatilmig ve gerceklenmistir.

Sikigtirilmis agag¢ yapisim olusturabilmek i¢in verilen iki hiicreyi i¢ine alacak
kok diiglimiin en kiigiik-alt-hiicresini sabit zamanda bulacak en kiigiik hiicre teknigi
kullanilmagtir. Cisimler sifir uvzunlugunda hiicreler olarak diigtintileceginden aym

teknik cisimler i¢in de uygulanabilmektedir.
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Sekil 3.3 Cisimlerin hiyerargik b6liimlenmesi, dallanma olmadan inilen yol (path) ve
sikistirtlmig dortlii agag yapisi

Bu teknik agagtaki iki hiicrenin en alt seviyeli ortak ebeveyn diigiimiinii
bulmak i¢in kullanilmaktadir. Bu tez kapsaminda yazilan uygulamalarda bir ebeveyn
hiicrenin alt-hiicreleri Sekil 3.4‘deki gibi numaralandirilmigtir. Numaralandirma
ebeveyn hiicrenin merkezine bakilarak yapilmistir. Bu numaralandirmaya gore eger
alt-hiicrenin merkezinin konumu, ebeveyn hiicrenin merkezinin konumundan d
boyutunda biiyiik ise numaralandirmaya 2¢ ilave edilir aksi durumda herhangi bir

deger ilave edilmez.

En kiiciik hiicre tekniginde, 6ncelikle verilen iki hiicreyi de i¢ine alacak en
kiigiik dikdortgenler prizmasi bulunur (Bkz. Sekil 3.5). Daha sonra bu dikdértgeni
icine alacak kii¢tik hiicreyi bulan algoritma, Algoritma 3.1 olarak verilmistir.

Sikistirilmig agag veri yapisinda dallanma olmadan bulunan bir yol {izerindeki
diigiimlerin yerine tek bir diigiim olmas1 saglamaktadir. Bu nedenle her bir diigiim,
en az iki gocuk diiglimii bulunan bir diigiim veya bir yaprak diigtimdiir. Sikigtirilmis
agac¢ yapisinda her bir v diigiimii i¢in iki hiicre tammmlanmigtir: Dallanma olmayan bir
yolun ilk diiglimiine karsilik gelen kareye biiyiik hiicre ve yol izerinde bulunan son

diigiime karsilik gelen kareye kiigiik hiicre denir. Biiyiik hiicre L(v), kii¢iik hiicre ise



S(v) ile gosterilir. Herhangi bir diigiim igin kiigiik hiicre, biiyiik hiicre 1<,:1ndef"bu1 : %

t

tiim cisimleri igine alan en kiigiik alt-karedir. Bu sebeple, herhangi bir v i¢ d'u.%l}nﬁn 3
N &‘ !

kiigiik hiicresi dort esit alt-hiicreye béliinlirse bos olmayan en az iki \‘k hﬁsrégk ‘I’ﬂ"‘? .,;
. pEtt

olmahdir. Bu béliimleme sonundaki bos olmayan her bir C alt-hiicre igin ku(;;k%w

hiicresi C olan bir gocuk diigtim vardir. Yaprak diigtimiin en kiigiik hiicresi cismin
konumunda sifir uzunlugunda bir hiicredir.

e
N\

Prcavar,

Sekil 3.4 Bir hiicrenin ¢ocuk hiicrelerinin numaralandirmasi

H

Hiicre 1

Sekil 3.5 Iki hiicrenin kégeleri birlestirilerek olugturulan R hiicresi

Agacin asagidan yukariya olusturulmas: i¢in éncelikle cisimlerin siralanmasi
gereklidir. Bu sira aym zamanda cisimler aga¢ yapisinda soldan saga bulunma
sirasidir. Cisimlerin siralanmasi igin 6ncelikle iki cismin nasil karsilagtirilabilecegi
anlatilacaktir: Verilen p; ve p, cisimleri i¢in, bunlan igine alan en kigiik hiicre
Algoritma 3.1°deki teknik yardimiyla hesaplanir. Hesaplanan bu hiicreyi alt-
hiicrelerine boldiiglimiizde p; ve p; cismi farkl alt-hiicrelere diiseceklerdir. Bu alt-

hiicrelerin numaralandirmasiyla cisimler siralanmig olur.

| Algoritma En_kiigiik_hiicre




Girdi R, iki hiicreyi i¢ine alan dikdértgenler prizmasinin koordinatlari
Ciktr: [, en kiigiik hiicrenin bir kenar '
KH, en kiigiik hiicrenin konumu

For each i boyutu

R’nin i boyutundaki en kiigiik koordinata

min

R'nin i boyutundaki en biiyiik koordinati
1
Xmax ~ Xmin

t t
a = 2 Xpmin ve a, = 2" Xmax
1 1

Eder a;=a, esit ise

max

o

a =a2
Degilse

a'= a; ve a,’den ¢ift olan tamsayidir

s=t-log(l+{a ®(a -1)})+1
k = s dederlerinden en kiugugu

1
1. = k-1

For each i
KH i boyutu i¢in konumu = {———J+-—-

End for i;

Algoritma 3.1 En kii¢iik hiicre bulma teknigi
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Verilen N cisim igin aga¢ su sekilde olusturulur: Tim cis"i,‘r‘hleri\_'r 'ic}iﬁe |

2.
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alabilecek en kiigiik kare kok hiicre olarak belirlenir. Cisimler optimum Bi‘r;:s_hlra%ilama
algoritmas1 yardimiyla O(dNlogN) zamanda siralanir. Siralanmig cisimler; feker
teker yerlestirilerek agag yapisi olusturulur. Agaca cisimlerin yerlestirilmesi sirasinda
en son yerlestirilen diigiimiin kaydi tutulur. Bir sonraki yerlestirilecek cismin p
oldugunu diigiinelim. En son eklenen diiglimden baglanarak koék diiglime dogru
peL(v) olacak ilk diigiim, v diigiimii bulunur. Bu noktada iki ihtimal vardir:

Eger p, S(v) i¢inde degilse, p (L(v)- S(v)) i¢indedir. p ve S(v)’yi igine alan en
kiigtik hiicre L(v)’nin bir alt-hiicresidir ve p ile S(v) bu en kii¢iik hiicrenin farkl: alt-
hiicreleri iginde yeralir. Bu durumda yeni bir u diigtimii v ile ebeveyni arasinda

olusturulur ve p u diiglimiiniin bir gocugu olarak eklenir.
Eger p, S(v) i¢inde ise, p v’nin gocuk diigtimii olarak ilave edilir.

Agaci olusturmak i¢in tek bir cismin yerlestirilmesi O(1) zamanda olmaz fakat
tim N tane cismin yerlestirilmesi igin toplam O(N) zamana ihtiya¢ vardir.
Cisimlerin siralanmasi ile beraber agacin olusturulmasi O(NlogN) zaman
almaktadir. Agacin olusturulma zamani cisimleri siralamak igin kullamlan
algoritmamin zamam ile belirlenir. Performans yiiziinden hizli-siralama (quick-sort)
algoritmasi tercih edilmelidir fakat ikinci adimdan itibaren cisimlerin siralamas: gok
fazla degismeyeceginden quicksort yerine insertion-sort algoritmasi kullamlirsa daha

iyi caligma zamani elde edilebilir..

b, W
N N



Algoritma Agag¢ Olusturma

Girdi N tane cisim

Cikti Siralanmis N tane cisim

Tim cisimleri ig¢ine alacak k&ék dugumi bul.
Cisimleri sikistirilmis adag¢ yapisina gdre sirala.

Siralanmis cisimlerden ilk p cismi dig¢in v digliminid
olustur.

Eklenecek cisim oldugu siirece devam et

Siradaki p cismi igin yeni bir w diudimi olustur
p, L(v) icginde olmadidi silirece devam et
v=ebevyn (v)

IF p, S(v) ig¢inde dedil ise

P ve S(v)’yi ig¢ine alacak kigik didim C’nin L{v)’sini
hesapla

V digimi yerinde u diguminid olustur.

L(u)= L{(v); S(u)=C

L(v)ve L(w) C’nin alt-hlicreleri olarak ata.

v ve w didlmlerini u difiminin ¢ocuk-diigimleri olarak ata.
ELSE IF peS(v)ise

L{(w) p'yi igine alan S(v)’nin alt-hilicresi yap.

w diglminti v digiminin ¢ocuk-digimi olarak ata.

V=W;

Algoritma 3.2 Asagidan yukariya agag¢ olugturma algoritmasi




4. BARNES-HUT ALGORITMASI

R T

Barnes-Hut algoritmas1 1985 yilinda Appel [6] tarafindan yayimnlanan
algoritmay1 temel alarak 1986 yilinda [1] yaymlanmistir. Barnes-Hut, Appel’in
algoritmasinda oldugu gibi her bir cismin iizerindeki kuvvet hesabim diizenli bir
dagilim oldugunda ortalama O(logN) zamanda yapabilen bir algoritma geligtirmistir.
Barnes-Hut’un algoritmasinin Appel’in algoritmasina gére sagladig avantajlar, agag
yapisindaki karigikliklarin engellemesi ve hata igin iist sir verip ortalama bir hata

hesab1 yapmay1 saglamasidir.

Barnes-Hut  algoritmas1  cisimleri sekizli aga¢ yapist kullanarak
gruplandirmakta ve agag¢ yapisindaki her kare i¢in karenin i¢inde bulunan cisimlerin
toplam kiitlelerini ve kiitle merkezlerini hesaplamaktadir. Bir karenin igindeki biitiin
cisimler bu kiitle merkezinde toplanmig toplam kiitle kadar biiyiikliikte sanal bir
cisim olarak kabul edilir. Kiitle merkezindeki bu sanal cisim ile yeterince uzakta olan
cisimlerle etkilesim yapilir. Buna cisim-kiime etkilesimi denir. Boylece kare i¢indeki
cisimlerin her birisi ile etkilesim yapmak yerine tek bir cisim ile etkilesim yapilarak
islem sayis1 azaltilmig olur. Bu hiz artig1 beraberinde kiiglik de olsa hatayr da
getirecektir. Bu hatamin kiigiik kalabilmesi igin cisim ve kiimenin birbirlerinden
yeterince uzakta bulunmalar: gerekir. Cisim ile kiimenin kiitle merkezi arasindaki
uzaklik olan d, karenin bir kenarinin uzunlugu olan / *den biiyiik olmalidir. Barnes-
Hut //d oranin1 bir ® parametresi ile kontrol etmektedir. Cisim ile kiime, //d oram1 ®
parametresinden biiyiik ise yeterince_uzakta kabul edilir. ® parametresi 0 ile 1

arasinda olmalidir ve genellikle 0.5 segilir. Cok kiigiik ® parametresi segilmesi
durumunda algoritma O(N 2) ’ye yaklagir ¢iinkii yapilan cisim-kiime etkilesim sayisi
azalacaktir. ©® parametresinin 1’e yaklagmasi durumda ise yapilan hata biiyiik
olmaktadir. Kuvvet uzakhgin karesi r” ile ters orantili oldugundan yakin cisimlerin
etkisi daha biiyiiktir ve yakin cisimleri i¢in r degerinin yerine kiitle merkezini

uzakliginin yani d’nin alinmasi daha fazla hataya sebep olmaktadir.

Barnes-Hut algoritmasi 3 ana adimdan olusur [1] :




e AgaciOlustur() Y
Sekizli (octtree) agag yapisini hiyerarsik olarak olustur. (Bkz. Bﬁlti‘iié: ‘

o AsagidanYukariya()
Yapraklardan kok diigtime dogru gidilerek her bir kiimenin kiitle merkezleri ve
toplam kiitlelerini hesapla.

¢ YukaridanAsagiya()
Her bir cisme etki eden kuvveti agag ilizerinde yukaridan asagiya (kok diigiimden

yapraklara ) dogru hesapla.

4.1. Asagidan-Yukanya:

Cisim kiime etkilesiminin yapilabilmesi i¢in gerekli olan bilgiler kiimenin kiitle
merkezinin koordinatlari ve kiime merkezindeki sanal cismin kiitlesidir. Bu adimda
tim diigtimler i¢in bu bilgiler hesaplanir. Hesaplama islemi i¢in 6nce yaprak
diigtimlere inilir. Yaprak diigiimlerde birden fazla cisim varsa bunlarin kiitle merkezi
ve toplam Kkiitleleri hesaplanir. Bu bilgiler aga¢ yapisinda saklanir. Hesaplanmig bu
bilgiler kullanilarak daha yukaridaki kiimelerin toplam kiitleleri ve kiitle merkezlerini
hesaplanir. Bu hesaplama agacin kok-sonra dolagimi (post-oder traversal)

kullamlarak yapilabilir.

4.2. Yukarndan Asagiya:

Bu adimda tiim cisimlerin kuvvetleri aga¢ veri yapis1 yardimiyla hesaplanir.
Her bir cisim i¢in aga¢ lizerinde kok diigiimden baglanip yaprak diigiimlere inilir.
Her bir diigiim ile cismin yeterince_uzakta olma gart1 kontrol edilir. Eger bu sart
saglaniyorsa cisim ile bu diigiimiin cisim-kiime etkilesimi hesaplanir ve bu diiglimiin
alt diigiimlerine inilmez. Eger sart saglanmiyorsa bu diigiimiin alt diigiimlerinin her
birisi i¢in tekrar bu sart kontrol edilir ve isleme devam edilir. Yaprak diigiime kadar
inildigi halde, yeterince uzakta sarti herhangi bir yaprak diigiim i¢in saglanmiyorsa,

bu yaprak iginde bulunan cisimlerle cisim-cisim etkilegimi yapilmasi gerekmektedir.



Bolim 3.1‘de belirtildigi gibi cisimler diizgiin olarak dagildiginda agacin
yitksekligi O(N log N) *dir. Boylece bir cisim diger N —1 tane cisim ile dogrudan

hesaplama yapmak yerine agag lizerinde en fazla O(log N) seviye asagiya inerek
etkilesim yapilabilir. Diizenli bir dagilim oldugunda cisimlerin yakin komsu

sayisinin az, uzak komsu sayisinin gok olacaktir.

Agag olusturmas1 O(NlogN) zamanda, yukaridan asafiya ortalama O(N)
zamanda ve kuvvet hesabi O(Nlog N) zamanda yapilacaktir. Bu durumda toplam

¢aligma zamani

O(Nlog N + N + Nlog N) = O(Nlog N)

olacaktir.

Kuvvetler hesaplandiktan sonra cisimler yeni konumlarina konumlandirlir ve
bir sonraki zaman arahgina gegcilir. Agag tekrar olusturulur ve tiim hesaplamalar

tekrar yapilir.



5. HIZLI COK-KUTUP ALGORITMASI {6

Hizli ¢ok-kutup Algoritmas1 (HCA) Greengard ve Rokhlin 1an
geligtirilmigtir  [2][3]. 20. ylizyiln en popiiler 10 algoritmasi arasinda
gosterilmektedir. HCA cisim-kiime etkilesimi yapmak yerine kiime-kiime (Bkz.
Sekil 2.1) etkilesimi yapar. Kiime-kiime etkilesimi yaparken Taylor serisi agilimi
yardimiyla potansiyelleri hesaplayarak kuvvetleri yaklagik olarak hesaplar.
Algoritma diizenli dagilmis N tane cismin bulundufu bir sistemde cisimler

arasindaki etkilesimleri (kuvvet hesab1) O(N) zamanda yapmaktadir.

Hizli ¢ok-kutup algoritmasinda iki temel seri agilim kullanilir: Bir daire iginde
bulunan cisimlerin, bu dairenin disinda (yeterince uzakta) bulunan cisimler iizerine
uyguladig1 kuvvetin hesaplamasini saglayan Taylor serisi benzeri agilima ¢ok-kutup
agilim1 denir. Bu agilim bir kere hesaplanarak, istenilen noktadaki cisimler i¢in
hesaplamalar bu seri agilim yardimiyla yapilabilir. Bu agihimin tersi de miimkiindiir.
Bir dairenin disinda yeterince uzakta bulunan tiim cisimlerin dairenin igindeki
cisimler iizerine uyguladigi kuvveti hesaplamay: saglayacak seri agilimina yerel
acilim denir. Hizh ¢ok-kutup algoritmasindaki hiz artis1 bu yerel agilimlar yardimiyla
saglanmaktadir. Algoritmada kullamilan seri agilimlar, sonsuz sayida terim
icermektedir. Fakat pratikte, agilimi bilgisayar yardimiyla hesaplayabilmek igin p
tane terim almir ve p terimden sonsuza kadar olan terimler toplamu hatay:
gostermektedir. Bu sebeple p sayis1 bilyiik segilerek daha dogru sonuglar elde
edilebilir.

HCAJ[2] 2-boyutlu uzayda, diizenli dagilmig cisimler igin yiiksek dogruluk
oranlarinda etkin ¢oziim saglamaktadir fakat diizensiz dagilimlar oldugunda ¢aligma
zamam artmaktadir. 3-boyutlu uzayda ise seri agilimlari tizerindeki islemler [18],
artiindan algoritma etkinligini yitirmektedir. Cheng [19] ise diizenli ve diizensiz
dagilmis cisimler i¢in {i¢ boyutlu uzayda diizlem dalgas: denklemleri (plane wave
equations) kullanarak etkin ¢6ziim saglayan matematiksel doniigimler Snermigtir.

Fakat bu algoritmanin gergeklenmesi olduk¢a zor ve karmagiktir.
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Hizli gok-kutup algoritmas: hiyerarsik olarak sistemi karelere bolerek bunlarl "

o

aga¢ veri yapisinda saklar ve hesaplamalari bu aga¢ yapisi ya.rdunlyla yapar

W

Hesaplamalar i¢in hiyerarsik olarak boéliimlenmis karelerin merkezlen kullamhr

Cok-kutup agiliminin sagladifi hiz artis1 ve algoritmanin ana hatlar1 incelenecektir:

m tane cisim n tane cisim

Sekil 5.1 Cok kutup agiliminin merkezinin kaydirilmasi ve yerel agilima
cevrilmesi

Sekil 5.1°de gortildiigii gibi X¢ merkezli r yarigaph X dairesi iginde qi, qp,
43,..., 4, yiklere sahip m tane cisim, Yo merkezli r yarigaph Y daire iginde q, gz,
43,..., q, yiklere sahip » tane cisim olsun. X ve Y kiimelerinin yeterince uzakta

oldugunu séyleyebilmek igin X ve yo merkezleri arasindaki uzaklifin 3r‘den biiyiik
esit olmas1 gerekir.

X kiimesindeki cisimlerin Y kiimesindeki cisimlere uyguladif1 potansiyeller
dogrudan hesaplanmak istenirse toplam O(nm) islem yapilmas: gereklidir.

Hizlh ¢ok-kutup yontemi kullamlarak X daire igindeki qi, q2, Q3,..., Qp
yiiklerinin p terimli cok-kutup agiliminin katsayilar: hesaplanabilir. Bu islem m tane
cisim i¢in mp islem gerektirir. Bu a¢ilimi kullamlarak Y kiimesinin merkezi Y
noktasindaki yerel agilim elde edilir (Bkz. Bolim 5.5.1). Bu yerel agilim elde
edildikten sonra Y kiimesi igindeki tiim cisimlerin potansiyelleri bu yerel agilimdan

hesaplanabilir. Bu hesaplama igin toplam O(np) islem gereklidir. Doniiglim islemi



Hizli ¢ok-kutup algoritmasinin g¢alisma zamam olan O(N) karmagikligin

icindeki sabit say1 oldukga biiyiiktiir. Bu nedenle Hizli ¢ok-kutup Algoritmas: diigiik
cisim say1s1 veya diisiik dogruluk oranlarinda Barnes-Hut algoritmasina gore olduk¢a
yavagtir. Ancak cisim sayisi biiyik oldugunda veya yiksek dogruluk oram
istendiginde Hizl1 gok-kutup Algoritmasi tercih edilmelidir.

Hizli ¢ok-kutup algoritmasinin Barnes-Hut algoritmasmndan farkli yonleri
sunlardir [17]:

Barnes-Hut algoritmasindaki gibi her cisim izerindeki kuvvetler degil
potansiyeller hesaplanir. Vektdrel bir bilytiklik olan kuvvet yerine skaler bir
biyiikliik olan potansiyel kullanimi ile hesaplamalar kolaylagmaktadir. Potansiyel

daha sonra kuvvete ¢evrilmektedir.

Kiime merkezi ve Kkiitle bilgileri yerine seri agilimlar kullamlir. Bu agilimda
daha fazla terim alarak daha hassas hesaplamalar yapilabilmektedir. Daha fazla terim

alma, islem zamanim ve bellek kullanimini artiracaktir.

Barnes-Hut algoritmasindan farkli olarak Hizhi ¢ok-kutup Algoritmasi,
etkilesime girecek kiimelerin sayisim 2 boyutta 27, 3 boyutta 128 sayilan ile
stirlandirmustir. [2].

Hizli ¢ok-kutup Algoritmasi anlatilirken elektrostatik problem ele alinacaktir.
Fakat yercekimsel kuvvet hesabi veya elektrostatik problem i¢in aym formiiller
kullamlabilir. Sadece kuvvetin yoniinde degisiklik olmaktadir.



Sekil 5.2 iki boyutta C karesinin komsular1 (koyu-gri) ve etkilesim
listesi(agik-gri)

5.1. Tamimlar

Bu bolimde Hizlh g¢ok-kutup yonteminde kullamlan tanimlardan
bahsedilecektir. Algoritmanin anlagilmasinda en 6nemli nokta yeterince uzakta (well
seperate) kriterinin anlagilmasidir. Bitisik ve ayni boyutta olan iki kare komsu kare
olarak adlandirilir (Bkz. Sekil 5.2). Bir C karesinin yakin komgulari iki boyutta 8, ii¢
boyutta 27 tanedir. C karesinin ebeveyn karesinin yakin komsularinin gocuklarindan,

C ile yakin komsu olmayan kareler, etkilesim listesindeki karelerdir (Bkz. Sekil 5.2).

5.2. Hizh Cok-Kutup Algoritmasi

Hizli ¢ok-kutup algoritmasi temelde Barnes-Hut algoritmasimin adimlan ile

aym adimlara sahiptir.

o AgaciOlustur()
Sekizli (octtree) agag yapisini hiyerargik olarak olustur. (Bkz. B6liim 3.1)
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Yapraklardan kék diigiime dogru gidilerek her bir kmne{ﬂi%gkikuﬁfﬁ?j
e o
agilimlar1 hesaplanarak, ebeveyne kaydinlir. ‘““,’Lﬁiﬁ‘ﬁ

e YukaridanAsagiya()
Cok-kutup agilimlarn yerel agilimlara ¢evrilerek, ¢ocuk kiimelere

kaydirilir.

e KuvvetHesapla()
Yerel agilimlar ve yakin komsular i¢cin dogrudan hesaplama yapilarak

kuvvet hesaplanir.

Agac lizerinde, agagidan yukariya hesaplama adiminda karelerin merkezlerine
gore cok-kutup agilimlar hesaplanir. Cok-kutup agilimini ¢ ile gésterelim. Once tiim
yaprak diigtimlerdeki cisimler kullanilarak gok-kutup ag¢ilimi hesaplanir. (Daha 6nce
belirtildigi gibi cok-kutup agilimlar1 karenin merkezine gore verilmektedir.) Sonra bu
diigtimlerin ebeveyn diigimleri igin ¢ok-kutup acilimlar1 hiyerarsik olarak
hesaplanir. Bu hesaplama iglemi i¢in her bir ¢ocuk diigiimiin ¢ok-kutup agiliminin
merkezi, ebeveyn diiglimiin merkezine kaydirilir ve ebeveynin ¢ degerine ilave edilir

(Bkz. Sekil 5.3 ). Bu isleme kok diigtime kadar devam edilir.

Yukaridan agagiya inilen adimda ise yerel agilimlar hesaplanir. Yerel agilimi ¥
ile gosterelim. Yerel agilimin hesaplanmasi i¢in karenin etkilesim listesinde bulunan
karelerdeki ¢ ¢ok-kutup agilimlari, yerel agilima gevrilerek ¥ agilimina ilave edilir.
Yakinda bulunan kareler, yerel agilim hesaplanirken bu hesaplamaya ilave edilmez.
Tiim sistemi igine alan bir kok diiglim diigindiigiimiiz i¢in bu karenin yerel
agilimindan bahsedemeyiz ¢linkii bu kék digtimiin etkilesim listesi bostur. Kok
digiimiin alt diglimlerinin de yakin komsularindan bagka diigtimler
bulunmadifindan bu alt diigtimlerinde etkilegim listesi bogtur. Yerel agilim
hesaplamasi iglemi agacin 2.seviyesinden baglar. Bir seviyedeki tiim diigiimler igin
yerel agilimlar hesaplanir ve bu yerel agilimlar g¢ocuk diiglimlerin merkezlerine

kaydirilir. Bir kare i¢in yerel agilim hesabi su sekilde yapilir:



Sekil 5.3 Cok-kutup agiliminin merkezinin kaydirilmasi

A Kkaresinin yerel ac¢ilimimi hesapladigimizi diisiinelim. Bu A karesinin
ebeveyni B karesi olsun. B’nin yerel agilimi, tiim cocuk karelerin merkezine
kaydirilir. Boylece A karesi igin yerel agilim elde edilmis oldu fakat bu yerel agilim,
B karesinin yeterince uzakta bulunan tiim cisimlerin A karesi igindeki cisimlere olan
potansiyel etkisini igermektedir. Fakat A karesinin etkilesim listesinde B karesinin
yerel agilimda olmayan kareler vardir. Bu etkilesim listesindeki tiim karelerdeki gok-
kutup agilimlar, A karesinin yerel agihimi olarak gevrilir ve B karesinden gelen yerel

agilima eklenir.

Yukaridan agagiya hesaplama sonunda, yaprak diigtimler de dahil her bir
diigiim icin yerel a¢ilim hesaplanmig olur. Yaprak diigtimlerdeki yerel agitlimlar bu
diigiimde bulunan cisimlerin konumlarina kaydirilarak, cisimler i¢in potansiyel
degerleri hesaplanir. Yalniz bu potansiyel, sadece cismin iginde bulundugu yaprak
diigiimden yeterince uzaktaki diigiimlerde bulunan cisimlerin etkilerini igermektedir.
Yaprak diiglimiin yakin komsularinda bulunan cisimlerin etkilerini igermemektedir.
Yaprak diigiimiin yakin komsularinda bulunan cisimlerin etkileri ise cisim-cisim

etkilesimi kullamilarak hesaplanir. Boylelikle her bir cisim igin toplam potansiyel



kullanmilarak cisimlerin hizlar1 ve konumlar: degistirilir.

5.3. Matematiksel Altyapi[22]

Ug¢ boyutta Co=(x0,¥0,z0)eR’® noktasindaki q yiiklii bir cismin Co disinda
herhangi bir C=(x,y,z) noktasindaki potansiyeli ve elektrostatik alani sirasiyla

1
C== (11)
- X=X, Y=Y, Z2—2 (12)
E=-Vb= o S, °]
( PP R

olarak tammlanmugtir [22][19]. Burada 7, Cp ile C arasindaki uzaklif
gostermektedir. C noktasindaki potansiyel hesabinm1 yapmamizi saglayacak bir seri
a¢ilimi elde edilecektir. Kaynak noktalar disinda potansiyel ® harmoniktir yani

Laplace denklemini saglar :

o’® 8*d 9’0
Vi = g+ ———=0 (13)
Ox oy 0z

C noktasinin kiiresel koordinati1 (r,8,¢9) ve Cy noktasimin kiiresel koordinati
(p,a,B) olsun. C ve Cy vektorleri arasindaki agimin 7 oldugunu kabul edelim.

Kosiniis teoreminden dolay :

P2 =rt+p*-2rpcosy

(14)

cosy =cosfcosa +sinfsina cos(g — f)

(15)



elde edilir. Boylece

1 1
7o 2 2
r 1—2—’qcosy+p— r\/172u,u+,u
r r2
p=L e u=cosy 17)
r

yazilabilir. x4 <1 i¢in u kuvvet serisi seklinde agabilir :

ZP(u)ﬂ (18)
\/1 2uy+,u
Bw)=1, Rw)=u, Pz(”)=5(u —5) ot (19)

Genel olarak Py(u) n. dereceden Legendre polinomudur. A¢ilimimiz su sekle

gelmistir:

n+l

1_$ 2 pw 20)
¥ n=0

Fakat (20)’deki formiil istenilen sekilde degildir ¢linki # parametresi hem
kaynak noktalara hem de hedef noktalara baglidir. Sadece hedef noktalara bagl bir
actlim elde edebilirse, bu agilim bir kere hesaplanarak, istenilen noktalardaki
potansiyelleri hesaplamak i¢in kullamlabilir. Bunun igin 6nce Laplace denklemini

kiiresel koordinatlarda yazalim :

1 0( 00 1 0 op), 1 o*®
——|r + sin@ T3 > =
P2or\ or) rZsing 00 00 r sin” @ 0¢

QD



Bu denklemin degiskenlerin ayrilarak standart ¢éziimii teri

harmonik olarak bilinen seri agiliminin elde edilmesini saglar :

m_n M}T m
n(Lnr +;mJYn ©6.¢) (22)

Y (9, ¢)rn terimleri n. dereceden kiiresel harmonik olarak, ¥;" (6, ¢)/ it

(-n-1). derecen kiiresel harmonik, L, ve M » katsayilan ise agilmmin momentleri

olarak bilinir.

Kiiresel harmonikler 1/r nin par¢ali tiirevinin terimleri, /(2n+1)/4x
normalizasyon faktorii ihmal edildiginde :

m(p 4)w ((”"l’" ) | | im$ 23
Y™(0,4)= (n—_l_|—m—|}.Pn (cosB)e (23)

elde edilir. an Ozel fonksiyonu Legendre fonksiyonu olarak adlandirilir ve

Rodrigues formiilii ile tanimlanir:
m m 2\m/2 d" 24
B (x)=(-1)"(1-x7) E,;Pn(x) (24)

5.4. Cok-Kutup Ag¢ilimi

C ve Q noktalann kiiresel koordinatlarda siras1 ile (r,8,9) ve (p,a,pB)

bulunsun ve aralarindaki a¢1 7 olsun. Bu durumda



P,(cosy)= XY, "(a, B)X"(6,9) R cOF
m=—n R R

ile hesaplanir. Sekil 5.4’daki gibi & yarigaph bir daire iginde bulunan k tane

{qi, i=1,...,k} yikli cismin {Q=(p;,;, ;). i=1,...k} noktalarinda oldugunu kabul

edelim. Béylece r >« sartim saglayan herhangi bir C=(r,8,p) eR> noktas: igin

¢(P) potansiyeli

o0 m
JP)=3 3 Dnymo.g) ©6)
n=0m=-n }’n+
k
My =Y.q;.p1 Y, " (@, 5) 27)
i=1
seklinde yazilir.

Sekil 5.4 Cok-kutup Agtlimi

Ayrica seri agilimda alinan terim sayisim gosteren herhangi bir p>1 degeri i¢in



pp)- 5 3 Mnymigg)< (ﬁj e
n=0m=-nr r—a\r N
k
4= Ylq| 29)

seklinde hata sinirlandirilmis olur.

Boylece Sekil 5.4¢deki gibi belli bir » yarigap: i¢inde bulunan » tane cisim
i¢in bu dairenin diginda istenilen herhangi bir noktadaki potansiyeli hesaplamamiza
yarayacak bir seri agilimu elde edilmis oldu. Serinin p terimden sonrasi alinmadig:
icin yaklastk bir ¢6ziim elde edilecek fakat yapilacak bu hata onceden

hesaplanabilecektir. Bu bize istenilen duyarliliga (dogruluga) gére p ‘yi belirleme

firsati saglamaktadir. Seride bulunan M ,f,” ifadesini inceledigimizde bu ifadenin

sadece kaynak noktalara bagli oldugunu goriiriiz. Bu katsayilar bir kere hesaplanarak
tiim hedef noktalar i¢in kullanilabilir. [2].

5.5. Doniisiim Operatorleri Ve Hata Simirlan

Yukanida anlatildign gibi g¢ok-kutup ac¢ilimi katsayilann sadece kaynak
noktalardaki cisimlere baglidir. Yani istenilen bir hedef nokta i¢in potansiyel hesabi
yapilabilir. Fakat Hizli ¢ok-kutup algoritmasinda asil elde edilmek istenen agilim
yerel agihmdir. Bu boéliimde Hizli ¢ok-kutup algoritmasinda kullanilan gok-kutup
agilimimn merkezinin bagka bir noktaya kaydirilmasi, ¢ok-kutup agiliminin yerel
agilima ¢evrilmesi ve yerel agiliminin merkezinin bagka bir noktaya alinmasi igin

gerekli dontigiim iglemleri anlatilacaktir.



5.5.1. Cok-kutup A¢ilimimin Merkezinin Kaydirilmasi

Q=(p.@, ) merkezli @ yangaph D dairesi igindeki / tane qi,z,...,q yuklu"'
cisimler ve D dairesi digindaki C=(r,60,¢) noktalari igin bu cisimlerden dolay:

olugan potansiyel hesabin1 veren gok-kutup agilimi:

o(P)=Y Z = 17 (0.9) (32)

n=0 m=—n

burada C-Q=(r',¢',¢") ‘dir. Béylece merkezi orijinde olan (& + p) yangaph
D; dairesi disindaki herhangi bir C=(r,8, ¢) noktasi i¢in

i=0 k=—i ¥

seklinde tanimlanir. Burada

e e kem _n e
Mlk _ i i Ol—l’l z .A;;_n L .Yn (a,ﬂ) (34)
n=0m=—n 4;

T ) 35)
J(n—m)!(n+m)!

seklinde tanimlanmigtir. (34) yardimiyla O,{ ¢ok-kutup agihmi katsayilan M}

katsayilarina ¢eviren lineer operator tammlanmis oldu. Herhangi p>1 degeri i¢in hata

su sekilde sinirlandirilmig olur:



i Mf I g p+l
(D(P)—f z —A%.Yik(e,m S( Tialgi J(a+p)
i=Ok=—i I r—(@a+p) \ r

5.5.2. Cok-kutup Acihminin Yerel Acilima Cevrilmesi

Q=(p,, B) Merkezli o yarigaph Dq dairesi igindeki / tane q1,q,...,q; ylklii
cisimler ve c>1 sarti ile p>(ct+1)a oldugunu kabul edelim. Orijin
merkezli o yarigapli Dy dairesi iginde yakinsayacak c¢ok-kutup agilimi (32)’deki

formiildiir.Dy iginde, q1,q,...,q; yilkklerinden dolay:1 olusan potansiyeli veren yerel

agilim:
o ,
oP)=Y SLEvFo.9)r7 (37)
i=0k=—j
h2 g om =i gm gk yrek o ) 38)
J =0 me—n (__l)n A;'n-!‘—hk .pj+n+l

A" (35)°daki gibi tammlanmistir. Herhangi p>1 igin hata su sekilde

smirlandirilmig olur:

p i .
o) - Y Yrkrke.prM

i=0k=—i cama )¢

S{_Z_fajq_il](l)l’ " (39)

(38) yardimiyla 0,{ cok-kutup agilimu katsayilan L’} yerel a¢ilim katsayilarina

ceviren lineer operat6r tanimlanmig oldu.

5.5.3. Yerel A¢cilimin Kaydirilmas:

Merkezi Q=(p,0,f) olan yerel agilim
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O(P) = f fo;,“ g (@,

n=0m=-n

Olsun burada P=(r,6,¢) ve P-Q=(r",0’,¢ ") gdstermektedir. Boylece

P J .
op)=3 Srkrf©.6)r (41)
=0 k=—j
|mj—|m—k|-|k - - -
Lk § 2 om rl-im=k{K]_ym- kakrm ke, p.p" “2)
S A Bt j gm
n=jm=—n ( I) .An

hesaplanabilir ve 4 (35)daki gibi tammlanmigtir. (42) yardimiyla O,{ yerel

acilim katsayilarim Ll} yerel agilim katsayilarina geviren lineer operatdr tanimlanmig

oldu.



6. GERCEKLEMENIN DETAYLARI

Bu tez ¢aligmasi kapsaminda tiim kodlar C/C++ dili kullaml
Barnes-Hut[1] ve Hizhh gok-kutup[2] algoritmalar yayinlandiklar makalel agh
kalinarak yergekimsel kuvvet (gravitational forces) hesabi goz Oniine alinarak
gerceklenmistir. Bu iki algoritma kargilagtinlacagi igin kodlama yapilirken aynm simf
yapist kullamlmig, farkliliklar fonksiyonlar igerisinde yazilarak genel bir ¢ati elde
edilmistir. Bu boliimde gergekleme ile ilgili yap: detayli olarak anlatilacaktir.

Cisim-cisim, Barnes-Hut ve Hizli ¢ok-kutup gerceklemelerinde kuvvet
hesaplandiktan sonra hizlara ve konumlara gegmeyi saglayan integrasyon yéntemi
her ii¢ algoritma i¢inde aymdir. Yergekimsel N-cisim probleminin g¢6ziimiinde
kullanilabilecek integrasyon yontemlerinden euler yontemi, leapfrog yontemi ve
hermite integrasyon yontemleri [25] ve [26]’da detayli olarak anlatiimigtir. Bu tez
caligmasl i¢in integrasyon yontemlerinden basit ama etkili bir yontem olan leap-frog

yontemi kullamlmugtir.

Cisimlerin konumlari, hizlan ve kiitleleri ile ilgili bilgiler dosyada belli bir
standart i¢inde saklanmigtir (Bkz. B6liim 7). Diizenli dagilmis cisimler ve diizensiz
dagilmis cisimler igin degerler iiretilerek, tiim algoritmalar bu bilgiler kullanilarak
calistirilmustir. Diizenli olmayan dagilimlar i¢in plummer modele [25] gbre cisim

dagilimlan tiretilmistir.

Vektorel biiyiikliik olan cisimlerin konumlari, hizlart ve kuvvetleri i¢in vektor
isimli bir siuf tanimlanmig ve tlim algoritmalarda bu simf yapisi kullanilmigtir. Bu
simif sayesinde iki boyutlu veya ii¢ boyutlu problemler iizerinde hesaplamalar

yapilabilmektedir.

Cisimler i¢in particle isimli bir simf yapis1 tammlanmigtir. Cisimler tizerindeki
tim islemler icin bu simf yapis1 ile gergeklestirilmistir.  Yapr su sekilde
tammlanmigtir:
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class particle {
double data;
vektor pos;
vektor vel;

vektor force;

6.1. Agac¢ Veriyapisi

Barnes-Hut ve Hizlhi ¢ok-kutup algoritmalari 3-boyutlu yer¢ekimsel kuvvet
hesab1 yapacak sekilde sekizli agag¢ veri yapisi ile gergeklenmistir fakat boyut

sayisinin 2 olmasi durumunda da galisabilecek bir yap1 sunulmustur.

Agag yapisi igin tree isimli bir simf (class) olusturulmustur. Bu sinif yapisi
agacin kok (root) diiiime isaret eden bir isaret¢iye sahiptir ve agag lizerindeki her
islem bu simf yapisindan gergeklestirilmektedir. Agagtaki her bir diiglim i¢in Node
isimli bir yap1 kullanilmigtir. free siuf yapisinin tiye degiskenlerini su sekilde
tanimlanmagtir

class tree {
Node *root;
particle *treeparticle;
double dt;
Node *Nodelist;

int particlelLEAF;

Bu smif yapisi iginde root kok diigiime isaret eder. Cisimlerin bir dizi
icerisinde saklandipx kabul edildiginden, agag tizerinden cisimlerin bilgilerine

ulagmak icin treeparticle isimli igaret¢i kullanilmaktadir. Cisimlerin iizerlerine etki

39,



eden kuvvetler hesaplandiktan sonra konumlara gegebilmek igin kullamlan zaman

aralify icin dt degiskeni kullanilmaktadir. Agac yapisi her bir adlmda yemden
olusturuldugundan dolay: her bir adimda dinamik bellek tahsisati yapmak yenne
belli sayis1 (genellikle 3/2 N ) diigiim i¢in bellekten tahsisat yapilarak bu deglskenler
kullamlmigtir. Buradaki diigtimler yeterli gelmediginde bu liste genisletilmektedir.
Yapraklarda bulunan cisim sayis: particleLEAF degiskeninde saklanmaktadir.

Agag tizerindeki her bir diigiimiin ve yapraklarin bilgileri i¢in Node isimli bir
yapi(struct) su sekilde tanimlanmugtir:

struct Node({
_type Type;
vektor geocenter;
double rsize;
Node* child[NSUB];

Node* parent;

};

Bu yap1 igindeki Type degiskeni, bu yapinin Node (diigiim) veya Leaf (yaprak)
oldugunu gostermektedir. Bir digiimiin alt-diigiimlere child isaretgisi ile
erisilmektedir ve NSUB ¢ocuk sayisim gostermektedir. Bu say1 ii¢ boyutlu
problemlerle ugrasildiinda sekiz olmaktadir. Bir diiftime karsilik gelen hiicrenin
merkezinin koordinat1 i¢in geocenter, bu hiicrenin bir kenar uzunludu igin rsize
degiskenleri kullanilmigtir. Her bir diigiimiin ebeveyn diiglimiine, parent isaret¢isi

yardimiyla ulagilabilmektedir.

Algoritmalar her bir adimda aga¢ yapisim yeniden olugturmaktadir. Her bir
adim icin dinamik bellekten tahsisati yapmak yerine bir NodeList dizisi
olusturulmustur. Bu dizi kullamlarak aga¢ yapisi olusturulmaya calislmis dizi
boyutu yetersiz kaldiginda dizi genisletilmistir. Yazilan mynew fonksiyonu ile bu
dizi tlizerinden bir diifiimiin adresi geri dondiiriilmektedir. Dizi {izerinden dogrudan
islem yapilmasina izin verilmez. Bunun yerine kiirsor (cursor) yapist kullamilmgtir.

Yapilan deneylerde genelde diigiim sayisimn cisim sayisimin 3/2 katindan fazla




dagilimlarina bagli olarak degismektedir.

Bir cismin veya diigtimiin, ebeveyn diigiimiin hangi numarali (Bkz. Sekil 3.4)
alt-hiicresine yerlestirilecegine karar vermek whichchildgisimli bir fonksiyon

yazilmagtir:

0 1
for ( int k=0; k< NDIM; k++ )

if (particle(k] >= root->geocenter[ k ] )

childnumber += 1€2k; 3

Her bir boyutta (k) cisim veya hiicrenin merkezi, ebeveyn hiicrenin
merkezinden biiyiikse 2* degeri toplanarak sonug (childnumber) geri dondiiriiliir. Bu
fonksiyon agaca yerlestirme yapilirken ve sikigtinlmig agag yapisi kullamldiginda
cisimleri siralamak igin kullanilmaktadir. Fonksiyon hem iki boyut, hem de {i¢ boyut

icin problemsiz olarak ¢alisabilmektedir.

6.2. Barnes-Hut Algoritmasi

Barnes-Hut algoritmasinin en temel adimlar free simifi igersinde
AgaciOlustur(loadparticles)

AsagidanYukanya(upwardpass)
YukaridanAsagiya(downwardpass)
KuvvetleriHesapla(calculateforces)
Konumlangiincelle(updateVelPos)

seklinde tanimlanmagtir.
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ozyineli (rekiirsif) olarak yerlestirilir. Yerlestirme yapilirken hangi alt-flﬁcreye
yerlestirme yapilacagi whichchild fonksiyonu yardimiyla belirlenir. Bu fonksiyon
sonunda dénen numaraya gore diiglimiin, ¢ocuk diigiimiine bakilir. Cocuk diglim
bos veya bir yaprak diigiim olana kadar 6zyineli olarak fonksiyon tekrar ¢agrilir. Bu
cocuk diiiim bogsa yeni bir yaprak diigtim olusturulur. Eger bir yaprak hiicreye daha
onceden bir cisim yerlestirilmigse (veya particleLEAF sayis1 kadar cisim
yerlestirilmigse) dnce Leaf2Node fonksiyonu ¢agrilarak yaprak diigtim bir i¢ diigiime
cevirilir (internal Node) yapisina gevrilir ve cisim uygun alt diigiime yerlestirilir.
Yaprak diigtim bir i¢ diiglime ¢evrildiginde bu yaprak diigtim icerisindeki diigiimler,
tekrar bu i¢ diigiim icerisine yerlestirilmelidir. Cisimlerin dagilim diizenli oldugunda
bir cismi agaca yerlestirmek i¢in ortalama O(logN) seviye inilmesi yeterli

olmaktadir. Fakat cisim dagilimlan diizensiz oldugunda yiikseklik artmaktadit.

AsagdanYukariya fonksiyonu iginde yapraklardan baglanarak kok diigtime
dogru ¢ikilarak kiitle merkezlerinin koordinatlar1 ve toplam kiitleler hesaplamir. Bu
islem ozyineli olarak ¢ocuk diigiimler 6nce ebeveyn diigtimler sonra (post-order
traversal) [27] ziyaret edilecek sekilde gerceklenmistir. Bir diigiimiin kiitle
merkezinin hesaplanabilmesi igin 6ncelikle bu diigiimiin tiim ¢ocuk diiiimlerinin

kiitle merkezlerinin hesaplanmig olmasi gerekir.

Cisimlerin kuvvet hesaplar1 aga¢ yapist lizerinden KuvvetleriHesapla
fonksiyonu yardimiyla hesaplanmaktadir. Her bir cisim i¢in kok diiglimiinden
baslanarak yaprak diigiimlere dogru inilir ve cisim ile diigiimlerin yeterince uzakta
olup olmadig1 kontrol edilir. Bu iglem igin wellseperate fonksiyonu yazilmistir. Bu
fonksiyon iginde cisim ile diigiimiin merkezi arasindaki uzakligmn, diiglime karsilik
gelen hiicrenin bir kenarina oranmin teta parametresinden biiyiik olup olmadigina
bakilir. Eger cisim, diigiimden yeterince uzakta ise cisim-kiime etkilesimi yapilmak
tizere particlecell fonksiyonu ¢agrilir. Cisim yeterince uzakta degilse bu diigiimiin
her bir alt-diiglimii 6zyineli olarak kontrol edilir. Eger bir yaprak diigiime ulagiimigsa
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fonksiyonu ¢agrilarak her bir cisim i¢in kuvvetten konumlara gegilir. Bu islem igin

particle sifi igindeki updatevelpos fonksiyonu kullanlir.

6.3. Hizh Cok-Kutup Yoéntemi

Hizl ¢ok-kutup y6nteminin ger¢ceklenmesinde ¢ok-kutup ve yerel agilimlar i¢in
kullanilacak tiim matematiksel hesaplamalar DPMTA (Distributed Parallel Multipole
Tree Algorithm) [34] kodundan alinmigtir. DPMTA kondun en son siiriimlerinde
molekiiler dinamiginde kullanilan bazi hizlandirma teknikleri [35] ger¢eklenmistir.
Fakat orijinal HCA [2] makalesine gore gerceklenme yapilmak istendiginden kodun

2.0.4 stirimiindeki matematiksel hesaplama rutinleri alinmagtir.

Barnes-Hut algoritmasinin temel adimlar1t Hizli ¢ok-kutup i¢inde aym sekilde
kullamlmigtir.  Agacin = olusturulmasi  Barnes-Hut ile aym  gekilde
gerceklestirilmektedir. (Bkz. B6lim 6.2)

Asagidan yukariya adiminda (upwardpass) agag lizerinde ¢ok-kutup
agilimlarinin hesaplamalar1 yapilmaktadir. Bu hesaplamalar icin DPMTA kodundan
alinmig AddMultipoleC ve Calc M2M isimli iki fonksiyon kullanilmigtir. Bunlardan
AddMultipoleC yardimiyla yapraklarda bulunan cisimlerin yaprak diiglimiin
merkezindeki g¢ok-kutup agilimlarimin  hesaplanmasi  yapilmaktadir. Yani
AddMultipoleC fonksiyonu bir cismin bagli bulundugu yaprak diigiimiin ¢ok-kutup
agtlimina ilave edilmesini saglar. Tim yapraklar i¢in g¢ok-kutup acilimlan
hesaplaninca Calc M2M fonksiyonu yardimiyla hesaplanmis ¢ok-kutup agilimlari
ebeveyn hiicrenin merkezine kaydirilir (Bkz. Boliim 5.5). Bu fonksiyon ebeveyn ve
¢ocuk diigtimiin gok-kutup agilimlarim1 parametre olarak alir ve gocugun merkezini

ebeveyn diigiimiin merkezindeki ¢ok-kutup agilimina kaydirir.




Yukaridan asagiya (downwardpass) agag tizerinde hesaplama 1$lermnde hzl
¢ok-kutup agilimlarinin yerel agilimlara g¢evrilmesi islemi gerc;eklestlnlmektedlr Buv o
hesaplamalar igin DPMTA kodundan alinmis Calc M2L ve Calc_L2L fonks1yonlar,,.

kullanilmigtir Cok-kutup agilimimin yerel agilima g¢evrilebilmesi igin oncehkle
etkilesim listesindeki diigiimlerin belirlenmis olmasi gerekmektedir. Etkilegim
listesinin belirlenebilmesi i¢in de ebeveyn hiicrelerin yakin komsularimin bilinmesi
gerekmektedir. Bu amagla Node yapisi i¢inde bir diigtimiin yakin komgularimn listesi
nearneighbour isaret¢isi yardimiyla saklanmigtir. Kok diigtimiin ¢ok-kutup ve yerel
agihmi olmaz. Yerel agilimlar ancak 2.seviyeden itibaren gegerli olmaktadir.
Oncelikle 1.seviyedeki diigtimler i¢in yakin komgular listesi olusturulmaktadir. Her
bir diigim kendisinin yakin komsusu olarak kabul edilip nearneighbour‘a

eklenmigtir. Sonra 2.seviyeden itibaren hesaplamalar su sekilde yapilmaktadir:

Bir diigiim, ebeveyn diiglimiinin (parent) yakin komsular listesindeki
(nearneighbour ) diigiimlerin tiim ¢ocuk diigtimleri ile etkilestirilmeye g¢aligilr.

Burada iki durum vardir.

Diigiimler birbirinden yeterince uzakta ise uzaktaki diigtimiin ¢ok-kutup agilimi
Calc_M2L fonksiyonu yardimiyla yerel agilima gevrilir.

Diigiimler birbirine yakinsa bu durumda diigim yakin komsular listesine

eklenir.

Diigtimlerin yeterince uzakta olup olmadigim anlamak igin welllseperate
fonksiyonu kullanilmaktadir. Orijinal HCA [2] y6nteminde aym seviyede bulunan
diigiimlere gore islem yapilmaktadir. Yakin komsular belirlenirken bir hiicrenin
yanindaki hiicrelerle beraber iki yanindaki (yanindakinin yanindaki) hiicrelerde yakin
komsular olarak segilmektedir. Fakat bunun yerine sadece yanindaki hiicreler yakin
komsular olarak belirlenerek islem yapilarak [21] elde edilen diistik dogruluk oraninu,
seri agilimdan daha fazla terim alarak giderilmesi tavsiye edilmistir. Béylece bir iz
artis1 saglanmgtir. Ayrica bir diigiimiin tiim gocuk diigtimleri yeterince uzakta ise bu
durumda bu gocuk hiicrelerin ebeveyni ile etkilesim yapmakta hiz artis1 saglamugtir
[21] fakat hata miktar1 artacaktir.

i
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hesaplanmig olan bu yerel agilim Calc L2L fonksiyonu ile kaydlnlmaiktadig (Bkz

Boliim 5.5). Daha sonra bu g¢ocuk diigtimlerin her birisi i¢in etkilegim listesi
olusturularak yerel agilimlar hesaplanir ve bunlarinda ¢ocuk diigiimlere kaydirilir.

Tiim yerel agilimlar hesaplandifinda ise yaprak diigiimlerdeki cisimlerin
konumlarina bu yerel agilimlar kaydirilarak kuvvet hesaplanir. Bu islem igin
DPMTA kodundan alinan Force_C fonksiyonu kullanilmaktadir. Yerel agilim ile
hesaplanmasi miimkiin olmayan yakin komsulardaki cisimler i¢in dogrudan
hesaplama yapilmasi gerekmektedir. Yakin komsularin listesi kullamlarak
yapraklardaki her bir cisim igin dogrudan kuvvet hesabi yapilarak, bu kuvvetlerden

konumlara gegilir.

6.4. Sikistirilmis Barnes-Hut ve FMM

Boliim 3.2 ‘de anlatildig1 sekilde 6nce cisimler siralanarak daha sonra agag veri
yapist olusturulmaktadir. Ilk adimda quicksort algoritmasi kullamlabilir fakat daha
sonraki adimlarda cisimlerin konumlarinda ¢ok biiyiik bir degisiklik olmayacagindan
insertionsort algoritmasi kullanilirsa daha iyi c¢alisma zamam elde edilecektir.
Stralama islemi icin whichchild fonksiyonu kullanilmaktadir. Iki hiicrenin kiiciik
hiicresi (smallcell) hesaplanir. Bu iki hiicre hesaplanmis kiiglik hiicrenin hangi

numaral alt-hiicresi olduguna bakilarak siralama islemi yapilmaktadir.

Bu veri yapis1 ger¢eklendiginde daha 6nceki algoritmalardaki aga¢ ve diigiim
yapist aynen almarak bazi degiskenler ilave edilmistir. Diigiim yapisinda biiytik
hiicre i¢in largecell, kiiglik hiicre i¢in smallcell degiskenleri tanimlanmigtir. Aaca
yerlestirme iglemi algoritma 3.2°deki gibi gergceklenmigtir (Bkz. B6liim 3.2).

Sikistirllmis agac veri yapisinda aga¢ olusturulmas: diginda Barnes-Hut ve
HCA {izerinde fazla bir degislie gerek kalmamaktadir. Fakat tlim hesaplamalarda
hiicrenin merkezi yerine bu hiicrenin kii¢iik hiicresinin (smallcell) merkezi

kullaniimaktadir.
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7. DENEYSEL SONUCLAR

Bu tez kapsamda yapilan gergeklemeler icin veri dosyasi, veri dosyasmdan
okuma ve veri dosyasina yazma igin standart bir format olugturulmus ve bu rutinler

Barnes-Hut ve Hizl1 gok-kutup gerceklemelerinde aynen kullanilmastir.

Oncelikle veri dosyas: standardindan bahsedelim. Dosyamn ilk satirinda cisim
sayisim1 gosteren N degeri, ikinci satirinda simiilasyona baglama zaman, iiglincii
satinnda simiilasyonun sona erecegi zaman ve dordiincli satirinda simiilasyonun
adim siiresi verileri bulunmaktadir. Besinci satirdan itibaren her bir satirda bir cisme
ait tiim bilgiler bulunmaktadir. Her bir cisim i¢in satirda bulunan veriler sirasiyla
kiitle, konum ve hizdir. Kiitle elektrostatik problem diisiiniildiigtinde yiik olacaktir.
Konumlar ve hizlar vektorel biiyiiklikler oldugundan bu veriler her ii¢ boyut iginde
yazilmigtir. Yani kiitleden sonra x konumu, y konumu, z konumu, x diizlemindeki
hiz1, y diizlemindeki hizi, z diizlemindeki hiz1 seklinde veriler reel sayr olarak
kaydedilmistir. Veri dosyasindan cisimlerle ilgili bilginin bulundugu satirdan bir

Ornek asagida verilmigtir:
1 0.28616333 0.639923 0.0158386 0.247 0.247 0.247

Rastgele say1 treticisi kullanilarak cisimlerin konumlar1 O ile 1 arasinda
rastgele tiretilmis ve diizenli dagilmis cisimler elde edilmigtir. Diizensiz dagilmis
cisimler plummer modeline gére [25] tretilmistir. Elde edilen cisimlerin dagiliminin
gorsellestirilmesinde  gnuplot isimli uygulamadan yararlamlmigtir. Gnuplot

yardimyla ¢izdirilmis bir ekran goriintiisti Sekil 7.1°de verilmistir.

Deneyler tizerinde Windows XP igletim sistemi yiiklii, Pentium 4 2.8 islemcili
ve 1 GB bellegi bulunan bir bilgisayarda yapilmistir. Kodlar Visual C++ ile yazilmig
ve mingw (gnuc derleyicisinin windows’a tamiginms hali) derleyicisi ile derlenip
caligtinlmigtir. Kodlar Linux igletim sistemi tizerinde de ¢aligtirilabilecek haldedir.
Calisma Zamanlarinin tamami saniye olarak verilmistir. Aksi belirtilmedigi stirecek

yapraklardaki cisimler 1 olarak kabul edilmistir.
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Sekil 7.1 Diizensiz Dagilmig Cisimlerin Gnuplot ile ti¢ boyutlu goriiniimii

Cesitli sayilarda ve dagilimlarda cisimler alinarak, yazilan cisim-cisim
algoritmasi ¢aligtirilmig, bir adim sonundaki kuvvetler hesaplanarak kaydedilmisgtir.
Bu tez ¢aligmas1 kapsaminda yazilan tiim kodlar igin leap-frog integrasyon yontemi
kullamlmigtir. Hesaplanmis olan bu kuvvetlerden konumlara gegilirken kullanilan
integrasyon yontemine bagli olarak kiiiikte olsa hata olmaktadir. Bu hata hakkinda
fikir vermesi a¢isindan enerjinin korunumu prensibinden yararlanilabilir. Fakat bu
tez caligmasinda kuvvet hesaplama iglemini kisaltmayir amagclayan iki algoritma
kargilagtirilacagi igin bir adim sonraki kuvvetler kargilastirilmigtir. Cisim-cisim
algoritmasi ile bir adim sonunda elde edilen kuvvetler dogru kabul edilip, Barnes-
Hut ve HCA algoritmalarindan elde edilen kuvvetler ile farki alinarak ortalama hata

hesaplanmugtir. N tane cisim igin ortalama hata hesaplanirken :

2 V2

Ort Hata = _1__ i fhiyerar;ik ”‘fcisim—cisim
B N|iS

f;'isim—cisim



Deneyler i¢in 10.000, 20.000, 50.000, 75.000, 100.000 ve 200.000 ve
1.000.000 tane diizenli dagimis cisim igin olusturulmus dosya kullamilmustir.

Oncelikle cisim-cisim ve hiyerarsik aga¢ yontemleri karsilastinlmistir. O(N?)’lik
calisma zamanmmna sahip cisim-cisim gergeklemesi tiim cisim dosyalar ile
calisgtinlmigtir. Cisim sayisi1 on kat arttifinda ¢alijma zamamnin yiiz kat arttii

gézlemlenmistir.

Sekil 7.2’de Barnes-Hut i¢in teta degeri 0.5, Hizh ¢ok-kutup algoritmas ise p
degeri 3 alinarak diisik dogruluk oram igin (ortalama hata yaklagik 107) her tig

algoritmanin ¢aligma zamanlan kargilagtirilmagtir.

10.000 /I

1.000 - /./
- BPZENEE

—

Calisma Zamani (Sn.)

./ S—
/"

-—
o
L

10.000 20.000 50.000 75.000 100.000 200.000
Cisim Sayisi

F-— Cisim Cisim —=— Bames-Hut - Hzh Cok-Kutup J

Sekil 7.2 Cisim-cisim, BHA ve HCA diisik dogruluk oraninda cisim sayis1 ve
caligma zamam degisimi

Sekil 7.3’de ise Barnes-Hut i¢in teta degeri 0.1, Hizh ¢ok-kutup algoritmas: ise
p degeri 7 alinarak yiiksek dogruluk oram igin (ortalama hata yaklagik 10”%) her ¢
algoritmamn c¢aligma zamanlar kargilagtirilmigtir. Sekil 7.2 ve Sekil 7.3°de cisim-



yapildiginda etkinligini g6stermektedir.

Galigma Zamani(Sn.)

1 0 T T T T T R
10000 20000 50000 75000 100000 200000

Cisim Sayisi

{—u— Cisim-Cisim —e— Bames-Hut .. - Hizh on-Kutuﬂ

Sekil 7.3 Cisim-cisim, BHA ve HCA yiiksek dogruluk oraninda cisim sayis1 ve
calisma zamani degigimi

Barnes-Hut algoritmasi cisim sayilarinin ve teta degisiminin ortalama hataya
etkisi Sekil 7.4°de incelenmigtir. Bu grafikte ortalama hata ekseni logaritmik olarak
verilmigtir. Teta degerinin 0.1°e¢ yaklastikca hata oramindaki diigtis sekilde
goriilmektedir. Fakat teta’mmn 0.1 olarak secildigi durumda (10° tane cisimden fazla
sayida cisimler i¢in) Barnes-Hut algoritmasi, cisim-cisim algoritmasindan daha uzun
stirede sonucu vermektedir. Bu sonucun alinmasinda iki Onemli etken vardir.
Birincisi cisim-grup etkilesiminin sayisinin gok diigiik olmasi ve agag iizerinde kok
diigtimden baslanarak yapraklara kadar gezinilmesidir. kinci etken ise cisim-cisim
algoritmasinda bir cismin bagka bir cisme olan etkisi hesaplandiktan sonra, zit y6nlii

kuvvet alinarak hesaplama yapilmasina gerek kalmamistir. Barnes-Hut algoritmasi



30
ise her bir cisim i¢in etkileri tek tek hesaplamaktadir. Bu nedenlerdefl dolayly';éi“sin‘l
sayist az oldugu ve yiiksek dogruluk oram istendiginde Barnes-Hut:- algoritmasi

uygun degildir.
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Sekil 7.4 Barnes-Hut Algoritmasinin diizenli dagilmis cisimler igin teta degerleri
ile ortalama hatanin cisim sayisi ile degisim grafigi

Hizli ¢ok-kutup algoritmasi igin cisim sayisimin ve p degerinin degismesinin
ortalama hataya etkisi Sekil 7.5°de incelenmistir. Hata oram diigtiigiinde Hizli ¢ok-
kutup algoritmas1 daha kisa zamanda ¢aligmaktadir. Bu grafikte goriildiigti gibi p

degerinin hata iizerine etkisi, Barnes-Hut algoritmasinda tetanin degisiminin hata

etkisinden oldukg¢a fazladir.

Yapraklarda bulunan cisim sayisimn artinlmast durumda algoritmalarin
caisma zamanlarn ve dogruluk oranlann {izerindeki degisim incelenmigtir.
Yapraklarda bulunan cisim sayisi artirlldifinda agacin yliksekliginin azalmaya
basladifi bdylece agag iizerinde gezinme islemlerinin azaldig1i gozlemlenmistir.

Ayrica cisim-cisim etkilegimlerinin sayist ve dogruluk oranlari artmugtir.
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Sekil 7.5 Hizli gok-kutup algoritmasinda diizenli dagilmis cisimler i¢in p degeri
ile Ortalama Hata degisimi

Yapraklardaki cisim sayisimin degisimini gézlemleyebilmek i¢in diizenli
dagilmis 200.000 tane cisim igin Barnes-Hut algoritmasi 0.5 Teta degeri ile
cahistinlmigtir. Elde edilen grafik Sekil 7.6‘da verilmistir. Sekil incelendiginde
yapraklardaki cisim sayisinin artmasi 40 degerine kadar ¢alisma zamanini azaltmakta
ve dogruluk oramimi arttirmaktadir. Fakat 40 degerinden sonra ¢alisma zamam
artmaya baglamig, ortalama hata diismeye devam etmistir. Yapraklardaki cisim
sayisinin 60°dan biiyilkk olmas1 durumda ise ¢aligjma zamam ve ortalama hatada

biiytik degisiklikler gozlemlenmemisgtir.

Hizli gok-kutup algoritmasinda ise yapraklardaki cisim sayisinin algoritmanin
dogruluk oranina etkisinin ¢ok daha biiyiik oldugu gozlemlenmistir. Bu algoritma da
200.000 tane cisim, p degeri 3 olarak segilerek ¢aligtirilmig ve elde edilen grafik
Sekil 7.7°de verilmigtir. Bu sekil incelendiginde HCA i¢in yapraklardaki cisim
sayisinin bir olmasimnin bu algoritma igin uygun olmadig1 gozlemlenmigtir. Ciinkii
yapraklardaki cisim sayisimn arttirilmas: ile ortalama hata ve galijma zamam

Barnes-Hut algoritmasina gore olduk¢a fazla diigmiistir. Bu algoritma i¢in



yapraklardaki cisim sayisinin 10-40 arasinda alinmasi durumunda}:‘-'hérh dusuk hata 3

hem de diisiik ¢aligma zamam elde edilmigtir

Barnes-Hut
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Sekil 7.6 Diizenli dagilmig 200.000 cisim i¢in BHA’da yapraklardaki cisim sayisinin
ortalama hata ve ¢aligma zaman {izerine etkisi (Teta=0.5)
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Sekil 7.7 Diizenli dagilmig 200.000 tane cisim i¢in HCA’da yapraklardaki cisim
sayisinin ortalama hata ve ¢aligma zamamn tizerine etkisi ( p=3 )



Diizenli dagilimlar i¢in etkin ¢6ziim iireten algoritmalarin duzen51z daglhmlar

i¢in nasil bir performans sergiledigi incelenmistir. Slkl$'(ll‘11ml$ agaq veri- yap1s1,f: f‘:

kullamlarak her iki algoritma gerceklenmistir. Fakat sﬂqstmlmls J"’“‘HCAI "u;m;-:f'-"

beklenenden ¢ok daha fazla hata elde edildiinden bu algoritma igin sadece Qallsma
zaman verilmigtir.Oncelikle sikigtirilmis agag veri yapisi ile gergeklenen Barnes-Hut
algoritmasinin diizensiz dagilimlar i¢in ¢aliyma zamani ve ortalama hata degisimi

incelenecek daha sonra sikistirilmus agag ile sekizli agag yapilan karsilagtirilacaktir.

Sekil 7.8°de diizensiz dagilmis 100.000 tane cisim igin sikigtirilmis Barnes-Hut
gergeklemesinin ¢alistirildiinda teta degisimi ile ortalama hatamin degisiminin
grafigi verilmistir. Sikigtirilmis agag veri yapist kullanilarak ger¢eklenen Barnes-Hut
algoritmasinda gok-ufakta olsa bir hata diisiisii g6zlemlenmigtir fakat asil sagladid

kazanim ¢aligma zamanlarinda gézlemlenmistir.

Diizenli dagilmig cisimler ile diizensiz dagilmis cisimlerin algoritmalarin hata
oranlart ve c¢alisma zamanlarimin Kkarsilastirilmasi i¢in 100.000 tane cisim
kullanilarak gergeklemeler g¢aligtirilmigtir. Gergeklemeler yapraklardaki cisim sayisi
bir segilerek ¢ahgtirilmigtir. Elde edilen ortalama hata grafigi Sekil 7.9°da, ¢aligma
zamamn grafigi Sekil 7.10°da verilmigtir.

Sekil 7.9°da hata oranlan incelendiginde cisim dagilimlarinin ortalama hataya
etkisi goriilmektedir. Diizensiz dagilmis cisimler igin algoritma daha iyi bir dogruluk
orani vermigtir. Afa¢ yapisinin dengesiz olmasi ve cisim-cisim etkilesiminin
sayisinin artmasi bu hata oranlarin nedenlerinden olabilir. Sikigtirilmig aga¢ veri
yapisimin kullaniminda elde edilen ortalama hata farki tetamin 0.7°den kiigiik
degerleri i¢in ortadan kalkmistir. Genellikle bu algoritma i¢in teta degeri 0.7°den
kiigiik degerler alindifindan bu degerden biiyiik degerler i¢in elde edilen fark ihmal
edilebilir kald1 ki ¢alisma zamanlar1 incelendiginde sikigtirilmig aga¢ veri yapisi igin
tetanin 0.7’den kii¢iik alinmasinin zorunlu oldugu goriilmektedir.

Sekil 7.10°da ise sikigtirilmis ve sekizli aga¢ veriyapisinin farkinin galigma
zamam olarak grafigi goriilmektedir. Diizenli dagilmig Barnes-Hut algoritmasi
sekizli aga¢ yapis: ile oldukga etkin bir ¢ozlim vermektedir. Fakat sekizli aga¢ yapist

oy
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+



gergeklestirilmektedir. Bu nedenle cisimlerin siralanmasi toplam gallsma,,

- % B
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etkilemektedir. Sikigtirllmis aga¢ veri yapisinin diizensiz dagilimlar igin c;ahsma
zamani , sekizli aga¢ yapisimn diizenli dagilimlar i¢in ¢alisma zamaninin belli bir
deger Otelenmis hali gibi gozlemlenmigtir. Bu oOtelemenin nedeni cisimlerin
siralanmasi i¢in gerekli zamandir. Bu zaman quick-sort algoritmasi1 kullanildiginda
elde edilmigtir fakat simiilasyonlar bir adim degil pek ¢ok adimlar igin
calistirilmaktadir. Ve bu adimlarda cisimlerin agag {izeirndeki konumlarinda gok
biiylik degisiklikler olmamaktadir. Birinci adimdan sonraki adimlar i¢in insertion-
sort algoritmas1 kullanilarak siralama islemi i¢in harcanan zaman minimuma
indirilebilmektedir.
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Sekil 7.8 Sikistinlmis Barnes-Hut algoritmasinin cisim sayisi, teta ve ortalama hata
degisim grafigi
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Sekil 7.9 Barnes-Hut ve Sikistirilmis Barnes-Hut algoritmalan i¢in Dagilimlarin ve
Tetann Ortalama Hata tizerine etkisi (yapraklardaki cisim sayis1 1)
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Sekil 7.10 Barnes-Hut ve Sikistirlmig Barnes-Hut algoritmalan igin Dagilimlarin ve
Tetanin Caligma Zamam {izerine etkisi (yapraklardaki cisim sayisi 1)



dagilimlarinda HCA ¢alisma zamaninin arthig1 gézlemlenmigtir.

Sikigtinlmig aga¢ yapisinin HCA algoritmasina olan etkisi ancak g¢alisma

zaman olarak verilmistir. Daha 6ncede belirtildigi gibi bu algoritma i¢in sikigtirilmig

agac veri yapisi ile elde edilen ortalama hata oram1 beklenenin tstiinde ¢ikmugtir.

Sikigtirilmug agag veri yapist ile gergeklenen Hizli gok-kutup algoritmas1 100.000

tane cisim i¢in galigtirilmig ve ¢alisma zamam grafigi Sekil 7.12 ‘de verilmistir.
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Sekil 7.11 Diizenli ve diizensiz dagilms cisimler i¢in HCA’nin hata ve ¢aligma zaman
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Sekil 7.12 Sikigtirilmis HCA’nin plummer modele gore dagilmig 100.000 tane ¢

p degeri ve galisma zamam
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Yapilan deneyler sonunda diistik dogruluk oraninda (ortalama 10%) Biirnes-hut
algoritmasimin hizli gok-kutup algoritmasindan daha hizli ¢aligtigi goriilmistiir.
Diizensiz cisim dagilimlarinda sekizli agag yapisi ile gergeklenen her iki algoritmada

da galigma zamanlarinda artig gzlemlenmistir.artmaktadir.

Yiiksek dogruluk oram istendiginde sekizli aga¢ yapisi ile gergeklenmis Hizli

¢ok-kutup algoritmasi (N >2.10* olmak sartiyla) Barnes-Hut algoritmasindan diizenli
dagilmig cisimler i¢in daha hizli ¢aligmaktadir. Barnes-Hut algoritmas: fazla sayida
cisim (10"’den biiytik degerler) igin gok yiiksek dogruluk orami (ortalama 10”%) igin
calistirldiginda cisim-cisim algoritmasindan bile daha yavas ¢aligmaktadur.

Sikigtirilmig sekizli aga¢ veri yapisi kullanilarak Barnes-Hut algoritmasi
diizensiz dagilimlar i¢in ¢alistirildifinda standart sekizli agag¢ yapisina gore daha
hizli gahigtiga gorilmiigtiir. Fakat sikigtirilmis Barnes-Hut algoritmasinda cisimler
agaca yerlestirilmeden once siralanmaktadir. Siralama iglemi nedeniyle teta’nin
0.7°den biiyiik degerlerinde sikigtirilmis Barnes-hut algoritmasi sekizli agag ile
gerceklenmis BHA’dan daha yavas ¢aligmaktadir. Teta’mn 0.7°den diisiik degerleri
i¢in sikigtirilmig Barnes-hut algoritmast hem daha lzh ¢aligmakta hem de daha kesin
sonuglar vermektedir. Ikinci adimdan itibaren kullamlan siralama algoritmasi
insertion-sort olarak degistirildiginde cisimlerin siralanmasindan dolay1 dogan bu

fark ¢ok daha azalacaktir.

Yapraklardaki cisim sayisinin artmasiyla algoritmalarin dogruluk oranlarinda
bir iyilesme goriilmiigtiir. Yapraklardaki cisim sayisinn biiyiik olmasi agacin
yiiksekliginin diistik olmasina ve cisim-cisim etkilesiminin sayisinin artmasina neden
olmaktadir. Yapilan deneylerde genellik yapraklardaki cisim sayisinin 20-40 arasinda
alinmasi hem c¢aligma zamam hem de dogruluk orami olarak optimum sonuglar

vermigtir.



10.

KAYNAKLAR

W ¥ h.(

. J. BARNES AND P. HUT, “A Hierarchical O(N Log N) Force- -~
Calculation Algorithm”, Nature 324, 446-449 (1986).

L. GREENGARD AND V. ROKHLIN, “A Fast Algorithm For
Particle Simulations”, Journal Of Computational Physics Vol. 73,
Number 2, December (1987), pages 325-348.

V. ROKHLIN, "Rapid Solution of Integral Equations of
Classical Potential Theory", J. Comp. Phys. v. 60

J. Barnes, “A Modified Tree Code: Don't Laugh; It Runs”, J.
Comput. Phys., 87 (1990) 161-170

SRINIVAS ALURU, JOHN GUSTAFSON, G.M. PRABHU,
“Truly Distribution-Independent Algorithms for the N-body

Problem”

W. APPEL. “An Efficient Program for Many-body Simulation”,
Siam. J. Sci. Stat. Comput. 6, 85-103 (1985).

C.RANDERSON, C. Greengard, L. Greengard, and V.
Rokhlin. “On The Accurate Calculation Of Vertex Shadding”.
Physics of Fluids ( Fluid Dynamics ), 2(6), 1990.

L. GREENGARD AND . STRAIN. “A Fast Algorithm For The
Evaluation Of Heat Potentials”. Technical Report
YALEU/DCS/RR-700, Yale University, May 1989.

S. Bhatt, M. Chen, C.Y. Len and P. Liu, “Abstractions For
Parallel N-Body Simulations”, Tech. Rep. DCS/TR-895, Yale
University, 1992

L. GREENGARD. “Potential Flow In Channels”. SIAM Journal
on Scientific and Statistical Computing, 11(4):603 620, 1990.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

o~ R

A

P.HANRAHAN, D. SALTZMAN AND L.AUPPERLE.

25(4):197-206,July 1991

K. NABORS AND J. WHITE. “Fastcap: A Multipole
Accelerated 3-D Capacitance Extraction Program”, IEEE;
Transactions on Computer-Aided Design of Integrated Circuits

and Systems, 10(11):1447-59, 1991.

J. AMBROSIANO, L. GREENGARD, AND V.ROKHLIN.
Gridless plasma simulations via the fast multipole method. In ICS
88, Third International Conference on Supercomputing.

Proceedings, Supercomputing ’88, volume 1.Int. Supercomputing
Inst., 1988

FATIH ERDOGAN SEVILGEN, Distribution Independent
Spatial Data Structures and Algorithms with Applications, Ph.D
thesis, Syracuse University, 2000

S. ALURU AND F. SEVILGEN, “Dynamic Compressed
Hyperoctrees With Applications To N-Body Problem”, Proc.
Foundations of Software Technology and Theoretical Computer
Science (1999) 21-33.

H. SAMET, “The Quadtree And Related Hierarchical Data
Structures”, ACM Computing syrveys, 16(2) (1984) 187-260

JIM DEMMEL, “Applications of Parallel Computers Lecture
Notes”, http.cs.berkeley.edu\~demmel\cs267\

L. GREENGARD AND V.ROKHLIN, “A new version of the
fast multipole method for the Laplace equation in three
dimensions”, Acta Numerica 6,229 (1997)

H. CHENG, L. GREENGARD AND V. ROKHLIN, “A fast
adaptive multipole algorithm in three dimensions”, Journal of
Computational Physics 155,468-498(1999)

D‘v’” oo
“iA“
% ", "";{ 42-2'.

Rapid Hierarchical Radiosity Algorithm”, Computer Grapli;ic'éz




#

J4
i
.

21.F. ZHAO “A O(n) algorithm for the tree dimensional N-bod‘\y;u )
simulations”, Technical report , MIT, 1987 N

20. JAMES F. LEATHRUM, “Parallel Fast Multipole Algorithm”

22. RBEATSON, L. GREENGARD, “A Short Course on Fast
Multipole = Method”  www.math.canterbury.ac.nz/~mathrkb/
pdfs/beatsont+greengard

23. KEES LEMMENS, “An Investigation, Implementation And
Comparison Of 3 Important Simulation Techniques: Particle-
Particle, Particle-Mesh And Tree-Code”, Master Thesis,
University of Technology Delft, 1997

24.K. L. CLARKSON, “Fast Algorithms For The All Nearest
Neighbours Problem”, Proc. Foundations of Computer Science

(1983) 226-232

25.PIET HUT, JUN MAKINO, “The Art of Computational

Science”, http://www.artcompsci.org

26. AMARA LYNN GRAPS, “Investigating the Motions and
Energies of Ions Confined in a Uniform Magnetic Field”, MS

Physics Thesis, San Jose State University, 1991
27. B. Flaming, “Practical Data Structures in C++”

28. PANGFENG LIU, “The Parallel Implementation of N-body
Algorithms”, DIMACS Technical Report 94-27 May (1994)

29. JK. Salmon, “Parallel Hierarchical N-Body Methods”, Ph.D.
Thesis, California Institute of Technology, 1990

30. M.S. Warren and J.K. Salmon, “Astrophysical N-Body
Simulations Using Hierarchical Tree Data Structures”, Proc.
Supercomputing '92 (1992) 570- 576



Body Algorithm”, Proc. Supercomputing '93 (1993) 1-12 '\ 4%4?_1},! a‘;"-“ N

implications for multiprocessors”, Ph.D. thesis, Stanford

University, 1993

33. Guy Blelloch and Girija Narlikar, “A Practical Comparison of
N-Body Algorithms”, Parallel Algorithms. Series in Discrete
Mathematics and Theoretical Computer Science, Volume 30,

1997

34. William T. Rankin, “Efficient Parallel Implementations of
Multipole Based N-Body Algorithms”, Ph.D. Thesis, Duke
University, 1997

35. W. D. Elliott and J. A. Board, “Fast Multipole Algorithm For
The Lennardjones Potential”, Technical Report TR94-005, Duke
University, Department of Electrical Engineering, August 1994



tamamladi. Lise egitimini Erzincan Fen Lisesi’nde bagladiktan sonra son sinifta gegis
yaptipn Ozel Otlukbeli Lisesi’nde ikincilikle tamamladi. Kocaeli Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi Bilgisayar Bilimleri Miihendisligi B6ltimii’nden 2000 yilinda
mezun oldu. 2001 yilinda Gebze Yiiksek Teknoloji Enstitiistinde yiiksek lisans
egitimine basladi. Halen Kocaeli Universitesi Teknik Egitim Fakiiltesi Bilgisayar
Opretmenligi  Bolimii’nde  arastirma  gorevlisi  olarak  ¢aligmaktadir.



