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OZET

SOBOLEV UZAYLARI

TOPTAS, Murat

Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV

Haziran 2004, 44 sayfa

Bu calismada once Sobolev uzaylari ile ilgili temel kavram ve bilgiler verildi. Sobolev
uzaylarmmn genel tanimu, gesitleri ve diger uzaylarla olan baglantilar: incelendi. Ozellikle
Sobolev uzaylarma bagh olan genellestirilmis tiirev anlami verildi. Sobolev uzaylarmin bir
uygulamasi olarak eliptik tipli, Srnegin, Laplace denklemlerinin varlik ve teklik teoremi
Riesz teoreminin uygulanmasiyla ispatlandi. Son olarak, Adi tiirevli diferansiyel

denklemlerin Sobolev uzaylarindaki zayif (genellegmis) ¢coziimleri aragtirild.
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SUMMARY

SOBOLEYV SPACES

TOPTAS,Murat

Nigde University
Graduate School of Naturel Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV

June 2004, 44 pages

In this study, firstly, main concepts and properties which will be used vhile forming
Sobolev spaces were given.

Main structures, assortments of Sobolev spaces and their relationships with other spaces
were examined.

Than existence and uniquueness theorems of eliptic and Laplace equations which is
application of Sobolev spaces, here examined with Riesz lemmas.

Finally, generalized solutions in Sobolev spaces of common derivative differantial

equations here reserchead.
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BOLUMI

GIRIS

Sobolev uzaylari ilk defa Akademik B. F. Sobolev tarafindan genelde matematiksel fizik
problemlerinin ¢oziilmesini kolaylastrmak igin ortaya cikarilmigtir. Burada esasen
genellesmis tiirev anlayi ile kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genellesmis ¢6ziim

anlamlar1 verilmistir.

Sobolev uzaylari ve onun bir ¢ok uygulamalari literatiirde genis bir bigimde incelenmistir.
Bu tezde Sobolev uzaylarinin tanimi, esas dzellikleri (yatirilma teoremini), Sobolev uzay:
ile sik1 bagh olan genellestirilmis tiirev anlamimu vb. 6zelliklerini inceledik. Uygulamasi
olarak eliptik tip denklemlerin,6rnegin, Laplace denkleminin varhk ve teklik teoremini

verdik.

Tez, sonug¢ boliimii hari¢ V boliimden olugmaktadir.

Tezin II. bolimiinde diger bolimlerde kullamilacak fonksiyonel analizin temel
kavramlarindan bahsedildi. III. boliimde Sobolev uzaylar: tanitildi ve bazi 6zellikler
verildi. IV. boliimde Sobolev uzaylarinin bazi uygulamalarindan bahsedildi. V. boliimde

ise zayif ¢6ziim kavrami tanitildi.



BOLUM I
TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Uzaylar.

2,1.1. Tamm. X,y,Z,... elemanlarmm E kiimesinde iki cebirsel islem, toplama ve skalerle
carpma islemleri verilirse, yani,
i. Vx,yeE, x+yeE
ii. Vx € E, VA skaleriigin Ax € E
olursa ve bu islemler asagidaki 6zellikleri saglarsa
i Xx+ty=y+x
ii. (x+y)+z=x+(y+z)
iii. A0€E, VxeE igin x+0=x
iv. Mpx) = (A )x
V. l1x=x,0x=0
vii  AMx+y)=axtay
vii. (L +p)x=Ax+px

bu halde E kiimesine lineer uzay denir. Burada kullanilan skaler sayilar A,pn reel

oldugunda, reel lineer uzay, kompleks oldugunda ise kompleks lineer uzay olarak

adlandirilir.

(-1).x = -x ile gosterilen —x elemanina, x elemanmnin tersi denir. E lineer uzaymnda x,ye E
olmak iizere x — y farky;
x=y=x+(y)

seklinde tanimlanir.

2.1.2. Ornek. Dogru, diizlem ve ii¢ boyutlu uzayda tiim vektorlerin kiimesi, vektdrlerin
paralelkenar kurali ile toplanmasina ve skaler say: ile carpma islemine gore lineer uzay

olusturur.



2.1.3. Ornek. Clop] uzay: [a,b] arahginda tammlanmis tiim stirekli fonksiyonlarn lineer
uzayidir. x(t) ve y(t) fonksiyonlari [a,b] aralifinda stirekli oldugunda x(t)+ y(t) ve Xx(t) de

siirekli olur.

2.1.4. Ornek. C‘[‘a’b] uzayi [a,b] araliginda tanimlanmis k mertebeye kadar (k-ninci1 mertebe
dahil) siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlarin lineer uzayidir. x(t),y(t)e C'[‘a,b]

oldugunda x(t)+ y(t) e Cf,,| ve Ax(t)e C}, ) olur.

2.2. Normlu Uzaylar.

2.2.1. Tanim. E herhangi bir lineer uzay olsun. bu uzayda her bir x elemanina karsilik
negatif olmayan ve bu elemanin normu olarak adlandirilan ||| > 0 sayisi karilik tutulursa
ve bu norm her bir X,y € E ve her bir A sayisi i¢in asagidaki 6zellikleri saglarsa E lineer
uzayina normlu uzay denir.

i Ix| =0,

X|=0=x=0
i o=
it [x+y]<[x]+]y]
Normun iii 6zelligine tiggen esitsizligi denir ve bu esitsizlikten ters liggen esitsizligi elde
edilir
I Ivl} < -1
Norm yardimiyla, normlu uzaylarda keyfi iki eleman arasinda uzaklhifi yani metrigi
tanimlayabiliriz
p(x.y)=[x-y]
Herhangi bir X uzayinda
i p(xy)2 0plky)=0ex=y
i plxy)=ply.x)
iii. VXY, zigin p(x,y) < p(x,z)+ p(z, y)
aksiyomlarini saglayan p(x, y) fonksiyonunu tamimlamak miimkiinse X uzayma metrik

uzay denir. Buradan rahatlikla goriilebilir ki, her normlu uzay, ayni zamanda metrik

uzaydir. Yani metrik uzay, normlu uzayimn genellesmesidir.



Simdi normlu uzaylarda ¢ok 6nemi bulunan asagidaki kiimeleri tamimlayalim.
S, (x,)= fx e E:cfx—x, <1}

kiimesine xo noktasinda, yarigapi r olan ag¢ik yuvar,
S.(x,)= {x eE :Hx --Xo” < r}

kiimesine kapali yuvar,
o, () = e e Bl —x,[ =1}

kiimesine ise kiire denir. S_(x, ) kiimesine x , noktasimn komsulugu denir.

2.2.2. Ornek. Ciup]> [8,b] arahginda tanimlanmis siirekli fonksiyonlarin lineer uzayidir. Bu

uzayda norm

[l = max| x(®)|

formiilii ile tanimlanir.

2.2.3. Ornek. Cf,; uzaymmda norm

k b
bl =2 max x|

formiilii ile tanimlanir.

2.2.4. Ornek. [a,b] araliginda tanimlanmus siirekli fonksiyonlarm lineer uzayinda normu

agagidaki gibi tanimlayahm:

i, =(Jixora]

Bu normlu uzay1 ip[a,b], p =1 ile gosteririz. Burada integral, Riemann integralidir.

Herhangi bir E lineer uzaynda iki farklt |||, ve||, normlari, J3a,B > 0 sayilari ve Vx e E
icin

ol <[], <B|x],
esitsizligi saglanirsa ””1 normt, |H|2 normuna esdegerdir denir ve H.“1 ~ ||||2 ile gosterilir.

Buradan ispatlanir ki, her sonlu boyutlu lineer uzayda verilmis tiim normlar esdegerdir.



2.3. Skaler Carpimh Uzaylar.
2.3.1. Oklid Uzay:.

2.3.1.1. Tamim. E herhangi bir reel lineer uzay olsun. Eger bu uzaym her bir x,y € E ¢iftine

karsi bu elemanlarin skaler ¢arpimi (x, y) reel sayis1 karsilik tutulursa ve bu skaler carpim
asagidaki aksiyomlar1 saglarsa, o zaman E uzayma Oklid uzay1 denir.

i. (x,x)20, (x,x)=0x=0

i (y)=0.x)

iii. (A, y)=Mx,y), VAigin

iv. (x+y.2)=(kx2)+(.2)
Oklid uzayinda norm

I = V(xx) 1)

formiilii ile tanimlamr. Boylece her bir Oklid uzayi, ayni zamanda normlu uzaydir. Bu

uzayda iiggen esitsizligini, asagidaki Cauchy — Schwartz esitsizligi yardimi ile bulunur.

| G y) | <[l Iv]
2.3.2. Uniter Uzay.

2.3.2.1. Tanmm. U herhangi bir kompleks lineer uzay olsun. Eger bu uzayn her bir x,ye U
¢iftine kars1 bu elemanlarin skaler ¢arpim (x, y) kompleks sayis1 karsilik tutulursa ve bu

skaler ¢arpim asagidaki aksiyomlar: saglarsa, o zaman U uzayma Uniter uzay denir:

i (x,x)>0, (x,x)=0x=0

i (xy)=(0.%)
i, Oxy)=axy)
iv. (x +y, z) = (X, z)+ (Y, Z)

Uniter uzayda norm;

] =V %)

formiilii ile tanimlamr. Boylece her bir Uniter uzay, ayn1 zamanda normlu uzaydir. Bu

uzayda liggen esitsizligi agagidaki Cauchy — Schwartz esitsizligi yardimu ile bulunur.

| Goy)l <[ 5]



2.3.2.2. Ornek. [a,b] araliginda tanimh kompleks degerli siirekli fonksiyonlarm uzayinda
skaler carpim

b
(xy) = [x(t) 70t
seklindedir. Bu uzay1 INJZ[a,b] ile gosteririz. Buradaki integral, Riemann integralidir.
2.4. Banach Uzaylan.

2.4.1. Fundamental Diziler.

2.4.1.1. Tamm. X normlu uzay, {x,}c X herhangi bir dizi olsun. Eger Ve>0 igin 3N

vardir ki, Vn > N, Vp=1,2,... sayilari i¢in

X <&

n+p Xn
saglanirsa {x_} dizisine fundamental dizi veya Cauchy dizisi denir. Fundamental dizinin
ozellikleri asagidaki gibidir

i Her bir fundamental dizi smirhdir.

ii.  {x_} dizisi fundamental ise VAigin {Ax,}dizisi de fundamentaldir.

iii.  {x,}, {y,} dizileri fundamental ise {x, +y,} dizisi de fundamentaldir.

iv. {x,} dizisi fundamental ise ve bunun bir alt {xnk} dizisi x elemanma

yakinsak ise {x,} dizisi de x elemanina yakinsaktir.

v. Her bir yakinsak dizi fundamentaldir. Ancak tersi her zaman dogru degildir.
2.4.2. Banach Uzaylan.

2.4.2.1. Tanmim. Normlu uzayda her fundamental dizi yakinsak olursa bu normlu uzaya tam

normlu uzay denir. Tam normlu uzaya Banach uzay: denir.

2.4.2.2. Ornek. E reel sayilar kiimesi Banach uzayidir. Burada her fundamental dizi
yakinsaktir. Ciinkii burada Cauchy kriteri saglanir. Yani her bir reel say: dizisinin yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu dizinin Cauchy dizisi olmasidir.



2.4.2.3. Ornek. E™ Oklid uzay: Banach uzayidir. Ciinkii bu uzayda dizilerin yakinsaklig1

icin Cauchy kriteri saglanir.

2.4.2.4. Ornek. Cp,;) uzayl Banach uzayidir. Ciinkii bu uzaydan alinmig {xn}c Chap]
fonksiyonel dizisinin diizgiin yakmnsak olmasi igin Cauchy kriterini saglamasi gerek ve
yeterlidir. Yani, Ve>0 igin 3N vardr ki Va>N, Vp = 1,2,... sayilan igin

X <g>Vte [a,b] ve l X, (1) —x,(t) [ < g sartlarinin saglanmasidir. Daha agik

n+p Xn
olarak, [a,b] araliginda siirekli xn(t) fonksiyonlar1 diizgiin olarak x(t) fonksiyonuna

yakinsak oldugunda, x(t) fonksiyonu da [a,b] aralifinda siirekli olur.
2.4.3. C(E) Banach Uzaylan.

2.4.3.1. Tamm. E™ Oklid uzaynda sinrl, baglantih G CE™ kiimesini ele alalim.
Baglantili kiimenin keyfi iki noktasim siirekli U egrisi ile birlestirebiliriz. Yani U <G dir
Bagka deyisle [0,1] araliginda taniml 3x(t) fonksiyonu vardir ki, Vte[0,1] i¢in x(0) = xq,
x(1) = x;, x(t)eG. Acik kiime, keyfi noktasinin bir komgulugu ile bu kiimeye dahildir.
Boylece G kiimesi smurli bolgedir. G kiimesinin kapamgmi G ile gosterelim. G de
tanimlanmis m-degiskenli tiim siirekli u(x), x = (X3, ..., Xm) € G fonksiyonlarinin lineer
uzayini C(@) ile gosterelim. Bu uzayda norm
ol @) = max | w0

seklinde tammlanir. Bu uzay, normlu uzaydir.

C(G) normlu uzayi Banach uzay1d1r_ C]’jnkﬁ {Xn} stirekli fonksiyonlar min G de stirekli

olmalar1 i¢in Cauchy kriteri saglanir.

2.4.3.2 Ornek. G kiimesinin kiiplestirilebilen oldugunu varsayalm. Yani _de <+ olsun.
G

O zaman C(G) lineer uzayinda normu

ol = tora|



formiilii ile tammlayalim. Buradaki integral, Riemann integralidir. Bu norm, norm
Ozelliklerini saglar. Buradaki C(G) ve ip(ﬁ) uzaylar1 uygun olarak Cp,,; ve ip[a,b], p=1

uzaylarmin ¢ok degiskenli fonksiyonlar halinde genellestirilmesidir. Ep[a,b], Ep("G“)

uzaylari, tam uzay degildir.
2.4.4. C*(G)k =1 Banach Uzaylan.

2.4.4.1. Tamm. x = (X1 ,..., Xm) € E" olsun. Asagidaki tammlamalar: yapalim.

a.>0 olan dogal sayilar i¢in s = 1,2,...,m olsun.
0 = ((11, 0y, ...y am)

vektoriine multiindis denir ve bu multiindisin uzunlugu
'“l =ttt oy

ile gosterilir.

Di z_?_ b D‘ili w ot
ox ox®

1

outoat-ton

¢ _ Ty [+ [
D® =Dp D§...Di =~
ox ... 0K

G, E™ de sinirh bolge, G ise G nin kapamsi olsun. u(x), G de tammlanmg skaler degerli,

m-degiskenli, k kez diferansiyellenebilen fonksiyondur.

u(x) fonksiyonlarmin lineer uzayinda normu

”u”c“(c;)= z ”Duu = Z max
05|a|$k

o<fask *C

) D"u|

seklinde yaiarlz. C* (G),k 21 uzay1 Banach uzayidir. Dikkat edilmelidir ki: bu uzaylar

Cfa,b] uzayinin diferansiyellenen ¢ok degerli fonksiyonlara genellestirilmesidir.

2.5. Hilbert Uzaylan.

2.5.1. Tamm. Skaler garpiml uzay, skaler ¢arpimin dogurdugu norma gore tam olursa bu

uzaya Hilbert uzay denir.

2.5.2. Ornek. En basit Hilbert uzayi, E™ Oklid uzayidr.

8



2.5.3. Teorem. (Hilbert Uzaylarinda Lineer Fonksiyonellerin Genel Sekli Hakkinda
Riesz Teoremi). H kompleks veya reel Hilbert uzayi olsun. H uzayinda tammlanmis her
bir keyfi f lineer sinich fonksiyoneline uygun dyle tek ye H elemam vardrr ki, tim xe H
icin

(x, f ) = (x, y)
esitligi saglanir ve bununla birlikte

I£l= 1]

olur.

2.5.4. Sonug. Riesz teoremi ile H ve H* uzaylari arasinda karsilikli bir-degerli esitlik
verebiliriz ki, bu esitlik de norm saglamr, yani izometriya verebiliriz. H Hilbert uzay: reel
oldugunda bu esitlik lineer olur. H kompleks oldugunda ise asagidaki anlamda yar1 lineer
ohur.

fioyi ve by, ise Bifi + B By, +B,Y,
Bu karsilikhi bir-degerli esitlie esasen H* = H oldugunu kabul ederiz. Bu anlamda H
Hilbert uzay1 kendi-kendisine esleniktir.

2.6. Normlu ve Skaler Carpimh Uzaylarin Tamlastinlmasi.
2.6.1. Normlu Uzaylarin Tamlastirnimasz.

2.6.1.1. Teorem. Her bir normlu E uzaymm bir B Banach uzaymin her yerde yogun lineer

manifoldu olarak ele alabiliriz.

Ispat. E normlu uzaymnda fundamental olan {x, }ve {xn} diziler kiimesini ele alalim.
Ayrica {x, }~ {xn} olsun. $imdi bu fundamental diziler kiimesinde eslik bagmntisina goére
simflandirma yapalim. Yani, {x,} fundamental dizisine esdeger olan tim fundamental
dizilerin sinifim %, {y,} fundamental dizisine esdeger olan tiim fundamental dizilerin

simfin1 ¥,.... ile gosterelim. Sonugta fundamental dizilerin smifin1 elde etmis oluruz. Bu

simflarin kiimesini E ile gosterelim. {x_} dizisine & simifinin temsilcisi denir.



Simdi E de cebirsel yap: olusturalim. V %, ¥ €F alalim ve {xn } € X, X smifinin temsilcisi,
{y.}e¥y, ¥ smifinn temsilcisi olsun. O zaman X+§ toplanm olarak, f{x, +y,}
fundamental dizisinin dahil oldugu sifi alacagiz. A% olarak {Ax,} fundamental dizisinin

dahil oldugu siifi alacagiz. Dikkat edilmelidir ki, simiflar bu toplam ve skalerle garpimi

tamimlari siniflardan alinan temsilcilere bagl degildir.

Boylece E simiflar kiimesinin lineer uzay oldugunu gosterdik. Simdi £ uzayinda elemamn

pormunu tammlayalim. VX eE ve {x_}e®%, % simfinin temsilcisi olsun. bu durumda

normu
K

formiilii ile tammlayalim. Bu esitligin dogrulugu ters tiggen esitsizligi yardimiyla bulunur.

g lim”Xn“E

n—w

Sonugta normlu E uzaymi alms oluruz. Eger, £ normlu uzaymm asagidaki sartlari

sagladigmi gosterirsek teorem ispatlanmig olacaktir.

i E normlu uzay1, F normlu uzaymnda bir lineer manifolddur.
il E lineer manifoldu, E normlu uzaymnda her yerde yogundur.
iii. £ Banach uzayidir.

Ispat i. E uzaymdan VxeE alalim. Bu x elemanindan stasionar dizi yapalim. Stasionar dizi
yakinsak ve fundamentaldir. Stasionar dizinin dahil oldugu smifi X ile gosterelim. O
zaman X+y toplami{x+y} stasionar dizisinin dahil oldugu smiftrr. Ax ise {Ax} stasionar
dizisinin dahil oldugu simftir. Boylece E uzayinda stasionar dizilerin dahil olduklar:
smiflar kiimesi bir lineer manifold olusturur. E normlu uzaym: bu lineer manifoldla

cakigtiralim. Bu durumda x elemaninin normu

[l =

olur.

Ispat ii. V& eF olsun ve {x_}e % temsilcisini alalim. {x_} dizisi E uzaymnda fundamental

dizi olsun. n sabit, n>N olsun ve x, den stasionar dizi yapalim. Bu durumda {x_}”

n=]

€ Xq

olur. Dikkat edelim ki,
X, ——f(llé = lim

m—>®

X “Xm“E

olur. m ye gore limit alirsak

10



I, 5] <

bulunur. Boylece E lineer manifoldu, E uzaymnda her yerde yogundur.

Ispat iii. % e ve E, E de her yerde yogun oldugundan & = 1/n alirsak 3x,€E bulunabilir

ki,

%, —x,|, <1/n )

n

olur. Bu sekilde segtigimiz {x,} dizisinin fundamental oldugunu gosterelim

A n A A | B n 1
ﬂxn _Xm”fz S"Xn _Xn”é +”Xn _xm”ﬁ: +”xm "Xm"ﬁ S;+ Xa “Xm”ﬁ: +;—)O’ (n,m—)oo)

boylece {x,} dizisi fundamentaldir. Bu nedenle 3 X smifi vardir ki {x,} € X olur. $imdi

{x,} dizisinin, X ya yakinsak oldugunu gosterelim

X, =K <=+

% = %[ <|Ra = x| + - x, — %], >0, (n—>w)
Burada

limfx, —%] =0
oldugundan

fim|R, —&] =0

n—>0

elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.
2.6.2. Skaler Carpimh Uzaylarin Tamlastinnlmasi.

2.6.2.1. Tanim. E sakler ¢carpimli bir uzay olsun. Skaler carpiml uzay,
I = o
normu ile normlu bir uzaydir. Normlu uzaylarin tamlastirilmasim bir 6nceki teoremden

elde edilmigti.

Normlu uzay tamlastirildiktan sonra elde edilen E uzaymna, E nin tamlastirilmas: denir.
Boylece skaler garpimhi uzayi, skaler ¢arpimin dogurdugu norma gore tamlagtirdiktan

sonra bir E Banach uzayr elde ederizz. Bu Banach uzaymnda skaler ¢arpimi

tanimlayalim. V&, § € E, Vix,_ }e %,{y, } € § temsilcileri i¢in

(i‘»' 9)}3 = rlli_gl(xn 2¥n )E

11



olur. Buradan

()A(’)A()z ljm(xn ’Xn)E = hm

n—w

2 a2 Al A A
o =K = K] = &%),

elde edilir. Boylece E Banach uzaymdaki norm ile burada tammlanmig skaler carpimin

Xﬂ

dogurdugu norm ¢akigmus olur. Elde edilen normlu uzay, Hilbert uzayidir.
2,6.3. L(G), p=1 Lebesque Uzay:.

Ly(G), p>1 Lebesque Uzayi, fp (—G) uzaymnin burada verilmis norma gore tamlastiritimasi
sonucu elde edilen uzaydir. Burada G, E™ Oklid uzaymin kapali, siurl blgesidir. INJp (G)

uzaymin elemanlari u(x), v(x), ..., w(x), kapali G bolgesinde siirekli fonksiyonlar olup, bu

uzayda norm

M:(Eﬂ u(x) lpdx}”p, p>1 (1)

formiilii ile tamimlanar.,

ip (G) uzaymda siirekli {u_(x)} uzaylarin fundamental olmas
11,60, (I ) = 1,66, ()P x>0
G

demektir. Bu sart: saglayan {u, (x)} siirekli fonksiyonlar dizisi, G bolgesinde p mertebeden

ortalama fundamentaldir denir. Burada {u, (x)} ve {un (x)} dizileri i¢in
* p

ﬂ un (X)_ un (X) ”’1:‘(6) = é‘.

sart1 saglanirsa, bu diziler, G bolgesinde p mertebeden ortalama esdegerdir denir ve

fu, ()} ~ s ()}

ile gosterilir.

u,(x)- u;(x)lpdx -0 (n—>wiken)

ip (G) uzaymi (1) normuna gore tamlagtirilmasiyla elde edilen Banach uzay: Ly(G) ile
gosterilir ve Lebesque uzayi denir. Boylece Ly(G), p>0 uzaymm elemanlar1 ti(x), ¥(x}....
seklinde smniflardir. Tamlastrma teorisine gore, EP(G), L(G) uzayinda her yerde

yogundur. Dikkat edilmelidir ki, tlim Ly(G), p>1 uzaylar1 ayrilabilir uzaylardir. Ciinkii

i2



rasyonel katsayili tiim polinomlar kiimesi f,p (_G) uzayinda her yerde yogun sayilabilir alt

kiimedir ve L > (ﬁ) ise Lp(G) uzaymda her yerde yogun oldugundan rasyonel katsayil tiim

polinomlar kiimesi Ly(G) uzayinda ayrilabilir kiime olugturur.

Burada Ly(G) Lebesque uzaylarimin en 6nemlisi olan Ly(G) uzaym ele alalim. Bu uzay,
’iz(G) skaler ¢arpimli uzaymin tamlagtinimasindan elde edilen uzaydir. u(x), v(x)eL(G)
olsun ve {u, (x)}e u(x) ve {v, (%)} € v(x) olsun. Tamma gore

>0

(W,v), ) = lhn(un R I111_1)11 Iun X Vv, (x)dx
G

olur. Bu esitligin sagindaki integral m-kath Riemann integralidir. Bu formiile gore

(w,v) = fu(x) V(x)dx = lim fu, )9, (x)dx )

elde edilir. Esitligin sagindaki Riemann, solundaki Lebesque integralidir. Ozel durumda,

15(G) uzaymin her bir elemanmin Lebesque integrali asagidaki gibi tammlanir

j-u(x)dx = Illl_r)ll Jun (x)dx 3)

2.7. Normlu Uzaylarmm ve Banach Uzaylaninin izomerfizmi, izometrisi ve Gomiilme.

2.7.1. Tanmm. X ve X normlu uzaylar olsun. Eger tiim X uzayinda tanimli, degerleri tiim

A

X wuzayinda olan oyle bir J(X) =X bire-bir lineer dontigimii varsa X ve X lineer

uzaylarinin izomorfizmini dogurur ve 3a,>0, VxeX igin

ofix], <[ 300 [ < Bl
olursa 0 zaman X ve X normlu uzaylari izomorf normlu uzaylar olur. Ozel halde ¥xeX
i¢in

[l =136

esitligi saglanirsa o zaman X ve X uzaylar1 izometriktir denir.

2.7.2. Ornek. Her bir m-boyutlu normlu uzay, E™ Oklid uzayina izomorftur. Buradan, her

bir m-boyutlu normlu uzay birbirine izomorftur sonucunu elde ederiz.



2.7.3. Tamm. X veX normlu uzaylar ve tim X uzaymnda tammlanmis, degerleri X

uzaymda olan J:X—> X doniisiimii verilsin. Eger 3p>0 sayisi varsa ki, VxeX igin
1360 | =Bl

esitsizligi saglanirsa X normlu uzay: X uzayma gomiilme denir. Ozel olarak VxeX icin
|36 =[x,

esitligi saglanirsa X normlu uzays, X normlu uzayma izometrik gémiilmiistiir denir.

2.7.4. Ornek. Her bir normlu E uzay, tamlastirilmasi olan E uzayma izometriktir ve her

yerde yogun olarak yatirilmigtir.
2.8. Hahn-Banach Teoremi ve Sonuclari.

2.8.1. Tammm. X herhangi bir reel normlu uzay olsun. R reel sayilar kiimesi olmak iizere,

her bir £:X—R operatoriine fonksiyonel denir.

2.8.2. Tammm. Bir f fonksiyonelinin tamim kiimesi D(f) lineer manifold olusturursa ve Va,
BeR sayilari igin

<(1x +[3y,f) = a(x,f)+B<y,f)
esitlifi saglanirsa bu fonksiyonele lineer fonksiyonel denir ve xeX deki degeri (x,f ) ile

gosterilir.

2.8.3. Teorem. (Hahn-Banach Teoremi). X reel normlu uzay, f bu uzayda tanimlanms

lineer fonksiyonel olsun. Eger D(f)e X ise o zaman tiim X uzayinda tammlanmig dyle bir

f lineer fonksiyoneli vardir ki, ml = ||f|[ ve VxeD(f) i¢in <x,f> = (x, f ) esitligi dogrudur.

Yani herhangi bir lineer manifoldda tanimlanmus lineer smirli fonksiyonel tiim uzaya

genisletilebilir.

2.8.4. Sonug. (Hahn-Banach Teoreminin Sonuglari). i. X normlu uzay ve xeX ve x#0
herhangi bir eleman olsun. O zaman tiim X uzayinda tamimlanmis Oyle lineer smnirh

fonksiyonel vardir ki
(of) =[x} =1
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olur.

ii. X herhangi bir normlu lineer uzay, L bu uzaydan alinmg keyfi lineer manifold olsun.

xo2 L ve xo elemanindan L lineer manifolduna kadar ki mesafe

d = inf[x, —u]> 0

uelL

olsun. O zaman tiim X uzayinda tammlanmis 6yle lineer smuirh f fonksiyoneli vardir ki

i. (x,f)-—-O, Vxel
i (xq,f)=1

1
jii. It || =3

iii. X herhangi bir Banach uzay1 olsun. Bu uzaydaki L lineer manifoldunun X uzayinda her

yerde yogun olmamas: igin gerek ve yeter sart tim X uzayinda tammlanmis Syle lineer

smirl: f fonksiyonelinin olmasidir ki, VxeL igin (x, f > =0 olsun.

iv. X herhangi bir normlu uzay, X), Xz, ..., Xy bu uzayda lineer bagimsiz elemanlar sistemi

olsun. O zaman tiim X uzaymnda tanimlanmis, lineer sinirly, oyle f), £, ....f, fonksiyoneller

sistemi bulabiliriz ki; (x;,f;) = 8, olur.
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BOLUM I
SOBOLEYV UZAYLARI
3.1. Sobolev Uzaymin Genel Tanim.

3.1.1. Tammm. R™ uzaymnda kapali, smirh G bolgesinde k kez siirekli diferansiyellenebilen

u: G »RY, u(x) fonksiyonlarmmn lineer uzayim ele alalim. Bu lineer uzaym normunu

|u“ {I | u(x) Ipdx +

seklinde tammlayalim. Bu formiildeki integraller, Riemann integralidir. (1) formiilii ile

1/p
2 _HD“u(x)‘ dx} (1)

elde edilen normlu uzay W;‘ (E}—) ile gosterilir. W;‘ (G) normlu uzaymin (1) normuna gore

tamlastiriimasiyla elde edilen Banach uzayma, Sobolev uzayr denir ve W;‘ (G) ile

gosterilir.

p=2 durumu ile uygulamalarda sik kargilagilir. Eger W;‘ (G) uzaymda p=2 halini goz
oniine alirsak, elde edilen WX(G) uzaym H*(G) ile gosteririz. H*(G) Sobolev uzayi,
Hilbert uzayidir. H*(G) Hilbert uzayn, WE(G) Sobolev uzaymnm

(u, V) E Iu(x) v(x)dx + z j D* u(x) D* v(x)dx

I<lo<k G

skaler carpimimn dogurdugu norma gore tamlastiriimasindan elde edilir.
3.2. H'(a,b) Sobolev Uzayi ve H'(a,b) Sobolev Uzaymnda Genellestirilmis Tiirev.

3.2.1. Tanmm. [a,b] araliginda tanimlanmug siirekli diferansiyellenen u(x) fonksiyonlarinin

lineer uzayini ele alahm. Bu uzayda skaler ¢arpim
b b
(u, V) = Iu(x) v(x)dx + ju'(x) v'(x) dx @)
ve bu skaler ¢garpimim dogurdugu norm
1/2
ull= ( I (x)dx + I u' (x) dx] )
seklindedir. Elde edilen normlu uzay: H*[a,b] ile gosterelim.
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H*[a,b]=Wx[a,b]
H* [a, b] uzaymnumn (2) normuna gére tamlagtirilmas: sonucu olugan uzay, H (a,b) Sobolev

uzayidir.

H*[a,b] uzaymndaki fundamental dizileri tammlayahm. f{u_(x)}< H*[a,b] fonksiyonlar

dizisini ele alalm. {u, (x)} dizisinin fundamental olmasi n,m—co igin

b b
U, =W = [0 GO~ G Pdx+ fJut, -, ([ dx >0 3)

olmasi demektir. H*(a,b) uzaymmn elemanlari, tamlagtrma yontemine esasen H"[a,b]

uzaynda ortalama fundamental olan {u,(x)}c H*[a,b] dizilerinin smiflarmdan

olusmustur.

fu_(x)} c H*[a,b] dizisinin bu uzayda ortalama fundamental olmasindan ve n,m—oo

sartryla

b

J

a

u, (x)—u, (x) {de —>c

ljﬂ u' (x)-u'_ (%) |2dx —>C

elde edilir. {u,(x)} ve {0, (x)} dizilerinin H*[a,b] uzayindaki metrige gore esdeger

olmalar1 sartindan, n—oo i¢in

b

J

a

u, (x) -8, [ dx >0

b
j| u, () -1, (] 'dx >0

olur. Buradan {un(x)} ve {ﬁn(x)} dizileri L,[a,b] uzaymnda fundamental dizilerdir ve
bunlar uygun olarak I,(a,b) Lebesque uzayinda u(x), w(x)e Lz(a, b) elemanlarini
belirlemis olurlar. Buna gore n—oo i¢in

u, (x) > ulx), v, (x) > wlx)
olur. Boyle tamimlanan w(x)el,(a,b) elemanina Sobolev anlaminda genellestirilmis tiirev

denir ve

w(x) = u’(x)

17



seklinde gosterilir. Genellestirilmis u'(x) tirevi lokal olarak degil global olarak

tanimlanmustir.

u(x),v(x)e H*(a,b) ve bunlarm temsilcileri olan {u_(x)},{v, (=)}, ﬁk[a,b] uzaymnda

fundamental diziler olsun.

b b
@ V,) = [u, v, dx+ [u, ') v,"(x)dx (4)

un

=(_ﬂ u, (%) |2dx+ ﬂ u_'(x) lzde )

Bu integraller, Riemann integralleridir. (3) ve (4) esitliklerinden n—co igin limit alirsak (1)
ve (2) esitliklerini elde ederiz. Bu durumda u'(x) ve V'(x) genellestirilmis tiirev olur,

ayrica (1) ve (2) esitliklerindeki integraller, Lebesque integralidir.

3.2.2. Not. Genellestirilmig tiirevler ve (3) ve (4) esitlikleri yardimi ile n sayisini

istedigimiz kadar biiyiiterek, sonucu en kiigiik hata ile hesaplayabiliriz.

3.3. Genellestirilmis Tiirevin Baska Bir Tanima.

0 0
3.3.1. Tamm. C* [a,b] ve C¥[a,b] uzaylarin: ele alalim. Vv(x)e C* [a,b] ve u(x)eC*[a,b]
alirsak asagidaki esitlik dogrudur.
b b
Iu(x) v'(x)dx = — |u'(x) v(x) dx €))
u(x) in tiirevi u’(x), (1) esitligi ile tam olarak tamimlanmis olur. Gergektende [a,b]

0
araliginda stirekli bir w(x) fonksiyonu ve Vv(x) e C* [a,b] icin

b b
ju(x) v(x)dx = - Iw(x) v(x)dx 2)

0
olursa w(x) = u'(x) elde edilir. (1) ve (2) yi taraf tarafa ¢ikarirsak ‘v’v(x) e C* [a,b] i¢in

b

I[u' x)-w(x)]v(x)dx =0

a

18



O ~
elde edilir. C* [a,b], L [a,b] uzayinda her yerde yogun oldugu i¢in u'(x)E w(x) bulunur.

Buradan goriiyoruz ki (2) esitligi genellestirilmis tiirevi tanimlamak i¢in esas formiil

olabilir.

0
3.3.2. Lemma. u € H(a,b) ve v e C¥[a,b] igin (1) dogrudur.

Ispat : {u,(x)} € u(x) in temsilcisi olsun . O zaman
b b
Iu(x) vi(x)dx = - ju'n x) v(x) dx

Her iki taraftan n — oo iken limit alirsak ve skaler ¢arpimin siirekli olmasmndan (1) elde

edilir.

0
3.3.3. Lemma. u(x)eH"(a,b) ve w(x)ely(a,b) oldugunda Vv(x)e C* [a,b] icin asagidaki

esitlik saglamirsa o zaman w(x), u(x) in genellestirilmis tiirevi olur.

I]u(x) v(x)dx = —?w(x) v(x)dx

Ispat : Lemma’ y1 ispatlamak igin {us(x)}eu(x) ve{wy(x)} ew(x) temsilcilerini alalim. O

zaman

0= Iu(x) v(x)dx + t]w(x) v(x)dx = Il‘l_rg [}un x)vV'(x)dx + l]wn (x) v(x) dx]

= ifhﬂ [w, () -, ()]v(x) dx = l]Iw(x) —u(x)]v(x) dx

bulunur. Vv(x)e (,9k [a,b] igin
b
j[u'(x) — w(x)] v(x)dx=0

=u'(x)=wlx), Vxe [a, b]igin
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3.4. H'(a,b) Uzaymin C|, 5 Uzayma Gomiilme Teoremi.

3.4.1. Teorem. H"(@ab) uzay, Cpyp uzayma Gomiilmiistir. Yani H¥(a,b) uzaymnn

fonksiyonlar1 mutlak stireklidir.

Ispat. u(x)e Cpp fonksiyonunu alalim. Ortalama deger teoreminden, u(x) fonksiyonu

[a,b] araliginda siirekli oldugundan dyle bir £ e[a,b] noktas: vardir ki

u(§)=

1 b
— J‘u(s) ds

olur. Buna gore

1
b-a

X b
u(x) = J'u'(s) ds + Iu(s) ds
& a

elde edilir. Buradan

! t]-[ u(s) |ds

b
lu(x) | < ;ﬂ u'(s)|ds+b_a a

Her iki tarafin karesini alirsak

b

|u(x) |2 < ﬂu'(s) |ds+b—:££ﬂ u(s)lds]

a

o @uw(s)‘ds]z +ﬁ(:ﬁ.l u(s)ldsﬂ

L

52[(b—a):ﬂu'(s]2ds+ ! ljﬂu(s)lzds}

b-a;

< 2.K[ :ﬂu' (s) ds+ :ﬂu(s]zdsj

K= max((b —a), b ! ) olarak segersek, Vxe[a,b] i¢in

b b 1/2
l u(x) [ < \/ﬁ(—(_ﬂ u(s) lzds +ﬂ u'(s) Izds)

esitsizligi saglanwr. Buradan

Cla,b] < B“u“ﬁ'[a,b]’ B= V2K ey

Ju

elde edilir.
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Eger {u, (x)}c H*[a,b] fundamental dizisini alirsak, (1) formiiliine esasen

U, U,

n

Clab] = < Blu, - ”ﬁ“[a,b]
esitsizligi elde edilir. Buradan goriiliir ki, H*[a,b] uzayinda {u,(x)} fundamental dizisi
Cpap) uzaymda da fundamental olur. Cp,p) uzayindaki fundamental dizi, Cp,p; uzaymda bir

u(x) fonksiyonuna diizglin yakinsaktir. Unutulmamahdir ki, diizgiin yakinsakliktan,
ortalama yakmsaklikta elde edilir. Yani, u(x)e L,[a,b] ise buradan, u(x)eL;(a,b) olur.

Boylelikle, {u, (x)} eu(x)eH"(a,b) ise u(x)e Cap elde edilir.

Yukaridaki fundamental dizi i¢in (1) formiiliinii yazahm:

”un I|C[

olur. n—oo igin limit alirsak

Jo

bulunur. Teorem ispatlanir.

0 7% [a,b]

ctun] <Bluliee o)

3.4.2. Teorem. H*(a,b) uzaymin fonksiyonlar1 mutlak siirekli fonksiyonlardir.

0
3.5. HYG) ve HY(G) Sobolev Uzaylan ve Friedrichs Teoremi.

3.5.1. Tamm. R’ uzayinda k baglantili, regiiler, sirh GcR? bolgesini ele alalim ve

G=G+8G olsun. G bolgesinde tammlanms siirekli diferansiyellenen u(x,y,z)

fonksiyonlarinm lineer uzayin ele alalim. Bu uzayda skaler ¢arpimi;

(u,v)= Ijjuvdxdydz+ Ijj(gu;—g-xv— %%+%%}dxdydz (1)

ve bu skaler ¢arpimin dogurdugu normu

Ju| = ( | Gj o] dxdydz+ | Gj | [[%)2 + (%“y—]z + (%T } dxdydz]m )

seklinde tamimlayalim. Elde edilen skaler ¢arpimli uzay: H* (6) ile gosterelim. Bu uzaymn
(2) normuna gére tamlastmrilmasi sonucu olusan uzayi HY(G) ile gosteririz. {uy(x,y,z)}dizisi

H* (G) uzaymdé keyfi fundamental dizi olsun. H* (G) uzaymdaki normun ifadesinden
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{u } aun aun { aun }
nJ) ax 3 ay 2 aZ
dizilerinin L (G_) uzaymda fundamental olduklar: goriiliir. Boylece bu fundamental diziler

L>(G) uzaynda uygun
du Ou du
u(x,y,2), —

oy oz
elemanlarini tanimlar. Buradaki ?E,?E,@ elemanlari, u(x,y,z) fonksiyonunun
0x Oy oz
genellesmis kismi tiirevleridir. H*(G) uzayinda skaler carpim ve norm ﬁk(‘G) uzayindaki
formiillerle tammlamr. Ama HYG) uzayindaki formiillerde integraller, Lebesque

integralidir.

3.5.2. Tamm. G bolgesinde siirekli u(x,y,z) fonksiyonlart igin ulsg = 0 oldugunu

varsayalim. Bu lineer uzayda, skaler ¢arpimi

(u,v)= L,”((gng gyl‘-gy—v %Z—%)dxdydz} (1)

ve bu skaler ¢arpimin dogurdugu normu

1/2

({3 (3 (2 o]

formiilleri ile tanimlariz. Elde edilen normlu uzay (2) normuna gore tamlagtirildiginda elde

0
edilen Sobolev uzayr H “(G) ile gosterilir.

0
3.5.3. Lemma. ue HY(G) ve ve H¥(G) oldugunda asagidaki esitlikler dogrudur;

([ ov (au

u,— =——,v
XK. \X @)

([ oy (Gu

u,— =— —,V
N \ i
ov (611

u,— =~ —,v
)6 \0Z Ji
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Ispat. Bu formiillerden birincisini ispatlamak yeterlidir. Birinci formiilde ueCXG) ve

0 4/
veC* (G) alirsak, o zaman birinci formiiliin saglandig: agiktir.
ov ou
u(x,v,z)—dxdydz = — |v(X,y,z)—dxdydz
af (x,y,2) - dxdy G[ (x,y,2)—dxdy
{us} e IN{“(E) ve {u,} dizisi ﬁk(ﬁ) uzaymnda fundamental olsun. Ayrica {u,} dizisinin
. 1 O k=) . .
limiti ue H'(G) elemani olsun. ve C (G) icin
(o505
u ,— |=— ,V
ox Oox
esitsizliginin her yanindan n—oo i¢in limit alirsak
(o545
u,— |=~ —,v
ox ox

0y
elde edilir. Bu esitlik keyfi ve C (G) i¢in saglamr.

Gergekten de, L,(G) uzayinda n—o igin u,—u olmasindan
|, —V) =) |=| @, —u,v)|<|u, —ul|v] >0

bulunur. Yani, skaler ¢arpim L,(G) uzayinda stireklidir.

0
Simdi H * (ﬁ) uzayindan fundamental {u,} dizisini alalim.

[5G

esitliginin her yanmdan n—o sartiyla limit ahirsak

b3 -5
e\ L)

esitligini buluruz.

0
3.5.4. Sonu¢. H*(G) uzay1 tam olarak H(G) uzayma yerlesir.

. 0
ispat. u=1eH"G) fakat 1¢ H*(G) olsun. Aksi halde, birinci esitlikten, VueHY(G) ve

0
v=1 e H¥(G) olmas: halinde
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(22

esitligine esasen

(u,0)= —(-gz—,l)

elde edilir, yani, vueHYG) i¢in

Ju
——dxdydz =0
120 o
ve u=x alirsak

| aj [dxdydz =0

olur. Bu ¢eliski sonucu ispatlar.

0
3.5.5. Teorem. (Friedrichs Teoremi). Her bir ue H (G) icin 3¢>0 sayis1 vardir ki
ol e = lulluie M
Esitsizligi dogrudur.

. 0
ispat. H(G) uzaymm tanmmindan, bu uzaydan alman elemanlar ayni zamanda Ly(G)

uzayina da dahildir.

smMsd

Q, = {x,y,z:|x| <a,ly

kiipiinii olusturam. Bu kiip G bolgesini igine alan kiipii kapsar. G bolgesinde
tanimlanmis her siirekli diferansiyellenen u(x,y,z) fonksiyonlarmi Q./G bolgesine teget

uzatalim. O zaman:
u(x.y.2)= ?@%gﬁda
olur. Bu esitligin he; yanindan mutlak deger alirsak:
lu(x,y,z) < _[ 9‘—1—%’—5’—2)

Burada Cauchy-Schwarz esitsizligine esasen

dg
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a

J

-a

ou(t,y,z)
g

ault,y.z)
g

d&]

dg

]u(x,y,z)|2 S(

S2aa_[

elde edilir. Bu esitsizligi Q, lizerinden integrallersek

2
2

L,(

a5

2
o) <4a

L,(Q,)

Q. yerine G yazarsak ve G bolgesinin dismda u = 0 oldugundan

du
o8

elde edilir. Teorem ispatlanur.

“u”iz(c) <4a’

<4a’|ul s,
L,(G)

Friedrichs teoreminden asagidaki sonuglar ¢ikarilabilir

0 .
3.5.6. Sonu¢. HY(G) uzay1 Ly(G) uzayma gomiilmiistiir. Ispati, Friedrichs esitsizliginden

ve Banach uzaylarinin gomiilmesi teoreminden elde edilir.

0
3.5.7. Sonu¢. H*(G) uzayinda

SRR

1/2
ol ol =]z ol
G
normlari egdegerdir. Gergekten Friedrichs esitsizliginden

[l ) <l o) * ol ) = Dl )

elde edilir.

u
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BOLUM IV

ELIiPTiK TiP DENKLEMLERIN GENELLESTIRILMIS COZUMUNUN
VARLIK VE TEKLiK TEOREMI

4.1. Riesz Teoreminin Bir Sonucu.

Riesz teoremi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerinin

¢oziimiinde ¢ok onemlidir ve etkin bir sekilde uygulanir

1, H Hilbert uzaylar1 verilsin. Eger xe H olmasindan xeH elde edilirse ve 3k>0 sabiti
varsa ki, Vxe H i¢in
[l =Kl M

olursa O zaman H Hilbert uzay:, H Hilbert uzayma gémiilmiistiir denir.

Riesz teoreminden asagidaki sonug elde edilir.

4.1.1. Teorem. Eger A Hilbert uzay:, H Hilbert uzayma gémiilmiisse, o zaman her bir

yeH i¢in 6yle tek bir xe A bulunur ki, her bir ze H eleman: igin

(x.2) = (v 2)u

esitligi saglanir.
Bu esitlik yle bir AeL(H, H ) operatorii tanimlar ki, x = Ay ve ||A|l <k olur.

Ispat. Her bir farkh yeH aldigimizda (y, z)H ifadesi tiim miimkiin ze H icin H uzaymnda

lineer smurh fonksiyonel tammlar. Bu fonksiyonelin lineerligi skaler ¢arpimm lineer

olmasindan elde edilir. Bu fonksiyonelin sinirli olmasi ise asagidaki esitsizlikten bulunur.
(2Dl < Il Il <010 Kl

Boylece yeH aldigimizda (y, z)H ifadesi H Hilbert uzayinda bir lineer smirli fonksiyonel

tanimlar. O zaman Riesz teoremine gore dyle bir tek xe 1 elemam vardir ki

(Xa Z)ﬁ = (y, Z)H

elde edilir. Bu esitlik, tiim H uzayinda bir x=Ay operatoriiniin tanimlandigni gésterir.
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Bu operatér yani A operatorii lineerdir. A operatéirﬁnﬁﬁ lineer oldugu kolaylikla gosterilir.

A operatoriiniin smirlt oldugunu gosterelim. Asagidaki esitsizlikte
. 2)e] =10, 2)a] =[(Ay. 2)a] <[], Kl

6zel halde Ay=z alirsak
[yl <Klayl Kyl

veya
|avl; <y,

elde ederiz. Yani “A” < k. Béylece A operatérii siiirhdir. Béylece teorem ispatlanmug olur.

4.2. Laplace Denkleminin Genellesmis Céziimiiniin Varhk ve Teklik Teoremi.

Bu ispatladigimiz teoremin bir uygulamasi olarak Poisson denklemi igin Dirichlet

probleminin genellegmis ¢6ziimiiniin var ve tek oldugunu ispatlayalim.

Kapali smirh bir baglantili G c R® bolgesinin sinirt S kiimesinin yeteri kadar regiiler

oldugunu varsayalim. Asagidaki sinir deger problemini ele alalim.

2 2
Au = ZXI; gyu Zzz—f(x v,z), (%y,z)eG €))

ul =0 )

fx,y,z) fonksiyonunun G bblgesinde (x,y,z) degiskenlerine gore siirekli oldugunu

varsayalim.

Eger u(x,y,z) fonksiyonu G bdlgesinde siirekli ve (1) denkleminin sol tarafindaki tiirevleri
G bolgesinde var ve G bolgesinde siirekli ise (1) denklemini saglar. S smir1 tizerinde (2)
sinir sarti saglarsa, o zaman u(x,y,z) fonksiyonuna (1)-(2) smr deger probleminin klasik

¢Oziimii denir.

u(x,y,z) fonksiyonunun (1)-(2) probleminin klasik ¢6ziimii oldugunu var sayalim. v(x,y,z)
fonksiyonunun ise G bolgesinde stirekli oldugunu, S smirinda sifira esit oldugunu ve G
bolgesinde ise siirekli diferansiyellenen oldugunu var sayalim. O zaman her bir v(x,y,z)

fonksiyonu i¢in asagidaki integral esitligi dogrudur

27



L”(@xéx gl;gvy %%dedydz——jjjfvdxdydz 3)

Bu esitligi ispatlamak i¢in Ostrogradskii-Gauss formiiliinii kullanalim
”j Qg+@+ R dxdydz = cﬁ(Pcosa +Qcosp +Rcosy)dS
2\0x Oy oz S

Bu formiilde P = vgxg, Q= v@, R = Vgu_ alirsak:

oy oz

(15220 212 202 o= 2
sﬁv%

S

coso. +§—u—cosB +?£cosy ds
oy oz

Burada vl ;= 0 oldugunda

ﬁvﬁu-dS=0

~ On

olur ve
QR+@+—QI—{~=VAu+(gradv,gradu)
0x 0Oy 0z

ve Au =f oldugundan (3) esitligi elde edilir.

2 0
(3) esitliginden f € LZ(G) alsak ve u,ve H* (G) i¢in integraller, Lebesgue integrali olur.
Boylece bu hal icinde (4) esitligi dogrudur.

0
Eger (4) esitlii her bir ve Hk(G) fonksiyonu i¢in saglanirsa o zaman

0
u € H*(G)fonksiyonuna (1)-(2) probleminin genellesmis ¢oziimii denir.

Her bir fe Lz(ﬁ) icin (1)-(2) probleminin genellesmis ¢6ziimii var ve tek oldugunu

ispatlayalim.

O (Re——
Unutulmamalidir ki, H* (G) Hilbert uzayi, L, (G) Hilbert uzaymna gomiilmiistiir.
0 0 e
Gergekten de H*(G) uzaymnm tanimna esasen her bir ve H*(G) fonksiyonu L, (G)

0
uzayma da dahildir. Friedrichs teoremine gore her bir v e H* (G) igin:
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M= | Ej [Vdxdydz <k | Ej | ([gx“—)z " (%Jz " (%)2 ] dxaydz =k’

— 0
Boylece Riesz teoremine gore her bir f € L, (G) fonksiyonu i¢in yle tek bir ue H*(G)

0
fonksiyonu vardir ki Vv e H*(G) igin:

(u’v)f;k(G) = —(f’ V)LZ(E)
esitligi saglanir. Bu ise agik sekilde yazildiginda (4) integral esitligi ile ¢akagar.
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BOLUM V

ADI TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN GENELLESTIRILMIS
COZUMU UZERINE

5.1. Klasik Coziim Kavramimin Genellestirilmesi ve Sobolev Uzaylari.

Asagidaki adi tiirveli diferansiyel denklem i¢in sinir deger problemini ele alalim;

Au=—(k(x)u'(x) ) +qx)ux)=f(x), a<x<b 6)
u(@)=u(b)=0 2

5.1.1. Tamm. [a,b] kapali aralifinda siirekli ve (a,b) acik araliginda ikinci tiirevi siirekli
olmak kosuluyla, (a,b) de (1) denklemini x = a ve x = b noktalarinda (2) sinir kosullarini

saglayan u(x) eC? (a, b)r\ C[a, b] fonksiyonuna (1)-(2) probleminin klasik ¢6ziimii denir.

5.1.2. Teorem. k = k(x), q = q(x) katsayilar1 ve = f{x) agsagidaki kosullart saglarsa

¢, 2k(x)2¢c, >0, ¢,2q(x)=0 3)
k(x) € C*[a,b], q(x) € C[a, b]‘, f(x) € Cla,b] “4)

bu durumda (3)-(4) probleminin klasik ¢dziimii vardir ve tektir.

Bu teoremdeki siirekiilik kosullar1 pratikte her zaman saglanamaz. Ornegin, f(x)
fonksiyonu malzemeye 1s1 kaynagindan verilen 1s1 dagilimmin yogunlugunu ifade etsin. Bu
yogunluk her zaman diizgiin olmayabilir ve bu da, f = f (x) fonksiyonunun siirekli
olmamas1 anlamma gelir. Bu durum, klasik ¢6ziim kavraminin birgok pratik problem igin

yetersiz kaldigini1 gosterir.

5.1.3. Ornek.
K6 =1a)=0./ )|

verilerine kargilik (1)-(2) probleminin ¢6ziimii

¢, D<x<x, <1 )
, €;,C, sabit %)
€y, Xo <X<1

()_ ax —c¢;x* /2, 0<x<x,<l1
B B(l—x)+c2x(1——x)—2, X, <x<1
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fonksiyonudur [u(x) fonksiyonunun —u''(x)= f(x) denklemini sagladig1 agiktir]. o, B
parametrelerini u(x) fonksiyonunun kendisinin ve birinci tiirevinin siirekli olmasi

kosullarmdan tanimlayalim;
ulxg)=ulc ); weg)=w(xs)
Buradan,;

u(x)zo,s{x [Cz —clx+xo(2—x0)(cl -—cz)], 0<x<x, ©

(1—x)[c2x+x§ (cl-c2)], x, <x<1
¢oziimil elde edilir ve u(x)e C*(a,b) olur. Fakat u€ C*(a,b)’dir. Bu durumda (1)-(2),

(5) probleminin 5.1.1. tanim: anlaminda ¢éztimii yoktur.

Boylelikle bu gibi durumlarda elde edilecek ¢dziimleri icerecek bigimde yeni bir ¢oziim

kavram gelistirmek gereksinimi ortaya ¢ikmaktadir.

Ik asamada ¢6ziim kavramini u e C° (a,b) sartim kaldirarak genisletelim. Bunun igin (1)
denkleminin her tarafim ve C;"(a, b) fonksiyonuyla c¢arparak [a,b] arahiginda

integralleyelim.

b

[{- (kw0 ) +a) u) ~fE)fv0 dx =0 @)

a

u(x) fonksiyonunun (1) denklemini degil (5) denklemini saglamas: sartindan yola ¢ikarsak
bu ueC? (a,b) kosulunu hafifletmek miimkiindiir. Ger¢ekten k = k(x) katsayisinin birinci

tiirevi sturli fonksiyon ise ﬂk'(x) <M ], (5)’ in sol tarafindaki birinci terim,

<M, +c,

(8)

b
j [K'(x) u'(x) v(x) + k(x) u" (%) v(x) |dx

]]u'(x) v(x) dx

ti'.u"(x) v(x) dx

seklinde degerlendirilir. Buradan u(x) fonksiyonunun tiirevleri tizerine konulabilecek bazi

kosullar belirlenebilir. (6) esitsizliginin sag tarafindaki integrallerin anlaminin olmas: igin ;

b

[EYCIRIEN

a

>

ju"(x) v(x)dx

integrallerinin sonlu olmasi gerekir. L, [0,1] > de Cauchy esitsizligini kullanarak;

< [l](u' )Y dx] [l}ﬁ (x) dx]

b
Ju' () vix) dx
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< I:li"(u"(x))2 dx} U.W (x) dx}

a

‘]u”(x) v(x) dx

Bu egitsizliklerin sag tarafina dikkat edersek, u(x) fonksiyonunun birinci ve ikinci
dereceden genellesmis tiirevlerinin L, [0,1] uzaymin elemani olmasi talebinin, (6)’ nin sol

tarafindaki her iki terimin anlarm olmasini sagladigim goriiriiz. Béylelikle, u(x) i¢in yeni
fonksiyonlar simfimn verilmesi gereksinimi ortaya g¢ikiyor. Bu tiirden fonksiyonlarin

olusturdugu uzaylar Sobolev uzaylari olarak adlandirilir.

5.1.4. Tanum. u("‘)(x) el, [a, b], m=0,1,...,n ise bu durumda;

H"[a,b]= {u(x) : bj [u2 )+ @ @)+t (@O x)f ]dx < +oo} )

uzayma Sobolev uzay1 denir. Bu tammda kullanilan tiirev, genellesmis tiirev anlamindadir.
Bu tamimdan ve Hilbert uzay: tanimindan agikg¢a goriildiigii gibi H(")[a,b] Hilbert uzayidir

ve burada norm;
b 1/2
o], = { | [u2(x) +(w'(x)) +...+(u(“)(x))2]dx} (10)
bi¢iminde, skaler ¢arpim ise;
b
(.v)= [lu0) ve) +u' () V() + ot 0" (@) v (0] dx

bigiminde tanimlanur. H" [a,b] Sobolev uzaymmn

u@)=u'(@)=...=u"@)=ulb)=u'(b)=..=u"(b)=0
kosullarini saglayacak bicimde tanimlanan alt uzayint ise }OI . [a, b] ile gosterelim.

(6) esitsizligine ve Sobolev uzaymin tanimina dayanarak, (5) denkleminin sol tarafinin

anlaminin olmast igin u € H2[a,b] kosulunun yeterli olacagi sonucunu elde ederiz. Ayrica

0
(2) kosullarim da gdz oniine alirsak, u(x)e H ¥[a,b] olmasi gerekir. Boylelikle klasik

¢0ziim kavramimi 5.1.3 6rnek’ deki gibi durumlari da igerecek sekilde genisletebiliriz;

5.1.5. Tanim.

b
(Au-1,v)= [[Au-f]vdx =0, ¥veC5(a,b) (11
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. 0
esitligini saglayan ue H?[a,b]n H *[a,b] fonksiyonuna (1)-(2) probleminin hemen

hemen her yerde ¢dziimii denir.
Coziimiin boyle adlandirilmasi agagidaki lemmada agikga ortaya ¢ikmaktadir;

5.1.6. Lemma. (Du Bois-Reymond). (a,b) araliginda integrallenebilir \y(x) fonksiyonunun
genellesmis fonksiyon anlaminda sifir olmas: i¢in gerek ve yeter sart (a,b)’ de hemen

hemen her yerde y(x)=0 olmasidr.

ue H?[a,b]n H k[a,b] ise, w(x)=—(k(x)u'(x)) +q(x)u(x)~f(x) fonksiyonu (a,b)’ de
integrallenebilir fonksiyondur. Au= —(k(x) u'(x))' +q(x)u(x) esit oldugundan (11)
esitligi \y(x) fonksiyonunun genellesmis fonksiyon gibi sifir olmasi [\y(x)=0] anlamina
gelir. Bu ise, yukaridaki lemmaya gore Au = f denkleminin (a,b)’ de hemen hemen her

yerde saglanmasi demektir.

5.1.3. ornekteki u(x) ¢Oziimiiniin Hz[a,b] uzayinda oldugu kolayca bulunabilir ve

dolayisiyla, bu fonksiyon 5.1.5. tamim anlaminda (1)-(2) probleminin ¢6ziimiidiir.

5.1.7. Tanmm. k(x) ve q(x) katsayilar1 (3) kosullarin1 sagliyorsa k(x)’ in birinci tiirevi
[a,b]’de smirli ise ve f (x)e L, [a, b] ise, bu durumda (1)-(2) probleminin hemen hemen

her yerde ¢odziimii vardir ve bu ¢oziim tektir.

Klasik ¢dziimiin hemen hemen her yerde ¢6ziimle iligkisini aragtiralim. Bu kargilagtirmay:

yapmak i¢in Sobolev’ in gémme teorisinden ve sonuglarindan yaralanmak zorundayiz. Bu
sonuglardan biri de H?(a,b)c C*[a,b] olmasidir. Yani H?(a,b)’ den olan her fonksiyon,
[a,b] arahginda tiireviyle birlikte siireklidir. Boylelikle, hemen hemen her yerde ¢6ziim

C? (a,b) smifindan olmasa bile, birinci tiirevi siireklidir. Bunun da birinci anlami sudur:

0
Hemen hemen her yerde ¢6ziim, ue Hz(a, b)m H k[a,b] (1) denklemini klasik anlamda
(vani tiim (a,b) araliginda) saglamasa bile, (1) esitliginden ve Du Bois-Reymond

lemmasindan goriildiigii gibi, (1) denklemini (a,b)’ de hemen hemen her yerde saglar. Bir
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baska deyisle, Au— f farky, (a,b)’ nin sadece Sl¢limii sifir olan bir altkiimesinde sifirdan

farkli olabilir.

Hemen hemen her yerde ¢6ziimiin C* [a, b]’den olmasinn ikinci anlami ise bu ¢dziim igin

Dirichlet ve Neumann tiirii sinir kosullarinin tipki klasik ¢6ziim durumundaki gibi

saglanmasidir.

5.1.8. Teorem. ue Cz(a,b)m C[a,b] fonksiyonu (1)-(2) probleminin (klasik) ¢6ziimii ise,

bu fonksiyonun ayni zamanda hemen hemen her yerde ¢oziimiidiir ve bunun terside
0

gecerlidir; yani, ue Hz(a, b)m H "[a, b] fonksiyonu problemin hemen hemen her yerde

¢oziimii ise ve ayrica ueC?(a,b) is , bu durumda fonksiyon aym zamanda klasik

¢Oziimdiir.

5.1.9. Ornek. Asagidaki adi tiirevli diferansiyel denklemi;
Au = —~(k(x) v'(x))+q(x)u(x) =flx), a<x<b 1)
u(a)=u(b)=0 2
asagidaki girig verileriyle ele alalim

ax)=0, flx)=1, k(x):{

k, =sabit >0, 0 <x <x,,
: k, =k, 3)
k, =sabit >0, x, <x <1,

Bu verileri (1) denkleminde yazar ve (0,x,) araliginda k,u"(x)=1 denkleminin her
tarafini k,” e, (x,,1) arahginda ise k,u''(x)=1 denkleminin her tarafim1 k,” ye bolersek,
sag tarafi 5.1.3. Grnekte verilen (c, =1/k,,c, =1/k,) verilere karsihk gelen
——u"(x)= f (x)denklemini elde ederiz. Bu durumda (5.1.6.6) analitik ¢oziimiinden, (3)

giris verileriyle belirlenmis problemin ¢dziimiinii elde ederiz;

{x[l/k2 —x/k, +x,(2-x,)(1/k, ~1/k,)] 0<x<x,
u(x)=0,5

4
(—x)[x/k, +x2(1/k, -1/k,) ] x, <X <1 @

Bu fonksiyon H?(0,1)n H ®(0,1) simifindandir. Ayrica, Vx e (0,x,)U(x,,1) igin Au— 7

denklemini saglar. Bundan dolayi,

xi(Au—f)vdx-l— J‘(Au—-f)vdx=0 (5)

o
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esitligi saglanir. Yine de (4) ile verilmis u(x) fonksiyonu problemin hemen hemen her

yerde ¢6ziimii degildir, yani (5.1.5.11) denklemini saglamaz. Bunu ispat edelim;

17k, —2x/k, +x,(2—x, )1 -k, =1/k,), x€(0,%,)
u'(x)=0,5 )
1/k, —2x/k, —-x2(1/k, -1/k,), X € [X,,])

oldugundan, u'(x)e C[O,l]’ dir. k=k(x) katsayim x=x, noktasinda siirekli
olmadigindan k(x)u'(x) fonksiyonu da o noktada siirekli degildir. Bu durumda k(x)u'(x)’

in tlirevini alarak (5.1.5.11) denkleminde yazamayiz. Bu nedenle genellesmis tiirevden

yaralanmak zorundayiz. (5.1.5.11) te (Au— f) ° nin genellesmis fonksiyon oldugunu
varsayalim. Bu durumda bu fonksiyon C7(0,1)° de olan v = v(x) fonksiyonlar1 iizerinden

(Au - f,v) fonksiyoneli gibi tammlanir. Boylelikle;

(Au-f,v)= —( (k(x)u'(x)) ,v)+ (ax)ux)-f,v), ¥veC;(0,1) (6)
olur. Genellesmis tiirevin taniminmi kullanarak
ke v ), v)= kO uwE),v) VveCs O %

esitligini (6)’ da yazarsak
(Au-f,v)= ﬂk(x) u'(x) v'(x) + q(x) u(x) v(x) - f(x) v(x)]dx, Yve Cs(01) (8)

elde ederiz. (6) esitliginin sag tarafindaki birinci terime ve (7)’ nin sag tarafina dikkat
edersek, bunlarm L,(0,1)’ den olan elemanlar {izerinden tammlanmis genellesmis

fonksiyonlar oldugunu goriiriz. Simdi kismi integralleme formiiliinii kullanarak (8)

esitliginin sag tarafini hesaplayalim:

1 Xy 1
(Au-f, V)= ﬂku'v'+quv - fv]dx = _ﬂku' v'+quv — fv}ix + ﬂku'v'+quv - fv}ix
0 0 X

= "j—[_ (ku') +quv—f }vdx +(ku'v)y + 1_"[—- (ku’)' +qu—f ]de + (ku' V)L0

burada v(0)=v(1)=0 oldugunu ve u'(x) ile v(x)’in x =x,’ da siirekli oldugunu dikkate

alir ve (5) esitligini kullanirsak agagidaki sonuca ulasiriz;

(Au-71,v)= x}(Au = [ vdx + ](Au = Fvax + (ke (v(x)), oy, 0 — (G GV s

:(kl —kz)u'(xo)v(xo)i 0, k, =k, )
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Boylelikle (5) esitliginin saglanmasina ragmen (Au— 7/, V)=0 esitligi (0,1) araligmnin
biittiniinde saglanmiyor demektir ve bu nedenle (4) ile verilmis u(x) fonksiyonu hemen

hemen her yerde ¢6ziim degildir.

Bu 6rnek, bir ¢ok durumda hemen hemen her yerde ¢dziimiin bile yetersiz kaldigim
gosteriyor. O halde ¢6ziim kavrammm bir kez daha genisletilmesi gerekiyor. Bu
genigletmenin ipuglar1 ashnda (8) denkleminde verilmistir; Bu esitlik (Au- f,v)
genellesmis fonksiyonunun sadece (6) bi¢iminde degil, ikinci tiirevi kaldirarak, sif birinci
tiirevlerin bulundugu (8) bi¢iminde de verebilme olanaginin varoldugunu gosteriyor. Bu

olanaktan yararlanarak ¢6ziim tanimini, u = u(x) fonksiyonunun (5.1.5.11) esitligini degil,

kG0 G G+ avb ks = Gk, v e € o) (10)

esitligini saglayacag: sekilde genisletelim. Bu sekilde tanimlanacak ¢éziimde k(x) ve q(x)
katsayilari igin;

k(x).q(x)e L,(a,b) e8!
olmas: yeterlidir. Boylelikle (10) denkleminden yola g¢ikarsak, hem katsayilar hem de
¢0zlimiin tammlandig1 fonksiyonlar smifi agisindan ¢6ziim kavramuni agagidaki gibi

genisletebiliriz;

5.1.10. Tanmim.

bf[k(x)u’(x)v' (x)+ (3 Julev(x)ldx = bff (Mxkx, v H ¥ (a,b) (12)

0
esitligini saglayan ue H k(a, b) fonksiyonuna (1)-(2) smnir deger probleminin zayif (veya

genellesmis) ¢6ztimii denir. (12) esitligine bazen integral 6zdeslik de denir.

Bu bigcimde genisletilmis ¢6ziim kavrammin siirekli olmayan katsayilarla verilmis

problemleri de igerdigini kolayca gdrmek miimkiindiir. Ote yandan zayif ¢6ziim, hemen

0
her yerde ¢bziimiin tamimlandig1 sumifa (H?(a,b)n H ¥[a,b]) kiyasla daha genig bir

fonksiyonlar smifinda tanimlanmistir.
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5.1.11. Teorem. k(x) ve q(x) katsayilarn (5.1.3.3) ve (11) sartlarmi sagliyorsa ve
f(x)eL,(a,b) ise bu durumda (1)-(2) smir deger probleminin zayif ¢dziimii vardir ve

¢Ozim tektir.

]
5.1.12. Teorem. u € H? (a, b)m H* [a, b] fonksiyonu (1)-(2) probleminin hemen her yerde

]
¢Oziimiiyse, ayn1 zamanda zayif ¢6ziimiidiir. ue H k[a, b] fonksiyonu zayif ¢6ziimse ve

ayrica H? (a, b) uzaymn elemaniysa, ayn1 zamanda hemen her yerde ¢oziimdiir.

» 0 *»
Ispat. ue H?(a,b)n H “[a,b] hemen her yerde ¢6ziim olsun. Oyleyse,

TE GG () + auGekix = [7Gv(kix, ()< C3(ab) 13)

esitligi saglanw. Bu esitli§in sol tarafindaki birinci terime kismi integralleme formiilii
uygular ve v(a) = v(b) = 0 oldufunu dikkate alirsak, (12) integral esitligini elde ederiz. Bu

ise u(x)’ in zayif ¢6ziim oldugu anlamima gelir.
Teoremin ikinci kismi da ayni yolla ispatlanir. Zayif ¢6ziimiin aym zamanda H’ (a, b)’ den

oldugunu varsayarak (12) esitliginin sol tarafindaki birinci terime kismi integralleme

formiiliinii uygularsak, (13) esitligini elde ederiz. Bu ise teoremi ispatlar.
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SONUC VE ONERILER

Sobolev uzaylari, fonksiyonel analizin ve matematiksel fizik problemlerinin ¢dziimiinde
¢ok genis bir yer tutmaktadir. Bu tezde Sobolev uzaylarmm tanimi ve bu uzaylara bagh
olan genellestirilmis tiirev anlami incelenmis ve Sobolev uzaylarmin bazi yatirilma
teoremleri verilmigtir. Eliptik tip denklemlerin genellestirilmis ¢6ziimiiniin bir varhk ve

teklik teoremi ele ahnmustir.
Bu tezde ele alinan konular ile
1. Laplace denkleminin genellestirilmis ¢oziimiiniin varlik ve teklik teoremi ile daha
genel eliptik tip lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genellestirilmis

¢6ziimiiniin varlik ve tekligini belirleyen genellestirilmis teoremler verilebilir

2. Friedrichs esitsizliklerini kullanarak daha genel Sobolev uzaylan igin yatirilma

teoremleri verilebilir.
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