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OZET
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VARYASYONEL TUREV YONTEMI ILE
EULER-BERNOULLI KIRISLERININ COZUMU

Arife ARSLAN
Selcuk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Insaat Anabilim Dali
Damisman : Ogr. Gor. Dr. Atilla OZUTOK

2004,73
Jiiri :

Karmagik yapilarin ¢oziimlerinde sayisal yontemler daha pratik bir anlam
ifade eder. Bunun yaninda son yillarda bilgisayar alanindaki ilerlemeler sayisal
¢oziim yontemlerinin gelisimini hzlandirmistir. Bunlardan en yaygin olanlari, sonlu
farklar ve sonlu elemanlar yontemidir.

Genel olarak sonlu farklar yonteminde yap1 eleman: {izerinde segilen noktalar
i¢in, cogu kez yerdegistirme ve gerilmelere ait diferansiyel denklemler sayisal olarak
¢oziiliir. Elde edilen denklemlerde bilinmeyen fonksiyonlarin ve bunlarin tiirevlerinin
yerine cebirsel ifadeler konulur. Bu ifadeler farkli noktalardaki fonksiyon degerlerini
igerirler. Yapilan ¢alismalara bakildigi zaman bu ydntemin iki farkli formiilasyonda
kullanildigi goriilmektedir. Bunlar;

¢ Klasik Sonlu Farklar Yontemi

¢ Varyasyona Dayali Sonlu Farklar Enerji Yontemidir.

Bu c¢alismada, Géteaux diferansiyel yontemi ile elde edilmis olan
fonksiyonelin sonlu farklara dayali varyasyonel tiirev yontemi ile ¢ozlimii
arastinlmigtir. Yontemin uygulanabilirligini géstermek amaciyla dogru eksenli
gubuklar ele alinmigtir. Degisik mesnet tiplerine sahip, sabit ve degisken kesitli
kirisler igin Fortran programlama dilinde bir bilgisayar programi gelistirilmistir.

Anahtar Kelimeler : Géteaux Diferansiyel Yontemi, Varyasyonel Tiirev Yoéntemi,
Euler-Bernoulli Kirigleri



ABSTRACT

MS Thesis

THE SOLUTION OF EULER-BERNOULLI BEAMS
BY VARIATIONAL DERIVATION METHOD

Arife ARSLAN
Selcuk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Civil Engineering
Supervisor: Instructor Dr. Atilla OZUTOK

2004, 73
Jury :

Numerical methods of complex structures carry more practical means in
terms of analysis. In addition, in the recent years advances in computer applications
accelerated the improvements in numerical methods. The popular ones are; The
Finite Differences Method and The Finite Element Method.

In the last two decades the finite difference method and finite element method
became the most popular techniques for computer solutions of complex structures. In
general, the differential equations of displacements and stresses are being solved
numerically in finite difference method. Instead of the derivatives of these equations,
difference expressions of them at the nodes are used. The finite difference method
has been comprehensively formulated in many studies. We can classify the finite
difference method into two groups according to the literature;

¢ Conventional Finite Differences

¢ Finite Difference Energy Methods based on Variational Procedures

In this study, the solution of functional determined by Géteaux differential
method is studied by using variational derivation method that is based on finite
differences. Euler-Bernoulli Beams are considered for the applicability of the
method.. The software is developed using Fortran programming for constant and
varying cross-sections beams that have various support conditions.

Key Words : Gateaux Differential Method, Variational Derivation Method, Euler-
Bernoulli Beams
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GIRIS

Cubuklar iki boyutu tg¢iincii boyutu yaninda kiigiik olan cisimlerdir. Bu
kiicliklik orami yaklasik 1/10 civarindadir. Bir ¢ubuk elemani tamimlanirken iki
unsurdan bahsedilir. Bunlardan biri ‘cubuk ekseni’ digeri ise ‘gubuk enkesiti’dir.
Eksenine dik yiiklenmis gubuklar egilmeye ¢alisirlar ve bu tip yap: elemanlar: ‘kirig’
olarak adlandirilir. Kirisler miihendislik uygulamalarinda en ¢ok karsilasilan yapi
elemanlaridir. Geometrik 6zelliklerine ve buna bagli olarak uygulanan yiikiin
etkilerine gtre genel olarak iki ana baghk altinda incelenirler. Bunlar Euler-Bernoulli
kirisleri ve Timoshenko kirisleridir. Baslangigta kiris eksenine dik olan diizlem kesit
alanmin, sekil degisiminden sonra da eksene dik ve diizlem kalmasi varsayimina
dayanan Euler-Bernoulli Kiris Teorisinde sadece egilme etkileri dikkate alinirken,
Timoshenko Kirig Teorisinde, kiris kalinhigindaki artisa bagli olarak egilme etkisinin
yant sira kayma etkileri de dikkate alinmaktadir. Literatiir arastirmasi yapildig:
zaman, farkli ¢6zlim yontemlerinde ve degisik yiikleme durumlarinda her iki kiris
teorisine ait ¢ok sayida c¢alisma yapildigi goérilmektedir (Akéz, Omurtag ve
Dogruoglu (1991), Akéz ve Kadioglu (1999), Antes (2003), Claeyssen ve Sader
(2003), Ergliven ve Gedikli (2003)). Bu ¢aligmalarda, karmagik geometrik 6zellikler
ve sinir kosullarinin olugturdugu giiglitkler nedeniyle yapi elemanlarinin analizinde
yaklasik (sayisal) ¢ozlim yontemleri uygulanmigtir.

Yapt analiz y6ntemlerinin tamami denge ve uygunluk ifadelerinin temel
diferansiyel denklemlerini ¢6zmeye dayanir. Analitik ¢6ziimler yiikiin yayili olmasi,
kesit Ozelliklerinin ve smur kosullarinin matematiksel ifadelerle tamimli olmasi
durumlariyla sinirhdir. Karmagik yapilarin ¢éziimlerinde sayisal yontemler daha
pratik bir anlam ifade eder. Bununla birlikte son yillarda bilgisayar alanindaki
ilerlemeler sayisal ¢6ziim yoéntemlerinin gelisimini hizlandirmigtir. Bunlara 6rnek

olarak;

¢ Rayleigh-Ritz Yontemi
¢ Galerkin Yéntemi

¢ En Kiigiik Kareler Yontemi



¢ Sinur Elemanlar Yontemi
4 Sonlu Farklar Yéntemi

¢ Sonlu Elemanlar Yontemi

olarak sayilabilir. Bunlardan Ritz yontemi ile sonlu elemanlar ve sonlu farklar
yonteminde ilk adim, diferansiyel denkleme karsi gelen I(y) fonksiyonelinin
bulunmasidir. Galerkin yéntemi ile en kiigiik kareler ve son zamanlarda yaygin
olarak kullanilmaya baglanan sinir elemanlan yontemlerinde ise fonksiyonele
gereksinim olmadan ¢6ziim bulunabilmektedir.

Son yirmi yil igerisinde karmasik yapilarin bilgisayar ¢6ziimleri igin 6zellikle
sonlu farklar ve sonlu elemanlar ydntemi olduk¢a poptiler teknikler olmuslardir.
Genel olarak sonlu farklar yonteminde yap: eleman: iizerinde segilen noktalar igin,
¢ogu kez yerdegistirme ve gerilmelere ait diferansiyel denklemler sayisal olarak
¢oziiliir. Elde edilen denklemlerde bilinmeyen fonksiyonlarin ve bunlarin tiirevlerinin
yerine cebirsel ifadeler konulur. Bu ifadeler farkli noktalardaki fonksiyon degerlerini
igerirler. Diiglim noktalarina uygulanan denklemlerin sonlu fark katsayilari sinirlarda
degistirilmek zorundadir ve problemin sinir sartlarini saglamalidir. Bu durum sonlu
elemanlara gore zorluklarindan ve dezavantajlarindan biridir.  Southwell
(1940,1946)’ in Onciilik etmesiyle bu yontem birgok ¢aligmada basarili bir sekilde
uygulanmistir. Forsyth ve Wasow (1960) sinirlarda ve bunlara komsu diigiim
noktalari arasmda enterpolasyon yaparak egri sinirlari ele almiglardir. Yapilan
calismalara bakildigi zaman bu yontemin iki farkli formiilasyonda kullanildig

goriilmektedir. Bunlar;

¢ Klasik Sonlu Farklar Yéntemi

¢ Varyasyona Dayal1 Sonlu Farklar Enerji Yontemidir.

Klasik sonlu farklar yonteminde ¢6ziim, sonlu fark ifadelerinin bulunan alan
denklemleri tizerine dogrudan uygulanmasiyla elde edilmektedir. Klasik sonlu
farklara ait bir yaklasim, Frey (1977) tarafindan izoparametrik elemanlar i¢in ortaya
konulmugtur. Son zamanlarda bu yaklagim Dow ve Hardaway (1992), Arad, Segev

ve Ben-Dor (1995) tarafindan kati cisim mekaniginde sirlarin modellenmesiyle



gerekli fiktif diigim noktalari i¢in elde edilmistir. Klasik sonlu farklar yéntemi
karmagik geometrik sekillerin sinir kosullarinin probleme yansitilmas: sirasinda bazi
gliclikkler ¢ikarmaktadir. Buna ilave olarak cebir problemleri bir dizi simetrik
olmayan denklem takimlarinin ¢6ziimiinti gerektirir. Klasik sonlu farklar yénteminin
bu dezavantajlarini ortadan kaldirmak igin alternatif bir yontem olarak varyasyona
dayali sonlu farklar yontemi gelistirilmistir. Formiilasyon igerisinde virtliel i ve
minimum potansiyel enerji prensiplerinin uygulanmasindan dolay: bu yéntem sonlu
farklar enerji yontemi olarak adlandiriimigtir. Varyasyonel yaklagima dayali sonlu
farklar yontemi ilk kez Houbolt (1958) tarafindan kiris ve plaklarin statik analizi igin
kullanilmigtir. Daha sonra ayni ydntem kabuklarin edilme ve titresim analizi igin
Bushnell (1970) ve yine Bushnell ve Almroth (1970) tarafindan nonlineer kabuklarin
analizini yapabilmek i¢in kullaniimigtir,

Bir¢cok mihendislik alaninda ve diger bilim dallarinda yaygin olarak
kullanilan diger ¢6zlim yontemlerinden biri ise sonlu elemanlar yontemidir. Bu
yontem, stirekli olan sistemi problemin karakterine uygun sonlu elemanlara ayirarak
elde edilen elemanlar tizerinde i¢ ve dig kuvvetlerin enerjisinin minimizasyonu ve bu
elemanlarin  birlestirilmesi tarzinda bir uygulama getirir. Eleman boyutlari
ktictiltiilerek sonuclara daha hassas bir sekilde yaklagmak miimkiindiir. Ancak,
eleman boyutlarinin kiigiiltiilmesiyle problemin hata orant azaltilmakta ¢dziim siiresi
ise uzamaktadir. Sonlu elemanlar ySnteminin avantajlarindan biri, sinir sartlarimin
problemin ¢6ziim sirasina gére en son adimda hesaplara dahil edilmesidir. Boylece,
sinir sartlarini probleme uygularken bastan yogun hesaplara girilmez. Yapilan
caligmalarda sonlu eleman formiilasyonu igerisinde farkli eleman modelleri
sunulmugtur. Bunlardaki degisiklik, smir digiim noktalarinda gerekli denge
kosullarmin ve i¢ elemanlar igin uygunluk sartlarinin saglanmasiyla farkhi
yerdegistirme, gerilme yada her ikisinin birden bilinmeyen olarak se¢ilmesiyle

saglanmistir. Buna gore sonlu elemanlar yonteminde kullanilan modeller ;

¢ Deplasman Modeli (minimum potansiyel enerji prensibi)
¢ Kuvvet Modeli (minimum tamamlayici enerji prensibi)
¢ Hybrid Model, Mixed Model (Hellinger-Reissner prensibi, Hu-Washizu

prensibi, Giteaux diferansiyeli).



olarak siralanabilir. Fonksiyonel ifadesi, minimum potansiyel enerji prensibinde
deplasmanlara ait denklemlerden, minimum tamamlayic1 enerji prensibinde ise
gerilmelere ait denklemlerden olugsmaktadir. Geleneksel sonlu elemanlar yonteminde
degisken sayis1 daha az olmakla birlikte yiiksek mertebeden tiirevier formiilasyon
icerisine girmektedir. Diger taraftan uygunluk sartlarint saglatmak i¢in denge ve
uygunluk denklemlerinin diigiintildigii biitin alan denklemlerini igeren alternatif
varyasyonel prensipler olarak mixed/hybrid tipi sonlu eleman modellerinin
kullanilmas1 miimkiindiir. Sonlu eleman modelleri arasindaki temel farkiilik,
formiilasyon igerisinde uygulanan varyasyonel prensiplerin degismesinden
kaynaklanmaktadir. Degisik varyasyonel prensipler hakkinda ayrintili bilgiler Mang
ve ark.(1985) tarafindan verilmistir. Geleneksel sonlu elemanlar analizine ait bir
yaklasim Zienkiewicz ve Cheung (1970) tarafindan bulunmustur. Bu yaklasimda,
deplasmanlar esas degiskenler olarak se¢ilmis ve digiim noktalarina ait deplasman
degerleri, tamamlayict enerji fonksiyonellerinin  ekstremum  degerlerinin
bulunmasiyla elde edilmistir. Karisgtk sonlu elemanlar yontemi ise, ilk olarak
Herrman (1967) tarafindan iki boyutlu problemlerin analizi i¢in geligtirilmistir. Daha
sonra yontem, Reddy ve Oden (1975) tarafindan yapi kiriglerinin bir boyutlu
problemlerine uygulanmigtir. Sonlu elemanlar yontemini {iretmek i¢in kullanilan
yontemler, yapilan c¢aligmalardan yola ¢ikilarak bes ana baghk altinda

simiflandirilmistir.

¢ Potansiyel enerji teoremleri

¢ Hu-Washizu ve Hellinger-Reissner teorileri
¢ Varyasyonel formiilasyon

¢ Agirlik formilasyonu

4 Giteaux tiirevi

Bir ¢ok ¢aligmada eleman denklemlerinin elde edilmesinde potansiyel enerji
teoremleri kullanilmigtir. Karigitk sonlu eleman formiilasyonunda kabul edilen
varsayimlarda ozellikle Hellinger-Reissner ve Hu-Washizu teorileri kullanilmigtir

(Rhiu JJ. ve Lee S.W. 1987). Ayrica degisim yontemlarinin da sonlu eleman



formiillerinin tretilmesinde kullamldig: goriilmiigtiir (Bergman V.L. ve Mukherjee
S., 1990).

Son yillarda Akoz ve ark. tarafindan Gateaux diferansiyeli kullanilarak ¢esitli
problemler i¢in bagarili bir sekilde fonksiyoneller iiretilmistir. Ornek olarak uzay
¢ubuklar i¢cin (Ak6z ve ark. 1991, Omurtag ve Ak6z 1992a), izotropik — ortotropik
silindirik kabuklar i¢in (Omurtag ve Akéz 1992b, 1993a), rijit Reissner tipi silindirik
kabuklar i¢in (Omurtag ve Akéz 1993b), hiperbolik paraboloid kabuklar igin
(Omurtag ve Akoz 1994), elastik zemin iizerine oturan kirigler igin (Akdz ve
Kadioglu 1996), yine elastik zemin lizerine oturan Kirchhoff tipi ortotropik plaklar
icin (Ozgelikors ve ark. 1997), izotropik Reissner tipi plaklar igin (Akéz ve Erath
1992, 1997), elastik zemin iizerine oturan Kirchhoff plaklarinin serbest titresim
analizi i¢in (Omurtag, Oziitok, Akoz ve Ozgelikérs 1997) yapilan calismalarda sonlu
eleman formiilasyonu yardimiyla sayisal uygulamalar lizerinde fonksiyoneller elde
edilmistir.

Basit problemler i¢in Hellinger-Reissner ve Hu-Washizu prensipleri ile de
benzer fonksiyoneller elde edilebilmektedir. Fakat Gateaux diferansiyeli
yaklagimimin bazi Onemli avantajlari vardir (Oziitok, 1999). Bunlardan bazilan

asagidaki gibidir;

o Cubuk elemanlar yaninda herhangi lineer veya non-lineer plak ve kabuk
teorilerine uygulanabilir.

e Herhangi stirekli bir denklem bu formiilasyonda kullanilabilir. Son
zamanlarda bu yaklagim viskoelastik kirigler i¢in kullamlmistir.

¢ Bir tek eleman kullanarak stirekli kirisler i¢in dogru sonug elde edilebilir.

e Kayma kilitlenmesi g6zlenmemistir.

e Cubuklarin, ince ve kalin plak ve kabuklarin i¢ kuvvet, moment, dénme ve
yerdegistirmeleri hesaplanabilir.

e Verilen alan denklemlerinden, fonksiyonel ve sinir kogullar1 kolaylikla elde
edilebilir.

¢ Alan denklemleri ve sinir kosullar saglam olarak fonksiyonele yansitilir.

¢ Alan denklemlerinin uyumlulugu kontrol edilmis olur.



Bu calismada Géteaux diferansiyel yaklasimi kullamilarak elde edilen
fonksiyonelin sonlu farklar yontemine dayali varyasyonel tiirev yontemi ile ¢dziimii
aragtinlmigtir. Varyasyonel tiirev yonteminin uygulanabilirlifini géstermek i¢in
uygulama kolaylig1 ag¢isindan dogru eksenli (Euler-Bernoulli) gubuklar ele alinmistir.
Euler-Bernoulli kiriglerine ait diferansiyel denklemlerden yola ¢ikilarak enerji
fonksiyoneli, Gateaux diferansiyel yontemi ile elde edilmistir. Dengede bulunan
sistemler i¢in, enerjinin minimum olmas: prensibine gére bilinmeyen olarak alinan
¢bkme ve moment degerleri i¢in, fonksiyonel ifadesinin varyasyonu alinarak temel
enerji ifadeleri elde edilmis ve 6rnek problemlerde varyasyonel tiirev ifadeleri bu
denklemlere uygulanmigtir. Eleman sayisinin arttirilmasiyla elde edilen sonuglar,
kesin ¢bziim ve sonlu eleman ¢oziimlerinden elde edilen sonuglarla

karsilastirilmigtir.



2. LITERATUR OZETi

Karmasik geometriye sahip yapilarin yaklasik ¢6ziimlerinin elde edilmesinde
yaygin olarak kullanilan sonlu elemanlar yontemini iiretmek i¢in kullanilan
yontemlerden daha énce bahsedilmisti. Bunlardan Gateaux diferansiyel yonteminin
diger iyi bilinen varyasyonel prensiplere (Hu-Washizu ve Hellinger-Reissner
prensipleri) gére mevcut olan avantajlar, yontemi son yilarda yapilan ¢aligmalarda
tercih edilen bir yéntem haline getirmisgtir.

Akoz ve ark. tarafindan Gateaux diferansiyeli kullanilarak ¢esitli problemler
i¢in fonksiyoneller bagarilt bir sekilde uretilmistir. Bu ¢alismalara kisaca deginilecek
olursa;

Akoz (1985) yapmis oldugu calismada, fonksiyonel analiz y&ntemini
kullanarak diizlem ¢ubuklar i¢in iki yeni enerji fonksiyoneli bulmustur. Bu
fonksiyoneller belirli durumlar i¢in klasik potansiyel enerji ve tamamlayict enerji
ifadelerine dontstiirtilebilmektedir. Yeni enerji fonksiyonellerinin, mithendislikte
6nemli olan bazi biiyiikliiklerin bulunmasinda, 6zellikle sonlu elemanlar ve Ritz
yontemi gibi yaklasik ¢6ztim yontemleri kullanildiginda klasik fonksiyonellere gore
biiylik bir avantaj sagladigi goriilmiistiir. Momentler, yerdegistirmelere gore gok
daha iyi bir yaklagimla hatta ¢cogu kez kesin degerleri ile bulunabilmistir.

Akoz, Omurtag, Dogruoglu (1991) tarafindan yapilmis olan ¢aligmada, yeni
bir fonksiyonele bagli olan karigik sonlu eleman denklemleri Géteaux Diferansiyel
yontemi ile elde edilmigtir. Bu formiilasyon keyfi geometri ve degisken kesit alanina
sahip ti¢ boyutlu ¢ubuk elemanlar i¢in uygulanmistir. Sinir kosullar1 eleman
denklemleri igerisinde yer almaktadir. Bilinen degisken diigiim noktasi degerleri
Lagrange carpim yontemiyle islemlere dahil edilmigtir. Kullanilmis olan bu yontem,
az eleman kullanilmasi durumunda bile yeterince dogru sonuglar vermigtir.

Ako6z ve Kadioglu (1996) tarafindan keyfi yiikleme altindaki elastik zemin
lizerine oturan degigken kesit alanina sahip dairesel kiris elemanlar igin karigik sonlu

elemanlar yontemi kullamlmistir. Burada elastik zemin olarak Winkler tipi zemin



dislintilmiistiir. Ayrica elastik zemin lizerine oturan dogru eksenli ¢ubuklar i¢in de
sonlu eleman formiilasyonu verilmigstir.

Akoz ve Kadioglu (1999) tarafindan Winkler zemini {izerine oturan
viskoelastik Timoshenko Kkirislerinin statik ve dinamik analizi i¢in karisik sonlu
eleman formiilasyonu kullanilmigtir. Bu ¢alismada, dontistirilmiis Laplace-Carson
uzayinda sistematik bir yolla Gateaux Diferansiyeline bagli olarak iki yeni
fonksiyonel iiretilmisgtir.

Omurtag, Oziitok, Aksz ve Ozgelikors (1997) tarafindan elastik zemin
lizerine oturan Kirchhoff plaklarinin serbest titresim analizine ait bir yaklagim
Géateaux diferansiyeline bagli sonlu elemanlar yodntemiyle ele almmgtir. Bu
calismanin temel amaci iyi bilinen varyasyonel prensipler olan Hellinger-Reissner ve
Hu-Washizu prensipleri yerine Géateaux diferansiyelini kullanarak karigik sonlu
eleman formiilasyonuyla Kirchhoff plaklart ve elastik zemin arasinda olusan
etkilesimin elde edilmesinde sistematik bir yol vermektir. Zemin tipi, Pasternak
zeminidir ve 6zel bir durum olarak eger kayma etkileri ihmal edilecek olursa zemin
Winkler zemin tipine doniismektedir. Plak kalinligindaki dniform degisim
formiilasyon igerisine dahil edilmigtir. Dinamik analizde problem standart 6zdeger
problemine indirgenmektedir. Elde edilen sonuglardan elemanin egilme ve serbest
titresim analizi i¢in dogru sonuglar verdigi gozlemlenmistir.

Elastik zemin {izerine oturan kalin plaklar igin karistk sonlu eleman
formiilasyonuna ait bir uygulama Eratli ve Akdz (1997) tarafindan yapilmistir. Bu
caliyjmada Winkler zeminine oturan Reissner plaklan i¢in Géateaux Diferansiyel
yontemi ile yeni bir fonksiyonel elde edilmistir. Bu fonksiyonelde yerdegistirmeler,
ic kuvvetler ve sinir kosullari olmak {izere fonksiyonel igerisinde yer alan 8 adet
bagimsiz degisken bulunmaktadir. Degisik sinir kosullar1 ¢6ziimlenmis ve Lagrange
¢arpim yontemiyle global sistem igerisine dahil edilmistir. Formiilasyonun ilging bir
ozelligi, kullanilan ag sisteminde eleman sayisinin tek ve ¢ift olmasina bagl olarak
sayisal sonuglar gercek degerlere alttan ve istten yaklagsmaktadir.

Erath ve Akoz (2002,a)’lin yapmis olduklari ¢aligmada, Pasternak zemini
lizerine oturan Reissner plaklarinin serbest titresim analizi, Gateaux Diferansiyeline
bagli olarak karigik sonlu elemanlar yontemi ile yapilmistir. Pastrenak zemini iizerine

oturan plaklar i¢in yeni simir kogullan olugturulmustur. Dinamik analizde, problem



standart 6zdeger probleminin ¢ozlimiine indirgenmis ve kangik sonlu eleman
yontemi kararli bir kiitle matris formiilasyonuna doéniisttrilmustiir. Geligtirilen
elemanin performans: literatiirden bilinen sayisal Grneklerle karsilastirilmigtir.
Yazarlarin yapmis olduklari diger ¢aligmalardan biri ise (2002,b) katlanmis plaklar
icin karisik sonlu eleman formiilasyonu ile yapilmis olan ¢aligmadir. Elde edilen yeni
fonksiyonel, iki farkli fonksiyonelin kombinasyonu seklindedir. Her iki fonksiyonel
de diizlem i¢i ve yanal yiik tasiyan kalin plaklar igin elde edilmistir. Mithendislik
problemlerinde bilinmeyenler olan kuvvetler ve momentler bu teknikle dogrudan
elde edilmistir.

Akdz, Omurtag (1992)1n yapmis olduklar ¢aligmada, Gateaux Diferansiyel
yontemi kullanilarak geometrik ve dinamik sinir kosullariyla ince silindirik kabuklar
ve uzay ¢ubuklar i¢in yeni fonksiyoneller elde edilmigtir. Bu fonksiyoneller, ayni
zamanda klasik potansiyel enerji denklemlerine de doniistiiriilebilmektedir. Bulunan
fonksiyonellere karisik sonlu eleman formiilasyonu igerisinde olduk¢a faydali bir
yaklagim olan varyasyonel yontem uygulanmigtir. Silindirik kabuklarin ve uzay
gubuklarinin  eleman matrisleri, izoparametrik sonlu eleman formiilasyonu
kullanilarak degisken kesit alanlar1 i¢in gelistirilmigtir.

Akoz ve Oziitok (2000) tarafindan Gateaux Diferansiyel yontemi
kullanilarak, keyfi geometriye sahip ince-kalin kabuklara ait yeni fonksiyonel,
dinamik ve geometrik sinir kosullari ile birlikte elde edilmistir. Bu ¢alismada
parabolik silindir kabuk ve dairesel silindirik kabuklar incelenmistir. Bu kabuklarin
sonlu elemanlar yontemi ile ¢6ziilebilmesi i¢in yerdegistirme, diizlem i¢i kuvvetler,
diizlem igi kayma kuvvetleri, egilme momentleri, burulma momentlerine ilave olarak
enine kayma kuvvetleri ve donme deformasyonlarinin bilinmeyen olarak
tammlandig1 kabuk elemanlar elde edilmistir.

Daha sonra bu yoéntem kullanilarak, gesitli kabuk problemleri igin
fonksiyoneller tiretilmis ve karigik sonlu eleman formiilasyonu ile ¢ok sayida ¢alisma
yapmigtir (Omurtag ve Akoz 1993a,b, 1994, 1995). Bunlar disinda karigik sonlu
eleman formiilasyonunda kabul edilen teorilerin kullanildifi cesitli galigmalar
yapilmigtir (Bathe 1982, Prathap ve Babu 1986a,b, Ergiiven ve Gedikli 2003).

Son yillarda bilgisayar kullammindaki ilerleme, sonlu elemanlar ydntemi

yaninda sonlu farklar gibi diger sayisal yontemlarin gelisimini de hizlandirmigtir.
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Literatiire bakildig1 zaman, degisik yap1 elemanlarina ait gerilme ve yerdegistirmeler
gibi bilinmeyenlerin bulunmasinda, ozellikle karmasik problemlerin ¢6ziimiinde
sonlu farklar yénteminin yaygin bir sekilde kullanildig1 gérilmektedir.

Yapilan ¢aligmalarda sonlu farklar yontemi, klasik sonlu farklar ve
varyasyona dayali sonlu farklar enerji yontemi olarak iki farkli sekilde kullanilmugtir.
(Klaus-Jiirgen Bathe 1982)

Klasik sonlu farklar yontemini ait bir yaklasim Al-Amery ve Roberts (1990)
tarafindan kompozit kirislerin kismi etkilesim analizi i¢in ortaya konulmustur. Iki
malzeme arasindaki farkliliklar1 dikkate alarak nonlineer malzeme ve kayma
etkilerini igeren genel bir fomiilasyon geligtirilmistir. Dort temel denge ve uygunluk
denklemlerinin sayisal ¢oziimleri sonlu fark formunda yerdegistirme tiirevlerinin
ifade edilmesiyle ve nonlineer cebirsel denklemlerin sirayla ¢6ziimlenmesiyle elde
edilmistir.

Arad, Segev ve Ben-Dor (1995), kismi diferansiyel denklemlere ve simr
kosullarina dayali denge problemlerinin ¢éziimii igin gelistirilmis bir sonlu farklar
yontemini kullanmiglardir. ki boyutlu elastisite problemlerinin ¢dziimii i¢in bir
bilgisayar programi yazilmis ve ¢6ziilen sayisal drneklerde gelistirilen bu yontemin
klasik sonlu farklara olan avantajlar1 agik bir sekilde gosterilmistir. Klasik sonlu
farklara gore bu avantajlar, keyfi ag sisteminin kullanilabilirligi, problem igerisinde
farkli noktalarda farkli mertebeden dogruluk mertebeleri i¢in benzer yaklasimlarin
kullanilabilmesi, sinir kosullarina yaklagimlarin  gelistirilmis  olmasi, siir
kosullarinin ele alinmasinda gerekli olan dis ya da hayali diigiim noktalarimin yok
edilebilmesi olarak siralanmigtir. Amaglanan bu yéntemla ayni sayida diigiim noktas:
kullanilarak daha dogru bir yaklagik ¢6ziime ulasmak miimkiin olabilmistir.

Liszka ve Orkisz (1980), lineer denklemlerden kurulan sekil formu igerisinde
komsu digiim noktalarinin sayisim arttirmayi amaglamistir. Aradiklarn ¢dziim,
tiirettikleri formun minimize edilmesiyle elde edilmistir. Bu yolla bes bilinmeyenli
bes denklem elde etmislerdir.

Orduna-Bustamente (1993) tarafindan kirig denklemlerinin gereken 6zdeger
yaklasimlar1 sonlu fark formiilasyonu ile ¢esitli adim araliklarinda hesaplanmugtir.

Sonuglar geligtirmek i¢in ise Richardson ekstrapolasyonu kullanilmig, tiniform ve
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tiniform olmayan durumlar igin dogal frekanslar, kesin ¢dziimlerle ve sonlu eleman
coziimleriyle karsilastirilmis ve sagladigi goriilmiistiir.

Klasik sonlu farklar yontemi degisik problemlere iyi bir yaklagimla
uygulanmasina ragmen, sinir kosullarinin olusturulmasinda karsilagilan giigliikler
nedeniyle, kirisler disinda plak ve kabuklar gibi diger yap1 elemanlarinda varyasyon
prensiplerinin kullanildigi sonlu farklar enerji yonteminin daha yaygin bir sekilde
uygulandigi goriilmektedir. Bu nedenle sonlu farklar enerji yontemi, kiriglerden
kabuklara kadar her tip yap1 elemani i¢in klasik sonlu farklara gére daha elverigli bir
¢Ozilim yontemidir.

Verma ve Dey (1991) tarafindan varyasyonel sonlu farklar yéntemiyle egrisel
plana sahip koprii yapilarin integral analizi hesaplanmigstir. Bu ¢alismada kullanilan
yontem, sonlu farklar ile minimum potansiyel enerji prensiplerinin birlestirilmesi
tarzinda bir yOntemtur.

Barve ve Dey (1983), plak egilme problemleri igin izoparametrik sonlu
farklar enerji yontemini gelistirmiglerdir. Izoparametri kavrami, egri sinirlara sahip
karmagik plak egilme problemlerinin ele alinmasinda yontemi, daha etkili ve ¢ok
yonli bir yontem haline getirir. Bu yaklasim, sonlu farklar enerji ydnteminin
dezavantajlarini ortadan kaldirmig ve degisik problemlere uygulanmasini miimkiin
kilmistir. Bu formiilasyonun dogrulugunu ve giivenilirligini kontrol edebilmek i¢in
degisik sekillerde gesitli izoparametrik plaklar ¢6ziilmiis ve sonuglar mevcut analitik
ve niimerik sonuglarla karsilagtirtimistir.

Plak problemlerinin ¢6ziimii i¢in varyasyon hesabina dayanan sonlu farklar
yonteminin kullanildig: ¢alismalardan bir digeri ise Singh ve Dey (1990)’ in Sector
plaklarinin serbest titresimini elde etmek ig¢in yapmus olduklar ¢aligmadir. Aym
sekilde (1992) de periyodik normal ve kesme yiikleri etkisi altindaki dikdértgen
plaklarin dinamik kararsiz davraniglarini inceledikleri ¢alisma ile Aksu ve Felemban’
in (1992) kése noktalarindan mesnetli Mindlin Plaklar’’nin serbest titregim
karakteristiklerini inceledikleri ¢caligma da 6rnek olarak verilebilir.

Son yillarda yapilan ¢aligmalardan biri Ergiin ve Kumbasarin (2002)
gelistirilmis  sonlu fark yontemi ile plak problemlerinin analizini yaptiklan

¢alismadir. Bu ¢aliymada, sonsuz bir plak alinarak belirli bir bélgesi icin ¢Skme
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ylizeyi tammlanmakta ve sonsuz plak ¢6kme yiizeyini olusturan yiikler, plak
diferansiyel denkleminden yararlamlarak bulunmaktadir.

Johnson (1970), ince kabuklarin statik lineer elastik deformasyonunu
bulabilmek igin varyasyona dayali sonlu farklar yontemini kullanmistir.

Sonlu farklar yontemi, yeterli bir sayisal ¢6ziim ydntemi olarak iyi biliniyor
olmasina ragmen daha o&nce plak problemlerinden sadece ince plaklar igin
kullanilmistir. Ng ve Bencharif (1991) ise basit mesnetli ve ankastre, kalin
dikdortgen plaklar i¢in sonlu farklar yontemini kullanmiglardir. Ilk olarak ankastre
mesnetli, kare izotropik homojen kalin plaklarin davranigim goéstermek igin
uygulanmisgtir. Daha sonra benzer sekilde basit mesnetli kare plaklar igin
uygulanmigtir. Coéztim, simrli ag boyutlar: kullanilarak 6zel bir plak désnme yonii ve
simir kosullariyla kalin plaklar igin elde edilmigtir. Coziimiin hassasiyetini ve
dogrulugunu arttirmak igin daha hassas fonksiyonlar1 saglayan, ag boyutlarini
otomatik olarak olusturan bir bilgisayar programindan faydalamlmis ve iyi bir

yaklagim elde edilmistir.
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3. MATERYAL VE METOT

Karmagsik yapilarin ¢6ziimlerinde sayisal yontemlerin kullanimlari, bilgisayar
alanindaki gelismelere bagli olarak yayginlagmustir. Yaygin olarak kullanilan sayisal
yontemlerle yapilan bu g¢alismada, kesin sonuca en iyi yaklasami veren ve diger
yaklagik yontemlere gére bir takim avantajlari olan Gateaux diferansiyeli

y6nteminden faydalanilmigtir.

3.1. Cubuklar I¢in Potansiyel Enerji ifadesi

3.1.1. Sekil degistirme enerjisi

Daha ¢nceden de bahsedildigi gibi Euler-Bernoulli kiris teorisine gore, sekil
degistirmeden Once diizlem ve eksene gére dik olan kesitler, sekil degistirmeden
sonra da diizlem ve ¢ubuk eksenine dik kalmaya devam ederler. Bu yiizden higbir
kayma gerilmesine rastlanmaz. Sadece egilmeden meydana gelen normal gerilme

mevcuttur. Bu normal gerilme,
oc=—y (3.1)

olarak verilir. Burada M egilme momenti, y kesit alaninin merkezine olan mesafe, I

ise kesitin atalet momentidir. Kirise ait genel sekil degistirme enerjisi formiild,

U= % [[floXelar (3.2)
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olmak iizere burada {o} biitiin gerilme bilesenlerini ifade eden gerilme vektori, {e}

da yine biitiin gekil degistirme bilesenlerini kapsayan vektordiir. Fakat Euler-
Benoulli kirislerinde s6z konusu olan sadece normal (eksenel) gerilme bilesenidir.

Bu yiizden enerji ifadesini,

= % | VHas.dV (3.3)

seklinde yazmak yeterlidir. Lineer elastik izotrop malzeme kabuliinden dolay:
yukandaki denklemde, & sekil degistirme ifadesi yerine, E elastisite modiiliine

bagl ifadesi yazilacak olursa (3.3) denklemini,

U= % jV [ jo(%JdV (3.4)

seklinde yazmak miimkiindtir. Bundan bagka (3.1) denklemini (3.4) denkleminde

yerine koyar, islemlerde diizenleme yapilirsa,

1?(1\42}
U=- (2= & (3.5)
2 Er

......

2
M= —E[( a7y J (3.6)
olmak iizere enerji denkleminde yerine konuldugu zaman,

15 d*v :
U=— JEI[——] dz (3.7)

2] dz?
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denklemi bulunur. Bu da enerji denkleminin yerdegistirme cinsinden ifadesidir.
3.1.2. Dis kuvvetlerin potansiyel enerjisi

Eger kiris elemani y dogrultusunda sabit, diisey q yayih yiiki ile yiiklit ise,

dis kuvvetlerin yapmis olduklari is,
L
W =—[qv.dz (3.8)
0

formiilii yardimiyla bulunur.
3.1.3. Toplam potansiyel enerji

Verilen bir kirig eleman i¢in toplam potansiyel enerji, i¢ kuvvetlerin yapmig
olduklari is ve dis kuvvetlerin yapmis olduklar: igin toplami seklinde verilir. Buna
gore daha onceden elde edilmis olan sekil degistirme enerjisi ve dis kuvvetlerin
potansiyel enerjisi ifadelerini toplamak suretiyle kiris elemanlara ait toplam
potansiyel enerji denkleminin elde edilmesi miimkiindiir. Buradan toplam potansiyel

enerji ifadesi,

r=U+W
1 L 2 L
/4 =-2—(;[El(v”) dz~(;[quz (3.9)

olarak elde edilir.
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3.2. Enerji Fonksiyonelinin Bulunmasi

Enerji yontemleri, belirli bir fonksiyoneli extremum yapan ¢oziimler aranmasi
esasina dayanmaktadir. Fonksiyonellerin extremum &zelliklerinin incelendigi
matematik dalina ise varyasyon (degisim) yontemleri ad1 verilir.

Varyasyon yontemleri, mekanikte genis bir uygulama alanina sahiptir.
Fiziksel problemler, diferansiyel denklem ve sinir kogullar ile ifade edilebildigi gibi,
bazi sinur kogullarinit saglayan fonksiyonlar arasinda bir fonksiyoneli stasyoner yapan
fonksiyonun bulunmasina da getirilebilir. Bu fonksiyonel enerji gibi bir fiziksel
anlami tammlayabilen skaler bir biiytikliiktiir (Akoz, 1985).

Bir fonksiyonel,

1y]= [F(z, y,y")dz (3.10)

gibi integral i¢inde, bilinmeyen fonksiyonla, bu fonksiyonun tiirevleri seklinde
tanimlanabilir.
Varyasyonel ¢oztimde temel problem I[y] fonksiyonellerini stasyoner yapan

y(z) fonksiyonunu bulmaktir. Burada z, serbest degiskeni, y'=dy/dz bagimh

degiskene ait tiirevi ve I fonksiyonel ifadesini gostermektedir.

Gorildugi gibi fonksiyonel, kaynaginda fonksiyonlar, amacinda ise reel
sayilar olan bir operatSrdiir.

Fiziksel bir olaymn diferansiyel denklem ve simir kosullar1 belli ise bunlara
esdeger fonksiyonel hesaplanabilir. Aymi sekilde bir fonksiyonel belli ise bu
fonksiyonelden bu olaya ait diferansiyel denklem ve sinir kosullar1 da hesaplanabilir.

Sekil degistiren cisim mekanigi igin, diferansiyel denklemler verildiginde
enerji fonksiyonelinin bulunusu genel olarak Akodz (1985)° iin yapmis oldugu
¢alismada agiklanmig, ayrica diizlem ve uzay gubuklar i¢in zamana bagh ve statik
hallerde kullanilacak fonksiyoneller elde edilmistir. Bu yontemle elde edilen enerji
fonksiyonellerinin, &zellikle miihendislikte 6nemli olan moment degerlerinin

bulunmasi igin yaklagik ¢6ziim yontemleri kullanildifinda, klasik fonksiyonellere
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gore biiylik bir avantaj sagladig1 gériilmiistiir. Momentler, yerdegistirmelere gore gok
daha biiyiik bir yaklagimla, hatta ¢ogu zaman kesin degerleri ile bulunabilmistir. Bu
calismada, Akoz (1985) tarafindan Géateaux diferansiyeli kullanilarak gubuklar i¢in
elde edilen fonksiyonel kullanilmigtir. Fonksiyonelin elde edilmesinde Gateaux
diferansiyel yaklasimiyla, verilen diferansiyel denklemlerin potansiyel olup
olmadiklar1 incelenmis ve g¢ubuklara ait fonksiyonel geometrik ve dinamik sinir

kosullan ile birlikte elde edilmistir.

3.2.1. Denge denklemleri ve kinematik bagintilarmn elde edilmesi

Kiriglere ait denge denklemlerinin ve kinematik bagintilarin elde edilebilmesi
i¢in birka¢ yontem bulunmakla birlikte, bu ¢alismada amag, varyasyona dayali bir
hesap yapmak oldugu igin denge denklemleri bulunurken, yayili yiikle yliklenmig
kirig elemaninin bir kesitinden digerine degisen kuvvetlerin ve momentlerin dengede
olmas: kosuluna bagli olarak diferansiyel denklemler elde edilmistir. Kinematik
bagintinin elde edilmesi igin ise, enerjinin varyasyonu alinmis, yani Euler-Lagrange
denklemi ¢ikarilmigtir. Bu islemin temeli, dengede olan sistemler igin enerjinin

minimum olmast kosuluna dayanmaktadir.

3.2.1.1. Denge denklemlerinin elde edilmesi

Denge denklemleri, kirise etkiyen dig yiiklerin i¢ kuvvetler tarafindan nasil
tagindigini tanimlarlar. Bunun i¢in Sekil(3.1) de goriildiigi gibi, q yayili yiikiiyle
yiiklii kiris elemandan ¢ikarilan Az uzunlugundaki kiiglik bir kirig par¢asinin

dengede oldugu diigtiniilmiistiir.
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qa(z)
UL 1),
l z | Az
| 1
q(z)

Sekil 3.1 Kiris iizerinde i¢ kuvvetlerdeki degisim
Sekil (3.1)’ de goriilen kirig elemanin diisey dengesi yazilir;
T—(T+AT)-q(z2)Az=0 (3.11)
gerekli islemler yapilirsa;

dT
— =) (3.12)

denklemi elde edilir. Gériildigli gibi, kesme kuvvetindeki degisim orani, yiikiin ters
igaretlisine esittir. Kirig tizerinde herhangi bir noktaya gére moment denge denklemi

yazilirsa,
Az
M+AM+q(z)Az—2——M—TAz=0 (3.13)

elde edilir. (3.13 ) denklemi diizenlenirse,
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AM:TAz-q(z)%i (3.14)

elde edilir. Buradaki ikinci terim, mertebe itibariyle birinci terimden kiigiik oldugu
i¢in ihmal edilebilir. Aym gekilde her iki taraf Az’ e béliiniir, Az — 0’ iken limiti

alinirsa,

a_ (3.15)
dz

bulunur. Bu bagint: ise, egilme momentindeki degisim oraninin kesme kuvvetine esit

oldugunu gosterir. (3.12) denkleminin ve (3.15) de yerine konulmasiyla;

2
-4 (3.16)

elde edilen diferansiyel denklem ise, yayili yilk ile moment arasindaki denge
denklemini verir. Denge denklemlerinin elde edilmesi sirasinda, sekil degistirmemis
elemanin dengesi kullanilabilecek kadar, geometrik degisimin ¢ok kiigiik oldugu

kabul edilmistir.
3.2.1.2. Kinematik denklemlerin elde edilmesi

q tiniform yayil yiikii ile yiiklenmis bir kiris elemanina ait potansiyel enerji

ifadesi (3.9) denkleminde verilmisti. Fonksiyonun varyasyonu alinirsa,

L n
o = j[Elv"(a‘ v —q(s v)]dz 0 (3.17)
0

bulunur. Ilk terimin kismi integrasyonu alindig1 zaman,
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L n ]
[ER"(5v) dz = ER(5v)
0

: - (L![gz-(EIv”)j@ v) dz
: _(di(yv"))(g { . :J(di;.(w)](a i

- EI(5v)
Z

elde edilir. Bu ifadelerin (3.17) denkleminde yerlerine konulmasiyla enerji

ifadesindeki degisim,

L

(Lo 4 SNERT)

0

L L

7 = Jﬂgzil (E]v”)] - qJ(é' v)dz + EW"(5 v) 0

0

olarak bulunur. Son iki ifade,

L

: —(% (E]v”))(ﬁ v)‘ =0 (3.19)

0

EN'(5v)

olmak tizere siir kosullarini verir. Ilk terim ise,

K%;(Elv”)} g q} =0 (3.20)

Euler-Lagrange denklemidir. Bu denklemdeki q yayili yiik ifadesi yerine denge
denklemlerinden elde edilen (3.16) denklemi yazilacak olursa,

d? d*M
—(EN")=- 3.21
() =-— (3:21)
denklemi elde edilecektir. Son olarak tiirev ifadeleri birbirini gétiiriirse,
d>v M
————=0 (3.22)

a2 El
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denklemi bulunur ki, bu da kirise ait kinematik denklemden baska bir sey degildir.

3.2.2. Dogru eksenli cubuklara ait denklemler ve fonksiyonelin bulunmasi

Bu asamada, uygulama kolayligt agisindan, dogru eksenli ¢ubuklar (Euler-
Bernoulli Kirigleri) ele alinacaktir. Sekil (3.2)" de verildigi gibi bir eksen takimi
secilirse, egilme etkisindeki kiris eleman i¢in i¢ kuvvetlerdeki degisim, ¢Skme ve

dénme degerleri z° nin fonksiyonu olacaktir.

M ek M+ dM
1 I
. N————l& V/ T+T

dv
dz

Sekil 3.2 Egilme etkisindeki kiris eleman

Sekil (3.2)’ den de goriildiigii gibi, kesme etkilerini ihmal edip sadece egilme
momentinin tesiri altinda sekil degistirme yaptigi kabul edilen Euler-Bernoulli

kirigleri igin, simdiye kadar elde edilmis olan denge ve kinematik denklemler ve
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bunlara ilaveten yazilan sinir kosullari, fonksiyonel elde edilirken kullanilan alan

denklemlerini olusturur (Ak6z, 1985). Bu denklemler dizenli bir sekilde asagida

verilmigtir.
2
_d 1\2/1 -q=90 Denge Denklemi (3.23)
dz
2
A My  Kinematik Denklem (3.24)
dz® EI
= vy ==Y
Geometrik Sinir Kogullan (3.25)
Vo, =7
- My =~ M 0
Dinamik Sinir Kogullart (3.26)
TO = fo

Burada M ve T kesit tesirleri olan moment ve kesme kuvvetini, v elastik egri
fonksiyonunu, EI egilme rijitligini, sapkali degerler ise ¢ubuk uglarinda bilinen sinir
kosullarini olusturmaktadir. Cubuklar i¢in sinir kosullarini da igerecek sekilde alan

denklemleri operator formda yazilabilir.
Q=Py-f=0 (3.27)

olmak tizere, (3.23-24-25-26) denklemleri de kullamlarak P, y ve f degerleri matris

formunda,
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B 2 q .,

0 ——d—2 o0 0 o] q |
dz

2

_d 1 0 o ollM 0
d22 EI A
0 0O 0 0 0 1/|" Ty

Q- I (3.28)

0 0 0 0 -1 0||% | |"Mo
0 o o 1 0 ol|Mo Vo

0o 0o -10 0 oftl) LV

olarak ifade edilir. (3.23-3.26) denklemlerinde verilen alan denklemlerine ait
fonksiyonelin elde edilmesi i¢in amaca uygun Gateaux diferansiyel ydntemi
kullanilmistir. Burada basitlik i¢in temel kavram ve tanimlar verilecektir.

Q operatoriine ait fonksiyoneli bulmadan 6nce Q operatdriiniin potansiyel
olup olmadigini arastirmak gerekir (Ak6z, 1985). Bunu yapabilmek igin Q stirekli

bir operatdrse,
(dQ;y).y") = (dQy;y").y) (329

kosulunun saglanmasi gerekir. Burada y,y" biiyiikliikleri y’ nin i¢inde bulundugu

uzayin elemanlaridir. dQ(y;;) ve dQ(y;y") ifadeleri ise Q operatériiniin Gateaux

tirevleri ve 7 skaler bir biiyiikliik olup,

8Q(y +y)

=0 3.30
or IT ( )

dQ(y;y) =

isleminin sonucunda;
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( o 3 ( */r w
-M -M
-v —M/EI - ~M"/EI
_ T . T, 3.31
Qu.y={ ° ( dQ(y;y") =1 S G331
\_)O’ VOlt
{ _;0 J L —VO* )

degerleri bulunur. Denklem (3.29) daki tirnak parantez, i¢ ¢arpimi gostermektedir.

Bunlarin agik ifadeleri;

(dQ¥)y’) = —[M",v‘J —[(5" N M/EI),M*} +rv ] (3.32)
[M] +[;’,M*] ]
(dQ(y,y*).¥) = —[M‘",G] —[(v*" + M/ ED), JTJ] + [T‘,;L (3.33)

—[M*,;'] +|:v*,,117] —-[v',T]‘c

olarak bulunur. Burada koseli parantezler bslgede i¢ carpimi gosterir. f=f(z) ve
g=g(z) bolgede tammlanan iki fonksiyon olmak iizere f ve g’ nin degisik ig¢

carpimlart ve sinir kosullarinin gésterim sekilleri,

[7.¢]= Iff gz

[ f, g]a =fg Dinamik siir kogulu noktasinda gegerli (3.349)
[f.el.=rg Geometrik sinir kogulu noktasinda gegerli
[f , g]o =fg Her iki noktada gegerli



25

olarak verilir. Bu tamimlardan sonra (3.29) denklemi’ nin saglandigim géstermek igin

ikinci dereceden olan tlirev ifadeleri iki kez kismi integrasyonla indirgenir.

[r.m]= [V,M‘"}r o) -[r],

[w}[ﬁ][ﬁﬂ 7]

(3.35)

Bu ifadeler sirasiyla (3.32) ve (3.33) de yerine konulursa esitligin saglandig1 goriiliir.

Bu durumda Q operatérii potansiyeldir. Buna ait fonksiyonel ise;

i

I(y) = [(Q(sy).y)ds (3.36)

0

seklinde bulunur. Burada s skaler bir biiyiikliiktiir. Q operatoriine ait ifade yukarida

yerine konulursa I(y) fonksiyoneli;

2 2

19)= 3 )=o) S M- 2 e | -]

(3.37)
-], w2 bm] -] -2t + Bl < v,

olarak bulunur (Akéz 1985). Goriildiigi gibi, fonksiyonel ifadesinde ikinci
mertebeden tiirev ifadeleri yer almaktadir. Dengede olan cisimler igin enerjinin
minimum olmasi prensibine bagh olarak, ikinci mertebeden tiirev ifadeleri birer kez

indirgenerek birinci tiirevinin sifira esitlenmesi gerekir. Bu sebeple [M ”,v] ve

v, M | terimlerinin bir kez kismi integrasyonu alinip yerlerine konulursa;

16)= 0w lgol- 3| 3 b |- )

] - [ag - w1 )] +[-), T]

(3.38)
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denklemi elde edilir. Gateaux diferansiyel yontemi yardimiyla bulunan bu
fonksiyonelde, goriildtigii gibi bilinmeyen olarak secilen moment ve ¢okme degerleri
ayn anda fonksiyonele yansitilmig ve sinir sartlarinin 6nceden bilinmesine gerek
kalmadan iglemler sonucunda kolaylikla elde edilebilmistir. Sonlu elemanlar yéntemi
ile daha 6nceden denenmis ve iyi bir yaklasim elde edilmis olan bu ydnteme, bu
calismada sonlu fark ifadeleri uygulanacak ve kullanilan bu ydntem varyasyonel
tiirev yontemi olarak adlandirlacaktir. Bundan sonraki adimda, bilinmeyen moment
ve ¢okme deZerleri, degisik sinir kosullarina sahip kirigler igin, Fortran ortaminda
hazirlanan bilgisayar programi ile ¢6ziimlenecek ve yaklasik ¢6ztim ydntemlerinden
elde edilen sonuglarin, gercek ¢oziime yaklagimi grafik olarak gdsterilecektir. Simdi

de kullanilan yaklasik ¢6ziim yontemlerinden kisaca bahsedilecektir.
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4. SAYISAL COZUM YONTEMLERI

4.1. Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yodntemi, diferansiyel denklemleri, sonlu siirekli bir sisteme
indirgemedir. Bu yontem, 19. y.y.” da Boole ve ark. tarafindan resmi olarak
kullanilmaya baslanmistir. S6zii edilen bu indirgeme, bilinmeyen fonksiyonlarin ve
bunlarin tiirevlerinin yerine farkli noktalardaki fonksiyon degerlerini igeren cebirsel
ifadelerin konulmasi iglemlerini kapsar. Sonlu farklar yéntemiyle yapilmis olan
calismalara genel olarak bakildigr zaman, biiyiik bir kisminda enerji ifadelerinin
kullanildig1 varyasyon hesabinin énemli rol oynadig goriilmiigtiir.

Sonlu farklar yonteminin temeli Taylor Serisi agilimina dayanmaktadir.Buna
gore, y=f(z) fonksiyonu (R-zy,R+zy) araliinda tamiml, siirekli ve tiirevleri de

stirekli ise,

(z-2)°
2

1@ = )+ E2 e+ EZ2 ey o +£—‘n—f°—)—f"(zo)+... 1)

agithmina, y=f(z) fonksiyonunun z = zy civarinda Taylor Serisi agilimi denir. z,
noktasindan h mesafesi kadar ilerideki ve gerideki noktalar i¢in Taylor Serisi
agilimi yazilmak istenirse;

z=zp+h i¢in:

f(z, +h)=f(zo)+%f’(zo)+%Tf"(zo)+...+%—f"(z)+... (4.2)

z=zp—h ig¢in:

Fzo~h) = f<z0>—§f'<zo>+%f"(zo> —...+i;"7f"(z>+... 4.3)
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denklemleri elde edilir. Bu denklemlere bagli olarak tiirev ifadesi, i noktasindan

ilerideki noktalar1 kullanarak asagidaki sekilde hesaplanr;

h. KRB,
f}+1=f;+1—!f;- +7]} +?f + ...
f’l—f' h " h2 "
=l —f —— " 4.4
J h 2!f’ 3!f *4)

! =—j—f%——ﬁ+0(h)

Buradaki h, problemin hassasligina gore degisen kugiik bir deger, O(h) ise, stfira
yaklasik bir degerdir ve kesme hatasini verir. Ancak, islemlerde O(h) degeri kiigiik
bir deger oldugu i¢in dikkate alinmaz. Bu sekilde tiirev ifadesinin bulundugu
yonteme ileri fark yontemi adi verilir. Bunun disinda, Taylor Serisi agilimina bagh
olarak geri fark yontemi ve merkezi fark yontemleri da kullanilmaktadir.

Sonlu fark ifadeleri, Taylor serisi agilimina bagli olarak bulunabildigi gibi,

bundan farkli olarak, tiirev ifadesini limit kavramina bagli olarak da ag¢iklamak

miimkiindiir.
(_C_J_ZJ = lim y(zn+AZ)_y(zn)= lim Vil = Vn (45)
dz ,  Az-0 Az Az—>0 Az

(19

burada “n” egri Uzerindeki herhangi bir noktayr gostermektedir. Bagimsiz
degiskendeki artig1 gosteren Az, sonsuz kiigiik bir deger yerine Az =# alinirsa

sonlu bir mesafe olarak tanimlanabilir. Buna gore tiirev;

(_‘_1)_)) szn =yn+1_yn (46)
dz), h h '

olarak bulunur. y=f(z) fonksiyonuna ait egride, z degerlerine karsilik gelen y

degerleri ve z koordinatlar1 arasindaki h mesafeleri Sekil(4.1) de g6sterilmistir.
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y=1{(z)

Va Yo+l

v
N

Zy-] Zn  Znt)

h h h h

Sekil 4.1 Sonlu farklar yontemi ig¢in y = f(z) grafigi

Burada Ay, , z, noktasinda y’nin artigin1 vermektedir.

d
AV, =Yy = Vn ® h(—y) (4.7)
dz ),

(1924

(4.7) bagintisinda, egrinin “n” noktasindaki tiirevi, fonksiyonun “n” ve “nt+1”
noktalarindaki degerleri ile ifade edilmistir. Yani ileri fark y6nteminden
faydalanmilmisgtir. Ileri fark operatorii “ A ile gosterilir. Ayni sekilde “n” noktasindaki

tiirev degeri;

VVi =Yy = Yoo (4.8)
olmak lizere “n” ve “n-1” noktasimi kullanarak da hesaplanabilir. Burada ise aym
noktadaki tlirev ifadesi, geri fark yontemi kullamilarak bulunmustur. Geri fark
operatdrii “V ” ile gosterilir. Diger bir yontem olarak bilinen merkezi farklarda ise,
ifadeler z,’ e gére simetrik noktalan icerir. Ileri ve geri farklara gore daha dogru bir
yaklasimdir, fakat bazi durumlarda (sinirlara yakin noktalarda geometrik kosullardan
dolay1) tercih edilmez. Merkezi fark operatérii ise “&” ile gosterilir. z,” e gore

simetrik noktalar1 kullanarak tiirev;
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(£) - texiostes

1
=—(y,., - 4.9
dZ 2h 2h (yn+1 yn—l) ( )

olmak iizere birinci mertebeden merkezi farklar, gosterim olarak asagidaki gibidir;

dy

1
= - ~h 2L 4.10
5.)) 2(yn+1 yn—l) ( ’Z)n ( )

Benzer islemler yiiksek mertebeden tiirevler igin de uygulanabilir. (4.7)

denkleminden yola ¢ikarak;

d*y d dy] 1 1
—= ! m— =] =—AAy J)=—A -
(dZZ Jn dZ(dZ ., h2 ( yn) h2 (yn+l yn)

(4.11)

1 1 1
=h_2(Ayn+l _Ayn)::;}_—(yrHZ _yn+l)_;2_(yn+l _yn)

ileri farklar i¢in ikinci mertebeden tiirev;

d* :
Azyn=yn+2—2yn+l+ynzh2[d§)] (412)
zZ

olarak bulunur. Geri farklar igin ayni islemler yapilirsa ikinci tiirev;

szn =V(Vyn)=v(yn _yn—l)=vyn —Vyn—]
=(yn —yn—l)—(yn—l _yn—Z)

2 o[ d?y
\4 yn=yn_2yn—l+yn—2zh Zz— (413)

olarak bulunur. z, noktasindaki merkezi farklar cinsinden ikinci mertebeden tiirev;



31

1 1
52 yn =5(5y,,)=—2“5(y,,+1 —yn—l)zg(é‘ynﬂ —5yn—l)
1 1
:Z(yn+2—yn)_2(yn—yn—2) (414)
1
=Z(yn+2 _2yn +yn—2)

olarak bulunur. Dikkat edilirse elde edilen bu formiilasyonda ele aldigimiz noktanin
iki onceki ve sonraki noktalar1 i¢in fonksiyon degerleri yer almaktadir. Daha fazla
aralikla ugragmak istenmedigi durumlarda merkezi farklar asagidaki gibi de

gosterilebilir.
5%y, = A(Vy,) yada 5%y, =V(y,) (4.15)
olmak iizere tiirev ifadesi;

8%y, =AVy,)=AW, = Y1) = Ay - AV,

=i =)= = ya1) (4.16)

d2y
2
= Jnal _Zyn+yn—l ~h (dz2 ]n

olarak elde edilir. Yiiksek mertebeden tiirevler iginde benzer islemler yapilarak,
farkli noktalarda fonksiyon degerlerini igeren sonlu fark ifadeleri elde edilebilir.
Sonlu farklar ySntemi kendi icerisinde ileri farklar, geri farklar ve merkezi
farklar olmak lizere ¢esitli yontemlere ayrilmasinin yanisira, yapilan ¢aligmalarda ele
alinan problemin 6zelligine gére, bu yontemlerin dogrudan ya da farkhi ydntemlerle
birlestirilmesiyle klasik sonlu farklar ve varyasyona dayali sonlu farklar enerji

yontemi olarak degisik sekillerde ele alinmstir.
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4.1.1. Klasik sonlu farklar yéntemi

Klasik sonlu farklar yontemi genel olarak alan degiskenleri igin verilen
diferansiyel bagintilara sonlu farklara ait tiirev ifadelerinin dogrudan uygulanmasi
esasina dayanir. Genellikle karmagik geometrik 6zelliklere sahip problemlerde sinir
kosullarindan dolay1 zorluklarla karsilasilir. Buna ek olarak cebirsel ifadeler bazi
durumlarda simetrik olmayan homojen denklem takimlarinin olugmasina yol agar.
Bu giicltikleri ortadan kaldirmak i¢in varyasyonel prensiplere dayali sonlu farklar
enerji yontemi gelistirilmistir (Singh ve Dey, 1990).

Klasik sonlu farklar yonteminde, elde edilen denge denklemleri {izerinde
sonlu fark ifadelerinin direkt olarak uygulanmasiyla, bilinmeyen olarak segilen
moment ve ¢okme degerleri bulunmaktadir. Ornek olmas: agisindan, yerdegistirme
ve yayilt yiik arasindaki diferansiyel bagintilara bagli olarak ¢ikarilan sonlu fark
ifadeleri, iki elemanly, iki ucu basit mesnetli kirig eleman i¢in uygulanmistir.

Kiriglere ait verilen kinematik denklem (3.22) de verilmisti. Momente bagh

ifadesi;

d*v
M=-E]— 4.17
e (4.17)

olarak elde edilir. Denklemdeki moment degeri denge denkleminde yerine yazilirsa,

d*v
EI;{Z—4=q (4.18)

¢bkme degerinin q yayilt yiikiine bagl ifadesi elde edilmis olur. Denklemin sonlu

farklarla ifadesi ise;

(Vig =4V +6v; =4y +Vi)) 9

nt EI
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Vi_z —4v,_1 + 6vi —4vi+1 +Vi+2 = _Eq}'h4 (4.19)

olarak bulunur. Bunun diginda, problemlerin ¢6ziimii sirasinda siur  diigiim
noktalarina ait birtakim 6zelliklerin bilinmesi gerekir.

Pratik problemlerin ¢ogunlugunda sinir kosullari, yerdegistirme, kuvvet ya da
momentlerle ilgilidir. Bu durumlarda, sayisal ¢6ziim ydntemlarinin uygulanmasi
sirasinda, sinir diigiim noktalarinda gegerli bazi sartlarin bilinmesi gerekir.

Kiris yerdegistirme problemlerinin ¢dziimii i¢in sinir kosullarimi tayin
etmede, diferansiyel denklemler gibi sinir kogullarinin da sonlu fark formiilasyonuna
doniistiiriilmesi gerekir. ki tip homojen siur kosulu tarif edilir. Bunlar igin, ic

kuvvet ve yerdegistirmelerin bilinen degerleri v=0, dv/dz =0 (ankastre mesnet)
ve v=0, d’v/dz? =0 (basit mesnet) olmak tizere, (n) mesnetinde her iki mesnet

tipi i¢in sinir kogullan Sekil(4.2) de goriildiigii gibi olusturulur.

q n Vop o .~ il
V-l -7" j \: Vol > ¢ Vntl
vp=0
Vn: 0 Va+1 = -Vn.|
Vat] = Vil
(a) Ankastre mesnet (b) Basit mesnet

Sekil 4.2 Sinir kosullar

(a) Ankastre mesnet :

Ankastre mesnet i¢in (n) diigtim noktasindaki désnme degeri, ¢okme ifadesine
bagh olarak, merkezi sonlu farklar yontemi kullanilarak yazilir ve sifira esitlenirse
bir dnceki ve sonraki noktalar igin Sekil(4.2.a) da verilen esitlik elde edilmis olur.

Buna gore;
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0 - (ﬁ"i) _ ut Ve _ g (4.20)
dz J, 2h
Vo =V, (4.21)

(b) Basit mesnet :

Basit mesnet i¢in ayni sekilde (n) diiglim noktasindaki moment degeri, ¢cdkme

ifadesine baglh olarak, merkezi sonlu farklar yéntemi kullanilarak yazilir. Buna gore;

M Vo =2V, +v,,

{-—] = =0 | 4.22)

EI h’

olmak tizere (n) noktasindaki ¢6kme degeri sifira esitlenirse (v, = 0), bir onceki ve

sonraki noktalar i¢in Sekil(4.2.b) de verilen esitlik elde edilir.

(4.23)

4.1.1.1. Klasik sonlu farklar yontemi ile iki ucu basit mesnetli kirisin ¢oziimii

Iki elemanli, iki ucu basit mesnetli kiris eleman i¢in aciklik ortasindaki
¢okme degerinin, klasik sonlu farklar yontemi kullanilarak bulunusu Sekil(4.3) de

g0sterilmigtir.






35

i-2 i-1 i i+1 i+2
l ________ y y :' y AR |
> 7
H—— h—F—— h —F

Sekil 4.3 Iki ucu basit mesnetli kirig igin diigiim noktalar: kod numaralari

Sonlu fark ifadelerine baglh olarak elde edilmis olan denklemde sinir kogullar1

yerine konulursa,

_ 4 ;4
Vi =4y, +6v, =4y, +v, , =—h

Vig =V =0 Viig = Vi =V

agtklik ortasindaki ¢6kme degeri, gergek ¢oziimden elde edilen ¢kme degerine bagl

olarak asagidaki gibi bulunur.

ENA
kesin = 304 EI
1gh* 1 gLt
V. = ———— == 1,2.v ;
T4 EI 64 EI kesin

Eleman sayisinin arttirilmas: durumunda (4.19) denklemi, her bir digim
noktasi i¢in elde edilir. Denklemler diizenlenerek, bilinmeyen ¢6kme degerlerine ait
olusturulan katsayilar matrisinin ¢dziimlenmesiyle de sonuca ulagilir. Gerekirse,
probleme ait diger biiyiikliikler, yerdegistirmelere ait mevcut diferansiyel bagintilar
kullanilarak elde edilebilir.
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4.1.2. Varyasyona dayah sonlu farklar enerji yontemi

Yapilan c¢aligmalarda, klasik sonlu farklar yonteminun sinirlamalarinin
iistesinden gelebilmek i¢in, alternatif bir yéntem olarak varyasyona dayali, virtiiel is
yada minimum potansiyel enerji prensiplerinin kullamldigi sonlu farklar enerji
yontemi gelistirilmigtir. Sonlu farklar enerji y6ntemi, son zamanlarda farkls yapi
problemlerine basarili bir sekilde uygulanmistir (Singh ve Dey, 1990). Bu yontemta
sonlu elemanlar gibi varyasyonel formiilasyonlarin avantajlarindan faydalamr. Ilk
kez Houbolt (1958) tarafindan kiris ve plaklarin statik analizi i¢in kullanilmigtir.
Daha sonra farkli tip yapt problemlerine Bushnell (1973), Bushnell ve Almroth
(1970), plaklarin serbest titresim analizi i¢in Koerner ve Snell (1967) tarafindan
uygulanmagtir.

Kirigler i¢in toplam potansiyel enerji ifadesi yerdegistirmelere bagh olarak
(3.9) da verilmistir. Integraller toplam formiilii cinsinden ifade edilecek olursa enerji

denklemi;

b4 =£2£ivi"2Az—qi v,Az (4.24)

i=0 i=0

olarak bulunur.

Kirisler i¢in verilmis olan enerji denklemi {izerinde sonlu fark
formillasyonunu uygulamak ig¢in, denklemdeki tiirev ifadeleri yerine sonlu
farklardaki ikinci mertebeden tiirevler igin fonksiyonun diigiim noktalarinda almasi

gereken degerler konulursa enerji denklemi;

EI S v, =2v, +v, h
7r=—:-2—2( il h‘;' ey Az gy, Az (4.25)
i=0 i=0

olarak bulunur. Eleman sayisina ve simr kosullarina gore yazilacak olan enerji
denkleminin, bilinmeyen ¢bkme ifadesine gore tiirevi alimip sifira esitlenmesiyle

bulunacak olan ifade, belirlenen diigiim noktalar: igin ¢6kme degerleriyle yayil yiik
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arasindaki bagintiy1 verecektir. Bu bagintidan, istenen diigiim noktalarindaki ¢okme
degerleri bulunduktan sonra istenirse, moment ve ¢6kme degerleri arasindaki

diferansiyel bagintilar1 kullanarak moment degerleri de bulunabilmektedir.

4.1.2.1. Varyasyona dayali sonlu farklar enerji yontemi ile iki ucu basit

mesnetli kirigin ¢oziimii

Sekil(4.3) de goriilen iki elemanly, iki ucu basit mesnetli kiris i¢in agiklik
ortasindaki ¢6kme degerinin, varyasyona dayali sonlu farklar enerji yOntemi
kullamlarak bulunusu asagida gosterilmistir.

Sekil (4.3) de verilen kirig eleman i¢in (4.25) denklemi uygulanirsa, i. diigiim

noktasi i¢in ¢6kme degeri asagidaki gibi bulunur;
Viig = Vi =0

olmak tizere i. diiglim noktasindaki ikinci mertebeden tiirev ifadesi yerine, merkezi

fark ifadeleri uygulanirsa;

I 2v,Y

T= —E—(— —viJ h—qv, h

2

olarak bulunur. Enerjinin minimum olmasi1 prensibine gore bulunan ifadenin tiirevi
alinip sifira esitlenirse, agiklik ortasindaki ¢6kme degeri, kesin degere bagli olarak

asagidaki gibi bulunur,



38

95=4E1V—;-q.h : —=0
ov, h ov,
4 4
v, = lﬁ— = _l_gi = 1’2vkesin
4 EI 64 EI
4.2. Varyasyonel Tiirev

Varyasyonel hesaplarda, (3.23-3.26) denklemlerindeki gibi bir problemin
diferansiyel denklem ve sinir kogullar1 belli ise, bunlara egdeger fonksiyoneller
(3.38) denkleminde goriildiigui gibi hesaplanabilir. Genel olarak varyasyon hesabinda
amag, fonksiyoneli extremum yapan fonksiyonu bulmaktir.

(3.38) denklemindeki ¢ubuga ait fonksiyonelde bilinmeyen v elastik egrisi
ve M egilme momenti, yaklagik ¢6ziim yontemleri ile bulunabilir.

y(z) fonksiyonuna ait fonksiyonel;
1yl= [F(z, .y (3.10)

olmak lizere, yaklagik degerini hesaplamak igin,
N Yia ~ Vi
F(z,,y,,=~—)Az 4.26
LFGy =) (4.26)

alinabilir. Bu ¢alismada I[y] fonksiyonelinin integrali yerine sonlu toplam ifadesi
konulmasiyla kullanilacak olan ydntem, varyasyonel tiirev yontemi olarak
adlandinlacaktir.

Toplamda y;’ li iki terim vardir. Bunlar i inci ve i-1” inci terimlerdir.

F(z,-,y,,l‘*‘;“y—")Az ve  F(zy,p,2 ;zy )Az (4.27)
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Bulunan ifadelerin (4.26)’ daki toplam formiilde yerine konulup varyasyonel tiirev

y6nteminde kullanilabilmesi igin, extremum sartini saglamasi gerekir.

ey [i=1,2,.,(n-1)] (4.28)

6.2.1 .Varyasyonel tiirev yontemi ile cubuk sistemlerin ¢6ziimii

Varyasyonel tlirev yontemi ile ¢ubuk sistemlerin analizini yapabilmek igin,
(3.38) de elde edilmis olan fonksiyonel kullanilmistir. Degiskenler i¢in sonlu

farklarla elde edilen tiirev ifadeleri, moment ve ¢6kme degerleri i¢in uygulanirsa;

M,’ M. -M,

(4.29)

denklemleri bulunur. Bu denklemlerin nasil elde edildigini Sekil (4.4) iizerinden de

agik bir sekilde gérmek miimkiindiir.

-2 i-1 i i+1 i+2

Sekil 4.4 Diigiim noktalarindaki bilinmeyenlerin i diigiim noktasina bagh

olarak gosterilmesi
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Dikkat edilirse, i diigim noktasina ait fonksiyonel 1 ve 2 nolu elemanlar

i¢in yazilacak olan fonksiyonellerin toplami geklinde ifade edilecektir. Bunun igin

fonksiyonel,

1=11+12

M, -M,, v,—v, 1| M,
1.=,: { e “:,_[q"’/-l]"i[ “’Ml‘—xj,

' h h El
| M i g 1= LMy 430
{ 7 7 [q V/] 2 mr (4.30)

seklinde elde edilir. Bilinmeyen degerlere gore tiirev alinip sifira esitlenirse;

ol =0 N l Vi =V _l Via —Vy —°1—[M ]=0
oM, hl A hl ok EI"

(4.31)

_8_1__20 N }_ MI'_M/—I _l MI+1_MI _[q]=0

ov, h h h h

denklemleri bulunur. En son ifadeler diizenlenirse,
74
2 =0= "l"i-n"‘zvl_lvm"‘ﬁ‘M/:O
oM ; h h h EI

(4.32)

ol 1 2 1

5, - 0= T Mt MM, —gh=0

genel enerji ifadeleri elde edilmis olur.
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4.2.2. Varyasyonel tiirev yontemi ile iki ucu basit mesnetli kirigin ¢oziimii

Yukarida dogru eksenli ¢ubuklar igin gelistirilmis olan varyasyonel tiirev
yonteminin nasil uygulandifini gostermek agisindan, sadece iki elemana ayrilmis
kiris i¢in kurulacak denklemler agik olarak verilmistir. Eleman sayisinin
arttirtlmasiyla elde edilen sayisal sonuglar ise, grafik {izerinde ve sonlu elemanlar
yontemi ile karsilastinlmak suretiyle verilecektir. Uniform yayil yiik etkisindeki iki

ucu basit mesnetli kirig Sekil (4.5) de goriildiigii gibidir.

A
X
q
JTTITIITTT)
_ h ) h Je
A — 7
¥ L k
(8] 1 2
M, =\/Mz =0
M)
v

Sekil 4.5 Basit mesnetli kiris

1 Nolu diigtim noktasi igin bilinmeyen degerler:

ol 2 h )
— =02y, ——M, =0 2 2
oM, n R M, =2l
2 8
}
ol 2
—=0=>2M,~—gh=0 2 4
o, PR J vl=M1h -1, 5 qL
2E] 384 EI
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olarak bulunur. Sonuglardan da gériildtigii gibi, kiris ortasindaki bilinmeyen moment
ve ¢okme degerleri igin, moment degeri kesin deger olarak bulunurken, ¢6kme degeri

yaklasik olarak elde edilmistir.

4.2.3. Sonlu fark yéntemlerinin karsilagtirilmasi

Varyasyonel tiirev yonteminin diger sonlu fark yontemlerine gore

avantajlarin1 gdstermek amaciyla, iki ucu basit mesnetli kiris i¢in eleman sayisini

arttirmak suretiyle bulunan ¢6kme degerlerinin, analitik ¢6ziimden elde edilen ¢6kme

degerlerine yaklagimi Tablo(4.1) de verilmistir.

s ot

Viesin = mox
kesin T 384 ET

5 gl

V.
! 384 EI

Tablo 4.1 Iki ucu basit mesnetli kiris i¢in ¢kme degerlerine ait k degerleri

k Degerleri
Eleman say.| Klasik S.F.| Enerji S.F. | Varyasyonel Tiirev | Analitik Coziim
2 1,2 1,2 1,058 1
4 1,05 1,05 1,02 1
8 1,01 1,01 1,011 1
16 1,003 1,003 1,009 1

Tablo (4.1’ de verilen degerlerin analitik ¢ozlimden elde edilen gergek

degerlere yaklagimi Sekil (4.6)’ da g6sterildigi gibi olmaktadir.
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Sonlu Fark Metotlarimin Karsilastiriimasi

1,4
T |
g 13
:E: 1,2 —6— Varyasyonel tiirev
S 11 —>— Klasik sonlu farklar
£ ] ——&— Enerjitik sonlu farklar
% 1 - -« 4 - - Analitik ¢6zim
g
~ 0,9 1

0,8 i T T Iy 1 B T ¥

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

eleman sayisi

.Sekil 4.6 Basit mesnetli kiris i¢in sonlu fark yontemlerinin karsilastiriimasi

Goriilduigii gibi az eleman sayilari i¢in, klasik sonlu farklar ve sonlu farklar
enerji yontemlerinden elde edilen sonuglarin, varyasyonel tiirev ynteminden elde
edilen sonuglara gére gergek degere daha uzaktan yaklastigi, fakat eleman sayisinin

arttirilmasiyla degerlerin Ortlistiigii gdzlenmistir.

4.2.4. Varyasyonel tiirev yontemi ile degisken Kesitli cubuk sistemlerin ¢6ziimii

Dogru eksenli, degisken kesitli gubugun varyasyonel tiirev analizinde, diigiim
noktalarina ait temel enerji ifadeleri, (3.38) fonksiyonelinde, kesitteki degisime bagh
olarak degisen atalet momenti dikkate alinarak yeniden elde edilmelidir. Degisken

kesitli kiriglere ait eksen takimi Sekil (4.7) de gosterildigi gibi secilmistir.
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KESIT A-A

Sekil 4.7 Degisken kesitli ¢ubuk igin koordinat sistemi

Kiris ortasindaki yiiksekligin hy’ ye bagli olarak ifadesi agagidaki gibi

alinirsa;

h, =mh, (4.33)

a

Baslangi¢ yiiksekligine bagli olarak herhangi bir z degerinde yiiksekligin degisimi;

h,=h, + mhy =hy ), h, [1 +(m -1)3} (4.34)
: L L
n=m-1
zZ
h, = h,,[nnﬂ (4.35)

olarak elde edilir. Atalet momenti ifadesinde yerine konulursa;

3
I = bhf{l + nﬂ (4.36)
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elde edilir. Bulunan atalet momenti ifadesinin sabit kesitli ¢ubuklar i¢in bulunan
diigiim noktalarina ait varyasyonel tlirev ifadelerinde yerine konulmasiyla degisken

kesitli gubuklar i¢in varyasyonel tiirev formiilasyonu elde edilir.

oI 1 2 M,
M “ e Vat VT Vi~ =0
oM, a a a El

| , | 4.37)
ol
E'=0 — 2M’._]+——2Mi—;7Mi+]—q=0

4.3. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi, miihendislik uygulamalarinda iki ve ii¢ boyutlu
karmagik problemlerin kesin yontemlerle ¢éziimiinde kargilagilan zorluklari agsmak
i¢in kullamlan yaklasik ¢6zim yontemlerinden birisidir. Sonlu elemanlar y&ntemi
agagidaki siraya gére uygulanir:

e Iki veya ii¢ boyutlu problem, sonlu sayida elemanlara ayrilir ve elemanlar
nod (diigtim noktas1) denilen sinir noktalari ile birbirine baglanirlar.

¢ Bolgenin elemanlara ayrilmasindan sonra, biiyiiklikleri ifade etmek i¢in
strekli fonksiyonlar segilir. Bu fonksiyonlara sekil fonksiyonlan adi verilir.

¢ Parametrelerin  nodal degerlerine gore fonksiyonel extremum yapilr,
bilinmeyen sayisi kadar dogrusal denklem bulunur.

e Eleman matrisi elde edildikten sonra sistem matrisi olusturulur.

e Sinir kosullar1 dikkate alinarak denklem takiminin ¢6ziimii yaptlir.

Eleman sayisi1 arttirilarak yaklagik ¢oziimiin gercek sonuca yaklasmasi igin

sekil fonksiyonu siireklilik ve tamlik kogulunu saglamalidir.
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4.3.1. Sonlu elemanlar yontemi ile cubuk sistemlerin ¢éziimii

Aym sekilde cubuklarin sonlu eleman formiilasyonunda da (3.38)
denkleminde bulunmus olan enerji fonksiyonelinden faydalanilmistir. Fonksiyonel
icerisindeki degiskenler M=M(z) ve v=v(z) olmak iizere, her ikisinin de birinci
tiirevleri mevcuttur. Bu sebeple her iki buyiikliik igin gekil fonksiyonu olarak,
dogrusal fonksiyon se¢ilmesi yeterli olmaktadir. Bunun diginda q dig yiik
fonksiyonu, 6rneklerde sabit bir deger olmasina karsin, baslangigta islem kolayligi
agisindan degisken olarak alinmigtir. Sekil fonksiyonlarinin eksene takimi tizerinde

aldig1 degerler Sekil(4.8) de gosterildigi gibidir.

7 7 =
L L L
) a

Sekil 4.8 Sekil fonksiyonlarinin eksen takimi tizerinde gosterilmesi

Boyu L olan herhangi bir elemanin sol diigiim noktas: z; , sag diigiim

noktas: z; olmak iizere gekil fonksiyonlar1 ve bunlarin tiirevleri;

zZ,—Z ’ 1
¢1= / ¢1 =-
z; -2z z; —z
(4.38)
z-2z, ! 1
¢2= ¢2 =
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olarak elde edilir. Cubuklara ait diferansiyel denklemlerden elde edilen (3.38)
fonksiyonelinde yer alan (v, v2), (M| M2), (qi, q2) sira ile yerdegistirme, moment ve

dis yiiklerin nodlarda aldig1 degerler olmak iizere bu fonksiyonlar;

v=¢v, +¢,v, Vi=dv +¢, v,
M=¢1M1+¢2M2 M'=¢1M1+¢2M2 (4.39)
q=09 +0,4q,

yaklasik ifadeleri ile gosterilmistir. Bu degerler fonksiyonelde yerine konursa;

12 ' ' 12
I= j[(M;Vi¢1 +Myp ¢ + My g +Myp )-
(qivi¢l2 +q,v00, +4,v 46, +qjvj¢22)— (4.40)
1

Y (Mi2¢12 +2MiMj¢1¢2 +Mj2¢22)]dz

denklemi elde edilir. Buradaki sekil fonksiyonlarinin ¢arpim degerleri gosterim

olarak;

L
[kl]= I¢i¢jdz
0
(4.41)

L ’ 13
[k:)= 4,9, dz
0

seklinde yazilir. Bu alt matrislerin agik ifadeleri asagida verilmistir.



48

L L 1 _1
3 6 L L
k)= k)= 442
[k:] L [k ] o (4.42)
6 3 AN

Fonksiyonelin, bilinmeyen degerler olan M ve v degerleri igin ekstrem olma kosulu

yazilirsa denklemler;

L S N VR SV
oM, L L7 3EI 6EI
ol 1 1 L L
SVt Vs My M =
oM L L 6EI 3EI
ol 1 1 L L
LM M -2 g = 4.43
v, LT3t Tl (1:43)
ol 1 1 L L
-—:——M+— —_q. - :O
ov L 'L’ 4@ 3qf

seklinde elde edilir. Omeklerde, q yiikii iniform yiik olarak alindig: i¢in q=q;
olarak alinmigtir. Bulunan denklemlerde degisken katsayilari [k;] ve [ky] matrisleri

cinsinden;
[K]=] .............. (4.44)

olmak tizere, (4.43) denklemleri matris formunda;

L L 1 _1](M]) (o)
3EI  6EI L L
L L 11 (|
—— n—— —_ - J
61El 3f1 L L {_Je | (4.45)
= -2 0 ol
I I Vi .
1 q
-~ = 0 o0 —
I I Hv, ) L2
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elde edilir. Katsayilardan olusan matris, her eleman igin diigiim noktalarina ait
serbestlik derecelerine gore kod numaras: verilecek olan rijitlik matrisidir. Her
eleman i¢in elde edilen rijitlik matrislerinin kod numaralarina gére toplanmasiyla
sistem rijitlik matrislerine gegilecektir.

Her iki ¢6zlim yontemini ait formiilasyonlar ¢ikartldiktan sonra, bu ¢6ziim

yontemlerinin Ornek problemlere nasil uygulandigimi gostermek amaciyla iki

elemanli basit mesnetli kirig 6rnegi verilecektir.

4.3.2. Sonlu elemanlar yontemi ile iki ucu basit mesnetli kirisin ¢6ziimii

Varyasyonel tiirev yontemiyle ¢6ziilmiis olan iki elemanli basit mesnetli kiris
ornegi, karsilagtirma amaciyla sonlu elemanlar ydntemiyla da ¢oziilmiistiir. Eleman

diigiim noktalar serbestlik dereceleri sekilde verildigi gibi yerlestirilmistir.

4
l—q

RN
0 A ; =
0 Le h L2 h ] 0

A 1 ]

+— L F-
0 [1] 1 [2] )

My =E\/M2 =0
Vg = : Va =0
M,

Vi

Sekil 4.9 Basit mesnetli kiris

Buna gére kiris, iki ayr: eleman olarak diigiiniiliip her ikisi i¢in de ayn ayn

rijitlik matrisleri yazilmastir.



p=Lt
2

1. Eleman igin:

0
[
3EI  6EI
R
6EI  3EI
K h
b1
L h h

1 0
-
3E1  6EI
h

1

1 [_2h
3E]
2

2| 7

olmak {izere;

0 2
LY
no
11
no
0 0
0 0
20
i
no ok

y
nooh
0 0
0 0

J

<Q L
NN O O

50
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olarak bulunur. Bilinmeyen v, ve M; degerleri;

4
165 9L
384 EI
2
y, <9
8

olarak elde edilir. Dikkat edilirse, sonlu elemanlar yénteminde da varyasyonel tiirev
yonteminde oldugu gibi ¢6kme degeri yaklasik olarak bulunurken, moment ifadesi
kesin deger olarak bulunmustur.

Her iki ¢6ziim yOnteminin de gergek ¢6ziime nasil yakinsadigini gostermek
i¢in, eleman sayis: arttirilarak sonuglar sayisal olarak elde edilmis ve grafik iizerinde

gOsterilmistir.
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5. SAYISAL UYGULAMALAR

Degisik mesnet tiplerine sahip kirislerin ¢6ztimil i¢in kullanilacak, kiriglere

ait kesit 6zellikleri ve geometrik 6zellikler Tablo (5.1)’ de verilmistir.

Tablo S.1. Kirislere ait parametreler

b (m) h (m) L (m) q (kN/m) E (kN/ m?)

0,2 0,5 10 10 2.10’

5.1. Iki ucu basit mesnetli kiris

Sekil (5.1) de goriilen iki ucu basit mesnetli, sabit kesit alanina sahip, diizgiin
yayil yiik etkisindeki kiris eleman i¢in ¢6kme ve moment degerleri varyasyonel
tirev ve sonlu elemanlar yontemleriyle bulunup, agiklik ortasindaki sonuglarin

analitik ¢6ziimden elde edilen sonuglarla kargilagtirmas: yapilmastir.

Sekil 5.1 Iki ucu basit mesnetli kiris

Eleman sayis: arttirilarak varyasyonel tiirev ve sonlu elemanlar yénteminden
elde edilen sonuglarda, basit mesnetli kiris igin, agiklik ortasindaki ¢&kme

degerlerinin kesin ¢6ztime yaklagimi Sekil (5.2)° de verilmistir. Moment degerleri
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kesin degerlerle ust Uste distiigli i¢in grafik olarak gosterilmesine gerek

goriilmemistir.

CoOziim Yontemlerinin karsilastiriimasi
(iki ucu basit mesnetli kiris)

—a&——tek elemanh ¢6zim (VT)

0,04 - —aA— ¢ift elemanli ¢ézim (VT)
] - + - -analitik ¢6ziim

] ~—8&— tek elemanli (SE)

0,036 ] —6—gift elemanl (SE)

0'022I"'I"’V"'I"'I"'V‘!ll'"I"'I"‘V"'I"'I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

eleman sayisi

Sekil 5.2. Iki ucu basit mesnetli kirisgte eleman sayisina bagl olarak agiklik
ortasindaki ¢6kme degerlerinin karsilagtirilmas:

Goriildiigl gibi eleman sayisinin arttirtlmasiyla her iki ¢6ziim yénteminden
elde edilen sonuglarda, agiklik ortasindaki ¢okme degerleri igin varyasyonel tiirev
yontemi ile bulunan sonuglar gergek ¢oziime iistten yaklasirken, sonlu elemanlar

yonteminden elde edilen sonuglar alttan yaklagmstir.

5.2. iki ucu ankastre mesnetli Kiris

Sekil(5.3) de goriilen iki ucu ankastre mesnetli, sabit kesit alanina sahip,

diizglin yayili yiik etkisindeki kirig i¢in moment ve ¢ékme degerleri bulunup,
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ankastrelik momentleri ve agiklik ortasindaki moment ve ¢6kme degerlerinin analitik

¢oziimden elde edilen sonuglarla kargilagtirmas: yapilmustir.

——%

#=b -+

A
=

Sekil 5.3. Iki ucu ankastre mesnetli kiris

Iki ucu ankastre mesnetli kiris i¢in ankastrelik momentlerinin kesin ¢dziime

yaklagimi Sekil (5.4)” de verilmigtir.

Coziim Yontemlerinin karsilastiriimasi
(ankastre momentleri)

6 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

_60 SRSV G S O YO0 A Y O U S S D A A S 0 NS S S SR A W RO BRSO |
] —&—tek elemanli (VT)
1 —2A—— ¢ift elemanii (VT)
— 70 - - - =+ - - analitik ¢zim
E —&— tek elemani (SE)
g ] ———ift elemanli (SE)
1
= -80 A
| +++
.90

eleman sayisi

Sekil 5.4 1ki ucu ankastre mesnetli kiriste eleman sayisina bagli olarak ankastrelik
momentlerinin kargilastirilmasi

Varyasyonel tiirev ve sonlu eleman ¢éziimlerinden elde edilen sonuglarda, tek

ve ¢ift eleman sayilar: igin sonuglarin tist iiste diistiigii goriilmektedir.
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Acikhik ortasindaki moment ve ¢tkme degerleri karsilastirilacak olursa,

sonuglar Sekil (5.5-5.6) daki gibi olmaktadir.

Goziim Yontemlerinin kargilastinimas:
(acikhk ortasindaki degerler)

~——&—tek elemanh(VT)

70 1 —4&——cift elemanii(VT)
] -« + - -analitik ¢6ztim

60 -—@—-tek elemanli (SE)
_ 1 ~—=&—— ift elemanli (SE)
£ o]
£ 50
= 1

+++

40 1

30— )

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

eleman sayisi

Sekil 5.5. Iki ucu ankastre mesnetli kiriste eleman sayisina bagl olarak agiklik
ortasindaki momentlerin karsilastirilmast

Ayni gekilde her iki ¢6ziim yonteminden elde edilen sonuglarin, tek ve ¢ift

eleman sayilan igin tist tiste diigtiigii goriilmdstiir.
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Go6ziim Yontemlerinin Kargilastinimasi
(aciklik ortasindaki degerler)

0,02

0,018 % —o—tek elemanlt (VT)

0,016 —o—gift elemanh (VT)

0,014 3 - - 4 - - analitik GCdzlm

0,012 ——a— tek elemani (SE)
E 0,01 ] —a&—— Gift elemanl (SE)
> ]

0,008 1

0,006 ]

0,004

0,002

0 e e et

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

eleman sayisi

Sekil 5.6 Iki ucu ankastre mesnetli kiriste eleman sayisina baglt olarak agiklik

ortasindaki ¢okme degerlerinin karsilastirilmasi

Sekil(5.6) da da goriildiigii gibi, iki ucu ankastre mesnetli durum igin, ¢6kme
degerlerinin sonlu eleman ¢6ziimleri kesin sonug¢ olarak bulunurken, varyasyonel
tirev ¢Oziimiinde ise, ¢okme degerlerinin eleman sayisinin arttirilmasiyla gergek

coziime hizli bir sekilde yaklastig1 goriilmektedir.

5.3. Bir ucu ankastre mesnetli, diger ucu serbest Kiris

Sekil(5.7) de goriilen bir ucu ankastre mesnetli, diger ucu serbest, sabit kesit
alanina sahip, diizgiin yayili yiik etkisindeki kiris i¢in moment ve ¢6kme degerleri
¢6ziim yOntemleriyle bulunup, kiris ucundaki ¢6kme degerleri, analitik ¢ziimden

elde edilen sonuglarla karsilagtirnlmigtir.
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Sekil 5.7 Bir ucu ankastre mesnetli, diger ucu serbest kiris

Bir ucu ankastre mesnetli, diger ucu serbest kiris i¢in eleman sayisinin
arttinnlmasiyla ¢oziim yontemlerinden elde edilen sonuglarin gergek sonuglara

yaklagimi Sekil (5.8)" de verilmigtir.

Coziim Yéntemlerinin Karsilastinimas:
(serbest u¢ gokme degerleri)
0,7 -
] —e——tek elemanl (VT)
0.6 k ——o——ift elemanh (VT)
T - - + - - analitik Cézim
05 ] ——&— tek elemanli (SE)
£ ] —a&— ¢ift elemanh (SE)
> 04
]
0,3 7 +—+
0,2‘"'lV"Tl|l|\'fl"'*'lv-llr'lfr-'lerl'VIll'rl
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
eleman sayisi

Sekil 5.8 Bir ucu ankastre mesnetli, diger ucu serbest kiriste eleman sayisina bagh
olarak kirig serbest ucundaki ¢6kme degerlerinin karsilastirilmas:

Bir ucu ankastre, diger ucu serbest mesnet sartlarinda ise, ankastrelik
momentleri kesin deger olarak bulunurken; ¢6kme degerlerinin gergek sonuglara

yaklagimi Sekil(5.8) de goriilduigti gibi olmaktadir. Az eleman igin varyasyonel tiirev
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yontemi, kesin degere daha uzak sonuglar verirken, eleman sayisinin arttirilmasiyla

degerlerin kesin sonuca hizla yaklagtig1 gézlenmistir.

5.4. Bir ucu ankastre, diger ucu basit mesnetli kiris

Sekil(5.9) da gortilen bir ucu ankastre, diger ucu basit mesnetli, sabit kesit
alanina sahip, diizglin yayili yik etkisindeki, yirmi elemana boliinmiis kiriste
moment ve ¢okme degerleri, varyasyonel tlirev ve sonlu eleman yOntemieriyle

bulunup sonuglarin karsilagtirilmasi yaptlmigtir.

AN AN RN %%

e
=

3

Sekil 5.9 Bir ucu ankastre, diger ucu basit mesnetli Kirig

Bir ucu ankastre, diger ucu basit mesnetli kiriste, her iki ¢6ziim yonteminden
elde edilen diigiim noktalarina ait moment ve ¢6kme degerleri Sekil (5.10-5.11)" de

verildigi gibi olmaktadir.
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Goziim Yontemlerinin Karsilastinlmasi
( M degerleri)

—e— Varyasyonel Tirev

-150
—6— Sonlu Elemanlar
-100
E -50
Z 4 6 8 10 12
E O PR 1 Co Lfa) |
Zi degerleri
50
100

Sekil 5.10 Bir ucu ankastre, diger ucu basit mesnetli kiris i¢in ‘M’ degerleri

Grafiklerden de goriildiigli gibi, varyasyonel tiirev ve sonlu eleman

yontemlerinden elde edilen ‘M’ ve ‘v’ degerleri iist iiste diigmektedir.

Coziim Yontemlerinin Karsilastiriimasi
{ v degerleri)

0 2 4 6 -8 10 12
O n L §
0,002 Zi degerleri
0,004
T 0,006

> 0,008
0,01
0,012
0,014

~—e— Varyasyone! Turev
—©— Sonlu Elemanlar

Sekil 5.11 Bir ucu ankastre, diger ucu basit mesnetli Kirig i¢in ‘v’ degerleri



60

5.5. Degisken kesitli iki ucu basit mesnetli kirigin ¢6ziimii

Sekil (5.12) gortilen degisken kesitli gubuk igin, varyasyonel tiirev analizinde
¢Ozlim, yirmi elemanli simetrik olarak ¢dziilmiistiir. Kirise ait 6zellikler Tablo (5.1)
de verildigi secilmistir. (4.33) denkleminde verilen m degerine bagh olarak «
degerleri hesaplanmis, farkli m oranlar i¢in sonlu eleman formiilasyonu ile ¢6ziilen

problemler varyasyonel tiirev ¢6ziimiinden elde edilen sonuglarla kargilagtirilmagtir.

_VEI,

o= (5.1)
gL’
oh
hb hg
. gl Lr2 .

Sekil 5.12 Degisken kesitli basit mesnetli kiris

Degisken kesitli, basit mesnetli kiriste, yirmi elemanh ¢6ziimden elde edilen

o degerleri Tablo (5.2)’ de verilmistir.
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Tablo 5.2 Yirmi elemanl basit mesnetli kiris icin « degerleri

o Degerleri
m Sonlu Elemanlar Yontemi(M.Gtil, Varyasyonel Tiirev
2003)
1 0,0130 0,01302
1,25 0,0157 0,015665
1,667 0,0197 0,019708
2,5 0,0269 0,026783

Tablo(5.2)" de de goriildiigii gibi, degisken kesitli kirigler igin, farkh
yikseklik oranlarinda, her iki ¢dziim yonteminden elde edilen sonuglarin iyi bir

yaklasim igerisinde oldugu gozlenmistir.
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6. SONUCLAR

Bu g¢alismada, sabit ve degisken kesitli, tiniform dig yiik etkisi altindaki
Euler-Bernoulli kirislerinin ¢6ztimleri, sonlu farklar y6ntemine dayali varyasyonel
tiirev yontemiyle ¢oziilmiig ve sonlu eleman ¢6ziimleriyle karstlagtirmas: yapilmigtir.

[k asamada, dogru eksenli gubuklar i¢in denge ve kinematik denklemler ile
bunlara ek olarak yazilan smur kosullari kullanilarak alan denklemleri
olusturulmugtur. Gateaux diferansiyel yontemi yardimiyla denklemlerin uyumlulugu
kontrol edilmis ve fonksiyonel, geometrik ve dinamik simir kosullartyla elde
edilmistir. Yaygin bir ¢6ziim ydntemi olan sonlu elemanlar yontemine basarili bir
sekilde uygulanmig olan Gateaux diferansiyel yonteminin, varyasyonel tiirev
yontemine uygulanabilirligi arastirilmistir.

Cubuk elemanlar igin her iki ¢6ziim y6nteminden elde edilen formiilasyonlar,
6rnek olmasi agisindan iki elemanly, iki ucu basit mesnetli kiris igin uygulanmis ve
momentler kesin degerleri ile bulunurken, ¢tkme degerleri iyi bir yaklasimia elde
edilmistir. Eleman sayisinin arttirilmasiyla degisik mesnet kogsullarina sahip, sabit ve
degisken kesitli kirisler igin sayisal uygulamalar, Fortran bilgisayar ortaminda
hazirlanan programlar yardimiyla ¢oziilmiis ve her iki ¢oziim yonteminden elde
edilen sonuglarin gergek sonuglara yaklagimlari grafikler lizerinde gosterilmistir.

Bu ¢alisma sonucunda, egilme etkisindeki dogru eksenli gubuk elemanlar igin
varyasyonel tiirev yOnteminin, yaygin olarak kullanilan ve iyi bilinen bir ¢6ziim
yontemi olan sonlu elemanlar yontemi kadar iyi bir sayisal ¢6ziim y6ntemi oldugu
ortaya konulmustur. Bundan sonra farkli tip yapt elemanlann ve karmasik
problemlerin ¢dziimii i¢in de uygun bir yéntem olup olmadig: konusunda ¢alismalara

devam edilmesi diigtiniilmektedir.
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EKLER

EK A. Fortran Bilgisayar Dilinde Varyasyonel Tiirev Yonteminin

Programlanmasi

Sabit ve degisken kesitli kiriglere ait sonlu eleman ve varyasyonel tiirev
yontemlarinin uygulanmasiyla tiiretilen denklemlerden elde edilen verilere gore
hazirlanan bilgisayar programi, Fortran ortaminda yazilmigtir. Program temel olarak
dort dosyadan olusmaktadir. Bunlar, iki farkli veri dosyasi olarak uzantilari ¢.Dat’
olan dosyalar, programin yazildig1 ve uzantisi ‘.For’ olan dosya ve son olarak
uzantist ‘.Son’ olan sonug dosyadir. Ayrica program alt1 alt programdan olusmustur.

1. veri dosyasindan alinan pencere Sekil(A1) de gosterilmistir.

it

88 “icrosoft Developer Studio - Dkirist - [C-L...W
File Edit View Insert Buld Tools Window Help

e EERED -] &) 8] w6 @
| 8] 2 | [DikinsT -Win32 Debug =1 El| ||

s S

urivart

ur.dat]

= " E X1 veriler
& L] Dkiris1 files 20000000 0.002083
WX ZL kiris verileri
17 10.
mesnet tipi kosullari
1

yuk degeri
0

Sekil Al. Programa ait 1.veri dosyasindan alinan pencere
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Yukanidaki veri dosyasinda, kullanilacak malzeme 6zelliklerine bagli olarak
elastisite modiilii, atalet momenti gibi veriler, bunlar diginda eleman sayisi, ¢ubuk
uzunlugu, mesnet sartlarinin se¢imi ve yiik degeri gibi, denklemlerde gerekli olan
veriler alt programlarda tanimlanarak girilmistir. Bunun diginda mesnet tipleri veri

dosyasina Sekil (A2) de gosterildigi gibi girilmektedir.

L e
er Studio - Dkiris1 < [varcub. dat]
File "Edt view Insert Build Tools Window Help

2|S|RE| & [Ba|@] || [ws =l &% ma| @)

|Dkiis1 - Win32 Debug ~] E

&) Dkiris1 files rmeinet Bglerl
2 11
3 00

Sekil A2. Programa ait ikinci veri dosyasindan alinan pencere

Fortran 4’ ortaminda bilgisayar programinin nasil yapildigini gdstermesi
agisindan, programin baslangic kismindan alinan kiiglik bir kisim Sekil(A3)’ de

gosterilmektedir.
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File Edit View Insert Buld Tools Window Help

< e sial[E |

B E|@]| & [R|@] o ¢]x| penriTk

8| #8| %| [Dkiisdk - Win32 Debug ~] j;ﬂ@[@] Egj
[ C EULER-BERNOULLI KIRISLER
() Dkisisdk files C varyasyonel tirev yontemi ile gizsr
[
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (&-H,0-Z)
DIMENSION COR(100) NODE(180,63),JDEG(100,2) KCUBUK(10. 2), MTK(2)
LSE(2.6).5(400000),GH(500,500),YM(2) NCODE(6).JO(2)
[
OPEN (UNIT=6 FILE='vartur.son',K ACCESS='SEQUENTIAL', STATUS='0OLD')
OPEN (UNIT=5,FILE='vartur.dat' 6 ACCESS='SEQUENTIAL',STATUS='0OLD')
OPEN {UNIT=2 FILE='varcub.dat',6 ACCESS='SEQUENTIAL',STATUS='0LD')
C
o nst Bir dugum noktasindaki bilinmneyven sayisi
o ndug: maksimum didgum noktasi ssyisi
o mtk: mesnet tipi ve kosulu
=}
TOL=0.000000000001
NULL=0
MST=2
MS=MST*NJT
NYUK=1
MTS=3
NJT=3
c
CALL varDGM(COR.E,XI,L AA NULL,JDEG,KCUBUK,MST,.NODE,
ND,MTS,MTK, ME NS, NX)
CALL varRJTLK (E,LXI.LAA,SE)
CALL varSYS (NODE, ME, ND,6SE,HMST,NJT,NCODE,JO,JDEG,CGM,NS.YH.S,
NYUK. AA NX)
=
ICALL GAIND (S,NS,NYUK,TOL,K #50)
CALL DENSON(S, NS, MST, JDEG, SC, NYUK, ND)
C
CLOSE (5.STATUS='KEEP')
CLOSE (2,STATUS='KEEP')
CLOSE (6,STATUS="'KEEP')
SO@STOP

'ED"—*—? ]1} 3 END

Sekil A3. Ana programdan alinan pencere

Son olarak, sonuglarin elde edildigi sonu¢ dosyasindan ¢ikarilan bir kisim

programin tanitilmasi agisindan Sekil(A4) de gosterilmistir.
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@% "Microsoft Developer Studio - vartur - [Vartur.son 4= -
File ‘Edit Yiew Insert Buld Tools Window Help .
8[| || ¥ [Ba|@] 2 ¢|cxls| [ENRITIK =l &% mal =
& B lvartur-Win?»Z Debug ~] El]@]%l E.ﬂ;l
= - CUB.Z-DOG .DUG . NOK .SAY.= 17
®-(] vartur files O-Z DOG.EKSEN BOYU= 10.000
ELASTISITE MODULU = 20000000,
ATALET MOMENTI = .0021
Z-DOG . ELEMAN BOYU = .6250
1 2 1 2
2 1 2 3
3 2 3 4
4 3 4 5
5 4 5 6
6 5 6 7
7 6 7 8
8 7 ] 9
9 8 9 10
10 9 10 11
11 10 11 12
12 11 12 13
13 12 13 14
14 13 14 15
15 14 15 16
16 15 16 17
17 16 17 16
M v

.1243E+03 .0000E+00
.8721E+02 .5826E-03
.5405E+02 .1983E-~02
.2480E+02 .3890E-02
.5482E+00 .6030E-02
.2199E+02 .8164E-02

B/3] L

Sekil A4. Programin sonug dosyasindan alinan pencere

| Sekil(A4) de gorildiigti gibi burada, yazdirilan verilerin (diigiim noktasi
sayisi, ¢ubuk boyu, elastisiste modiilii v.b.) yani sira, diigiim noktalar1 kod
numaralari, mesnet tipleri, bilinmeyen sayisi, eleman matrisi, global matris ve son
olarak hesaplamak istedigimiz bilinmeyen degerleri yer almaktadir.

Alt programlar hakkinda ayrintih bilgilere agagida yer verilmistir.
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1. Giris alt programm

Bu alt programda, problemlerde kullanilacak olan kiriglere ait verilerin girisi
yapilmaktadir. Bunlar, elastisite modiilii, atalet momenti gibi malzemeye ve kesite ait
ozellikler yaninda, Kiris kag¢ elemana béliinecekse buna bagli olarak diigiim noktasi
sayist gibi probleme ait birtakim verilerden olugmaktadir. Girilen verilere gore

eleman sayis1 ve bunlara ait kod numaralar1 olusturulmaktadir.

2. Mesnet sartlari ve degisken numaralarna ait alt program

Burada, farkh tiplerde mesnet durumlari igin simir kosullart girilmis, ayrica
¢6zmek istedigimiz problemin &zelligine bagli olarak mesnet tipleri se¢ilmistir.
Mesnetler ve diger duguim noktalart igin, belirledigimiz  degiskenler

numaralandirilarak maksimum bilinmeyen sayisi tespit edilmistir.

3. Eleman matrisi alt programi

Burada ise katsayr matrislerini olugturulmasi sirasinda ifadelerde yer alan
efilme rijitligi, sekil fonksiyonlarimin integral degerlerinden gelen ifadeler
tamimlanmigtir. Daha sonra ise, eleman matrisinin olusturulmas: sirasinda
denklemlerden gelen ifadeler matris formunda diizenlenerek, sekil fonksiyonlarina
bagli olarak teskil edilmistir.

Kullamlan yonteme bagli olarak, islemler sonucunda elde edilen denklemler
i¢in olusturulan katsay:r matrisleri, sonlu elemanlar yénteminde elemana ait katsayi
matrisi olarak, varyasyonel tiirevde ise diigiim noktalarina ait katsay1 matrisleri

olarak elde edilmistir.



73

4. Kodlama alt program

Ik olarak olusturulacak yiikk matrisi ve global matrisler sifirlanarak
baglanilmistir. Daha sonra giris dosyasina yiik degeri girilmistir. Diigiim noktalar
kod numaralar: teskil edilirken, mesnetlerin yer aldig1 ilk ve son diiglim noktalar
mesnet kosullarina bagl olarak degistirilmistir. Eleman matrisleri i¢in; diigiim
noktalar1 kod numaralan yerlestirildikten sonra, tiim sistem i¢in uygun sekilde kod

numaralarinin toplanmasiyla global matrise aktariimistir.

5. Denklem takimim ¢dzen alt program

Burada, daha 6nceden yapilmis olan programlarda kullanilmis olan, denklem

takimini ¢6zen program kullanilarak matris islemi ¢dziilmiistiir.

6. Sonug alt programi

Oncelikle sonu¢ matrisi sifirlanms ve gerekli diizenlemeler yapilarak

bilinmeyen degisken degerleri sonug dosyasina yazdirilmistir.



