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1.GIRIiS

(n + 1) boyutlu Oklid uzay1, E"*! de bir hiperyiizeyin yiiksek mertebeden Gauss
egrilikleri bilinmektedir. Bu egriliklerden birisi Gauss egriligi birisi de ortalama egri-
liktir. Bunlar hiperyiizeyin sekil operatorii ile ilgilidir. E™"*'de bir hiperyiizey olan
M ve M ye paralel olan M nin yiiksek mertebeden Gauss egrilikleri ise tiimevarim
methodu ile hesaplanilmigtir. Bu hesaplama yapilirken M nin asli egrilik fonksiy-
onlar1 ve yiiksek mertebeden Gauss egrillikleri arasindaki iligkiyi veren bagintilar
kullanilmigtir.

Bu tezde, benzer kavramlar ve ifadeler Lorentz uzay: icin incelenecektir. Lorentz
uzayinda bir paralel hiperyiizeyin egrilikleri arasindaki bagintilar verilecek ve bu
bagintilar kullanilarak tiimevarim methodu ile bir paralel hiperyiizeyin yiiksek mer-

tebeden Gauss egrilikleri elde edilecektir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.1.1

X bir cimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu 7 olmak tizere, bu 7 kolek-
siyonu

DX, 0er

i)V A, Aser= A1 NAyeT

iii)A; e T, € igin, |JA; €71

onermelerini saghyorsls,l X fiizerinde bir topoloji adini alir

( Hacisalihoglu, 2000 ).

Tanim 2.1.2

Bir X ciimlesi ve bu X ciimlesinin iizerinde tamimh bir 7 topolojisinden olugan (X, 7)
ikilisine bir topolojik uzay denir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.1.3

X, Y birer topolojik uzay olmak iizere,bir

fiX oY

doniistimii siirekli, f~'mevcut ve siirekli ise bu f fonksiyonuna X den Y ye bir
homeomorfizm veya topolojik doniisiim denir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.1.4

Bir X topolojik uzaymim P ve @ gibi farkli noktalari i¢in, X de, sirasi ile, P ve
@ noktalarm igine alan Ap ve Ag acik altciimleleri Ap N Ag = 0 olacak sekilde
bulunabilirse X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay denir(Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.1.5

M bir topolojik uzay olmak tizere

i) M bir Hausdorff uzayidir.

ii) M nin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E™ in bir agik alt ciimlesine homeomorf-

tur.



iii) M sayilabilir coklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.

ozelikleri saglaniyorsa M ye, n—boyutlu topolojik manifold veya topolojik
n—manifold denir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.1.6

n—boyutlu topolojik M manifoldunun bir P € M noktasimin M deki bir V' acik
komsgulugu,

p:U—-V

homeomorfizmi altinda E™ in bir U agik alt ctimlesine resmedilmesi durumunda
(U, ¢) ikilisine M nin P noktasindaki bir koordinat komsulugu denir(Hacisalihoglu
2000 ).

Tanim 2.1.7

E™ de bir {uy,ug, ..., u,} koordinat sistemi igin,
p:UCE'"—-VCM
ve u = (ug, ug, ..., u,) € U olmak iizere
o(u) = (uop H(P),...,upop H(P)) =P cV
seklindedir. V' de bir koordinat sistemi olan {u;00 ™ (P), ..., u,o0~*(P)} sistemi igin,

UCE" o VCM

Ui ™\ T
R

z; = Ujop™ : V — R, 1 < i < n, koordinat fonksiyonlarinin {z1, s, ..., z,} ciimle-
sine V' de bir lokal koordinat sistemi denir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.1.8

n-boyutlu topolojik M manifoldunun bir agik ortiisii {U,} ve U, agik ciimlelerinin

« indislerinin ctimlesi A olmak iizere, E™ de U, ya bir ¢, homeomorfizmi altinda



homeomorf olan agik ctimle U, ise ortaya ¢ikan (¢, U,) haritalarimin

{(ParUa)taea

ailesine M nin bir atlasi veya koordinat komsgulugu sistemi denir( Hacisalihoglu
2000 ).
Tanim 2.1.9

n-boyutlu topolojik M manifoldunun bir

S = {(¢a: Wa)lor € A}

atlasi icin, W, N Wy # ¢ olmak tizere, Va, 3 € A ya karsihk ¢,5 ve g, fonksiyon-
lar1 C* simfindan diferensiyellenebilir ise S ye C* smifindan diferensiyellenebilirdir
denir.

S atlast M iizerinde C* smifindan oldugu zaman S ye M iizerinde C* smifindan
diferensiyellenebilir yap: denir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.1.10

n-boyutlu topolojik M manifoldu C” sinifindan bir atlasa sahip ise M ye C" sinifin-
dan diferensiyellenebilir bir manifold denir ( Hacisalihoglu 2000 ) .

Tanim 2.1.11

Bos olmayan bir A ciimlesi ve K cismi iizerinde bir vektor uzay1 V' icin,

WP,Q Re Aign f(P,Q)+f(Q R) = f (P, R)

if)VP € A veVa € V i¢in f (P, Q) = « olacak sekilde bir tek () € A noktasi vardir
onermeleri dogrulayan bir

fiAXA—=V

fonksiyonu var ise A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.1.12

V' vektor uzay: ile birlesen bir afin uzay1r A olmak tizere P € A ve v € V icin
(P, v") sirali ikilisine A afin uzaymim P € A noktasindaki tanjant vektorii denir.
A afin uzaymin P € A noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi T 4 (P) ile goster-

ilir(Hacisalihoglu 2000) .



Tanim 2.1.13

T4 (P) ciimlesinde toplama iglemi

©: Ta(P)xTy(P) — T, (P)
(P,0"), (P, )

l
~
=|
e
~
=|
I
~
=|
_|._

=|

veya

(7]3,7]3) — 71369713 = (?‘FU}P

esitlikleri ile, skalar ile carpma islemi de

®: RXTA(P) — TA(P)
@, (P, 7)) — 00(P.7) = (P,07)

veya

(0,Tp) > 00 Tp=(07),

esitlikleri ile tamimlanir. Burada R ile A nin birlestirildigi V' vektor uzayiin cismi
gosterilmektedir. Bu sekilde tanimlanan {74 (P),®, R, +,.,®} vektor uzayma ,
A afin uzaymin P € A noktasindaki tanjant uzay1 denir ve T4 (P) ile gosterilir
(Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.1.14

M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, M iizerinde taniml

orten

xX: M — UTM(P)

PeM
1-1

doniisiimiine, M iizerinde bir vekt6r alani denir ve M iizerindeki vektor alanlarinin
ciimlesi de x (M) ile gosterilir ( Hacisalihoglu 2000 ).
Tanim 2.1.15
— — —
f: E™ — R diferensiyellenebilir, V,, € Tgn(P) ve Vp = PQ) olmak iizere

d

Velf] = G (F (P +HQu = P). e Pa 4 H(@n = o))



reel sayisina f nin V—->p ye gore tiirevi veya f nin V—->p yOniindeki tiirevi denir ve
\T;: [f] ile gosterilir( Hacisalihoglu 2000 ).

Teorem 2.1.1

v = (U1, V..., Un) € R",P € E" ve f : E™ — R bir diferensiyellenebilir
fonksiyon olmasi durumunda

] =

1 ’laxi ‘p

o, Of
. (Y

dir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.1.16

R nin bir acik araligi / ve a : I — E™ bir egri olmak tizere V¢ € [ sayisii¢in a nin ¢ ye
kargilik gelen o) noktasindaki iz vektérii , E™ in bu noktadaki o/ (t) € Tem (a(t))

tanjant vektoriidiir. Oyle ki

dir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Teorem 2.1.2

a, E™ de bir egri ve f diferensiyellenebilir reel degerli bir fonksiyon olmak iizere

o) 11 = L0, = & foa),

dir ( Hacisalihoglu 2000 ).
Tanim 2.1.17

F: E" — E™ bir déniistim ve 17)1: € Tpn(P) ise
—
(E)p(Vp) € Tem (F(P))
de E™ nin t — F(P + t<‘7) egrisinin ¢ = 0 daki hiz vektorii ile tanimh

(Fo)p : Ten(P) — Tepm (F(P))



fonksiyonuna, F' nin P € E" noktasindaki tiirev doniisiimii denir ( Hacisalihoglu
2000 ).

Tanim 2.1.18

X,Y € x(E™) vektor alanlar1 olmak tizere VP € E" icin Xp = (21,...,2,) |, €

Ten (P) dir.Y = (y1, Y2, ..., Yn) vektor alani igin,

yi : E" — R

koordinat fonksiyonlar1 C*° smmifindan, yani y; € C*® (E™, R) ise Y nin X e gore
kovaryant tiirevi

DxY = (Xp ], Xp [yn))

seklinde tanimlanir ve bu kovaryant tiirev DxY ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.1.19

a(l) € E™ egrisi, a : [ — E™ doniigtimii yardimiyla verilsin. F' : E" — E™ bir
doniisiim olmak tizere

B =Foa:I— E™

bilegke fonksiyonu da E™ de bir egri tammlar. Bu egriye F' doniigiimii altinda a(I)
egrisinin resmi denir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Teorem 2.1.3

F : E™ — E™ bir doniistim olmak iizere E™ deki a(I) egrisinin F' altindaki resmi

B(I) ise

t € I dir ( Hacisalihoglu 2000 ).
Teorem 2.1.4
F = (f1, f2, .., fm) : E™ — E™ bir doniigiim olmak iizere E" in P € E™ noktasindaki

bir tanjant vektorii vp ise F(P) € E™ noktasidaki F,(vp) tanjant vektorii

m 0
—\ — -
F7) = 355 ) 5l



dir. Burada {1, ..., 2, } ile E™ de bir koordinat sistemi gosterilmigtir ( Hacisalihoglu
2000 ).

Tanim 2.1.20

F : E" — E™ doniisiimiiniin tiirev doniigiimii P € E™ i¢in (F,)p olmak iizere,

sirasiyla, Tgn(P) ve Tgm (F(P)) de

0 0
¢ = {8_3:1|P’ s 8_1,”|P}

B R
Y = Em F(P)y s Oy F(P)

standard bazlar1 i¢in (F)p nin karsilik geldigi matris J(F, P) ile gosterilir ve J(F, P)
matrisine ,F' nin P noktasindaki Jakobien matrisi ve bu matrise kargilik gelen lineer
doniigiime de F' nin Jakobien doniislimii denir.

Bagka bir deyisle, segilen koordinat sistemlerine gore F' nin P € E™ noktasindaki

Jakobien matrisi,

'%| o5 |
or1 P Oz, 1P
J(F,P)=

8fm| Bfm|

| Oz /P * ° ° Ozy 1P

dir ( Hacisalihoglu 2000 ).

2.2 Riemann Manifoldlar ve Hiperyiizey

Tanim 2.2.1
Bir C*° manifold M iizerinde vektor alanlarinin uzayi x (M) ve reel degerli C*>

fonksiyonlarimin halkasi C'*° (M, R) olmak iizere

() x(M) x x(M) — C*(M, R)

seklinde bir i¢ garpim tanimli ise M ye bir Riemann manifold denir. Burada, ()



islemine M {izerinde bir i¢ carpim, metrik tensér, Riemann metrigi veya diferen-
siyellenebilir metrik denir.

M bir Riemann manifoldu olmak iizere x(M) de tammh (,) i¢ ¢arpim fonksiyonu,
M nin her bir tanjant uzayma bir i¢ ¢arpim indirger. X,Y € (M) olmak iizere
P e M i¢in X,,,Y, € Tyy(P) dir. Diger taraftan,

(X,Y) e C*°(M,R)
oldugu i¢in,
(X,)Y)(P)eR

dir. Boylece
(,)(P):Ty(P)xTy(P)— R

fonksiyonu VXp, Yp € Ty (P)

<XP7YP> = <X> Y> (P)

seklinde tamimlanabilir. Burada T);(P) nin elemanlarimi x(A/) den indirgenmis el-
emanlar olarak gormek miimkiindiir.Yani, VX € x(M) i¢in Xp € T);(P) dir. Buna
gore (,) (P) veya degisik notasyonu ile (,) |p, Tps(P) de bir i¢ garpim fonksiyonu olur
( Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.2.2

Bir C'* manifold M iizerinde vektor alanlarimin uzayi y (M) olmak iizere,

D: x(M)x x(M) — x(M)
(X,Y) — D(X,Y) =DyxY

doniigiimii VX, Y, Z € x(M) ve Vf,g € C*°(M, R) igin,
i)DfX —f-gy Z = fDXZ + gDyZ
)Dx (1Y) = [DxY + (X[)Y



ozelikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon ve Dx e
de X e gore kovaryant tiirev operatorii denir ( Hacisalihoglu, 2000 ).

Tanim 2.2.3

M bir yari-Riemann manifoldu ve D, M iistiinde bir afin konneksiyonu olmak iizere
1)D, C* smufindandir.

2) M nin bir A bolgesi iizerinde, C* olan VX, Y € x(M) igin,

DxY — DyX = [X,Y]

dir.
3)M nin bir A bolgesi tizerinde, C* olan VX,Y,Z € x(M) ve VP € A igin

Xp(Y,Z)=(DxY,Z)|p+(Y,DxZ) |p

dir.

ozelikleri saglaniyorsa, D konneksiyonuna, M {istiinde bir Riemann konneksiyon
ve Dx e de X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir
(Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.2.4

E", n-boyutlu Oklid uzayimda bos olmayan (n — 1) boyutlu bir M ciimlesine bir
yiizey veya (n — 1) yiizey denir.Oyle ki bu M ciimlesi VP € M igin

Aflp #£0,YP e M
olmak iizere
M= {:z; cUCE" f:U difbilir R, f(z)=c U bir agk alt cumle}
—_—

bi¢iminde tanimlanir.

E™ de bir (n — 1) yiizey, n > 3 olmasi halinde hiperyiizey olarak adlandirilir.
Manifoldlar olarak her bir M hiperyiizeyi bir (n — 1) manifolddur ( Hacisalihoglu
2000 ).

10



Tanim 2.2.5
E™!in bir hiperyiizeyi M, M nin birim normal vektor alam1 N ve E"! de Riemann

konneksiyonu D olmak iizere, her X € x(M) igin

seklinde tanimli, S déniisiimiine M {izerinde gekil operatérii denir ( Hacisalihoglu
2000 ) .

Teorem 2.2.1

E™ in bir hiperyiizeyi M ve M nin sekil operatorii S olsun. Bu durumda,
i)S:x(M) — x(M)

ii)S lineer

ozelikleri saglanir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Teorem 2.2.2

E™1 in bir hiperyiizeyi M nin sekil operatorii self adjointtir ( Hacisalihoglu 2000 ).
Teorem 2.2.3

E™ in bir hiperyiizeyi M nin sekil operatorii S ise x (M) deki herhangi bir baza
gore S nin matrisi simetriktir ( Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.2.6

E™! in bir M hiperyiizeyi iizerinde q. temel form, 1 < ¢ <n+1

I7: x(M)x x(M) — C*(M,R)
(X,Y) — I1(X,Y)= (S (X),Y)

seklinde tanimh 77 fonksiyonudur( Hacisalihoglu 2000 ) .
Tanim 2.2.7

E™*1 de bir hiperyiizey M nin bir P noktasindaki sekil operatorii S (P) olmak iizere

K M — R
P — K(P) =detS(P)

bigiminde tamimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (P) degerine

de, M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir ( Hacisalihoglu 2000 ).

11



Tanim 2.2.8

E™*1 de bir hiperyiizey M nin bir P noktasindaki sekil operatorii S (P) olmak iizere

H M — R
P — H(P) =iz(S(P))

bigiminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H (P)
degerine de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir(Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.2.9

E"! de bir hiperyiizey olan M nin sekil operatorii S olmak {izere, M nin bir P
noktasima kargilik gelen S (P) nin karakteristik degerleri, M nin bu noktadaki asli
egrilikleri olarak adlandirihr. Asli egriliklere karsilik gelen karakteristik (eigen) vek-
torlere de M nin P noktasindaki asli egrilik vektorleri veya asli egrilik dogrul-
tular: denir( Hacisalihoglu 2000 ).

Teorem 2.2.4

Xp ve Yp, E""de bir hiperyiizey olan M nin P noktasindaki asli egriliklere karsilik
gelen asli dogrultular: ise Xp ve Yp ortogonaldir ( Hacisalihoglu 2000 ) .

Tanim 2.2.10

E™! de bir hiperyiizey olan M nin bir P noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi

Ty (p) olmak iizere

Sp Ty (p) — T ()

sekil operatorii verilsin. P € M deki S, doniistimiine karsilik gelen karakteristik vek-
torler X1, Xs, ..., X, ve bunlara da karsilik gelen karakteristik degerler ki, ko, ..., Kk,
olsun. O zaman S, nin karakteristik polinomu

K (b Ky oo ) = D ks

=1

Kén) (k‘l, k‘g, ) k’n) — Zkzk’j

1<j

K5 (hy koo bin) = > kil

i<j<t

12



—

Kr(zn) (klak%“'?kn) = kz

=1

olmak iizere

Pspy (k) = k" + (=) KME 4 4 (=1)" K™

dir. Burada K f"), Kén), e K& fonksiyonlarma E™! de M hiperyiizeyin yiiksek
mertebeden Gauss anlaminda egrilikleri denir(Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.2.11

M, E™* de bir hiperyiizey ve N, M nin birim normal vektor alan

0
N = L
z':zl azaﬂﬁi

olmak iizere, bir r € R sabit sayis1 ve her P € M igin

f(P) = ((pr +rar(P)) ;s (i1 + rania (P)))

olacak sekilde bir
f:M—-M

fonksiyonu bulunabilirse, M ye M nin paralel hiperyiizeyi denir(Hacisalihoglu
2000).
Teorem 2.2.5

M, E™*' de M ye paralel bir hiperyiizey olmak tizere, X € x (M) ve X € y (M )

vektor alanlar

3
t
| Q>

X

|
&

N
Il
—

|
1
3
+
&
|

N
Il
—



dir. V P € M i¢in

verilsin. O zaman
i) f.(X)=X+rS(X)

ii)5 (f« (X)) = 5(X)
dir( f. , f nin diferensiyelidir)( Hacisalihoglu 2000 ).

2.3 Yar:1 Riemann Manifoldlar

Tanim 2.3.1

V bir n-boyutlu indeksi 1 olan bir reel vektor uzayi olmak iizere,

():VxV—R

dontistimii, Va,b € R ve VU, U, W € V icin,

i) (u, 7)) = (0, W) (simetrik 6zelligi)

ii)(aw + 00, W) = a (W, W) +b{V, W) (bilineerlik ozelligi)

ozeliklerine sahip ise bu doniigtime V' vektor uzay: tizerinde bir simetrik bilineer
form denir(O'Neill 1983).

Tanim 2.3.2

V' vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form (,) olmak {izere,

WU € Vvew #0ign (v,7) > 0ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif
definit,

iH)VV € Vve ¥ #0icin (v, V) < 0ise {,) simetrik bilineer formuna negatif
definit,

iii)veo € V ve ¥ # 0igin (v, 7)) > 0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif
semi-definit,

iv)Vo € V ve ¥ # 0igin (v, v) < 0ise (,) simetrik bilineer formuna negatif
semi- definit,

V)V € Vicin (v, W) = 0 iken ¥ = 0 € V olmak zorunda ise (,) simetrik bilineer
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formuna non-dejenere, aksi taktirde dejeneredir,

denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.3.3

V' vektor uzay tizerinde non-dejenere simetrik bilineer formuna, V' vektor uzayi iiz-
erinde bir skalar carpma denir. V' vektor uzay: iizerinde bir skalar ¢arpma (,) ise

(V,(,)) ikilisine skalar ¢arpimli vektor uzayi denir(O'Neill 1983).

Tanim 2.3.4

U, W € Vigin v #0ve w # 0 iken (W, W) = 0ise v ve w vektorleri diktir
denir ve ¥ LW seklinde gosterilir (O'Neill 1983).

Tanim 2.3.5

Bir V vektor uzay iizerinde skalar carpma (,) olmak iizere v € V vektoriiniin

normu,

17 = /{7, )

olarak tanimlanir. Normu bir olan vektore birim vektor ve ortogonal birim vek-
torler ciimlesine ortonormal sistem denir (O'Neill 1983).
Teorem 2.3.1
Bir V vektor uzay: igin bir ortonormal baz {eq, e, ..., €, } ve g; = (e;, €;) olmak iizere
VU € V vektorii icin,
v = ilsi (V,e)e; ,e==1
olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir(O'Neill 1983).
Tanim 2.3.6

V bir vektor uzayi ve

(,):VxV—>R

bir simetrik bilineer form ise
(N w:WxW —=R

negatif definit olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna ()

simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir(O’Neill 1983).
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Tanim 2.3.7

M bir C'*° manifold olmak iizere,

o T (P)x Ty (P) — R

(w,0) = (w,0) [ = (up, vp)

bigiminde tanimli, sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere, (0, 2) tensor alanina
n
M iizerinde bir metrik tensor denir. v = de (7,61-) e; egitliginde yer alan ¢;

i=1
lerin negatif olanlarinin sayis1 metrik tensoériin indeksi olarak adlandirilir(O’Neill

1983).

Tanim 2.3.8

M bir C*manifold olmak iizere, M manifoldu (,) metrik tensorii ile donatilmigsa,
M ye bir yari-Riemann manifoldu denir(O’'Neill,B.1983).

Tanim 2.3.9

Bir yari-Riemann M manifoldu iizerinde tanimlanmig olan (,) metrik tensoriin in-
deksine yari-Riemann manifoldun indeksi denir.

Eger indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak,v = 0ise VP € M igin (, ) |,, Tas (P)
tizerinde pozitif tanimh i¢ ¢carpim oldugundan, M bir Riemann manifoldu olur.

v =1 ve n > 2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz manifold denir(O’Neill
1983).

Tanim 2.3.10

E™1 | (n + 1) — boyutlu standard reel vektor uzayi tizerinde VP € E"™ de Xp, Yp €

Tgni1 (P) ve 0 < v < n+ 1 olmak iizere

n+1l—v n+1

<XP7YP>: Z TiYi — Z T;Y;

=1 t=n+2—v

ile verilen v indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yar1 Oklidyen uzay
denir ve E"! ile gosterilir(O’Neill 1983).

Tanmim 2.3.11

E™! yar-Oklidyen uzay1 verilsin. Eger v = 1 ve n > 2 ise E"*!, yar-Oklidyen
uzay1r Minkowski (n + 1) —uzay olarak adlandirihir(O’Neill 1983).
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Tanim 2.3.12

(V,{,)) Lorentz uzayr ve W C V igin,

i)(,) |w : W x W — R pozitif definit ise W ya uzay benzeri alt uzay,

ii)(,) |, indeksi 1 olan non-dejenere ise W ya zaman benzeri alt uzay,

iii)(, ) |, dejenere ise W ya 151k benzeri alt uzay,

denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.3.13

M bir C*° yari-Riemann manifold ve (, ), M iizerinde tanimlanmig bir metrik tensor

ise VP € M ve v € Ty (P) igin,
() lp s Tar (P) x Tag (P) — R

olmak {izere

i) (U, 7)) >0 veya ¥ =0 ise v tanjant vektoriine uzay benzeri,

ii) (v, 7’) < 0ise ¥ tanjant vektoriine zaman benzeri,

iii) (v, 7)) =0, ¥ # 0 ise ¥ tanjant vektoriine 151k(null) benzeri,

denir (O’Neill 1983).

Tanmim 2.3.14

V Lorentz uzayinda biitiin zaman benzeri vektorlerin ciimlesi 7 olmak tizere U € 7
icin,

{Xer:(UX) <0}

ciimlesine V nin U yu ihtiva eden zaman-konisi denir (O'Neill 1983).
Teorem 2.3.1

V' Lorentz uzayinda iki zaman benzeri vektor v, w olmak tizere
i)
v, w vektorleri ayn1 zaman konisinde ise

(v, w) = = |lv[| [w] cosh ¢

olacak sekilde bir tek ¢ > 0 sayis1 vardir.
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ii)

v, w vektorleri ayni zaman konisinde degil ise,
[{v, w)| = [[v]} [|w][ cosh ¢

dir (O'Neill 1983).
Teorem 2.3.2

V Lorentz uzayinda iki uzay benzeri vektor v, w ise,
(U, W) = vl lw]| cos ¢

olacak gekilde bir tek 0 < ¢ < 7 sayis1 vardir (O'Neill 1983).
Tanim 2.3.15

E3? de M bir Lorentz yiizeyi ise e; zaman benzeri bir vektor, yani

(e1,e1) = —1
ve ey uzay benzeri bir vektor yani
(€9,69) =1
olmak tizere, Ty (P) uzaynin bir ortonormal baz1 {e, ea} ise ¢ birim tanjant vektorii
t = cosh pe; + sinh e,y

dir ( O'Neill 1983).

Tanim 2.3.16

E™1 dizerinde dogal koordinatlar sistemi {uy, ug, ..., Uy, ups1} ve W = > W0, ise
E™! {izerinde

DyW =3V (W) o

vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tiirevi denir. Burada {0;|]1 <i < n}

bazi, x (E) vektor uzaymm standart bazidir (O’'Neill 1983).
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Tanim 2.3.17

M bir C*° manifold olmak tizere, M iizerindeki
Dy (M) x x (M) — x (M)

konneksiyonu,

1)DyW | V ye gore F' (M) lineerdir

i) DyW | W ya gore R lineerdir

i) Dy (fW) = (VAW + fDyW | Vf e F(M)

ozeliklerini saglayan bir doniigiimdiir. Burada f (M) = { flf M C= R} ciimle-
sidir (O'Neill 1983).

Tanim 2.3.18

Bir M yari-Riemann manifold iizerinde VX,Y, Z € x (M) igin,

1)[X,Y] =DxY — Dy X,

)X [V, Z] = (DxY, Z) + (Y, Dx 2)

sartlarmi saglayan D konneksiyonuna Levi-Civita konneksiyon denir (O’Neill
1983).

Tanim 2.3.19

En*L) yar-Oklidyen uzaym n-boyutlu bir altmanifolduna E"*! de bir hiperyiizey
denir (O’Neill 1983)

Tanim 2.3.20

E' de yan-Oklidyen hiperytizey M, E7"™ iizerinde Levi-Civita konneksiyonu D

ve birim normal vektor alan1 N olmak iizere,

St x(M)x x(M) —  x(M)
X — S(X)= DxN
lineer doniigiimiine sekil operatorii denir (O’Neill 1983).
Tanmim 2.3.21
E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M ve M nin sekil operatorii S olmak

tizere, P € M icin,
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K (P)=cdetSp

biciminde tamimlanan K (P) sayisina, M yiizeyinin P noktasindaki Gauss egriligi,
K : M — R fonksiyonuna da M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. Bu-
rada ¢ = (N, N) = £1 dir. N, M yiizeyinin normal vektor alanidir (O’Neill 1983).
Tanim 2.3.22

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda semi-Riemann manifold M nin bir ortonormal

bazi {e1, e5} olmak iizere,

1
H =2 (a1l {er,e1) + el {ez, e2)

veya

1.2
H = 5 Zé‘l[I <ei7€i>
i=1

dir. Burada ¢; = (e;, ¢;) ve 11, M nin ikinci temel formudur (O'Neill 1983).
Tanim 2.3.23
M, E*! de bir yar-Oklidyen hiperyiizey ve M nin birim normal vektor alam N
olmak {izere,
f: M — M
P — f(P)= P+rNp

olacak sekilde f fonksiyonu varsa M hiperyiizeyine, M nin bir paralel hiperyiizeyi
denir (Gorgiilii ve Coken 1995).
Teorem 2.3.3

M ve M, E?*" de yar1 Oklidyen hiperyiizeyler olmak iizere X € x (M) ve X €

X (M) vektor alanlari,

n+1 8

X = Zl bia—xl

ve il 5
X=) b

i=1 O,



dir.V P € M igin

olmak iizere,
1) f.(X) =7+TW
2)S (f. (X)) = 5(X)

dir(Gorgiilii ve Coken 1995).
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3. E"t! OKLID UZAYINDA BiR PARALEL HiPERYUZEYIN EGRIi-
LIKLERI

3.1 E"! Oklid Uzayinda Bir Paralel Hiperyiizeyin Egrilikleri Arasindaki

Bagintilar

Teorem 3.1.1
M C EP yiizeyinin bir paralel yiizeyi M ve P € M noktasindaki M nin Gauss ve
ortalama egrilikleri, sirasiyla, K ve H olmak iizere f (P) € M noktasindaki M nin

Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasi ile,

Ko 1
1+7H +rK
ve
7o H+2rK
14+rH+r2K

dir( Hacisalihoglu 2000 ) .

Teorem 3.1.2

E™1 de M ye paralel hiperyiizey M olmak iizere, P € M noktasinda M nin asli
egrilikleri ky ,ky, k3 ..., k, ise f (P) € M noktasinda M nin Gauss egriligi

K = -
ve ortalama egriligi
N
H —
1=1 1+ rkz

dir(Gorgiilii 1979 ).
Teorem 3.1.3
K j(") yardimiyla E(n) in hesaplanmasi

E™1 de M ye paralel hiperyiizey M olmak tizere kj , 1 <35 <n, M nin bir P

noktasinda yonlendirilmis X; lerin asli egrilikleridir. M nin sekil operatérii S olmak
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tizere f : M — M paralel doniisiimii f, doniisiimii ise

— k1
S(feX1) = « (X
(F.X) = (%)
S(AXa) = 2 f(X)
* 2 B 1"‘7”]{?2 * 2
SUX) = o f(X)
*<xAn 1—|—7”/{3n * n
dir. Boylece
k.
*X - J * bl 1 < < bl
S (f:X;) l—i—Tkjf( 7) J=n
olur. Burada
— k;j
I 1 + T‘kj
M nin asli egriligidir.
M nin yiiksek mertebeden Gauss egriliklerinin
K= Y
j=1
KZ(n) = Z kjlkj2
J1<j2=1
KM = > kukyky,

J1<g2<...<jp=1

n

K = 1k

Jj=1

oldugunu biliyoruz. k;, , M tizerinde j. asli egrilik fonksiyonunu gosterir, 1 < j, < n.

[

K™ ve K™, M nin , sirasiyla, ortalama egrilik ve Gauss egrilik fonksiyonlaridur.
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Benzer yolla M nin yiiksek mertebeden Gauss egrilikleri

K = Yk
j=1

F(”) - Z EhEJz
J1<j2=1
K,” = Z kj k.,

J1<j2<...<jp=1

K = 11k
j=1

J

seklinde tanimlanir ( Hassan ve Hacisalihoglu 1998 ).
Teorem 3.1.4

E™*! de bir hiperytizey M nin asli egrilik fonksiyonlar: ve yiiksek mertebeden Gauss

egrilikleri arasindaki iligki asagidaki gibidir.

a) K\ + kypyy = KPHY 1<p+1<n
b) K ki1 = K53 1<p+1<n

¢) KP 4kt KP = KPPV 1<pt1<n
( Hassan ve Hacisalihoglu 1998)
ispat

a)Tamma gore

K = ki4ky+ .. +k 1<p<n
KPP = kb kg + o+ k4

- K{p) + kp+1

dir.
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b)
EP = > kykpky, , 1<p<n

J1<j2<...<jp=1

esitligin her iki tarafi k,.; ile carpilarak,

p
KWk, = S kikjk, | kpa
711<72<...<Jp
P
- Z kj1kj2"'kjp'kp+1
J1<g2<...<Jp
p+1

= E ki kjy .. ki ki
J1<j2<...<Jp+1

— (p+1)
- Kpﬁl

bulunur.

c)

Tanmimdan faydalanarak

J1<j2<...<jr=1

p
KPH = ( S kpkyky,

J1<j2<...<jr=1

p+1
K@) = ( > kyk @)

p

- S kpkpky | B

J1<je<...<jr—1=1

= Kﬁp) + Kr(zi)lkpﬂ

esitligi elde edilir.

Bu teoremde Kfp ) ve Kr(p +1) ayni manifold iizerinde tanimlanmaz. Orneé;in Kﬁp )
ve Kﬁp H), sirasiyla, p boyutlu ve p + 1 boyutlu manifoldlar iizerinde tanimlanirlar.
(p+ 1) boyutlu uzay p boyutlu uzayi icerdigi igin manifoldlarin her noktasinda bu

fonksiyonlardaki hesaplamalar kullanilabilir(Hassan ve Hacisalihoglu 1998).
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3.2.E""! de Bir Paralel Hiperyiizeyin Yiiksek Mertebeden Gauss Egri-
likleri

Teorem 3.2.1
E™1 de M ye paralel hiperyiizey M olmak iizere, her bir s dogal sayisi icin, 1 <

s<n, K s(n) ve Kin), sirasiyla, M ve M nin Gauss egriliklerini belirtir ve

Z": i(i=1)...(i=s+1) s pr(n)

s!

14+ S riK™
=1

dir. (Hassan ve Hacisalihoglu 1998 ).

ispat:

Ispatin tamami tiimevarim yontemi ile iki adimda yapilir.

1. Adim

Asagidaki durumlar i¢in teoremin dogru oldugunu gostermeliyiz.
i)s=1ven=1n=2n=3

ii)s=2 ven=2n=3n=4

iii) s=3ven=3n=4,n=>5

i)s=1, n=1 igin,

.
Il
—

14 T]Cl
KW
1+ TK{I)

1
Sirtk Y
=1

1
1+ riKi(l)
i=1
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s=1, n=2 icin,

K
ves=1 n=3 igin
K
esitlikleri saglanir.
iil) s=2, n=2 igin,
Ky =

2
>k

j=1
ki + ko

K + ke
2
irit @
2z i
2 2
1+ > r’Ki( )

=1

kj

J
k4 ko + ks

3
=1

K ks

3
ir K

7

3
1+ S riK®
=1

1=




s =2, n=3 igin,

ve s =2, n=4 icin,

esitlikleri saglanir.
iii)

s=3, n=3 igin,

3
—(3) - —
K2 = Z kjl ka
J1<j2=1
- ElEQ + E1E3 + E2E3

--(2) ks =)
= K — 2 K
2 1 + T]fg !

l(i2—! 1) Tif2Ki(3)

3.
=

()

3
1+ > riKi(?’)

=1

4

Y Fikg
J1<j2=1
kiko + kiks + kiky + koks 4 koky + ksky
—=(3) ks —@)
K - K

2 +1—|—T‘/€4 !

S D 2 g0
i=1

T

2 [

4
1+ riKi(4)
izl

J1<ja<ja=1
= kikoks
K
1+ rKfS) + 7“2K§3) + r3K3(,3)

§ H=D(6-2) s g (9
1=3

3
1+ r"Ki(S)

=1
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s=3, n=4 icin,

ve s =3, n =05 icin,

esitlikleri saglanir.

2. Adim

4
= Z kjl k]é k]'3
J1<j2<js=1
- E1E2E3 + E1E3E4 + E2E3E4 + E1E2E4
=(3) ki =)
Y L ¢
s F 141k, 2

i i(i—l)'(i—Q) Ti73K4(4)
3! 2

1=3

4
1+ riKZ-(4)

=1

5
E : kjl kjé kjs
J1<j2<js=1

kikoks + kikoky + kikoks + kikskq + k1ksks

+hkaks 4 kokaks + koksky + koksks + kakaks
—(4) ks —@)

K — P K

3 + 1 —|— ’I"k5 2

5 . . .
Z i(i—1)(i—2) T273K'(5)

3! %
=3

5
1+ riKi(‘r))

=1

Simdi ise teoremin s = ¢ ve n = p icin dogru oldugunu kabul edip s = gven =p+1

icin de dogru oldugunu

gosterelim. Yani

z”: 006 1) g e 9)
q!

i
=P 1=q
K, =

)
1+ZT2KZ-p

=1
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ve
Z i(i—1)...(i—g+1) i qK(P+1)

q!

?(erl) _i=q
q p+1 1)
1+ Z rK, (p+

oldugunu gosterelim.
7 +1) _ 7=(p) kpy1 =)
K =K —K
a a + 1+ T]{?p+1 g1

esitliginde K é’i)l ve K(gp ) degerleri yerlerine yazilarak,

$° D) g e 0)

q!

L)
1+ > rK"
i=1
zp: i(i— 1() i Q+2)Tz q+1K(p)
q—

k -+ = 1
1% q—
+

1+ ki L4 Sk

=1

elde edilir.
Payda esitlenilerek

(Hrkpﬂ)z—’“ D
(p+1) i=q ¢

P
1+rkyq) (14 S riK®
P+ — i

p . )
kp—l—l Z z(zfl).,.(zfq+2)T17q+1Ki(p)

—1!
el (g—1)

p
(1 + 7kpi1) (1 +3 rinm)

=1

=
|

+

bulunur. Esitlik diizenlenildiginde
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p

Z l("*l)”(l*qul),rz—in(p) + Tkp+1 Z i(i—1)...(i—q+1) Tz—qK_(P)

—=(p+1) =g “ i—g ¢ ‘
Kq - p . ( ) P ) ( )
1+ > r K +rkyyr +rkpr Y K
i=1 i=1
P . ,
Fpy1 D2 Himd)..o 1(),;"_(1)1%2) rlquKi(p)
i=q—1
" L i) L i)
1 + Z TZKi + Tkp+1 + Tk:p-i-l Z TZKi
i=1 i=1

olur. Denklemin paymda K + kp+1.K£Zi)1 = K'Y egitligi kullamlarak

i(i—l)---(i—q+1)Tz'—in(p)_|_kp+1 i i(i—l)---(i—q+2)ri—q+1Ki(p)

F(PJFU _i=q ¢ i=q—1 (a=1)!
q o P () P ®)
L+ > r K" + rkyyr + rkppr Y, K
i=1 i=1
P . ,
rkp i1 Z l(lfl)-;l(!%qul)Tzqui(p)
i=q
e i 7 ) e )
1+ er K" 4 rkpp1 + rkpa er K,
1= 1=
1 Pii-1)...(i— i
Kéer ) +Tkp+1;1 (i—=1) q(! qul)T in(p)
- P A
Z Z(l_l)“(}(lz_QH)TFin(p)
i=q
bulunur. K% ).kpﬂ = K;’:{l) esitligini kullanarak
p—1 ) )
. K(gp-i-l) + z (z+1)z(z—1q)!...(z—q+2)Tzfq+1Ki(_1')_-i-1)
K((jﬁ+ ) _ i=q
N i) L)
Lt | kpy1 + kpa DK + > 1K,
i=1 i=1
.\ (p+1)p(p—3~(p—q+2) rp—aq+l1 K}()zrgl)

p p
147 <k,,+1 + iy Y rinf”>> + iKY
=1 =1

1=
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ve

p=1 . ) )
Kép—O—l) + Z (z+1)1(171)...(27q+2)rl_q_y_lKi(i-;l)

r— q!
F(P-H) o i=q
I B y B 1 1
1+ rKprr ) + Z THlKi(_ZS ) + rp+1K(§TE )
i=1
(p+1)p(p—1?---(p—q+2) rp—qﬂK(z_ﬁl)
+ q! V4
p—1
LK S G
elde edilir. Bu esitlik
: q! i
(p+1) _ =4
K= " Yil i fg @D
i=1 !

oldugunu gosterir. Bu durum igin ispat tamamlanmis olur.

Son egitlikte ¢ = s ve n = p+ 1 yazilarak

Z i(ifl).;(!iferl) T’i_sKi(n)

1+ > riK™
=1

bulunur.
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4.E""'de BiR PARALEL HiPERYUZEYIN EGRILIKLERI

4.1 E!"'de Bir Paralel Hiperyiizeyin Egrilikleri Arasindaki Bagintilar

Teorem 4.1.1

M , E¥ Minkowski uzaymda M nin bir paralel yiizeyi olmak iizere, P € M nok-
tasinda M nin Gauss ve ortalama egrilikleri , sirasiyla, K ve H, f(P) € M nok-
tasindaki Gauss ve ortalama egrilikleri de, sirasiyla, K ve H olmak iizere,

i) Np zaman benzeri ise

— K
K —
14+2rH —r2K
_ H—-—rK
H =
14+ 2rH — 2K
dir.
ii) Np uzay benzeri ise
_ K
K —
14+ 2rH +r2K
T - H+rK
1+2rH +r2K
dir.
ispat

Np zaman benzeri vektor ise N,|s,) de zaman benzeridir. [N p]" = T (P) tanjant
uzayl da uzay benzeri alt uzay olur. P € M noktasinda M nin asli egrilikleri %
ve ky ve bunlara kargihk gelen asli egrilik dogrultular da X; ve X5 ise {X1, Xo}

ortonormal bazina gore S nin matrisi
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olup, e = (N, N) = =1 ve S(X1) = k1 X1 , S(X3) = kX, dur.

K = edetS
= —kiky

ve

1 2
= — Z 6111 (XzaXz)

i=1
olur. Ty (P) tanjant uzaymda X; ler uzay benzeri, yani ¢; = (X;, X;) = 1 oldugun-

dan

Mm
:
=
B

@
Il
—

s
o
)
s
s

1
—

(S(X1), X1) +e2(S(X2), X2)}

{
{5 (X1), X0) + (5 (X5), Xo)}
{

ki + ko}

NN RN~ N~ N -

dir. M nin f (P) noktasindaki asli egrilik dogrultulari da f. (X;) ve f. (X2) olur.
Ustelik

SUL00) = Tt (%)
S(.06) = (%)

dir. Dolayisiyla {f, (X1), f. (X2)} bazma gore S nin matrisi

k1
g — 1+rkq Ii)
2
O 1+7rke
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dir. € = <N, N> = —1 oldugundan

K = edetS
—ky ks
14+rki 1+ 1rky
—k1kso
1+ rky +rke + 12k ks
K

2 (3 +r3 (k1 + ko) + 372 (ki ko))

olur. Bu durumda
K

1+2rH —r2K

K =

bulunur. X; ler uzay benzeri oldugundan

(e (X e (X)) Ly = (K4S (0, X0+ 1S 00))
= (X, +rkX, Xi +7k:X0) |,
= (Xi, X} |p + 27k (X, Xi) |, + 72K (X, Xa) |,
= 14 2rk; +1?

== (1 + 7"]{'2')2

dir. Dolaywsiyla (f. (X;), f« (X;)) > 0 oldugundan f. (X;) ler de uzay benzeridir.
Burada {f. (X1), f« (X2)} baz ortogonaldir. Bu bazi ortonormallegtirirsek

I (XDl = VI (X), fo (X0))]
= /(1 +rk)?

dir. Burada

{ fo(X1) S (X) }

‘1 —|—7’]€1|7 ’1 +7’]€2|
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ortonormal bazi elde edilir. Buna gore

fiT <\1+rki|’|1+rk,~|>

1
= (e U 09000
1 2

1

bulunur. Bu baz kullanilarak, H ortalama egriligi,

— ([ (X)) [ (XG)

- iy

2=

12 /o f«(Xi) fe (X3)
n §;<S(\1+rki|)’|l+rki|>

1 2

2

1

2

=1 (1 +17’k-)2 (1 flrk;z) (fe (X3) . fi (X3))

olarak hesaplanir. Buradan da

k1 n ko
1 -+ 7’]€1 1 + T]fg

ki (1 4+ rks) ko (14 rky)

(1 +rk (1+7rky)  1+7rk(1+4 Tk1)>
ky + ko 4 27k ko

(1 + ki 4+ rky + T2k1]€2)

(k1 + k2) + rk1ks)

1+2rH —r2K

H—-—rK
14+2rH —r2K

H =

o= NI~ NI~ N -

elde edilir.
ii)

Np uzay benzeri vektor ise N, |f(,) de uzay benzeridir. [V p|" = Ty (P) tanjant uzay

da zaman benzeri alt uzay olur. P € M noktasinda M nin asli egrilikleri k; ve ko
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ve bunlara karsilik gelen asli egrilik dogrultular: da X; ve X5 olsun. Bu durumda

{X1, X5} ortonormal bazina gore S nin matrisi

ki 0
0 ko

S:

Ohlp, g = <N, N> =1ve S(X1> = lel s S(XQ) = kQXQ dir.

K = edetS
= kiky

ve

1 .2
i=1

olur. Ty (P) tanjant uzaymda X; lerden biri zaman benzeridir. X5 zaman benzeri

olsun. g1 = (X3, X3) = +1 ve g5 = (X35, X3) = —1 oldugundan

Mw

N
I
—

M
o
)
s
s

N
I
—

eiki <Xi7 Xi>

N
I
—

(e1k1 (X1, X1) + e2ka (Xo, Xo))

(k1 + ko)

Il
NN~ NI~ N~ N
e

dir. M nin f (P) noktasindaki asli egrilik dogrultular: da f. (X)) ve f. (Xs) olur.
Ustelik

SU.00) = ()
S(.06) = (%)
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dir. Dolayisiyla {f. (X1), f. (X2)} bazina gore S nin matrisi

k1
g — 14+rkq1 ]i)
2
O 1+rke

olup, € = <N, N> = 1 oldugundan

K = edetS
k1 ko
14+rki 1+ 1k
k1ks
1+ rky +rke + 12k ks
K

2 (3 + 71 (ki + ko) + 102 (kaks))

olur. Bu durumda
K

14+2rH +r2K

K =

bulunur. X5 ler zaman benzeri oldugundan

(o () £ () gy = (Ko +75 (00). X +75 (X)) Lo
= (Xo+rkoXo, Xo + 1k X0) |,
= (Xo, Xo) |p + 2rks (Xo, Xo) |, + 72k3 (X3, Xo) |,
= —1—2rky— 7"2163

= — (1 + Tk’g)Q

dir. Dolaysiyla (f. (X;), f« (X;)) < 0 oldugundan f, (X5) ler de zaman benzeridir.
Burada {f. (X1), f« (X2)} baz1 ortogonaldir. Bu bazi ortonormallestirirsek

I GO = VI (), £ (X))
= (1—|—’f‘k/’7’)2
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dir. Burada

{ fo(X1) S (X) }

‘1 —|—7’k1|7 ’1 +7"]€2|

ortonormal bazi elde edilir. Buna gore

g1 =

€2

bulunur. Bu baz kullanilarak

H

NS

~
[y

IoN

s
I
—

0

s
Il

—_

5

N~ N~ N~ N
-
Il
—_

IoN

T k)2 (14 k)

< fo(Xy) (X)) >
11+ k| |1+ k]

1
k) (f« (X1), fu (X1))

1
m (]_ + Tk1)2
1

1
X5)
’1—1—7"%2

(1 ‘l"l“k?g)
1

(1 + 7“]{72)2

fe (Xa) >

|1+ rko|
<f (X2) ) f* (X2)>

(1+7rky)? = —1

, H ortalama egriligi hesaplanir.

[ (Xi)

fe (X3) )

z[ )
c (|1 ki) L+ k]

5 ()

fo (X3) >

! (X,

ki

—_
+
3

&
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buradan da

kl 2
1‘|‘7”]{?1 1—|—’f‘k’2

( (14 k) ky (14 7ky)
g )

L+7rky (1 +71ky) 1471k (14 1k)
k1 + ko + 2rkiks
1+ rki+rks + r2k1k2)
(k1 + ko) + rkik2)

14+ 2rH + 2K
H+rK

14+ 2rH + 2K

1
2
1
2
1
2
1
2

elde edilir.

Teorem 4.1.2

M, E7*! Lorentz uzaymda M ye paralel bir hiperyiizey olmak iizere P € M nok-
tasinda M nin asli egrilikleri ky ko, k3...., k, ve f (P) € M noktasimda M nin Gauss

ve ortalama egrilikleri ise K ve H,
e=(N,N) =+l

olmak iizere,

_ no
o 5};[1 1 + 7"]{?1
ve
— 1 k;
H=— :
n 1:231 1+rk;
dir.
ispat

P € M noktasinda M nin asli egrilikleri %y, ko, ..., k, ve buna karsilik gelen asli
egrilik dogrultulart X, X, ..., X,, ise,

i)

N, zaman benzeri vektor ise Nv|¢py zaman benzeridir.

[N p]L = Ty (p) tanjant uzay:r uzay benzeri altuzay olur.
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Ayrica X1, ..., X, asli egrilik dogrultular: oldugundan

S(Xl) = k’le
S(Xg) = k’zXz
S(X,) = k. X,

dir ve f.(X1), fi(X2),..., fo(X,) de f(P) € M noktasindaki asli egrilik dogrul-

tularidir. Buna gore

SUL(0) = e ()
_ k.,
(7 (4)) = e+ ()

yazilabilir. {f * (X1), f * (X32), ..., f * (X,,)} baz vektorlerine gore S nin matrisi

_ N _
L0
ko
0 2 .. 0
kn
I 0 ) e TR
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olarak bulunur. Burada ¢ = <N , N > = —1 oldugundan

K = edetS

elde edilir.
{f = (X1), f*(X2), ..., f * (X,)} bazim ortonormallegtirirsek

{f*(XO f*(Xw}

1+ rka] 7 L+ |

bazi elde edilir.

8_<fﬂ&)fﬂ&»_1
e |]_+7“]€Z|7|1—|—’I"k’l| N

oldugundan
Ao B ()
B0 ﬁ:(iz)\>
_ %Zﬁw X)), f (X))
= %éu —|—1rk:) <1firkif*(Xi)’f*(Xi)>
- %g;(+iky1fik<f*ﬂ&%f*0&»
bulunur.
ii)

Np uzay benzeri vektor ise Nr|sp) uzay1 uzay benzeridir. [N p]" = T (P) tanjant

uzayl zaman benzeri altuzay olur. T)/(P) de X; lerin biri zaman benzeridir. X,
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zaman benzeri olsun. Burada ¢ = <N, N> = 1 oldugundan

K = edetS

dir.

X, zaman benzeri oldugundan f x (X,,) zaman benzeridir. O halde

6i_<f*(Xi) f*(X‘)> 1

1+ k|’ |1+ rk;

ve
- :<f*(Xn> f*(Xn)>:_1
" |1+ rky|” |1+ 7k,
oldugundan
— o la —(fx(X) (X))
H o= ﬁEﬁ”(uwm |1+rk|)
- ﬁ;gl<s<|1+rki\)’|1+7“ki|>
_1¢ 1 ki X X
=SSP Lk (K (X0)
B 1 n—=1 1 k; X X
= TR T o, (DT ()
1 kn
T AT ((F (X)), £ (X))
1 n
- EZ;(HM)
bulunur.
Tanim 4.1.1

E?* de bir hiperyiizey M ve P € M noktasindaki tanjant vektorlerin ciimlesi

Ty (P) olmak iizere

Sp : Tar (P) — Tar (P)
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sekil operatorii verilsin. P € M deki Sp doniigiimiine kargilik gelen karakteristik

degerler ky, ko, ..., k, ve ¢; = +1, ise Sp nin karakteristik polinomu

Kin) (k’l, k’g, ceey k/’n) = €1l€1 + Z Eiki

=2
Kén) (klvk27 akn) = Z Ezkzk] + Z 57,]{,'1]6']
i=1(j i#1(j
K (ki kg ka) = 3 ekikke+ > eikiksk,
— A1

K" (ky kg, oo ky) = a1 [ ks

olmak iizere

Pspy (k) = " + (1) KMk 4 4 (=1)" K™

n

dir. Burada K, Ko, ..., K,, fonksiyonlarina M hiperyiizeyinin yiliksek mertebeden
Gauss anlaminda egrilikleri denir.

Teorem 4.1.3

M, E?*' de bir hiperyiizey olsun. M nin asli egrilik fonksiyonlar ve yiiksek mer-

tebeden Gauss egrilikleri arasindaki iligski agsagidaki gibidir.

a) K" + kyyn = K" 1<p+1l<n
b) K kypyr = K&V 1<p+1<n

¢) K + ki K = K 1<p+1<n
ispat

a)

i)

Asli egrilik dogrultular olarak bilinen X; ler uzay benzeri ise ; = (X;, X;4) = +1
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dir. Tanima gore

K = k4ky+ .. +k 1<p<n
K2 — ke kg4 4k + ks

K](-p‘f’l) — K](-p) + kp+1

elde edilir.
ii)

Asli egrilik dogrultular olarak bilinen X; lerden biri zaman benzeridir. X; zaman

benzeri olsun. £, = (X7, X;) = —1 dir.Tanima gore
KP = —kit+h+..+k lspsn
K'Y = K + ki

elde edilir.
b)
i)

X; zaman benzeri ise ¢; = (X, X;) = +1 dir.

p p
K® = S kpkpky, o+ > kpkyok, o, 1<p<n
J1=1<g2<...<Jp J2<...<Jp
p
= ) kukyky,
J1<g2<...<Jp
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esitliginin her iki tarafi k,, ile carpilirsa

p
KPkyer = Z kjkjekiy | Kpia
11<72<...<Jp
p
- Z kj1kj2"'kjp'kp+1
J1<j2<...<Jp
p+1

= S kykyeki k.,

J1<j2<...<Jp+1

(p+1)
K

bulunur.

ii)

X; lerden biri zaman benzeridir. X; zaman benzeri olsun. e, = (X3, X;) = —1 dur.

p p
KW =— N kykjk, + Y kpkjk, . 1<p<mn
J1=1<j2<...<jp Jo<...<Jjp

esitligin her iki tarafi k,,; ile garpilirsa,

p p
KPkpo = (= Y kikpeki ot D kpkieeky, | K
J1<g2<...<Jp j2<...<jp
p p
= Z kj kj?"'kjp—lkjp+1+ Z kakj3"'kjp k.jp+1
71<J2<...<Jp J2<...<Jp
_ (p+1)
o Kpﬁl

bulunur.

46



c)
i)

X; uzay benzeri vektor ise g; = (X;, X;) = +1 olmak iizere

p p+1
KoY = Yo kukpeki Y Kukgek
J1=1<g2<...<jr J2<...<jr
p
D DR N
J1<j2<...<jr
p
- S kpkpky | B

J1<j2<..<jr—1=1

= Kﬁp) + Kr(zi)lkp—kl

dir.
ii)
X zaman benzeri vektor olsun €1 = (X7, X;) = —1 dir ve
P p+1
KV = — 3" kkgeki ) kkgek,
J1<j2< . <Jir J2<o.<Jr
P P
KD = — N kykyaky Y ik k,
J<ja<...<jr J2<...<jr
P p+1
= D knkpeka Y Rk, | kpa
J1<je2<...<jr—1 J2<..<jr—1
= KP4+ K ki

elde edilir.

4.2 E'"™ de Bir Paralel Hiperyiizeyin Yiiksek Mertebeden Gauss Egri-
likleri

Teorem 4.2.1

M ve M , E}" de paralel iki hiperyiizey olsun. Her bir s dogal sayisi igin ,
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1<s<n. K™ ve Kin) sirastyla , M ve M nin Gauss egriliklerini belirtir ve

Z i(i—1)...(i—s+1) Ti_sK(n)

s! %

1+ riKi(n)
i=1

dir.

ispat

a)

X; uzay benzeri vektor olsun. ¢; = (X;, X;) = +1 olmak {izere ispatin tamami
tiimevarim yontemi ile iki adimda yapilir.

1. Adim

Asagidaki durumlar icin teoremin dogru oldugu gosterelim.
i)s=1ven=1n=2n=3

ii)s=2 ven=2n=3n=4
iii)s=3ven=3n=4n=>5

i)

s=1, n=1 icin,

[
Il
—

1+ rk
K
1+ rKfl)

1
Z ”,sz(l)
i=1

1
1+ r"Ki(l)

=1
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s=1, n=2 icin,

K
ve s =1, n=3 icin,
K
elde edilir.
ii) s=2, n=2 igin,
Ky =

2

>k
j=1

k1 + ko
K94 T
i irit @

%
=1

2
1+ > riKi(2)

=1

3
> H

j=1
ky 4 ko + ks
K ks
3
irtlK Z.(?’)

3
1+ riKZ.(?’)
1

(2




s=2, n=3 icin,

3
—(3) -
K2 = Z kjl ka
J1<j2=1
== ElEQ —+ E1E3 -+ Eg%g

——(2) ks —@)
= K — 2 K
2 + 1+ T]fg !

l(i2—! 1) Tif2Ki(3)

3.
=

()

3
1+ > riKi(?’)

i=1
ve s =2, n=4 i¢in

4

724) - Z _jl EjQ

J1<j2=1
= kika + kiks + kika + koks + Kok + ksky
ki =)
—K
1+ T'k4 !

SO D) 2
i=1

T

—(3

2 7

4
1+ > rik®
i=1

bulunur.
iii)

s=3, n=3 icin,

—(3) o
K3 = Z kjl ka kj:;
J1<j2<g3=1
= kikaks
3
K
1+ rK® 42K 43

S 62 i3 )
=3

3
1+ r"Ki(?’)

=1
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s=3, n=4 icin,

4
—(4) — — —
Ky" = Z kjl k]é k]'3
J1<j2<js=1
- ElEgzg + E1E3E4 + E2E3E4 + E1E2E4
=(3) ki =)
= K —K
s F 141k, 2

i i(i—l)'(i—Q) ring'(4)
3! 2

1=3

4
1+ 7‘in4)
i=1

ves=3, n=>5 icin

5

—(5) - - —
Ky" = Z kjl k]é k]'3

J1<g2<js=1

- E1E2E3 + E1E2E4 + k1k2k5 + k1k3k4 + E1E3E5

+E1E4E5 + EQE;LEE’) + EQE?,E;L + k2k3k5 + k3k4k5
—(4) ks —@)

= K -~ K

3 1+rks 2

5 . ) )
3 =D i3 (9
=3

5
1+ riKi(5)

i=1

elde edilir.

2.Adim

Teoremin s = g ve n = p icin dogru oldugu kabul edilip s = ¢ ve n = p + 1 igin de
dogru oldugu gosterilir. Yani

3 i(i—l)---(i—q+1)ri—in(p)

q!

)
1+ZT’KZ-p

=1

ve N
% i(i—l)...(i—q—l—l)Tiqu'(p-i-l)

q! v

F((ZP-H) _ i=q

Pt

1+ 3 ik
i=1

o1



oldugu gosterilir.
T=(p+1) _ 5=(p) kpr1 —)
K =K —K
1 1 1471k, -1

esitliginde K ( )1 ve Kj K® degerlerinin yerine yazilmasi ile

p . . .
z(zfl)..(.l(!zfq+1) ri—a Ki(p)

)
1+ZrlKip

=1

3 il Do) it 0
q

)
1+ Y riK;"
=1

ve

(1+7“kp+ )Zl(z .. (Z q+1) ri= qK(p)
P+ _ i=q

p
(1+rkps1) (1 + > TiKZ-(p))
=1

P . . .
kp—l—l Z i(i—1)...(i—q+2) TZ_Q+1KZ»(p)

—1!
Pl (¢—1)

p
(i) (14 £ K0

i=1

=

+

elde edelir. Esitlik diizenlenilir ise

Z i(i—1). q('1 q+1) z qK(p) + T]{J Z z(ifl)..(.l(!iquLl)Tl;in(p)

F(P‘H) . i=q i=q
B D) L e
L4+ > K" +rkpy + rkppr > r K
i=1 i=1
p . .
karl Z i(d 1()é~_(i)!Q+2)rz—q+1Ki(P)
i=q—1
M () 5 i)
L+ > rKY 4+ rkyy +rkpp ) K
=1 =1

02



olur. K + ka.Kyi)l = kY esitligi kullanilarak

S MDelizat) pimg @) | gy A Denlingt) i o 0)

—(p+1) . i=q ¢ i=q—1 (a—1)!
R = A L)
1+ > r K +rkyyy +rkpr Y iKY
=1 =1
p ) ,
Tkp+1 Z z(z—l)..(.](!z—q-i-l)rz—in(P)
i=q
" ) Ly i)
14+ Y riK" +rkppr +rkppr ) riK,
3 =1

=1

p .. . .
Kép'i'l) + Tkp+1 Z Z(Z_l)“(‘](!z_q'i'l),r.l*in(p)

1=q

> )i 1) i )
i=q

elde edilir. K,ﬁp ).kp+1 = Kzgﬂtl)egitligri yerine yazilarak diizenleme yapilir ise

p—1 = . )
Kép-i—l) s (z+1)1(271)...(27q+2)Tz—q—‘,—lKZ‘(ﬁ‘;l)

1 — q!
F(’H ) i=q
! L i@ L i)
L+r (k’p+1 + kpr1 ) TG > + KT
i=1 i=1
.\ (p+1)p(p72?~-(pfq+2) yp—a+l K;z:;l)
p p
147 (kpﬂ Y rinp)) + Y iKY
=1 =1
bulunur ve
KO | ”f (UGl i D)
?((JP-H) _ i=q )

7

p—1
1+ TKprrl) + Zl T’i+1K~(f_Tl) + Tp+1K(§z:;1)

(p+1)p(p—;?~-(p—q+2) yp—a+l KI(,TEI)

_l’_
p—1
1+rKP 4 ) rir L BT ot (D
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olur. Bu esitlik ise

p+1 . )
Z z(z—l)..(.](!z—q—i—l) Tlqui(p-i-l)
(p+1) _ =4
qu ) — T
1+ > TiKi(pH)
i=1

oldugunu gosterir. Bu durum igin ispat tamamlanmig olur. Son egitlikte ¢ = s ve

n = p+ 1 yazilarak
Z i(ifl)..;(!iferl)Tz‘—sKi(")

1+ > rik™
i=1

elde edilir ve teorem ispatlanmig olur.

b)

X; lerden biri zaman benzeridir. X; zaman benzeri olsun. ¢; = (X;,X;) = —1
olmak {izere ispatin tamami tiimevarim yontemi ile iki adimda yapilir.

1. Adim

Asgagidaki durumlar i¢in teoremin dogru oldugunu gosterelim.
i)s=1ven=1,n=2n=3

iil)s=2 ven=2n=3n=4

ili)s=3ven=3n=4n=5

i)

s=1, n=1 i¢in

o4



s=1, n=2 i¢in

ves=1, n=3 icin

dir.

ii) s=2, n=2 igin




s=2, n=3 i¢in

=(3) - =
K, = Z ki ks,

J1<g2=1

= _E1E2_%1E3+E2E3
— k _

- KY 4B R

1 + Tk'g 1
3 .
Zl Z(12—!1),,472[(1(3)
1+ > T’KZ»( )
i=1
ve s =2, n=4 icin
() :
K = Z kjl ka

J1<jz2=1

= —E1E2 - E1E3 - Elh + Eg%g + E2E4 + E3E4

—=(3) [ p—
= K K
2 1 + Tk4 1
4
; 1(%2—!1),,4—2[(2(4)
1+ rig®
=1
dir.
iii)
s=3, n=3 i¢in
) AN
KS = Z kjl kj2kj3
J1<j2<g3=1
- —klkgk;g
_ K{Y

1+ rng) + rQKés) + r3K§3)

$ H0=2) i3 )
=3

3
1+ r"Ki(?’)
i=1
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s=3, n=4 i¢in

4
—(4) - - —
Ky" = Z kjl kj2 kj3
J1<j2<js=1
= —E1E2E3 - E1E3E4 + Ez%gzz; - E1E2E4
(3) ks =)
= K. +—K
s+ 14+ rky 2
4

Z i(i— 1?2!(1'—2) rifg Kl(4)
=3

4
1+ > riKi(4)

=1
ve s =3, n=095Ii¢in

5
—(5) - = =
Ky = ) kukpky
J1<j2<g3=1
= —kikoks — kikoka — kikoks — kiksks — kiksks
—kikaks + kokaks + koksky + koksks + kskaks
—(4) ks —@)
= K -2 K
3 1+rks 2

$h i06-2) -3 g 6)

3! 7
=3

5
1+ riKi(5)

=1

dir.
2.Adim
Teoremin s = g ve n = p i¢in dogru oldugunu kabul edip s = ¢ ve n = p+ 1 i¢in de

dogru oldugunu gosterelim. Yani

o7



ve
Z i(i—1)...(i—g+1) i qK(P+1)

q!

——(p+1) i=q
Kq =

pt1
1+ Z rK, (p+1)

oldugunu gosterelim.
7 +1) _ 7=(p) kpy1 =)
K =K —K
a a + 1+ T]{?p+1 g1

esitliginde K é’:)l ve Kép ) degerlerinin yerlerine yazilmasi ile

$° D) g e 0)

q!

Ly i)
1+ > rK"

=1

zp: i(i=1)...(i— Q+2)Tz q+1K(p)
karl i=q—1 (a=1)!
+
L+ Fpia

1+ ZriKi(p)

=1

elde edilir.
Payda esitlenerek

(Hrkpﬂ)z—’“ D
(p+1) i=q ¢

p
(1+7rkpi1) (1 + > riKi(p))
i=1

p . )
kp—l—l Z z(zfl).,.(zfq+2)TzqurlKi(p)

—1)!
el (¢=1)

p
(1 + 7kpi1) (1 +3 rinm)

=
|

+

=1

elde edilir. Esitligin diizenlenmesi ile

Z i(i=1). q('z q+1) i— qK(P) + ks Z Z‘(i—l)--(-l(!i—q+1)Ti—in(P)

f(pﬂ) _ i=g i=q
P P
1+ > TiKi(p) + rkpi1 + ki1 Y riK®
i=1 i=1
P
Kpt1 > = 1()q (;)vq+2) " qHKz'(p)
i=q—1
T i f(P)
1+ > rZKip +rkpy1 + rhprr Y 1K
i=1 i=1
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olur. K —|—/<;p+ K ) = kY esitligi kullanilarak

p .. . p
Z (3 1)q('z g+1) z qK + kp—f—l Z i(i— 1()q (i) q+2) z q+1K(p)
F(P‘f’l) _ = i=q—1
q p p
1+ ;riKi(p) + rkpp1 + rhpia eriKi(p)
P ) ,
Tkp+1 Z z(z—l)..(.](!z—q-i-l)rz—in(P)
i=q
L i 7 ()
L+ 3K + ki + rkpia Z riK;"
=1 ]
Kép'f‘l) + ’I“kfp Z i(i—1).. (Z q+1) ri— qK( )

i=q

D) i )

q!
i=q

elde edilir. K,ﬁp ).kp+1 = KI() 1 e§1thg1 kullanilarak diizenleme yapilir ise

K(ngrl) + pi:l (i+l)i(z’—1)'...(z‘—q+2)Ti_q+1K(ler1)
(p+1) i< ’ i

- p p
1+7 (kw i D riKi(p)> + K"
1=1 =1

(p+l)p(p—;?~-(p—q+2) rp—atl K}(}{:l)

p p
1 +7r (kp+1 + kp+1 Z TiKl.(p)> —+ Z TiKi(p)
i=1

i=1

=

+

bulunur. K )+ kpyr = K fp ™ kullanirsak esitlik

KD +”§ (DI li042) i1 D)

4 q!

—=(p+1) i=q
Kq =

1+ TK(erl + Z TH.1K(Z’+1) + p+1K(p+1)

1=1
(p+D)p(p—1)...(p— Q+2)rp q+1K(p+1)
+ q'
L R+ 5 D e Y

29



olur. Bu esitlik bize

p+1 . )
Z z(z—l)..(.](!z—q—i—l) Tlqui(p-i-l)
(p+1) _ =4
qu ) — T
1+ > TiKi(pH)
i=1

oldugunu gosterir. Bu durum igin ispat tamamlanmig olur. Son esitlikte ¢ = s ve

n = p+ 1 yazarsak
Z i(ifl).;(!iferl)Tz‘—sKi(")

1+ > rik™
i=1

elde ederiz ve teorem ispatlanmis olur.
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