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1.G·IR·IŞ

(n+ 1) boyutlu Öklid uzay¬, En+1 de bir hiperyüzeyin yüksek mertebeden Gauss

e¼grilikleri bilinmektedir. Bu e¼griliklerden birisi Gauss e¼grili¼gi birisi de ortalama e¼gri-

liktir. Bunlar hiperyüzeyin şekil operatörü ile ilgilidir. En+1de bir hiperyüzey olan

M ve M ye paralel olan M nin yüksek mertebeden Gauss e¼grilikleri ise tümevar¬m

methodu ile hesaplan¬lm¬̧st¬r. Bu hesaplama yap¬l¬rken M nin asli e¼grilik fonksiy-

onlar¬ve yüksek mertebeden Gauss e¼grillikleri aras¬ndaki ili̧skiyi veren ba¼g¬nt¬lar

kullan¬lm¬̧st¬r.

Bu tezde, benzer kavramlar ve ifadeler Lorentz uzay¬ için incelenecektir. Lorentz

uzay¬nda bir paralel hiperyüzeyin e¼grilikleri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar verilecek ve bu

ba¼g¬nt¬lar kullan¬larak tümevar¬m methodu ile bir paralel hiperyüzeyin yüksek mer-

tebeden Gauss e¼grilikleri elde edilecektir.
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2.TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tan¬m 2.1.1

X bir cümle olsun. X in alt cümlelerinin bir koleksiyonu � olmak üzere, bu � kolek-

siyonu

i)X; ; 2 �

ii)8 A1; A2 2 � =) A1 \ A2 2 �

iii)Ai 2 � ; i 2 I için,
S
i2I
Ai 2 �

önermelerini sa¼gl¬yorsa, X üzerinde bir topoloji ad¬n¬al¬r

( Hac¬saliho¼glu, 2000 ).

Tan¬m 2.1.2

BirX cümlesi ve buX cümlesinin üzerinde tan¬ml¬bir � topolojisinden oluşan (X; �)

ikilisine bir topolojik uzay denir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.1.3

X; Y birer topolojik uzay olmak üzere,bir

f : X ! Y

dönüşümü sürekli, f�1mevcut ve sürekli ise bu f fonksiyonuna X den Y ye bir

homeomor�zm veya topolojik dönüşüm denir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.1.4

Bir X topolojik uzay¬n¬n P ve Q gibi farkl¬noktalar¬ için, X de, s¬ras¬ ile, P ve

Q noktalar¬n¬ içine alan AP ve AQ aç¬k altcümleleri AP \ AQ = ; olacak şekilde

bulunabilirse X topolojik uzay¬na bir Hausdor¤ uzay denir(Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.5

M bir topolojik uzay olmak üzere

i) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

ii)M nin her bir aç¬k alt cümlesi En e veya En in bir aç¬k alt cümlesine homeomorf-

tur.
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iii)M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir.

özelikleri sa¼glan¬yorsa M ye, n�boyutlu topolojik manifold veya topolojik

n�manifold denir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.1.6

n�boyutlu topolojik M manifoldunun bir P 2 M noktas¬n¬n M deki bir V aç¬k

komşulu¼gu,

' : U ! V

homeomor�zmi alt¬nda En in bir U aç¬k alt cümlesine resmedilmesi durumunda

(U;') ikilisineM nin P noktas¬ndaki bir koordinat komşulu¼gu denir(Hac¬saliho¼glu

2000 ).

Tan¬m 2.1.7

En de bir fu1; u2; :::; ung koordinat sistemi için,

' : U � En ! V �M

ve u = (u1; u2; :::; un) 2 U olmak üzere

'(u) = (u1o'
�1(P ); :::; uno'

�1(P )) = P 2 V

şeklindedir. V de bir koordinat sistemi olan fu1o'�1(P ); :::; uno'�1(P )g sistemi için,

U � En '�! V �M

Ui & . xi

R

xi = U _Io'
�1 : V ! R; 1 � i � n; koordinat fonksiyonlar¬n¬n fx1; x2; :::; xng cümle-

sine V de bir lokal koordinat sistemi denir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.1.8

n-boyutlu topolojik M manifoldunun bir aç¬k örtüsü fU�g ve U� aç¬k cümlelerinin

� indislerinin cümlesi A olmak üzere, En de U� ya bir '� homeomor�zmi alt¬nda
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homeomorf olan aç¬k cümle U� ise ortaya ç¬kan ('�; U�) haritalar¬n¬n

f('�; U�)g�2A

ailesineM nin bir atlas¬veya koordinat komşulu¼gu sistemi denir( Hac¬saliho¼glu

2000 ).

Tan¬m 2.1.9

n-boyutlu topolojik M manifoldunun bir

S = f('�;W�)j� 2 Ag

atlas¬için, W� \W� 6= � olmak üzere, 8�; � 2 A ya kaŗs¬l¬k '�� ve '�� fonksiyon-

lar¬Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir ise S ye Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilirdir

denir.

S atlas¬M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan oldu¼gu zaman S ye M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan

diferensiyellenebilir yap¬denir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.1.10

n-boyutlu topolojikM manifoldu Cr s¬n¬f¬ndan bir atlasa sahip iseM yeCr s¬n¬f¬n-

dan diferensiyellenebilir bir manifold denir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ) .

Tan¬m 2.1.11

Boş olmayan bir A cümlesi ve K cismi üzerinde bir vektör uzay¬V için,

i)8P;Q;R 2 A için f (P;Q) + f (Q;R) = f (P;R)

ii)8P 2 A ve 8� 2 V için f (P;Q) = � olacak şekilde bir tek Q 2 A noktas¬vard¬r

önermeleri do¼grulayan bir

f : A� A! V

fonksiyonu var ise A ya V ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.12

V vektör uzay¬ ile birleşen bir a�n uzay¬A olmak üzere P 2 A ve �!v 2 V için

(P;�!v ) s¬ral¬ikilisine A a�n uzay¬n¬n P 2 A noktas¬ndaki tanjant vektörü denir.

A a�n uzay¬n¬n P 2 A noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin cümlesi TA (P ) ile göster-

ilir(Hac¬saliho¼glu 2000) .
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Tan¬m 2.1.13

TA (P ) cümlesinde toplama i̧slemi

� : TA (P )� TA (P ) ! TA (P )

((P;�!v ) ; (P;�!u )) ! ((P;�!v )� (P;�!u )) = (P;�!v +�!u )

veya

(�!v P ;�!u P )! �!v P ��!u P = (�!v +�!u )P

eşitlikleri ile, skalar ile çarpma i̧slemi de

� : R� TA (P ) ! TA (P )

(@; (P;�!v )) ! @ � (P;�!v ) = (P; @�!v )

veya

(@;�!v P )! @ ��!v P = (@�!v )P

eşitlikleri ile tan¬mlan¬r. Burada R ile A n¬n birleştirildi¼gi V vektör uzay¬n¬n cismi

gösterilmektedir. Bu şekilde tan¬mlanan fTA (P ) ;�; R;+; :;�g vektör uzay¬na ,

A a�n uzay¬n¬n P 2 A noktas¬ndaki tanjant uzay¬denir ve TA (P ) ile gösterilir

(Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.1.14

M bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, M üzerinde tan¬ml¬

�orten

� : M !
S
P2M

TM (P )

1� 1

dönüşümüne,M üzerinde bir vektör alan¬denir veM üzerindeki vektör alanlar¬n¬n

cümlesi de � (M) ile gösterilir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.1.15

f : En ! R diferensiyellenebilir,
�!
Vp 2 TEn(P ) ve

�!
VP =

�!
PQ olmak üzere

�!
VP [f ] =

d

dt
(f(P1 + t(Q1 � P1); :::; Pn + t(Qn � Pn)))jt=0
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reel say¬s¬na f nin
�!
VP ye göre türevi veya f nin

�!
VP yönündeki türevi denir ve

�!
VP [f ] ile gösterilir( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Teorem 2.1.1
�!v = (�!v 1;�!v 2; :::;�!v n) 2 Rn; P 2 En ve f : En ! R bir diferensiyellenebilir

fonksiyon olmas¬durumunda

�!vP [f ] =
nP
i=1

�!v i
@f

@xi
jp

d¬r ( Hac¬saliho¼glu 2000 ):

Tan¬m 2.1.16

R nin bir aç¬k aral¬¼g¬I ve � : I ! En bir e¼gri olmak üzere 8t 2 I say¬s¬için � n¬n t ye

kaŗs¬l¬k gelen �(t) noktas¬ndaki h¬z vektörü , En in bu noktadaki �0(t) 2 TEm(�(t))

tanjant vektörüdür. Öyle ki

�0(t) =

�
d�1
dt
jt; :::;

d�n
dt
jt
�
j�(t)

d¬r ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Teorem 2.1.2

�; En de bir e¼gri ve f diferensiyellenebilir reel de¼gerli bir fonksiyon olmak üzere

�0(t) [f ] =
d(f(t))

dt
jt =

d

dt
(fo�)jt

d¬r ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.1.17

F : En ! Em bir dönüşüm ve
�!
VP 2 TEn(P ) ise

(F�)p(
�!
VP ) 2 TEm(F (P ))

de Em nin t! F (P + t
 �
V ) e¼grisinin t = 0 daki h¬z vektörü ile tan¬ml¬

(F�)P : TEn(P )! TEm(F (P ))
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fonksiyonuna, F nin P 2 En noktas¬ndaki türev dönüşümü denir ( Hac¬saliho¼glu

2000 ).

Tan¬m 2.1.18

X;Y 2 �(En) vektör alanlar¬ olmak üzere 8P 2 En için XP = (x1; :::; xn) jp 2

TEn (P ) d¬r.Y = (y1; y2; :::; yn) vektör alan¬için,

yi : E
n ! R

koordinat fonksiyonlar¬C1 s¬n¬f¬ndan, yani yi 2 C1 (En; R) ise Y nin X e göre

kovaryant türevi

DXY = (XP [y1] ; :::; XP [yn])

şeklinde tan¬mlan¬r ve bu kovaryant türev DXY ile gösterilir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.19

�(I) 2 En e¼grisi, � : I ! En dönüşümü yard¬m¬yla verilsin. F : En ! Em bir

dönüşüm olmak üzere

� = Fo� : I ! Em

bileşke fonksiyonu da Em de bir e¼gri tan¬mlar. Bu e¼griye F dönüşümü alt¬nda �(I)

e¼grisinin resmi denir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Teorem 2.1.3

F : En ! Em bir dönüşüm olmak üzere En deki �(I) e¼grisinin F alt¬ndaki resmi

�(I) ise

�0(t) = (F�(�
0))(t)

t 2 I d¬r ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Teorem 2.1.4

F = (f1; f2; :::; fm) : E
n ! Em bir dönüşüm olmak üzere En in P 2 En noktas¬ndaki

bir tanjant vektörü �!vP ise F (P ) 2 Em noktas¬ndaki F�(�!vP ) tanjant vektörü

F�(
�!vP ) =

mP
i=1

�!vP [fi]
@

@xi
jF (P )
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d¬r. Burada fx1; :::; xmg ile Em de bir koordinat sistemi gösterilmi̧stir ( Hac¬saliho¼glu

2000 ).

Tan¬m 2.1.20

F : En ! Em dönüşümünün türev dönüşümü P 2 Em için (F�)P olmak üzere,

s¬ras¬yla, TEn(P ) ve TEm (F (P )) de

� =

�
@

@x1
jP ; :::;

@

@xn
jP
�

' =

�
@

@y1
jF (P ); :::;

@

@ym
jF (P )

�

standard bazlar¬için (F�)P nin kaŗs¬l¬k geldi¼gi matris J(F; P ) ile gösterilir ve J(F; P )

matrisine ,F nin P noktas¬ndaki Jakobien matrisi ve bu matrise kaŗs¬l¬k gelen lineer

dönüşüme de F nin Jakobien dönüşümü denir.

Başka bir deyi̧sle, seçilen koordinat sistemlerine göre F nin P 2 En noktas¬ndaki

Jakobien matrisi,

J (F; P ) =

26666666664

@f1
@x1
jp : : : @f1

@xn
jp

: : : : :

: : : : :

: : : : :

@fm
@x1
jp : : : @fm

@xn
jp

37777777775
d¬r ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

2:2 Riemann Manifoldlar ve Hiperyüzey

Tan¬m 2.2.1

Bir C1 manifold M üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬ �(M) ve reel de¼gerli C1

fonksiyonlar¬n¬n halkas¬C1(M;R) olmak üzere

h; i : �(M)� �(M)! C1(M;R)

şeklinde bir iç çarp¬m tan¬ml¬ise M ye bir Riemann manifold denir. Burada, h; i
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i̧slemine M üzerinde bir iç çarp¬m, metrik tensör, Riemann metri¼gi veya diferen-

siyellenebilir metrik denir.

M bir Riemann manifoldu olmak üzere �(M) de tan¬ml¬h; i iç çarp¬m fonksiyonu,

M nin her bir tanjant uzay¬na bir iç çarp¬m indirger. X; Y 2 �(M) olmak üzere

P 2M için Xp; Yp 2 TM(P ) dir. Di¼ger taraftan,

hX; Y i 2 C1(M;R)

oldu¼gu için,

hX; Y i (P ) 2 R

d¬r. Böylece

h; i (P ) : TM(P )� TM(P )! R

fonksiyonu 8XP ; YP 2 TM(P )

hXP ; YP i = hX; Y i (P )

şeklinde tan¬mlanabilir. Burada TM(P ) nin elemanlar¬n¬�(M) den indirgenmi̧s el-

emanlar olarak görmek mümkündür.Yani, 8X 2 �(M) için XP 2 TM(P ) dir. Buna

göre h; i (P ) veya de¼gi̧sik notasyonu ile h; i jP ; TM(P ) de bir iç çarp¬m fonksiyonu olur

( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.2.2

Bir C1 manifold M üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) olmak üzere,

D : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! D(X; Y ) = DXY

dönüşümü 8X; Y; Z 2 �(M) ve 8f; g 2 C1(M;R) için,

i)DfX +gY Z = fDXZ + gDYZ

ii)DX(fY ) = fDXY + (Xf)Y

9



özelikleri sa¼glan¬yorsa D ye M manifoldu üstünde bir a�n konneksiyon ve DX e

de X e göre kovaryant türev operatörü denir ( Hac¬saliho¼glu, 2000 ).

Tan¬m 2.2.3

M bir yar¬-Riemann manifoldu ve D;M üstünde bir a�n konneksiyonu olmak üzere

1)D;C1 s¬n¬f¬ndand¬r.

2)M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y 2 �(M) için,

DXY �DYX = [X; Y ]

dir.

3)M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y; Z 2 �(M) ve 8P 2 A için

XP hY; Zi = hDXY; Zi jP + hY;DXZi jP

dir.

özelikleri sa¼glan¬yorsa, D konneksiyonuna, M üstünde bir Riemann konneksiyon

ve DX e de X e göre Riemann anlam¬nda kovaryant türev operatörü denir

(Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.2.4

En, n-boyutlu Öklid uzay¬nda boş olmayan (n � 1) boyutlu bir M cümlesine bir

yüzey veya (n� 1) yüzey denir.Öyle ki bu M cümlesi 8P 2M için

�f jP 6= 0;8P 2M

olmak üzere

M =
n
x 2 U � Enj f : U dif:bilir������! R ; f(x) = c; U bir aç¬k alt cümle

o
biçiminde tan¬mlan¬r.

En de bir (n � 1) yüzey, n > 3 olmas¬ halinde hiperyüzey olarak adland¬r¬l¬r.

Manifoldlar olarak her bir M hiperyüzeyi bir (n � 1) manifolddur ( Hac¬saliho¼glu

2000 ).
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Tan¬m 2.2.5

En+1 in bir hiperyüzeyiM ,M nin birim normal vektör alan¬N ve En+1 de Riemann

konneksiyonu D olmak üzere, her X 2 �(M) için

S(X) = DXN

şeklinde tan¬ml¬, S dönüşümüneM üzerinde şekil operatörü denir ( Hac¬saliho¼glu

2000 ) .

Teorem 2.2.1

En+1 in bir hiperyüzeyi M ve M nin şekil operatörü S olsun. Bu durumda,

i)S : x(M)! x(M)

ii)S lineer

özelikleri sa¼glan¬r ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Teorem 2.2.2

En+1 in bir hiperyüzeyi M nin şekil operatörü self adjointtir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Teorem 2.2.3

En+1 in bir hiperyüzeyi M nin şekil operatörü S ise � (M) deki herhangi bir baza

göre S nin matrisi simetriktir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Tan¬m 2.2.6

En+1 in bir M hiperyüzeyi üzerinde q. temel form, 1 � q � n+ 1

Iq : �(M)� �(M) ! C1(M;R)

(X;Y ) ! Iq (X; Y ) = hSq�1 (X) ; Y i

şeklinde tan¬ml¬Iq fonksiyonudur( Hac¬saliho¼glu 2000 ) .

Tan¬m 2.2.7

En+1 de bir hiperyüzeyM nin bir P noktas¬ndaki şekil operatörü S (P ) olmak üzere

K :M ! R

P ! K (P ) = detS (P )

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonaM nin Gauss e¼grilik fonksiyonu ve K (P ) de¼gerine

de, M nin P noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ).
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Tan¬m 2.2.8

En+1 de bir hiperyüzeyM nin bir P noktas¬ndaki şekil operatörü S (P ) olmak üzere

H :M ! R

P ! H (P ) = iz (S (P ))

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve H (P )

de¼gerine de M nin P noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir(Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.2.9

En+1 de bir hiperyüzey olan M nin şekil operatörü S olmak üzere, M nin bir P

noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen S (P ) nin karakteristik de¼gerleri, M nin bu noktadaki asli

e¼grilikleri olarak adland¬r¬l¬r. Asli e¼griliklere kaŗs¬l¬k gelen karakteristik (eigen) vek-

törlere deM nin P noktas¬ndaki asli e¼grilik vektörleri veya asli e¼grilik do¼grul-

tular¬denir( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

Teorem 2.2.4

XP ve YP ; En+1de bir hiperyüzey olanM nin P noktas¬ndaki asli e¼griliklere kaŗs¬l¬k

gelen asli do¼grultular¬ise XP ve YP ortogonaldir ( Hac¬saliho¼glu 2000 ) .

Tan¬m 2.2.10

En+1 de bir hiperyüzey olanM nin bir P noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin cümlesi

TM (p) olmak üzere

Sp : TM (p)! TM (p)

şekil operatörü verilsin. P 2M deki Sp dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen karakteristik vek-

törler X1; X2; :::; Xn ve bunlara da kaŗs¬l¬k gelen karakteristik de¼gerler k1; k2; :::; kn

olsun. O zaman Sp nin karakteristik polinomu

K
(n)
1 (k1; k2; :::; kn) =

nX
i=1

ki

K
(n)
2 (k1; k2; :::; kn) =

nX
i<j

kikj

K
(n)
3 (k1; k2; :::; kn) =

nX
i<j<t

kikjkt

12



:

:

:

K(n)
n (k1; k2; :::; kn) =

nQ
i=1

ki

olmak üzere

PS(p) (k) = k
n + (�1)K(n)

1 kn�1 + :::+ (�1)nK(n)
n

d¬r. Burada K(n)
1 ; K

(n)
2 ; :::; K

(n)
n fonksiyonlar¬na En+1 de M hiperyüzeyin yüksek

mertebeden Gauss anlam¬nda e¼grilikleri denir(Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.2.11

M; En+1 de bir hiperyüzey ve N , M nin birim normal vektör alan¬

N =
n+1P
i=1

�i
@

@xi

olmak üzere, bir r 2 R sabit say¬s¬ve her P 2M için

f (P ) = ((p1 + r�1 (P )) ; :::; (pn+1 + r�n+1 (P )))

olacak şekilde bir

f :M !M

fonksiyonu bulunabilirse, M ye M nin paralel hiperyüzeyi denir(Hac¬saliho¼glu

2000).

Teorem 2.2.5

M , En+1 de M ye paralel bir hiperyüzey olmak üzere, X 2 � (M) ve X 2 �
�
M
�

vektör alanlar¬

X =
n+1X
i=1

bi
@

@xi

X =
n+1X
i=1

bi
@

@xi

13



d¬r. 8 P 2M için

bi (P ) = bi (f (P )) ; 1 � i � n;

verilsin. O zaman

i) f� (X) = X + rS (X)

ii)S (f� (X)) = S (X)

d¬r( f� , f nin diferensiyelidir)( Hac¬saliho¼glu 2000 ).

2.3 Yar¬Riemann Manifoldlar

Tan¬m 2.3.1

V bir n-boyutlu indeksi 1 olan bir reel vektör uzay¬olmak üzere,

h; i : V � V �! R

dönüşümü, 8a; b 2 R ve 8�!u ;�!v ;�!w 2 V için,

i)h�!u ;�!v i = h�!v ;�!u i (simetrik �ozelli�gi)

ii)ha�!u + b�!v ;�!w i = a h�!u ;�!w i+ b h�!v ;�!w i (bilineerlik �ozelli�gi)

özeliklerine sahip ise bu dönüşüme V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer

form denir(O0Neill 1983):

Tan¬m 2.3.2

V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form h; i olmak üzere,

i)8�!v 2 V ve �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i > 0 ise h; i simetrik bilineer formuna pozitif

de�nit,

ii)8�!v 2 V ve �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i < 0 ise h; i simetrik bilineer formuna negatif

de�nit,

iii)8�!v 2 V ve �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i � 0 ise h; i simetrik bilineer formuna pozitif

semi-de�nit,

iv)8�!v 2 V ve �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i � 0 ise h; i simetrik bilineer formuna negatif

semi- de�nit,

v)8�!w 2 V için h�!v ;�!w i = 0 iken �!v = 0 2 V olmak zorunda ise h; i simetrik bilineer
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formuna non-dejenere, aksi taktirde dejeneredir,

denir (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.3

V vektör uzay¬üzerinde non-dejenere simetrik bilineer formuna, V vektör uzay¬üz-

erinde bir skalar çarpma denir. V vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarpma h; i ise

(V; h; i) ikilisine skalar çarp¬ml¬vektör uzay¬denir(O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.4
�!v ;�!w 2 V için �!v 6= 0 ve �!w 6= 0 iken h�!u ;�!w i = 0 ise �!v ve �!w vektörleri diktir

denir ve �!v ?�!w şeklinde gösterilir (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.5

Bir V vektör uzay¬ üzerinde skalar çarpma h; i olmak üzere �!v 2 V vektörünün

normu,

k�!v k =
q
jh�!v ;�!v ij

olarak tan¬mlan¬r. Normu bir olan vektöre birim vektör ve ortogonal birim vek-

törler cümlesine ortonormal sistem denir (O0Neill 1983).

Teorem 2.3.1

Bir V vektör uzay¬için bir ortonormal baz fe1; e2; :::; eng ve "i = hei; eii olmak üzere

8�!v 2 V vektörü için,
�!v =

nP
i=1

"i h�!v ; eii ei ; "i = �1

olacak şekilde tek türlü yaz¬labilir(O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.6

V bir vektör uzay¬ve

h; i : V � V ! R

bir simetrik bilineer form ise

h; i jw : W �W ! R

negatif de�nit olacak şekildeki en büyük boyutlu W alt uzay¬n¬n boyutuna h; i

simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gösterilir(O0Neill 1983).
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Tan¬m 2.3.7

M bir C1 manifold olmak üzere,

h; i jp : TM (P )� TM (P ) ! R

(u; v) ! hu; vi jp = hup; vpi

biçiminde tan¬ml¬, sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere, (0; 2) tensör alan¬na

M üzerinde bir metrik tensör denir. �!v =
nP
i=1

"i h�!v ; eii ei eşitli¼ginde yer alan "i
lerin negatif olanlar¬n¬n say¬s¬metrik tensörün indeksi olarak adland¬r¬l¬r(O0Neill

1983).

Tan¬m 2.3.8

M bir C1manifold olmak üzere, M manifoldu h; i metrik tensörü ile donat¬lm¬̧ssa,

M ye bir yar¬-Riemann manifoldu denir(O0Neill,B.1983).

Tan¬m 2.3.9

Bir yar¬-Riemann M manifoldu üzerinde tan¬mlanm¬̧s olan h; i metrik tensörün in-

deksine yar¬-Riemann manifoldun indeksi denir.

E¼ger indeks v ise 0 � v � boyM dir. Özel olarak,v = 0 ise 8P 2M için h; i jp; TM (P )

üzerinde pozitif tan¬ml¬iç çarp¬m oldu¼gundan, M bir Riemann manifoldu olur.

v = 1 ve n � 2 olmas¬durumunda ise, M ye bir Lorentz manifold denir(O0Neill

1983).

Tan¬m 2.3.10

En+1 , (n+ 1)� boyutlu standard reel vektör uzay¬üzerinde 8P 2 En+1 deXP ; YP 2

TEn+1 (P ) ve 0 � v � n+ 1 olmak üzere

hXP ; YP i =
n+1�vP
i=1

xiyi �
n+1P

i=n+2�v
xiyi

ile verilen v indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya yar¬Öklidyen uzay

denir ve En+1v ile gösterilir(O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.11

En+1v yar¬-Öklidyen uzay¬verilsin. E¼ger v = 1 ve n � 2 ise En+1v ; yar¬-Öklidyen

uzay¬Minkowski (n+ 1)�uzay olarak adland¬r¬l¬r(O0Neill 1983).
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Tan¬m 2.3.12

(V; h; i) Lorentz uzay¬ve W � V için,

i)h; i jw : W �W ! R pozitif de�nit ise W ya uzay benzeri alt uzay,

ii)h; i jw indeksi 1 olan non-dejenere ise W ya zaman benzeri alt uzay,

iii)h; i jw dejenere ise W ya ¬̧s¬k benzeri alt uzay,

denir (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.13

M bir C1 yar¬-Riemann manifold ve h; i ;M üzerinde tan¬mlanm¬̧s bir metrik tensör

ise 8P 2M ve �!v 2 TM (P ) için,

h; i jp : TM (P )� TM (P )! R

olmak üzere

i) h�!v ;�!v i > 0 veya �!v = 0 ise �!v tanjant vektörüne uzay benzeri,

ii) h�!v ;�!v i < 0 ise �!v tanjant vektörüne zaman benzeri,

iii) h�!v ;�!v i = 0 , �!v 6= 0 ise �!v tanjant vektörüne ¬̧s¬k(null) benzeri,

denir (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.14

V Lorentz uzay¬nda bütün zaman benzeri vektörlerin cümlesi � olmak üzere U 2 �

için,

fX 2 � : hU;Xi < 0g

cümlesine V nin U yu ihtiva eden zaman-konisi denir (O0Neill 1983).

Teorem 2.3.1

V Lorentz uzay¬nda iki zaman benzeri vektör v; w olmak üzere

i)

v; w vektörleri ayn¬zaman konisinde ise

hv; wi = �kvk kwk cosh'

olacak şekilde bir tek ' � 0 say¬s¬vard¬r.
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ii)

v; w vektörleri ayn¬zaman konisinde de¼gil ise,

jhv; wij = kvk kwk cosh'

d¬r (O0Neill 1983).

Teorem 2.3.2

V Lorentz uzay¬nda iki uzay benzeri vektör v; w ise,

h�!v ;�!w i = kvk kwk cos'

olacak şekilde bir tek 0 � ' � � say¬s¬vard¬r (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.15

E31 de M bir Lorentz yüzeyi ise e1 zaman benzeri bir vektör, yani

he1; e1i = �1

ve e2 uzay benzeri bir vektör yani

he2; e2i = 1

olmak üzere; TM (P ) uzay¬n¬n bir ortonormal baz¬fe1; e2g ise t birim tanjant vektörü

t = cosh'e1 + sinh'e2

d¬r ( O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.16

En+1v üzerinde do¼gal koordinatlar sistemi fu1; u2; :::; un; un+1g ve W =
P
W i@i ise

En+1v üzerinde

DVW =
P
V
�
W i
�
@i

vektör alan¬na W n¬n V ye göre kovaryant türevi denir. Burada f@ij1 � i � ng

baz¬, � (Env ) vektör uzay¬n¬n standart baz¬d¬r (O
0Neill 1983).
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Tan¬m 2.3.17

M bir C1 manifold olmak üzere, M üzerindeki

D : � (M)� � (M)! � (M)

konneksiyonu,

i)DVW , V ye göre F (M) lineerdir

ii)DVW , W ya göre R lineerdir

iii)DV (fW ) = (V f)W + fDVW , 8f 2 F (M)

özeliklerini sa¼glayan bir dönüşümdür. Burada f (M) =
n
f jf :M C1�! R

o
cümle-

sidir (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.18

Bir M yar¬-Riemann manifold üzerinde 8X; Y; Z 2 � (M) için,

i)[X; Y ] = DXY �DYX;

ii)X [Y; Z] = hDXY; Zi+ hY;DXZi

şartlar¬n¬ sa¼glayan D konneksiyonuna Levi-Civita konneksiyon denir (O0Neill

1983).

Tan¬m 2.3.19

En+1v ; yar¬-Öklidyen uzay¬n n-boyutlu bir altmanifolduna En+1v de bir hiperyüzey

denir (O0Neill 1983)

Tan¬m 2.3.20

En+11 de yar¬-Öklidyen hiperyüzey M , En+11 üzerinde Levi-Civita konneksiyonu D

ve birim normal vektör alan¬N olmak üzere,

S : � (M)� � (M) ! � (M)

X ! S (X) = DXN

lineer dönüşümüne şekil operatörü denir (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.21

E31 ; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey M ve M nin şekil operatörü S olmak

üzere, P 2M için,
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K (P ) = " detSP

biçiminde tan¬mlanan K (P ) say¬s¬na,M yüzeyinin P noktas¬ndakiGauss e¼grili¼gi,

K : M ! R fonksiyonuna da M yüzeyinin Gauss e¼grilik fonksiyonu denir. Bu-

rada " = hN;Ni = �1 dir. N , M yüzeyinin normal vektör alan¬d¬r (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.22

E31 ; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda semi-Riemann manifold M nin bir ortonormal

baz¬fe1; e2g olmak üzere,

H =
1

2
("1II he1; e1i+ "2II he2; e2i)

veya

H =
1

2

2P
i=1

"iII hei; eii

d¬r. Burada "i = hei; eii ve II; M nin ikinci temel formudur (O0Neill 1983).

Tan¬m 2.3.23

M; En+11 de bir yar¬-Öklidyen hiperyüzey ve M nin birim normal vektör alan¬N

olmak üzere,

f : M ! M

P ! f (P ) = P + rNP

olacak şekilde f fonksiyonu varsaM hiperyüzeyine,M nin bir paralel hiperyüzeyi

denir (Görgülü ve Çöken 1995).

Teorem 2.3.3

M ve M , En+11 de yar¬Öklidyen hiperyüzeyler olmak üzere X 2 � (M) ve X 2

�
�
M
�
vektör alanlar¬,

X =

n+1X
i=1

bi
@

@xi

ve

X =

n+1X
i=1

bi
@

@xi
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d¬r.8 P 2M için

bi (P ) = bi (f (P )) ; 1 � i � n;

olmak üzere,

1) f� (X) = X + rS (X)

2)S (f� (X)) = S (X)

d¬r(Görgülü ve Çöken 1995).
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3. En+1 ÖKL·ID UZAYINDA B·IR PARALEL H·IPERYÜZEY·IN E¼GR·I-

L·IKLER·I

3.1 En+1 Öklid Uzay¬nda Bir Paralel Hiperyüzeyin E¼grilikleri Aras¬ndaki

Ba¼g¬nt¬lar

Teorem 3.1.1

M � E3 yüzeyinin bir paralel yüzeyi M ve P 2 M noktas¬ndaki M nin Gauss ve

ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla, K ve H olmak üzere f (P ) 2 M noktas¬ndaki M nin

Gauss ve ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬ile,

K =
K

1 + rH + r2K

ve

H =
H + 2rK

1 + rH + r2K

d¬r( Hac¬saliho¼glu 2000 ) .

Teorem 3.1.2

En+1 de M ye paralel hiperyüzey M olmak üzere, P 2 M noktas¬nda M nin asli

e¼grilikleri k1 ,k2; k3;:::; kn ise f (P ) 2M noktas¬nda M nin Gauss e¼grili¼gi

K =
nQ
i=1

ki
1 + rki

ve ortalama e¼grili¼gi

H =
nP
i=1

ki
1 + rki

d¬r(Görgülü 1979 ).

Teorem 3.1.3

K
(n)
j yard¬m¬yla Kj

(n)
in hesaplanmas¬

En+1 de M ye paralel hiperyüzey M olmak üzere kj , 1 � j � n; M nin bir P

noktas¬nda yönlendirilmi̧s Xj lerin asli e¼grilikleridir. M nin şekil operatörü S olmak

22



üzere f :M !M paralel dönüşümü f� dönüşümü ise

S (f�X1) =
k1

1 + rk1
f� (X1)

S (f�X2) =
k2

1 + rk2
f� (X2)

:

:

:

S (f�Xn) =
kn

1 + rkn
f� (Xn)

d¬r. Böylece

S (f�Xj) =
kj

1 + rkj
f� (Xj) ; 1 � j � n;

olur. Burada

kj =
kj

1 + rkj

M nin asli e¼grili¼gidir.

M nin yüksek mertebeden Gauss e¼griliklerinin

K
(n)
1 =

nX
j=1

kj

K
(n)
2 =

nX
j1<j2=1

kj1kj2

K(n)
p =

nX
j1<j2<:::<jp=1

kj1kj2 :::kjp

:

:

:

K(n)
n =

nQ
j=1

kj

oldu¼gunu biliyoruz. kjr ,M üzerinde j: asli e¼grilik fonksiyonunu gösterir, 1 � jr � n:

K
(n)
1 ve K(n)

n ; M nin , s¬ras¬yla, ortalama e¼grilik ve Gauss e¼grilik fonksiyonlar¬d¬r.
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Benzer yolla M nin yüksek mertebeden Gauss e¼grilikleri

K
(n)

1 =
nX
j=1

kj

K
(n)

2 =

nX
j1<j2=1

kj1kj2

K
(n)

p =
nX

j1<j2<:::<jp=1

kj1kj2 :::kjp

:

:

:

K
(n)

n =
nQ
j=1

kj

şeklinde tan¬mlan¬r ( Hassan ve Hac¬saliho¼glu 1998 ).

Teorem 3.1.4

En+1 de bir hiperyüzeyM nin asli e¼grilik fonksiyonlar¬ve yüksek mertebeden Gauss

e¼grilikleri aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir.

a) K(p)
1 + kp+1 = K

(p+1)
1 ,1 � p+ 1 � n

b) K(p)
p :kp+1 = K

(p+1)
p+1 ,1 � p+ 1 � n

c) K(p)
r + kp+1:K

(p)
r�1 = K

(p+1)
r ,1 � p+ 1 � n

( Hassan ve Hac¬saliho¼glu 1998)

·Ispat

a)Tan¬ma göre

K
(p)
1 = k1 + k2 + :::+ kp 1 � p � n

K
(p+1)
1 = k1 + k2 + :::+ kp + kp+1

K
(p+1)
1 = K

(p)
1 + kp+1

d¬r.
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b)

K(p)
p =

pX
j1<j2<:::<jp=1

kj1kj2 :::kjp , 1 � p � n

eşitli¼gin her iki taraf¬kp+1 ile çarp¬larak,

K(p)
p kp+1 =

0@ pX
j1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp

1A kp+1
=

pX
j1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp :kp+1

=

p+1X
j1<j2<:::<jp+1

kj1kj2 :::kjpkjp+1

= K
(p+1)
p+1

bulunur.

c)

Tan¬mdan faydalanarak

K(p+1)
r =

 
p+1X

j1<j2<:::<jr=1

kj1kj2 :::kjr

!

K(p+1)
r =

 
pX

j1<j2<:::<jr=1

kj1kj2 :::kjr

!

+

0@ pX
j1<j2<:::<jr�1=1

kj1kj2 :::kjr�1

1A kp+1
= K(p)

r +K
(p)
r�1kp+1

eşitli¼gi elde edilir.

Bu teoremde K(p)
r ve K(p+1)

r ayn¬manifold üzerinde tan¬mlanmaz. Örne¼gin K(p)
r

ve K(p+1)
r , s¬ras¬yla, p boyutlu ve p+ 1 boyutlu manifoldlar üzerinde tan¬mlan¬rlar.

(p+ 1) boyutlu uzay p boyutlu uzay¬içerdi¼gi için manifoldlar¬n her noktas¬nda bu

fonksiyonlardaki hesaplamalar kullan¬labilir(Hassan ve Hac¬saliho¼glu 1998).
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3.2.En+1 de Bir Paralel Hiperyüzeyin Yüksek Mertebeden Gauss E¼gri-

likleri

Teorem 3.2.1

En+1 de M ye paralel hiperyüzey M olmak üzere, her bir s do¼gal say¬s¬için, 1 �

s � n; K(n)
s ve K

(n)

s , s¬ras¬yla, M ve M nin Gauss e¼griliklerini belirtir ve

Ks
n
=

nP
i=s

i(i�1):::(i�s+1)
s!

ri�sK
(n)
i

1 +
nP
i=1

riK
(n)
i

d¬r. (Hassan ve Hac¬saliho¼glu 1998 ).

·Ispat:

·Ispat¬n tamam¬tümevar¬m yöntemi ile iki ad¬mda yap¬l¬r.

1. Ad¬m

Aşa¼g¬daki durumlar için teoremin do¼gru oldu¼gunu göstermeliyiz.

i) s = 1 ve n = 1; n = 2; n = 3

ii) s = 2 ve n = 2; n = 3; n = 4

iii) s = 3 ve n = 3; n = 4; n = 5

i) s = 1; n = 1 için,

K
(1)

1 =

1X
j=1

kj

=
k1

1 + rk1

=
K
(1)
1

1 + rK
(1)
1

=

1P
i=1

iriK
(1)
i

1 +
1P
i=1

riK
(1)
i
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s = 1; n = 2 için,

K
(2)

1 =

2X
j=1

kj

= k1 + k2

= K
(1)
1 + k2

=

2P
i=1

iri�1K
(2)
i

1 +
2P
i=1

riK
(2)
i

ve s = 1; n = 3 için

K
(3)

1 =
3X
j=1

kj

= k1 + k2 + k3

= K
(2)

1 + k3

=

3P
i=1

iri�1K
(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i

eşitlikleri sa¼glan¬r.

ii) s = 2; n = 2 için,

K
(2)

2 =

2X
j1<j2=1

kj1kj2

= k1:k2

=
K
(2)
2

1 + rK
(2)
1 + r2K

(2)
2

=

2P
i=2

i(i�1)
2!
ri�2K

(2)
i

1 +
2P
i=1

riK
(2)
i
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s = 2; n = 3 için,

K
(3)

2 =

3X
j1<j2=1

kj1kj2

= k1k2 + k1k3 + k2k3

= K
(2)

2 +
k3

1 + rk3
K
(2)

1

=

3P
i=1

i(i�1)
2!
ri�2K

(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i

ve s = 2; n = 4 için,

K
(4)

2 =

4X
j1<j2=1

kj1kj2

= k1k2 + k1k3 + k1k4 + k2k3 + k2k4 + k3k4

= K
(3)

2 +
k4

1 + rk4
K
(3)

1

=

4P
i=1

i(i�1)
2!
ri�2K

(4)
i

1 +
4P
i=1

riK
(4)
i

eşitlikleri sa¼glan¬r.

iii)

s = 3; n = 3 için,

K
(3)

3 =

3X
j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= k1k2k3

=
K
(3)
3

1 + rK
(3)
1 + r2K

(3)
2 + r3K

(3)
3

=

3P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i
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s = 3; n = 4 için,

K
(4)

3 =

4X
j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= k1k2k3 + k1k3k4 + k2k3k4 + k1k2k4

= K
(3)

3 +
k4

1 + rk4
K
(3)

2

=

4P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(4)
i

1 +
4P
i=1

riK
(4)
i

ve s = 3; n = 5 için,

K
(5)

3 =
5X

j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= k1k2k3 + k1k2k4 + k1k2k5 + k1k3k4 + k1k3k5

+k1k4k5 + k2k4k5 + k2k3k4 + k2k3k5 + k3k4k5

= K
(4)

3 +
k5

1 + rk5
K
(4)

2

=

5P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(5)
i

1 +
5P
i=1

riK
(5)
i

eşitlikleri sa¼glan¬r.

2.Ad¬m

Şimdi ise teoremin s = q ve n = p için do¼gru oldu¼gunu kabul edip s = q ve n = p+1

için de do¼gru oldu¼gunu gösterelim. Yani

Kq
p
=

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i
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ve

K
(p+1)

q =

p+1P
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p+1)
i

1 +
p+1P
i=1

riK
(p+1)
i

oldu¼gunu gösterelim.

K
(p+1)

q = K
(p)

q +
kp+1

1 + rkp+1
K
(p)

q�1

eşitli¼ginde K
(p)
q�1 ve K

(p)
q de¼gerleri yerlerine yaz¬larak,

K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i

+
kp+1

1 + kp+1

pP
i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i

elde edilir.

Payda eşitlenilerek

K
(p+1)

q =

(1 + rkp+1)
pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

(1 + rkp+1)

�
1 +

pP
i=1

riK
(p)
i

�

+

kp+1
pP

i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

(1 + rkp+1)

�
1 +

pP
i=1

riK
(p)
i

�

bulunur. Eşitlik düzenlenildi¼ginde
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K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i + rkp+1

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

+

kp+1
pP

i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

olur. Denklemin pay¬nda K(p)
r + kp+1:K

(p)
r�1 = K

(p+1)
r eşitli¼gi kullan¬larak

K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i + kp+1

pP
i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

+

rkp+1
pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

=

K
(p+1)
q + rkp+1

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

bulunur. K(p)
p :kp+1 = K

(p+1)
p+1 eşitli¼gini kullanarak

K
(p+1)

q =

K
(p+1)
q +

p�1P
i=q

(i+1)i(i�1):::(i�q+2)
q!

ri�q+1K
(p+1)
i+1

1 + r

�
kp+1 + kp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

�
+

pP
i=1

riK
(p)
i

+

(p+1)p(p�1):::(p�q+2)
q!

rp�q+1K
(p+1)
p+1

1 + r

�
kp+1 + kp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

�
+

pP
i=1

riK
(p)
i

31



ve

K
(p+1)

q =

K
(p+1)
q +

p�1P
i=q

(i+1)i(i�1):::(i�q+2)
q!

ri�q+1K
(p+1)
i+1

1 + rK
(p+1)
1 +

p�1P
i=1

ri+1K
(p+1)
i+1 + rp+1K

(p+1)
q+1

+

(p+1)p(p�1):::(p�q+2)
q!

rp�q+1K
(p+1)
p+1

1 + rK
(p+1)
1 +

p�1P
i=1

ri+1K
(p+1)
i+1 + rp+1K

(p+1)
q+1

elde edilir. Bu eşitlik

K(p+1)
q =

p+1P
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p+1)
i

1 +
p+1P
i=1

riK
(p+1)
i

oldu¼gunu gösterir. Bu durum için ispat tamamlanm¬̧s olur.

Son eşitlikte q = s ve n = p+ 1 yaz¬larak

Ks
n
=

nP
i=s

i(i�1):::(i�s+1)
s!

ri�sK
(n)
i

1 +
nP
i=1

riK
(n)
j

bulunur.
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4.En+11 de B·IR PARALEL H·IPERYÜZEY·IN E¼GR·IL·IKLER·I

4.1 En+11 de Bir Paralel Hiperyüzeyin E¼grilikleri Aras¬ndaki Ba¼g¬nt¬lar

Teorem 4.1.1

M , E31 Minkowski uzay¬nda M nin bir paralel yüzeyi olmak üzere, P 2 M nok-

tas¬nda M nin Gauss ve ortalama e¼grilikleri , s¬ras¬yla, K ve H, f (P ) 2 M nok-

tas¬ndaki Gauss ve ortalama e¼grilikleri de, s¬ras¬yla, K ve H olmak üzere,

i) NP zaman benzeri ise

K =
K

1 + 2rH � r2K

H =
H � rK

1 + 2rH � r2K

d¬r.

ii)NP uzay benzeri ise

K =
K

1 + 2rH + r2K

H =
H + rK

1 + 2rH + r2K

d¬r.

_Ispat

NP zaman benzeri vektör ise Nrjf(p) de zaman benzeridir. [NP ]? = TM (P ) tanjant

uzay¬da uzay benzeri alt uzay olur. P 2 M noktas¬nda M nin asli e¼grilikleri k1

ve k2 ve bunlara kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilik do¼grultular¬da X1 ve X2 ise fX1; X2g

ortonormal baz¬na göre S nin matrisi

S =

24k1 0

0 k2

35
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olup, " = hN;Ni = �1 ve S (X1) = k1X1 ; S (X2) = k2X2 d¬r.

K = " detS

= �k1k2

ve

H =
1

2

2P
i=1

"iII (Xi; Xi)

olur. TM (P ) tanjant uzay¬nda Xi ler uzay benzeri, yani "i = hXi; Xii = 1 oldu¼gun-

dan

H =
1

2

2P
i=1

"iII (Xi; Xi)

=
1

2

2P
i=1

"i hS (Xi) ; Xii

=
1

2
f"1 hS (X1) ; X1i+ "2 hS (X2) ; X2ig

=
1

2
fhS (X1) ; X1i+ hS (X2) ; X2ig

=
1

2
fk1 + k2g

d¬r. M nin f (P ) noktas¬ndaki asli e¼grilik do¼grultular¬da f� (X1) ve f� (X2) olur.

Üstelik

S (f� (X1)) =
k1

1 + rk1
f� (X1)

S (f� (X2)) =
k2

1 + rk2
f� (X2)

d¬r. Dolay¬s¬yla ff� (X1) ; f� (X2)g baz¬na göre S nin matrisi

S =

24 k1
1+rk1

0

0 k2
1+rk2

35
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d¬r. " =


N;N

�
= �1 oldu¼gundan

K = " detS

=
�k1
1 + rk1

k2
1 + rk2

=
�k1k2

1 + rk1 + rk2 + r2k1k2

=
K

2
�
1
2
+ r 1

2
(k1 + k2) +

1
2
r2 (k1k2)

�
olur. Bu durumda

K =
K

1 + 2rH � r2K

bulunur. Xi ler uzay benzeri oldu¼gundan

hf� (Xi) ; f� (Xi)i jf(P ) =
D
Xi + rS (Xi); Xi + rS (Xi)

E
jf(p)

= hXi + rkiXi; Xi + rkiXii jp

= hXi; Xii jp + 2rki hXi; Xii jp + r2k2i hXi; Xii jp

= 1 + 2rki + r
2

= (1 + rki)
2

d¬r. Dolay¬s¬yla hf� (Xi) ; f� (Xi)i > 0 oldu¼gundan f� (Xi) ler de uzay benzeridir.

Burada ff� (X1) ; f� (X2)g baz¬ortogonaldir. Bu baz¬ortonormalleştirirsek

kf� (Xi)k =
p
jhf� (Xi) ; f� (Xi)ij

=

q
(1 + rki)

2

= j1 + rkij

d¬r. Burada �
f� (X1)

j1 + rk1j
;
f� (X2)

j1 + rk2j

�
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ortonormal baz¬elde edilir. Buna göre

"i =

�
f� (Xi)

j1 + rkij
;
f� (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

(1 + rki)
2 hf� (Xi) ; f� (Xi)i

=
1

(1 + rki)
2 (1 + rki)

2

= 1

bulunur. Bu baz kullan¬larak, H ortalama e¼grili¼gi,

H =
1

2

2P
i=1

"iII

�
f� (Xi)

j1 + rkij
;
f� (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

2

2P
i=1

�
S

�
f� (Xi)

j1 + rkij

�
;
f� (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

2

2P
i=1

1

(1 + rki)
2

ki
(1 + rki)

hf� (Xi) ; f� (Xi)i

=
1

2

2P
i=1i

ki
1 + rki

olarak hesaplan¬r. Buradan da

H =
1

2

�
k1

1 + rk1
+

k2
1 + rk2

�
=

1

2

�
k1 (1 + rk2)

1 + rk1 (1 + rk2)
+

k2 (1 + rk1)

1 + rk2 (1 + rk1)

�
=

1

2

�
k1 + k2 + 2rk1k2

1 + rk1 + rk2 + r2k1k2

�
=

1
2
((k1 + k2) + rk1k2)

1 + 2rH � r2K

=
H � rK

1 + 2rH � r2K

elde edilir.

ii)

NP uzay benzeri vektör ise Nrjf(p) de uzay benzeridir. [NP ]? = TM (P ) tanjant uzay¬

da zaman benzeri alt uzay olur. P 2 M noktas¬nda M nin asli e¼grilikleri k1 ve k2
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ve bunlara kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilik do¼grultular¬da X1 ve X2 olsun. Bu durumda

fX1; X2g ortonormal baz¬na göre S nin matrisi

S =

24k1 0

0 k2

35
olup, " = hN;Ni = 1 ve S (X1) = k1X1 ; S (X2) = k2X2 d¬r.

K = " detS

= k1k2

ve

H =
1

2

2P
i=1

"iII (Xi; Xi)

olur. TM (P ) tanjant uzay¬nda Xi lerden biri zaman benzeridir. X2 zaman benzeri

olsun. "1 = hX1; X1i = +1 ve "2 = hX2; X2i = �1 oldu¼gundan

H =
1

2

2P
i=1

"iII (Xi; Xi)

=
1

2

2P
i=1

"i hS (Xi) ; Xii

=
1

2

2P
i=1

"iki hXi; Xii

=
1

2
("1k1 hX1; X1i+ "2k2 hX2; X2i)

=
1

2
(k1 + k2)

d¬r. M nin f (P ) noktas¬ndaki asli e¼grilik do¼grultular¬da f� (X1) ve f� (X2) olur.

Üstelik

S (f� (X1)) =
k1

1 + rk1
f� (X1)

S (f� (X2)) =
k2

1 + rk2
f� (X2)
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d¬r. Dolay¬s¬yla ff� (X1) ; f� (X2)g baz¬na göre S nin matrisi

S =

24 k1
1+rk1

0

0 k2
1+rk2

35
olup, " =



N;N

�
= 1 oldu¼gundan

K = " detS

=
k1

1 + rk1

k2
1 + rk2

=
k1k2

1 + rk1 + rk2 + r2k1k2

=
K

2
�
1
2
+ r 1

2
(k1 + k2) +

1
2
r2 (k1k2)

�
olur. Bu durumda

K =
K

1 + 2rH + r2K

bulunur. X2 ler zaman benzeri oldu¼gundan

hf� (X2) ; f� (X2)i jf(P ) =
D
X2 + rS (X2); X2 + rS (X2)

E
jf(p)

= hX2 + rk2X2; X2 + rk2X2i jp

= hX2; X2i jp + 2rk2 hX2; X2i jp + r2k22 hX2; X2i jp

= �1� 2rk2 � r2k22

= � (1 + rk2)2

d¬r. Dolay¬s¬yla hf� (Xi) ; f� (Xi)i < 0 oldu¼gundan f� (X2) ler de zaman benzeridir.

Burada ff� (X1) ; f� (X2)g baz¬ortogonaldir. Bu baz¬ortonormalleştirirsek

kf� (Xi)k =
p
jhf� (Xi) ; f� (Xi)ij

=

q
(1 + rki)

2

= j1 + rkij
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d¬r. Burada �
f� (X1)

j1 + rk1j
;
f� (X2)

j1 + rk2j

�
ortonormal baz¬elde edilir. Buna göre

"1 =

�
f� (X1)

j1 + rk1j
;
f� (X1)

j1 + rk1j

�
=

1

(1 + rk1)
2 hf� (X1) ; f� (X1)i

=
1

(1 + rk1)
2 (1 + rk1)

2

= 1

"2 =

�
f� (X2)

j1 + rk2j
;
f� (X2)

j1 + rk2j

�
=

1

(1 + rk2)
2 hf� (X2) ; f� (X2)i

=
1

(1 + rk2)
2 (1 + rk2)

2 = �1

bulunur. Bu baz kullan¬larak , H ortalama e¼grili¼gi hesaplan¬r.

H =
1

2

2P
i=1

"iII

�
f� (Xi)

j1 + rkij
;
f� (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

2

2P
i=1

"i

�
S

�
f� (Xi)

j1 + rkij

�
;
f� (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

2

2P
i=1

"i
1

(1 + rki)
2

ki
(1 + rki)

hf� (Xi) ; f� (Xi)i

=
1

2

2P
i=1i

ki
1 + rki
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buradan da

H =
1

2

�
k1

1 + rk1
+

k2
1 + rk2

�
=

1

2

�
k1 (1 + rk2)

1 + rk1 (1 + rk2)
+

k2 (1 + rk1)

1 + rk2 (1 + rk1)

�
=

1

2

�
k1 + k2 + 2rk1k2

1 + rk1 + rk2 + r2k1k2

�
=

1
2
((k1 + k2) + rk1k2)

1 + 2rH + r2K

=
H + rK

1 + 2rH + r2K

elde edilir.

Teorem 4.1.2

M; En+11 Lorentz uzay¬nda M ye paralel bir hiperyüzey olmak üzere P 2 M nok-

tas¬ndaM nin asli e¼grilikleri k1 ,k2; k3;:::; kn ve f (P ) 2M noktas¬ndaM nin Gauss

ve ortalama e¼grilikleri ise K ve H;

" =


N;N

�
= �1

olmak üzere,

K = "
nQ
i=1

ki
1 + rki

ve

H =
1

n

nP
i=1

ki
1 + rki

d¬r.

_Ispat

P 2 M noktas¬nda M nin asli e¼grilikleri k1; k2; :::; kn ve buna kaŗs¬l¬k gelen asli

e¼grilik do¼grultular¬X1; X2; :::; Xn ise,

i)

Np zaman benzeri vektör ise Nrjf(P ) zaman benzeridir.

[NP ]
? = TM(p) tanjant uzay¬uzay benzeri altuzay olur.
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Ayr¬ca X1; :::; Xn asli e¼grilik do¼grultular¬oldu¼gundan

S(X1) = k1X1

S(X2) = k2X2

:

:

:

S(Xn) = knXn

d¬r ve f�(X1); f�(X2); :::; f�(Xn) de f(P ) 2 M noktas¬ndaki asli e¼grilik do¼grul-

tular¬d¬r. Buna göre

S(f�(X1)) =
k1

1 + rk1
f � (X1)

:

:

:

S(f � (Xn)) =
kn

1 + rkn
f � (Xn)

yaz¬labilir. ff � (X1); f � (X2); :::; f � (Xn)g baz vektörlerine göre S nin matrisi26666666666664

k1
1+rk1

: : : 0

0 k2
1+rk2

: : 0

: : : : :

: : : : :

: : : : :

0 : : : kn
1+rkn

37777777777775
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olarak bulunur. Burada " =


N;N

�
= �1 oldu¼gundan

K = " detS

= "
nQ
i=1

ki
1 + rki

= �
nQ
i=1

ki
1 + rki

elde edilir.

ff � (X1); f � (X2); :::; f � (Xn)g baz¬n¬ortonormalleştirirsek�
f � (X1)

j1 + rk1j
; :::;

f � (Xn)

j1 + rknj

�

baz¬elde edilir.

"i =

�
f � (Xi)

j1 + rkij
;
f � (Xi)

j1 + rkij

�
= 1

oldu¼gundan

H =
1

n

nP
i=1

"iII

�
f � (Xi)

j1 + rkij
;
f � (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

n

nP
i=1

�
S

�
f � (Xi)

j1 + rkij

�
;
f � (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

n

nP
i=1

1

(1 + rki)2


S(f � (Xi)); f � (Xi)

�
=

1

n

nP
i=1

1

(1 + rki)2

�
ki

1 + rki
f � (Xi); f � (Xi)

�
=

1

n

nP
i=1

1

(1 + rki)2
ki

1 + rki
hf � (Xi); f � (Xi)i

=
1

n

nP
i=1

ki
(1 + rki)

bulunur.

ii)

NP uzay benzeri vektör ise Nrjf(P ) uzay¬uzay benzeridir. [NP ]? = TM(P ) tanjant

uzay¬zaman benzeri altuzay olur. TM(P ) de Xi lerin biri zaman benzeridir. Xn
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zaman benzeri olsun. Burada " =


N;N

�
= 1 oldu¼gundan

K = " detS

= "
nQ
i=1

ki
1 + rki

= +
nQ
i=1

ki
1 + rki

dir.

Xn zaman benzeri oldu¼gundan f � (Xn) zaman benzeridir. O halde

"i =

�
f � (Xi)

j1 + rkij
;
f � (Xi)

j1 + rkij

�
= 1

ve

"n =

�
f � (Xn)

j1 + rknj
;
f � (Xn)

j1 + rknj

�
= �1

oldu¼gundan

H =
1

n

nP
i=1

"iII

�
f � (Xi)

j1 + rkij
;
f � (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

n

nP
i=1

"i

�
S

�
f � (Xi)

j1 + rkij

�
;
f � (Xi)

j1 + rkij

�
=

1

n

nP
i=1

"i
1

(1 + rki)2
ki

1 + rki
h(f � (Xi)); f � (Xi)i

=
1

n
(
n�1P
i=1

"i
1

(1 + rki)2
ki

1 + rki
h(f � (Xi)); f � (Xi)i

+"n
1

(1 + rkn)2
kn

1 + rkn
h(f � (Xn)); f � (Xn)i)

=
1

n

nP
i=1

ki
(1 + rki)

bulunur.

Tan¬m 4.1.1

En+11 de bir hiperyüzey M ve P 2 M noktas¬ndaki tanjant vektörlerin cümlesi

TM (P ) olmak üzere

SP : TM (P ) �! TM (P )
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şekil operatörü verilsin. P 2 M deki SP dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen karakteristik

de¼gerler k1; k2; :::; kn ve "i = +1; ise SP nin karakteristik polinomu

K
(n)
1 (k1; k2; :::; kn) = "1k1 +

nP
i=2

"iki

K
(n)
2 (k1; k2; :::; kn) =

nP
i=1hj

"ikikj +
nP

i6=1hj
"ikikj

K
(n)
3 (k1; k2; :::; kn) =

nP
i=1hjht

"ikikjkt +
nP

i6=1hjht
"ikikjkt

:

:

:

K(n)
n (k1; k2; :::; kn) = "1

nQ
i=1

ki

olmak üzere

PS(P ) (k) = k
n + (�1)K(n)

1 kn�1 + :::+ (�1)nK(n)
n

d¬r. Burada K1; K2; :::; Kn fonksiyonlar¬na M hiperyüzeyinin yüksek mertebeden

Gauss anlam¬nda e¼grilikleri denir.

Teorem 4.1.3

M; En+11 de bir hiperyüzey olsun. M nin asli e¼grilik fonksiyonlar¬ve yüksek mer-

tebeden Gauss e¼grilikleri aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir.

a) K(p)
1 + kp+1 = K

(p+1)
1 ,1 � p+ 1 � n

b) K(p)
p :kp+1 = K

(p+1)
p+1 ,1 � p+ 1 � n

c) K(p)
r + kp+1:K

(p)
r�1 = K

(p+1)
r ,1 � p+ 1 � n

·Ispat

a)

i)

Asli e¼grilik do¼grultular¬olarak bilinen Xi ler uzay benzeri ise "i = hXi; XiAi = +1
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d¬r.Tan¬ma göre

K
(p)
1 = k1 + k2 + :::+ kp 1 � p � n

K
(p+1)
1 = k1 + k2 + :::+ kp + kp+1

K
(p+1)
1 = K

(p)
1 + kp+1

elde edilir.

ii)

Asli e¼grilik do¼grultular¬olarak bilinen Xi lerden biri zaman benzeridir. X1 zaman

benzeri olsun. "1 = hX1; X1i = �1 d¬r.Tan¬ma göre

K
(p)
1 = �k1 + k2 + :::+ kp 1 � p � n

K
(p+1)
1 = �k1 + k2 + :::+ kp + kp+1

K
(p+1)
1 = K

(p)
1 + kp+1

elde edilir.

b)

i)

Xi zaman benzeri ise "i = hXi; Xii = +1 dir.

K(p)
p =

pX
j1=1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp�1 +

pX
j2<:::<jp

kj2kj3 :::kjp , 1 � p � n

=

pX
j1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp
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eşitli¼ginin her iki taraf¬kp+1 ile çarp¬l¬rsa

K(p)
p kp+1 =

0@ pX
j1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp

1A kp+1
=

pX
j1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp :kp+1

=

p+1X
j1<j2<:::<jp+1

kj1kj2 :::kjpkjp+1

= K
(p+1)
p+1

bulunur.

ii)

Xi lerden biri zaman benzeridir. X1 zaman benzeri olsun. "1 = hX1; X1i = �1 d¬r.

K(p)
p = �

pX
j1=1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp�1 +

pX
j2<:::<jp

kj2kj3 :::kjp , 1 � p � n

eşitli¼gin her iki taraf¬kp+1 ile çarp¬l¬rsa,

K(p)
p kp+1 =

0@� pX
j1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp�1 +

pX
j2<:::<jp

kj2kj3 :::kjp

1A kp+1

=

pX
j1<j2<:::<jp

kj1kj2 :::kjp�1kjp+1 +

pX
j2<:::<jp

kj2kj3 :::kjp kjp+1

= K
(p+1)
p+1

bulunur.
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c)

i)

Xi uzay benzeri vektör ise "i = hXi; Xii = +1 olmak üzere

K(p+1)
r =

pX
j1=1<j2<:::<jr

kj1kj2 :::kjr +

p+1X
j2<:::<jr

kj1kj2 :::kjr

K(p+1)
r =

pX
j1<j2<:::<jr

kj1kj2 :::kjr

+

0@ pX
j1<j2<:::<jr�1=1

kj1kj2 :::kjr�1

1A kp+1
= K(p)

r +K
(p)
r�1kp+1

d¬r.

ii)

X1 zaman benzeri vektör olsun "1 = hX1; X1i = �1 dir ve

K(p+1)
r = �

pX
j1<j2<:::<jr

kj1kj2 :::kjr +

p+1X
j2<:::<jr

kj1kj2 :::kjr

K(p+1)
r = �

pX
j<j2<:::<jr

kj1kj2 :::kjr +

pX
j2<:::<jr

kj1kj2 :::kjr

+

0@� pX
j1<j2<:::<jr�1

kj1kj2 :::kjr�1 +

p+1X
j2<:::<jr�1

kj1kj2 :::kjr�1

1A kp+1
= K(p)

r +K
(p)
r�1kp+1

elde edilir.

4.2 En+11 de Bir Paralel Hiperyüzeyin Yüksek Mertebeden Gauss E¼gri-

likleri

Teorem 4.2.1

M ve M ; En+11 de paralel iki hiperyüzey olsun. Her bir s do¼gal say¬s¬ için ,
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1 � s � n: K(n)
s ve K

(n)

s ,s¬ras¬yla , M ve M nin Gauss e¼griliklerini belirtir ve

Ks
n
=

nP
i=s

i(i�1):::(i�s+1)
s!

ri�sK
(n)
i

1 +
nP
i=1

riK
(n)
i

d¬r.

·Ispat

a)

Xi uzay benzeri vektör olsun. "i = hXi; Xii = +1 olmak üzere ispat¬n tamam¬

tümevar¬m yöntemi ile iki ad¬mda yap¬l¬r.

1. Ad¬m

Aşa¼g¬daki durumlar için teoremin do¼gru oldu¼gu gösterelim.

i) s = 1 ve n = 1; n = 2; n = 3

ii) s = 2 ve n = 2; n = 3; n = 4

iii) s = 3 ve n = 3; n = 4; n = 5

i)

s = 1; n = 1 için,

K
(1)

1 =
1X
j=1

kj

=
k1

1 + rk1

=
K
(1)
1

1 + rK
(1)
1

=

1P
i=1

iriK
(1)
i

1 +
1P
i=1

riK
(1)
i
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s = 1; n = 2 için,

K
(2)

1 =

2X
j=1

kj

= k1 + k2

= K
(1)
1 + k2

=

2P
i=1

iri�1K
(2)
i

1 +
2P
i=1

riK
(2)
i

ve s = 1; n = 3 için,

K
(3)

1 =

3X
j=1

kj

= k1 + k2 + k3

= K
(2)

1 + k3

=

3P
i=1

iri�1K
(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i

elde edilir.

ii) s = 2; n = 2 için,

K
(2)

2 =
2X

j1<j2=1

kj1kj2

= k1:k2

=
K
(2)
2

1 + rK
(2)
1 + r2K

(2)
2

=

2P
i=2

i(i�1)
2!
ri�2K

(2)
i

1 +
2P
i=1

riK
(2)
i
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s = 2; n = 3 için,

K
(3)

2 =

3X
j1<j2=1

kj1kj2

= k1k2 + k1k3 + k2k3

= K
(2)

2 +
k3

1 + rk3
K
(2)

1

=

3P
i=1

i(i�1)
2!
ri�2K

(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i

ve s = 2; n = 4 için

K
(4)

2 =

4X
j1<j2=1

kj1kj2

= k1k2 + k1k3 + k1k4 + k2k3 + k2k4 + k3k4

= K
(3)

2 +
k4

1 + rk4
K
(3)

1

=

4P
i=1

i(i�1)
2!
ri�2K

(4)
i

1 +
4P
i=1

riK
(4)
i

bulunur.

iii)

s = 3; n = 3 için,

K
(3)

3 =

3X
j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= k1k2k3

=
K
(3)
3

1 + rK
(3)
1 + r2K

(3)
2 + r3K

(3)
3

=

3P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i
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s = 3; n = 4 için,

K
(4)

3 =

4X
j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= k1k2k3 + k1k3k4 + k2k3k4 + k1k2k4

= K
(3)

3 +
k4

1 + rk4
K
(3)

2

=

4P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(4)
i

1 +
4P
i=1

riK
(4)
i

ve s = 3; n = 5 için

K
(5)

3 =

5X
j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= k1k2k3 + k1k2k4 + k1k2k5 + k1k3k4 + k1k3k5

+k1k4k5 + k2k4k5 + k2k3k4 + k2k3k5 + k3k4k5

= K
(4)

3 +
k5

1 + rk5
K
(4)

2

=

5P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(5)
i

1 +
5P
i=1

riK
(5)
i

elde edilir.

2.Ad¬m

Teoremin s = q ve n = p için do¼gru oldu¼gu kabul edilip s = q ve n = p + 1 için de

do¼gru oldu¼gu gösterilir.Yani

Kq
p
=

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i

ve

K
(p+1)

q =

p+1P
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p+1)
i

1 +
p+1P
i=1

riK
(p+1)
i
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oldu¼gu gösterilir.

K
(p+1)

q = K
(p)

q +
kp+1

1 + rkp+1
K
(p)

q�1

eşitli¼ginde K(p)
q�1 ve K

(p)
q de¼gerlerinin yerine yaz¬lmas¬ile

K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i

+
kp+1

1 + kp+1

pP
i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i

ve

K
(p+1)

q =

(1 + rkp+1)
pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

(1 + rkp+1)

�
1 +

pP
i=1

riK
(p)
i

�

+

kp+1
pP

i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

(1 + rkp+1)

�
1 +

pP
i=1

riK
(p)
i

�
elde edelir. Eşitlik düzenlenilir ise

K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i + rkp+1

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

+

kp+1
pP

i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i
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olur. K(p)
r + kp+1:K

(p)
r�1 = K

(p+1)
r eşitli¼gi kullan¬larak

K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i + kp+1

pP
i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

+

rkp+1
pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

=

K
(p+1)
q + rkp+1

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

elde edilir. K(p)
p :kp+1 = K

(p+1)
p+1 eşitli¼gi yerine yaz¬larak düzenleme yap¬l¬r ise

K
(p+1)

q =

K
(p+1)
q +

p�1P
i=q

(i+1)i(i�1):::(i�q+2)
q!

ri�q+1K
(p+1)
i+1

1 + r

�
kp+1 + kp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

�
+

pP
i=1

riK
(p)
i

+

(p+1)p(p�1):::(p�q+2)
q!

rp�q+1K
(p+1)
p+1

1 + r

�
kp+1 + kp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

�
+

pP
i=1

riK
(p)
i

bulunur ve

K
(p+1)

q =

K
(p+1)
q +

p�1P
i=q

(i+1)i(i�1):::(i�q+2)
q!

ri�q+1K
(p+1)
i+1

1 + rK
(p+1)
1 +

p�1P
i=1

ri+1K
(p+1)
i+1 + rp+1K

(p+1)
q+1

+

(p+1)p(p�1):::(p�q+2)
q!

rp�q+1K
(p+1)
p+1

1 + rK
(p+1)
1 +

p�1P
i=1

ri+1K
(p+1)
i+1 + rp+1K

(p+1)
q+1
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olur. Bu eşitlik ise

K(p+1)
q =

p+1P
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p+1)
i

1 +
p+1P
i=1

riK
(p+1)
i

oldu¼gunu gösterir. Bu durum için ispat tamamlanm¬̧s olur. Son eşitlikte q = s ve

n = p+ 1 yaz¬larak

Ks
n
=

nP
i=s

i(i�1):::(i�s+1)
s!

ri�sK
(n)
i

1 +
nP
i=1

riK
(n)
j

elde edilir ve teorem ispatlanm¬̧s olur.

b)

Xi lerden biri zaman benzeridir. X1 zaman benzeri olsun. "1 = hX1; X1i = �1

olmak üzere ispat¬n tamam¬tümevar¬m yöntemi ile iki ad¬mda yap¬l¬r.

1. Ad¬m

Aşa¼g¬daki durumlar için teoremin do¼gru oldu¼gunu gösterelim.

i) s = 1 ve n = 1; n = 2; n = 3

ii) s = 2 ve n = 2; n = 3; n = 4

iii) s = 3 ve n = 3; n = 4; n = 5

i)

s = 1; n = 1 için

K
(1)

1 =
1X
j=1

kj

=
�k1
1� rk1

=
K
(1)
1

1 + rK
(1)
1

=

1P
i=1

iriK
(1)
i

1 +
1P
i=1

riK
(1)
i

54



s = 1; n = 2 için

K
(2)

1 =

2X
j=1

kj

= �k1 + k2

= K
(1)
1 + k2

=

2P
i=1

iri�1K
(2)
i

1 +
2P
i=1

riK
(2)
i

ve s = 1; n = 3 için

K
(3)

1 =
3X
j=1

kj

= �k1 + k2 + k3

= K
(2)

1 + k3

=

3P
i=1

iri�1K
(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i

d¬r.

ii) s = 2; n = 2 için

K
(2)

2 =
2X

j1<j2=1

kj1kj2

= �k1:k2

=
K
(2)
2

1 + rK
(2)
1 + r2K

(2)
2

=

2P
i=2

i(i�1)
2!
ri�2K

(2)
i

1 +
2P
i=1

riK
(2)
i
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s = 2; n = 3 için

K
(3)

2 =

3X
j1<j2=1

kj1kj2

= �k1k2 � k1k3 + k2k3

= K
(2)

2 +
k3

1 + rk3
K
(2)

1

=

3P
i=1

i(i�1)
2!
ri�2K

(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i

ve s = 2; n = 4 için

K
(4)

2 =

4X
j1<j2=1

kj1kj2

= �k1k2 � k1k3 � k1k4 + k2k3 + k2k4 + k3k4

= K
(3)

2 +
k4

1 + rk4
K
(3)

1

=

4P
i=1

i(i�1)
2!
ri�2K

(4)
i

1 +
4P
i=1

riK
(4)
i

d¬r.

iii)

s = 3; n = 3 için

K
(3)

3 =

3X
j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= �k1k2k3

=
K
(3)
3

1 + rK
(3)
1 + r2K

(3)
2 + r3K

(3)
3

=

3P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(3)
i

1 +
3P
i=1

riK
(3)
i
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s = 3; n = 4 için

K
(4)

3 =

4X
j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= �k1k2k3 � k1k3k4 + k2k3k4 � k1k2k4

= K
(3)

3 +
k4

1 + rk4
K
(3)

2

=

4P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(4)
i

1 +
4P
i=1

riK
(4)
i

ve s = 3; n = 5 için

K
(5)

3 =

5X
j1<j2<j3=1

kj1kj2kj3

= �k1k2k3 � k1k2k4 � k1k2k5 � k1k3k4 � k1k3k5

�k1k4k5 + k2k4k5 + k2k3k4 + k2k3k5 + k3k4k5

= K
(4)

3 +
k5

1 + rk5
K
(4)

2

=

5P
i=3

i(i�1)(i�2)
3!

ri�3K
(5)
i

1 +
5P
i=1

riK
(5)
i

d¬r.

2.Ad¬m

Teoremin s = q ve n = p için do¼gru oldu¼gunu kabul edip s = q ve n = p+ 1 için de

do¼gru oldu¼gunu gösterelim. Yani

Kq
p
=

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i
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ve

K
(p+1)

q =

p+1P
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p+1)
i

1 +
p+1P
i=1

riK
(p+1)
i

oldu¼gunu gösterelim.

K
(p+1)

q = K
(p)

q +
kp+1

1 + rkp+1
K
(p)

q�1

eşitli¼ginde K(p)
q�1 ve K

(p)
q de¼gerlerinin yerlerine yaz¬lmas¬ile

K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i

+
kp+1

1 + kp+1

pP
i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i

elde edilir.

Payda eşitlenerek

K
(p+1)

q =

(1 + rkp+1)
pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

(1 + rkp+1)

�
1 +

pP
i=1

riK
(p)
i

�

+

kp+1
pP

i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

(1 + rkp+1)

�
1 +

pP
i=1

riK
(p)
i

�
elde edilir. Eşitli¼gin düzenlenmesi ile

K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i + rkp+1

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

+

kp+1
pP

i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i
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olur. K(p)
r + kp+1:K

(p)
r�1 = K

(p+1)
r eşitli¼gi kullan¬larak

K
(p+1)

q =

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i + kp+1

pP
i=q�1

i(i�1):::(i�q+2)
(q�1)! ri�q+1K

(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

+

rkp+1
pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

1 +
pP
i=1

riK
(p)
i + rkp+1 + rkp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

=

K
(p+1)
q + rkp+1

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

pP
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p)
i

elde edilir. K(p)
p :kp+1 = K

(p+1)
p+1 eşitli¼gi kullan¬larak düzenleme yap¬l¬r ise

K
(p+1)

q =

K
(p+1)
q +

p�1P
i=q

(i+1)i(i�1):::(i�q+2)
q!

ri�q+1K
(p+1)
i+1

1 + r

�
kp+1 + kp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

�
+

pP
i=1

riK
(p)
i

+

(p+1)p(p�1):::(p�q+2)
q!

rp�q+1K
(p+1)
p+1

1 + r

�
kp+1 + kp+1

pP
i=1

riK
(p)
i

�
+

pP
i=1

riK
(p)
i

bulunur. K(p)
1 + kp+1 = K

(p+1)
1 kullan¬rsak eşitlik

K
(p+1)

q =

K
(p+1)
q +

p�1P
i=q

(i+1)i(i�1):::(i�q+2)
q!

ri�q+1K
(p+1)
i+1

1 + rK
(p+1)
1 +

p�1P
i=1

ri+1K
(p+1)
i+1 + rp+1K

(p+1)
q+1

+

(p+1)p(p�1):::(p�q+2)
q!

rp�q+1K
(p+1)
p+1

1 + rK
(p+1)
1 +

p�1P
i=1

ri+1K
(p+1)
i+1 + rp+1K

(p+1)
q+1
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olur. Bu eşitlik bize

K(p+1)
q =

p+1P
i=q

i(i�1):::(i�q+1)
q!

ri�qK
(p+1)
i

1 +
p+1P
i=1

riK
(p+1)
i

oldu¼gunu gösterir. Bu durum için ispat tamamlanm¬̧s olur. Son eşitlikte q = s ve

n = p+ 1 yazarsak

Ks
n
=

nP
i=s

i(i�1):::(i�s+1)
s!

ri�sK
(n)
i

1 +
nP
i=1

riK
(n)
j

elde ederiz ve teorem ispatlanm¬̧s olur.
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