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OZET
Doktora Tezi

KLASIK ORTOGONAL MATRIS POLINOMLARI VE BESSEL MATRIS
FONKSIYONLARI

Bayram CEKIM

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Prof.Dr. Abdullah ALTIN

Bu tez sekiz boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde 6zel fonksiyonlarda bilimsel gelismeler 6zetlenmigtir.

Ikinci boliimde, matris fonksiyonlar: ile ilgili gerekli énbilgiler hatirlatildiktan sonra,
Gamma, Beta ve Hipergeometrik matris fonksiyonlar: ilgili bazi 6zellikler verilmek-
tedir.

Uctincii boliimde, 6nce Chebyshev matris polinomlarinin ikinci basamaktan bir mat-
ris diferensiyel denklemi sagladig1 gosterilmekte, sonrada bu polinomlarin sagladigi
matris dogurucu fonksiyon, ii¢ terimli matris rekiirans bagintisi, Rodrigues formiilii
ve ortogonallik gibi bazi 6zellikler incelenmektedir.

Dérdiincii boliim, Gegenbauer matris polinomlarinin tanitimina ve sagladigi bazi
ozelliklerin elde edilmesine ayrilmigtir.

Beginci boliimde, Jacobi matris polinomlarinin bazi 6zelliklerinin incelenmesinin
ardindan Jacobi ve Chebyshev matris polinomlar: arasindaki bir iligki verilmektedir.

Altinc boliimde, A matrisinin 6zdegerlerinin tamsay1 olmamasi durumunda Bessel
matris diferensiyel denklemi icin genel ¢oziimiin agik ifadesini elde etmemize izin
veren Bessel matris fonksiyonlariin birinci tiirii tanitilmaktadir. Ayrica Bessel mat-
ris fonksiyonlarinin ikinci tiirii de kullanilarak Bessel matris diferensiyel denkleminin
genel ¢oziimii verilmektedir.

Tezin yedinci ve sekizinci boliimleri orijinal bulgular: icermektedir. Bu boliimlerde
sirasiyla, Jacobi ve Gegenbauer matris polinomlar: aileleri i¢cin multilineer ve multi-
lateral tiirden cesitli matris dogurucu fonksiyonlar:1 bulunmus ve baz 6zellikleri elde
edilmistir.

Haziran 2011 , 108 sayfa
Anahtar Kelimeler: Matris, ortogonal polinomlar, matris polinomu, hiperge-
ometrik matris fonksiyonu, matris diferensiyel denklemi, Bessel matris fonksiyonu.
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This thesis consists of eight chapters.

In the first chapter, the scientific advances on special functions are summarized.

In the second chapter, after necessary preliminaries related to the matrix functions
are recalled, some properties concerning Gamma, Beta and Hypergeometric matrix
functions are given.

In the third chapter, firstly, it is shown that Chebyshev matrix polynomials satisfy a
matrix differential equation of second order and then some properties such as matrix
generating function, three term matrix recurrence relation, Rodrigues formula and
orthogonality satisfied by these polynomials are investigated.

The fourth chapter is reserved for the introduction of Gegenbauer matrix polyno-
mials and obtaining some of the features provided by these matrix polynomials.

In the fifth chapter, a relationship between Jacobi and Chebyshev matrix polynomi-
als are given and then some properties of Jacobi matrix polynomials are analyzed.

In the sixth chapter, Bessel matrix functions of the first kind which permit to obtain
an explicit expression of the general solution of Bessel matrix differential equation
for the case where no eigenvalue of A is an integer are introduced. The general
solution of Bessel matrix differential equation is given by also using Bessel matrix
functions of the second kind.

The seventh and eighth chapters of this thesis include the original results. In these
chapters, various multilinear and multilateral matrix generating functions are found
and some properties are derived for families of the Jacobi and Gegenbauer matrix
polynomials, respectively.

June 2011, 108 pages
Key Words: Matrix, orthogonal polynomials, matrix polynomial, hypergeometric
matrix function, matrix differential equation, Bessel matrix function.
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1. GIRIiS

Ortogonal polinomlar, 1900°’lii yillardan itibaren Matematikgiler icin oénemli bir
calisma alani haline gelmistir. Bu polinomlar, Fizik, Astronomi ve Istatistik gibi
bilim dallarinda da 6nemli kullanim alanlarina sahiptir. Ortogonal polinomlarin
gelismesiyle birlikte, 1960’1 y1llardan itibaren biortogonal, kath ve g-ortogonal poli-
nomlar bilim adamlar1 tarafindan ¢aligilan bir aragtirma alani haline gelmistir. 1990’1
yillarda ise Matematikgiler tarafindan Uygulamali Matematik ve Lineer Cebir konu-

larinin harmanlanmasi sonucu ortogonal matris polinomlar kavrami ortaya ¢ikmistir.

Klasik ortogonal polinom ailelerinin bir ¢ok tzelliklere sahip olduklar: bilinmektedir.
Bu ortogonal polinom ailelerinin sagladigi 6zelliklerden hangilerinin matris ortogo-
nal polinomlara aktarilabilecegi merak konusudur. Bu aktarimda matrislerle ilgili
hangi tiir kosullarin konulmasi gerektigi ve bu kosullar dahilinde hangi 6zelliklerin

saglanacag1 6nemlidir.

Matris polinomlar, Istatistikte cok degiskenli olasilik analizinde (James 1975), grup-
lar teorisinde (James 1975), sacilma teorisinde (Geronimo 1980), diferensiyel denk-
lemlerde (Jédar vd. 1994b, 1995), Fourier seri agilimlarinda (Defez ve Joédar 1998),
interpolasyonda (Sinap ve Van Assche 1994) ve tibbi goriintiilemede (Defez vd. 2000)

kullanilmakta olup, siirekli olarak gelisen bir alandir.

Matris polinomlarin uygulamalarinda kullanilan, A (t), B(t) ve C(t) fonksiyonlar

matris degerli fonksiyonlar olmak {izere
AD)X"t)+BOX' ) +CH)X (t)=0 (1.1)

tipindeki ikinci basamaktan diferensiyel denklemler, genellikle Fizik, Kimya ve Meka-
nikte kargimiza ¢gikmaktadir (Keller ve Wolfe 1965, Morse ve Fesbach 1953, Parter
vd. 1973). Bessel matris fonksiyonlar1 ve baz 6zellikleri Herz ve Jédar tarafindan
verilmigtir (Herz 1955, Joédar vd. 1992, 1994a). Bu matris fonksiyonlarin agik hal-

leri, Frobenius yontemiyle bulunmustur. Ayrica argiiment olarak alinan matrisin

1



ozdegerlerinin tamsay1 olup olmamasi durumunda Bessel matris diferensiyel denk-

lemin genel ¢oziimiiniin nasil farklihk gosterdigi incelenmigtir (Jédar vd. 1994a).

Son yillarda ise Laguerre matris polinomlar1 (Jédar vd. 1994b), Hermite matris
polinomlar1 (Jédar ve Company 1992), Gegenbauer matris polinomlar1 (Jédar vd.
1995), Jacobi matris polinomlar1 (Defez vd. 2004) ve Chebyshev matris polinom-
larmn birinci (Defez ve Jédar 2002) ve ikinci tiirleri (Batahan 2006) tanimlanmigtir.
Bu matris polinomlarin sagladigi matris diferensiyel denklemler, matris dogurucu
fonksiyonlar, rekiirans bagintilar1 ve Rodrigues formiilleri bulunmustur. Ayrica La-
guerre ve Hermite matris polinomlarmin arasindaki bir iligkide verilmigtir (J6dar ve

Defez 1998).

Klasik ortogonal polinomlarin sagladig: 6zelliklerin pek ¢ogunun belirli kosullar al-
tinda matris ortogonal polinomlar tarafindan da saglandig1 gosterilmistir. Bu tezde
ozellikle Jacobi, Chebyshev ve Gegenbauer matris polinomlar1 ele alinmis ve bu
polinom ailelerinin sagladigi cesitli 6zellikler tizerinde durulmustur. Ayrica Bessel
matris fonksiyonu tamitildiktan sonra bu fonksiyonun o6zellikleri de incelenmistir.
Bu konular cahigilirken Gamma, Beta ve Hipergeometrik matris fonksiyon gibi zel
fonksiyonlardan yararlanilmigtir. Tezde orjinal olarak, Jacobi ve Gegenbauer matris
polinomlarinin sagladigi baz 6zellikler bulunmustur. Ayrica bu matris polinomlar

icin multilineer ve multilateral matris dogurucu fonksiyonlar elde edilmistir.



2. ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Bazi1 Tanmimlar

Tamim 2.1 a, # 0 olmak dzere ag,ay,...,a, (n € N) ler sabit saylar ve x bir
degisken olsun.

Pu(®) = @t + ap_ 12" 4 a4 ag

seklinde tanvmlanan p, fonksiyonuna bir polinom (¢ok terimli) denir. Buradaki n
dogal sayrsina polinomun derecesi, ag, ay, ..., a, sayilarina da polinomun katsayilari
ady verilir. Eger a, = 1 ise p,(x) polinomuna monik polinom denir. = degiskeninin
ve katsaylarn reel ya da kompleks olmasina gére p,(x) polinomu, reel polinom ya

da kompleks polinom olarak adlandurilor.

Tamim 2.2 [ C R olmak dzere w(x), I da tamwmly pozitif bir fonksiyon olsun.

m,n € N ve m # n olmak tzere
I

saglanayorsa { ¢, ()}, cn polinom ailesine I arabiginda w(x) agurbk fonksiyonuna gore

ortogonaldir denir.

Tanim 2.3 ¢ reel yada kompleks bir degisken ve 0 < j < n i¢in A; € C™" olmak

lizere n. dereceden matris polinomu
P,(t) = Apt" + A t" P At + Ay A, £0
seklinde tanimlanar.

Uyar1 2.1 Katsayilars C™*" de olan bitin matris polinomlarinin kiimesi P, (t) ile

gasterilir.

Tanim 2.4 {Q,} C™" deki matrislerin bir dizisi ve A € C™" (0 <k <n)

n

neN 7

matrisleri icin P, (t) = Y. Agt® bir matris polinomu olsun.

k=0

L:P,(t)—C™"
3



fonksiyoneli ise

seklinde tanimlansin. Bu durumda {$,}, oy matris moment dizisi yardvmayla tanym-
lanan L, matris moment fonksiyoneli olarak adlandirilir. ), ise n-yinci basamaktan

matris momentidir ( n =0, 1,...) (Jddar vd. 1995).

Tanim 2.5 n € N i¢in P, (t) bir matris polinomu olmak tizere

i. P, (t), singiler olmayan baskatsayls n. dereceden bir matris polinomudur,
5. Vn,s € N ven # s icin L (P, (t) Ps(t)) = 0 dur,

111. n € N igin L (P2 (t)) matrisinin tersi vardwr

kosullary saglansin. Bu takdirde {P, (t)}, -y dizisine, L matris moment fonksiyone-

neN

line gore ortogonal matris polinom dizisi denir (Jodar vd. 1995).

2.2 Matris Islemlerinde Baz1 Ozellikler

Tezin bu kisminda, matrislerle ilgili bilinen bazi temel lemmalar ve sonuclar verile-

cektir (Tagg 2005).

Tanim 2.6 I, birim matrisi gostermek tizere A, B matrisleri i¢in
AB=BA=1

egitligini saglayan B matrisine A matrisinin ¢arpma iglemine géore tersi (inversi)

denir ve B = A~! ile gosterilir.
Lemma 2.1 Bir matrisin tersi var ise, bu ters tektir.

Tanim 2.7 Tersi olan matrislere regiiler (diizgiin) matrisler denir. Regiiler (dizgiin)

olmayan matrislere ise singiiler (tekil) matrisler denir.

Lemma 2.2 A ve B regiiler matrisler ise AB matrisi de regiiler bir matris olup

(AB) ™" = B 'A! dir.



Sonug 2.1 Lemma 2.2 nin bir genellemesi olarak, k herhangi bir pozitif tamsay: ve

Ay, ..., Ay lar regiiler matrisler olmak tizere
(A Ay = AL AT
dir.
Sonug 2.2 Herhangi bir regiiler A matrisi i¢in (A")™' = (A=Y)" dir.
Tamim 2.8 A matrisinin tranzpozu AT ile gésterilmek iizere
AT =A™

esitligi saglanwyorsa, A matrisine ortogonal matris denir.

Lemma 2.3 Herhangi bir A matrisi ve B regiiler matrisi i¢in AB = BA kosulu

saglayorsa, o zaman AB™! = B71A dur.

Lemma 2.4 Bir A matrisinin tersinin olmasu i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin

determinantinan sifirdan farkl, yani det A = |A| # 0 olmasidar.

O halde, A matrisine, det A # 0 ise regiler (diizgiin) matris, det A = 0 ise singtiler

(tekil) matris denir.

Lemma 2.5 A ve B matrisleri i¢in |AB| = |A| |B| dir. Bu gdsteriyorki, |AB| =0

ise |A| veya |B| den en az biri sifir olmalidar.

Tanim 2.9 z sifirdan farkl (r x 1) boyutlu bir vektor ve O sifir matrisi olmak tizere
Az =X r yada (A—X)x=0

esitligini saglayan X\ degerlerine, A matrisinin dzdegerlert denir. Baska bir deyisle,

A matrisinin ézdegerleri, X ya gore r—yinci dereceden bir denklem olan
|[A—X|=0

seklindeki A matrisinin karakteristik denkleminin kékleridir.
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Lemma 2.6 (rxr) boyutlu A matrisinin farkl ézdegerleri A1, Aq, ..., A, olmak tizere

A matrisinin determinanti, det A = |A| = A\ Aa.. .\, ile verilir.

Herbir A 6zdegerine karsilik gelen z vektorlerine de A matrisinin 6zvektorleri denir.
A matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesi o (A) ile gosterilir ve o (A) ya A nin spekt-

rumu da denir.

Tanim 2.10 Vz € o (P) i¢in Re(2) > 0 kosulunu saglayan P € C™" matrisine

pozitif kararlh matris denir (Jédar ve Cortés 1998a).

Tamm 2.11 Q € C™" matrisinin eslenik transpozu QY ile gosterilmek tizere
QTQ=QQ" =1
esitligini saglayan Q) regiiler matrisine iiniter matris denir.

Tamim 2.12 Herhangi P ve Q matrisleri icin, R'PR = Q olacak sekilde regiiler

bir R matrisi varsa, P ve (Q matrislerine benzer matrisler denir.

Regiiler benzer matrislerin tersleri de benzerdir. Ayrica benzer matrislerin determi-

nantlar1 ve 6zdegerleri aynidir.

Tanim 2.13 Kdsegen bir matrise benzer olan P matrisine, kosegenlestirilebilir mat-

ris denair.

Bir P matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi i¢in r—tane lineer bagimsiz 6zvektore
sahip olmasi gerek ve yeterdir. Bu durumda, kosegen matrisin kogsegen elemanlar:

P matrisinin 6zdegerleridir.

Tamim 2.14 Kdsegenlestirilebilir P ve (Q matrisleri i¢in
ST'PS=D |, S'QS=FE ; D,E kiésegen matrisler

olacak sekilde regiiler bir S matrist varsa, P ve () matrislerine aym anda kogegen-

lestirilebilir matrisler denir (Horn ve Johnson 1993).
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Lemma 2.7 P ve () késegenlestirebilir matrisler olsun. P ve () matrislerinin aym
anda kosegenlestirilebilir olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul bu matrislerin ¢carpma

iglemine gore degismeli olmasidir (Horn ve Johnson 1993).

Tamim 2.15 p > 1 i¢in x = (24, ..., z,) vektorinin p—normu,

1
Iz, = (21" + ... + |2,[")» seklinde tanumlanar (Golub ve Van Loan 1983).

Tamim 2.16 = sifirdan farklh (r x 1) boyutlu bir vektor olmak tizere, A matrisinin
pP—normu

Ax
4], = suphatl
U,

ya da bir baska ifadeyle,

Al = A
4l = max. 1 Aal

seklinde tanimbidur (Golub ve Van Loan 1983).

Lemma 2.8 [ birim matris, 0 sifir matrisi, ¢ € R ve 1 < p < oo olmak tizere
herhangi A, B matrislerinin p—normu i¢in asagidaki ozellikler saglanwr (Golub ve
Van Loan 1983).

a) |Al,=z0 ¢) [[A,=0=A=0 e) [[A+B], <|[Al,+IBl,

b) |ll,=1  d) [lcAl, =l [IA]l, f) IAB, < [|All, 181,

Tez boyunca, vektorler icin vektér 2—normu (Oklid normu), matrisler i¢in matris
2—normu kullanilmigtir. A matrisinin matris 2—normu (spektral normu), AT A mat-
risinin en biiyiik 6zdegerinin karekokiine esit olup, ||A|| ile gosterilir. Norm hesap-
lanirken, eger A matrisi kompleks elemanh ise AT yerine A nin eslenik transpozu

olan A7 alimmalidir (Golub ve Van Loan 1983).

Lemma 2.9 (Schur Ayrisima): C™*" deki herhangi bir A matrisi i¢in, A mat-
risinin ozdegerlerini esas kosegeni tizerinde bulunduran kosegen bir D matrisi ve N

tam 1ist ii¢gensel bir matris olmak tizere
Q"AQ=D+ N

olacak sekilde bir Q) tiniter matrisi vardwr (Golub ve Van Loan 1983).
7



Tanmim 2.17 C™" deki herhangi bir A matrisi i¢in
a(A) =max{Re(z): z€0(A)} ve B(A) =min{Re(z): z€0(A)}
dar.

Lemma 2.10 C™" deki herhangi bir A matrisinin Schur ayrisimi QP AQ = D+ N

olmak tizere ) '
Ve

HeAtH < oA 7

L t>0

I

Il
o

J

dir (Golub ve Van Loan 1985).
Lemma 2.11 Herhangi bir A € C™" matrisi i¢in t > 0 olmak tizere

§=0 J

e < entan Z (Al vty

dir (Golub ve Van Loan 1989).

Tanim 2.18 « reel ya da kompleks bir sayr ve n pozitif bir tamsay: olmak tizere
() ifadesi
(@) =ala+(a+2).(a+n=1) ; (a)y=1

olarak tanimlanir ve Pochhammer sembolii olarak bilinir.

Tanim 2.19 Skaler Pochhammer ifadesine fonksiyonel matris hesabinin uygulan-

maswyla, C™" deki herhangi bir A matrisi i¢in

(A), =AA+D) .. .(A+(—-1I) , n>1 : (A),=1I (2.1)

n

elde edilir ki, buna matrisler i¢cin Pochhammer gosterimi denair.
Uyar1 2.2 j pozitif bir tamsayr olmak tizere n > j igin (—jI), =0 dur.

Lemma 2.12 Herhangi bir A matrisi i¢in

. Ak ¢k A%t2 Ann
At _ R
et = s I+ At + 5 + + o
k=0

ile tanmvmlanan tstel matris serisi her t i¢in yakinsaktar.
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Lemma 2.13 A, B, I ve 0 matrisleri i¢in

1) ¥ =1,

i1) e distel matrisi her zaman regiiler olup (eA)fl =e 4,
iii) AB = BA ise eATB)t = eAteBt)

w) t € R igin Iet = et

egitliklert gegerlidir.

Lemma 2.14 Eger f (z) ve g(z), kompleks dizlemin Q0 agik kiimesinde taniml
analitik fonksiyonlar iseler, o takdirde o (P) C Q olacak sekilde herhangi bir

P € C™" matrisi i¢in fonksiyonel matris hesabinin 6zelliklerinden dolay

dir. Eger o (Q) C 2 olacak sekildeki herhangi bir Q € C™" matrisi i¢in PQ = QP

ise bu durumda

dir (Dunford ve Schwartz 1957).

Lemma 2.15 Eger f, o(P) wy iceren bir bolgede tanymly bir fonksiyon ve S, C™*"

de regiiler bir matris ise
f (SPSil) =S f(P) St
dir (Golub ve Van Loan 1989).

Lemma 2.16 a,y € C ve |y| < 1 olmak iizere (1 —y)* = explaln (1 —y)| dir.
Ayrica

o (@) g
(1-y)™=) vt i<l aeC
n=0 ’

olup, bu ozellige C™" deki herhangi bir A matrisi icin fonksiyonel matris hesabinin

uygulanmasyla

(EEDY (A?”

"oyl <1 2.2
> b 22)

elde edilir.



Tanim 2.20 B (zo, p), kompleks dizlemdeki zy merkezli p yaricapl agik diski ve E
ise C™*" sinsfindan matrislerin Banach uzayina gostermek tizere, 1 < 1 < 4 i¢in

fi : B(z0,p) — E seklinde tanimlanan f; ler sinarl ve siirekli fonksiyonlar olsun.
Ui ve Uy 1se

X'=[(2) X+ f2(2) X s (2) + X' fa (2) (2.3)

denkleminin herhangi iki ¢ozimi olsun. P,Q € C™" olmak tzere, (2.3) denkleminin
her U ¢6ziimii

U(z)=U1(2) P+Us(2)Q , z€ B(2,p)

formunda tek bir sekilde ifade edilebiliyorsa, {Uy,Us} kiimesine B (zp, p) da (2.3)

denkleminin temel ¢oziimler ciimlesi denir (Jédar ve Cortés 2000).

Teorem 2.1 Eger (2.3) denkleminin B (zo, p) daki {Uy,Us} ¢oziim ¢ifti igin
W (Ula UQ: ZO) =

seklindeki W € C***" matrisi regiler (diizgiin) ise {Uy, Uz}, B (z0,p) da (2.3)

denkleminin temel ¢ézimler ciimlesidir (Jodar ve Cortés 2000).

Lemma 2.17 A, B ve T ler herhangi indisel fonksiyonlar olmak tizere

M]3
WE

A(kn) = Y > A(kn—k) (2.4)

n=0 k=0 n=0 k=0
> > B(kn) = > B(kn+k) (2.5)
n=0 k=0 n=0 k=0

o oo s [3]

>N T(kon) = D> T (kn—2k) (2.6)
n=0 k=0 n=0 k=0

egitlikleri gecerlidir (Rainville 1973).

2.3 Gamma ve Beta Fonksiyonlari

Gamma Fonksiyonu

I' (z) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,

I'(x) = /tx_le_t dt
0

10



genellegtirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Bu fonksiyona genellestirilmis fak-

toriyel fonksiyonu da denir. Bunun igin

/ ettt — (2.7)
0

integrali ile tanimlanan fonksiyonu ele alalim. ¢ > 0 olmak {iizere bu integral her
1

¢ < u < d sonlu araliginda — ya diizgiin yakinsaktir. (2.7) esitliginden u ya gore
u

tiirevler alarak devam ettigimizde, n—yinci tiirev icin

n!
et g = -

un+1
esitligi elde edilir. Bu son egitlikte © = 1 alinirsa
/t"e_t dt =n! = /t("+1)_1e_t dt =T (n+1)
0 0

olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmigtir. Halbuki n nin n > —1
olan herhangi bir reel say1 olmasi halinde de bu genellegtirilmis integral yakinsaktir.

O halde = > —1 olan herhangi bir reel say1 olmak {izere

o0}

x!l = /twe—t dt =T(z+1)

0
ifadesinden goriilmektedir ki —1 den biiyiik olan tiim reel sayilarin faktoriyel deger-
lerini sonlu bir reel say1 olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolay1 Gamma
fonksiyonu genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirihir. n € N icin
saglanan

F'(n+1)=nl=n(n—-1)=nl(n)
egitligi, tiim x > 0 degerleri i¢in
I'(z+1)=al(2)

esitligine genigletilebilir. Bu 6zellik yardimiyla, Gamma fonksiyonu icin argiimentin
herhangi iki tamsay1 arasindaki degerlerine kargilik gelen sonuclarin bilinmesi halinde

diger araliklardaki fonksiyon degerleri kolayca hesaplanabilir.
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Beta Fonksiyonu

B(x,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu,
1
B(z,y) = /tx_l (1—t)Y"dt ; Re(z) >0, Re(y) >0
0
genellegtirilmis integrali yardimiyla tanimlanan iki degiskenli bir fonksiyon olup
/2
B(z,y) = 2/ (sin 0)** " (cos 0)* " df

B(z,y) =

bicimlerinde de ifade edilebilir.

2.4 Gamma ve Beta Matris Fonksiyonlar1 ve Baz1 Ozellikleri

1
r1(z)= (%) ile gosterilen Gamma fonksiyonunun tersi, z kompleks degiskeninin
z
fonksiyonu olup tiim kompleks diizlemde analitik yani tam fonksiyondur (Hille 1969).
Bu nedenle C™*" deki herhangi bir P matrisinin ters Gamma fonksiyonu altindaki

goriintiisiine karsilik gelen I'™! (P) matrisi iyi tamimh bir matristir. Eger,
Vn > 0 tamsayisi i¢cin P + n/ matrisleri regiiler
ise I' (P) matrisinin I'~! (P) ile gosterilen tersi vardir. Bu nedenle
PP+I)...(P+(n—1)DHT"(P+nl)=T""(P) , n=1,2,..

dir (Hille 1969). Gamma ve ters Gamma fonksiyonu analitik oldugundan fonksiyonel

matris hesabinin 6zelliklerinden dolay1
PP+ID...P+(n—1DI) =T (P+n)T'(P) , n=12,.. (2.8)

olup,

(P), =T (P+nI)T*(P) , n=0,1,2,.. (2.9)

n

seklinde de yazilabilir.
12



Tanim 2.21 P € C™*" pozitif kararly herhangi bir matris olmak iizere Gamma

matris fonksiyonu
r'(P)= /e_t t'=1dt , "1 =exp[(P —I)Int]
0
ile verilir ve T (P) matrisi iyi tanambdur (Jédar ve Cortés 1998b).

Tanim 2.22 P,Q) € C™" pozitif kararls matrisler olmak tzere, Beta matris fonksi-

yonu
1

B(P,Q) = / P 1=t a (2.10)

0

seklinde tanimlanar (Jodar ve Cortés 1998b).

Lemma 2.18 P, Q) € C™" pozitif kararl ve degigmeli matrisler olmak tizere
B(P.Q) = B(Q.P) (2.11)

dir (Jodar ve Cortés 1998b).

Lemma 2.19 P, Q,P + Q € C™" pozitif kararl ve degismeli matrisleri i¢in
B(P.Q)=T(P)T QT (P+Q) (2.12)

dur (Jédar ve Cortés 1998a,).

Teorem 2.2 P,(Q) € C™*" degismeli matrisleri i¢in
Vn > 0 tamsayist i¢in P+ nl, Q +nl, P+ Q + nl matrisleri regiiler

olmak tizere,
B(P,Q)=T(P)T(Q)T"'(P+Q)

esitligi gecerlidir (Jodar ve Cortés 1998a,).
13



2.5 Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a, B ve v reel ya da kompleks sabitler olmak iizere

14 2B e DBBHL) (2.13)

~ 1.2.9(y +1)

olarak ifade edilen seri matematikte biiyiik bir tneme sahiptir. Bu seri 1+z+22+ ...
geometrik serisinin bir genellegtirilmesi oldugundan hipergeometrik seri adini alr.
(2.13) ifadesinden goriilmektedir ki, v degeri sifir ya da negatif bir tamsayi olma-
malidir. (2.13) hipergeometrik serisi |z| < 1 i¢in yakinsak, |z| > 1 igin waksaktir.
|z| = 1 oldugu zaman v > a+[ ise seri mutlak yakinsaktir. x = —1ikeny > a+4—1
ise seri yakinsaktir. Tamim 2.18 deki esitlik dikkate almarak, (2.13) hipergeometrik
serisi .

@) (B

Fi(a, B;v;7) = Fla, By, ) =
o ; (),

seklinde yazilabilir. Bu F' fonksiyonu hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir.

(2.14)

(2.14) esitliginde goriilen F' nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri serinin paymnda « ve 3,
paydasinda v parametrelerinin bulundugunu ifade eder. (2.14) esitliginin genellegti-

rilmig gekli

Inl2)n-.(ap)n "
Fylan, o api vy, o 7 @ § —
P mi ! e (V1)n '72 (Vg !

dir.

2.6 Hipergeometrik Matris Fonksiyonlar:
Bu kisimda hipergeometrik matris fonksiyonlarin bazi 6zellikleri verilmigtir.
Tanim 2.23 C™*" deki bir C' matrisi,

VYn > 0 dogal sayst i¢in C + nl matrisleri regiiler (2.15)

kosulunu saglasin. Bu C' matrisi ve herhangi A, B € C™*" matrisleri i¢in

o

JFi(A BiCs2) = F(A,B;Ci2) = S (A), (B), (O 5 (2.16)

n |
n:
n=0

serisi, |z| < 1 igin yakinsaktwr (Jodar ve Cortés 2000).
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Hipergeometrik Matris Diferensiyel Denklem
A, B,C € C™" matrisleri igin (2.15) kosuluna ek olarak

BC =CB (2.17)
kosulu da saglanmak tizere
2(1=2)W"—2AW' + W' (C —2(B+1))—AWB=0 , 0<]|z|<1 (218)

seklindeki hipergeometrik matris diferensiyel denklemini dikkate alalim. F, € C™*"

belirlenecek matrisler olmak iizere, bu denklemin
=Y F2" o R=1, |{<1

tipinde serisel ¢oziimiinii aragtiralim. Wj (z) nin serisel ifadesi ve

o o
= E nk2" 1 W (2 E n(n—1)F,2z"?
n=1 n=2

tiirevleri, (2.18) denkleminde yerlerine yazilip, z nin kuvvetlerinin katsayilar: 0 mat-

risine egitlenirse

(A4 nl)FE,(B+nl)(C+nl)™"
n+1

Fo = . n=0,1,2 ..

esitligi yazilabilir. Fy = I oldugu dikkate alinarak, n yerine sirasiyla 0,1, 2, ..., (n — 2) ,
(n — 1) yazlir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
(A+(n—1D1 A+ (n—2) ) (A+1T)

o (n=1)n
x(B+(n—-1I)C™* (C—l—I) (C+n=2D)""(C+n-1)D"

no_ AB(B+1)..(B+(n—2)I)

(A, B)LUC+ (-1 )(c+(n—2)1)...(0+1)0r1
n!
_ W3O g,

n!

olarak elde edilir. Bu durumda

Wi =3 WP oy pici

n!
n=0

seklinde olup, W7 (0) = I ve 0 < |z| < 1 olmak iizere W, (2) = F (A, B;C;2)

hipergeometrik matris fonksiyonu, (2.18) denkleminin bir ¢tziimiidiir.
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Sonug 2.3 A, B,C € C™" matrisleri (2.15) ve (2.17) kosullarine saglasin.
F (A, B;C;0) = I olmak tizere F (A, B; C; z) hipergeometrik matris fonksiyonu

2(1=2)W" —2AW' + W' (C —2(B+1))—AWB=0 , 0<|z|<1
denkleminin bir ¢ozimidir (Jédar ve Cortés 1998a).

Sonug 2.4 n pozitif bir tamsayr, A € C™" herhangi bir matris ve C € C™",

(2.15) kosulunu saglayan bir matris olmak tizere
2(1—=2)W" = 2AW' + W' (C+2(n—1)I)+nAW =0

denklemi n-yinci dereceden matris polinom ¢ézimlere sahiptir (Jodar ve Cortés

1998a,).
A, B,C € C™" matrisleri igin (2.15) ve (2.17) kogullarina ek olarak
AC=CA (2.19)
kosulu da saglanmak tizere
2(1l—=2)W"—=2AW' + W' (C —2(B+1))—AWB=0 , 0<]|z|]<1 (2.20)

seklindeki hipergeometrik matris diferensiyel denklemini dikkate alalim. Sonug 2.3
den goriilmektedir ki, bu denklemin ¢oziimlerinden biri

Wi(z)=F (A B;C;z2) = i (4), <Bn)'” (C);lz” , 2zl <1 (2.21)

n=0

hipergeometrik matris fonksiyonudur. Dy, negatif reel eksen boyunca kesilen komp-

1-C

leks bir diizlem olsun. 2/~ = exp [(I — C)In 2] ile gosterilmek ve V (z) fonksiyonu

belirlenecek bir fonksiyon olmak iizere, (2.20) denkleminin
Wa(2) =V (2)2I7¢ ; |2 <1 , z€ Dy
tipinde bir ¢oziimiinii arastiralim. Ayrica

217¢ = exp [(I—C)Inz] = Zw

n!
n=0
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olup, (2.17) esitliginden dolay1
Bz7¢ =7¢B
dir. W (2) nin ifadesi ve

Wy(z) = V()27 9+V ()29 ~-0)
Wy (z) = V()9 42V (2) 2 (I -C) =V (2) 2 1C(I - C)

tiirevleri, (2.20) denkleminde yerlerine yazihirsa

2 (1= 2) Wy (2) — 2AW5 (2) + Wy (2) (C — 2 (B+ 1)) — AW, (2) B
= {z(1—=2)V"4+2V' = V'C =32V + 22V'C — 2zAV' - 2V'B
+VC—-VC* - AV 4+ AVC - VB -V +VCB+VC — AVB} 2'¢
S (2.22)

elde edilir. 2z € Dy igin 2/7¢ = exp[(/ — C)In z] # 0 oldugunu gozoniinde bulun-

durarak bir an ig¢in
V(z)C=CV(z) ve V'(2)C =CV'(2) (2.23)
oldugunu varsayalim. Bu durumda (2.22) esitliginden

2(1=2)V"—2(A+T1-C)V’
V2 -C)=2(B+2[ - O)]—(A+I-C)V(B+1—-C)=0(2.24)

denklemi elde edilir. Dikkat edilirse, (2.24) denklemi, (2.20) denkleminin
A*=A+1-C , BP=B+1-C ,C"=2]-C
olan 6zel bir durumudur. Bu halde, BC' = C'B igin
(B+I1-C)2I-C)=2I-C)(B+I1-0C)
saglandigindan, (2.24) denkleminin ¢oziimlerinden biri, (2.21) esitliginden dolay:

Viz)=F(A+I-C, B+I-C;2I-C;2), 0<|z| <1 (2.25)
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seklindedir. Ayrica (2.25) ¢oziimiiniin bulunmasinda varsayilan (2.23) kabuliiniin de

dogrulugu gergeklenmis olur. Bu durumda (2.20) denkleminin
Wy(2)=F(A+I—-C, B+I1—-C ;21 -C;2)2"7%; 0<|z| <1, 2€ Dy (2.26)
tipinde bir bagka ¢oziimii elde edilmis olur.

Sonug 2.5 A, B,C € C™" matrisleri i¢in (2.15),(2.17) ve (2.19) kosullar saglan-

mak tizere 0 < |z| < 1 ve z € Dy igin

Wy (2) = F (A, B; C;2)
(2.27)
Wy(2)=F(A+I1—-C, B+1—-C ;2 —C;z2)z7¢

matris fonksiyonlari, (2.20) hipergeometrik matris diferensiyel denkleminin ¢ozim-

leridir (Jodar ve Cortés 2000).

Eger p < 1 olacak gekilde Q (p) = {z € Dy, 0 < | z | < p} bolgesinde

W1 (Z) WQ(Z)
Wi(z) W (2)

S(2) =

blok matrisi regiiler ise € (p) bolgesinde {W;, Ws} cifti (2.20) denkleminin temel

¢oziimler ciimlesidir (Jédar ve Cortés 2000).

Teorem 2.3 A, B,C € C™" matrisleri igin (2.15) , (2.17) ve (2.19) kosullar saglan-

sim. Ayrica 0 < |z| < 1 ve z € Dy i¢in Wy ve Wy , (2.27) egitligi ile verilmek tizere
Q(p) ={2€ Dy, 0< 2] <p}
bolgesinde (2.20) denkleminin genel ¢oziimii
Wiz)=Wi(z2) P+Wy(2)Q ; keyfi P,Q € C™"
olacak sekilde p < 1 pozitif saysy vardur (Jodar ve Cortés 2000).

Hipergeometrik Matris Fonksiyonlarla Ilgili Ozellikler

Sonug 2.6 i ve j ler dogal saylar olmak tizere A = —il matrisi i¢in (A)i4; = 0
olup, (2.21) esitligi i. dereceden bir matris polinomdur.

18



Teorem 2.4 A, B,C € C"™" pozitif kararls matrisler ve
B(C)>a(A)+a(B)

olmak tzere (2.21) esitligi ile tanvmlanan seri, |z| = 1 i¢in mutlak yakinsaktur (Jodar

ve Cortés 1998a).

Teorem 2.5 C™*" deki M ve N matrisler:

MN =NM
M ve N — M pozitif kararly matrisler (2.28)

Vn > 0 tamsayst i¢in N + nl regiiler matrisler

kosullarini saglasin. Bu durumda her n i¢in
F(—nI,M;N;1)=T(N—M+nl) T"*(N+nI) T"*(N — M) T'(N)
esitligi gecerlidir (Defez ve Jodar 2002).

Ispat. (2.1), (2.8) ve (2.28) esitliklerinden

1

(M), (N),' = T7"(M) (M +kI) [[7Y(N) T(N +KI)]”
= I"' (M) T'(M +kI) T""(N +kI) T(N)
' (M) I™Y(N - M) I'(N— M)

xI'(M +kI) I (N +kI) T'(N) (2.29)

dir. Diger taraftan (2.10), (2.11) ve (2.12) ozelliklerinin kullanilmasiyla

1
/tM+<k—1>f (1=t gt = B(M+kI,N— M) =B(N— MM+ kI
0

= I(N—M)D(M+EI) TN (N +kI) (2.30)

olup, (2.29) ve (2.30) esitliklerinden dolay1 da
1
(D), (V)" =T () T = by [ [0 @ ) o)

’ (2.31)

olur. (2.31) ifadesi F'(—nl, M; N; 1) serisinde yerine yazilirsa
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k!
k=0
1
" (— (M) TN -M
_ Z( n), T ( Iz'F ( ) /tM+(k1)I 1=t M dt | T(N)
k=0 ' 0
1

k!
k=0

— /( n M) (M) T7Y(N = M) M1 -V M7 D(N) dt

0
oldugu goriiliir. £ > n igin (—n), = 0 oldugundan, | ¢ | < 1 igin

- —nktk > —nktk n
Z( ])Cl :Z< /3! =(1-1

k=0 ’ k=0
dir. O halde
F(—nl,M;N;1)
1

_ / M1 (1 (1= N M DL (M) T (N — M) T(N) dt

0
1

. / M1 (1 — )N MDD g ) Pt (M) TTY(N — M) T(N)

olup, bu son esitlikte (2.10), (2.11) ve (2.12) ozellikleri kullanililirsa
F(—nl,M;N;1)
= B(M,N—-M+nl) T°" (M) T""(N - M) T(N)
= I'(M) T(N—M+nl) T""(N+nl) T""(M) T""(N — M) T'(N)
= I'(N—M+nl) T""(N +nl) I7' (N - M) T(N)
elde edilir. Bu ise istenilendir. m
Teorem 2.6 C, D € C™" matrisler: i¢in D pozitif kararh, DC = CD wve
VEk > 0 tamsayise icin C' + kI ve C'— D + kI matrisleri regiiler

kosullary saglansin. Bu durumda |t| <1 ven =0,1,... i¢in

F(—nl,D;C;t)=(1—-1t)" F <—nI,C — D; C; 1_—2) (2.32)

dir (Defez ve Jodar 2002).
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Ispat. |t| < 1 icin Lemma 2.16 dan

(1—2t)" i Ztl

1=0
dir. Burada (—n/l), = I oldugundan ve yukaridaki esitlikten dolay:
(1—1t)" F( nl,C —D;C; —— —t
1—1t
_ N~ (D), (€= D), (O)" [ —t \F
= ="y k! 1—t
k=0
n . . D -1
k=0 )
_ —~ (k—n); (=n), (C—D), (C)El _1\k itk
B 2 il k! (=171

=0
olur. (—n), (-n+k); = (-n),,, ve k > n icin (—n), = 0 oldugu dikkate alimirsa

(1" F (—nI,C’— DO —_t> _ ii (=7 s (C;!;!D)k (O (—1)F it

oldugu goriiliir. (2.4) esitliginden dolay1 esitligin saginda ¢ yerine (i — k) alinirsa

(1—t)”F< nl,C — DC:) ZZ C 1'))k'(0) (=)~ ¢

=0 k=0

A
elde edilir. Burada da (—i), = (—1)" ( - Al esitligi kullanihirsa
i—k)!
0 . 7 . - D -1 '
1o p (o o) - 3G [ Eh =Dy @),
i=0 ' k=0 '

=¥ (=n); (—il,C — D;C; 1)t
=0

egitligi bulunur. Teorem 2.5 den ve C'D = DC' oldugunun dikkate alinmasiyla

(l—t)”F( nl,C — DC’l—_tt)

_ i (=n); T'(D+il) T (C+il) T°Y(D) T(C) ¢

_ i CRir (b 4 i1y 11 (D) T4 (C + iD) T(C) ¢

2!
i=0
esitligi yazilabilir. (2.16) gosterimi de dikkate alimirsa

(1—t)" F( nl,C — D;C; 1—_’575) :2 (=nd); (5)1‘ (C);lt":F(—nI,D;C;t)

elde edilir. Bu ise istenilendir. m
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3. CHEBYSHEV MATRIiS POLINOMLARI

Bu boliimde Chebyshev matris polinomlar: tanitildiktan sonra bu polinomlarin sagla-
dig1 hipergeometrik matris fonksiyon, Rodrigues formiilii, i¢ terimli matris rekiirans
bagintisi, ortogonallik ¢zelligi verilmis ve ayrica bu polinomlarin sagladigi matris

diferensiyel denklem bulunmustur (Defez ve Jédar 2002).

3.1 Klasik Chebyshev Polinomlar:

—1 <z <1 ven € N olmak iizere, ikinci basamaktan
(1—a®)y" —ay +n’y =0

diferensiyel denkleminin c¢oziimlerinden biri

1)
To(z) = 5 3 (1)

B

(n—k—1)!

k.
W (n = 2h)] (2x) ;o n=0,1,..

ile gosterilen T,,(x) Chebyshev polinomlaridir. Chebyshev polinomlar, I = [—1,1]

araliginda w(z) = (1 — x2)_% agirhik fonksiyonuna goére ortogonal olup,

1

/(1 - x2)_%Tn(x)Tm(x)dx =0; n#m

5
ortogonallik 6zelligini gergekler. Diger taraftan bu polinomlarm normu [|7},|| olup,

1

172 = / (-2} (o) da
) 5 5 n#0

dir. Chebyshev polinomlar

> 1—at

S Tt = —
1 — 2t + 2

n=0

d
dogurucu fonksiyon bagintisina, D = e olmak tizere
x

R 2" n!
(2n)!

To(z) = (1) (1—2?)2D" [(1 _ $2)n_%]
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Rodrigues formiiliine ve
Toi1(z) =221 (x) = Th1(x) ;3 mn=1,2,..

seklinde ii¢ terimli rekiirans bagintisina sahiptir (Rainville 1939).

3.2 Ustel Matris Fonksiyonlarin Baz1 Ozellikleri

A, C™" de herhangi bir matris olsun. 0 < ¢ < 1 igin

tA — eAll’lt

dir. Tanim 2.17 ve Lemma 2.11 den dolay1

! Al r )
Z(H | V7 @)

Q@) = 2 T
k=0
%mzzgyw—@ﬁhﬁ
olup,
[t = eI Qy(|Int]) = e PO Qy(|Int)

= SO Q(nt]) = 'Y Qu(lint]) ; 0<t<1

[t = eI Qy([Int]) = 17 Qy(|Int]) ; 0<t<1
dir. P(x) sabit bir matris polinom olsun ve A matrisi
Vzeo(A) igin 0 < Re(z) < 1
ozelligini saglasin. Bu durumda (3.1) ve (3.2) esitliklerinden dolay1

lim (1 -2)* P(z) = 0

r—1—

lim (14+2)"4 Pz) = 0

r——11

esitlikleri saglanir.

A ve B matrisleri sirasiyla

Vzeo(A) igin Re(z) >—-1 , Vw e o(B) i¢in Re(w) > —1
23
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kogullarini saglasinlar. Bu kosullar altinda
1
Lhi/ﬂ+@3ﬂ—xfdx

-1

it A
S gpi / t \" /1 dt -
t+1 t+1) (1+1)?
0

1
elde edilir. Bu son integralde u = 1 doniisiimii yapilir ve Tanim 2.22 uygulanirsa

1
integralinde t = 1+—$ doniigiimii yapilirsa

J=2B"B(B+1,A+1) 24 (3.4)

sonucu bulunur.

3.3 Chebyshev Matris Polinomlarimin Hipergeometik Matris Fonksiyon

Gosterimi

Vk > 0 tamsayisi i¢in C' 4 kI matrisleri regiiler matrisler olmak iizere C, D € C™*"

matrisleri icin
zl=2)W'+W/(C—-2)+DW =0 , 0<]|z]|<1 (3.5)

seklindeki hipergeometrik matris diferensiyel denklemini dikkate alalim. (3.5) denkle-

minde D = n?[ alinirsa
2(1=2)W'+W'(C—-z)+n*W=0 , 0<]|z|<1 (3.6)

denklemi bulunur. Ayrica Sonug 2.3 de A = nl ve B = —nl aliirsa, yine (3.6)
deklemi elde edilir. |z| < 1 i¢in (2.18) denkleminin bir ¢oziimiiniin F (A, B; C z)
oldugu bilindigine gore A = nl ve B = —nl alimirsa F (—nl,nl;C;z) hipergeo-
metrik matris fonksiyonu, (3.6) matris diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii olur.

(2.1) Pochhammer semboliinden elde edilen

(—nl), = (-n),I= (_D<n—m! LT (3.7)



ozelliklerinden dolay1

Fn(n+k—1)

F(=nl,nl;C;z) = (_1)k! (n—k)!

k=0

[(C)] " 2

yazilabilir. Bu ifadede [(C);]™! in yerine (2.9) dan elde edilen esiti kullanilirsa

(=1 n (n4+k—1)
k! (n — k)

F(—nI,nI;C;z) = “WC+ kI T(C) 2*

k=0
esitligi elde edilir.
Tanim 3.1 A € C"™"matrisi

Vzeo(A) icin0 < Re(z) <1

kosulunu saglasin. ¥Yn > 0 dogal sayist igin T, (x, A), n. dereceden Chebyshev matris

polinomu
To(z, A) = l; 2k o ”*’2)_, L' T(A) TY A+ kD) 1—2)F  (3.8)
- F( n[nIA1;x> (3.9)

egitligi ile tanamlanir (Defez ve Jodar 2002).

1
Uyar1 3.1 (3.8) egitliginde, r = 1 i¢in A = 5 alinirsa

1 L (~DE 2k (n+k—1)! N
T (”” 5) - ; o =k )

skaler Chebyshev polinomu elde edilir. Ancak tek dereceli Ty, 1(x, A) Chebyshev

matris polinomu genelde x e gore tek fonksiyon, ¢ift dereceli Ty, (x, A) Chebyshev
matris polinomu ise genelde x e gore ¢ift fonksiyon olmaywp bu ozelligi ile skaler

Chebyshev polinomlarina benzemez.

3.4 Chebyshev Matris Polinomlar: i¢gin Matris Diferensiyel Denklem

Teorem 3.1 Vn > 0 dogal sayst i¢in T, (x, A), n. dereceden Chebyshev matris
polinomu

(1-2?)Y"+Y'(—244+(1—2))+n’Y =0, |z|<1 (3.10)

matris diferensiyel denklemini saglar (Defez ve Jodar 2002).
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Ispat. (3.9) ifadesinden dolay1

1- /
a {F (—nl,nI;A; m)} = 9T (z, A)
dz 2
2 l1—2x 1 <311)
1—
esitlikleri yazilabilir. (2.18) denkleminde A = nl ve B = —nl almir ve z = 5 ’

degisken degistirmesi yapilirsa, (3.9) ve (3.11) esitliklerinden dolayr T),(x, A), n.
dereceden Chebyshev matris polinomunun (3.10) denklemini sagladigi gosterilmis

olur. m

Sonug 3.1 Vn > 0 i¢in T,,(z, A) matris polinomu

- Yi-z)? (142" 1- x)A_I} +0%Y 1+2)™? Q-2 =0, |2/ <1

denkleminin bir ¢ozimiidir (Defez ve Jodar 2002).

. 1
Ispat. |z] < 1 i¢in (3.10) esitligi 1

— X

T4+2\
(1 ) ile carpilir ve diizenlemeler
-

yapilirsa istenen elde edilir. m

3.5 Chebyshev Matris Polinomlar: i¢in Rodrigues Formiilii

Lemma 3.1 Eger C' € C™" de Yn > 0 i¢in C' + nl lar tersinir kosulunu saglayan

d°f(t
herhangi bir matris ve D*(f(t)) = %g) ise

Df [t = (C+ D [(C + D) T 0<s<m , s,meN (3.12)

dir (Defez ve Jodar 2002).

Teorem 3.2 A matrisi (3.2) kosulunu saglasin. |z| < 1 i¢in T,,(z, A), n. dereceden

Chebyshev matris polinomu

—-" - - n — — n
7. 4) = S @0t (- D[ ) (- 0t (- a2
(3.13)
Rodrigues formiiliinii saglar (Defez ve Jodar 2002).
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. 1—
Ispat. |z| < 1i¢in T, (z,A) = F (—n[,n[; A; Tx) esitligine Teorem 2.6 uygu-

L+az\" r—1
T, A) = Fl—-nl,A—nl;A;—— 14
o) = (57) F (wnna-anat o) (3.14)

elde edilir. (2.1), (3.12) ve (3.2) esitlikleri yardimuyla

lanirsa

(A=nDp=(=1)" (I = A)y [(I = A)us] ™
D [(1+ a)=4+01] = (1 - A> S
pDr—k [( A+(n 1)[} A)n [(A)k]fl (1 . L,L.)AJr(kfl)I

yazilabilirler. |z| < 1 i¢in (3.14) ve (3.15) 6zelliklerinin kullanilmasiyla

To(z, 4) = (1”>n n (4~ ), (A); (i:)k

- ( ”C)" () —nf>k<A>?<ilf)k

2
n ’f , B .

0

E
S
=)

+

3

n

_ (: D A0 (1 a)A (1 — 2y Z{(Z) (—1)"" (1 — A),

X (I = A)s] " (A)" (A (1= @)D (g4 1)~ AR

= EVw @t oot

L) e o) e

elde edilir. (3.16) da ¢arpimin n. tiirevi i¢in Leibniz kurali uygulanirsa teorem

HM:

ispatlanmig olur. m

3.6 Chebyshev Matris Polinomlarinin Ortogonalligi

Sonug 3.1 den dolay1 T),(z, A), n. dereceden Chebyshev matris polinomu

d

. {(1 —)* 14 2) %Tn(x,A)} +n?(1—2)* ! (14+2)"* Ty(z, A) = 0 (3.17)

denklemini saglar. Aym sekilde T},,(x, A), m. dereceden Chebyshev matris polinomu
da

% {(1 —) 14 2) %Tm(x, A)} +m2(1—2)*" (142) " T (2, A) = 0 (3.18)
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denklemini saglar. (3.17) denklemi 7,,(z, A) ile (3.18) de T,,(x, A) ile carpilip taraf

tarafa ¢ikarilirsa

d A I-A d d
o {(1 z)? (1+x) {Tm(x,A) @Tn(x,/l) <%Tm(m,A)) Tn(a:,A)}}
=(m*—n?)1—2)" " (14+2) " Th(z,A) T,(z,A)
bulunur. Bu esitligin # = —1 den z = 1 e kadar integrali alinirsa

(m? — n?) /(1 — )M (14 2) ™ Tp(x, A) Tp(x, A) da

-1

= lim(1-2)* Q+2)4 {Tm(x,A) %Tn(:c, A) — (diTm(x, A)) T, (z, A)}

::E%(l —2)A (L4 a) 4 {Tm(x, A) %Tn(x, A) x(%Tm(:c, A)> To(z, A)}
(3.19)

elde edilir. Bu iglem yapilirken 7, (x, A) ve T),(z, A) matris polinomlarin ¢arpiminin

degismeli olduguna dikkat edilmelidir. Burada

d d
P(z) =T, (z, A) %Tn(x,A) - (%Tm(%A)) T, (z, A)
bir matris polinom ve
lim (1 + )~ =974 lim (1 — z)t =24 (3.20)

dir. (3.3) ve (3.20) ozellikleri kullanilirsa

lim (1 -2)* 1+2)4Px)=0 , lim (1—2)* (1+2)4Px)=0 (3.21)

r—1- r——11

esitlikleri yazilabilir. Boylece (3.19) ve (3.21) den yararlanildiginda, 7,,(z, A) larin

/(1 — )1+ 2) ™ T2, A) Tp(2,A) de =0 , n#m

~1
ozelligi bulunmus olur. Ortogonallik 6zelliginin tamamlanmasi i¢in, son olarak,

Iy = /(1 — )M (14 2) ™ T2 (2, A) da

-1
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integralinde (3.13) gosterimi kullanilir ve bir kez kismi integrasyon yapilirsa, bu

integral
1

J, = (=1 [(A)n] /Tn(a:,A) D" [(1 +2) Q-2 (11— )" dx

2n
-1
_ (_1>n A -1 T A anl 1 —A 1— A-T 1 2\n z=1
= 5 AT {Tl 4) (L) Q=) (=2},
1
—/TTIL(:L’,A) D" ' (14z) "t (1—a)" (1—2?)"] dz (3.22)
“1
sekline doniigiir. 1 < j < k < n olmak iizere (3.3) den dolay1
lim D" [(1+2) ™ (1 - 2)*~" (1 - a?)"] TV (z, A) =0
e ' - (3.23)
lim D" [(1+2)* (1= 2)* (1= 2%)"] TV (2, A) =0

bulunabilirler. (3.22) ve (3.23) esitliklerinin kullamilmasiyla .J,, integrali igin

1

5= ) / T)(w, A) D [(14+2) ™ (1= )4 (1—2?)"] do

-1

(3.24)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.8) ile (2.9) esitlikleri kullanilirsa

(2n—1!'n (2n—1)!'n

T (z, A) =
n (x7 ) 2n 2n

T(A) TY(A+nl) = (A" (3.25)

degeri elde edilir. (3.24) integraline (n — 1) kez daha kismi integrasyon uygulanir

ve (3.23) ozelliklerinden yararlanilir ve de (3.25) ve (3.4) ifadeleri ile Lemma 2.19

kullanilirsa
1
1
I = gl [T0@A) (1404 @ - a (= a] do
-1
1
o — 1)1
- & 2—2n) = [(A)n] / (1)~ (1= ) =D g
-1
(2n — 1)‘ n -2 o—A+(n+1)I A+(n—1)I
= T[(A)n] 27 AT VEB(—A+ (n+ 1), A+ nl) 24T
- %r(—A+ (n+ DD T2(A) T Y A+nD) , n=12,..

sonucu bulunur. Ayrica n = 0 igin Ty(z, A) = I olup, Lemma 2.19 dan dolay1 Jy in

Jo = /(1 — )T (14 2)™ Ti(x, A) dv =T (=A+ I)T'(A)
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oldugu goriiliir. Bu sonuclardan dolay1 asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 3.3 C™™" deki A matrisi
Vzeo(A) icin0 < Re(z) <1

kosulunu saglasin. Bu takdirde Chebyshev matris polinomlar:

/(1 — )" 14 2)7 T (2, A) Ty(z, A) da

-1

0 , nF#Em
= I'(=A+1)T(A) , n=m=0
1F(—A+ (n+DI)T*A) T A+nl) , n=m#0

2
ortogonallik ézelligini saglar (Defez ve Jodar 2002).

Sonug 3.2 Teorem 3.8 den dolayr {T, (v, A)}, oy Chebyshev matris polinomlar:
[—1,1] arahginda W(z, A) = (1 — 2)A~" (1 + 2)~* matris agurhk fonksiyonuna gore
ortogonaldir. Ayrica T,(x, A) Chebyshev matris polinomunun baskatsayist n = 0
2n — 1)!
i¢in I matrisi, n > 0 i¢in 2(7(1—1)‘”/1) I~ A+ nl) matrisidir.
" (n—1)!
3.7 Chebyshev Matris Polinomlar: icin Ug¢ Terimli Matris Rekiirans

Bagintisi

n. dereceden herhangi bir (x) matris polinomu, Chebyshev matris polinomlar

cinsinden seriye acilabilir. Yani

Q(ﬂ?) = Zn:Ak Tk(:z:,A) s Ak S (CTXT (326)

k=0
seklinde yazilabilir. Teorem 3.3 den ve (3.26) esitliginden dolayi, eger P(x), n.

dereceden daha diisiik dereceli herhangi bir matris polinom ise, o zaman
1
/P(x) (1— 24T (14 2)4 To(z, A) dz = 0
~1

esitligi yazilabilir. (3.26) serisinden dolay1, n > 2 olmak iizere (n + 1). dereceden

(1 —z) T,,(z, A) matris polinomu
n+1
(1—2) Tu(z,A) =Y Ay Ti(z, A) (3.27)
k=0
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seklinde seriye agcilabilir. Teorem 3.3 den dolay1
I'(-A+1)I'(A) , k=0
H,=14 1
51“(—A +(k+DI)T2(A) T Y A+KI) , >0

olup
1

/(1 — ) Tp(z, A) (1 — )41 (14 2)~4 Ti(z, A) do

-1
(

0 s k+1<n

B A,1 H, 1 ,k=n—1
B A, H, L k=n

\ A1 Hyq , k=n+1

elde edilir. Bu egitlikten dolay1 k < n — 1 i¢in Ay = 0 olup, (3.27) ifadesi
(1—x) Ty(z,A) = Apy1 Tra(z, A) + Ay, To(z, A) + A1 T (2, A) (3.28)

seklinde yazlabilir. k£ > 0 i¢in H; matrisinin tersinir oldugu dikkate alinir ve (3.27)

egitligi kullanilirsa, A, katsayilar: igin,
1
Ay = /(1 — ) Ti(z, A) (1 —2)* T (1 +2)4 T(x,A) de| H,*
~1
elde edilir. (3.9) ifadesi yardimiyla (3.28) esitliginin her iki yaninda (1 — z) in

sirasiyla (n + 1).,n., (n — 1). kuvvetlerinin katsayilar esitlenirse, ardigik katsayilar,

A+nl
A —
i on + 1

—2n (A+nl)

— — I Mo res)

A, 2n_1(A+(77, 1)I)+2 T 1 (n+1)
A, = A—nl

2n—1

olarak bulunurlar. A,_1, A, ve A, 11 katsayilari, (3.28) bagintisinda yerlerine yazilir-

larsa

To(z, A) + [(2” (_2;)(_2”) 2 (A1 (=) (A+ (n—2)0)

+(2n—=1)(A+ (n—1)I)"(1 —z) — 2nI] T,_1(z, A)
+ {(Zn —1I - (2n )(_ )(A +(n—D)I) YA+ (n—2)])| T_o(z, A)

=0, n=23,..

Y

—1
(2n — 3)

ii¢ terimli matris rekiirans bagintis1 elde edilir (Defez ve Jédar 2002).

31



4. GEGENBAUER MATRIS POLINOMLARI

Bu boliimde Gegenbauer matris polinomlar: tanitilmigtir. Burada Gegenbauer mat-
ris polinomlarinin hipergeometrik matris fonksiyon gosterimleri ve Gegenbauer mat-
ris diferensiyel denklemi elde edilmigtir. Ayrica Gegenbauer matris polinomlarinin

ortogonallik 6zelligi verilmistir.
4.1 Klasik Gegenbauer Polinomlari
—1 < x <1 ven € N olmak iizere ikinci basamaktan
(1 -2y — A+ Day' +n(n+2\)y =0

diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinden biri

(5]
o (A)nfk n—2k _

k=0

w3

ile gosterilen C(z) Gegenbauer polinomlaridir. Gegenbauer polinomlari, [ = [—1,1]

araliginda w(z) = (1 — xQ)A_% agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olup,

1
/(1 - x2)’\_%0;\(x)0;,\1(:p)dm =0; n#m
|

ortogonallik ézelligini gercekler. Ote yandan, bu polinomlarin normu ||C,, || olup,

1
jc = [a-% () d
4
-2 ['(n+2)
(n+X)I?2(N) I'(n+1)

dir. Gegenbauer polinomlar:

Z CMz)r™ = (1 — 2zr +rH) >
n=0

d
dogurucu fonksiyon bagintisina, D = e olmak tizere
x

(1= 2?20 (2) = —nf_(i)i(;;’)‘n D" (1—a2?)M
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Rodrigues formiiliine ve
nCo(z) =2(n+ A —1)zC> (x) — (n+2X—=2)C) ,(z) , n=2,3, ..

seklinde ti¢ terimli rekiirans bagintisina sahiptir (Rainville 1973).

4.2 Gegenbauer Matris Polinomlarinin Hipergeometrik Matris Fonksiyon

Gosterimleri

C™" deki herhangi bir A matrisi Vz € Z™ U {0} i¢in (5%) ¢ o(A) kosulunu saglasmn.
C“}(x) Gegenbauer matris polinomlar agagidaki matris dogurucu fonksiyonu yardimiyla

tanimlanir (Jédar vd. 1995 ve Sayyed vd. 2004):
F(z,t) = (1 — 2zt + %)~ Z CA(x (4.1)

Yukaridaki F'(x,t) matris fonksiyonunda |2xt — tQ\ < 1 igin sirasiyla (2.2) ve

ozellikleri kullanilirsa

(L—2xt+£2)" = Y

n!
= >y (i?" (Z) (2xt)"F (—12)k
o 5]
= ; 2 —((;1_) é;j))!”kf (2)"2hgn (4.2)

elde edilir. (4.1) ve (4.2) egitliklerinde ¢" nin katsayilarinin egitlenmesiyle
AP
(=D (A)n—r

Ca(w) = (n — 2&)! k!

(2)" 2 (4.3)
k=0

Gegenbauer matris polinomlari i¢in toplamsal gosterim elde edilmis olur. (4.3) ten
C#4(x) in x e gore n. dereceden bir matris polinom oldugu aciktir. (4.1) esitliginde
x yerine (—z) ve t yerine (—t) alimirsa

o0}

(1= 2at+82) 4 = (=1)"Col (—a)t"
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elde edilir ki bu esitlik ile (4.1) esitliginin sol taraflar1 ayni olup sag taraflarida aym

olmalidir. Bu yiizden dolay1
Cil(=2) = (-1)"Cil(x) (4.4)

dir. (4.1) de x = 1 aliirsa

(1—1t)" ZCA

olup, bu esitligin sol tarafinda (2.2) serisi kulanililarak, ¢" nin katsayilarinin egitlen-

mesiyle
(2A),

n!

Cr(1) =

elde edilir. (4.1) de x = 0 alinirsa

(1+t3)" ZCA

olup, bu esitligin sol tarafinda (2.2) serisi kulanililarak, ¢" nin katsayilarinin egitlen-

mesiyle

o0 = E @ ci L, (0)=0

n!

olduklar1 goriiliir. (2.1) de verilen Pochhammer 6zelliginin kullanilmasiyla

e =g (25 ] (45)

ve

(A)pror = (A)ar (A + 2k1), (4.6)
yazilabilirler. F(z,t) = (1 — 22t + )~ nin

ifadesi dikkate alinip, esitligin sag yaninda sirasiyla (2.2) ve (4.6) ozellikleri kul-

(1 — 22t +t?)

lanilirsa

oo o0 kik T — k
ZC;?(I)tn = <A?:|2(t ( )le) (1—¢)24

(A) 28tk (2 — 1)k
k!
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2 SN (A) (24 + 2K1),, 28tk (2 — 1)*
ZZZ()( + 2k1) ( )

k! n!
n=0 k=0
S (AR A A2 1)
B i !
n=0 k=0

esitligi elde edilir. Bu son esitlige sirasiyla (4.5) ve (2.4) ozellikleri uygulanir ve (3.7)

ozelliginden yararlanilirsa

(A [(2 A+ D),] 7 [(A]F (2A)ppsm 7 (252)*
k! n!

[(32A+ D)) @A)t (55)
k! (n —k)!

24), <= (—nD)p2A+nD) [(A+ 1)) (52)"
J!

WE
WK

i CA(x)t" =
n=0

i
o

k=0

k

NE
M;

3
Il
=)
Il
=)

tn

I
WE
—~ >

i
o

k=0

I
WE
o
E s
3

! 2

S

I 1-
F(—n[,2A+nI;A+§; x)t”

Il
=)

n

elde edilir ki, burada " nin katsayilarinin egitlenmesiyle C'(x) lerin

24 I 1-
CA(z) = <n—')"F (—nf, 24+ nL A+ 55— x) (4.7)

ifadesi bulunur. (4.7) esitligine, (4.4) 6zelliginin uygulanmasiyla C“'(x) lerin

CA(z) = (-1)71%17 (_m, 2A +nl; A+ g; ! ; x)
n

ile verilen bagka bir gosterimi elde edilmig olur.

Gegenbauer matris polinomlar: i¢in bagka hipergeometrik matris fonksiyon goste-
rimleride elde edilebilir. Bunun i¢in asagidaki esitliklerden yararlanilmigtir. (2.1)
deki Pochammer 6zelliginin kullanilmasiyla

1 (—nI )Qk

—1 = 0<2k <
(n — 2k)! pt o=l

esitlikleri yazilabilir. C/(z) in (4.3) deki ifadesinde yukaridaki iki ozelligin kullanil-
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masiyla

Bl (1)
Cilx) = (22)") {%(/x)n_k [(A+ (n—k)I)..(A+ (n— 1))
X [(A+ (n=k))..(A+ (n=1)D)] " (22) 7"}

n! prd k! x
. (2o) —nl (n—1)I 1

Gegenbauer matris polinomlarimin bagka bir gosterimi bulunur. Simdi de

22 —-1)]"

A
(1 -2zt + tz)_A = [1 — m} (1- xt)_QA

esitliginin sag tarafinda sirasiyla (2.2), (2.6) ve (4.5) esitliklerinin kullamilmasiyla,
CA(x) ler icin

= (A (222 —1)\" Ly
;Cf(x)t" = Z(k!)k((l(_ﬂ)Z)) (1— )24

= i & (t2(x2 _ 1))k (1- xt)—(2A+2kI)

L

= Z Z (A)k@]j?—; 2kI), (tZ(J:2 _ 1))k (zt)"

— Z Z (A) [(24)21] []{(:'21;1')%] (24 + 2kI), e 1))k o
© 0 9-2k[(l(gA _1 1 . k

) ZOZ e lezz)!k] B (22— 1)) (atye
o 5] .

i ; k=0 {(ZA)nk![((n — ;/)fI;9 o2k (2* — 1)%”%} m

esitligi elde edilir ki, burada ¢t nin katsayilarinin esitlenmesiyle

[5]

A+ Dy
Ci(z) = (2A)nk![((ni;])€’;} a0 = 1) (48)

toplamsal gosterimi bulunmus olur. Asagidaki esitligin sol tarafinda C/'(z) in (4.8)
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deki degeri yerine konulur ve (2.6) gosterimi kullanilirsa

o0

oAy Gl = fj S o ng)lj = 1>)’“

n=0

I (2% —1)
— xtFw __,14 -
e (= =)

Gegenbauer matris polinomlar: igin matris dogurucu fonksiyonu bulunur (Sayyed

vd. 2004).

4.3 Gegenbauer Matris Polinomlari i¢in Matris Diferensiyel Denklem ve

Rekiirans Bagintilari

(4.1) esitliginde ifadesi verilen F'(x,t) nin x e gore tiirevi alinirsa
or t

— = 2AF 4.
ox 1 — 2zt +¢2 (4.9)

olur. Aym F(x,t) nin t ye gore tiirevi alnirsa

OF_ T —t

— = ——"2AF 4.1
ot 1 —2xt +t2 (4.10)

olur. (4.9) ve (4.10) denklemleri birlikte diigiiniiliirse ' matris fonksiyonunun

kismi tiirevli matris diferensiyel denklemini sagladigi goriiliir. (4.1) den dolayi,

yukaridaki denklem acik olarak
Z r DO (z)t" — Z DCH )t — ZnC’,’?(x)t” =0
n=0 n=0 n=0

seklinde yazilabilir. Burada ikinci toplamda n yerine (n — 1) yazilir ve DC§'(z) = 0

(sabitin tiirevi) oldugu dikkate alinir ve de ¢" nin katsayilariin esitlenirse
tDCA(z) — DC [(z) —nCHNz)=0 ; n>1 (4.11)

tiirevli rekiirans bagimntisi elde edilmis olur. (4.9) ve (4.10) denklemleri, (4.1) esitligi

yardimiyla
1 o0
- 2A(1 —2xt+ ) = DCA(z)t" ! 4.12
1 —omi 1 12 ( wt +17) ;o o () (4.12)
x—t nd
—  2A(1 =2zt + )N = CA(x)t" 1 4.13
g2 A( 2t 1) > nCie) (4.13)

37



olarak yazilabilirler. 1 —t* — 2t(z — t) = 1 — 2xt + t* oldugu dikkate almip, (4.12)
esitligi (1 — ¢2) ile (4.13) de (2t) ile garpilip, taraf tarafa gikarihrsa

2A(1 — 20t +£°) 4 = (1= 7)) > DCHa)t" " =2t Y nCil(a)t"!
n=0 n=0

elde edilir. Bu esitligin sol tarafinda (4.1) 6zelligi kullanihir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

24 Z CA(x Z DCA(z)t" ! Z DCA(z)t"+! — 2 Z nCA(x

bulunur. Bu egitligin sag tarafindaki birinci toplamda n yerine (n+ 1), ikinci

toplamda n yerine (n — 1) alinmasiyla

QAic;;‘ ZDC;‘H ZD - Qinc,f;‘(a;)t
n=0 n=1

ifadesi yazilabilir. Burada ilk iki toplamda ilk terimler ayr1 yazilir ve DC§(z) = 0
ile 2AC3(x) = DC#(x) oldugu dikkate almir ve de t" nin katsayilarmim esitlenirse

2(A+nl)C(x) = DCL,(v) — DCi(x) 3 n>1 (4.14)
rekiirans bagimtisi bulunur. (4.11) ve (4.14) rekiirans bagintilarindan dolay1
xDCA(x) = DO, (7) — (2A + n)Ci(z) (4.15)

ulagihir. (4.15) te n yerine (n — 1) alimr ve bagmtida DC# () yerine (4.11) deki

degeri yerine yazilirsa
(2® — 1)DCA(2) = naCiHz) — (2A + (n — 1)1)C2 | (x) (4.16)

Gegenbauer matris polinomlar1 igin tiirev igeren bir rekiirans bagintisi bulunmus
olur. (4.11) esitligi (x2—1) ile garpilip, (4.16) rekiirans bagitisindaki (v2—1) DC ()

ve (22 — 1)DCA | (z) ifadeleri yerine yazilirsa
nCHz) = (244 2(n — 1)NzCA () — QA+ (n —2))CA ,(x) ; n>2 (4.17)
diger bir rekiirans bagintisi elde edilmis olur. (4.12) egitligi

2A(1 — 2t + t2)~AHD = ZDCfH " (4.18)
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seklinde diizenlenebilir. Ayrica (4.1) 6zelliginin kullanilmasiyla

2A(1 — 2wt + £7) "D =N "2 ACHH (2" (4.19)

n=0
olarak yazilabilir. (4.18) ve (4.19) esitliklerinde ¢" nin katsayilarinin esitlenmesiyle

DCiL | = 2ACAH () olup, n yerine (n — 1) alinmasiyla
DC4 = 2ACH] () (4.20)
elde edilir. 0 < r < n i¢in (4.20) nin r defa uygulanmasiyla
Dy =2 (A),C (x)

tiirev igeren bagka bir rekiirans bagintisi bulunur. Simdi Gegenbauer matris poli-
nomlar1 i¢in matris diferensiyel denklem bulunacaktir. (4.15) esitliginde n yerine

(n — 1) alinip, x e gore tiirevi alinirsa

xD*C# | () = D*C4(2) — (2A +nl)DC: | (z) (4.21)
elde edilir. Ayrica (4.11) de z e gore tiirevi alinirsa

tD?*C(x) — D*C2 [(z) — (n —1)DCA [ (z) =0 (4.22)

bagmtist bulunur. (4.21) ézelliginde D2C4 | () yerine (4.22) denklemindeki ifadesi

ve DC?' | (x) yerine de (4.11) bagmtisindaki ifadesi yazilirsa
(1 —2?)D2CNz) — (2A+ NaDCA(z) + n(2A + nI)CHz) =0 (4.23)

Gegenbauer matris polinomlar: i¢in matris diferensiyel denklemi elde edilmis olur

(Sayyed vd. 2004).

4.4 Gegenbauer Matris Polinomlarinin Ortogonalligi

Bu kisimda Gegenbauer matris polinomlarinin ortogonallik 6zelligi ispatlanmigtir.
A matrisi C™*" de pozitif kararl bir matris olsun. (4.23) esitligi (1 — 22)42 ile

carpilirsa

Dla- x2)A+%Dc;j‘(a:)] 4l —2)A 524 + nD)CA(z) = 0 (4.24)
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deklemi elde edilir. Benzer gekilde C4(z) igin (4.24) esitliginden dolay
D [(1 - IQ)A%DC:;(Q;)} Fm(l — 2247524 + mI)CA(z) = 0 (4.25)

denklemi de yazilabilir. (4.24) denklemi C(z) ile (4.25) de C}(x) ile garpilip, taraf
tarafa ¢ikarilirsa

D|(1 - a)**DCi )| C(w) = D (1 = a3 DCiA )| C(w)

= —n(1 =2 224 + nD)CA(2)CA(2) + m(1 — 22 2(24 + mI)CA (2)CA(x)

(4.26)

ifadesi bulunur. C4(z) ve CA(z) matris polinomlarin ¢arpimlarmin degismeli olduguna
dikkat edilirse
D [(1 = 2245 {CA@) DO (x) — DOA@ICA@)}]

— D [(1 =25 DC )| C(e) = D |(1 = 225 DCAE) | C(w)

olup, bu esitlik yardimiyla (4.26) esitligi
(m=n)2A+ (n+m)I)(1 - a?)A=2Ca)(2)Cil ()

— D [(1 = )M {CA)DCA @) - DCAR)C )]

seklinde yazilabilir. Ayrica m ve n negatif olmayan tam sayilar ve A pozitif kararh
bir matris oldugundan 2A 4 (n + m)I # 0 dir. Bu durumda her iki tarafin —1 den
+1 e kadar integrali alinirsa

/(1 — x2)A’éC;2(x)C;?(x)dx =0 ; m#n (4.27)

dir (Sayyed vd. 2004). Bu durumda, A matrisi C"*" de bir pozitif kararli matris

A3 agirlik fonksiyonuna gore

olmak {izere Gegenbauer matris polinomlar1 (1 — z?)
(—1,1) arahiginda ortogonal matris polinomlardir.
m # 0 i¢in (4.27) 6zelliginden dolay:

1

/(1 - :1:2)‘4’%0;2(:1:)61:6 =0; m#0
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esitligi yazilabilir. (4.17) bagntis1 (1 — xQ)A*%Cf(J:) ile carpilip, (—1, 1) araliginda
integrali alinir ve (4.27) ozelligi kullanilirsa

n / (1—2?)2=7 [CA(2)]” d = 2(A+(n—1)1) / 2(1—22)A 204 (2)CA | ()dz (4.28)

-1 -1

gosterimi elde edilir. Yine (4.17) esitliginde (n — 1) yerine n yazilir ve (1—22)4~2C4 | (x)
ile carpilip, (—1,1) arahginda integrali alinir ve (4.27) 6zelligi kullanilirsa

2(Atn) / 2(1=22)A 204 () (2)da = (2A-+(n—1)1) / (1-a?)A5 [C2 (@) do

(4.29)

esitligi bulunur. Boylece (4.28) ve (4.29) gosterimlerinin birlikte diisiiniilmesiyle
1

/(1 — g2)A2 [C’f(x)}z dx

-1

= %(A +nl)HA+ (n— 1D (2A + (n— 1)])/(1 — A2 [CA ()] da

-1

esitligi yazilabilir. n degeri igin (4.30) esitliginde sirasiyla (n — 1), (n —2), ..., 1

yazihrsa
/1(1 — A [CA ()] de = - i (At (=)D A+ (= 2)D)
(24 + (n — 2)I) /1 (1 —a2)A~2 [CA,(2)] do
/1 (1— a4 [0 (@)  dz = %(A +I)1A2A/1(1 — 2475 [CM@)]” da

gosterimleri bulunur ki burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Ja-sr i@l = S anaeay, [(- ) [Clw) e

-1 -1
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esitligi elde edilir. A matrisi C™" de pozitif kararh bir matris ve Cg'(z) = I olmak
tizere Lemma 2.19 yardimiyla

1

/(1 — )4 2dy = /7T (A + é) I (A+1)

-1
sonucuna ulagilir. Bu sonugtan dolay1

1

/ (1= 2?44 [0 (@) da = %(A +nl) " A(24), /7T <A + é) I (A4 1)

21
ozelligi elde edilir. §,,, Kronecker deltasi olmak iizere

1

/(1-&)“0@@)03(@@

-1

“ ol

L (AdnD) " A(24) /AT (A + é) T (A4 1) bmn

esitligi ile verilen Gegenbauer matris polinomlariin ortogonallik 6zelligi bulunmus

olur (Sayyed vd. 2004).
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5. JACOBI MATRIS POLINOMLARI

5.1 Klasik Jacobi Polinomlari
—1<x<1,a,b>—1ven € N olmak iizere ikinci basamaktan
1—a®)y" +(b—a—(a+b+2)2)y +nn+a+b+1)y=0

diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinden biri

"’“1+b) (T+a+bp (z+1)\F
P (x i ;. n=0,1,..
n Zkl P (1+b) (1+a+b)n< 2 ) o m=01

ile gosterilen P,ga’b)(a:) Jacobi polinomlardir. Jacobi polinomlar:, I = [—1,1] ara-
liginda w(z) = (1 — 2)%(1 + 2)° agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olup,

1
/(1 — 2)%(1 + )’ P (2) Pl (2)dx =0 ; n#m

-1

ortogonallik 6zelligini gercekler. Ote yandan, bu polinomlarin normu ‘ P,&“’b) H olup

1
|PEO? = / (1—2)* (1 +2) [P ()] da
-1
gath+l Fla+n+1)T(b+n+1)
2n+a+b+1 n!T(a+b+n+1)

dir. Jacobi polinomlar:

e8] 2a+b —a —b
ZP —[1—t+\/1—2xt—i—t2] [1+t+\/1—2xt+t2]
V1 — 2zt + 2

n=0

d
dogurucu fonksiyon bagintisina, D = e olmak tizere
x

PP (z) = ;12): (1—2) (1 42)""D" [(1 — )" (1 + z)"*"]

Rodrigues formiiliine ve

on(n+a+b)(2n+a+b—2)P" (x)=[(2n + a + b)(2n + a + b — 2)x + a® — b?]
x(2n+a+b—1D)P"D(@)+2(n+a—1)(n+b—1)2n+a+b)P(z) =0

seklinde ii¢ terimli rekiirans bagintisina sahiptir (Szego 1939).
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5.2 Jacobi Matris Polinomlarimin Hipergeometrik Matris Fonksiyon G6s-

terimi

Bu kistmda Jacobi matris polinomlar: tanitildiktan sonra bu polinomlarin hipergeo-

metrik matris fonksiyon gosterimi elde edilmistir.

Tanim 5.1 C™*" deki A ve B matrisleri siraswyla
Vz € o (A) igin Re(z) > —1 we Vz €0 (B) igin Re(z) > —1 (5.1)

spektral kogullarina saglasin. n > 0 dogal sayist i¢in n. dereceden pAP) () Jacobi

matris polinomu

n

PO (2)

(n)(_l)n+k .
p )y PA+ B+t k+ )T (A+ B+ (n+1)1)

Ed

«T(B+(n+1)DT B+ (k+1)1)(1 —l—x)k] (5.2)

seklinde tanimlanir (Defez vd. 2004).

Lemma 5.1 C™*" deki bir P matrisi Vz € o (P) i¢in Re (z) > —1 kosulunu sagl-
yorsa, n > 0 dogal saysi i¢in Yw € o (P +nl) olmak dzere Re (w) > n — 1 dir
(Defez vd. 2004).

Ispat. o (P), )\ ya gore r—yinci dereceden bir denklem olan |P — M| = 0 sek-
lindeki P matrisinin karakteristik denkleminin A\ koklerinden olusan bir kiimedir ve
bu kokler icin Re (A\) > —1 dir. P + n/ matrisinin 6zdegerleri, |(P +nl) — pl| =0
denkleminin p kokleridir. Diger taraftan |(P +nl) —pl| = |[P—(u—n)I| =0
olup, buradan A = p — n elde edilir. n bir dogal say1 ve Re () > —1 oldugundan
Re (A\) = Re(u —n) > —1 olup, buradan Re (1) > n — 1 dir. O halde o (P + nl),
P +nl matrisinin ;1 6zdegerlerinden olugan kiime olmak iizere Vw € o (P + nl) i¢in

Re(w) >n—1dir. m

Sonug 5.1 C™" deki bir P matrisi ¥z € o (P) igin Re(z) > —1 kosulunu sagl-

yorsa, n > 0 tamsayist i¢in P + nl matrisi pozitif kararhdur.

Ispat. Lemma 5.1 de n > 0 olmak iizere Vw € o (P 4 I) icin Re (w) >n —1> 0

oldugundan ve pozitif kararlilik tanimindan P 4 nl matrisi pozitif kararlidir. =
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Sonug 5.2 (2.9) ve Sonug 5.1 den dolays, pozitif kararl B + I matrisi igin
'Y B4+k+1))=B+D,' T B+I) , k=0,1,2,.. (5.3)

esitligi yazlabilir. (5.3) egitligindeki ézelligin (5.2) de kullandmasiyla

PAB) (1) = Xn: (n_n;)'k'(—i)r* (A+B+(n+k)D)(A+B+(n+k—1)1)
e k! !
X.(A+ B+ (n+ 1) T(A+B+n+1) I (A+B+(n+1)I)

(14 2)"
2k

xI'(B+(n+1)1)(B+1);' T"(B+1)

(A+ B+ (n+1)I),

()" &< | (n—k+1)..(n—1)n(=1)"
o

k=0

><(B+I);1F(B+(n+1)1)l“1(B+I)(1J2rx>k

—1)" 1
_ ')F<A+B+(n—|—1)],—nl;B—l—]; ;””)
n:

xI" " (B+ DT (B+ (n+1)1)

oldugu goriliir ve boylece Jacobi matris polinomlarinin

PAP) (1) = (_n_anF (A +B+(n+1)I,—nl; B+ I; HTC’/’> (B+1), (5.4)
hipergeometrik matris fonksiyonu yardimayla gosterimi elde edilmais olur.
5.3 Jacobi Matris Polinomlari i¢in Matris Diferensiyel Denklem

Teorem 5.1 Vn > 0 dogal sayist i¢in PéA’B) (x) Jacobi matris polinomu

(1—2?)Y"(2) +2Y" (1) B— (A+ B+a(A+ B +20)Y (2)

+n(A+B+n+1))Y (z)=0 (55
matris diferensiyel denklemini saglar (Defez vd. 2004).
Ispat. Sonuc 2.3 den bilinmektedir ki; A*, B*, C* € C™*" matrisleri icin

B*C* =C*"B”
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ve

Vn > 0 tamsaysi igin C* + nl matrisleri regiiler

kosullar1 saglanmak iizere 0 < | z | < 1 igin

Fae By = S W (B, 56

n!
n=0

hipergeometrik matris fonksiyonu
2(L=2)W"(2) = zAW' (2) + W' (2) (C* —2(B*+ 1)) — AW (2) B* =0 (5.7)

matris diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir. (5.1) kogulu saglanmak iizere A*, B*

ve C* matrislerini
A*=A+B+(n+1)I , B"=-nl , C*=B+1

olarak segelim. (5.7) denkleminde x = 2z — 1 déniisiimii yapilirsa W’ (z) = 2W’ (2)
ve W (z) = 4W" (z) olup, (5.7) denklemine karsilik gelen

42W%@<B+I—(

1+z

)(—n[+[)>—(A+B+(n+1)I)W(x) (—nl)
= (1= )W" () = (A+ B)W'(2) —x (A+ B+20) W' ()
+2W' (2) B+n(A+ B+ (n+ 1)) W (2)
= 1-2 )W (@)+2W'(z)B—[A+B+x(A+ B+20)]W (z)
+n(A+B+ (n+1)I)W (x)
=0

denklemi elde edilir. (5.6) dan dolay1 bu denklemin ¢oziimlerinden biri

1
F(A+B+@H4ﬂ,mnB+L ;x)

dir. Sonug 5.2 den dolay1 da
(=n"

n!

1+2x

F(A+B+UHJM;WLB+L )w+¢%:gﬁm@)

n

esitligi yazilabilir. ve (B + 1), degiskenden bagimsiz belirli regiiler matrisler
oldugundan P{*?) (x) de ¢vziim olacaktir. Dolayisiyla PP (2) Jacobi matris poli-
nomu —1 < < 1 igin (5.5) denklemini saglar. Bu nedenle (5.5) denklemine Jacobi

matris diferensiyel denklemi denir. m
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Sonug 5.3 n > 0 tamsayse icin —1 < z < 1 arabiginda pAB) (x) Jacobi matris

polinomlar:

% (1+2) (1= 2) B Y7 () Gfi)B

+n(A+ B+ @n+1)1)(1-2)"7Y (2) (1”)B=0 (5.8)

denkleminin bir ¢ozimidir (Defez vd. 2004).

Ispat. (5.5) denkleminin her iki yanim soldan (1 — ) ve sagdan

A+B 1+$>B

ile garpildiktan sonra gerekli diizenlemeler yapildiginda (5.8) denklemi elde edilir.
Dolayisiyla (5.5) denklemininin bir ¢oziimii olan pitP (x) Jacobi matris polinomu

(5.8) denkleminin de bir ¢oziimiidiir. =

5.4 Jacobi Matris Polinomlar: i¢in Rodrigues Formiilii

PP (2) Jacobi matris polinomlar: igin Rodrigues formiiliinii elde etmek igin (5.1)

kosuluna ek olarak

AB = BA (5.9)

kogulu da saglanmalhdir. A, B € C™*" matrisleri i¢in (5.1) ve (5.9) kosullar1 saglan-
mak iizere, (5.4) ilk iki parametre bilegenine gore simetrik oldugundan dolay1, Jacobi

matris polinomlarinin ifadesindeki hipergeometrik matris fonksiyon

|
F(A+B+(n+1)],—nI;B+I; ;m)

|
_ F(—nI,A+B+(n+1)I;B+I; ‘2”“")

ozelligini saglamaktadir. Bu esitligin sag tarafinda
D=A+B+(n+1)I ve C=B+1

alalim. D porzitif kararli ve DC' = C'D olup, Teorem 2.6 dan dolay1

1
F(—n[,A+B+(n+1)I;B+I; —i—x)

2
1_ n
:%F <—n[,—(A+n[);B+[;

z+1

1) (5.10)

xr —
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yazilabilir. Ayrica (3.7) ve
(—(A+nl), = {—-(A+n)}{-(A+n)+I1} . {—(A+nl)+(k-1)I}
= (-)"A+nD)A+n-D)I)...(A+(n+k—-1)1)

esitlikleri dikkate almarak, (5.4) ve (5.10) dan

PP (2) = (—n1!)” u ;f>nF <—n], —(A+nl);B+1; i J_r 1) (B+1),
)" (1= 2)" & (=nd), (—(A+nD), (B+ D' [z+1\"
_ )2n(n! ) ];( )i (= ( . )i )i (mir1> (B+1),
_ (2;12” Z (Z) (—(A+nD), B+ (B+1),(1+z) (1 —xz)""
T k=0
(5.11)
olarak bulunur. Diger taraftan D = % olmak tizere
p® [(1 - x)“"f} = (DM (A+nl) o (A+ (n—k+ 1) 1) (1 — )01

= (—(A+naD), (1-a)' @ -2y
DO [(1+2)77) = (Bnl) . (B+ (k+1) 1) (B+ D (B+ D' (1+2)7
= (B+I),"(B+1),1+2)" 1+

olup, bunlarin (5.11) ifadesinde yerlerine konulmasiyla

P @) = Sty

X Zn: <Z> D) [(1 _ $)A+n1} Din—k) [(1 n x)BJrnI}

bulunur. Carpimin tiirevi i¢in Leibniz kuralindan dolay: da, P,gA’B) (x) ler igin
—-1"
PAD) (g) = —(2 L (1= ) (142" D (=) (14 )]
" n!

Rodrigues gosterimi elde edilmis olur. Bu sonucu agagidaki teoremle 6zetleyelim:

Teorem 5.2 A, B € C™" matrisleri i¢in (5.1) ve (5.9) kosullar: saglansin.

n=0,1,... icin (5.2) ile verilen pAB (x) Jacobi matris polinomlar:

PAB) (z) = (2_—1)| (1—2) A +2)PD™ |1 - )™ (142%™ (5.12)
" n!
Rodrigues formiiliine sahiptir (Defez vd. 2004).
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Sonug 5.4 C € C™" matrisi Vz € o(C) i¢in 0 < Re(z) < 1 kosulunu saglasin.
Eger (5.12) gosteriminde A = C — I ve B = —C' alvmr ve (3.13) esitligi kullaniirsa

PéC—I,—C) (ZE) _ (2—1)' (1 . x)—C'—i-I (1 + JZ)C D(n) (1 . l‘)C’—I—i-nI (1 + x)—C’-i-nI
" n!
_ (O
= To(z,C)

Jacobi ve Chebyshev matris polinomlary arasindaki bir baginte elde edilmis olur (De-

fez vd. 2002, 2004).

5.5 Jacobi Matris Polinomlarinin Ortogonalligi

Bu kisimda, Jacobi matris polinomlarinin ortogonallik ¢zelligi verilmektedir. Bu

ozelligi gostermek icin, ilk 6nce gerekli olan bir lemma verelim.

Lemma 5.2 A, B € C™" matrisleri i¢in (5.1) ve (5.9) kosullar: saglansin. Q (z)

keyfi bir matris polinom olmak tizere

lim (1-2?)(1—-2)*1+2)"°Q(z)=0

r—1—

ve

lim (1-2*)(1-2)'(1+2)"Q(x)=0

z——171

dir (Defez vd. 2004).

ispat. (1—2?)(1—2)"1+2)°Q(z)=(1—2)" 1+ 2)"" Q (2) olup, ilk olarak
r — 1~ durumunu dikkate alalim. = = 1 in sinirh agik bir komgulugu V' olsun. @ (x)

stireklidir ve bu nedenle V' nin kapanisinda simirhidir. Boylece
Q)| <Ky ; VaeV ve KieR'

dir. A + I matrisinin Schur ayrnigmm Q7 (A+1)Q = D + N olmak iizere Lemma
2.10 ve Lemma 2.11 den dolay1,

H (1- A+I H < (1— 2)°A+D i [Vl \/_ln (1- 95)) (5.13)

dir. A matrisi igin (5.1) ve (5.9) kogullar saglandigindan dolay1 A + I matrisi

Vzeo(A+1) igin Re(z) >0
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kosulunu saglar, yani o (A+ 1) > 0dir. 0 < j <r —1igin

limt* [Intf =0 , a>0
t—0t

oldugundan dolay1

lim (1—2)* D m@a-2)f=0 , j=01,...,r—1

r—1—

yazilabilir. Diger yandan (5.13) den

0% = oy < - mpen 5 NIV

k=0
ifadesindeki son terim x — 17 i¢in 0 a yaklagtigindan egitsizlik iistten sinirhdir.
O halde

lim (1—2)"" =0

r—1—

ve
lim (1+ )7 =28+
z—1-
olup, ”(1 +2)P |V de sirhdir. Sonug olarak
0 < [la-o" a+0” Q)
< Ja=a | |a -+ 1e @i
< fafw-o] o
oldugundan,

lim (1-—27%)(1 —)*1+2)%Q@) =0

r—1—

elde edilir. Tamamen yukaridakine benzer iglemlerin tekrarlanmasiyla

lim (1—-2?)(1-2)"(1+2)°Q(z)=0

r——1+

oldugu da gosterilebilir. m

(5.8) denklemi, pB (x) in bu denklemin bir ¢dziimii olmasindan dolay:
d A d a4,
o (=) =)t (1 0)” P ()

tn(A+B+m+1D) D1 -2 1+2)P PP (2) =0 (5.14)
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(A,B

seklinde yazilabilir. (5.14) denkleminin her iki yam sagdan Py, ) (x) ile garpilirsa

dx dx

n(A+ B+ m+1)1)1-2)*1+2)" B (2) PSP (z) = 0 (5.15)

(1—2%) (1 -2)" (1+2)" =P (2)| BE (2)

denklemi elde edilir. (5.15) de m ve n nin rolleri degistirilerek

(1—22)(1— 2 (1+2)° %}ﬂ 5) (2)| PP (2)

+m(A+ B+ (m+1)1)(1—2)* (1+2)° PSP (2) PP (2) = 0(5.16)

dz

yazilabilir. —1 < 2 < 1 olmak {izere Jacobi matris polinomlarinin ¢arpma iglemine
gore degismeli oldugu gozoniinde bulundurularak, (5.15) ve (5.16) denklemleri taraf

tarafa ¢ikarilirsa

d 2 A B d (A,B)
- {(1 ) (1 —x2)" (14 2) de ( )} Py (x)
—% {(1 —2?) (1 —2)* (1 +2)" %Pﬁ{"f’) (x)} B (2)
tm=—m)(A+B+m+n+1DI)1-2)"1+2)" PP () PP (z) =0
(5.17)
esitligi elde edilir. (5.17) de gerekli diizenlemeler yapilirsa
d (1—22)(1—2)*(1+2)"
& d
P )2 ) (Lt ) i 0
[P @) L @)= (P @) P () -

+{(n — )(A+B+(m+n+1 ) 1)
(1—2)* (1 +2)% B (a '(@)} =0

bulunur. Burada

Q(z,A B) = pélA,B) (z) ip(A,B) (z) — (iP(A,B) (x)) P(AB) (z)



ile gosterilmek iizere (5.18) esitligi, —1 < x < 1 arahiginda integre edilirse
1
(m—n)(A+ B+ (m+n+1)I) / (1—2)* (1+2)% PP (2) PP (2) da

-1
1

_/di [“—x )(1—2)" (1+2)°Q (v, A,B)| dx

— lim 1-22)(1-2)"1+2)°Q(x,A, B)

z—1—
— tim (1-2%) (1-2)* (1+2)7Q (x4, B)

elde edilir. Burada A + B + (m +n + 1) ] matrisinin regiiler bir matris oldugu
dikkate alinarak, Lemma 5.2 kullanilirsa

1
/(1 — )" (14 2)? PAP) () PAB) (2)dz =0 |, n#m
1
bulunur. Jacobi matris polinomlarinin ortogonalliginin ispatinin tamamlanmasi i¢in
1
/(1 — o) (1 +2)" [pA4B) (az:)}2 de ; n=0,1,..
1

matrisinin regiiler oldugunu gostermek gerekir. Bunun i¢in Teorem 5.2 den yarar-

lanalim ve

1"
= J R e e (R R AR T)
-1

yazallm. n > 1 ve 1 < k <n i¢in Lemma 5.2 den dolay1

)

lim D™~Y) [(1 z)M (14 a:)B+nI] PP () =0

r—1—

hm+D n—1) [ A+nl (1+ x)BJrnI} PéA,B) () =0
r——1

lim D=2 [(1 2 (1 4 x)BW] PAP () =0

lim D=2 (1= )™ (14 2)7] P (@) = 0 (5.20)
r——1

lim DO [(1— )" (14 2)" ] PO () = 0

rz—1-

lim DMk [(1 — x)A+nI (1+ x)B”LnI} pAB) (r)=0

r——11

/



dir. (5.19) esitliginin sag tarafina bir kez kismi integrasyon uygulanirsa

(—1)”/1]37&,4,3) (z) D) [(1 — )M (1 x)BW} dx

AL oY
gl

1

— (=1)" [d (A,B) (n—1) A+nl B+4nl
= o [ P @) DY [ =) (14 2)" | da
—1

1

1"
+ (2 >' D(n_l) [(1 _ x)A—i—nI (1 +x>B+nI:| PéA’B) (33)
nn!

-1
esitligi elde edilir. Burada (5.20) 6zelliklerinin kullanilmasiyla

ﬂ/lPT(LA,B) () D™ [(1 ) +I)er} dr

27 n)
el

(—1)" / d _a,B) Atnl Bnl
= /%Pn ) (x) DY) [(l—x) A 2)"T | da
e

olarak bulunur. (5.20) dikkate alinarak kismi integrasyon iglemi (n — 1) kez daha

uygulanirsa

/ (1 -2 (14 2) [P (@)

_ (_1)n+n/1 @ s () (=) (14 @) da (5.21)

21! dx™
gl

elde edilir. (5.2) den dolay1

" 1
%Pyﬂ (v) = ;T (A+ B+ (2n+1)1) I'"(A+B+(n+1)1)

olup, bu deger (5.21) integral gosteriminde yerine yazilirsa

/ 1- '@+ 2)° [P (@) da
F'(A+B+2n+1) )T " (A+ B+ (n+1)1) (5.22)
X / (1—2)*" (1 +2)P dg

-1

B 1
920 g
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esitligi bulunur. (3.4) ozelliginden dolay1
1
/ (1+2)2" (1 =) dg = 25+ VIB(B 4+ (n4+1) I, A+ (n+ 1) I) 24+

-1

ve AB = BA i¢in Lemma 2.19 dan dolay1

BB+ (n+1)I,A+(n+1)I) = T'(B+(n+1)H)T(A+(n+1)I)
xI'(A+B+2(n+1)I)

olup, bunlarin (5.22) de yerlerine konulmasiyla,
1

/ (1 -2 (1 +2)" [P (@) da

2A+B+I
= FT'(A+B+(2n+ 1) T ' (A+ B+ (n+1)1)

n!
XI'(B+(n+1) T (A+(n+1) T (A+B+2(n+1)I)

elde edilir. Bu esitligin ikinci yanindaki matris regiiler oldugundan, onun esiti olan

birinci yandaki
1

/ (1—2)t (1 +2)7 [PAP) (2)]” do

matrisinin de regiiler oldugu gosterilmistir. Bunlarin sonucu olarak asagidaki teo-

remi verebiliriz.

Teorem 5.3 A, B € C™*" matrisleri i¢in (5.1) ve (5.9) kosullar: saglansin. Negatif

olmayan n ve m tamsayilar: i¢in
1

/ (1= 2" (1 + )% PAP) (2) PAD) (2 da

-1

0 , nF#Em
2A+B+I

_ T (A+B+ @+ DT (A+ B+ (n+ 1))

XF(B—L(n+1)I)F(A+(n—l—l)])l“*l(A—i—B—I—Q(n—l-l)I) , n=m

oldugundan {PT(LA’B) (x)}oo Jacobi matris polinom ailesi [—1,1] arahginda
n=0

W (z, A, B) = (1 —2)* (1 +2)® matris agurlk fonksiyonuna gére ortogonaldir (De-

fez vd. 2004).
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Uyar: 5.1 Jacobi matris polinomlarinin ortogonalligi gosterilirken, AB = BA ozel-

ligi gereklidir. Bu durumu ac¢iklamak i¢in

10 01
A — s B =
00 00

matrislerini ele alalim. Bu matrislerin ézdegerleri (5.1) kosullariny saglar, ancak

AB # BA dir. (5.2) esitliginden dolay:

PP ) = 1

1 1
PAB () = A+ B 2D+ (A~ B)

olup,
1

[ =y 1) B @) PP (@) de £ 0

elde edilir, yani ortogonallik saglanmaz. Gergekten

1—2 O 1 log(l+ =z
(1—2)* = , (1+2)P = 8 )
0 1 0 1
AB 1| 3x+1 -1
PP @) = 5
0 2
olduklarindan

1
/ (1-— x)A (1+ x)B PéA’B) (x) PI(A’B) (x)dz
)
1
1 1—2 0 1 log(l+ ) 3r+1 x—1
= 5/ dx
o 0 2x
0 é5—61og )
0

elde edilir.

5.6 Jacobi Matris Polinomlar: icin Rekiirans Bagintisi

n. dereceden herhangi bir @) () matris polinomu

- zn: AP () (5.23)

%)



formunda tek sekilde ifade edilebilir (Jédar vd. 1996). Burada k& = 0,1,...,n igin
Ay € C™7 belirlenecek matrislerdir. P (x), en fazla (n — 1). dereceden bir matris

polinom olmak iizere Teorem 5.3 ve (5.23) gosteriminden dolay1
1
/p () (1= 2)* (1 + )% PAP) (2)dz = 0 (5.24)
-1

olarak yazilabilir. n > 0 i¢in (1 + z) pAp () matris polinomu (n + 1) . dereceden
olup, (5.23) gosteriminden

n+1

(1+z) PAP)( ZAkP(AB) A eCr (5.25)

dir. £ =0,1,...,(n+1) i¢in Ay katsayilarim belirleyelim. Teorem 5.3 ii dikkate
alarak, bu esitligin her iki yamm (1 —z)” (1 + z)” pB) (x) ile sagdan carpip,
[—1, 1] araliginda integre edilirse

/ 1+ 2) PSP (2) (1 — 2)* (1 + 2)® PP (2) do

-1
1

- / (Z AP (@) (1= ) (14 ) PP <x>) da

n+1 1

=5 M / PP () (1 = 2)* (1 + 2)% PP (2) da
k=0 4
ki#s

1

+ A / PAE) (2) (1 = o) (14 2)F P4 (2) da

A, / PAD) () (1= 2)A (1 + 2)8 PAP) (2) da



esitligi yazlabilir. & = 0,1,...,(n — 2) igin (5.24) integralinden dolay1 (5.26) nin
sagindaki integral, 0 matrisine esit olacaktir. £ < n — 2 igin Ay = 0 olup, (5.25)

ifadesi
(14 2) PAP) (2) = Ay 1 P (1) + A PAYP) (1) + Ay P () (5.27)

seklinde yazlabilir. (5.2) gosterimi yardimyla PS*) (2), P,E’L_"lB) (x) ve Péle) (x)

matris polinomlarinin agik ifadesini (5.27) bagintisinda yerlerine yazip, sirasiyla

(142)"", (1+2)", (1+2)"" in katsayilarmm esitlenmesiyle

A1 =2+ 1) (A+B+m+1)I)(A+B+2n+1)1)"
X (A+B+(@2n+2)1)"

Ay =—=2n(B+nl)(A+B+2nl)""
2n+1D)(A+B+2n+2))" (B+(n+1)1)

Aps=mn—-1)(A+B+nl)" (B+(n—-1)I1)(B+nl)
—(n+1)(A+B+2n—1)1)(A+B+2nl)(A+B+nl)™"
X(A+B+2n+ 1)) " (A+B+2n+2)1) " (B+nl)(B+ (n+ 1))
20 (A+B+@2n—1)I)(A+B+nl) " (A+ B+2nl)"" (B +nl)?
2n+1)(A+B+@2n—-1)1)(A+B+nl)""

X (A+B+@n+2) 1) (B+nl)(B+ (n+1)I) (5.28)

katsayilar1 bulunur. Bu sonuclar agsagidaki teoremle 6zetlenebilir.

Teorem 5.4 A, B € C™" matrisleri i¢in (5.1) ve (5.9) kosullar: saglansin. A,_1,
A, A1 € C7 matrisleri ise (5.28) ile verilmek dzere piAp (x) Jacobi matris

polinomlar:
At Py (2) = (@I + {1 = M) PP (2) = Mua P (@)L n=1,2,

ti¢ terimli bir matris rekirans bagintisina saglar (Defez vd. 2004).
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6. BESSEL MATRIiS FONKSiYONLARI

Bu boliimde, 1994 yilinda Jédar ve arkadaglar1 tarafindan yapilan bir makale ince-
lenmigtir (Jédar vd. 1994). Burada Bessel tipli matris diferensiyel denklemlerin agik
¢oziimii, Frobenius metoduyla bulunmakta ve Bessel matris fonksiyonlar: tanitil-

maktadir.

Bu boliimde, Boliim 1 de verilen (1.1) denkleminin bir 6zel hali olarak, A, C"*" de

karesel kompleks bir matris, X (¢) ise C" de bilinmeyen vektor fonksiyon olmak iizere
X () +tX () + (PT - A X(t) =0 , 0<t<oo (6.1)

denklemi ele almmigtir. A kogegenlestirilemeyen bir matris ise (6.1) denklemi skaler

denklemlere doniigtiiriilemez.

Jodar ve arkadaglari, 1992 ve 1993 yillarindaki makalelerinde (6.1) denkleminin
X(t) = (Z Oktk) ¥ . CLeC™ | zeCm
k>0
tipindeki ¢oziimlerini aragtirmiglardir (Jédar vd. 1992, 1993). Aym Matematikgiler,
1992 de A matrisinin kogegen bir matris olmasi durumunu, 1993 de ise genel durumu
incelemiglerdir. Ancak 1993 deki metotda Cj, katsayilarini belirlemek igin cebirsel
matris denklemlerinin ¢oziilmesine gerek duyulmustur. Burada ise 1993 de kul-
lanilan A matrisi i¢in daha zayif spektral kogullar yardimiyla denklemin ¢oziimiine
ulagmak i¢in C, matris katsayilarin1 belirlemek amaciyla cebirsel matris denklemini

¢ozmiilmesine gerek olmadigr goriilmiigtiir.

Bu boéliimde, ilk 6nce Bessel matris fonksiyonlar: teorisinin temellerini olugturmak
icin matris fonksiyonlar ile ilgili 6zellikler ele alinmigtir. Daha sonra (6.1) tipindeki
matris diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin temel ¢oziimler ciimlesi bulunmustur.
Ayica A matrisinin 6zdegerlerinin tamsay1 olmadigi durumunda (6.1) denkleminin
genel ¢oziimiiniin acik ifadesini bulmamiz saglayan birinci tiir Bessel matris fonksi-
yonu kavrami verilmis ve Bessel matris fonksiyonlarinin ikinci tiirtiniinde, (6.1) denk-

leminin bir ¢oziimii oldugu gosterilmistir.
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6.1 Matris Fonksiyonlar: ile Tlgili On Bilgiler

Tanim 6.1 (Suferlanan Polinom): f(\) bir skaler polinom ve A da bir kare-
sel matris olsun. Eger f(A) = 0 ise f(\) skaler polinomu, A karesel matrisinin

sifirlanan polinomu olarak adlandirilir (Ganthmacher 1959).

Tanim 6.2 (Minimal Polinom): ¥(\), baskatsayisi 1 olan ve A matrisinin en
diigiik dereceli sifirlanan bir polinom ise A min minimal polinomu olarak adlandiriler

(Ganthmacher 1959).

Herhangi bir sifirlanan f(\) polinomu, ¥(A) minimal polinomuna béliindiigiinde
FA) = ¥(A)g(A) + ()

esitligi yazilabilir. Burada (), ¥(\) dan daha diisiik dereceli bir polinomdur.
f(A) = ¥(A)g(A) +r(A)

esitliginde f(A) = W(A) = 0 ise, o takdirde r(A) = 0 olmahdir. Fakat r(\), U()\)
dan daha diigiik dereceli bir polinom oldugundan () = 0 olmalidir. Yani herhangi

bir matrisin sifirlanan polinomunun, minimal polinomuna béliimii kalansizdir.
Tanmim 6.3 m X m boyutlu karesel A matrisinin farkl 6zdegerleri A1, Ao, ..., As ve
S = m
k=1
olmak tizere, A matrisinin minimal polinomu
TA) = (A=) (A= X)) (A= A)™
olarak verilir (Ganthmacher 1959).

g(A) ve h(X), A matrisi igin

esitligini saglayan iki polinom olsun. d(\) = g(A\) — h()\) farki, A nmin bir sifirlanan
polinomu oldugundan, A nm bir minimal polinomu olan ¥(\) ya kalansiz boliiniir
yani
9(A) = h(A)(mod ¥(X))
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dir. Bundan dolay1 6yle bir p(A) polinomu vardir ki, bu polinom

esitligini gergeklemelidir. A matrisinin my, kath 6zdegeri olan A\ (k = 1,2, ..., s) icin,

U(A) nin tammmindan dolay:

TA) =0, U'A)=0,.., W™ 7 (N\)=0 : k=12 .5
veya bagka bir ifadeyle

dM) =0, d(M) =0, d™ M) =0 ; k=125

esitlikleri saglanir. Yani d(\) = g(\) — h(\) olmasindan dolay1 g(A\) ve h(X) poli-

nomlari i¢in
9% =h), GO =h M)y ¢ 7)) =2 () 3 k=12,
esitlikleri yazilabilir.

Tamim 6.4 A karesel bir matris ve f(\) ise 0(A) y igceren bir bolgede tanvmly bir
fonksiyon olsun. A matrisinin my, katl ézdegeri olan A\, (k = 1,2,...,;s) i¢in f(\)

fonksiyonunun tirevler:

FOW), FOR)y s F77 00 3 k=1,2,.5

degerlerini alir. Bu degerler, A matrisinin spektrumunda f(\) fonksiyonunun deger-
leri olarak adlandvrilur. Boylesi degerlerin kiimesi f(Aa) ile gosterilir (Ganthmacher

1959).

Lemma 6.1 Eger A matrisinin spektrumunda f(\) fonksiyonu tanimhysa

dir. Burada g(\), A mn spektrumunda f(\) fonksiyonu ile ayna degerleri alan her-

hangi bir polinomdur. Yani
f(Aa) = g(Aa)

dir (Ganthmacher 1959).
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Tanim 6.5 A mn spektrumunda f(\) fonksiyonu ile ayny degerleri alan kompleks

katsainly tiim polinomlar ailesinde,
’ ’ (mg—1) (mp—1)
T()\k) :f(Ak),T()\k> :f()\k>,...,7’ ()\k> :f ()\k) ) k= 1,2,...,8

interpolasyon kogullarini saglayan derecesi m den disik ancak ve yalniz bir r(\)
polinomu vardwr. Bu r(\) polinomu, A matrisinin spektrumu tzerinde tanvmly f(\)
fonksiyonu i¢in Lagrange-Sylvester Interpolasyon polinomu olarak adlandirilar

(Ganthmacher 1959).

o0
Lemma 6.2 A matrisinin spektrumunda Y u,(\) serisinin yakinsak olmast igin
p=0

gerek ve yeter kogul > u,(A) serisinin bir matrise yakinsamasidur. Yani
p=0
F(Aa) = > up(Aa) esitliginin saglanmast igin gerek ve yeter kosul f(A) = > u,(A)
p=0 p=0
olmasidir (Ganthmacher 1959).

Teorem 6.1 f(\), A matrisinin spektrumu tzerinde tanimly bir fonksiyon ve r(\),

Lagrange-Sylvester interpolasyon polinomu olsun. Bu takdirde

f(A) =r(4)

duwr (Ganthmacher 1959).
Ornek 6.1 ) )

0 1 O 0

0 0 1 0

H p—

o0 0 -1

o o0 0 -0

- 4 nXn

matrisinin minimal polinomu \" dir. 0 6zdegeri, n kath ozdeger oldugundan dolayu,
H matrisinin spektrumu iizerinde f(\) fonksiyonunun degerleri £(0), (0, ..., f"77(0)
olup, f(\) ya ait Lagrange-Sylvester interpolasyon polinomu

’ O (n—1) 0
I >/\ + ...+ S0

1! (n—1)!
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dir. Teorem 6.1 den dolay

F(H) = ()
f(0) S70) s
= 0)l +——H "
L T P T
olup,
B ’ " (n—1) T
ot w2
’ (n—2)
0 f(o) HP f(n_z)(!O)
f(H) = E
0 0 0 fl(!O)
0 0 0 fo |
olarak elde edilir (Ganthmacher 1959).
Ornek 6.2
v 1 0 0
0 » 1 0
J =
00 0 --- 1
00 0 - w
- 4 nXxXn

matrisinin minimal polinomu (A—v)" dir. J = vl+H dan J—vl = H yazlabilir. v,
n kath ézdeger oldugundan dolayi, J matrisinin spektrumu tzerinde f(\) fonksiyo-
nunun degerleri f(v), f (v),..., f("fl)(v) olup, f(X\) ya ait Lagrange-Sylvester inter-

polasyon polinomu

1! (n—1)
dir. Teorem 6.1 den dolay:
) = r(J)
N () [ (w) 1
o f/(U) f(n_l)(v) n—1
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olup,

[ f(w) LW f/;('v) f((t:i)(!v)_
0 fw) Lo Lo
fJ) = 3
0 0 L
0 0 o0 fw) ]

olarak elde edilir (Ganthmacher 1959).

Tanim 6.6 Fsas kosegen tizerindeki biitiin elemanlar: esit ve esas kégegen tizerindeki
ilk kdsegendeki biitin elemanlar: 1 ve diger biitiin elemanlar: 0 olan bir kare matrise

Jordan blok matris denir (Tas¢r 2005).

Tamim 6.7 A, n xn tipinde herhangi bir matris olsun. J; ler A matrisinin Jordan

bloklart olmak tizere

J 0 ... 0

0o J, ... 0
Q'AQ =

0o 0 --- 0

0 0 - J

- 4 nXn

olacak sekilde tersinir QQ matrisi vardir (Tas¢r 2005).
Lemma 6.3 f, 0(A) yu iceren bir bolgede tanwmle bir fonksiyon olsun. C™*™ de
B=TAT™!
esitligini saglayan A, B matrisleri ve tersinir olan T matrisi i¢in
F(B) =Tf(A)T

dir (Ganthmacher 1959).

6.2 Bessel Fonksiyonlari

2y +ay + (27 =)y =0 (6.2)
63



denkleminin ¢oziimlerinden biri v. basamaktan birinci tiir Bessel fonksiyonu

%@ﬁ=(§f§j£§%ﬁ*%a+m+ngfm . 0<z <00 (6.3)

mz
dir. v niin tamsay1 olmas1 durumunda ikinci tiir Bessel fonksiyonu

Jy(x) cosvm — J_p(x)

sin vmw

Y, (x) =

ile tanimhdir. Bundan dolay1 (6.2) denkleminin genel ¢oziimii

y=AJy(x) +BJy(x) ; v¢L

y=AJ,(x)+BY,(z) ; veZ

dir (Lebedev 1972).

6.3 Bessel Matris Fonksiyonlarina Giris

Eger H,
_’U 1 0 0_
0 v 1 0
H=|: ... . . 1|leCr (6.4)
0O 0 0 ... 1
_0 0o 0 ... v

ile tamml Jordan blok matrisi ve f(z), v niin komgulugunda analitik bir fonksiyon

ise Ornek 6.2 den dolay1

flo) HP 5P L
0 flv) LY Lt
fH) = : (6.5)
0 0 0 )
|0 0 0 fw) |

olur (Ganthmacher 1959).
J,(t), v parametresine gore tam fonksiyondur (Lebedev 1972). Bundan dolay: (6.5)

ozelliginin kullamlmasiyla ¢t > 0 igin, J,(¢), v niin fonksiyonu olmak iizere (6.4)
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egitligindeki H Jordan blok matrisine, matris fonksiyonel hesabin uygulanmasiyla

L) &) 55adut) o Gy (D)
0 o) FZI) . i du(t)
Tu(t) = :
0 0 0 N A0
0 0 0 Tt |
_ <(jii>!%Jv(t))i<j =12 p (6.6)

matrisi yazilabilir. (6.3) esitligi ve Lemma 6.2 den dolay1

Tu(t) = (%)Hi CU" v 4t 1)) (%)Qm (6.7)

m=0

dir.
Eger H, (6.4) deki gibi bir Jordan blok matris ise (—H ), Jordan blok matris degildir.
Boylece (6.5) esitligi uygulanamaz. Bundan dolay1, J_g(¢) nin hesaplanmasi agagi-

daki lemmayla verilmistir:

Lemma 6.4 p > 1 i¢in H, (6.4) de tanvmlr olan Jordan blok matris ve J,(t) de v.

basamaktan birinci tir Bessel fonksiyonu olsun. J_g(t) matrisi

J pg(t) = (%) - i %F‘l(—}[ + (m+ 1)I) (%)zm

m=0

j—i
= (L 0 J_U(t)) ;o by =12,..p (6.8)
( i<j

J— i) Qui—i

ile tanymlanan st ticgensel matristir.

Ispat. (—H) matrisi ve onun Jordan formu olan © matrisi arasmda

10 ... 0 ] o 1 0 ... 0]

0 1 ... 0 0 —-v 1 ... 0
P = = ((=1)"5), © =

0 0 ... 0 0 0 0 ... 1

(00 ... (=1 00 0 ... —v

olmak {izere,

~H=p'er (6.9)
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bagintis1 vardir. (6.6) esitliginden

10 = (Ggaca),,
_ (i;l_)z>'ain_°’(t)) =12 p

esitligi yazilabilir. Boylece (6.9) ve Lemma 6.3 den dolay1

J ut) =P te(t)P
olur. P~!Jg(t) matrisinin (i, j). elemam

(PUJolt)), — Z(—ly‘m% L

k=1

(=T
G (gmt0)
(o
- & <W ZJU(t)> (6.10)
elde edilir. (6.9) ve (6.10) esitliklerinden dolay:

(P_ljg(t)P)ij = ([P7'Je(t)] )J
p _1\k k—1i )
-y LU (a0 (178

- =5 (aa )

dir. Boylece sonug ispatlanmigtir. m

Lemma 6.5 C"*" de A, B,C, D ikili olarak degismeli matrisler ve

A B
C

2nx2n

olsun. C"*™ de T tersinir matris olmast i¢in gerek ve yeter kosul AD — BC' tersinir

matris olmasidur (Halmos 1967).
Eger (6.1) denkleminin ¢oziimii, C, D € C™ de vektorler olmak {iizere
Z(t) =X1(t)C+Xo(t)D , 0<t<oo

ile tek olarak tanmimmlanan Z(t) € C" ise 0 < t < oo da {X;, Xa} ¢oziim ¢ifti (6.1)

denkleminin temel ¢oziimler ciimlesidir.
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Tanim 6.8 A(t) parcale stirekli bir matris fonksiyon olmak tizere
X’(t) = A(t)X(t), X(to) = g, lg € [CL, b}

baslangi¢ deger problemini ele alalim. Problemin tek ¢oziimii
i=1

matris formu ile verilir. Buradaki denklemin ¢;(.;T) ¢ozimi, T degerinde I, mat-

risinin i. kolonu e; vektoriyle gosterilmistir. Ayrica
X (t) = ®(t; to)zo , t,to € [a, D]
ifadesiyle de verilen ¢éziimde
O(t; t) =1, t€a,b]

kosulunu saglayan ®(.;.) matrisi gegis durum matrisi olarak adlandirilir (Kailath

1980).

0 <t < oo da, (6.1) denkleminin {X;, Xs} ¢oziim ¢ifti temel ¢oziimler ciimlesi

oldugunu gostermek icin yeter sart olarak asagidaki lemma verilebilir:

Lemma 6.6 {X;, X5}, 0 <t < oo da (6.1) denkleminin C"*" deki ¢ozim ¢ifti ve

W(t), CanZn de

W(t) = Xalt) Xa(1) (6.11)

! !

Xy (1) Xo(t)
biciminde tanimlanan bir matris fonksiyon olsun. Eger t; > 0 i¢in W(t1) tersinir
matris ise 0 < t < oo da (6.1) denkleminin temel ¢ézimler cimlesi {X1, Xo} dir.

Bu durumda W (t), her t > 0 igin tersinir matristir.

Ispat. (6.11) ile tanimlanan W (¢) matrisi

/ 0 I
W (t) = W(t), 0 <t<oo (6.12)
A2/2— T —I/t
esitligini gergekler. G(t,s) matrisi, (6.12) esitliginde G(t,t) = I ozelligini saglayan
gec¢ls durum matrisi olsun. Bu durumda V¢ > 0 i¢in W (t) = G(t,t1)W(t;) dir.

YVt > 0,s > 0 icin G(t,s) nin tersinir matris olmasindan dolayr W (¢) de tersinir

matristir. m
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6.4 Bessel Matris Fonksiyonlarinin Birinci Tiirii

A matrisi

"Wz € 0(A) igin z tamsay1 olmasin" (6.13)

kogulunu saglasim. (6.1) denkleminin
X(t)=t*> Gt | CreC”™ | t'=exp(Alnt) , t>0 (6.14)
k=0
seklinde ¢oziimlerini arayalim. (6.14) de tanimh X (¢) nin tiirevleri alinirsa

(k)[ + A)t(k—l)l—i-ACk

<.
[
NE

B
I
o

(kI + A) (k= 1)1 + A)tk=2T+AC,

S
[
M8

B
I
o

olarak yazilabilirler. Yukaridaki serilerin yakinsakligi bir an i¢in kabul edilip, (6.1)

denkleminde yerlerine yazilirsa C} matrisleri

t4 {i [(KI+A) ((k— 1)1+ A)+ (kI + A) — A’| t*Cy + it’“C’k2} =0
o o (6.15)

esitligini saglar. (6.15) esitliginde her bir ¥ min kuvvetlerinin katsayilarinin 0 mat-

risine esitlenmesiyle goriiliir ki, Cj matrisleri
2A+1)C1 =0 , k(kI+2A)Cr+Cr =0 , k=223, .. (6.16)

bagmtilarim saglar. C; = 0 oldugundan (6.16) dan k = 0,1,2, ... igin Cyyy = 0
olmalidir. (6.16) dan k£ = 2m igin

Am(mI + A)Cop, + Copp2=0 |, m=1,2, ... (6.17)
dir. (6.13) ve (6.17) den dolay1
Com = ﬂ(A +mI) A+ (m -1 (A+1)'Cy (6.18)
esitligi bulunur. Biiyiik m degerleri i¢in (6.17) de norm alimirsa

[Com—ll = 4m|[(mI + A)Con||

> Am(m — A |Coml, m=1,2,... (6.19)
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olur. (6.19) dan dolay1 Z |Cayn|| 2™ serisi yakinsaktir. Boylece herhangi belirli bir
Co matrisi i¢in (6.14) 1le tammh seri ¢t > 0 igin yakinsaktir. Cp = 274T71(A + 1)
olarak segildiginde, (2.8) ve (6.18) den dolay:

(A+mD A+ m - (A+ DT A+ =T A+ (m+ 1)) (6.20)

elde edilir. (6.14), (6.18) ve (6.20) esitliklerinden dolay1, (6.1) denkleminin bir ¢tziimii

xen= (5 S S e (3 0 e

m!
=0

dir. Simdi, By, matrisleri belirlenecek matrisler olmak iizere, (6.1) denkleminin
Y(t)=t") Bit" | ByeC”" | t4=exp(-Alnt) , t>0 (6.22)

formunda serisel ¢oziimiinii arayalim. X (¢, A) ¢oziimiiniin elde edilmesindeki ayn

yontemin kullanilmasiyla goriiliir ki, By, matrisleri
(=2A+1)B; =0 , k(kI —2A)By+Br2=0 , k>2 (6.23)

bagmtilarim saglar. B; = 0 oldugundan (6.23) esitliginden m = 0,1,2, ... i¢in

Boyi1 = 0 olup, By, ler icin
4m(m] - A)Bgm + Bgm_g =0 5 m = 1, 2, (624)

esitligi yazilabilir. (6.13) esitliginden (ml — A) tersinir matris oldugundan ve her-
hangi bir By € C"*" igin (6.23) den dolay1

—1)™
By, = ;szn'(—A+m[)_1(—A+(m—1)])_1...(—A+I)_IBO , m=1,2,... (6.25)

dir. By = 24T1(—A + I) olarak secilirse, (2.8) ve (6.25) den dolay

(—A+mI) N (=A+m -1 (—A+ )TN =A+]) =T (-A+ (m+1)])
(6.26)
bulunur. (6.22), (6.25) ve (6.26) esitliklerinden dolay1, (6.1) denkleminin bir diger

¢Ozlimii olan

V() = X(t,—A) = (f)_Ai D" b At m 1)) (;)Qm Lt>0 (6.27)

m!
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elde edilir.

Eger A, v niin tamsay1 olmamasi durumda (6.4) esitligi ile tammh H Jordan matrisi
ise (6.21) ve (6.27) esitlikleri ile tanimh X (¢, H) ve X (¢, —H) fonksiyonlar sirasiyla
(6.7) ve (6.8) esitlikleri ile verilen Jy (t) ve J_pg(t) fonksiyonlari ile denk diigmektedir.

Boylece Jy(t) ve J_g(t) fonksiyonlar:
X ) +tX () + (PT-H)X(t) =0 , 0<t<oo (6.28)

matris denkleminin ¢oziimleridir. v niin tamsay1 olmamasi durumda {Jg(t), J_g(t)}
¢oziim ¢iftinin (6.28) denkleminin temel ¢oziimler ciimlesi oldugunu gostermek igin

Lemma 6.5 den V¢ > 0 igin

/

T ()T (t) — J_ g ()T (1) (6.29)

matrisinin tersinir oldugunu gostermek yeterlidir. (6.6) ve (6.8) esitliklerinden

’

Tu(6) T (8) = J-n (£) Ty (¢)
iist ticgensel matristir ve onun kosegen elemani
Jo(t)J () — J_o(t)J(t) , 0<t<oo (6.30)

dir. Skaler durum igin v niin tamsay1 olmamasi durumda {.J,,(t), J_,(t)} ¢oziim ¢ifti,
v. basamaktan skaler Bessel denkleminin temel ¢oziimler ctimlesidir. Bu durumda
{Jp(t), J_o(t)} ¢bziim ¢iftinin Wronskiyeninden dolay1 (6.30) esitligi sifirdan farklh
oldugundan dolay1 (6.29) matrisi tersinirdir. Dolayisiyla agagidaki teorem ispatlan-

mugtar:

Teorem 6.2 v, tam sayr olmayan kompleks bir sayr ve H matrisi (6.4) egitligindeki
gibi tamamlansin. (6.7) ve (6.8) egitlikleri ile tanimlanan {Jg(t), J_g(t)} ¢ozim ¢ifti,

0 <t<oo da(6.28) denkleminin temel ¢ézimler ciimlesidir.

Genel durum diigiiniilecek olursa, A matrisi (6.13) kogulunu saglasin ve H; Jordan

blok matrisleri

_vi 1 0 ... 0_
0O v, 1 ... 0
Hy= i & 0 0 i eC™  p>1, pr+pt+..+tppr=n
0 0 O 1
_O 0 O Vi |
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olmak iizere H = diag(Hy, ..., H;) matrisi A nin Jordan kanonik formu olsun. Eger
H;, (1 x 1) boyutlu Jordan blok matris ise o takdirde H; = (v;) dir. (6.13) kogulunda

1 <4 < k i¢in v; lerin hicbiri tamsay1 olmasin. Teorem 6.2 de verilen
X0 +X () + (PT-H)X()=0 , 0<t<oo , pi>1 (6.31)
denkleminin temel ¢oziimler ciimlesi {Jy,(t), J_g,(t)} olsun. C™*" de
J(t, H) = [diagi<i<e(Ju, (1)), J(t, —H) = [diagi<i<e(J-p,(1))]
ile tammmlanan {J(¢, H), J(t, —H)} matris fonksiyon ¢ifti Teorem 6.2 den dolay1
X" () +tX (t) + (1 — diag(HE, ... H)) X(t) =0 , 0<t<oco (6.32)

denkleminin ¢oziim ¢ifti olup, genel ¢oziim i¢in 0 < t < oo da {J(t, H), J(t,—H)}
¢oziim ¢iftinin (6.32) denkleminin temel ¢oziimler ciimlesi oldugunu kanitlamak
gerekir. Simdi bunu gosterelim. 1 < i < k icin Jy, () ve J_p,(t) degismeli oldugun-
dan J(t,H) ve J(t,—H) de degismelidir. Diger taraftan

V(t)=Jt,H)J (t,—H) = J(t,—H)J (t,H) , 0<t<oo (6.33)

matrisi, {Jg, (t), J_m,(t)} ¢oziim ¢ifti (6.31) denkleminin temel ¢ziimler ciimlesi ve

(6.33) matrisinin kosegen elemani

/

V(1) = |diagiicn(Ta (0T () = -, () Ty, ()

olup, Lemma 6.5 den dolay: tersinir matristir. Boylece {J(¢t, H), J(t,—H)} ¢oziim
¢iftinin (6.32) denkleminin temel ¢oziimler ciimlesi oldugu gosterilmis olur.
P, C™™ de

H = diag(Hy...., Hy) = PAP™! (6.34)

kogulunu saglayan tersinir bir matris olsun. Bu takdirde 0 < ¢ < co da
X,(t) =P 'X(t,H)P ve X5(t)=P'X(t,—H)P (6.35)

¢oziimleri (6.1) denkleminin temel ¢oziimler ciimlesi olarak tanimlanir. Lemma 6.3,
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(6.35), (6.7) ve (6.8) esitliklerinden dolay1
Xi(t) = P'[diagi<i<k(Ju, (1)) P

AN —1)m AN
— P 'diagi<i<k (2> Z — T (Hi + (m + 1)1) (5)

_ (2) Z 1)mr YA+ (m+ D)D) (%)m:X(t,A)

m=0

ve Xo(t) = X(t,—A) dir. Buradaki X (¢, A) ve X(t, —A) sirasiyla (6.21) ve (6.27)
esitlikleri ile verilen ¢oziimlerin aynisidir. Boylece agagidaki teoremdeki ispatlan-

migtir:

Teorem 6.3 A, C"™*" de (6.13) kosulunu saglayan bir matris ve X (t, A) ve X (t, —A)
siraswyla (6.21) ve (6.27) egitlikleri ile tanvmlanan matris fonksiyonlar olsunlar.

0 <t<oo da, (6.1) denkleminin C™ vektor degerli ¢ozimlerinin ciimlesi
X(t)=X(t,AC+X(t,—-A)D , keyfiC,DeC"
dar.

Tamim 6.9 A, C"*" de (6.13) kosulunu saglayan bir matris olsun. (6.21) esitliginde
X(t, A) ile verilen matris gosterimi, A basamaktan 1. tir Bessel matris fonksiyonu

olarak adlandirilur.

6.5 Bessel Matris Fonksiyonlarm Ikinci Tiirii

veC—7Zigin
_U 1 O_
0 v 1
Hy=1|: ... . . (6.36)
0O 0 0 ... 1
_0 0o 0 ... v]

matrisi ile tanimlanan p > 1 boyutlu Jordan blok olmak iizere, H, basamaktan

Bessel matris fonksiyonlarinin ikinci tiirii

Yy, (t) = Ju,(t)cot g(mH,) — J_p, (t) cosec(nH,) , 0<t< o0 (6.37)
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ile tanimlansin. (6.5) gosteriminden dolay: cot g(mH,) ve cosec(mH,) iist ii¢gensel

matrisleri
1 o
cot g(mH,) = <(J 71 Do cot g(m/)) |
) ik k<j kg =1,..,p (6.38)

cosec(rH,) = (WW cos ec(m))

k<j

ile verilir. (6.37), (6.38) esitlikleri ve skaler fonksiyonlarin ¢arpimlar: igin Leibniz

formiiliinden Yy, (¢) nin

1 Qi—k
(j — k)! Qui—k

Loty hi—=1
== 7. N1 Ao - tvu t ; ) ) = RRRS)
((] — k)l Qvi=k ( )>k§j ’ P

ifadesi elde edilir. Burada

Yu, (1) = ( (J,(t) cot g(vm) — J_, () cos ec(wr)))

k<j

Y, (t) = Jyu(t) cot g(vm) — J_, () cos ec(v)
ile verilen Bessel fonksiyonlariin ikinci tiiriidiir.

Teorem 6.4 (Spektral Doniigiim Teoremi) T , C"*" de bir matris ve F(T),
o(T) nin komsugunda analitik fonksiyonlarin bir kiimesi olsun. Eger f € F(T) ise

fla(T)) =o(f(T)) dir (Dunford and Schwarz 1959).

i~k
n tamsayisi igin limY,(¢) ve k < j < p olmak {izere lim ——Y, (¢) limitleri vardir

v—nQui—k "
(Lebedev 1972). Bu 6zelliklerden dolay1

-n 1 0 ... 0-
0O n 1 ... 0
H,=1|: ... . . | eCr? ;, nelkl
o 0 0 ... 1
_0 0o 0 ... n

ile tanimh H,, Jordan blok matrisi i¢in H,, basamaktan Bessel matris fonksiyonlarinin

ikinci tiiri

yHn@):nmva(t):( : L x,(t)) (6.39)

. 1m -
v—n J— k)!v—m(f‘)lﬂ_k k<)
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seklinde yazilabilir. Teorem 6.2 den (6.37) esitligi ile tamimlanan Yy, (f) matris

fonksiyonu
X)) +tX () + (PT-H)X(t)=0 , 0<t<oo (6.40)
veya
Yy (8) + Yy () + (BT — H) Yy, () =0 , 0<t<o0 (6.41)

denkleminin ¢oziimlerinden biridir. 0 < ¢ < oo araliginda belirli bir ¢ igin (6.41)

esitliginde v — n limiti alinirsa

Yy (1) + Yy () + (1 — HY) Yu,(t) =0 , 0<t<o0
elde edilir. Diger taraftan H, basamaktan Bessel matris fonksiyonlarinin birinci
tirt Jy, (t),

2Ty )+t (8) + (21 — H2) Ju, (1) =0 , 0<t< oo

denklemini saglayip, v herhangi bir kompleks sayisi i¢in {Jg, (t), Y, (t)} ¢ifti (6.40)

I

denklemini gercekler. 0 < ¢ < oo da Jy, (t), Jy (1), Yar, (1), Yy, (t) matris fonksiyon-
lar1, matris fonksiyonlarin hesabi 6zelliklerinden dolay: ikili olarak degismelidir.

(6.37) tanimindan dolay1 v € C — Z alinirsa,
YI/{U (t) = J;{U (t)cot g(mH,) — JLHU (t)cosec(mH,) , 0<t<oo
olup, H, ye gore fonksiyonel hesabin degisme 6zelliginden
1, (1) Yy
= Ju,(t)
~Jir, (t) cot g(nH,) Jpg, () + T, (1) cos ec(mH,) Ty, (t)

a(8) = T, (8) Ty, (t)} cos ec(mH,) (6.42)

7, () = Yar, (8) T, (1)
J}JU( )cot g(mH,) — JHU(t)JLHU(t) cos ec(mH,)

/

= {JHU (t)J-
elde edilir. Eger v € C — Z ise Teorem 6.4 den cosec(mH,) matrisi tersinirdir.
Diger taraftan {Jy, (t), J_m,(t)}, 0 <t < oo da, (6.40) denkleminin temel ¢oziimler
ciimlesi oldugundan (6.42) esitligindeki matrisi t > 0 igin tersinirdir. Boyylece Lemma
6.5 den eger v € C—Zise {Jg, (t), Yu,(t)} cifti (6.40) denkleminin bir temel ¢oziimler
ciimlesidir. Ayrica 0 < ¢t < oo da (6.6) ve (6.39) gosterimlerinden dolay1

T, (1), () = Yir, (8) T, (1)
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iist ticgensel matrisinin kosegen elemanlar:
T ()Y, (t) = Y, (t)J,(¢) (6.43)

olup, sifirdan farkhdir. (6.43) farks, {J,,(¢), Y,.(f)} ¢oziim ¢iftinin Wronskiyeni oldugun-
dan {J,(t),Y,(t)} ¢oziim ¢ifti v = n. basamaktan skaler Bessel denkleminin temel
¢oziimler ctimlesidir. Bu durumda {Jg, (t), Y, (1)} iftininde v — n € Z i¢in (6.40)
denkleminin bir temel ¢oziimler ctimlesi oldugu gosterilmis olur. Boylece agsagidaki

teorem ispatlanmigtir:

Teorem 6.5 v kompleks bir sayi, H, matrisi (6.36) ile verilen Jordan blok matris
ve (6.6), (6.37) ve (6.39) gdsterimleri ile tansmlanan matris fonksiyon ¢ifti
{Ju, (t), Yu, ()} olsun. {Jg,(t),Yn,(t)} ¢ifti0 < t < 0o da (6.40) denkleminin temel

coziimler ciimlesidir.

(6.34) ayrisimda, A matrisinin Jordan kanonik formu H = diag(Hy, ..., Hy) olsun ve
Y(t, H) = diagi<i<k [Ya,(1)]

olarak tanimlansin. Teorem 6.5 ten A € C™" de herhangi bir matris igin (6.32)
denkleminin temel ¢oziimler ctimlesi { X (¢, H), Y (¢, H)} dir. Eger P, C™*™ de (6.34)

kosulunu saglayan herhangi bir matris ise
X(t,A)veY(t,A) =P 'Y(t,H)P ,0<t< 0

da (6.1) denkleminin temel ¢oziimler ciimlesidir. Bu agiklamalara dayanarak agagi-

daki sonug verilebilir:

Sonug 6.1 A, C"*" de herhangi bir matris, H matrisi A nan Jordan kanonik formu
ve P matrisi (6.34) kosulunu saglayan tersinir bir matris olsun. (6.21) ile tanim-
lanan X (t, A) ve Y (t, A) = P7YY (t, H) P ¢éziimleri i¢in (6.1) denkleminin C" vektér

degerli tiim ¢ozimlerinin ciimles:
Xt)=Xt,AC+P Yt HPD , 0<t<oo , keyfiC,D¢cC"

dir.
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7. JACOBI MATRIS POLINOMLARI iLE iLGiLi YENi BAZI OZEL-
LIKLER

Orijinal olan bu boliimde, Altin, Cekim ve Duman’in yaptig1 bir ¢calismada bulunan

Jacobi matris polinomlari ile ilgili 6zellikler verilmistir.

7.1 Jacobi Matris Polinomlar: i¢in Matris Dogurucu Fonksiyonlar

Teorem 7.1 A ve B matrisleri (5.1) kosulunu saglamak tzere Jacobi matris poli-

nomlart
S (A+ B+1), PAP () (B +1),] ™
n=0
B A+B+1 A+ B+2]1 2r(x +1)
_ 1 (A+B+I)F B4t 1
( +T> 2 ) 2 9 + 9 (1+T)2 Y |T|<

ile verilen matris dogurucu fonksiyonuna sahiptir.

Ispat. (7.1) in sol tarafinda pio) (x) in (5.4) deki gosterimi kullanilirsa

o) o0 1)
S (At B+ P (B4 D, =3 (A1 B+ 0,
n=0 n=0 ’

X

" { ((n+1)I+A+B) (—nI)[(B+1),)™"
!

k=

X (1 +x>k(B+[)n [(B+I)n]—1rn}

olur. (—nl)y igin (3.7) ozelliginin kullanilmasiyla yukaridaki ifade

o

[\)

i A+B+1),PAP(z) [(B+ 1),

= (A4 B+ D)p(—=1)""*( (n+1)I + A+ B), L (1+2\"
. 0 (S50) 7

ﬁM
o
o

o
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olarak yazilabilir. Ayrica (2.1) ile verilen Pochhammer gosteriminden dolay:

(A+B+1D), (n+)I+A+B), =(A+B+1)ps

—

olup, bu egitlik (7.2) de yerine yazlirsa

(A+ B+ 1),PAP)(z) (B+1),]""

Mg -

Il
=)

n

- Yy I e C gy (112)
n=0 k=0 o
o [ (A+ B+ Dy, (1) (1+2\"
- k:On—O{ n' ( 2 )
) (A—I—B+2!+2kl)nr [(B+I)k]_1} 73)

bulunur. Diger yandan (2.2) deki (1 — y)~* nimn ifadesinden dolay

o)

Z (A+ B+ 1+ 2kI), (—1)"r"
n!

= (1+ T)f(A+B+(2k+1)I)

n=0

yazilabilir ki, bu ifade (7.3) de yerine yazilirsa

(A+ B+ 1),PAP)(z) (B+1),]"

NE

n=0

00 A—{—B—l—f 2k (1—i—7“) (A+B+(2k+1)1) .k - 1+ k
Z o (B+ 1)) — (7.4)
k=0 )

elde edilir. (2.1) ile verilen Pochhammer gosteriminden dolay:

A+B+I) (A+B+2]>
k k

A+ B+ 1)y, = 2%F
(A+ B+ 1)y ( 5 5

oldugu dikkate alinir ve bu deger (7.4) de yerine konulursa

i A+ B+1),PAP(z) (B+1),]"

© 92k (A+B+I A+B+21 k k

P k! (14 )% 2
_ A+B+1 A+ B+21 2r(z +1)
- (1 (A+B+I) [ B+, ————~
( +r> 2 Y 2 ? + ) (1 +7°)2
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bulunur ve Jacobi matris polinomlari i¢in bir matris dogurucu fonksiyonu elde edilmis

olur. m

Teorem 7.2 A ve B matrisleri (5.1) kosulunu saglamak tzere Jacobi matris poli-

nomlart

i(A +B+1),PAB () (A+1),] "

n=0

A+B+1 A+ B+21 2 -1
_ (1—T)_(A+B+I)F( TOo+ O 'A+I;M),|r|<l

2 2 (1—7r)?
(7.5)

dogurucu fonksiyon esitligini saglar.

Ispat. (7.5) in sol tarafinda pitP (x) in

1—=x

Rgm@g:%F(A+B+OHﬂﬂf%LA+L )M+1%
n:

ifadesi kullanilirsa

(A+ B+ 1),PAP)(z) [((A+ 1), r"

M]3

i
o

1 n
(A+B+1)n—
n:
k=0

« (1;$)k(A+])n (A + 1), T”}

elde edilir. (—n/); nin (3.7) deki esiti yukarida yerine konulursa,

[
NE

{ ((n+1)I+A+B) (—nD)[(A+1),]7"
!

I
o

n

(A+ B+ 1),P (@) [(A+ 1))

n=0

N (A+ B+ Dy (=) (n+ DI+ A+ B); o (1=z\"
LSS B I DA D g (L,

n=0 k=0

bulunur. (2.1) ile verilen Pochhammer gosteriminden dolay1

(A+B+Dp((n+ DI+ A+ B), =(A+B+1)pss
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olup, bu ifade (7.6) da yerine yazlirsa,

(A+B+1),PAP () [(A+ 1),

WE

3
Il
o

NE

2 (A4 B+ oy (—1)F 1=\
Z o k,* [(A+1),]7" )
k=0

3
Il
=)

n!

o & {(A+B+I)2k (—l)kr"(l—x)k

k=0 n=0

X<A+B+2fﬂﬂ"TKA+UAI} (77

elde edilir. (2.2) den dolay1

o

Z (A+B+1+2kl), r — (1 — p) A+
n!

n=0

olup bu ifadenin (7.7) de yerine yazilmasiyla

(A+ B+ 1),PAP)(z) [(A+ 1),

WK

i
o

2 (A+ B+ 1)y, (1 — )~ ATBHEDDk L (1—z\"

k=0

bulunur. Diger taraftan (2.1) deki Pochhammer gosteriminden dolay:

A+B+I) (A+B+2]>
k k

__ o2k
(A+B+1)y =2 ( 5 5

olup bu ifade, (7.8) de yerine konulursa

i A+ B+ 1),PAP) (z) [(A+1),) "r

= (1- T)*(A+B+I) = 2% (AHzBH)k (AHS;HI)k (_r)k [(A+ 1) ]_1 1—2\"
P kN1 —r)2k k 9
_ A+B+1 A+B+21 2r(x —1)
(1—7) F( 5 ; 5 A+ ,—(1_T)2)

elde edilir ve boylece Jacobi matris polinomlar: i¢in bagka bir matris dogurucu

fonksiyonu bulunmus olur. =
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Teorem 7.3 C™" deki A, B,C, D matrisleri AB = BA ve Vn > 0 dogal sayisi i¢in
C +nl ve D+ nl matrisleri tersinir olma kosullarina saglasin. Iki degiskenli Appell

fonksiyonlarinin matris versiyonu olan Fy (A, B;C, D;x,y) fonksiyonu

o 3 B Ikyn
Fy (A, B;C, Dia,y) = kZ (ke (B (D), (C) 5 (7.9)
n,k=0
; (A,B) : . .
olmak tizere, Py’ (x) Jacobi matris polinomlart
T (ALY pm (-1t (z+1)t
> PN @)t = Fy (14 B, 1+ A1+ AT+ B; R (7.10)
n=0

ile verilen matris dogurucu fonksiyonuna sahiptir.

Ispat. (7.10) un sol tarafinda pio) (x) yerine

()" (1 —2)"
n! 2m

z+1

1) (B+1),

PAB) —
) (1) -t

F(—n[,—(A—l—n[);B—i—I;

ifadesi yazilir ve (3.7) ozelligi kullanilirsa

n=0
ad —1)" 1

= Z{(x' )F<—n1,—(A+nI);B+I;i>(B+I)n}t"
— nl 2n r—1

- YR s 4, -y

elde edilir. (2.5) ile verilen indis degigim 6zelliginden dolay1, yukaridaki esitligin
ikinci yani

Z PT(LA,B) (p)t" = { (-1) [_n<|142;£nkj‘ k)]

(B+1);*
n=0 n=0 k=

r—1

% (B4 1), (x — 1)" (“"—“) : W@}

seklinde ifade edilebilir. Pochhammer semboliiniin bilinen 6zelliklerinden

[=(A+ (n+ k)], = (=1D)"A+ Dag(A+ 1)
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olup, bu esitlik yukarida kullanilirsa

S PIP @) = YN {(A+ Dy (B+1I), . (A+1),!
n=0

n=0 k=0

<@ (U501 ((:czm)k}

elde edilir. Bu son esitligin ikinci yam, Fj iin (7.9) ifadesinden dolay:
o0 oo n k
(A+ Dk (B + Dy (A D (B o+ Dt (520)" ()

n=0 k=0

0t (w41t
) (I+B,[+A;I+A,I+B; (z ; ) ;(‘“; ) >

seklinde ifade edilebilir ve boylece istenilende elde edilmis olur. m

Teorem 7.4 A, B,C, D matrisleri C"™" de olmak iizere, ¥Yn > 0 dogal sayst i¢in
A+ nl ve B + nl matrisleri tersinir olma kosulunu saglasinlar. P,gA’B)(:c) Jacobi

matris polinomlar:

(o)

Z(C) (D)n(I 4+ B)*PAB) (2)(1 4+ A); 1"

n=0

= F (C,D;I+A,I+B; (:L‘—l)t'(.r+1)t> (7.11)

2 7 2

esitligi ile verilen matris dogurucu fonksiyonuna sahiptir.

Ispat. (7.11) in sol tarafinda piAP (x) yerine

PAB) (7) = (1 ;l") r <—n[, —(B+nl); -~ J_r 1) (A+1),
ifadesi yazilirsa
i(c)n(D)n(HB);lP( B (z)(I+ A), 1"
N Lt r—1
- S {Ononr m U (wur (B sas 1)

x (A+1), I+ A),"t"}
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. )" (=1)F [ nl)|k .
z% 0{ )n(I + B), (1;) (7(1_13{)![ (B; D] (A+ 1),

(1) 7}
X t
r+1

elde edilir. Cift toplamda (2.5) 6zelliginin kullanilmasiyla da,

o0

> (C)u(D)ulI + B), ' PIP) (2)(I + A) 't
ZO ;(0)n+k(D)n+k(1 +B)7L, { (=1) [—;g;gnk?r k) D))
X (A+ D)t @+ )" <§—1) t’“k}

esitligi bulunur. Pochhammer semboliinden dolay1,
[=(B+ (n+ k)] = (=1)"(B+ Dusn(B + 1),

degeri yukarida yerine yazilirsa,

o

Y (Ou(D)ull + B) PAPD ()1 + A), "

n=0

& {((J)m (D)o (B + DA+ D)t

n! k!
n=0 k=0

. (@-;)t)k ((a;+21)t>"}

elde edilir Bu son esitligin ikinci yani, Fy iin (7.9) ifadesinden dolay1

ZZ (C) i k(D) s (BHD  (A+D) ((xl)t)k ((z+1)t)n
n! k! 2 2

n=0 k=0
— 1)t 1)t
= F} <C,D;I+A,I+B; (@ 5 ) ;(xz ) )

seklinde yazilabilir ve boylece istenilen elde edilmis olur. m

7.2 Jacobi ve Gegenbauer Matris Polinomlar:1 Arasindaki Bir Baginti

Gegenbauer matris polinomlar:
(1 — 227 + 72 Z CA(x (7.12)
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dogurucu matris fonksiyonu yardimiyla tanmimlanmigtir (Jédar vd. 1994).

Teorem 7.1 de B = A alindiginda

o0

> QA+1I), PN (@) [(A+ 1), r"

n=0

_ 2A+1  2r(z+1)
_ (2A+1) ..
e F( 2 ’(1+r>2)

olur ki, burada (2.2) zelliginin kullanilmasiyla

i(?A + 1), PAY (@) [(A+ 1)) "

n=0

—(A+1/2)
—(2A+1 2r(z+1
— ( _|_r) ( ) <| - _(1( 1”)2)>

= (1 —2xr + %)~ AH/2) (7.13)
elde edilir. (7.12) nin A yerine A + £ alnmus sekliyle (7.13) karsilagtirihrsa
0;144_1/2(17) = (2A+ 1), vaAA) () [(A+ I)n]_l

oldugu goriiliir ve boylece bu iki matris polinom arasinda saglanan bir baginti elde

edilmis olur.

7.3 Jacobi Matris Polinomlar: icin Rekiirans Bagintilari

Teorem 7.5 V(u) matris fonksiyonu
T(u) =D yu" , A0 , 7, €C (7.14)
n=0

geklinde bir seri a¢ilvmina ve f,(x) matris polinomlar: da,

—4xt

geklinde bir matris dogurucu fonksiyonuna sahip olsun. (7.14) ve (7.15) ile tanim-

lanan f,(x) polinomlar, asagrdaki ézelliklere sahiptir.

fuw) = O i(-m)k(o +nl)y K%)k (% + é);j h 2k (7.16)

n!
k=0

83



!

2fo(@) =nfulz) = ~(C+ (=) 1) fur(x) —af, () , n>1 (7.17)

efo(t) — nfale) = —CY fu@) -2 3 fux) . n>1 (T18)
k=0 k=0
1) — nfa@) = SO kD fix) . n>1 (119)

Burada ¥n > 0 dogal sayist i¢in C' + nl lar tersinir matrislerdir.

Ispat. Once (7.16) y1 elde edelim. Bunun icin, (7.15) de (7.14) serisi kullanilirsa

S fala)tt =3 (1 - 1) O (g gk
n=0 k=0

olur. Bu egitligin ikinci yaninda sirasiyla (2.2) acilhimu ile birlikte

o[, (6-3)]

esitligi ve (2.4) indis degigtirme 6zelligi kullanihirsa

S f@r = 3 2D ) 1)) (— )t

n!
n,k=0

n,k=0

P ONCTIRS

n=0 k=0

= i (i')n ” (=nd)i(C + nl)y K%)k <% + é) k] _17k$kt”

n=0 T k=0

elde edilir. Son olarak istenilene ulagmak icin ¢” nin katsayilarini egitlemek yeterlidir.
Simdi de (7.17), (7.18) ve (7.19) rekiirans bagintilarin1 elde edelim. Bunun igin

(7.15) in birinci yanindaki
—4xt
—(1-p Sy
G = -0 ()

matris fonksiyonunun z ve t ye gore tiirevleri alinirsa, sirasiyla

oG

= —4t(1 — 1)~y (7.20)
T
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%_C; = C(1—t) %W —da(1 +t)(1 — 1)~ 3V (7.21)
denklemleri bulunur. (7.20),(7.21) ve G nin tammindan goriiliirki, G matris fonksi-

yonu

o(1+ t)g—i — (1 t)%—f — —CtG (7.22)

kismi tiirevli matris denklemini saglar. (7.22) denkleminde uygun iglemler yapilarak

oG oG oG oG

- — J— — 2_ — -

T t(% CtG —t T xt e (7.23)
oG oG Ct 22t 0G
oG oG Ct 2t 0G

L AL e i ST (7.25)

denklemleri yazilabilirler. G (x,t) fonksiyonunun

G(x,t) =) fal)t" (7.26)

serisel ifadesinin (7.23) te yerine yazilmasiyla

3 [efa) = ntu(o)]

n=0
= —C’i fo (@)™t — i nfo(2)t" T — ixfé(@t”“
n=0 n=0 n=0

o0

= Y[+ D D) i)

n

elde edilir ki, burada t" nin katsayilar1 esitlenirse (7.17) rekiirans bagintis1 bulunmusg

olur.
Simdi de (7.18) i elde edelim. (7.26) ifadesi (7.24) de yerine yazilir ve = fonksi-

yonunun

1 o0
— = t" o |t <1 7.27
=2 (727
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Taylor serisi ve de (2.4) 6zelliginin kullanilmasiyla

S [afi (o)~ nful)] ¢

E e
—2x <Z t”“) (Z f,;(x)tk>

_ _C«ZZ]C tn-‘rl 2mZZf tn+1

n=0 k=0 n=0 k=0
oo n—1 co n—1

= —CY > fulat" =22 ) frla)t
n=1 k=0 n=1 k=0

elde edilir. Nihayet bu son esitlikte, ¢" nin katsayilar1 egitlenirse (7.18) bagmtisi
bulunur.
Son olarak (7.19) u elde etmek icin (7.26) ifadesi (7.25) de yerine yazildiktan sonra

(7.27) serisi ve (2.4) ozelliginin kullanilmasiyla

S [afifo) - ntu@)] & = —O(i t) (ka )

n=0 n=0

(S ()

n

- - i (=1)"*(C + 2kI) fi(z)t" !

n=0 k=0

Y (—=1)"K(C + 2KI) f(2)t"

1 k=0

3

I
M8

n

elde edilir. Burada " nin katsayilar1 egitlenirse istenilen (7.19) bagmtis1 bulunmus
olur. m
Rekiirans Bagintilar:. (Teorem 7.5 in uygulamasi):

Teorem 7.5 te C' ve v, matrisleri

(I+ A+ B)a,
221 nl

C=A+B+1 ; ~,= (I+A),"

olarak secilirse

falw) = (I + A+ B), PP (1 = 22)(1 + A), !
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elde edilir. Bu durumda (7.17), (7.18) ve (7.19) rekiirans bagmtilar1 kullanilarak,

Jacobi matris polinomlar: igin

AP (2) . AP ()

i) (@ —1) |(A+B+nl)—"— o

= (A+ B+al) [nP () = PP @)(A + D)),

dpyt? (z) (A,B) —
i) (o — 1)7 —nP(x) = —=(A+B+1),'Y {(A+B+1)
k=0
(A,B)
(A4 B+ PO ) 4 o(z — 1) 0) — @ (74 a1 (a4 I)n} ,
apy? ot
iii) (z — 1)7@) — PP (@) = (A+ B+ ;0 (-1 *
k=0

x (A+ B+ 2kI + I)(A+ B+ 1), PP () (I + A) 7 (A + [)n} .

rekiirans bagintilar1 bulunur. Burada Vn > 0 dogal sayisi i¢in A+ B +nl ler tersinir

matrislerdir.

7.4 Jacobi Matris Polinomlar: igcin Multilineer ve Multilateral Matris

Dogurucu Fonksiyonlari

Bu kisimda, Jacobi matris polinomlar: igin bazi multilineer ve multilateral matris
dogurucu fonksiyonlar1 bulunmaktadir. Bu tip matris dogurucu fonksiyonlar1 bul-

mak icin oncelikle asagidaki teoremi verelim:

Teorem 7.6 yi,...,ys (s € N), s tane kompleks degisken ve u kompleks indis olmak
tizere Q,(y1, ..., ys ) sufirlanmayan fonksiyonu

[e.o]

A,u,,l/<y17 ooy Yss Z) = Z akQ,LH-Vk(yIJ ey Ys )Zk (728)
k=0

(ak#o ) /"LJVEC)
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dogurucu fonksiyonuna sahip olsun ve ©,,,,,,(;y1, ..., Ys; C) fonksiyonu

®n,p,,u,l/(x; Y1y -+, Ys; C) (729)
[n/p] s 1

= > ax(A+ B+ Doy ALY @) (B A Dpi) ™ Qi (91,5 )C
k=0

geklinde gosterilsin. Bu takdirde n,p € N ve (5.1) kosulunu saglayan A ve B matris-
leri igin Jacobi matris polinomlary cinsinden (7.29) ile ifade edilen ©,,,, ., fonksi-

yonu

Z @n7p7N7V <[L’, Y1 -5 Ys; t%) t" (730)

n=0

_ (1+t)_(A+B+I)F(A+B+I A+B+2I.B I~2t(x+1))

S I A C P
XAN,V(yla'-wys;T/)

ile verilen matris dogurucu fonksiyonuna sahiptir.

Ispat. Teorem 7.6 y1 ispatmak icin ilk nce (7.29) ile tanimlanan

7
@n,p,u,l/ ((L‘; Y1y --, Ys; t_p)

fonksiyonunu, (7.30) un birinci yanindaki yerine yazalim ve bunu S ile gosterelim.
Bu durumda

[n/p]

S - Z ak(A + B + I)n—pk: Péfﬁc) (l’) [(B + I)n—pk]_l Q,u—i—uk(yh ey Ys )nktn—pk
n=0 k=

[e=]

(7.31)
olur. (7.31) de n yerine (n + pk) almur ve (7.1) matris dogurucu fonksiyonunun ve

(7.28) in kullanmilmasiyla

S = 33w (A+ B+ 1) PAP@) (B + Dol ™ Quek (Y, oo s )t
n=0 k=0
= Y (A+B+1D)n PP @) [(B+Dal D arQuiuk (1, s vs 1
n=0 k=0
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B (1+t)_(A+B+I)F(A+B+I A+ B+21 .Zt(x—i—l))

2 2 (14 1)?

XAN,V(yla cy Yss 77)

elde edilir ve boylece teoremin ispat1 tamamlanmig olur. m

Ozel olarak,
Q/Hrlfk(yla -'-7ys) (k € NO? 5 € N)

fonksiyonunun bazi 6zel se¢cimlerinde Teorem 7.6 nin bazi uygulamalar: agsagida ve-

rilmistir. Ornegin, Teorem 7.6 da Laguerre matris polinomlarini, yani

o CA
s=1ic¢in Q1Y) = LL,+V])C( )

alalim. Buradaki ¢' € C™" matrisi, Vn > 0 dogal sayis1 i¢in C' 4+ n/ lar tersinir
olacak sekilde bir matris ve A, Re (A) > 0 ozelligini saglayan bir kompleks sabit

olmak {iizere, Laguerre matris polinomlarl

LN (g Z i C+n, [(C+D),)"

ifadesine sahip olup,

[t <1, —c0 <z < o0

kosullar1 altinda

S0 eren(22) oo
n=0

matris dogurucu fonksiyonuna sahiptir (Jédar vd. 1993). Asagida Jacobi ve La-
guerre matris polinomlarini kullanarak bilateral bir matris dogurucu fonksiyonu elde

edilmektedir.

Sonug 7.1 ai #0, pu, v € Ny i¢in Laguerre matris polinomlar:

Ao(y;2) = ZakLEgi‘,)g( )2¥ 5 n,peN (7.33)
k=0

matris dogurucu fonksiyonuna sahip olsun.
< A,B CA
O (w39:C) = D ak(A+ B+ D B2 () (B + Do) LR W)
k=0
(7.34)
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ile tamamlanan ©,,,, .., (x;y; ) igin bir matris dogurucu fonksiyonu

2 Onppw <513; Y; tﬂp) " = (14 t)~(A+B+D)
n=0

A+B+1 A+B+21 2t(x + 1)
F B+, ————= | A ; .
ar (PR A e F A (139)
olarak verilebilir.
Ispat. (7.34) ile tammlanan
Ui
@n,p,u,u (fL‘, Y1y .-, Ys; t_p>
fonksiyonun (7.35) in sol tarafinda yerine yazilmasiyla
oo [n/p] AB o
) -1 ) n—
§=_ > (At B+ Dy B (B + Dou) ™ LR 1" (7.36)
n=0 k=0

elde edilir. (7.36) da n yerine (n + pk) alinir ve (7.33) matris dogurucu fonksiyonu

kullanilirsa
S = ar (A+ B +1), PAP)(2) [(B+ 1), Lyt
n=0 k=0
- Z<A+B+[)n PAP () [(B+1), t”Z kL/H—uk
n=0
3 A+B+1 A+ B+21 2t(z + 1)
= (14¢)"WBHhp B+ 1" LA, (v
( + ) 2 9 2 9 + 9 (1+t)2 My (y’n)

bulunur ve boylece ispat tamamlanir. m

Uyar1 7.1 (7.35) de a, = 1, p = 0, v = 1 alinmase ve (7.32) matris dogurucu

fonksiyonunun kullamilmaswyla Jacobi ve Laguerre matris polinomlar: i¢in

oo [n/p]
SOS (A4 B4 D PAD) (B4 Dl L (e
n=0 k=0
_ A+B+1 A+ B+2] 2t(a:+1)
_ 1 ¢ (A+B+I)F - B -2t )
( + ) 2 9 2 b + 9 (1 + t)Z

. —
x (1—mn) mmexp(%) sl <1, —co<y<oo

bilateral bir matris dogurucu fonksiyonu elde edilmis olur.
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Teorem 7.6 da s = 1ve Q,4,k(y) = pi )( ) (1, v € Np) olarak secildiginde Ja-

p,+l/k‘

cobi matris polinomlar: i¢in bilineer matris dogurucu fonksiyonu agagidaki sekilde

bulunabilir:

Sonug 7.2 ay # 0, u, v € Ny i¢in Jacobi matris polinomlart

o0

Ao (y;2) = ZakP(+Vk)( )2¥ s mpeN (7.37)
k=0

matris dogurucu fonksiyonuna sahip olsun.

[n/p]
A —1 p(A,
Ornp(#:5:0) 1= Y ax(A+ B+ D PED () [(B+ Doy B ()
k=0
(7.38)
ile tanamlanan ©,, .., (z;y; ) igin bir matris dogurucu fonksiyonu
Z @n,p,u,u <$7 Y; tﬂp) " = (1 + t)—(A-l—B-i—I)
n=0
A+B+1 A+ B+2] 2 (x + 1)
F ; j——— ; 7.39
><( 5 5 ,+,(1+t)2> (y;n) (7.39)
olur.
Ispat. (7.38) ile tanimlanan
N
@n,p,,u,u <.Z', Y; t_p)
fonksiyonu, (7.39) un sol tarafinda yerine yazilirsa
oo [n/p] B B
-1 : ne
S=>_D ax(A+ Bt Doy B (B + Dol ™ B )77 (7.40)
n=0 k=0

elde edilir. (7.40) da n yerine (n + pk) alinmasi ve (7.37) matris dogurucu fonksi-

yonunun kullanilmasiyla

S = ay (A+ B+ 1), PAP) () (B + 1), PUER (y)ntt”
n=0 k=0
= > (A+B+1), PPN (@) [(B+1),) 't Z a PR ()
n=0

A+B+1 A+B+21 2t 1

2 ’ 2 ’ T (1+1t)?
bulunur ve boylece ispat tamamlanmig olur. m
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Uyar1 7.2 Teorem 7.6 da ar = 1, p = 0, v = 1 alwp, Teorem 7.3 tin kullanil-

maswyla Jacobt matris polinomlar: i¢in

o [n/p

SN (A4 B4 Doy PAD (@) (B + Dl 7 B ()t
n=0 k=0
A+B+1 A+ B+21 2 1
2 2 (1+1)2

—Un%y+Dn)_

xa(1+al+ml+AJ+Bﬁy2 S

bilineer matris dogurucu fonksiyonu bulunmus olur.

Uyar:1 7.3 Yukaridakilerin diginda ayrica, Teorem 7.6 da ay (k € Ng) katsayisinin
ve iy (Y1, -, Ys) ¢ok degiskenli fonksiyonunun uygun se¢imlerinde Jacobi matris

polinomlary i¢in baska multilineer ve multilateral matris dogurucu fonksiyonlarida

elde edilebilir.
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8. GEGENBAUER MATRIS POLINOMLARI iLE iLGiLi YENi BAZI
OZELLIKLER

Orijinal bilgilerden olusan bu boéliimde yeni olarak, Gegenbauer matris polinomlar:
i¢in hipergeometrik matris fonksiyon gosterimleri ile multilineer ve multilateral mat-
ris dogurucu fonksiyonlar elde edilmektedir. Bu 6zelliklerin énemli bir kismi Altin

ve Cekim tarafindan bir makalede verilmigtir.

8.1 Gegenbauer Matris Polinomlarinin Hipergeometrik Matris Fonksiyon

Gosterimleri

Teorem 8.1 A matrisi Vz € Z™ U {0} i¢in () ¢ o(A) kosulunu saglasin. C:(x)

Gegenbauer matris polinomlar:

Ci) (ac— 1)" 20(A),

2 n!

1 2
o F <—n[, - <n - 5) I;=2A— (20 = 1)I; 7= x) (8.1)

ifadesi ile verilen hipergeometrik matris fonksiyon gosterimine sahiptir. Burada

lz| <1 dir.

Ispat. (4.7) ifadesinde k yerine (n — k) alinmasiyla, C:(z) lerin ifadesi

CAle) = (2A)n§n: (=nl)p_r 2A+nl), (A+ {) - (1 —x)"k (82)

| — k!
— n! (n —k)! 2). .\ 2

seklinde yazilabilir. 0 < k < n igin (2.1) Pochhammer semboliiniin kullanilmasiyla

)

(2A+nl)p_p = (—1)*(2A +nl), [(=24 — (2n — 1)) "

(24),(2A + nI), = (24)a, (8.3)




olup, (8.3) dzelliklerinin (8.2) de yerlerine konulmasiyla

" 2A)9n e~ | (=nD)n i [(—2A4 — (20— 1)I),]7"
iy — 24 Z{( ) [((n_k; 1))

(), ()Y e

bulunur. Ayrica (2.1) ile verilen Pochhammer semboliinden dolay:

—nl n—k n —nl k
((n—)k)! = (=1) ( k!) !

0<k<n

ve

(24)2, = 2" (A), (A + é)n

olup, bu ifadelerin (8.4) te yerlerine yazilmasiyla

2 n! k!
k=0

l1—=x

« [(—2A—(2n—1)])k]_1( 2 )k} (8.5)

elde edilir. Son olarak, (8.5) te (2.16) gosteriminin kullamilmasiyla istenilen (8.1)

ifadesi bulunmug olur. =

Sonug 8.1 A matrisi Vz € ZT U {0} i¢in (52) ¢ o(A) kosulunu saglasm. Ci(z)
Gegenbauer matris polinomlar:

ciw = (S5) F

1 2

ifadesi ile verilen hipergeometrik matris fonksiyon gdosterimine sahiptir. Burada

|z| <1 dir.

Ispat. CZ(x) in (8.1) ifadesinde x yerine (—x) almir ve (4.4) ile verilen esitlik
kulanihirsa, C2(z) in (8.6) ile verilen hipergeometrik matris fonksiyonu elde edilir.

|
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Teorem 8.2 A € R™" matrisi Vz € Z*U{0} i¢in () ¢ o(A) kosulunu saglayan

bir matris olsun. Ci(x) Gegenbauer matris polinomlar:

C4(cos b)) = i % cos [(n — 2k)0]

k=0
esitligini saglar. Burada x = cos@ dar.
ispat. (4.1) matris dogurucu fonksiyonunda = = cos f alinmasiyla
iC,‘f(cos@)r” = (1 —2cosfr + 134 (8.7)

seklinde yazilabilir. (8.7) esitliginde

(1—2cosfr+1r?) = [1—re”] [1 —re ]
0zdesliginin yerine yazilmasiyla

Z Ci(cosO)r" = [1 —re]” 4 [1—re ] -

elde edilir. Son esitligin sag tarafinda (2.2) 6zelliginin kullanilmasiyla

ZCA (cos O)r OOO ' ] i e 0k ]

k=0
olur. Burada (2.4) indis degisim 6zelliginin kullanilmasiyla

- An— A i(n—2k)0 n
it = 35 (3 Wetlhoer),

k=0

olup, son olarak r™ nin katsayilarinin esitlenmesiyle C?'(cos ) nin

A _ - (A)n—k(A)k i(n—2k)0
Cii(cosf) = ;—(n—k)! ¢

- A n—k A k
= 2 ((n)—% cos(n — 2k)0

toplamsal gosterimi bulunur. Burada C“(cos ), reel elemanlardan olusan bir matris

oldugundan ikinci ifade daha dogrudur. Boylece istenilen egitlik bulunmus olur. =
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Teorem 8.3 C“(x) Gegenbauer matris polinomlar:

A (24), (1+z\" I I z—1
_ F-nl>—A-nLA+= T2 .
Cn<$) n < 92 241 n "9 ni; +27ZE+1 (88)

hipergeometrik matris fonksiyon gosterimini saglar. Burada |x| < 1 ve A pozitif

kararly bir matristir (Kahmmash 2009).

Ispat. Teorem 2.6 nin kosullar saglandigindan (4.7) hipergeometrik matris fonksi-

yonuna (2.32) déniisiimii uygulanirsa (8.8) ile verilen egitlik elde edilir. m

Teorem 8.4 A matrisi Vz € ZT U {0} igin (52) ¢ o(A) kosulunu saglasin. C;(z)

Gegenbauer matris polinomlar: i¢in

Cz) = i% <x—i— m>n_k <a:— 7?2 — 1)k

toplamsal gésterimi vardar.

Ispat. Ispat icin ilk olarak,

—_A —A
(1—2:157“—1—7"2)"4:[1—(:6—1—\/952—1)7“] [1—(35— x2—1>r}
ozdegliginin kullanilmasiyla (4.1) fonksiyonu
—A

St = [i= (e vm=1)o] 1= (o= V)

seklinde ifade edilebilir. Bu son esitligin ikinci kismindaki fonksiyonlarin ikisine de

(2.2) deki agihminin uygulanmasiyla

nio:ocz‘mr": (i (o V=) T]n> (i% (e =ve=) 4’“)

n=0

bulunur. Son olarak (2.4) indis degigsim ©zelligi kullanilir ve 7™ nin katsayilari

esitlenirse istenilen sonuca ulagilmis olur. m

Teorem 8.5 A matrisi Vz € ZT U {0} icin (52) ¢ o(A) kosulunu saglasin. C;(z)

Gegenbauer matris polinomlar:

Ay 2A) —nl (n—1)I I a*—1
Cn(@—TJE 2F1< 5 5 ,A+§,7

egitligi ile gosterilebilir.
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Ispat. Gegenbauer matris polinomlari

[%] n—2k (2 _ 1)k -1
Ci(z) = 24), Y ;”% - En - 21/-2)! (A + g) (8.9)

k=0 k

seklinde bir gosterime sahiptir (Sayyed vd. 2004). Ayrica (2.1) Pochhammer gos-

T (_Tm)k (‘WTML

oldugu gosterilebilir. Bu son esitlik, (8.9) da yerine yazilir ve (2.16) ifadesi kul-

teriminden dolay1

lanilirsa Gegenbauer matris polinomlari i¢in farklh bir hipergeometrik matris fonksiyon

gosterimi elde edilmis olur. m

8.2 Gegenbauer Matris Polinomlar: icin Matris Dogurucu Fonksiyonlar

Bu kisimda hipergometrik matris fonksiyonlar yardimiyla Gegenbauer matris poli-

nomlar1 i¢cin matris dogurucu fonksiyonlari elde edilmektedir.

Teorem 8.6 A matrisi Vz € ZT U {0} icin (5£) ¢ o(A) kosulunu saglasin. C;H(z)
Gegenbauer matris polinomlar:

o0

Y (B [(24),]7 Cil(z)r

n=0

— =+ = —— 8.10
3 g T ATy (1 — ar)? (8.10)

= (1—mr)‘BgF1(BB L f.(:lf2—1)r2>

ile verilen bir matris dogurucu fonksiyonuna sahiptir. Burada B € C™*", |z| < 1 ve

Ir| <1 dir.

Ispat. (8.10) ozelligini ispatlamak icin, bu esitligin sol tarafinda (8.9) ifadesinin
kullanilmasiyla

o0

> (B [(24),] Gy
0o [%} xn,Qk (xQ . 1)k I -1 .
- nZ:O(B)" 2 (n 0] (A+§> r

k=0 k
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bulunur. Son ¢ift toplamda (2.6) indis degisim 6zelliginin uygulanmasiyla

> (B [24),]7 Cil(a)r

n=0

— a" (w _1)k AN n+2k

> > (B wﬁkjﬁ;ﬁ7g— Atg) o (8.11)
n=0 k=0 k

elde edilir. Burada (2.1) ile verilen Pochhammer semboliiniin kullanilmasiyla
(B)n+ar = (B)aw(B + 2kI),,

olup, bu ifadenin (8.11) de yerine yazilmasiyla

> (B [24),]7 Gl (@)
kzo ; { B + Qk[ ) } (B)% (x22k_k1') (A + g); 7”% (8.12)

olur. (2.2) deki ifadenin kullanmilmasiyla

Z (B + 2k1),(xr)” _Q

n!

—(B+2kI)

—xr)
n=>0

elde edilir ki, bu son egitlik (8.12) de yerine konulursa

[e.o]

> (Bl [(24),]7 Cil(a)r

n=0

s (%s) le' _1) I -1 r 2k
= (1—ar) kz:; T (A+§) (1_W) (8.13)

k

bulunur. (8.13) te
B B 1
(B)gy, = 2% (—> (— + —) ; ke Ny=Nu{0}
2). \2 "2/,
ozelliginin kullanilmasiylada (8.10) matris dogurucu fonksiyonu bulunmus olur. =

Teorem 8.7 A matrisi pozitif kararl bir matris olsun. |z| < 1 icin CA(x) Gegen-

bauer matris polinomlar:

e [(a+3) | et
— R (—;A+é; (x_2H> r) oF (—;A+é; (3:;1) 7“) ;<1

(8.14)
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ile verilen matris dogurucu fonksiyonuna sahiptir (Kahmmash 2009).

Ispat. (8.8) hipergeometrik matris fonksiyon ifadesinde

(5-a-m) =0 (aeg) [(403) ]

ozelligi kullanilirsa, C4(z) in

oAy, [arn,,]"

Ca(2) = K (n— k).

k=0

(D] ) e

toplamsal ifadesi yazilabilir. (8.14) iin sag tarafinda C(z) in (8.15) deki esiti yerine

yazilirsa

i [(24),]™" KA + é)n} o)

n=

0
-1
I
i . [(A+5)n_k] [<A+ 1) ]—1 (m—l)k (x+1>"—k .
= = T
Za 2t Rl (n— k). 2), 2 2
elde edilir ki, burada sirasiyla (2.5) indis degisim 6zelligi ve (2.16) ifadesi kullanihirsa

: [(24),] 7" [(A + é)n] h CA(x)

n

(@] (e
{Z nl (2)}

n=0

8 {i (4+2),)" ((m—;)r)’“}

k=0

I [x+1 I (-1
o (a3 (s ()

Gegenbauer matris polinomlarinin matris dogurucu fonksiyonu elde edilmis olur. =

Uyar1 8.1 Hipergemetrik matris fonksiyonlar, matris fonksiyonlarin onemli baz
ozelliklerini bulmamaza yardimer olur. Ornegin, (8.8) esitligi ile verilen hipergeo-
metrik matris fonksiyon gosterimi kullanilarak (8.14) ile verilen matris dogurucu

fonksiyonu elde edilmistir.
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Uyar: 8.2 Matris dogurucu fonksiyonlar, ortogonal matris polinomlar teorisinde
onemli bir kavramdr. Clinkii bu fonksiyonlar, matris polinomlarinin bazi dnemli
ozelliklerini elde etmemize yardimer olurlar. Ornejin, bu kisvmda elde edilen matris
dogurucu fonksiyonlar yardimiyla bir sonraki kissmda ortogonal matris polinomlar

i¢in ¢ok degiskenli matris dogurucu fonksiyonlar:y elde edilmistir.

8.3 Gegenbauer Matris Polinomlar:1 i¢cin Multilineer ve Multilateral

Matris Dogurucu Fonksiyonlari

Bu kisimda, Gegenbauer matris polinomlari i¢in bazi multilineer ve multilateral mat-
ris dogurucu fonksiyonlar: elde edilmektedir. Bu tip matris dogurucu fonksiyonlari

bulmak icin ilk 6nce agsagidaki teoremi verelim:

Teorem 8.8 v, ...,ys (s € N), s tane kompleks degisken ve . kompleks indis olmak

tizere Q,(y1, ..., Ys ) ssfirlanmayan fonksiyonu
App(Yrs Yy 2) == Z ar Qurok(Y1y ooy s )2F (8.16)
k=0

(ak 7é07 K, v GC)
ile verilen dogurucu fonksiyona sahip olsun ve ©,, ., (T;y1, ..., Ys; C) fonksiyonu

@n,p,u,u (JT, Y1y s Ys; C)
[n/p]

=) ar [(24)n-p]

<A + é) ] Cf,pk(x) Qu+yk<y17 s Ys )Ck (817)
n—pk

ile gosterilsin. Buradan,p € N ve A pozitif kararly bir matristir. Bu takdirde |t| < 1

icin Gegenbauer matris polinomlary cinsinden (8.17) ile verilen ©,,,, ., fonksiyonu

N . AV RN EED
nzzo@nvpyﬁhl/ ('raylv"'uysvt_p>t - OFl <_7A+§7< 9 )t)

I [z—-1
X oFh (_§A+ §§ ( 9 )t) Auﬂl(yla --~>ys;77) ; |5B| <1 (818)

matris dogurucu fonksiyonuna sahiptir.

Ispat. Teorem 8.8 i ispatlamak icin (8.17) ile tanimlanan

n
@n,p,,u,u ($7 Y1y -3 Ys; t_p>
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matris fonksiyonunu, (8.18) in sol tarafinda yerine yazalim ve S ile gosterelim. Bu

durumda
o [n/p] ) 7 -t
S = Z ar [<2A)n—pk]_ (A + §> B k]
n=0 k=0 n—p
X Ot (@) Qo (s v ys) 0 7774 (8.19)

olur. (8.19) da n yerine (n + pk) alnip, (8.16) 6zelliginin kullamilmasiyla

s =3 a [<2A>n11[(A+§)n]lcf<m>ﬂu+yk<yl,...,ys>nkt"

X (Z Qg Qu—f—yk(yh e Ys )77k>
k=0

I 1
= of1 <—;A+§; (x;_ )t) oF1 (—;A—i—

XA,u,l/(yla ey Yss 7])

RO |~

(7))

bulunur ve boylece istenilen elde edilmig olur. m

Ozel olarak,

Q;}.Jruk(yl’---;ys) ) (k€N07 SEN)

fonksiyonunun bazi 6zel se¢imlerinde agagida, Teorem 8.8 in bazi uygulamalar1 ve-
rilmistir. Ornegin, Teorem 8.8 de B ve C matrisleri V z 6zdegeri icin Re(z) > —1

spektral kogsulunu saglayan matrisler olmak {iizere

prog = SF

n!

1
oF) (B+C+(n+1)f,—nf;c+f;¥)

xI'™HC + DIT(CH+ (n+ 1))

ile verilen Jacobi matris polinomlarii kullanalim. Teorem 7.1 den dolay1 Jacobi

matris polinomlar1 i¢in bir matris dogurucu fonksiyon
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o0

S (B+C 4 D PEO)[(C+ Da) 1 = (14 7)~ B0+

n=0

B+C+1 B+C+2I 2r(y + 1)
F O+ I, ———+
2 1< 92 ) 9 3 + ) (1+7’)2

) <1,y <1 (8.20)

seklinde yazilabilir.
Teorem 8.8 de s = 1igin Quyn(y) = (B+C+ P (y) [(C+ Dl ™ (1 v € No)
alinmasiyla Gegenbauer ve Jacobi matris polinomlar i¢in agagidaki bilateral matris

dogurucu fonksiyonu elde edilebilir:

Sonug 8.2 Jacobi matris polinomlar:

I

Moy 2) =D ar (B+C+ D) P (y) [(C+ 1)) 2
k=0

(axr #0, p,v € No)

matris dogurucu fonksiyonuna sahip olsun ve

-1

CA pk (.’ﬂ)

n—

[n/p]
@n,p,u,u<x;y;C) = Z Qy [(QA)n—pk]il

k=0

I
(4+3)
2 n—pk

X (B+C+ DiPES) [(C+ Dl ¢

ile gosterilsin. Burada B ve C' matrisleri Vz ozdegeri i¢in Re(z) > —1 ve A, pozitif

kararl olma kosullarini saglayan matrislerdir. Bu takdirde
N AV NS
;@n,p,y,y ('Ivya t_p>t — OFI (_7A+§7 ( 2 )t>

1 -1
<ofi (=445 (550) ) Austisn (821

olur. Burada |t| <1 ve |z| <1 dir.

Ispat. (8.21) deki esitlik, Teorem 8.8 deki ayni metodun s = 1 halidir. m
Eger Sonug 8.2 de ©,,, .., (z; y; ¢) fonksiyonu

[n/p]
Onpur (T 4:C) = Y aCit y(@)(B+C + 1), P (y) [(C+ 1)) 7' ¢F (8.22)
k=0
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seklinde alinirsa
> Onpw (x; v; tﬂp) t" = (1= 2wt + 1)~ A, (y; n)

olup, Gegenbauer ve Jacobi matris polinomlari i¢in agagidaki bilateral matris dogu-

rucu fonksiyonu da elde edilebilir.

Uyar1 8.3 (8.22) deay = 1, p = 0, v = 1 almp, (8.20) fonksiyonu kullanilirsa

Gegenbauer ve Jacobi matris polinomlar: i¢in
oo [n/p]

Z > Cd (@) (B+C+ 1) POy [(C+ D)) ek

n=0 k=0

= (1 —2at + 374 (14 5)"BHH)

2 ) 2 ) + ) (1“‘77)2

(B+C+I B+C+21 277(y—|—1))
X oF} —

bilateral matris dogurucu fonksiyonu elde edilmis olur. Burada |n| < 1 ve |y| <1

dir.

Teorem 8.8 de s = 1igin Q,1,4(y) = C2, . (y) secelim. Burada B, Vz € Z+U{0} i¢in

(32) ¢ o(B) spektral kogulunu saglayan matris ve p,v € Ny dir. Asagida Gegen-

bauer matris polinomlari i¢in bilineer matris dogurucu fonksiyonu elde edilmektedir.

Sonug 8.3 Gegenbauer matris polinomlar:

k
,u v ya § ak ,quuk

(,U, IS I\IO , Ok 7é O)

matris dogurucu fonksiyonuna sahip olsun ve

in/s]
Onpn(:C) + =D S ar [(2A)npu] ™

k=0

(D). ]

X Orl?fpk( ) Of+zxk(y)<k}
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ile gosterilsin. [t| <1 ve |x| <1 igin

oo n .
Z ®n,p,,u,1/ (l‘, Y; t_p> t

n=0

I [x+1 I [x—1
= o <—,A+§,( 5 )t) ol (—,A+§,< 5 )t>AM,u<y,77)

(8.23)

olur.

Gegenbauer matris polinomlar:

Uyar:1 8.4 Sonu¢ 8.8 te ar, = 1, p = 0, v = 1 alimar ve (8.14) egitligi kullanalirsa
oo [n/p]
~1
Z [(2A)n—pk]

I
(4+3)
n=0 k=0 n—pk

I (z+1 I [xz—1
= oF (—714"‘57( 5 )t> ol (—,A+§7( 5 )t)

x(1—2yn+n*)~"

1¢in bilineer matris dogurucu fonksiyonu elde edilmis olur.

Uyar1 8.5 Yukaridakilerin disinda ayrica, Teorem 8.8 de ay (k € Ny) katsayisinan
ve Quiyk (Y1, ..., ys) cok degiskenli fonksiyonunun uygun segimlerimde Gegenbauer
matris polinomlar: i¢in baska multilineer ve multilateral matris dogurucu fonksiyon-

larda elde edilebilir.
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