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ÖZET

Doktora Tezi

KLAS·IK ORTOGONAL MATR·IS POL·INOMLARI VE BESSEL MATR·IS
FONKS·IYONLARI

Bayram ÇEK·IM

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof.Dr. Abdullah ALTIN

Bu tez sekiz bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde özel fonksiyonlarda bilimsel geli̧smeler özetlenmi̧stir.

·Ikinci bölümde, matris fonksiyonlar¬ile ilgili gerekli önbilgiler hat¬rlat¬ld¬ktan sonra
Gamma, Beta ve Hipergeometrik matris fonksiyonlar¬ilgili baz¬özellikler verilmek-
tedir.

Üçüncü bölümde, önce Chebyshev matris polinomlar¬n¬n ikinci basamaktan bir mat-
ris diferensiyel denklemi sa¼glad¬¼g¬gösterilmekte, sonrada bu polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬
matris do¼gurucu fonksiyon, üç terimli matris rekürans ba¼g¬nt¬s¬, Rodrigues formülü
ve ortogonallik gibi baz¬özellikler incelenmektedir.

Dördüncü bölüm, Gegenbauer matris polinomlar¬n¬n tan¬t¬m¬na ve sa¼glad¬¼g¬baz¬
özelliklerin elde edilmesine ayr¬lm¬̧st¬r.

Beşinci bölümde, Jacobi matris polinomlar¬n¬n baz¬ özelliklerinin incelenmesinin
ard¬ndan Jacobi ve Chebyshev matris polinomlar¬aras¬ndaki bir ili̧ski verilmektedir.

Alt¬nc¬bölümde, A matrisinin özde¼gerlerinin tamsay¬olmamas¬durumunda Bessel
matris diferensiyel denklemi için genel çözümün aç¬k ifadesini elde etmemize izin
veren Bessel matris fonksiyonlar¬n¬n birinci türü tan¬t¬lmaktad¬r. Ayr¬ca Bessel mat-
ris fonksiyonlar¬n¬n ikinci türü de kullan¬larak Bessel matris diferensiyel denkleminin
genel çözümü verilmektedir.

Tezin yedinci ve sekizinci bölümleri orijinal bulgular¬içermektedir. Bu bölümlerde
s¬ras¬yla, Jacobi ve Gegenbauer matris polinomlar¬aileleri için multilineer ve multi-
lateral türden çeşitli matris do¼gurucu fonksiyonlar¬bulunmuş ve baz¬özellikleri elde
edilmi̧stir.

Haziran 2011 , 108 sayfa
Anahtar Kelimeler: Matris, ortogonal polinomlar, matris polinomu, hiperge-
ometrik matris fonksiyonu, matris diferensiyel denklemi, Bessel matris fonksiyonu.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

CLASSICAL ORTHOGONAL MATRIX POLYNOMIALS AND BESSEL
MATRIX FUNCTIONS

Bayram ÇEK·IM

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Abdullah ALTIN

This thesis consists of eight chapters.

In the �rst chapter, the scienti�c advances on special functions are summarized.

In the second chapter, after necessary preliminaries related to the matrix functions
are recalled, some properties concerning Gamma, Beta and Hypergeometric matrix
functions are given.

In the third chapter, �rstly, it is shown that Chebyshev matrix polynomials satisfy a
matrix di¤erential equation of second order and then some properties such as matrix
generating function, three term matrix recurrence relation, Rodrigues formula and
orthogonality satis�ed by these polynomials are investigated.

The fourth chapter is reserved for the introduction of Gegenbauer matrix polyno-
mials and obtaining some of the features provided by these matrix polynomials.

In the �fth chapter, a relationship between Jacobi and Chebyshev matrix polynomi-
als are given and then some properties of Jacobi matrix polynomials are analyzed.

In the sixth chapter, Bessel matrix functions of the �rst kind which permit to obtain
an explicit expression of the general solution of Bessel matrix di¤erential equation
for the case where no eigenvalue of A is an integer are introduced. The general
solution of Bessel matrix di¤erential equation is given by also using Bessel matrix
functions of the second kind.

The seventh and eighth chapters of this thesis include the original results. In these
chapters, various multilinear and multilateral matrix generating functions are found
and some properties are derived for families of the Jacobi and Gegenbauer matrix
polynomials, respectively.

June 2011 , 108 pages
Key Words: Matrix, orthogonal polynomials, matrix polynomial, hypergeometric
matrix function, matrix di¤erential equation, Bessel matrix function.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

Rr�r (r � r) boyutlu reel elemanl¬karesel matrislerin uzay¬

Cr�r (r � r) boyutlu kompleks elemanl¬karesel matrislerin uzay¬

Pr (t) Katsay¬lar¬Cr�r de olan tüm matris polinomlar¬n¬n kümesi

� (A) A matrisinin tüm özde¼gerlerinin kümesi

A�1 A 2 Cr�r matrisinin tersi

AT A 2 Cr�r matrisinin transpozu

AH A 2 Cr�r matrisinin eşleni¼ginin transpozu

(A)n A 2 Cr�r matrisinin Pochhammer gösterimi

jAj A 2 Cr�r matrisinin determinant¬

kA k A 2 Cr�r matrisinin matris 2�normu�
n
2

�
n
2
say¬s¬n¬n tam de¼geri

I Birim matris

0 Tüm elemanlar¬s¬f¬r olan matris

�(x) Gamma fonksiyonu

B(x; y) Beta fonksiyonu

2F1(�; �; 
;x) Hipergeometrik fonksiyon

�(A) Gamma matris fonksiyonu

B(A;B) Beta matris fonksiyonu

2F1(A;B;C;x) Hipergeometrik matris fonksiyonu

Tn(x;A) Chebyshev matris polinomlar¬

CA
n (x) Gegenbauer matris polinomlar¬

P
(A;B)
n (x) Jacobi matris polinomlar¬

L
(A;�)
n (x) Laguerre matris polinomlar¬

JA(x) Birinci tür Bessel matris fonksiyonu

YA(x) ·Ikinci tür Bessel matris fonksiyonu

vi



1. G·IR·IŞ

Ortogonal polinomlar, 1900�lü y¬llardan itibaren Matematikçiler için önemli bir

çal¬̧sma alan¬haline gelmi̧stir. Bu polinomlar, Fizik, Astronomi ve ·Istatistik gibi

bilim dallar¬nda da önemli kullan¬m alanlar¬na sahiptir. Ortogonal polinomlar¬n

geli̧smesiyle birlikte, 1960�l¬y¬llardan itibaren biortogonal, katl¬ve q-ortogonal poli-

nomlar bilim adamlar¬taraf¬ndan çal¬̧s¬lan bir araşt¬rma alan¬haline gelmi̧stir. 1990�l¬

y¬llarda ise Matematikçiler taraf¬ndan Uygulamal¬Matematik ve Lineer Cebir konu-

lar¬n¬n harmanlanmas¬sonucu ortogonal matris polinomlar kavram¬ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Klasik ortogonal polinom ailelerinin bir çok özelliklere sahip olduklar¬bilinmektedir.

Bu ortogonal polinom ailelerinin sa¼glad¬¼g¬özelliklerden hangilerinin matris ortogo-

nal polinomlara aktar¬labilece¼gi merak konusudur. Bu aktar¬mda matrislerle ilgili

hangi tür koşullar¬n konulmas¬gerekti¼gi ve bu koşullar dahilinde hangi özelliklerin

sa¼glanaca¼g¬önemlidir.

Matris polinomlar, ·Istatistikte çok de¼gi̧skenli olas¬l¬k analizinde (James 1975), grup-

lar teorisinde (James 1975), saç¬lma teorisinde (Geronimo 1980), diferensiyel denk-

lemlerde (Jódar vd. 1994b, 1995), Fourier seri aç¬l¬mlar¬nda (Defez ve Jódar 1998),

interpolasyonda (Sinap ve Van Assche 1994) ve t¬bbi görüntülemede (Defez vd. 2000)

kullan¬lmakta olup, sürekli olarak geli̧sen bir aland¬r.

Matris polinomlar¬n uygulamalar¬nda kullan¬lan, A (t) ; B(t) ve C(t) fonksiyonlar¬

matris de¼gerli fonksiyonlar olmak üzere

A (t)X 00 (t) +B(t)X 0 (t) + C(t)X (t) = 0 (1.1)

tipindeki ikinci basamaktan diferensiyel denklemler, genellikle Fizik, Kimya veMeka-

nikte kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r (Keller ve Wolfe 1965, Morse ve Fesbach 1953, Parter

vd. 1973). Bessel matris fonksiyonlar¬ve baz¬özellikleri Herz ve Jódar taraf¬ndan

verilmi̧stir (Herz 1955, Jódar vd. 1992, 1994a). Bu matris fonksiyonlar¬n aç¬k hal-

leri, Frobenius yöntemiyle bulunmuştur. Ayr¬ca argüment olarak al¬nan matrisin
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özde¼gerlerinin tamsay¬olup olmamas¬durumunda Bessel matris diferensiyel denk-

lemin genel çözümünün nas¬l farkl¬l¬k gösterdi¼gi incelenmi̧stir (Jódar vd. 1994a).

Son y¬llarda ise Laguerre matris polinomlar¬ (Jódar vd. 1994b), Hermite matris

polinomlar¬(Jódar ve Company 1992), Gegenbauer matris polinomlar¬(Jódar vd.

1995), Jacobi matris polinomlar¬ (Defez vd. 2004) ve Chebyshev matris polinom-

lar¬n birinci (Defez ve Jódar 2002) ve ikinci türleri (Batahan 2006) tan¬mlanm¬̧st¬r.

Bu matris polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬matris diferensiyel denklemler, matris do¼gurucu

fonksiyonlar, rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ve Rodrigues formülleri bulunmuştur. Ayr¬ca La-

guerre ve Hermite matris polinomlar¬n¬n aras¬ndaki bir ili̧skide verilmi̧stir (Jódar ve

Defez 1998).

Klasik ortogonal polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬özelliklerin pek ço¼gunun belirli koşullar al-

t¬nda matris ortogonal polinomlar taraf¬ndan da sa¼gland¬¼g¬gösterilmi̧stir. Bu tezde

özellikle Jacobi, Chebyshev ve Gegenbauer matris polinomlar¬ ele al¬nm¬̧s ve bu

polinom ailelerinin sa¼glad¬¼g¬çeşitli özellikler üzerinde durulmuştur. Ayr¬ca Bessel

matris fonksiyonu tan¬t¬ld¬ktan sonra bu fonksiyonun özellikleri de incelenmi̧stir.

Bu konular çal¬̧s¬l¬rken Gamma, Beta ve Hipergeometrik matris fonksiyon gibi özel

fonksiyonlardan yararlan¬lm¬̧st¬r. Tezde orjinal olarak, Jacobi ve Gegenbauer matris

polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬baz¬özellikler bulunmuştur. Ayr¬ca bu matris polinomlar

için multilineer ve multilateral matris do¼gurucu fonksiyonlar elde edilmi̧stir.
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2. ÖN B·ILG·ILER VE TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Baz¬Tan¬mlar

Tan¬m 2.1 an 6= 0 olmak üzere a0; a1; :::; an (n 2 N) ler sabit say¬lar ve x bir

de¼gişken olsun.

pn(x) = anx
n + an�1x

n�1 + ::::+ a1x+ a0

şeklinde tan¬mlanan pn fonksiyonuna bir polinom (çok terimli) denir. Buradaki n

do¼gal say¬s¬na polinomun derecesi, a0; a1; :::; an say¬lar¬na da polinomun katsay¬lar¬

ad¬verilir. E¼ger an = 1 ise pn(x) polinomuna monik polinom denir. x de¼gişkeninin

ve katsay¬lar¬n reel ya da kompleks olmas¬na göre pn(x) polinomu, reel polinom ya

da kompleks polinom olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.2 I � R olmak üzere !(x); I da tan¬ml¬ pozitif bir fonksiyon olsun.

m;n 2 N ve m 6= n olmak üzere

(�m; �n) =

Z
I

�m(x)�n(x)!(x) dx = 0

sa¼glan¬yorsa f�n(x)gn2N polinom ailesine I aral¬¼g¬nda !(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortogonaldir denir.

Tan¬m 2.3 t reel yada kompleks bir de¼gişken ve 0 � j � n için Aj 2 Cr�r olmak

üzere n. dereceden matris polinomu

Pn (t) = Ant
n + An�1t

n�1 + :::+ A1t+ A0 ; An 6= 0

şeklinde tan¬mlan¬r.

Uyar¬2.1 Katsay¬lar¬Cr�r de olan bütün matris polinomlar¬n¬n kümesi Pr (t) ile

gösterilir.

Tan¬m 2.4 f
ngn2N , Cr�r deki matrislerin bir dizisi ve Ak 2 Cr�r (0 � k � n)

matrisleri için Pn (t) =
nP
k=0

Akt
k bir matris polinomu olsun.

L : Pr (t)! Cr�r
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fonksiyoneli ise

L (tnI) = 
n ; n = 0; 1; :::

L (Pn (t)) =

nX
k=0

Ak 
k ; n = 0; 1; :::

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda f
ngn2N matris moment dizisi yard¬m¬yla tan¬m-

lanan L; matris moment fonksiyoneli olarak adland¬r¬l¬r. 
n ise n-yinci basamaktan

matris momentidir ( n = 0; 1; :::) (Jódar vd. 1995).

Tan¬m 2.5 n 2 N için Pn (t) bir matris polinomu olmak üzere

i. Pn (t) ; singüler olmayan başkatsay¬l¬n. dereceden bir matris polinomudur,

ii. 8n; s 2 N ve n 6= s için L (Pn (t) Ps (t)) = 0 d¬r,

iii. n 2 N için L (P 2n (t)) matrisinin tersi vard¬r

koşullar¬sa¼glans¬n. Bu takdirde fPn (t)gn2N dizisine, L matris moment fonksiyone-

line göre ortogonal matris polinom dizisi denir (Jódar vd. 1995).

2.2 Matris ·I̧slemlerinde Baz¬Özellikler

Tezin bu k¬sm¬nda, matrislerle ilgili bilinen baz¬temel lemmalar ve sonuçlar verile-

cektir (Taşç¬2005).

Tan¬m 2.6 I; birim matrisi göstermek üzere A;B matrisleri için

AB = BA = I

eşitli¼gini sa¼glayan B matrisine A matrisinin çarpma işlemine göre tersi (inversi)

denir ve B = A�1 ile gösterilir.

Lemma 2.1 Bir matrisin tersi var ise, bu ters tektir.

Tan¬m 2.7 Tersi olan matrislere regüler (düzgün) matrisler denir. Regüler (düzgün)

olmayan matrislere ise singüler (tekil) matrisler denir.

Lemma 2.2 A ve B regüler matrisler ise AB matrisi de regüler bir matris olup

(AB)�1 = B�1A�1 dir.
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Sonuç 2.1 Lemma 2.2 nin bir genellemesi olarak, k herhangi bir pozitif tamsay¬ve

A1; :::; Ak lar regüler matrisler olmak üzere

(A1:::Ak)
�1 = A�1k :::A

�1
1

dir.

Sonuç 2.2 Herhangi bir regüler A matrisi için (An)�1 = (A�1)n dir.

Tan¬m 2.8 A matrisinin tranzpozu AT ile gösterilmek üzere

AT = A�1

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, A matrisine ortogonal matris denir.

Lemma 2.3 Herhangi bir A matrisi ve B regüler matrisi için AB = BA koşulu

sa¼glayorsa, o zaman AB�1 = B�1A d¬r.

Lemma 2.4 Bir A matrisinin tersinin olmas¬için gerek ve yeter koşul A matrisinin

determinant¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬, yani detA = jAj 6= 0 olmas¬d¬r.

O halde, A matrisine, detA 6= 0 ise regüler (düzgün) matris, detA = 0 ise singüler

(tekil) matris denir.

Lemma 2.5 A ve B matrisleri için jABj = jAj jBj dir. Bu gösteriyorki, jABj = 0

ise jAj veya jBj den en az biri s¬f¬r olmal¬d¬r.

Tan¬m 2.9 x s¬f¬rdan farkl¬(r � 1) boyutlu bir vektör ve 0 s¬f¬r matrisi olmak üzere

Ax = �x ya da (A� �I)x = 0

eşitli¼gini sa¼glayan � de¼gerlerine, A matrisinin özde¼gerleri denir. Başka bir deyişle,

A matrisinin özde¼gerleri, � ya göre r�yinci dereceden bir denklem olan

jA� �Ij = 0

şeklindeki A matrisinin karakteristik denkleminin kökleridir.
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Lemma 2.6 (r�r) boyutlu A matrisinin farkl¬özde¼gerleri �1; �2; :::; �r olmak üzere

A matrisinin determinant¬, detA = jAj = �1�2:::�r ile verilir.

Herbir � özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen x vektörlerine de A matrisinin özvektörleri denir.

A matrisinin tüm özde¼gerlerinin kümesi � (A) ile gösterilir ve � (A) ya A n¬n spekt-

rumu da denir.

Tan¬m 2.10 8z 2 � (P ) için Re (z) > 0 koşulunu sa¼glayan P 2 Cr�r matrisine

pozitif kararl¬matris denir (Jódar ve Cortés 1998a).

Tan¬m 2.11 Q 2 Cr�r matrisinin eşlenik transpozu QH ile gösterilmek üzere

QHQ = Q QH = I

eşitli¼gini sa¼glayan Q regüler matrisine üniter matris denir.

Tan¬m 2.12 Herhangi P ve Q matrisleri için, R�1PR = Q olacak şekilde regüler

bir R matrisi varsa, P ve Q matrislerine benzer matrisler denir.

Regüler benzer matrislerin tersleri de benzerdir. Ayr¬ca benzer matrislerin determi-

nantlar¬ve özde¼gerleri ayn¬d¬r.

Tan¬m 2.13 Köşegen bir matrise benzer olan P matrisine, köşegenleştirilebilir mat-

ris denir.

Bir P matrisinin köşegenleştirilebilir olmas¬için r�tane lineer ba¼g¬ms¬z özvektöre

sahip olmas¬gerek ve yeterdir. Bu durumda, köşegen matrisin köşegen elemanlar¬

P matrisinin özde¼gerleridir.

Tan¬m 2.14 Köşegenleştirilebilir P ve Q matrisleri için

S�1PS = D ; S�1QS = E ; D;E köşegen matrisler

olacak şekilde regüler bir S matrisi varsa, P ve Q matrislerine ayn¬anda köşegen-

leştirilebilir matrisler denir (Horn ve Johnson 1993).
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Lemma 2.7 P ve Q köşegenleştirebilir matrisler olsun. P ve Q matrislerinin ayn¬

anda köşegenleştirilebilir olmas¬ için gerek ve yeter koşul bu matrislerin çarpma

işlemine göre de¼gişmeli olmas¬d¬r (Horn ve Johnson 1993).

Tan¬m 2.15 p � 1 için x = (x1; :::; xr) vektörünün p�normu,

kx kp = (jx1j
p + :::+ jxrjp)

1
p şeklinde tan¬mlan¬r (Golub ve Van Loan 1983).

Tan¬m 2.16 x s¬f¬rdan farkl¬(r � 1) boyutlu bir vektör olmak üzere, A matrisinin

p�normu

kAkp = sup
x 6=0

kAxkp
kxkp

ya da bir başka ifadeyle,

kAkp = max
kxkp=1

kAxkp

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Golub ve Van Loan 1983).

Lemma 2.8 I birim matris, 0 s¬f¬r matrisi, c 2 R ve 1 � p � 1 olmak üzere

herhangi A;B matrislerinin p�normu için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r (Golub ve

Van Loan 1983).

a) kAkp � 0 c) kAkp = 0, A = 0 e) kA+Bkp � kAkp + kBkp
b) kIkp = 1 d) kcAkp = jcj kAkp f) kABkp � kAkp kBkp

Tez boyunca, vektörler için vektör 2�normu (Öklid normu), matrisler için matris

2�normu kullan¬lm¬̧st¬r. Amatrisinin matris 2�normu (spektral normu), ATAmat-

risinin en büyük özde¼gerinin kareköküne eşit olup, kAk ile gösterilir. Norm hesap-

lan¬rken, e¼ger A matrisi kompleks elemanl¬ ise AT yerine A n¬n eşlenik transpozu

olan AH al¬nmal¬d¬r (Golub ve Van Loan 1983).

Lemma 2.9 (Schur Ayr¬̧s¬m¬): Cr�r deki herhangi bir A matrisi için, A mat-

risinin özde¼gerlerini esas köşegeni üzerinde bulunduran köşegen bir D matrisi ve N

tam üst üçgensel bir matris olmak üzere

QHAQ = D +N

olacak şekilde bir Q üniter matrisi vard¬r (Golub ve Van Loan 1983).
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Tan¬m 2.17 Cr�r deki herhangi bir A matrisi için

� (A) = max fRe (z) : z 2 � (A)g ve � (A) = min fRe (z) : z 2 � (A)g

d¬r.

Lemma 2.10 Cr�r deki herhangi bir A matrisinin Schur ayr¬̧s¬m¬QHAQ = D+N

olmak üzere 

eAt

 � ea(A)t r�1X
j=0

kNtkj

j!
, t � 0

d¬r (Golub ve Van Loan 1983).

Lemma 2.11 Herhangi bir A 2 Cr�r matrisi için t � 0 olmak üzere



eAt

 � e�(A)t r�1X
j=0

(kAk
p
rt)

j

j!

dir (Golub ve Van Loan 1989).

Tan¬m 2.18 � reel ya da kompleks bir say¬ ve n pozitif bir tamsay¬ olmak üzere

(�)n ifadesi

(�)n = �(�+ 1)(�+ 2):::(�+ n� 1) ; (�)0 = 1

olarak tan¬mlan¬r ve Pochhammer sembolü olarak bilinir.

Tan¬m 2.19 Skaler Pochhammer ifadesine fonksiyonel matris hesab¬n¬n uygulan-

mas¬yla, Cr�r deki herhangi bir A matrisi için

(A)n = A (A+ I) : : : (A+ (n� 1)I) ; n � 1 ; (A)0 = I (2.1)

elde edilir ki, buna matrisler için Pochhammer gösterimi denir.

Uyar¬2.2 j pozitif bir tamsay¬olmak üzere n > j için (�jI)n = 0 d¬r.

Lemma 2.12 Herhangi bir A matrisi için

eAt =

1X
k=0

Ak tk

k!
= I + At+

A2t2

2!
+ � � �+ A

ntn

n!
+ � � �

ile tan¬mlanan üstel matris serisi her t için yak¬nsakt¬r.
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Lemma 2.13 A;B; I ve 0 matrisleri için

i) e0 = I,

ii) eA üstel matrisi her zaman regüler olup
�
eA
��1

= e�A,

iii) AB = BA ise e(A+B)t = eAteBt,

iv) t 2 R için Iet = eIt

eşitlikleri geçerlidir.

Lemma 2.14 E¼ger f (z) ve g (z) ; kompleks düzlemin 
 aç¬k kümesinde tan¬ml¬

analitik fonksiyonlar iseler, o takdirde � (P ) � 
 olacak şekilde herhangi bir

P 2 Cr�r matrisi için fonksiyonel matris hesab¬n¬n özelliklerinden dolay¬

f (P ) g (P ) = g (P ) f (P )

dir. E¼ger � (Q) � 
 olacak şekildeki herhangi bir Q 2 Cr�r matrisi için PQ = QP

ise bu durumda

f (P ) g (Q) = g (Q) f (P )

dir (Dunford ve Schwartz 1957).

Lemma 2.15 E¼ger f; �(P ) y¬içeren bir bölgede tan¬ml¬bir fonksiyon ve S, Cr�r

de regüler bir matris ise

f
�
SPS�1

�
= S f (P ) S�1

dir (Golub ve Van Loan 1989).

Lemma 2.16 a; y 2 C ve jyj < 1 olmak üzere (1� y)a = exp [a ln (1� y)] dir.

Ayr¬ca

(1� y)�a =
1X
n=0

(a)n
n!
yn ; jyj < 1 , a 2 C

olup, bu özelli¼ge Cr�r deki herhangi bir A matrisi için fonksiyonel matris hesab¬n¬n

uygulanmas¬yla

(1� y)�A =
1X
n=0

(A)n
n!

yn , jyj < 1 (2.2)

elde edilir.
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Tan¬m 2.20 B (z0; �) ; kompleks düzlemdeki z0 merkezli � yar¬çapl¬aç¬k diski ve E

ise Cr�r s¬n¬f¬ndan matrislerin Banach uzay¬n¬göstermek üzere, 1 � i � 4 için

fi : B (z0; �) ! E şeklinde tan¬mlanan fi ler s¬n¬rl¬ ve sürekli fonksiyonlar olsun.

U1 ve U2 ise

X 00 = f1 (z)X
0 + f2 (z)Xf3 (z) +X

0f4 (z) (2.3)

denkleminin herhangi iki çözümü olsun. P;Q 2 Cr�r olmak üzere, (2:3) denkleminin

her U çözümü

U (z) = U1 (z)P + U2 (z)Q , z 2 B (z0; �)

formunda tek bir şekilde ifade edilebiliyorsa, fU1; U2g kümesine B (z0; �) da (2:3)

denkleminin temel çözümler cümlesi denir (Jódar ve Cortés 2000).

Teorem 2.1 E¼ger (2:3) denkleminin B (z0; �) daki fU1; U2g çözüm çifti için

W (U1; U2; z0) =

24 U1 (z0) U2 (z0)

U 01 (z0) U 02 (z0)

35
şeklindeki W 2 C2r�2r matrisi regüler (düzgün) ise fU1; U2g ; B (z0; �) da (2:3)

denkleminin temel çözümler cümlesidir (Jódar ve Cortés 2000).

Lemma 2.17 A;B ve T ler herhangi indisel fonksiyonlar olmak üzere
1X
n=0

1X
k=0

A (k; n) =
1X
n=0

nX
k=0

A (k; n� k) (2.4)

1X
n=0

nX
k=0

B (k; n) =

1X
n=0

1X
k=0

B (k; n+ k) (2.5)

1X
n=0

1X
k=0

T (k; n) =
1X
n=0

[n2 ]X
k=0

T (k; n� 2k) (2.6)

eşitlikleri geçerlidir (Rainville 1973).

2.3 Gamma ve Beta Fonksiyonlar¬

Gamma Fonksiyonu

� (x) ile gösterilen Gamma fonksiyonu,

� (x) =

1Z
0

tx�1e�t dt

10



genelleştirilmi̧s integrali yard¬m¬yla tan¬mlan¬r. Bu fonksiyona genelleştirilmiş fak-

töriyel fonksiyonu da denir. Bunun için

F (u) =

1Z
0

e�ut dt =
1

u
(2.7)

integrali ile tan¬mlanan fonksiyonu ele alal¬m. c > 0 olmak üzere bu integral her

c � u � d sonlu aral¬¼g¬nda
1

u
ya düzgün yak¬nsakt¬r. (2:7) eşitli¼ginden u ya göre

türevler alarak devam etti¼gimizde, n�yinci türev için

(�1)nF (n) (u) =
1Z
0

tne�ut dt =
n!

un+1

eşitli¼gi elde edilir. Bu son eşitlikte u = 1 al¬n¬rsa

1Z
0

tne�t dt = n! =

1Z
0

t(n+1)�1e�t dt = � (n+ 1)

olur. Burada n de¼gerleri pozitif tamsay¬lar olarak al¬nm¬̧st¬r. Halbuki n nin n > �1

olan herhangi bir reel say¬olmas¬halinde de bu genelleştirilmi̧s integral yak¬nsakt¬r.

O halde x > �1 olan herhangi bir reel say¬olmak üzere

x! =

1Z
0

txe�t dt = �(x+ 1)

ifadesinden görülmektedir ki �1 den büyük olan tüm reel say¬lar¬n faktöriyel de¼ger-

lerini sonlu bir reel say¬olarak tan¬mlamak mümkündür. Bundan dolay¬Gamma

fonksiyonu genelleştirilmiş faktöriyel fonksiyonu olarak da adland¬r¬l¬r. n 2 N için

sa¼glanan

� (n+ 1) = n! = n (n� 1)! = n� (n)

eşitli¼gi, tüm x > 0 de¼gerleri için

�(x+ 1) = x�(x)

eşitli¼gine geni̧sletilebilir. Bu özellik yard¬m¬yla, Gamma fonksiyonu için argümentin

herhangi iki tamsay¬aras¬ndaki de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen sonuçlar¬n bilinmesi halinde

di¼ger aral¬klardaki fonksiyon de¼gerleri kolayca hesaplanabilir.
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Beta Fonksiyonu

B(x; y) ile gösterilen Beta fonksiyonu,

B(x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt ; Re (x) > 0 ; Re (y) > 0

genelleştirilmi̧s integrali yard¬m¬yla tan¬mlanan iki de¼gi̧skenli bir fonksiyon olup

B(x; y) = 2

�=2Z
0

(sin �)2x�1 (cos �)2y�1 d�

B(x; y) =

1Z
0

ux�1

(1 + u)x+y
du

B(x; y) =
� (x) �(y)

� (x+ y)

biçimlerinde de ifade edilebilir.

2.4 Gamma ve Beta Matris Fonksiyonlar¬ve Baz¬Özellikleri

��1 (z) =
1

� (z)
ile gösterilen Gamma fonksiyonunun tersi, z kompleks de¼gi̧skeninin

fonksiyonu olup tüm kompleks düzlemde analitik yani tam fonksiyondur (Hille 1969).

Bu nedenle Cr�r deki herhangi bir P matrisinin ters Gamma fonksiyonu alt¬ndaki

görüntüsüne kaŗs¬l¬k gelen ��1 (P ) matrisi iyi tan¬ml¬bir matristir. E¼ger,

8n � 0 tamsay¬s¬için P + nI matrisleri regüler

ise � (P ) matrisinin ��1 (P ) ile gösterilen tersi vard¬r. Bu nedenle

P (P + I) : : : (P + (n� 1) I) ��1 (P + nI) = ��1 (P ) ; n = 1; 2; :::

dir (Hille 1969). Gamma ve ters Gamma fonksiyonu analitik oldu¼gundan fonksiyonel

matris hesab¬n¬n özelliklerinden dolay¬

P (P + I) : : : (P + (n� 1) I) = � (P + nI) ��1 (P ) ; n = 1; 2; ::: (2.8)

olup,

(P )n = � (P + nI) �
�1 (P ) ; n = 0; 1; 2; ::: (2.9)

şeklinde de yaz¬labilir.
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Tan¬m 2.21 P 2 Cr�r pozitif kararl¬ herhangi bir matris olmak üzere Gamma

matris fonksiyonu

� (P ) =

1Z
0

e�t tP�I dt , tP�I = exp [(P � I) ln t]

ile verilir ve � (P ) matrisi iyi tan¬ml¬d¬r (Jódar ve Cortés 1998b).

Tan¬m 2.22 P ,Q 2 Cr�r pozitif kararl¬matrisler olmak üzere, Beta matris fonksi-

yonu

B (P;Q) =
1Z
0

tP�I (1� t)Q�I dt (2.10)

şeklinde tan¬mlan¬r (Jódar ve Cortés 1998b).

Lemma 2.18 P;Q 2 Cr�r pozitif kararl¬ve de¼gişmeli matrisler olmak üzere

B (P;Q) = B (Q;P ) (2.11)

dir (Jódar ve Cortés 1998b).

Lemma 2.19 P;Q; P +Q 2 Cr�r pozitif kararl¬ve de¼gişmeli matrisleri için

B (P;Q) = � (P ) � (Q) ��1 (P +Q) (2.12)

dur (Jódar ve Cortés 1998a).

Teorem 2.2 P;Q 2 Cr�r de¼gişmeli matrisleri için

8n � 0 tamsay¬s¬için P + nI; Q+ nI; P +Q+ nI matrisleri regüler

olmak üzere,

B (P;Q) = � (P ) � (Q) ��1 (P +Q)

eşitli¼gi geçerlidir (Jódar ve Cortés 1998a).
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2.5 Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

�; � ve 
 reel ya da kompleks sabitler olmak üzere

1 +
��



x+

�(�+ 1)�(� + 1)

1:2:
(
 + 1)
x2 + ::: (2.13)

olarak ifade edilen seri matematikte büyük bir öneme sahiptir. Bu seri 1+x+x2+ :::

geometrik serisinin bir genelleştirilmesi oldu¼gundan hipergeometrik seri ad¬n¬al¬r.

(2:13) ifadesinden görülmektedir ki, 
 de¼geri s¬f¬r ya da negatif bir tamsay¬olma-

mal¬d¬r. (2:13) hipergeometrik serisi jxj < 1 için yak¬nsak, jxj > 1 için ¬raksakt¬r.

jxj = 1 oldu¼gu zaman 
 > �+� ise seri mutlak yak¬nsakt¬r. x = �1 iken 
 > �+��1

ise seri yak¬nsakt¬r. Tan¬m 2.18 deki eşitlik dikkate al¬narak, (2:13) hipergeometrik

serisi

2F1(�; �; 
;x) = F (�; �; 
;x) =
1X
r=0

(�)r(�)r
(
)rr!

xr (2.14)

şeklinde yaz¬labilir. Bu F fonksiyonu hipergeometrik fonksiyon olarak adland¬r¬l¬r.

(2:14) eşitli¼ginde görülen F nin alt¬ndaki 2 ve 1 alt indisleri serinin pay¬nda � ve �;

paydas¬nda 
 parametrelerinin bulundu¼gunu ifade eder. (2:14) eşitli¼ginin genelleşti-

rilmi̧s şekli

pFq(�1; :::; �p; 
1; :::; 
q;x) =
1X
n=0

(�1)n(�2)n:::(�p)n
(
1)n(
2)n:::(
q)n

xn

n!

dir.

2.6 Hipergeometrik Matris Fonksiyonlar¬

Bu k¬s¬mda hipergeometrik matris fonksiyonlar¬n baz¬özellikleri verilmi̧stir.

Tan¬m 2.23 Cr�r deki bir C matrisi,

8n � 0 do¼gal say¬s¬için C + nI matrisleri regüler (2.15)

koşulunu sa¼glas¬n. Bu C matrisi ve herhangi A;B 2 Cr�r matrisleri için

2F1(A;B;C; z) = F (A;B;C; z) =

1X
n=0

(A)n (B)n (C)
�1
n

zn

n!
(2.16)

serisi, jzj < 1 için yak¬nsakt¬r (Jódar ve Cortés 2000).
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Hipergeometrik Matris Diferensiyel Denklem

A;B;C 2 Cr�r matrisleri için (2:15) koşuluna ek olarak

BC = CB (2.17)

koşulu da sa¼glanmak üzere

z (1� z)W 00 � zAW 0 +W 0 (C � z (B + I))� AWB = 0 ; 0 � j z j < 1 (2.18)

şeklindeki hipergeometrik matris diferensiyel denklemini dikkate alal¬m. Fn 2 Cr�r

belirlenecek matrisler olmak üzere, bu denklemin

W1 (z) =

1X
n=0

Fnz
n ; F0 = I , jzj < 1

tipinde serisel çözümünü araşt¬ral¬m. W1 (z) nin serisel ifadesi ve

W 0
1 (z) =

1X
n=1

nFnz
n�1 ; W 00

1 (z) =
1X
n=2

n (n� 1)Fnzn�2

türevleri, (2:18) denkleminde yerlerine yaz¬l¬p, z nin kuvvetlerinin katsay¬lar¬0 mat-

risine eşitlenirse

Fn+1 =
(A+ nI)Fn (B + nI) (C + nI)

�1

n+ 1
, n = 0; 1; 2; :::

eşitli¼gi yaz¬labilir. F0 = I oldu¼gu dikkate al¬narak, n yerine s¬ras¬yla 0; 1; 2; :::; (n� 2) ;

(n� 1) yaz¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

Fn =
(A+ (n� 1) I) (A+ (n� 2) I) ::: (A+ I)AB (B + I) ::: (B + (n� 2) I)

1:2::: (n� 1)n
� (B + (n� 1) I)C�1 (C + I)�1 ::: (C + (n� 2) I)�1 (C + (n� 1) I)�1

=
(A)n (B)n [(C + (n� 1) I) (C + (n� 2) I) ::: (C + I)C]

�1

n!

=
(A)n (B)n (C)

�1
n

n!
, n = 0; 1; 2; :::

olarak elde edilir. Bu durumda

W1 (z) =
1X
n=0

(A)n (B)n (C)
�1
n

n!
zn = F (A;B;C; z)

şeklinde olup, W1 (0) = I ve 0 � jzj < 1 olmak üzere W1 (z) = F (A;B;C; z)

hipergeometrik matris fonksiyonu, (2:18) denkleminin bir çözümüdür.
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Sonuç 2.3 A;B;C 2 Cr�r matrisleri (2:15) ve (2:17) koşullar¬n¬sa¼glas¬n.

F (A;B;C; 0) = I olmak üzere F (A;B;C; z) hipergeometrik matris fonksiyonu

z (1� z)W 00 � zAW 0 +W 0 (C � z (B + I))� AWB = 0 ; 0 � jzj < 1

denkleminin bir çözümüdür (Jódar ve Cortés 1998a).

Sonuç 2.4 n pozitif bir tamsay¬, A 2 Cr�r herhangi bir matris ve C 2 Cr�r,

(2:15) koşulunu sa¼glayan bir matris olmak üzere

z (1� z)W 00 � zAW 0 +W 0 (C + z (n� 1) I) + nAW = 0

denklemi n-yinci dereceden matris polinom çözümlere sahiptir (Jódar ve Cortés

1998a).

A;B;C 2 Cr�r matrisleri için (2:15) ve (2:17) koşullar¬na ek olarak

AC = CA (2.19)

koşulu da sa¼glanmak üzere

z (1� z)W 00 � zAW 0 +W 0 (C � z (B + I))� AWB = 0 ; 0 < jzj < 1 (2.20)

şeklindeki hipergeometrik matris diferensiyel denklemini dikkate alal¬m. Sonuç 2.3

den görülmektedir ki, bu denklemin çözümlerinden biri

W1 (z) = F (A;B;C; z) =

1X
n=0

(A)n (B)n (C)
�1
n

n!
zn , jzj < 1 (2.21)

hipergeometrik matris fonksiyonudur. D0; negatif reel eksen boyunca kesilen komp-

leks bir düzlem olsun. zI�C = exp [(I � C) ln z] ile gösterilmek ve V (z) fonksiyonu

belirlenecek bir fonksiyon olmak üzere, (2:20) denkleminin

W2 (z) = V (z) z
I�C ; jzj < 1 , z 2 D0

tipinde bir çözümünü araşt¬ral¬m. Ayr¬ca

zI�C = exp [(I � C) ln z] =
1X
n=0

(I � C)n lnn z
n!
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olup, (2:17) eşitli¼ginden dolay¬

BzI�C = zI�CB

dir. W2 (z) nin ifadesi ve

W 0
2 (z) = V 0 (z) zI�C + V (z) z�C (I � C)

W 00
2 (z) = V 00 (z) zI�C + 2V 0 (z) z�C (I � C)� V (z) z�C�IC (I � C)

türevleri, (2:20) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

z (1� z)W 00
2 (z)� zAW 0

2 (z) +W
0
2 (z) (C � z (B + I))� AW2 (z)B

= fz (1� z)V 00 + 2V 0 � V 0C � 3zV 0 + 2zV 0C � zAV 0 � zV 0B

+V C � V C2 � AV + AV C � V B � V + V CB + V C � AV B
	
zI�C

= 0 (2.22)

elde edilir. z 2 D0 için zI�C = exp [(I � C) ln z] 6= 0 oldu¼gunu gözönünde bulun-

durarak bir an için

V (z)C = CV (z) ve V 0 (z)C = CV 0 (z) (2.23)

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda (2:22) eşitli¼ginden

z (1� z)V 00 � z (A+ I � C)V 0

+V 0 [(2I � C)� z (B + 2I � C)]� (A+ I � C)V (B + I � C) = 0 (2.24)

denklemi elde edilir. Dikkat edilirse, (2:24) denklemi, (2:20) denkleminin

A� = A+ I � C , B� = B + I � C , C� = 2I � C

olan özel bir durumudur. Bu halde, BC = CB için

(B + I � C) (2I � C) = (2I � C) (B + I � C)

sa¼gland¬¼g¬ndan, (2:24) denkleminin çözümlerinden biri, (2:21) eşitli¼ginden dolay¬

V (z) = F (A+ I � C; B + I � C ; 2I � C; z) , 0 < jzj < 1 (2.25)
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şeklindedir. Ayr¬ca (2:25) çözümünün bulunmas¬nda varsay¬lan (2:23) kabulünün de

do¼grulu¼gu gerçeklenmi̧s olur. Bu durumda (2:20) denkleminin

W2 (z) = F (A+ I � C; B + I � C ; 2I � C; z) zI�C ; 0 < jzj < 1, z 2 D0 (2.26)

tipinde bir başka çözümü elde edilmi̧s olur.

Sonuç 2.5 A;B;C 2 Cr�r matrisleri için (2:15) ; (2:17) ve (2:19) koşullar¬sa¼glan-

mak üzere 0 < jzj < 1 ve z 2 D0 için

W1 (z) = F (A;B;C; z)

W2 (z) = F (A+ I � C; B + I � C ; 2I � C; z) zI�C

9=; (2.27)

matris fonksiyonlar¬, (2:20) hipergeometrik matris diferensiyel denkleminin çözüm-

leridir (Jódar ve Cortés 2000).

E¼ger � < 1 olacak şekilde 
 (�) = fz 2 D0 , 0 < j z j < �g bölgesinde

S (z) =

24 W1 (z) W2 (z)

W 0
1 (z) W 0

2 (z)

35
blok matrisi regüler ise 
 (�) bölgesinde fW1;W2g çifti (2:20) denkleminin temel

çözümler cümlesidir (Jódar ve Cortés 2000).

Teorem 2.3 A;B;C 2 Cr�r matrisleri için (2:15) ; (2:17) ve (2:19) koşullar¬sa¼glan-

s¬n. Ayr¬ca 0 < jzj < 1 ve z 2 D0 için W1 ve W2 , (2:27) eşitli¼gi ile verilmek üzere


 (�) = fz 2 D0 , 0 < jzj < �g

bölgesinde (2:20) denkleminin genel çözümü

W (z) =W1 (z)P +W2 (z)Q ; key� P;Q 2 Cr�r

olacak şekilde � < 1 pozitif say¬s¬vard¬r (Jódar ve Cortés 2000).

Hipergeometrik Matris Fonksiyonlarla ·Ilgili Özellikler

Sonuç 2.6 i ve j ler do¼gal say¬lar olmak üzere A = �iI matrisi için (A)i+j = 0

olup, (2:21) eşitli¼gi i. dereceden bir matris polinomdur.
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Teorem 2.4 A;B;C 2 Cr�r pozitif kararl¬matrisler ve

� (C) > � (A) + � (B)

olmak üzere (2:21) eşitli¼gi ile tan¬mlanan seri, jzj = 1 için mutlak yak¬nsakt¬r (Jódar

ve Cortés 1998a).

Teorem 2.5 Cr�r deki M ve N matrisleri

MN = NM

M ve N �M pozitif kararl¬matrisler

8n � 0 tamsay¬s¬için N + nI regüler matrisler

9>>>=>>>; (2.28)

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda her n için

F (�nI;M ;N ; 1) = � (N �M + nI) ��1 (N + nI) ��1 (N �M) � (N)

eşitli¼gi geçerlidir (Defez ve Jódar 2002).

·Ispat. (2:1), (2:8) ve (2:28) eşitliklerinden

(M)k (N)
�1
k = ��1 (M) � (M + kI)

�
��1 (N) � (N + kI)

��1
= ��1 (M) � (M + kI) ��1 (N + kI) � (N)

= ��1 (M) ��1 (N �M) � (N �M)

�� (M + kI) ��1 (N + kI) � (N) (2.29)

dir. Di¼ger taraftan (2:10), (2:11) ve (2:12) özelliklerinin kullan¬lmas¬yla

1Z
0

tM+(k�1)I (1� t)N�M�I dt = B (M + kI;N �M) = B (N �M;M + kI)

= � (N �M) � (M + kI) ��1 (N + kI) (2.30)

olup, (2:29) ve (2:30) eşitliklerinden dolay¬da

(M)k (N)
�1
k = ��1 (M) ��1 (N �M)

0@ 1Z
0

tM+(k�1)I (1� t)N�M�I dt

1A � (N)

(2.31)

olur. (2:31) ifadesi F (�nI;M ;N ; 1) serisinde yerine yaz¬l¬rsa
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F (�nI;M ;N ; 1)

=
nX
k=0

(�nI)k (M)k (N)
�1
k

k!

=
nX
k=0

(�n)k ��1 (M) ��1 (N �M)
k!

0@ 1Z
0

tM+(k�1)I (1� t)N�M�I dt

1A � (N)

=

1Z
0

 
nX
k=0

(�n)k tk
k!

!
��1 (M) ��1 (N �M) tM�I (1� t)N�M�I � (N) dt

oldu¼gu görülür. k > n için (�n)k = 0 oldu¼gundan, j t j < 1 için
nX
k=0

(�n)k tk
k!

=

1X
k=0

(�n)k tk
k!

= (1� t)n

dir. O halde

F (�nI;M ;N ; 1)

=

1Z
0

tM�I (1� t)n (1� t)N�M�I ��1 (M) ��1 (N �M) � (N) dt

=

0@ 1Z
0

tM�I (1� t)N�M+(n�1)I dt

1A ��1 (M) ��1 (N �M) � (N)

olup, bu son eşitlikte (2:10), (2:11) ve (2:12) özellikleri kullan¬l¬l¬rsa

F (�nI;M ;N ; 1)

= B (M;N �M + nI) ��1 (M) ��1 (N �M) � (N)

= � (M) � (N �M + nI) ��1 (N + nI) ��1 (M) ��1 (N �M) � (N)

= � (N �M + nI) ��1 (N + nI) ��1 (N �M) � (N)

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Teorem 2.6 C;D 2 Cr�r matrisleri için D pozitif kararl¬, DC = CD ve

8k � 0 tamsay¬s¬için C + kI ve C �D + kI matrisleri regüler

koşullar¬sa¼glans¬n. Bu durumda jtj < 1 ve n = 0; 1; ::: için

F (�nI;D;C; t) = (1� t)n F
�
�nI; C �D;C; �t

1� t

�
(2.32)

dir (Defez ve Jódar 2002).
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·Ispat. jtj < 1 için Lemma 2.16 dan

(1� t)n�k =
1X
i=0

(k � n)i
i!

ti

dir. Burada (�nI)k = (�n)k I oldu¼gundan ve yukar¬daki eşitlikten dolay¬

(1� t)n F
�
�nI; C �D;C; �t

1� t

�
= (1� t)n

nX
k=0

(�nI)k (C �D)k (C)
�1
k

k!

�
�t
1� t

�k
=

nX
k=0

(�n)k (C �D)k (C)
�1
k

k!
(1� t)n�k (�1)k tk

=
nX
k=0

1X
i=0

(k � n)i (�n)k (C �D)k (C)
�1
k

i! k!
(�1)k ti+k

olur. (�n)k (�n+ k)i = (�n)k+i ve k > n için (�n)k = 0 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

(1� t)n F
�
�nI; C �D;C; �t

1� t

�
=

1X
k=0

1X
i=0

(�n)k+i (C �D)k (C)
�1
k

i! k!
(�1)k ti+k

oldu¼gu görülür. (2:4) eşitli¼ginden dolay¬eşitli¼gin sa¼g¬nda i yerine (i� k) al¬n¬rsa

(1� t)n F
�
�nI; C �D;C; �t

1� t

�
=

1X
i=0

iX
k=0

(�n)i (C �D)k (C)
�1
k

(i� k)! k! (�1)k ti

elde edilir. Burada da (�i)k = (�1)
k i!

(i� k)! eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

(1� t)n F
�
�nI; C �D;C; �t

1� t

�
=

1X
i=0

(�n)i
i!

"
iX

k=0

(�i)k (C �D)k (C)
�1
k

k!

#
ti

=
1X
i=0

(�n)i
i!

F (�iI; C �D;C; 1) ti

eşitli¼gi bulunur. Teorem 2.5 den ve CD = DC oldu¼gunun dikkate al¬nmas¬yla

(1� t)n F
�
�nI; C �D;C; �t

1� t

�
=

1X
i=0

(�n)i
i!

� (D + iI) ��1 (C + iI) ��1 (D) � (C) ti

=
1X
i=0

(�n)i
i!

� (D + iI) ��1 (D) ��1 (C + iI) � (C) ti

eşitli¼gi yaz¬labilir. (2:16) gösterimi de dikkate al¬n¬rsa

(1� t)n F
�
�nI; C �D;C; �t

1� t

�
=

1X
i=0

(�nI)i (D)i (C)
�1
i

i!
ti = F (�nI;D;C; t)

elde edilir. Bu ise istenilendir.
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3. CHEBYSHEV MATR·IS POL·INOMLARI

Bu bölümde Chebyshev matris polinomlar¬tan¬t¬ld¬ktan sonra bu polinomlar¬n sa¼gla-

d¬¼g¬hipergeometrik matris fonksiyon, Rodrigues formülü, üç terimli matris rekürans

ba¼g¬nt¬s¬, ortogonallik özelli¼gi verilmi̧s ve ayr¬ca bu polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬matris

diferensiyel denklem bulunmuştur (Defez ve Jódar 2002).

3.1 Klasik Chebyshev Polinomlar¬

�1 � x � 1 ve n 2 N olmak üzere, ikinci basamaktan

(1� x2)y00 � xy0 + n2y = 0

diferensiyel denkleminin çözümlerinden biri

Tn(x) =
n

2

[n2 ]X
k=0

(�1)k (n� k � 1)!
k! (n� 2k)! (2x)

n�k ; n = 0; 1; :::

ile gösterilen Tn(x) Chebyshev polinomlar¬d¬r. Chebyshev polinomlar¬, I = [�1; 1]

aral¬¼g¬nda !(x) = (1� x2)� 1
2 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olup,

1Z
�1

(1� x2)� 1
2Tn(x)Tm(x)dx = 0 ; n 6= m

ortogonallik özelli¼gini gerçekler. Di¼ger taraftan bu polinomlar¬n normu kTnk olup,

kTnk2 =

1Z
�1

(1� x2)� 1
2 [Tn(x)]

2 dx

=

8<: � ; n = 0

�
2
; n 6= 0

d¬r. Chebyshev polinomlar¬

1X
n=0

Tn(x) t
n =

1� xt
1� 2xt+ t2

do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬na, D =
d

dx
olmak üzere

Tn(x) = (�1)n
2n n!

(2n)!
(1� x2) 12Dn

h
(1� x2)n� 1

2

i
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Rodrigues formülüne ve

Tn+1(x) = 2xTn(x)� Tn�1(x) ; n = 1; 2; :::

şeklinde üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir (Rainville 1939).

3.2 Üstel Matris Fonksiyonlar¬n Baz¬Özellikleri

A, Cr�r de herhangi bir matris olsun. 0 < t � 1 için

tA = eA ln t

dir. Tan¬m 2.17 ve Lemma 2.11 den dolay¬

Q1(x) =

rX
k=0

(kAk
p
r x)

k

k!

Q2(x) =
rX

k=0

(kI � Ak
p
r x)

k

k!

olup,



tA

 = e�(�A)jln tj Q1(jln tj) = e��(A)jln tj Q1(jln tj)

= e�(A) ln t Q1(jln tj) = t�(A) Q1(jln tj) ; 0 < t � 1

tI�A

 = e�(I�A)jln tj Q2(jln tj) = t1��(A) Q2(jln tj) ; 0 < t � 1 (3.1)

dir. P (x) sabit bir matris polinom olsun ve A matrisi

8 z 2 � (A) için 0 < Re(z) < 1 (3.2)

özelli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda (3:1) ve (3:2) eşitliklerinden dolay¬

lim
x!1�

(1� x)A P (x) = 0

lim
x!�1+

(1 + x)I�A P (x) = 0 (3.3)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

A ve B matrisleri s¬ras¬yla

8z 2 � (A) için Re (z) > �1 ; 8w 2 � (B) için Re (w) > �1
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koşullar¬n¬sa¼glas¬nlar. Bu koşullar alt¬nda

J =

1Z
�1

(1 + x)B (1� x)A dx

integralinde t =
1 + x

1� x dönüşümü yap¬l¬rsa

J = 2B+I

24 1Z
0

�
t

t+ 1

�B �
1

t+ 1

�A
dt

(1 + t)2

35 2A

elde edilir. Bu son integralde u =
1

1 + t
dönüşümü yap¬l¬r ve Tan¬m 2.22 uygulan¬rsa

J = 2B+I B (B + I; A+ I) 2A (3.4)

sonucu bulunur.

3.3 Chebyshev Matris Polinomlar¬n¬n Hipergeometik Matris Fonksiyon

Gösterimi

8k � 0 tamsay¬s¬için C + kI matrisleri regüler matrisler olmak üzere C;D 2 Cr�r

matrisleri için

z (1� z)W 00 +W 0(C � zI) +DW = 0 ; 0 < j z j < 1 (3.5)

şeklindeki hipergeometrik matris diferensiyel denklemini dikkate alal¬m. (3:5) denkle-

minde D = n2I al¬n¬rsa

z (1� z)W 00 +W 0(C � zI) + n2W = 0 ; 0 < j z j < 1 (3.6)

denklemi bulunur. Ayr¬ca Sonuç 2.3 de A = nI ve B = �nI al¬n¬rsa, yine (3:6)

deklemi elde edilir. jzj < 1 için (2:18) denkleminin bir çözümünün F (A;B;C; z)

oldu¼gu bilindi¼gine göre A = nI ve B = �nI al¬n¬rsa F (�nI; nI;C; z) hipergeo-

metrik matris fonksiyonu; (3:6) matris diferensiyel denkleminin bir çözümü olur.

(2:1) Pochhammer sembolünden elde edilen

(�nI)k = (�n)k I =

8><>:
(�1)k n!

(n� k)!I ; k � n

0 ; k > n

(3.7)

(nI)k =
(n+ k � 1)!
(n� 1)! I
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özelliklerinden dolay¬

F (�nI; nI;C; z) =
nX
k=0

(�1)k n (n+ k � 1)!
k! (n� k)! [(C)k]

�1 zk

yaz¬labilir. Bu ifadede [(C)k]�1 in yerine (2:9) dan elde edilen eşiti kullan¬l¬rsa

F (�nI; nI;C; z) =
nX
k=0

(�1)k n (n+ k � 1)!
k! (n� k)! ��1(C + kI) �(C) zk

eşitli¼gi elde edilir.

Tan¬m 3.1 A 2 Cr�rmatrisi

8z 2 � (A) için 0 < Re(z) < 1

koşulunu sa¼glas¬n. 8n � 0 do¼gal say¬s¬için Tn(x;A); n: dereceden Chebyshev matris

polinomu

Tn(x;A) =
nX
k=0

(�1)k n (n+ k � 1)!
2k k! (n� k)! �(A) ��1(A+ kI) (1� x)k (3.8)

= F

�
�nI; nI;A; 1� x

2

�
(3.9)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Defez ve Jódar 2002).

Uyar¬3.1 (3:8) eşitli¼ginde, r = 1 için A =
1

2
al¬n¬rsa

Tn

�
x;
1

2

�
=

nX
k=0

(�1)k 2k n (n+ k � 1)!
(2k)! (n� k)! (1� x)k

skaler Chebyshev polinomu elde edilir. Ancak tek dereceli T2n+1(x;A) Chebyshev

matris polinomu genelde x e göre tek fonksiyon, çift dereceli T2n(x;A) Chebyshev

matris polinomu ise genelde x e göre çift fonksiyon olmay¬p bu özelli¼gi ile skaler

Chebyshev polinomlar¬na benzemez.

3.4 Chebyshev Matris Polinomlar¬için Matris Diferensiyel Denklem

Teorem 3.1 8n � 0 do¼gal say¬s¬ için Tn(x;A); n: dereceden Chebyshev matris

polinomu �
1� x2

�
Y 00 + Y 0(�2A+ (1� x)I) + n2Y = 0 ; jxj < 1 (3.10)

matris diferensiyel denklemini sa¼glar (Defez ve Jódar 2002).
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·Ispat. (3:9) ifadesinden dolay¬

d

dx

�
F

�
�nI; nI;A; 1� x

2

��
= �2T 0

n(x;A)

d2

dx2

�
F

�
�nI; nI;A; 1� x

2

��
= 4T

00
n (x;A)

9>>=>>; (3.11)

eşitlikleri yaz¬labilir. (2:18) denkleminde A = nI ve B = �nI al¬n¬r ve z = 1� x
2

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa, (3:9) ve (3:11) eşitliklerinden dolay¬ Tn(x;A); n:

dereceden Chebyshev matris polinomunun (3:10) denklemini sa¼glad¬¼g¬gösterilmi̧s

olur.

Sonuç 3.1 8n � 0 için Tn(x;A) matris polinomu

d

dx

h
Y

0
(1� x)2 (1 + x)�A (1� x)A�I

i
+ n2Y (1 + x)�A (1� x)A�I = 0 ; jxj < 1

denkleminin bir çözümüdür (Defez ve Jódar 2002).

·Ispat. jxj < 1 için (3:10) eşitli¼gi
1

1� x

�
1 + x

1� x

��A
ile çarp¬l¬r ve düzenlemeler

yap¬l¬rsa istenen elde edilir.

3.5 Chebyshev Matris Polinomlar¬için Rodrigues Formülü

Lemma 3.1 E¼ger C 2 Cr�r de 8n > 0 için C + nI lar tersinir koşulunu sa¼glayan

herhangi bir matris ve Ds(f(t)) =
dsf(t)

dts
ise

Ds
�
tC+mI

�
= (C + I)m [(C + I)m�s]

�1 tC+(m�s)I ; 0 � s � m ; s;m 2 N (3.12)

dir (Defez ve Jódar 2002).

Teorem 3.2 A matrisi (3:2) koşulunu sa¼glas¬n. jxj < 1 için Tn(x;A), n: dereceden

Chebyshev matris polinomu

Tn(x;A) =
(�1)n
2n

[(A)n]
�1 (1+x)A (1�x)A�I Dn

�
(1 + x)�A (1� x)A�I (1� x2)n

�
(3.13)

Rodrigues formülünü sa¼glar (Defez ve Jódar 2002).
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·Ispat. jxj < 1 için Tn(x;A) = F
�
�nI; nI;A; 1� x

2

�
eşitli¼gine Teorem 2.6 uygu-

lan¬rsa

Tn(x;A) =

�
1 + x

2

�n
F

�
�nI;A� nI;A; x� 1

x+ 1

�
(3.14)

elde edilir. (2:1), (3:12) ve (3:2) eşitlikleri yard¬m¬yla

(A� nI)k = (�1)k (I � A)n [(I � A)n�k]�1

Dk
�
(1 + x)�A+nI

�
= (I � A)n [(I � A)n�k]�1 (x+ 1)�A+(n�k)I

Dn�k �(1� x)A+(n�1)I� = (�1)n�k (A)n [(A)k]�1 (1� x)A+(k�1)I
9>>>=>>>; (3.15)

yaz¬labilirler. jxj < 1 için (3:14) ve (3:15) özelliklerinin kullan¬lmas¬yla

Tn(x;A) =

�
1 + x

2

�n nX
k=0

(�n)k
k!

(A� nI)k (A)�1k
�
x� 1
x+ 1

�k
=

�
1 + x

2

�n nX
k=0

�
n

k

�
(A� nI)k (A)�1k

�
1� x
x+ 1

�k
=

nX
k=0

�
n

k

�
(�1)k
2n

(I � A)n [(I � A)n�k]�1 (A)�1k (1� x)k (x+ 1)n�k

=
(�1)n
2n

[(A)n]
�1 (1 + x)A (1� x)I�A

nX
k=0

��
n

k

�
(�1)n�k (I � A)n

� [(I � A)n�k]�1 (A)�1k (A)n (1� x)A+(k�1)I (x+ 1)�A+(n�k)I
	

=
(�1)n
2n

[(A)n]
�1 (1 + x)A (1� x)A�I

�
(

nX
k=0

�
n

k

�
Dk
�
(1 + x)�A+nI

�
Dn�k �(1� x)A+(n�1)I�) (3.16)

elde edilir. (3:16) da çarp¬m¬n n: türevi için Leibniz kural¬ uygulan¬rsa teorem

ispatlanm¬̧s olur.

3.6 Chebyshev Matris Polinomlar¬n¬n Ortogonalli¼gi

Sonuç 3.1 den dolay¬Tn(x;A), n: dereceden Chebyshev matris polinomu

d

dx

�
(1� x)A (1 + x)I�A d

dx
Tn(x;A)

�
+n2(1�x)A�I (1+x)�A Tn(x;A) = 0 (3.17)

denklemini sa¼glar. Ayn¬şekilde Tm(x;A), m: dereceden Chebyshev matris polinomu

da

d

dx

�
(1� x)A (1 + x)I�A d

dx
Tm(x;A)

�
+m2(1�x)A�I (1+x)�A Tm(x;A) = 0 (3.18)
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denklemini sa¼glar. (3:17) denklemi Tm(x;A) ile (3:18) de Tn(x;A) ile çarp¬l¬p taraf

tarafa ç¬kar¬l¬rsa
d

dx

�
(1� x)A (1 + x)I�A

�
Tm(x;A)

d

dx
Tn(x;A)�

�
d

dx
Tm(x;A)

�
Tn(x;A)

��
=
�
m2 � n2

�
(1� x)A�I (1 + x)�A Tm(x;A) Tn(x;A)

bulunur. Bu eşitli¼gin x = �1 den x = 1 e kadar integrali al¬n¬rsa

�
m2 � n2

� 1Z
�1

(1� x)A�I (1 + x)�A Tm(x;A) Tn(x;A) dx

= lim
x!1�

(1� x)A (1 + x)I�A
�
Tm(x;A)

d

dx
Tn(x;A)�

�
d

dx
Tm(x;A)

�
Tn(x;A)

�
� lim

x!�1+
(1� x)A (1 + x)I�A

�
Tm(x;A)

d

dx
Tn(x;A)�

�
d

dx
Tm(x;A)

�
Tn(x;A)

�
(3.19)

elde edilir. Bu i̧slem yap¬l¬rken Tm(x;A) ve Tn(x;A) matris polinomlar¬n çarp¬m¬n¬n

de¼gi̧smeli oldu¼guna dikkat edilmelidir. Burada

P (x) = Tm(x;A)
d

dx
Tn(x;A)�

�
d

dx
Tm(x;A)

�
Tn(x;A)

bir matris polinom ve

lim
x!1�

(1 + x)I�A = 2I�A ; lim
x!�1+

(1� x)A = 2A (3.20)

d¬r. (3:3) ve (3:20) özellikleri kullan¬l¬rsa

lim
x!1�

(1� x)A (1 + x)I�AP (x) = 0 ; lim
x!�1+

(1� x)A (1 + x)I�AP (x) = 0 (3.21)

eşitlikleri yaz¬labilir. Böylece (3:19) ve (3:21) den yararlan¬ld¬¼g¬nda, Tn(x;A) lar¬n

1Z
�1

(1� x)A�I(1 + x)�A Tm(x;A) Tn(x;A) dx = 0 ; n 6= m

özelli¼gi bulunmuş olur. Ortogonallik özelli¼ginin tamamlanmas¬için, son olarak,

Jn =

1Z
�1

(1� x)A�I (1 + x)�A T 2n(x;A) dx
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integralinde (3:13) gösterimi kullan¬l¬r ve bir kez k¬smi integrasyon yap¬l¬rsa, bu

integral

Jn =
(�1)n
2n

[(A)n]
�1

1Z
�1

Tn(x;A) D
n
�
(1 + x)�A (1� x)A�I (1� x2)n

�
dx

=
(�1)n
2n

[(A)n]
�1
n�
Tn(x;A) D

n�1 �(1 + x)�A (1� x)A�I (1� x2)n�	��x=1
x=�1

�
1Z

�1

T
0

n(x;A) D
n�1 �(1 + x)�A (1� x)A�I (1� x2)n� dx

9=; (3.22)

şekline dönüşür. 1 � j � k � n olmak üzere (3:3) den dolay¬

lim
x!1�

Dn�j �(1 + x)�A (1� x)A�I (1� x2)n� T (j�1)n (x;A) = 0

lim
x!�1+

Dn�j �(1 + x)�A (1� x)A�I (1� x2)n� T (j�1)
n (x;A) = 0

9>=>; (3.23)

bulunabilirler. (3:22) ve (3:23) eşitliklerinin kullan¬lmas¬yla Jn integrali için

Jn = �
(�1)n
2n

[(A)n]
�1

1Z
�1

T
0

n(x;A) D
n�1 �(1 + x)�A (1� x)A�I (1� x2)n� dx

(3.24)

ifadesi elde edilir. Ayr¬ca (3:8) ile (2:9) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

T (n)n (x;A) =
(2n� 1)! n

2n
�(A) ��1(A+ nI) =

(2n� 1)! n
2n

[(A)n]
�1 (3.25)

de¼geri elde edilir. (3:24) integraline (n � 1) kez daha k¬smi integrasyon uygulan¬r

ve (3:23) özelliklerinden yararlan¬l¬r ve de (3:25) ve (3:4) ifadeleri ile Lemma 2.19

kullan¬l¬rsa

Jn =
1

2n
[(A)n]

�1
1Z

�1

T (n)n (x;A)
�
(1 + x)�A (1� x)A�I (1� x2)n

�
dx

=
(2n� 1)! n

22n
[(A)n]

�2
1Z

�1

(1 + x)�A+nI (1� x)A+(n�1)I dx

=
(2n� 1)! n

22n
[(A)n]

�2 2�A+(n+1)I B (�A+ (n+ 1)I; A+ nI) 2A+(n�1)I

=
1

2
�(�A+ (n+ 1)I) �2(A) ��1(A+ nI) ; n = 1; 2; :::

sonucu bulunur. Ayr¬ca n = 0 için T0(x;A) = I olup, Lemma 2.19 dan dolay¬J0 ¬n

J0 =

1Z
�1

(1� x)A�I (1 + x)�A T 20 (x;A) dx = �(�A+ I)�(A)
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oldu¼gu görülür. Bu sonuçlardan dolay¬aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 3.3 Cr�r deki A matrisi

8z 2 � (A) için 0 < Re(z) < 1

koşulunu sa¼glas¬n. Bu takdirde Chebyshev matris polinomlar¬
1Z

�1

(1� x)A�I (1 + x)�A Tm(x;A) Tn(x;A) dx

=

8>>><>>>:
0 ; n 6= m

�(�A+ I) �(A) ; n = m = 0
1

2
�(�A+ (n+ 1)I) �2(A) ��1(A+ nI) ; n = m 6= 0

ortogonallik özelli¼gini sa¼glar (Defez ve Jódar 2002).

Sonuç 3.2 Teorem 3.3 den dolay¬fTn(x;A)gn2N Chebyshev matris polinomlar¬

[�1; 1] aral¬¼g¬nda W (x;A) = (1� x)A�I (1 + x)�A matris a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortogonaldir. Ayr¬ca Tn(x;A) Chebyshev matris polinomunun başkatsay¬s¬ n = 0

için I matrisi, n > 0 için
(2n� 1)!
2n (n� 1)!�(A) �

�1(A+ nI) matrisidir.

3.7 Chebyshev Matris Polinomlar¬ için Üç Terimli Matris Rekürans

Ba¼g¬nt¬s¬

n: dereceden herhangi bir Q(x) matris polinomu, Chebyshev matris polinomlar¬

cinsinden seriye aç¬labilir. Yani

Q(x) =

nX
k=0

�k Tk(x;A) ; �k 2 Cr�r (3.26)

şeklinde yaz¬labilir. Teorem 3.3 den ve (3:26) eşitli¼ginden dolay¬, e¼ger P (x); n:

dereceden daha düşük dereceli herhangi bir matris polinom ise, o zaman
1Z

�1

P (x) (1� x)A�I (1 + x)�A Tn(x;A) dx = 0

eşitli¼gi yaz¬labilir. (3:26) serisinden dolay¬, n � 2 olmak üzere (n + 1): dereceden

(1� x) Tn(x;A) matris polinomu

(1� x) Tn(x;A) =
n+1X
k=0

�k Tk(x;A) (3.27)
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şeklinde seriye aç¬labilir. Teorem 3.3 den dolay¬

Hk =

8<: �(�A+ I) �(A) ; k = 0
1

2
�(�A+ (k + 1)I) �2(A) ��1(A+ kI) ; k > 0

olup
1Z

�1

(1� x) Tn(x;A) (1� x)A�I (1 + x)�A Tk(x;A) dx

=

8>>>>>><>>>>>>:

0 ; k + 1 < n

�n�1 Hn�1 ; k = n� 1

�n Hn ; k = n

�n+1 Hn+1 ; k = n+ 1

elde edilir. Bu eşitlikten dolay¬k < n� 1 için �k = 0 olup, (3:27) ifadesi

(1� x) Tn(x;A) = �n+1 Tn+1(x;A) + �n Tn(x;A) + �n�1 Tn�1(x;A) (3.28)

şeklinde yaz¬labilir. k � 0 için Hk matrisinin tersinir oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve (3:27)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa, �k katsay¬lar¬için,

�k =

24 1Z
�1

(1� x) Tk(x;A) (1� x)A�I (1 + x)�A Tn(x;A) dx

35 H�1
k

elde edilir. (3:9) ifadesi yard¬m¬yla (3:28) eşitli¼ginin her iki yan¬nda (1 � x) in

s¬ras¬yla (n+ 1):; n:; (n� 1): kuvvetlerinin katsay¬lar¬eşitlenirse, ard¬̧s¬k katsay¬lar,

�n+1 = �A+ nI
2n+ 1

�n =
�2n
2n� 1(A+ (n� 1)I) + 2

(A+ nI)

2n+ 1
(n+ 1)

�n�1 =
A� nI
2n� 1

olarak bulunurlar. �n�1;�n ve �n+1 katsay¬lar¬, (3:28) ba¼g¬nt¬s¬nda yerlerine yaz¬l¬r-

larsa

Tn(x;A) +

�
(2n� 1)(2n� 2)

(2n� 3) (A+ (n� 1)I)�1(A+ (n� 2)I)

+ (2n� 1)(A+ (n� 1)I)�1(1� x)� 2nI
�
Tn�1(x;A)

+

�
(2n� 1)I � (2n� 1)(2n� 2)

(2n� 3) (A+ (n� 1)I)�1(A+ (n� 2)I)
�
Tn�2(x;A)

= 0 ; n = 2; 3; :::

üç terimli matris rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde edilir (Defez ve Jódar 2002).
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4. GEGENBAUER MATR·IS POL·INOMLARI

Bu bölümde Gegenbauer matris polinomlar¬tan¬t¬lm¬̧st¬r. Burada Gegenbauer mat-

ris polinomlar¬n¬n hipergeometrik matris fonksiyon gösterimleri ve Gegenbauer mat-

ris diferensiyel denklemi elde edilmi̧stir. Ayr¬ca Gegenbauer matris polinomlar¬n¬n

ortogonallik özelli¼gi verilmi̧stir.

4.1 Klasik Gegenbauer Polinomlar¬

�1 � x � 1 ve n 2 N olmak üzere ikinci basamaktan

(1� x2)y00 � (2�+ 1)xy0 + n(n+ 2�)y = 0

diferensiyel denkleminin çözümlerinden biri

C�
n(x) =

[n2 ]X
k=0

(�1)k (�)n�k
k! (n� 2k)! (2x)

n�2k ; n = 0; 1; :::

ile gösterilen C�
n(x) Gegenbauer polinomlar¬d¬r. Gegenbauer polinomlar¬, I = [�1; 1]

aral¬¼g¬nda !(x) = (1� x2)�� 1
2 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olup,

1Z
�1

(1� x2)�� 1
2C�

n(x)C
�
m(x)dx = 0 ; n 6= m

ortogonallik özelli¼gini gerçekler. Öte yandan, bu polinomlar¬n normu kCnk olup,

kCnk2 =

1Z
�1

(1� x2)� 1
2

�
C�
n(x)

�2
dx

= 21�2��
�(n+ 2�)

(n+ �) �2(�) �(n+ 1)

dir. Gegenbauer polinomlar¬

1X
n=0

C�
n(x)r

n = (1� 2xr + r2)��

do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬na, D =
d

dx
olmak üzere

(1� x2)��1=2C�
n(x) =

(�2)n(�)n
n! (n+ 2�)n

Dn
�
1� x2

��+n�1=2
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Rodrigues formülüne ve

nC�
n(x) = 2(n+ �� 1)xC�

n�1(x)� (n+ 2�� 2)C�
n�2(x) , n = 2; 3; :::

şeklinde üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir (Rainville 1973).

4.2 GegenbauerMatris Polinomlar¬n¬n HipergeometrikMatris Fonksiyon

Gösterimleri

Cr�r deki herhangi bir A matrisi 8z 2 Z+ [f0g için
��z
2

�
=2 �(A) koşulunu sa¼glas¬n.

CA
n (x)Gegenbauer matris polinomlar¬aşa¼g¬daki matris do¼gurucu fonksiyonu yard¬m¬yla

tan¬mlan¬r (Jódar vd. 1995 ve Sayyed vd. 2004):

F (x; t) = (1� 2xt+ t2)�A =
1X
n=0

CA
n (x)t

n: (4.1)

Yukar¬daki F (x; t) matris fonksiyonunda j2xt� t2j < 1 için s¬ras¬yla (2:2) ve

1X
n=0

nX
k=0

A(k; n) =
1X
n=0

[n2 ]X
k=0

A(k; n� k)

özellikleri kullan¬l¬rsa

(1� 2xt+ t2)�A =
1X
n=0

(A)n(2xt� t2)n
n!

=
1X
n=0

nX
k=0

(A)n
n!

�
n

k

�
(2xt)n�k(�t2)k

=

1X
n=0

[n2 ]X
k=0

(�1)k(A)n�k
(n� 2k)! k! (2x)

n�2ktn (4.2)

elde edilir. (4:1) ve (4:2) eşitliklerinde tn nin katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle

CA
n (x) =

[n2 ]X
k=0

(�1)k(A)n�k
(n� 2k)! k! (2x)

n�2k (4.3)

Gegenbauer matris polinomlar¬için toplamsal gösterim elde edilmi̧s olur. (4:3) ten

CA
n (x) in x e göre n: dereceden bir matris polinom oldu¼gu aç¬kt¬r. (4:1) eşitli¼ginde

x yerine (�x) ve t yerine (�t) al¬n¬rsa

(1� 2xt+ t2)�A =
1X
n=0

(�1)nCA
n (�x)tn
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elde edilir ki bu eşitlik ile (4:1) eşitli¼ginin sol tara�ar¬ayn¬olup sa¼g tara�ar¬da ayn¬

olmal¬d¬r. Bu yüzden dolay¬

CA
n (�x) = (�1)nCA

n (x) (4.4)

dir. (4:1) de x = 1 al¬n¬rsa

(1� t)�2A =
1X
n=0

CA
n (1)t

n

olup, bu eşitli¼gin sol taraf¬nda (2:2) serisi kulan¬l¬larak, tn nin katsay¬lar¬n¬n eşitlen-

mesiyle

CA
n (1) =

(2A)n
n!

elde edilir. (4:1) de x = 0 al¬n¬rsa

(1 + t2)�A =
1X
n=0

CA
n (0)t

n

olup, bu eşitli¼gin sol taraf¬nda (2:2) serisi kulan¬l¬larak, tn nin katsay¬lar¬n¬n eşitlen-

mesiyle

CA
2n(0) =

(�1)n(A)n
n!

; CA
2n+1(0) = 0

olduklar¬görülür. (2:1) de verilen Pochhammer özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

[(2A)2k]
�1 = 2�2k [(A)k]

�1
��
2A+ I

2

�
k

��1
(4.5)

ve

(A)n+2k = (A)2k(A+ 2kI)n (4.6)

yaz¬labilirler. F (x; t) = (1� 2xt+ t2)�A nin

(1� 2xt+ t2)�A =
�
1� 2t(x� 1)

(1� t)2

��A
(1� t)�2A

ifadesi dikkate al¬n¬p, eşitli¼gin sa¼g yan¬nda s¬ras¬yla (2:2) ve (4:6) özellikleri kul-

lan¬l¬rsa

1X
n=0

CA
n (x)t

n =
1X
k=0

(A)k2
ktk(x� 1)k

k! (1� t)2k (1� t)�2A

=
1X
k=0

(A)k2
ktk(x� 1)k
k!

(1� t)�(2A+2kI)
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=

1X
n=0

1X
k=0

(A)k(2A+ 2kI)n2
ktn+k(x� 1)k

k! n!

=

1X
n=0

1X
k=0

(A)k [(2A)2k]
�1 (2A)2k+n2

ktn+k(x� 1)k
k! n!

eşitli¼gi elde edilir. Bu son eşitli¼ge s¬ras¬yla (4:5) ve (2:4) özellikleri uygulan¬r ve (3:7)

özelli¼ginden yararlan¬l¬rsa

1X
n=0

CA
n (x)t

n =

1X
n=0

1X
k=0

(A)k
��
1
2
(2A+ I)

�
k

��1
[(A)k]

�1 (2A)2k+n t
n+k
�
x�1
2

�k
k! n!

=
1X
n=0

nX
k=0

��
1
2
(2A+ I)

�
k

��1
(2A)k+n t

n
�
x�1
2

�k
k! (n� k)!

=
1X
n=0

(2A)n
n!

nX
k=0

(�nI)k(2A+ nI)k
��
A+ I

2

�
k

��1 �1�x
2

�k
k!

tn

=
1X
n=0

(2A)n
n!

F

�
�nI; 2A+ nI;A+ I

2
;
1� x
2

�
tn

elde edilir ki, burada tn nin katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle CA
n (x) lerin

CA
n (x) =

(2A)n
n!

F

�
�nI; 2A+ nI;A+ I

2
;
1� x
2

�
(4.7)

ifadesi bulunur. (4:7) eşitli¼gine, (4:4) özelli¼ginin uygulanmas¬yla CA
n (x) lerin

CA
n (x) = (�1)n

(2A)n
n!

F

�
�nI; 2A+ nI;A+ I

2
;
1 + x

2

�

ile verilen başka bir gösterimi elde edilmi̧s olur.

Gegenbauer matris polinomlar¬ için başka hipergeometrik matris fonksiyon göste-

rimleride elde edilebilir. Bunun için aşa¼g¬daki eşitliklerden yararlan¬lm¬̧st¬r. (2:1)

deki Pochammer özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

1

(n� 2k)!I =
(�nI)2k
n!

; 0 � 2k � n

(�nI)2k = 22k
�
�nI
2

�
k

�
�(n� 1)I

2

�
k

eşitlikleri yaz¬labilir. CA
n (x) in (4:3) deki ifadesinde yukar¬daki iki özelli¼gin kullan¬l-
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mas¬yla

CA
n (x) = (2x)n

[n2 ]X
k=0

�
(�nI)2k(�1)k

k! n!
(A)n�k [(A+ (n� k)I):::(A+ (n� 1)I)]

� [(A+ (n� k)I):::(A+ (n� 1)I)]�1 (2x)�2k
	

=
(2x)n

n!
(A)n

[n2 ]X
k=0

��nI
2

�
k

�
� (n�1)I

2

�
k

k!
[(I � A� nI)k]�1

�
1

x

�2k
=

(2x)n

n!
(A)nF

�
�nI
2
;�(n� 1)I

2
; I � A� nI; 1

x2

�

Gegenbauer matris polinomlar¬n¬n başka bir gösterimi bulunur. Şimdi de

(1� 2xt+ t2)�A =
�
1� t

2(x2 � 1)
(1� xt)2

��A
(1� xt)�2A

eşitli¼ginin sa¼g taraf¬nda s¬ras¬yla (2:2), (2:6) ve (4:5) eşitliklerinin kullan¬lmas¬yla,

CA
n (x) ler için

1X
n=0

CA
n (x)t

n =
1X
k=0

(A)k
k!

�
t2(x2 � 1)
(1� xt)2

�k
(1� xt)�2A

=
1X
k=0

(A)k
k!

�
t2(x2 � 1)

�k
(1� xt)�(2A+2kI)

=
1X
n=0

1X
k=0

(A)k(2A+ 2kI)n
k! n!

�
t2(x2 � 1)

�k
(xt)n

=

1X
n=0

1X
k=0

(A)k [(2A)2k]
�1 [(2A)2k] (2A+ 2kI)n
k! n!

�
t2(x2 � 1)

�k
(xt)n

=
1X
n=0

1X
k=0

2�2k
��
1
2
(2A+ I)

�
k

��1
(2A)n+2k

k! n!

�
t2(x2 � 1)

�k
(xt)n

=
1X
n=0

[n2 ]X
k=0

(
(2A)n

��
A+ I

2

�
k

��1
k! (n� 2k)! 22k (x

2 � 1)kxn�2k
)
tn

eşitli¼gi elde edilir ki, burada tn nin katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle

CA
n (x) =

[n2 ]X
k=0

(2A)n

��
A+ I

2

�
k

��1
k! (n� 2k)! 22k (x

2 � 1)kxn�2k (4.8)

toplamsal gösterimi bulunmuş olur. Aşa¼g¬daki eşitli¼gin sol taraf¬nda CA
n (x) in (4:8)
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deki de¼geri yerine konulur ve (2:6) gösterimi kullan¬l¬rsa
1X
n=0

(2A)�1n C
A
n (x)t

n =
1X
n=0

(xt)n

n!

1X
k=0

1

k!

��
A+

I

2

�
k

��1�
t2(x2 � 1)

4

�k
= extF

�
�;A+ I

2
;
t2(x2 � 1)

4

�
Gegenbauer matris polinomlar¬ için matris do¼gurucu fonksiyonu bulunur (Sayyed

vd. 2004).

4.3 Gegenbauer Matris Polinomlar¬için Matris Diferensiyel Denklem ve

Rekürans Ba¼g¬nt¬lar¬

(4:1) eşitli¼ginde ifadesi verilen F (x; t) nin x e göre türevi al¬n¬rsa

@F

@x
=

t

1� 2xt+ t22AF (4.9)

olur. Ayn¬F (x; t) nin t ye göre türevi al¬n¬rsa

@F

@t
=

x� t
1� 2xt+ t22AF (4.10)

olur. (4:9) ve (4:10) denklemleri birlikte düşünülürse F matris fonksiyonunun

(x� t)@F
@x

� t@F
@t

= 0

k¬smi türevli matris diferensiyel denklemini sa¼glad¬¼g¬ görülür. (4:1) den dolay¬,

yukar¬daki denklem aç¬k olarak
1X
n=0

xDCA
n (x)t

n �
1X
n=0

DCA
n (x)t

n+1 �
1X
n=0

nCA
n (x)t

n = 0

şeklinde yaz¬labilir. Burada ikinci toplamda n yerine (n� 1) yaz¬l¬r ve DCA
0 (x) = 0

(sabitin türevi) oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve de tn nin katsay¬lar¬n¬n eşitlenirse

xDCA
n (x)�DCA

n�1(x)� nCA
n (x) = 0 ; n � 1 (4.11)

türevli rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde edilmi̧s olur. (4:9) ve (4:10) denklemleri, (4:1) eşitli¼gi

yard¬m¬yla

1

1� 2xt+ t22A(1� 2xt+ t
2)�A =

1X
n=0

DCA
n (x)t

n�1 (4.12)

x� t
1� 2xt+ t22A(1� 2xt+ t

2)�A =
1X
n=0

nCA
n (x)t

n�1 (4.13)
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olarak yaz¬labilirler. 1 � t2 � 2t(x � t) = 1 � 2xt + t2 oldu¼gu dikkate al¬n¬p, (4:12)

eşitli¼gi (1� t2) ile (4:13) de (2t) ile çarp¬l¬p, taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

2A(1� 2xt+ t2)�A =
�
1� t2

� 1X
n=0

DCA
n (x)t

n�1 � 2t
1X
n=0

nCA
n (x)t

n�1

elde edilir. Bu eşitli¼gin sol taraf¬nda (4:1) özelli¼gi kullan¬l¬r ve gerekli düzenlemeler

yap¬l¬rsa

2A
1X
n=0

CA
n (x)t

n =

1X
n=1

DCA
n (x)t

n�1 �
1X
n=0

DCA
n (x)t

n+1 � 2
1X
n=1

nCA
n (x)t

n

bulunur. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki birinci toplamda n yerine (n+ 1), ikinci

toplamda n yerine (n� 1) al¬nmas¬yla

2A
1X
n=0

CA
n (x)t

n =
1X
n=0

DCA
n+1(x)t

n �
1X
n=1

DCA
n�1(x)t

n � 2
1X
n=1

nCA
n (x)t

n

ifadesi yaz¬labilir. Burada ilk iki toplamda ilk terimler ayr¬yaz¬l¬r ve DCA
0 (x) = 0

ile 2ACA
0 (x) = DC

A
1 (x) oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve de t

n nin katsay¬lar¬n¬n eşitlenirse

2(A+ nI)CA
n (x) = DC

A
n+1(x)�DCA

n�1(x) ; n � 1 (4.14)

rekürans ba¼g¬nt¬s¬bulunur. (4:11) ve (4:14) rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ndan dolay¬

xDCA
n (x) = DC

A
n+1(x)� (2A+ nI)CA

n (x) (4.15)

ulaş¬l¬r. (4:15) te n yerine (n� 1) al¬n¬r ve ba¼g¬nt¬da DCA
n�1(x) yerine (4:11) deki

de¼geri yerine yaz¬l¬rsa

(x2 � 1)DCA
n (x) = nxC

A
n (x)� (2A+ (n� 1)I)CA

n�1(x) (4.16)

Gegenbauer matris polinomlar¬ için türev içeren bir rekürans ba¼g¬nt¬s¬ bulunmuş

olur. (4:11) eşitli¼gi (x2�1) ile çarp¬l¬p, (4:16) rekürans ba¼g¬nt¬s¬ndaki (x2�1)DCA
n (x)

ve (x2 � 1)DCA
n�1(x) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa

nCA
n (x) = (2A+ 2(n� 1)I)xCA

n�1(x)� (2A+ (n� 2)I)CA
n�2(x) ; n � 2 (4.17)

di¼ger bir rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde edilmi̧s olur. (4:12) eşitli¼gi

2A(1� 2xt+ t2)�(A+I) =
1X
n=0

DCA
n+1(x)t

n (4.18)
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şeklinde düzenlenebilir. Ayr¬ca (4:1) özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

2A(1� 2xt+ t2)�(A+I) =
1X
n=0

2ACA+I
n (x)tn (4.19)

olarak yaz¬labilir. (4:18) ve (4:19) eşitliklerinde tn nin katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle

DCA
n+1 = 2AC

A+I
n (x) olup, n yerine (n� 1) al¬nmas¬yla

DCA
n = 2AC

A+I
n�1 (x) (4.20)

elde edilir. 0 � r � n için (4:20) nin r defa uygulanmas¬yla

DrCA
n = 2

r(A)rC
A+rI
n�r (x)

türev içeren başka bir rekürans ba¼g¬nt¬s¬bulunur. Şimdi Gegenbauer matris poli-

nomlar¬ için matris diferensiyel denklem bulunacakt¬r. (4:15) eşitli¼ginde n yerine

(n� 1) al¬n¬p, x e göre türevi al¬n¬rsa

xD2CA
n�1(x) = D

2CA
n (x)� (2A+ nI)DCA

n�1(x) (4.21)

elde edilir. Ayr¬ca (4:11) de x e göre türevi al¬n¬rsa

xD2CA
n (x)�D2CA

n�1(x)� (n� 1)DCA
n�1(x) = 0 (4.22)

ba¼g¬nt¬s¬bulunur. (4:21) özelli¼ginde D2CA
n�1(x) yerine (4:22) denklemindeki ifadesi

ve DCA
n�1(x) yerine de (4:11) ba¼g¬nt¬s¬ndaki ifadesi yaz¬l¬rsa

(1� x2)D2CA
n (x)� (2A+ I)xDCA

n (x) + n(2A+ nI)C
A
n (x) = 0 (4.23)

Gegenbauer matris polinomlar¬ için matris diferensiyel denklemi elde edilmi̧s olur

(Sayyed vd. 2004).

4.4 Gegenbauer Matris Polinomlar¬n¬n Ortogonalli¼gi

Bu k¬s¬mda Gegenbauer matris polinomlar¬n¬n ortogonallik özelli¼gi ispatlanm¬̧st¬r.

A matrisi Cr�r de pozitif kararl¬bir matris olsun. (4:23) eşitli¼gi (1 � x2)A� I
2 ile

çarp¬l¬rsa

D
h
(1� x2)A+ I

2DCA
n (x)

i
+ n(1� x2)A� I

2 (2A+ nI)CA
n (x) = 0 (4.24)
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deklemi elde edilir. Benzer şekilde CA
m(x) için (4:24) eşitli¼ginden dolay¬

D
h
(1� x2)A+ I

2DCA
m(x)

i
+m(1� x2)A� I

2 (2A+mI)CA
m(x) = 0 (4.25)

denklemi de yaz¬labilir. (4:24) denklemi CA
m(x) ile (4:25) de C

A
n (x) ile çarp¬l¬p, taraf

tarafa ç¬kar¬l¬rsa

D
h
(1� x2)A+ I

2DCA
n (x)

i
CA
m(x)�D

h
(1� x2)A+ I

2DCA
m(x)

i
CA
n (x)

= �n(1� x2)A� I
2 (2A+ nI)CA

n (x)C
A
m(x) +m(1� x2)A�

I
2 (2A+mI)CA

m(x)C
A
n (x)

(4.26)

ifadesi bulunur. CA
n (x) veC

A
m(x)matris polinomlar¬n çarp¬mlar¬n¬n de¼gi̧smeli oldu¼guna

dikkat edilirse

D
h
(1� x2)A+ I

2

�
CA
m(x)DC

A
n (x)�DCA

m(x)C
A
n (x)

	i
= D

h
(1� x2)A+ I

2DCA
n (x)

i
CA
m(x)�D

h
(1� x2)A+ I

2DCA
m(x)

i
CA
n (x)

olup, bu eşitlik yard¬m¬yla (4:26) eşitli¼gi

(m� n)(2A+ (n+m)I)(1� x2)A� I
2CA

m(x)C
A
n (x)

= D
h
(1� x2)A+ I

2

�
CA
m(x)DC

A
n (x)�DCA

m(x)C
A
n (x)

	i
şeklinde yaz¬labilir. Ayr¬ca m ve n negatif olmayan tam say¬lar ve A pozitif kararl¬

bir matris oldu¼gundan 2A+ (n+m)I 6= 0 d¬r. Bu durumda her iki taraf¬n �1 den

+1 e kadar integrali al¬n¬rsa

1Z
�1

(1� x2)A� I
2CA

m(x)C
A
n (x)dx = 0 ; m 6= n (4.27)

d¬r (Sayyed vd. 2004). Bu durumda, A matrisi Cr�r de bir pozitif kararl¬matris

olmak üzere Gegenbauer matris polinomlar¬(1 � x2)A� I
2 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

(�1; 1) aral¬¼g¬nda ortogonal matris polinomlard¬r.

m 6= 0 için (4:27) özelli¼ginden dolay¬

1Z
�1

(1� x2)A� I
2CA

m(x)dx = 0 ; m 6= 0
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eşitli¼gi yaz¬labilir. (4:17) ba¼g¬nt¬s¬(1� x2)A� I
2CA

n (x) ile çarp¬l¬p, (�1; 1) aral¬¼g¬nda

integrali al¬n¬r ve (4:27) özelli¼gi kullan¬l¬rsa

n

1Z
�1

(1�x2)A� I
2

�
CA
n (x)

�2
dx = 2(A+(n�1)I)

1Z
�1

x(1�x2)A� I
2CA

n (x)C
A
n�1(x)dx (4.28)

gösterimi elde edilir. Yine (4:17) eşitli¼ginde (n� 1) yerine n yaz¬l¬r ve (1�x2)A� I
2CA

n�1(x)

ile çarp¬l¬p, (�1; 1) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬r ve (4:27) özelli¼gi kullan¬l¬rsa

2(A+nI)

1Z
�1

x(1�x2)A� I
2CA

n�1(x)C
A
n (x)dx = (2A+(n�1)I)

1Z
�1

(1�x2)A� I
2

�
CA
n�1(x)

�2
dx

(4.29)

eşitli¼gi bulunur. Böylece (4:28) ve (4:29) gösterimlerinin birlikte düşünülmesiyle
1Z

�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
n (x)

�2
dx

=
1

n
(A+ nI)�1(A+ (n� 1)I)(2A+ (n� 1)I)

1Z
�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
n�1(x)

�2
dx

(4.30)

eşitli¼gi yaz¬labilir. n de¼geri için (4:30) eşitli¼ginde s¬ras¬yla (n � 1); (n � 2); :::; 1

yaz¬l¬rsa

1Z
�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
n�1(x)

�2
dx =

1

n� 1(A+ (n� 1)I)
�1(A+ (n� 2)I)

�(2A+ (n� 2)I)
1Z

�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
n�2(x)

�2
dx

::::::::::::::::::::::::::::::::
1Z

�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
1 (x)

�2
dx =

1

1
(A+ I)�1A:2A

1Z
�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
0 (x)

�2
dx

gösterimleri bulunur ki burada gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

1Z
�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
n (x)

�2
dx =

1

n!
(A+ nI)�1A(2A)n

1Z
�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
0 (x)

�2
dx
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eşitli¼gi elde edilir. A matrisi Cr�r de pozitif kararl¬bir matris ve CA
0 (x) = I olmak

üzere Lemma 2.19 yard¬m¬yla

1Z
�1

(1� x2)A� I
2dx =

p
��

�
A+

I

2

�
��1 (A+ I)

sonucuna ulaş¬l¬r. Bu sonuçtan dolay¬

1Z
�1

(1� x2)A� I
2

�
CA
n (x)

�2
dx =

1

n!
(A+ nI)�1A(2A)n

p
��

�
A+

I

2

�
��1 (A+ I)

özelli¼gi elde edilir. �mn Kronecker deltas¬olmak üzere

1Z
�1

(1�x2)A� I
2CA

m(x)C
A
n (x)dx =

1

n!
(A+nI)�1A(2A)n

p
��

�
A+

I

2

�
��1 (A+ I) �mn

eşitli¼gi ile verilen Gegenbauer matris polinomlar¬n¬n ortogonallik özelli¼gi bulunmuş

olur (Sayyed vd. 2004).
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5. JACOBI MATR·IS POL·INOMLARI

5.1 Klasik Jacobi Polinomlar¬

�1 � x � 1, a; b > �1 ve n 2 N olmak üzere ikinci basamaktan

(1� x2)y00 + (b� a� (a+ b+ 2)x)y0 + n(n+ a+ b+ 1)y = 0

diferensiyel denkleminin çözümlerinden biri

P (a;b)n (x) =

nX
k=0

(�1)n�k(1 + b)n (1 + a+ b)n+k
k! (n� k)! (1 + b)k (1 + a+ b)n

�
x+ 1

2

�k
; n = 0; 1; :::

ile gösterilen P (a;b)n (x) Jacobi polinomlar¬d¬r. Jacobi polinomlar¬, I = [�1; 1] ara-

l¬¼g¬nda !(x) = (1� x)a(1 + x)b a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olup,
1Z

�1

(1� x)a(1 + x)bP (a;b)n (x)P (a;b)m (x)dx = 0 ; n 6= m

ortogonallik özelli¼gini gerçekler. Öte yandan, bu polinomlar¬n normu



P (a;b)n




 olup


P (a;b)n



2 =

1Z
�1

(1� x)a (1 + x)b
�
P (a;b)n (x)

�2
dx

=
2a+b+1

2n+ a+ b+ 1

�(a+ n+ 1) �(b+ n+ 1)

n ! �(a+ b+ n+ 1)

dir. Jacobi polinomlar¬

1X
n=0

P (a;b)n (x) tn =
2a+bp

1� 2xt+ t2
h
1� t+

p
1� 2xt+ t2

i�a h
1 + t+

p
1� 2xt+ t2

i�b
do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬na, D =

d

dx
olmak üzere

P (a;b)n (x) =
(�1)n
n! 2n

(1� x)�a(1 + x)�bDn
�
(1� x)a+n(1 + x)b+n

�
Rodrigues formülüne ve

2n(n+a+b)(2n+a+b�2)P (a;b)n (x)�[(2n+ a+ b)(2n+ a+ b� 2)x+ a2 � b2]

�(2n+ a+ b� 1)P (a;b)n�1 (x) + 2(n+ a� 1)(n+ b� 1)(2n+ a+ b)P
(a;b)
n�2 (x) = 0

şeklinde üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir (Szegö 1939).
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5.2 Jacobi Matris Polinomlar¬n¬n HipergeometrikMatris Fonksiyon Gös-

terimi

Bu k¬s¬mda Jacobi matris polinomlar¬tan¬t¬ld¬ktan sonra bu polinomlar¬n hipergeo-

metrik matris fonksiyon gösterimi elde edilmi̧stir.

Tan¬m 5.1 Cr�r deki A ve B matrisleri s¬ras¬yla

8z 2 � (A) için Re (z) > �1 ve 8z 2 � (B) için Re (z) > �1 (5.1)

spektral koşullar¬n¬sa¼glas¬n. n � 0 do¼gal say¬s¬için n. dereceden P (A;B)n (x) Jacobi

matris polinomu

P (A;B)n (x) =

nX
k=0

"�
n

k

�
(�1)n+k

2k n!
� (A+B + (n+ k + 1) I) ��1 (A+B + (n+ 1) I)

�� (B + (n+ 1) I) ��1 (B + (k + 1) I) (1 + x)k
i

(5.2)

şeklinde tan¬mlan¬r (Defez vd. 2004).

Lemma 5.1 Cr�r deki bir P matrisi 8z 2 � (P ) için Re (z) > �1 koşulunu sa¼gl¬-

yorsa, n � 0 do¼gal say¬s¬ için 8w 2 � (P + nI) olmak üzere Re (w) > n � 1 dir

(Defez vd. 2004).

·Ispat. � (P ) ; � ya göre r�yinci dereceden bir denklem olan jP � �Ij = 0 şek-

lindeki P matrisinin karakteristik denkleminin � köklerinden oluşan bir kümedir ve

bu kökler için Re (�) > �1 dir. P + nI matrisinin özde¼gerleri, j(P + nI)� �Ij = 0

denkleminin � kökleridir. Di¼ger taraftan j(P + nI)� �Ij = jP � (�� n) Ij = 0

olup, buradan � = � � n elde edilir. n bir do¼gal say¬ve Re (�) > �1 oldu¼gundan

Re (�) = Re (�� n) > �1 olup, buradan Re (�) > n � 1 dir. O halde � (P + nI),

P +nI matrisinin � özde¼gerlerinden oluşan küme olmak üzere 8w 2 � (P + nI) için

Re (w) > n� 1 dir.

Sonuç 5.1 Cr�r deki bir P matrisi 8z 2 � (P ) için Re (z) > �1 koşulunu sa¼gl¬-

yorsa, n > 0 tamsay¬s¬için P + nI matrisi pozitif kararl¬d¬r.

·Ispat. Lemma 5.1 de n > 0 olmak üzere 8w 2 � (P + I) için Re (w) > n � 1 � 0

oldu¼gundan ve pozitif kararl¬l¬k tan¬m¬ndan P + nI matrisi pozitif kararl¬d¬r.
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Sonuç 5.2 (2:9) ve Sonuç 5.1 den dolay¬, pozitif kararl¬B + I matrisi için

��1 (B + (k + 1) I) = (B + I)�1k ��1 (B + I) ; k = 0; 1; 2; ::: (5.3)

eşitli¼gi yaz¬labilir. (5:3) eşitli¼gindeki özelli¼gin (5:2) de kullan¬lmas¬yla

P (A;B)n (x) =
nX
k=0

"
n!

(n� k)!k!
(�1)n+k

n!
(A+B + (n+ k) I) (A+B + (n+ k � 1) I)

�::: (A+B + (n+ 1) I) � (A+B + (n+ 1) I) ��1 (A+B + (n+ 1) I)

�� (B + (n+ 1) I) (B + I)�1k ��1 (B + I)
(1 + x)k

2k

#

=
(�1)n

n!

nX
k=0

"
(n� k + 1) ::: (n� 1)n (�1)k

k!
(A+B + (n+ 1) I)k

� (B + I)�1k � (B + (n+ 1) I) ��1 (B + I)

�
1 + x

2

�k#

=
(�1)n

n!
F

�
A+B + (n+ 1) I;�nI;B + I; 1 + x

2

�
���1 (B + I) � (B + (n+ 1) I)

oldu¼gu görülür ve böylece Jacobi matris polinomlar¬n¬n

P (A;B)n (x) =
(�1)n

n!
F

�
A+B + (n+ 1) I;�nI;B + I; 1 + x

2

�
(B + I)n (5.4)

hipergeometrik matris fonksiyonu yard¬m¬yla gösterimi elde edilmiş olur.

5.3 Jacobi Matris Polinomlar¬için Matris Diferensiyel Denklem

Teorem 5.1 8n � 0 do¼gal say¬s¬için P (A;B)n (x) Jacobi matris polinomu

(1� x2)Y 00 (x) + 2Y 0 (x)B � (A+B + x (A+B + 2I))Y 0 (x)

+n (A+B + (n+ 1) I)Y (x) = 0 (5.5)

matris diferensiyel denklemini sa¼glar (Defez vd. 2004).

·Ispat. Sonuç 2.3 den bilinmektedir ki; A�; B�; C� 2 Cr�r matrisleri için

B�C� = C�B�
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ve

8n � 0 tamsay¬s¬için C� + nI matrisleri regüler

koşullar¬sa¼glanmak üzere 0 < j z j < 1 için

F (A�; B�;C�; z) =

1X
n=0

(A�)n (B
�)n (C

�)�1n
n!

zn (5.6)

hipergeometrik matris fonksiyonu

z (1� z)W 00 (z)� zA�W 0 (z) +W 0 (z) (C� � z (B� + I))� A�W (z)B� = 0 (5.7)

matris diferensiyel denkleminin bir çözümüdür. (5:1) koşulu sa¼glanmak üzere A�; B�

ve C� matrislerini

A� = A+B + (n+ 1) I , B� = �nI , C� = B + I

olarak seçelim. (5:7) denkleminde x = 2z � 1 dönüşümü yap¬l¬rsa W 0 (z) = 2W 0 (x)

ve W 00 (z) = 4W 00 (x) olup, (5:7) denklemine kaŗs¬l¬k gelen
1 + x

2

�
1� 1 + x

2

�
4W 00 (x)�

�
1 + x

2

�
(A+B + (n+ 1) I) 2W 0 (x)

+2W 0 (x)

�
B + I �

�
1 + x

2

�
(�nI + I)

�
�(A+B + (n+ 1) I)W (x) (�nI)

=
�
1� x2

�
W 00 (x)� (A+B)W 0 (x)� x (A+B + 2I)W 0 (x)

+2W 0 (x)B + n (A+B + (n+ 1) I)W (x)

=
�
1� x2

�
W 00 (x) + 2W 0 (x)B � [A+B + x (A+B + 2I)]W 0 (x)

+n (A+B + (n+ 1) I)W (x)

= 0

denklemi elde edilir. (5:6) dan dolay¬bu denklemin çözümlerinden biri

F

�
A+B + (n+ 1) I;�nI;B + I; 1 + x

2

�
dir. Sonuç 5.2 den dolay¬da

(�1)n

n!
F

�
A+B + (n+ 1) I;�nI;B + I; 1 + x

2

�
(B + I)n = P

(A;B)
n (x)

eşitli¼gi yaz¬labilir.
(�1)n I
n!

ve (B + I)n de¼gi̧skenden ba¼g¬ms¬z belirli regüler matrisler

oldu¼gundan P (A;B)n (x) de çözüm olacakt¬r. Dolay¬s¬yla P (A;B)n (x) Jacobi matris poli-

nomu �1 < x < 1 için (5:5) denklemini sa¼glar. Bu nedenle (5:5) denklemine Jacobi

matris diferensiyel denklemi denir.
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Sonuç 5.3 n � 0 tamsay¬s¬ için �1 < x < 1 aral¬¼g¬nda P (A;B)n (x) Jacobi matris

polinomlar¬

d

dx

"
(1 + x) (1� x)A+B+I Y 0 (x)

�
1 + x

1� x

�B#

+n (A+B + (n+ 1) I) (1� x)A+B Y (x)
�
1 + x

1� x

�B
= 0 (5.8)

denkleminin bir çözümüdür (Defez vd. 2004).

·Ispat. (5:5) denkleminin her iki yan¬n¬ soldan (1� x)A+B ve sa¼gdan
�
1 + x

1� x

�B
ile çarp¬ld¬ktan sonra gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda (5:8) denklemi elde edilir.

Dolay¬s¬yla (5:5) denklemininin bir çözümü olan P (A;B)n (x) Jacobi matris polinomu

(5:8) denkleminin de bir çözümüdür.

5.4 Jacobi Matris Polinomlar¬için Rodrigues Formülü

P
(A;B)
n (x) Jacobi matris polinomlar¬için Rodrigues formülünü elde etmek için (5:1)

koşuluna ek olarak

AB = BA (5.9)

koşulu da sa¼glanmal¬d¬r. A;B 2 Cr�r matrisleri için (5:1) ve (5:9) koşullar¬sa¼glan-

mak üzere, (5:4) ilk iki parametre bileşenine göre simetrik oldu¼gundan dolay¬, Jacobi

matris polinomlar¬n¬n ifadesindeki hipergeometrik matris fonksiyon

F

�
A+B + (n+ 1) I;�nI;B + I; 1 + x

2

�
= F

�
�nI;A+B + (n+ 1) I;B + I; 1 + x

2

�
özelli¼gini sa¼glamaktad¬r. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda

D = A+B + (n+ 1) I ve C = B + I

alal¬m. D pozitif kararl¬ve DC = CD olup, Teorem 2.6 dan dolay¬

F

�
�nI;A+B + (n+ 1) I;B + I; 1 + x

2

�
=
(1� x)n

2n
F

�
�nI;� (A+ nI) ;B + I; x+ 1

x� 1

�
(5.10)
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yaz¬labilir. Ayr¬ca (3:7) ve

(� (A+ nI))k = f� (A+ nI)g f� (A+ nI) + Ig ::: f� (A+ nI) + (k � 1) Ig

= (�1)k (A+ nI) (A+ (n� 1) I) ::: (A+ (n+ k � 1) I)

eşitlikleri dikkate al¬narak, (5:4) ve (5:10) dan

P (A;B)n (x) =
(�1)n

n!

(1� x)n

2n
F

�
�nI;� (A+ nI) ;B + I; x+ 1

x� 1

�
(B + I)n

=
(�1)n (1� x)n

2n n!

nX
k=0

(�nI)k (� (A+ nI))k (B + I)
�1
k

k!

�
x+ 1

x� 1

�k
(B + I)n

=
(�1)n

2n n!

nX
k=0

�
n

k

�
(� (A+ nI))k (B + I)

�1
k (B + I)n (1 + x)

k (1� x)n�k

(5.11)

olarak bulunur. Di¼ger taraftan D =
d

dx
olmak üzere

D(k)
h
(1� x)A+nI

i
= (�1)k (A+ nI) ::: (A+ (n� k + 1) I) (1� x)A+(n�k)I

= (� (A+ nI))k (1� x)
A (1� x)n�k

ve

D(n�k)
h
(1 + x)B+nI

i
= (B + nI) ::: (B + (k + 1) I) (B + I)k (B + I)

�1
k (1 + x)B+kI

= (B + I)�1k (B + I)n (1 + x)
B (1 + x)k

olup, bunlar¬n (5:11) ifadesinde yerlerine konulmas¬yla

P (A;B)n (x) =
(�1)n

2n n!
(1� x)�A (1 + x)�B

�
nX
k=0

�
n

k

�
D(k)

h
(1� x)A+nI

i
D(n�k)

h
(1 + x)B+nI

i
bulunur. Çarp¬m¬n türevi için Leibniz kural¬ndan dolay¬da, P (A;B)n (x) ler için

P (A;B)n (x) =
(�1)n

2n n!
(1� x)�A (1 + x)�BD(n)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
Rodrigues gösterimi elde edilmi̧s olur. Bu sonucu aşa¼g¬daki teoremle özetleyelim:

Teorem 5.2 A;B 2 Cr�r matrisleri için (5:1) ve (5:9) koşullar¬sa¼glans¬n.

n = 0; 1; ::: için (5:2) ile verilen P (A;B)n (x) Jacobi matris polinomlar¬

P (A;B)n (x) =
(�1)n

2n n!
(1� x)�A (1 + x)�BD(n)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
(5.12)

Rodrigues formülüne sahiptir (Defez vd. 2004).
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Sonuç 5.4 C 2 Cr�r matrisi 8z 2 �(C) için 0 < Re(z) < 1 koşulunu sa¼glas¬n.

E¼ger (5:12) gösteriminde A = C � I ve B = �C al¬n¬r ve (3:13) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

P (C�I;�C)n (x) =
(�1)n

2n n!
(1� x)�C+I (1 + x)C D(n)

h
(1� x)C�I+nI (1 + x)�C+nI

i
=

(C)n
n!

Tn(x;C)

Jacobi ve Chebyshev matris polinomlar¬aras¬ndaki bir ba¼g¬nt¬elde edilmiş olur (De-

fez vd. 2002, 2004).

5.5 Jacobi Matris Polinomlar¬n¬n Ortogonalli¼gi

Bu k¬s¬mda, Jacobi matris polinomlar¬n¬n ortogonallik özelli¼gi verilmektedir. Bu

özelli¼gi göstermek için, ilk önce gerekli olan bir lemma verelim.

Lemma 5.2 A;B 2 Cr�r matrisleri için (5:1) ve (5:9) koşullar¬ sa¼glans¬n. Q (x)

key� bir matris polinom olmak üzere

lim
x!1�

�
1� x2

�
(1� x)A (1 + x)B Q (x) = 0

ve

lim
x!�1+

�
1� x2

�
(1� x)A (1 + x)B Q (x) = 0

d¬r (Defez vd. 2004).

·Ispat. (1� x2) (1� x)A (1 + x)B Q (x) = (1� x)A+I (1 + x)B+I Q (x) olup, ilk olarak

x! 1� durumunu dikkate alal¬m. x = 1 in s¬n¬rl¬aç¬k bir komşulu¼gu V olsun. Q (x)

süreklidir ve bu nedenle V nin kapan¬̧s¬nda s¬n¬rl¬d¬r. Böylece

kQ (x)k � K1 ; 8x 2 V ve K1 2 R+

dir. A + I matrisinin Schur ayr¬̧s¬m¬QH (A+ I)Q = D + N olmak üzere Lemma

2.10 ve Lemma 2.11 den dolay¬,


 (1� x)A+I 


 � (1� x)�(A+I)
r�1X
k=0

(kNk
p
r ln (1� x))k

k!
(5.13)

dir. A matrisi için (5:1) ve (5:9) koşullar¬sa¼gland¬¼g¬ndan dolay¬A+ I matrisi

8z 2 � (A+ I) için Re (z) > 0
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koşulunu sa¼glar, yani � (A+ I) > 0 dir. 0 � j � r � 1 için

lim
t!0+

ta jln tjj = 0 , a > 0

oldu¼gundan dolay¬

lim
x!1�

(1� x)�(A+I) jln (1� x)jj = 0 , j = 0; 1; :::; r � 1

yaz¬labilir. Di¼ger yandan (5:13) den

0 �



(1� x)A+I


 � (1� x)�(A+I) r�1X

k=0

(kNk
p
r ln (1� x))k

k!

ifadesindeki son terim x! 1� için 0 a yaklaşt¬¼g¬ndan eşitsizlik üstten s¬n¬rl¬d¬r.

O halde

lim
x!1�

(1� x)A+I = 0

ve

lim
x!1�

(1 + x)B+I = 2B+I

olup,



(1 + x)B+I


 ; V de s¬n¬rl¬d¬r. Sonuç olarak

0 �



 (1� x)A+I (1 + x)B+I Q (x)





�




(1� x)A+I





(1 + x)B+I


 kQ (x)k
� K1




(1� x)A+I





(1 + x)B+I



oldu¼gundan,

lim
x!1�

�
1� x2

�
(1� x)A (1 + x)B Q (x) = 0

elde edilir. Tamamen yukar¬dakine benzer i̧slemlerin tekrarlanmas¬yla

lim
x!�1+

�
1� x2

�
(1� x)A (1 + x)B Q (x) = 0

oldu¼gu da gösterilebilir.

(5:8) denklemi, P (A;B)n (x) in bu denklemin bir çözümü olmas¬ndan dolay¬

d

dx

�
(1� x2) (1� x)A (1 + x)B d

dx
P
(A;B)
n (x)

�
+n (A+B + (n+ 1) I) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)n (x) = 0 (5.14)
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şeklinde yaz¬labilir. (5:14) denkleminin her iki yan¬sa¼gdan P (A;B)m (x) ile çarp¬l¬rsa

d

dx

�
(1� x2) (1� x)A (1 + x)B d

dx
P
(A;B)
n (x)

�
P
(A;B)
m (x)

+n (A+B + (n+ 1) I) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)n (x)P
(A;B)
m (x) = 0 (5.15)

denklemi elde edilir. (5:15) de m ve n nin rolleri de¼gi̧stirilerek

d

dx

�
(1� x2) (1� x)A (1 + x)B d

dx
P
(A;B)
m (x)

�
P
(A;B)
n (x)

+m (A+B + (m+ 1) I) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)m (x)P
(A;B)
n (x) = 0 (5.16)

yaz¬labilir. �1 < x < 1 olmak üzere Jacobi matris polinomlar¬n¬n çarpma i̧slemine

göre de¼gi̧smeli oldu¼gu gözönünde bulundurularak, (5:15) ve (5:16) denklemleri taraf

tarafa ç¬kar¬l¬rsa

d

dx

�
(1� x2) (1� x)A (1 + x)B d

dx
P
(A;B)
n (x)

�
P
(A;B)
m (x)

� d

dx

�
(1� x2) (1� x)A (1 + x)B d

dx
P
(A;B)
m (x)

�
P
(A;B)
n (x)

+ (n�m) (A+B + (m+ n+ 1) I) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)n (x)P
(A;B)
m (x) = 0

(5.17)

eşitli¼gi elde edilir. (5:17) de gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

d

dx

h
(1� x2) (1� x)A (1 + x)B�

P
(A;B)
m (x)

d

dx
P
(A;B)
n (x)�

�
d

dx
P
(A;B)
m (x)

�
P
(A;B)
n (x)

��
+ f(n�m) (A+B + (m+ n+ 1) I)

(1� x)A (1 + x)B P (A;B)n (x)P
(A;B)
m (x)

o
= 0

(5.18)

bulunur. Burada

Q (x;A;B) = P (A;B)m (x)
d

dx
P (A;B)n (x)�

�
d

dx
P (A;B)m (x)

�
P (A;B)n (x)
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ile gösterilmek üzere (5:18) eşitli¼gi, �1 � x � 1 aral¬¼g¬nda integre edilirse

(m� n) (A+B + (m+ n+ 1) I)
1Z

�1

(1� x)A (1 + x)B P (A;B)n (x)P
(A;B)
m (x) dx

=

1Z
�1

d

dx

h
(1� x2) (1� x)A (1 + x)B Q (x;A;B)

i
dx

= lim
x!1�

(1� x2) (1� x)A (1 + x)B Q (x;A;B)

� lim
x!�1+

(1� x2) (1� x)A (1 + x)B Q (x;A;B)

elde edilir. Burada A + B + (m+ n+ 1) I matrisinin regüler bir matris oldu¼gu

dikkate al¬narak, Lemma 5.2 kullan¬l¬rsa

1Z
�1

(1� x)A (1 + x)B P (A;B)n (x)P (A;B)m (x) dx = 0 , n 6= m

bulunur. Jacobi matris polinomlar¬n¬n ortogonalli¼ginin ispat¬n¬n tamamlanmas¬için

1Z
�1

(1� x)A (1 + x)B
�
P (A;B)n (x)

�2
dx ; n = 0; 1; :::

matrisinin regüler oldu¼gunu göstermek gerekir. Bunun için Teorem 5.2 den yarar-

lanal¬m ve
1Z

�1

(1� x)A (1 + x)B
h
P
(A;B)
n (x)

i2
dx

=
(�1)n

2nn!

1Z
�1

P
(A;B)
n (x)D(n)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
dx (5.19)

yazal¬m. n � 1 ve 1 � k � n için Lemma 5.2 den dolay¬

lim
x!1�

D(n�1)
h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
P
(A;B)
n (x) = 0

lim
x!�1+

D(n�1)
h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
P
(A;B)
n (x) = 0

lim
x!1�

D(n�2)
h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
P
(A;B)
n (x) = 0

lim
x!�1+

D(n�2)
h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
P
(A;B)
n (x) = 0

::::::::::::::::::::::::::::

lim
x!1�

D(n�k)
h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
P
(A;B)
n (x) = 0

lim
x!�1+

D(n�k)
h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
P
(A;B)
n (x) = 0

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(5.20)
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d¬r. (5:19) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬na bir kez k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

(�1)n

2n n!

1Z
�1

P
(A;B)
n (x)D(n)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
dx

= �(�1)
n

2n n!

1Z
�1

d

dx
P
(A;B)
n (x)D(n�1)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
dx

+
(�1)n

2n n!
D(n�1)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
P
(A;B)
n (x)

����1
�1

eşitli¼gi elde edilir. Burada (5:20) özelliklerinin kullan¬lmas¬yla

(�1)n

2n n!

1Z
�1

P
(A;B)
n (x)D(n)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
dx

=
(�1)n+1

2n n!

1Z
�1

d

dx
P
(A;B)
n (x)D(n�1)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
dx

olarak bulunur. (5:20) dikkate al¬narak k¬smi integrasyon i̧slemi (n� 1) kez daha

uygulan¬rsa

1Z
�1

(1� x)A (1 + x)B
h
P
(A;B)
n (x)

i2
dx

=
(�1)n+n

2nn!

1Z
�1

dn

dxn
P
(A;B)
n (x)

h
(1� x)A+nI (1 + x)B+nI

i
dx (5.21)

elde edilir. (5:2) den dolay¬

dn

dxn
P (A;B)n (x) =

1

2n
� (A+B + (2n+ 1) I) ��1 (A+B + (n+ 1) I)

olup, bu de¼ger (5:21) integral gösteriminde yerine yaz¬l¬rsa

1Z
�1

(1� x)A (1 + x)B
h
P
(A;B)
n (x)

i2
dx

=
1

22n n!
� (A+B + (2n+ 1) I) ��1 (A+B + (n+ 1) I)

�
1Z

�1

(1� x)A+nI (1 + x)B+nI dx

(5.22)

53



eşitli¼gi bulunur. (3:4) özelli¼ginden dolay¬

1Z
�1

(1 + x)B+nI (1� x)A+nI dx = 2B+(n+1)IB (B + (n+ 1) I; A+ (n+ 1) I) 2A+nI

ve AB = BA için Lemma 2.19 dan dolay¬

B (B + (n+ 1) I; A+ (n+ 1) I) = � (B + (n+ 1) I) � (A+ (n+ 1) I)

���1 (A+B + 2 (n+ 1) I)

olup, bunlar¬n (5:22) de yerlerine konulmas¬yla,
1Z

�1

(1� x)A (1 + x)B
h
P
(A;B)
n (x)

i2
dx

=
2A+B+I

n!
� (A+B + (2n+ 1) I) ��1 (A+B + (n+ 1) I)

�� (B + (n+ 1) I) � (A+ (n+ 1) I) ��1 (A+B + 2 (n+ 1) I)

elde edilir. Bu eşitli¼gin ikinci yan¬ndaki matris regüler oldu¼gundan, onun eşiti olan

birinci yandaki
1Z

�1

(1� x)A (1 + x)B
�
P (A;B)n (x)

�2
dx

matrisinin de regüler oldu¼gu gösterilmi̧stir. Bunlar¬n sonucu olarak aşa¼g¬daki teo-

remi verebiliriz.

Teorem 5.3 A;B 2 Cr�r matrisleri için (5:1) ve (5:9) koşullar¬sa¼glans¬n. Negatif

olmayan n ve m tamsay¬lar¬için
1Z

�1

(1� x)A (1 + x)B P (A;B)n (x)P
(A;B)
m (x) dx

=

8>>><>>>:
0 ; n 6= m

2A+B+I

n!
� (A+B + (2n+ 1) I) ��1 (A+B + (n+ 1) I)

�� (B + (n+ 1) I) � (A+ (n+ 1) I) ��1 (A+B + 2 (n+ 1) I) ; n = m

oldu¼gundan
n
P
(A;B)
n (x)

o1
n=0

Jacobi matris polinom ailesi [�1; 1] aral¬¼g¬nda

W (x;A;B) = (1� x)A (1 + x)B matris a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir (De-

fez vd. 2004).
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Uyar¬5.1 Jacobi matris polinomlar¬n¬n ortogonalli¼gi gösterilirken, AB = BA özel-

li¼gi gereklidir. Bu durumu aç¬klamak için

A =

24 1 0

0 0

35 ; B =

24 0 1

0 0

35
matrislerini ele alal¬m. Bu matrislerin özde¼gerleri (5:1) koşullar¬n¬ sa¼glar, ancak

AB 6= BA dir. (5:2) eşitli¼ginden dolay¬

P
(A;B)
0 (x) = I

P
(A;B)
1 (x) =

1

2
(A+B + 2I)x+

1

2
(A�B)

olup,
1Z

�1

(1� x)A (1 + x)B P (A;B)0 (x)P
(A;B)
1 (x) dx 6= 0

elde edilir, yani ortogonallik sa¼glanmaz. Gerçekten

(1� x)A =

24 1� x 0

0 1

35 ; (1 + x)B =

24 1 log(1 + x)

0 1

35
P
(A;B)
1 (x) =

1

2

24 3x+ 1 x� 1

0 2x

35
olduklar¬ndan

1Z
�1

(1� x)A (1 + x)B P (A;B)0 (x)P
(A;B)
1 (x) dx

=
1

2

1Z
�1

24 1� x 0

0 1

3524 1 log(1 + x)

0 1

3524 3x+ 1 x� 1

0 2x

35 dx
=

24 0 1
9
(5� 6 log(2))

0 0

35 6= 0
elde edilir.

5.6 Jacobi Matris Polinomlar¬için Rekürans Ba¼g¬nt¬s¬

n. dereceden herhangi bir Q (x) matris polinomu

Q (x) =

nX
k=0

�kP
(A;B)
k (x) (5.23)
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formunda tek şekilde ifade edilebilir (Jódar vd. 1996). Burada k = 0; 1; :::; n için

�k 2 Cr�r belirlenecek matrislerdir. P (x) ; en fazla (n� 1) : dereceden bir matris

polinom olmak üzere Teorem 5.3 ve (5:23) gösteriminden dolay¬

1Z
�1

P (x) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)n (x) dx = 0 (5.24)

olarak yaz¬labilir. n � 0 için (1 + x)P (A;B)n (x) matris polinomu (n+ 1) : dereceden

olup, (5:23) gösteriminden

(1 + x)P (A;B)n (x) =

n+1X
k=0

�kP
(A;B)
k (x) , �k 2 Cr�r (5.25)

dir. k = 0; 1; :::; (n+ 1) için �k katsay¬lar¬n¬belirleyelim. Teorem 5.3 ü dikkate

alarak, bu eşitli¼gin her iki yan¬n¬ (1� x)A (1 + x)B P (A;B)s (x) ile sa¼gdan çarp¬p,

[�1; 1] aral¬¼g¬nda integre edilirse

1Z
�1

(1 + x)P
(A;B)
n (x) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)s (x) dx

=

1Z
�1

 
n+1X
k=0

�kP
(A;B)
k (x) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)s (x)

!
dx

=
n+1X
k=0
k 6=s

0@�k 1Z
�1

P
(A;B)
k (x) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)s (x) dx

1A

+ �s

1Z
�1

P
(A;B)
s (x) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)s (x) dx

= �s

1Z
�1

P
(A;B)
s (x) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)s (x) dx

olarak bulunur. Son eşitlikte s yerine k al¬n¬rsa

�k

1Z
�1

(1� x)A (1 + x)B
�
P
(A;B)
k (x)

�2
dx

=

1Z
�1

(1 + x)P
(A;B)
n (x) (1� x)A (1 + x)B P (A;B)k (x) dx (5.26)
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eşitli¼gi yaz¬labilir. k = 0; 1; :::; (n� 2) için (5:24) integralinden dolay¬ (5:26) n¬n

sa¼g¬ndaki integral, 0 matrisine eşit olacakt¬r. k � n � 2 için �k = 0 olup, (5:25)

ifadesi

(1 + x)P (A;B)n (x) = �n�1P
(A;B)
n�1 (x) + �nP

(A;B)
n (x) + �n+1P

(A;B)
n+1 (x) (5.27)

şeklinde yaz¬labilir. (5:2) gösterimi yard¬m¬yla P (A;B)n (x), P (A;B)n�1 (x) ve P (A;B)n+1 (x)

matris polinomlar¬n¬n aç¬k ifadesini (5:27) ba¼g¬nt¬s¬nda yerlerine yaz¬p, s¬ras¬yla

(1 + x)n�1 ; (1 + x)n ; (1 + x)n+1 in katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle

�n+1 = 2 (n+ 1) (A+B + (n+ 1) I) (A+B + (2n+ 1) I)
�1

� (A+B + (2n+ 2) I)�1

�n = �2n (B + nI) (A+B + 2nI)�1

+2 (n+ 1) (A+B + (2n+ 2) I)�1 (B + (n+ 1) I)

�n�1 = (n� 1) (A+B + nI)�1 (B + (n� 1) I) (B + nI)

� (n+ 1) (A+B + (2n� 1) I) (A+B + 2nI) (A+B + nI)�1

� (A+B + (2n+ 1) I)�1 (A+B + (2n+ 2) I)�1 (B + nI) (B + (n+ 1) I)

�2n (A+B + (2n� 1) I) (A+B + nI)�1 (A+B + 2nI)�1 (B + nI)2

+2 (n+ 1) (A+B + (2n� 1) I) (A+B + nI)�1

� (A+B + (2n+ 2) I)�1 (B + nI) (B + (n+ 1) I) (5.28)

katsay¬lar¬bulunur. Bu sonuçlar aşa¼g¬daki teoremle özetlenebilir.

Teorem 5.4 A;B 2 Cr�r matrisleri için (5:1) ve (5:9) koşullar¬sa¼glans¬n. �n�1,

�n, �n+1 2 Cr�r matrisleri ise (5:28) ile verilmek üzere P (A;B)n (x) Jacobi matris

polinomlar¬

�n+1P
(A;B)
n+1 (x) = (xI + fI � �ng)P (A;B)n (x)� �n�1P (A;B)n�1 (x) , n = 1; 2; :::

üç terimli bir matris rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Defez vd. 2004).
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6. BESSEL MATR·IS FONKS·IYONLARI

Bu bölümde, 1994 y¬l¬nda Jódar ve arkadaşlar¬taraf¬ndan yap¬lan bir makale ince-

lenmi̧stir (Jódar vd. 1994). Burada Bessel tipli matris diferensiyel denklemlerin aç¬k

çözümü, Frobenius metoduyla bulunmakta ve Bessel matris fonksiyonlar¬ tan¬t¬l-

maktad¬r.

Bu bölümde, Bölüm 1 de verilen (1:1) denkleminin bir özel hali olarak, A, Cn�n de

karesel kompleks bir matris, X(t) ise Cn de bilinmeyen vektör fonksiyon olmak üzere

t2X
00
(t) + tX

0
(t) +

�
t2I � A2

�
X(t) = 0 ; 0 < t <1 (6.1)

denklemi ele al¬nm¬̧st¬r. A köşegenleştirilemeyen bir matris ise (6:1) denklemi skaler

denklemlere dönüştürülemez.

Jódar ve arkadaşlar¬, 1992 ve 1993 y¬llar¬ndaki makalelerinde (6:1) denkleminin

X(t) =

 X
k�0

Ckt
k

!
tz ; Ck 2 Cn�n ; z 2 Cn�n

tipindeki çözümlerini araşt¬rm¬̧slard¬r (Jódar vd. 1992, 1993). Ayn¬Matematikçiler,

1992 de A matrisinin köşegen bir matris olmas¬durumunu, 1993 de ise genel durumu

incelemi̧slerdir. Ancak 1993 deki metotda Ck katsay¬lar¬n¬belirlemek için cebirsel

matris denklemlerinin çözülmesine gerek duyulmuştur. Burada ise 1993 de kul-

lan¬lan A matrisi için daha zay¬f spektral koşullar yard¬m¬yla denklemin çözümüne

ulaşmak için Ck matris katsay¬lar¬n¬belirlemek amac¬yla cebirsel matris denklemini

çözmülmesine gerek olmad¬¼g¬görülmüştür.

Bu bölümde, ilk önce Bessel matris fonksiyonlar¬teorisinin temellerini oluşturmak

için matris fonksiyonlar¬ile ilgili özellikler ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra (6:1) tipindeki

matris diferensiyel denklemlerin çözümlerinin temel çözümler cümlesi bulunmuştur.

Ay¬ca A matrisinin özde¼gerlerinin tamsay¬olmad¬¼g¬durumunda (6:1) denkleminin

genel çözümünün aç¬k ifadesini bulmam¬z¬sa¼glayan birinci tür Bessel matris fonksi-

yonu kavram¬verilmi̧s ve Bessel matris fonksiyonlar¬n¬n ikinci türününde, (6:1) denk-

leminin bir çözümü oldu¼gu gösterilmi̧stir.

58



6.1 Matris Fonksiyonlar¬ile ·Ilgili Ön Bilgiler

Tan¬m 6.1 (S¬f¬rlanan Polinom): f(�) bir skaler polinom ve A da bir kare-

sel matris olsun. E¼ger f(A) = 0 ise f(�) skaler polinomu, A karesel matrisinin

s¬f¬rlanan polinomu olarak adland¬r¬l¬r (Ganthmacher 1959).

Tan¬m 6.2 (Minimal Polinom): 	(�); başkatsay¬s¬1 olan ve A matrisinin en

düşük dereceli s¬f¬rlanan bir polinom ise A n¬n minimal polinomu olarak adland¬r¬l¬r

(Ganthmacher 1959).

Herhangi bir s¬f¬rlanan f(�) polinomu, 	(�) minimal polinomuna bölündü¼günde

f(�) = 	(�)q(�) + r(�)

eşitli¼gi yaz¬labilir. Burada r(�); 	(�) dan daha düşük dereceli bir polinomdur.

f(A) = 	(A)q(A) + r(A)

eşitli¼ginde f(A) = 	(A) = 0 ise, o takdirde r(A) = 0 olmal¬d¬r. Fakat r(�); 	(�)

dan daha düşük dereceli bir polinom oldu¼gundan r(�) � 0 olmal¬d¬r. Yani herhangi

bir matrisin s¬f¬rlanan polinomunun, minimal polinomuna bölümü kalans¬zd¬r.

Tan¬m 6.3 m�m boyutlu karesel A matrisinin farkl¬özde¼gerleri �1; �2; :::; �s ve

sX
k=1

mk = m

olmak üzere, A matrisinin minimal polinomu

	(�) = (�� �1)m1(�� �2)m2 :::(�� �s)ms

olarak verilir (Ganthmacher 1959).

g(�) ve h(�); A matrisi için

g(A) = h(A)

eşitli¼gini sa¼glayan iki polinom olsun. d(�) = g(�) � h(�) fark¬, A n¬n bir s¬f¬rlanan

polinomu oldu¼gundan, A n¬n bir minimal polinomu olan 	(�) ya kalans¬z bölünür

yani

g(�) � h(�)(mod	(�))
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dir. Bundan dolay¬öyle bir p(�) polinomu vard¬r ki, bu polinom

d(�) = g(�)� h(�) = p(�)	(�)

eşitli¼gini gerçeklemelidir. A matrisininmk katl¬özde¼geri olan �k (k = 1; 2; :::; s) için,

	(�) n¬n tan¬m¬ndan dolay¬

	(�k) = 0; 	
0
(�k) = 0; :::; 	

(mk�1)(�k) = 0 ; k = 1; 2; :::; s

veya başka bir ifadeyle

d(�k) = 0; d
0
(�k) = 0; :::; d

(mk�1)(�k) = 0 ; k = 1; 2; :::; s

eşitlikleri sa¼glan¬r. Yani d(�) = g(�) � h(�) olmas¬ndan dolay¬g(�) ve h(�) poli-

nomlar¬için

g(�k) = h(�k); g
0
(�k) = h

0
(�k); :::; g

(mk�1)(�k) = h
(mk�1)(�k) ; k = 1; 2; :::; s

eşitlikleri yaz¬labilir.

Tan¬m 6.4 A karesel bir matris ve f(�) ise �(A) y¬içeren bir bölgede tan¬ml¬bir

fonksiyon olsun. A matrisinin mk katl¬özde¼geri olan �k (k = 1; 2; :::; s) için f(�)

fonksiyonunun türevleri

f(�k); f
0
(�k); :::; f

(mk�1)(�k) ; k = 1; 2; :::; s

de¼gerlerini al¬r. Bu de¼gerler, A matrisinin spektrumunda f(�) fonksiyonunun de¼ger-

leri olarak adland¬r¬l¬r. Böylesi de¼gerlerin kümesi f(�A) ile gösterilir (Ganthmacher

1959).

Lemma 6.1 E¼ger A matrisinin spektrumunda f(�) fonksiyonu tan¬ml¬ysa

f(A) = g(A)

d¬r. Burada g(�); A n¬n spektrumunda f(�) fonksiyonu ile ayn¬de¼gerleri alan her-

hangi bir polinomdur. Yani

f(�A) = g(�A)

d¬r (Ganthmacher 1959).
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Tan¬m 6.5 A n¬n spektrumunda f(�) fonksiyonu ile ayn¬de¼gerleri alan kompleks

katsay¬l¬tüm polinomlar ailesinde,

r(�k) = f(�k); r
0
(�k) = f

0
(�k); :::; r

(mk�1)(�k) = f
(mk�1)(�k) ; k = 1; 2; :::; s

interpolasyon koşullar¬n¬ sa¼glayan derecesi m den düşük ancak ve yaln¬z bir r(�)

polinomu vard¬r. Bu r(�) polinomu, A matrisinin spektrumu üzerinde tan¬ml¬f(�)

fonksiyonu için Lagrange-Sylvester ·Interpolasyon polinomu olarak adland¬r¬l¬r

(Ganthmacher 1959).

Lemma 6.2 A matrisinin spektrumunda
1P
p=0

up(�) serisinin yak¬nsak olmas¬ için

gerek ve yeter koşul
1P
p=0

up(A) serisinin bir matrise yak¬nsamas¬d¬r. Yani

f(�A) =
1P
p=0

up(�A) eşitli¼ginin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul f(A) =
1P
p=0

up(A)

olmas¬d¬r (Ganthmacher 1959).

Teorem 6.1 f(�), A matrisinin spektrumu üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon ve r(�);

Lagrange-Sylvester interpolasyon polinomu olsun. Bu takdirde

f(A) = r(A)

d¬r (Ganthmacher 1959).

Örnek 6.1

H =

26666666664

0 1 0 : : : 0

0 0 1 : : : 0
... : : :

. . . � � � ...

0 0 0 � � � 1

0 0 0 � � � 0

37777777775
n�n

matrisinin minimal polinomu �n dir. 0 özde¼geri, n katl¬özde¼ger oldu¼gundan dolay¬,

H matrisinin spektrumu üzerinde f(�) fonksiyonunun de¼gerleri f(0); f
0
(0); :::; f

(n�1)
(0)

olup, f(�) ya ait Lagrange-Sylvester interpolasyon polinomu

r(�) = f(0) +
f
0
(0)

1!
�+ :::+

f
(n�1)

(0)

(n� 1)! �
n�1
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dir. Teorem 6.1 den dolay¬

f(H) = r(H)

= f(0)I +
f
0
(0)

1!
H + :::+

f
(n�1)

(0)

(n� 1)!H
n�1

olup,

f(H) =

26666666664

f(0) f
0
(0)
1!

f
00
(0)
2!

: : : f
(n�1)

(0)
(n�1)!

0 f(0) f
0
(0)
1!

: : : f
(n�2)

(0)
(n�2)!

... : : :
. . . � � � ...

0 0 0 � � � f
0
(0)
1!

0 0 0 � � � f(0)

37777777775
n�n

olarak elde edilir (Ganthmacher 1959).

Örnek 6.2

J =

26666666664

v 1 0 : : : 0

0 v 1 : : : 0
... : : :

. . . � � � ...

0 0 0 � � � 1

0 0 0 � � � v

37777777775
n�n

matrisinin minimal polinomu (��v)n dir. J = vI+H dan J�vI = H yaz¬labilir. v,

n katl¬özde¼ger oldu¼gundan dolay¬, J matrisinin spektrumu üzerinde f(�) fonksiyo-

nunun de¼gerleri f(v); f
0
(v); :::; f

(n�1)
(v) olup, f(�) ya ait Lagrange-Sylvester inter-

polasyon polinomu

r(�) = f(v) +
f
0
(v)

1!
(�� v) + :::+ f

(n�1)
(v)

(n� 1)! (�� v)
n�1

dir. Teorem 6.1 den dolay¬

f(J) = r(J)

= f(v)I +
f
0
(v)

1!
(J � vI) + :::+ f

(n�1)
(v)

(n� 1)! (J � vI)
n�1

= f(v)I +
f
0
(v)

1!
H + :::+

f
(n�1)

(v)

(n� 1)!H
n�1
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olup,

f(J) =

26666666664

f(v) f
0
(v)
1!

f
00
(v)
2!

: : : f
(n�1)

(v)
(n�1)!

0 f(v) f
0
(v)
1!

: : : f
(n�2)

(v)
(n�2)!

... : : :
. . . � � � ...

0 0 0 � � � f
0
(v)
1!

0 0 0 � � � f(v)

37777777775
n�n

olarak elde edilir (Ganthmacher 1959).

Tan¬m 6.6 Esas köşegen üzerindeki bütün elemanlar¬eşit ve esas köşegen üzerindeki

ilk köşegendeki bütün elemanlar¬1 ve di¼ger bütün elemanlar¬0 olan bir kare matrise

Jordan blok matris denir (Taşç¬2005).

Tan¬m 6.7 A, n�n tipinde herhangi bir matris olsun. Ji ler A matrisinin Jordan

bloklar¬olmak üzere

Q�1AQ =

26666666664

J1 0 : : : 0

0 J2 : : : 0
...

. . . � � � ...

0 0 � � � 0

0 0 � � � Jk

37777777775
n�n

olacak şekilde tersinir Q matrisi vard¬r (Taşç¬2005).

Lemma 6.3 f; �(A) y¬içeren bir bölgede tan¬ml¬bir fonksiyon olsun. Cn�n de

B = TAT�1

eşitli¼gini sa¼glayan A;B matrisleri ve tersinir olan T matrisi için

f(B) = Tf(A)T�1

dir (Ganthmacher 1959).

6.2 Bessel Fonksiyonlar¬

x2y00 + xy0 + (x2 � �2)y = 0 (6.2)
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denkleminin çözümlerinden biri �: basamaktan birinci tür Bessel fonksiyonu

J�(x) =
�x
2

��X
m�0

(�1)m
m!

��1(� +m+ 1)
�x
2

�2m
; 0 < x <1 (6.3)

dir. � nün tamsay¬olmas¬durumunda ikinci tür Bessel fonksiyonu

Y�(x) =
J�(x) cos �� � J��(x)

sin ��

ile tan¬ml¬d¬r. Bundan dolay¬(6:2) denkleminin genel çözümü

y = AJ�(x) +BJ��(x) ; � =2 Z

y = AJ�(x) +BY�(x) ; � 2 Z

dir (Lebedev 1972).

6.3 Bessel Matris Fonksiyonlar¬na Giri̧s

E¼ger H;

H =

26666666664

� 1 0 : : : 0

0 � 1 : : : 0
... : : :

. . . . . .
...

0 0 0 : : : 1

0 0 0 : : : �

37777777775
2 Cp�p (6.4)

ile tan¬ml¬Jordan blok matrisi ve f(z); � nün komşulu¼gunda analitik bir fonksiyon

ise Örnek 6.2 den dolay¬

f(H) =

26666666664

f(�) f 0(�)
1!

f
00
(�)
2!

: : : f (p�1)(�)
(p�1)!

0 f(�) f 0(�)
1!

: : : f (p�2)(�)
(p�2)!

... : : :
. . . . . .

...

0 0 0 : : : f 0(�)
1!

0 0 0 : : : f(�)

37777777775
(6.5)

olur (Ganthmacher 1959).

J�(t); � parametresine göre tam fonksiyondur (Lebedev 1972). Bundan dolay¬(6:5)

özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla t > 0 için, J�(t); � nün fonksiyonu olmak üzere (6:4)
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eşitli¼gindeki H Jordan blok matrisine, matris fonksiyonel hesab¬n uygulanmas¬yla

JH(t) =

26666666664

J�(t)
1
1!

@
@�
J�(t)

1
2!

@2

@�2
J�(t) : : : 1

(p�1)!
@p�1

@�p�1J�(t)

0 J�(t)
1
1!

@
@�
J�(t) : : : 1

(p�2)!
@p�2

@�p�2J�(t)
... : : :

. . . . . .
...

0 0 0 : : : 1
1!

@
@�
J�(t)

0 0 0 : : : J�(t)

37777777775
=

�
1

(j � i)!
@j�i

@�j�i
J�(t)

�
i�j

; i; j = 1; 2; :::; p (6.6)

matrisi yaz¬labilir. (6:3) eşitli¼gi ve Lemma 6.2 den dolay¬

JH(t) =

�
t

2

�H 1X
m=0

(�1)m
m!

��1(H + (m+ 1)I)

�
t

2

�2m
(6.7)

dir.

E¼ger H, (6:4) deki gibi bir Jordan blok matris ise (�H), Jordan blok matris de¼gildir.

Böylece (6:5) eşitli¼gi uygulanamaz. Bundan dolay¬, J�H(t) n¬n hesaplanmas¬aşa¼g¬-

daki lemmayla verilmi̧stir:

Lemma 6.4 p � 1 için H, (6:4) de tan¬ml¬olan Jordan blok matris ve J�(t) de �:

basamaktan birinci tür Bessel fonksiyonu olsun. J�H(t) matrisi

J�H(t) =

�
t

2

��H 1X
m=0

(�1)m
m!

��1(�H + (m+ 1)I)
�
t

2

�2m
=

�
1

(j � i)!
@j�i

@�j�i
J��(t)

�
i�j

; i; j = 1; 2; :::; p (6.8)

ile tan¬mlanan üst üçgensel matristir.

·Ispat. (�H) matrisi ve onun Jordan formu olan � matrisi aras¬nda

P =

26666666664

�1 0 : : : 0

0 1 : : : 0
... : : :

. . .
...

0 0 : : : 0

0 0 : : : (�1)p

37777777775
= ((�1)i�ij); � =

26666666664

�� 1 0 : : : 0

0 �� 1 : : : 0
... : : :

. . . . . .
...

0 0 0 : : : 1

0 0 0 : : : ��

37777777775
olmak üzere,

�H = P�1�P (6.9)
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ba¼g¬nt¬s¬vard¬r. (6:6) eşitli¼ginden

J�(t) =

�
1

(j � i)!
@j�i

@(��)j�iJ��(t)
�
i�j

=

�
(�1)j�i
(j � i)!

@j�i

@�j�i
J��(t)

�
i�j

; i; j = 1; 2; :::; p

eşitli¼gi yaz¬labilir. Böylece (6:9) ve Lemma 6.3 den dolay¬

J�H(t) = P
�1J�(t)P

olur. P�1J�(t) matrisinin (i; j). eleman¬

�
P�1J�(t)

�
ij
=

j�iX
k=1

(�1)i�ik
(�1)j�k
(j � k)!

@j�k

@�j�k
J��(t)

= (�1)i (�1)
j�i

(j � i)!

�
@j�i

@�j�i
J��(t)

�
=

(�1)j
(j � i)!

�
@j�i

@�j�i
J��(t)

�
(6.10)

elde edilir. (6:9) ve (6:10) eşitliklerinden dolay¬�
P�1J�(t)P

�
ij
=

��
P�1J�(t)

�
P
�
ij

=

pX
k=i

(�1)k
(k � i)!

�
@k�i

@�k�i
J��(t)

�
(�1)j�kj

=
1

(j � i)!

�
@j�i

@�j�i
J��(t)

�
dir. Böylece sonuç ispatlanm¬̧st¬r.

Lemma 6.5 Cn�n de A;B;C;D ikili olarak de¼gişmeli matrisler ve

T =

24A B

C D

35
2n�2n

olsun. Cn�n de T tersinir matris olmas¬için gerek ve yeter koşul AD�BC tersinir

matris olmas¬d¬r (Halmos 1967).

E¼ger (6:1) denkleminin çözümü, C;D 2 Cn de vektörler olmak üzere

Z(t) = X1(t)C +X2(t)D ; 0 < t <1

ile tek olarak tan¬mlanan Z(t) 2 Cn ise 0 < t < 1 da fX1; X2g çözüm çifti (6:1)

denkleminin temel çözümler cümlesidir.
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Tan¬m 6.8 A(t) parçal¬sürekli bir matris fonksiyon olmak üzere

X 0(t) = A(t)X(t); X(t0) = x0; t0 2 [a; b]

başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m. Problemin tek çözümü
nX
i=1

�i(:; t0)xi0 = �(:; t0)x0

matris formu ile verilir. Buradaki denklemin �i(:; �) çözümü, � de¼gerinde In mat-

risinin i: kolonu ei vektörüyle gösterilmiştir. Ayr¬ca

X(t) = �(t; t0)x0 ; t; t0 2 [a; b]

ifadesiyle de verilen çözümde

�(t; t) = I ; t 2 [a; b]

koşulunu sa¼glayan �(:; :) matrisi geçi̧s durum matrisi olarak adland¬r¬l¬r (Kailath

1980).

0 < t < 1 da, (6:1) denkleminin fX1; X2g çözüm çifti temel çözümler cümlesi

oldu¼gunu göstermek için yeter şart olarak aşa¼g¬daki lemma verilebilir:

Lemma 6.6 fX1; X2g ; 0 < t <1 da (6:1) denkleminin Cn�n deki çözüm çifti ve

W (t); C2n�2n de

W (t) =

24X1(t) X2(t)

X
0
1(t) X

0
2(t)

35 (6.11)

biçiminde tan¬mlanan bir matris fonksiyon olsun. E¼ger t1 > 0 için W (t1) tersinir

matris ise 0 < t < 1 da (6:1) denkleminin temel çözümler cümlesi fX1; X2g dir.

Bu durumda W (t); her t > 0 için tersinir matristir.

·Ispat. (6:11) ile tan¬mlanan W (t) matrisi

W
0
(t) =

24 0 I

A2=t2 � I �I=t

35W (t); 0 < t <1 (6.12)

eşitli¼gini gerçekler. G(t; s) matrisi, (6:12) eşitli¼ginde G(t; t) = I özelli¼gini sa¼glayan

geçi̧s durum matrisi olsun. Bu durumda 8t > 0 için W (t) = G(t; t1)W (t1) dir.

8t > 0; s > 0 için G(t; s) nin tersinir matris olmas¬ndan dolay¬W (t) de tersinir

matristir.
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6.4 Bessel Matris Fonksiyonlar¬n¬n Birinci Türü

A matrisi

"8z 2 �(A) için z tamsay¬olmas¬n" (6.13)

koşulunu sa¼glas¬n. (6:1) denkleminin

X(t) = tA
1X
k=0

Ckt
k ; Ck 2 Cn�n ; tA = exp(A ln t) ; t > 0 (6.14)

şeklinde çözümlerini arayal¬m. (6:14) de tan¬ml¬X(t) nin türevleri al¬n¬rsa

X
0
(t) =

1X
k=0

(kI + A)t(k�1)I+ACk

X
00
(t) =

1X
k=0

(kI + A) ((k � 1)I + A) t(k�2)I+ACk

olarak yaz¬labilirler. Yukar¬daki serilerin yak¬nsakl¬¼g¬bir an için kabul edilip, (6:1)

denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa Ck matrisleri

tA

( 1X
k=0

�
(kI + A) ((k � 1)I + A) + (kI + A)� A2

�
tkCk +

1X
k=2

tkCk�2

)
= 0

(6.15)

eşitli¼gini sa¼glar. (6:15) eşitli¼ginde her bir tk n¬n kuvvetlerinin katsay¬lar¬n¬n 0 mat-

risine eşitlenmesiyle görülür ki, Ck matrisleri

(2A+ I)C1 = 0 ; k(kI + 2A)Ck + Ck�2 = 0 ; k = 2; 3; ::: (6.16)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glar. C1 = 0 oldu¼gundan (6:16) dan k = 0; 1; 2; ::: için C2k+1 = 0

olmal¬d¬r. (6:16) dan k = 2m için

4m(mI + A)C2m + C2m�2 = 0 ; m = 1; 2; ::: (6.17)

dir. (6:13) ve (6:17) den dolay¬

C2m =
(�1)m
22m m!

(A+mI)�1(A+ (m� 1)I)�1:::(A+ I)�1C0 (6.18)

eşitli¼gi bulunur. Büyük m de¼gerleri için (6:17) de norm al¬n¬rsa

kC2m�2k = 4m k(mI + A)C2mk

� 4m(m� kAk) kC2mk ; m = 1; 2; ::: (6.19)
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olur. (6:19) dan dolay¬
1P
m=0

kC2mk t2m serisi yak¬nsakt¬r. Böylece herhangi belirli bir

C0 matrisi için (6:14) ile tan¬ml¬seri t > 0 için yak¬nsakt¬r. C0 = 2�A��1(A + I)

olarak seçildi¼ginde, (2:8) ve (6:18) den dolay¬

(A+mI)�1(A+ (m� 1)I)�1:::(A+ I)�1��1(A+ I) = ��1(A+ (m+ 1)I) (6.20)

elde edilir. (6:14); (6:18) ve (6:20) eşitliklerinden dolay¬, (6:1) denkleminin bir çözümü

X(t; A) =

�
t

2

�A 1X
m=0

(�1)m
m!

��1(A+ (m+ 1)I)

�
t

2

�2m
; t > 0 (6.21)

d¬r. Şimdi, Bk matrisleri belirlenecek matrisler olmak üzere, (6:1) denkleminin

Y (t) = t�A
1X
k=0

Bkt
k ; Bk 2 Cn�n ; t�A = exp(�A ln t) ; t > 0 (6.22)

formunda serisel çözümünü arayal¬m. X(t; A) çözümünün elde edilmesindeki ayn¬

yöntemin kullan¬lmas¬yla görülür ki, Bk matrisleri

(�2A+ I)B1 = 0 ; k(kI � 2A)Bk +Bk�2 = 0 ; k � 2 (6.23)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬ sa¼glar. B1 = 0 oldu¼gundan (6:23) eşitli¼ginden m = 0; 1; 2; ::: için

B2m+1 = 0 olup, B2m ler için

4m(mI � A)B2m +B2m�2 = 0 ; m = 1; 2; ::: (6.24)

eşitli¼gi yaz¬labilir. (6:13) eşitli¼ginden (mI � A) tersinir matris oldu¼gundan ve her-

hangi bir B0 2 Cn�n için (6:23) den dolay¬

B2m =
(�1)m
22mm!

(�A+mI)�1(�A+(m�1)I)�1:::(�A+I)�1B0 ; m = 1; 2; ::: (6.25)

dir. B0 = 2A��1(�A+ I) olarak seçilirse, (2:8) ve (6:25) den dolay¬

(�A+mI)�1(�A+ (m� 1)I)�1:::(�A+ I)�1��1(�A+ I) = ��1(�A+ (m+ 1)I)

(6.26)

bulunur. (6:22); (6:25) ve (6:26) eşitliklerinden dolay¬, (6:1) denkleminin bir di¼ger

çözümü olan

Y (t) = X(t;�A) =
�
t

2

��A 1X
m=0

(�1)m
m!

��1(�A+ (m+ 1)I)
�
t

2

�2m
; t > 0 (6.27)
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elde edilir.

E¼ger A; � nün tamsay¬olmamas¬durumda (6:4) eşitli¼gi ile tan¬ml¬H Jordan matrisi

ise (6:21) ve (6:27) eşitlikleri ile tan¬ml¬X(t;H) ve X(t;�H) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

(6:7) ve (6:8) eşitlikleri ile verilen JH(t) ve J�H(t) fonksiyonlar¬ile denk düşmektedir.

Böylece JH(t) ve J�H(t) fonksiyonlar¬

t2X
00
(t) + tX

0
(t) +

�
t2I �H2

�
X(t) = 0 ; 0 < t <1 (6.28)

matris denkleminin çözümleridir. � nün tamsay¬olmamas¬durumda fJH(t); J�H(t)g

çözüm çiftinin (6:28) denkleminin temel çözümler cümlesi oldu¼gunu göstermek için

Lemma 6.5 den 8t > 0 için

JH(t)J
0

�H(t)� J�H(t)J
0

H(t) (6.29)

matrisinin tersinir oldu¼gunu göstermek yeterlidir. (6:6) ve (6:8) eşitliklerinden

JH(t)J
0

�H(t)� J�H(t)J
0

H(t)

üst üçgensel matristir ve onun köşegen eleman¬

J�(t)J
0

��(t)� J��(t)J
0

�(t) ; 0 < t <1 (6.30)

d¬r. Skaler durum için � nün tamsay¬olmamas¬durumda fJ�(t); J��(t)g çözüm çifti,

�: basamaktan skaler Bessel denkleminin temel çözümler cümlesidir. Bu durumda

fJ�(t); J��(t)g çözüm çiftinin Wronskiyeninden dolay¬(6:30) eşitli¼gi s¬f¬rdan farkl¬

oldu¼gundan dolay¬(6:29) matrisi tersinirdir. Dolay¬s¬yla aşa¼g¬daki teorem ispatlan-

m¬̧st¬r:

Teorem 6.2 �; tam say¬olmayan kompleks bir say¬ve H matrisi (6:4) eşitli¼gindeki

gibi tan¬mlans¬n. (6:7) ve (6:8) eşitlikleri ile tan¬mlanan fJH(t); J�H(t)g çözüm çifti,

0 < t <1 da (6:28) denkleminin temel çözümler cümlesidir.

Genel durum düşünülecek olursa, A matrisi (6:13) koşulunu sa¼glas¬n ve Hi Jordan

blok matrisleri

Hi =

26666666664

�i 1 0 : : : 0

0 �i 1 : : : 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0 : : : 1

0 0 0 : : : �i

37777777775
2 Cpi�pi ; pi � 1; p1 + p2 + :::+ pk = n
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olmak üzere H = diag(H1; :::; Hk) matrisi A n¬n Jordan kanonik formu olsun. E¼ger

Hi; (1� 1) boyutlu Jordan blok matris ise o takdirdeHi = (�i) dir. (6:13) koşulunda

1 � i � k için �i lerin hiçbiri tamsay¬olmas¬n. Teorem 6.2 de verilen

t2X
00
(t) + tX

0
(t) +

�
t2I �H2

i

�
X(t) = 0 ; 0 < t <1 ; pi � 1 (6.31)

denkleminin temel çözümler cümlesi fJHi(t); J�Hi(t)g olsun. Cn�n de

J(t;H) = [diag1�i�k(JHi(t))] ; J(t;�H) = [diag1�i�k(J�Hi(t))]

ile tan¬mlanan fJ(t;H); J(t;�H)g matris fonksiyon çifti Teorem 6.2 den dolay¬

t2X
00
(t) + tX

0
(t) +

�
t2I � diag(H2

1 ; :::; H
2
k)
�
X(t) = 0 ; 0 < t <1 (6.32)

denkleminin çözüm çifti olup, genel çözüm için 0 < t < 1 da fJ(t;H); J(t;�H)g

çözüm çiftinin (6:32) denkleminin temel çözümler cümlesi oldu¼gunu kan¬tlamak

gerekir. Şimdi bunu gösterelim. 1 � i � k için JHi(t) ve J�Hi(t) de¼gi̧smeli oldu¼gun-

dan J(t;H) ve J(t;�H) de de¼gi̧smelidir. Di¼ger taraftan

V (t) = J(t;H)J
0
(t;�H)� J(t;�H)J 0(t;H) ; 0 < t <1 (6.33)

matrisi, fJHi(t); J�Hi(t)g çözüm çifti (6:31) denkleminin temel çözümler cümlesi ve

(6:33) matrisinin köşegen eleman¬

V (t) =
h
diag1�i�k(JHi(t)J

0

�Hi(t)� J�Hi(t)J
0

Hi
(t))
i

olup, Lemma 6.5 den dolay¬tersinir matristir. Böylece fJ(t;H); J(t;�H)g çözüm

çiftinin (6:32) denkleminin temel çözümler cümlesi oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

P; Cn�n de

H = diag(H1;:::; Hk) = PAP
�1 (6.34)

koşulunu sa¼glayan tersinir bir matris olsun. Bu takdirde 0 < t <1 da

X1(t) = P
�1X(t;H)P ve X2(t) = P

�1X(t;�H)P (6.35)

çözümleri (6:1) denkleminin temel çözümler cümlesi olarak tan¬mlan¬r. Lemma 6.3,
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(6:35); (6:7) ve (6:8) eşitliklerinden dolay¬

X1(t) = P�1 [diag1�i�k(JHi(t))]P

= P�1diag1�i�k

"�
t

2

�Hi 1X
m=0

(�1)m
m!

��1(Hi + (m+ 1)I)

�
t

2

�2m#
P

=

�
t

2

�A 1X
m=0

(�1)m
m!

��1(A+ (m+ 1)I)

�
t

2

�2m
= X(t; A)

ve X2(t) = X(t;�A) d¬r. Buradaki X(t; A) ve X(t;�A) s¬ras¬yla (6:21) ve (6:27)

eşitlikleri ile verilen çözümlerin ayn¬s¬d¬r. Böylece aşa¼g¬daki teoremdeki ispatlan-

m¬̧st¬r:

Teorem 6.3 A; Cn�n de (6:13) koşulunu sa¼glayan bir matris veX(t; A) veX(t;�A)

s¬ras¬yla (6:21) ve (6:27) eşitlikleri ile tan¬mlanan matris fonksiyonlar olsunlar.

0 < t <1 da, (6:1) denkleminin Cn vektör de¼gerli çözümlerinin cümlesi

X(t) = X(t; A)C +X(t;�A)D ; key� C;D 2 Cn

dir.

Tan¬m 6.9 A; Cn�n de (6:13) koşulunu sa¼glayan bir matris olsun. (6:21) eşitli¼ginde

X(t; A) ile verilen matris gösterimi, A basamaktan 1. tür Bessel matris fonksiyonu

olarak adland¬r¬l¬r.

6.5 Bessel Matris Fonksiyonlar¬n ·Ikinci Türü

� 2 C� Z için

H� =

26666666664

� 1 : : : : : : 0

0 � 1 : : :
...

... : : :
. . . . . .

...

0 0 0 : : : 1

0 0 0 : : : �

37777777775
(6.36)

matrisi ile tan¬mlanan p � 1 boyutlu Jordan blok olmak üzere, H� basamaktan

Bessel matris fonksiyonlar¬n¬n ikinci türü

YH�(t) = JH�(t) cot g(�H�)� J�H�(t) cos ec(�H�) ; 0 < t <1 (6.37)
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ile tan¬mlans¬n. (6:5) gösteriminden dolay¬cot g(�H�) ve cos ec(�H�) üst üçgensel

matrisleri

cot g(�H�) =

�
1

(j � k)!
@j�k

@�j�k
cot g(��)

�
k�j

cos ec(�H�) =

�
1

(j � k)!
@j�k

@�j�k
cos ec(��)

�
k�j

9>>>=>>>; ; k; j = 1; :::; p (6.38)

ile verilir. (6:37), (6:38) eşitlikleri ve skaler fonksiyonlar¬n çarp¬mlar¬ için Leibniz

formülünden YH�(t) nin

YH�(t) =

�
1

(j � k)!
@j�k

@�j�k
(J�(t) cot g(��)� J��(t) cos ec(��))

�
k�j

=

�
1

(j � k)!
@j�k

@�j�k
Y�(t)

�
k�j

; k; j = 1; :::; p

ifadesi elde edilir. Burada

Y�(t) = J�(t) cot g(��)� J��(t) cos ec(��)

ile verilen Bessel fonksiyonlar¬n¬n ikinci türüdür.

Teorem 6.4 (Spektral Dönüşüm Teoremi) T , Cn�n de bir matris ve F(T );

�(T ) nin komşu¼gunda analitik fonksiyonlar¬n bir kümesi olsun. E¼ger f 2 F(T ) ise

f(�(T )) = �(f(T )) dir (Dunford and Schwarz 1959).

n tamsay¬s¬için lim
�!n

Y�(t) ve k � j � p olmak üzere lim
�!n

@j�k

@�j�k
Y�(t) limitleri vard¬r

(Lebedev 1972). Bu özelliklerden dolay¬

Hn =

26666666664

n 1 0 : : : 0

0 n 1 : : : 0
... : : :

. . . . . .
...

0 0 0 : : : 1

0 0 0 : : : n

37777777775
2 Cp�p ; n 2 Z

ile tan¬ml¬Hn Jordan blok matrisi içinHn basamaktan Bessel matris fonksiyonlar¬n¬n

ikinci türü

YHn(t) = lim
�!n

YH�(t) =

�
1

(j � k)! lim�!n

@j�k

@�j�k
Y�(t)

�
k�j

(6.39)
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şeklinde yaz¬labilir. Teorem 6.2 den (6:37) eşitli¼gi ile tan¬mlanan YH�(t) matris

fonksiyonu

t2X
00
(t) + tX

0
(t) +

�
t2I �H2

�

�
X(t) = 0 ; 0 < t <1 (6.40)

veya

t2Y
00

H� (t) + tY
0

Hv(t) +
�
t2I �H2

�

�
YH�(t) = 0 ; 0 < t <1 (6.41)

denkleminin çözümlerinden biridir. 0 < t < 1 aral¬¼g¬nda belirli bir t için (6:41)

eşitli¼ginde � ! n limiti al¬n¬rsa

t2Y
00

Hn(t) + tY
0

Hn(t) +
�
t2I �H2

n

�
YHn(t) = 0 ; 0 < t <1

elde edilir. Di¼ger taraftan Hn basamaktan Bessel matris fonksiyonlar¬n¬n birinci

türü JHn(t);

t2J
00

Hn(t) + tJ
0

Hn(t) +
�
t2I �H2

n

�
JHn(t) = 0 ; 0 < t <1

denklemini sa¼glay¬p, � herhangi bir kompleks say¬s¬için fJH�(t); YH�(t)g çifti (6:40)

denklemini gerçekler. 0 < t <1 da JH�(t); J
0
H�
(t); YH�(t); Y

0
H�
(t) matris fonksiyon-

lar¬, matris fonksiyonlar¬n hesab¬ özelliklerinden dolay¬ ikili olarak de¼gi̧smelidir.

(6:37) tan¬m¬ndan dolay¬� 2 C� Z al¬n¬rsa,

Y
0

H�(t) = J
0

H�(t) cot g(�H�)� J
0

�H�(t) cos ec(�H�) ; 0 < t <1

olup, H� ye göre fonksiyonel hesab¬n de¼gi̧sme özelli¼ginden

JH�(t)Y
0

H�(t)� YH�(t)J
0

H�(t)

= JH�(t)J
0

H�(t) cot g(�H�)� JH�(t)J
0

�H�(t) cos ec(�H�)

�JH�(t) cot g(�H�)J
0

H�(t) + J�H�(t) cos ec(�H�)J
0

H�(t)

=
n
JH�(t)J

0

�H�(t)� J�H�(t)J
0

H�(t)
o
cos ec(�H�) (6.42)

elde edilir. E¼ger � 2 C � Z ise Teorem 6.4 den cos ec(�H�) matrisi tersinirdir.

Di¼ger taraftan fJH�(t); J�H�(t)g, 0 < t <1 da, (6:40) denkleminin temel çözümler

cümlesi oldu¼gundan (6:42) eşitli¼gindeki matrisi t > 0 için tersinirdir. Böylece Lemma

6.5 den e¼ger � 2 C�Z ise fJH�(t); YH�(t)g çifti (6:40) denkleminin bir temel çözümler

cümlesidir. Ayr¬ca 0 < t <1 da (6:6) ve (6:39) gösterimlerinden dolay¬

JHn(t)Y
0

Hn(t)� YHn(t)J
0

Hn(t)
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üst üçgensel matrisinin köşegen elemanlar¬

Jn(t)Y
0

n(t)� Yn(t)J
0

n(t) (6.43)

olup, s¬f¬rdan farkl¬d¬r. (6:43) fark¬, fJn(t); Yn(t)g çözüm çiftininWronskiyeni oldu¼gun-

dan fJn(t); Yn(t)g çözüm çifti � = n: basamaktan skaler Bessel denkleminin temel

çözümler cümlesidir. Bu durumda fJHn(t); YHn(t)g çiftininde � ! n 2 Z için (6:40)

denkleminin bir temel çözümler cümlesi oldu¼gu gösterilmi̧s olur. Böylece aşa¼g¬daki

teorem ispatlanm¬̧st¬r:

Teorem 6.5 � kompleks bir say¬, H� matrisi (6:36) ile verilen Jordan blok matris

ve (6:6); (6:37) ve (6:39) gösterimleri ile tan¬mlanan matris fonksiyon çifti

fJH�(t); YH�(t)g olsun. fJH�(t); YH�(t)g çifti 0 < t <1 da (6:40) denkleminin temel

çözümler cümlesidir.

(6:34) ayr¬̧s¬mda, A matrisinin Jordan kanonik formu H = diag(H1; :::; Hk) olsun ve

Y (t;H) = diag1�i�k [YHi(t)]

olarak tan¬mlans¬n. Teorem 6.5 ten A 2 Cn�n de herhangi bir matris için (6:32)

denkleminin temel çözümler cümlesi fX(t;H); Y (t;H)g d¬r. E¼ger P; Cn�n de (6:34)

koşulunu sa¼glayan herhangi bir matris ise

X(t; A) ve Y (t; A) = P�1Y (t;H)P ; 0 < t <1

da (6:1) denkleminin temel çözümler cümlesidir. Bu aç¬klamalara dayanarak aşa¼g¬-

daki sonuç verilebilir:

Sonuç 6.1 A; Cn�n de herhangi bir matris, H matrisi A n¬n Jordan kanonik formu

ve P matrisi (6:34) koşulunu sa¼glayan tersinir bir matris olsun. (6:21) ile tan¬m-

lanan X(t; A) ve Y (t; A) = P�1Y (t;H)P çözümleri için (6:1) denkleminin Cn vektör

de¼gerli tüm çözümlerinin cümlesi

X(t) = X(t; A)C + P�1Y (t;H)PD ; 0 < t <1 ; key� C;D 2 Cn

dir.
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7. JACOBI MATR·IS POL·INOMLARI ·ILE ·ILG·IL·I YEN·I BAZI ÖZEL-

L·IKLER

Orijinal olan bu bölümde, Alt¬n, Çekim ve Duman�¬n yapt¬¼g¬bir çal¬̧smada bulunan

Jacobi matris polinomlar¬ile ilgili özellikler verilmi̧stir.

7.1 Jacobi Matris Polinomlar¬için Matris Do¼gurucu Fonksiyonlar

Teorem 7.1 A ve B matrisleri (5:1) koşulunu sa¼glamak üzere Jacobi matris poli-

nomlar¬

1X
n=0

(A+B + I)n P
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 rn

= (1 + r)�(A+B+I)F

�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2r(x+ 1)

(1 + r)2

�
; jrj < 1

(7.1)

ile verilen matris do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir.

·Ispat. (7:1) in sol taraf¬nda P (A;B)n (x) in (5:4) deki gösterimi kullan¬l¬rsa

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 rn =
1X
n=0

(A+B + I)n
(�1)n
n!

�
nX
k=0

(
( (n+ 1)I + A+B)k (�nI)k [(B + I)k]

�1

k!

�
�
1 + x

2

�k
(B + I)n [(B + I)n]

�1 rn

)

olur. (�nI)k için (3:7) özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla yukar¬daki ifade
1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 rn

=

1X
n=0

nX
k=0

(A+B + I)n(�1)n+k( (n+ 1)I + A+B)k
(n� k)! k! [(B + I)k]

�1
�
1 + x

2

�k
rn

(7.2)
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olarak yaz¬labilir. Ayr¬ca (2:1) ile verilen Pochhammer gösteriminden dolay¬

(A+B + I)n ((n+ 1)I + A+B)k = (A+B + I)n+k

olup, bu eşitlik (7:2) de yerine yaz¬l¬rsa

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 rn

=
1X
n=0

1X
k=0

(A+B + I)n+2k (�1)n
n! k!

[(B + I)k]
�1
�
1 + x

2

�k
rn+k

=

1X
k=0

1X
n=0

(
(A+B + I)2k (�1)nrn

n!

�
1 + x

2

�k

� (A+B + I + 2kI)n r
k

k!
[(B + I)k]

�1
�

(7.3)

bulunur. Di¼ger yandan (2:2) deki (1� y)�A n¬n ifadesinden dolay¬
1X
n=0

(A+B + I + 2kI)n (�1)nrn
n!

= (1 + r)�(A+B+(2k+1)I)

yaz¬labilir ki, bu ifade (7:3) de yerine yaz¬l¬rsa

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 rn

=
1X
k=0

(A+B + I)2k (1 + r)
�(A+B+(2k+1)I)rk

k!
[(B + I)k]

�1
�
1 + x

2

�k
(7.4)

elde edilir. (2:1) ile verilen Pochhammer gösteriminden dolay¬

(A+B + I)2k = 2
2k

�
A+B + I

2

�
k

�
A+B + 2I

2

�
k

oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve bu de¼ger (7:4) de yerine konulursa

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 rn

= (1 + r)�(A+B+I)
1X
k=0

22k
�
A+B+I

2

�
k

�
A+B+2I

2

�
k
rk

k! (1 + r)2k
[(B + I)k]

�1
�
1 + x

2

�k

= (1 + r)�(A+B+I) F

�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2r(x+ 1)

(1 + r)2

�
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bulunur ve Jacobi matris polinomlar¬için bir matris do¼gurucu fonksiyonu elde edilmi̧s

olur.

Teorem 7.2 A ve B matrisleri (5:1) koşulunu sa¼glamak üzere Jacobi matris poli-

nomlar¬

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(A+ I)n]

�1 rn

= (1� r)�(A+B+I) F
�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;A+ I;

2r(x� 1)
(1� r)2

�
; jrj < 1

(7.5)

do¼gurucu fonksiyon eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat. (7:5) in sol taraf¬nda P (A;B)n (x) in

P (A;B)n (x) =
1

n!
F

�
A+B + (n+ 1) I;�nI;A+ I; 1� x

2

�
(A+ I)n

ifadesi kullan¬l¬rsa

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(A+ I)n]

�1 rn

=

1X
n=0

(A+B + I)n
1

n!

nX
k=0

(
( (n+ 1)I + A+B)k (�nI)k [(A+ I)k]

�1

k!

�
�
1� x
2

�k
(A+ I)n [(A+ I)n]

�1 rn

)

elde edilir. (�nI)k n¬n (3:7) deki eşiti yukar¬da yerine konulursa,
1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(A+ I)n]

�1 rn

=
1X
n=0

nX
k=0

(A+B + I)n(�1)k( (n+ 1)I + A+B)k
(n� k)! k! [(A+ I)k]

�1
�
1� x
2

�k
rn

(7.6)

bulunur. (2:1) ile verilen Pochhammer gösteriminden dolay¬

(A+B + I)n( (n+ 1)I + A+B)k = (A+B + I)n+k
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olup, bu ifade (7:6) da yerine yaz¬l¬rsa,

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(A+ I)n]

�1 rn

=
1X
n=0

1X
k=0

(A+B + I)n+2k (�1)k
n! k!

[(A+ I)k]
�1
�
1� x
2

�k
rn+k

=
1X
k=0

1X
n=0

(
(A+B + I)2k (�1)krn

n!

�
1� x
2

�k

� (A+B + I + 2kI)n r
k

k!
[(A+ I)k]

�1
�

(7.7)

elde edilir. (2:2) den dolay¬

1X
n=0

(A+B + I + 2kI)n r
n

n!
= (1� r)�(A+B+(2k+1)I)

olup bu ifadenin (7:7) de yerine yaz¬lmas¬yla

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(A+ I)n]

�1 rn

=
1X
k=0

(A+B + I)2k (1� r)�(A+B+(2k+1)I)rk
k!

[(A+ I)k]
�1
�
1� x
2

�k
(7.8)

bulunur. Di¼ger taraftan (2:1) deki Pochhammer gösteriminden dolay¬

(A+B + I)2k = 2
2k

�
A+B + I

2

�
k

�
A+B + 2I

2

�
k

olup bu ifade, (7:8) de yerine konulursa

1X
n=0

(A+B + I)nP
(A;B)
n (x) [(A+ I)n]

�1 rn

= (1� r)�(A+B+I)
1X
k=0

22k
�
A+B+I

2

�
k

�
A+B+2I

2

�
k
(�r)k

k!(1� r)2k [(A+ I)k]
�1
�
1� x
2

�k

= (1� r)�(A+B+I) F
�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;A+ I;

2r(x� 1)
(1� r)2

�
elde edilir ve böylece Jacobi matris polinomlar¬ için başka bir matris do¼gurucu

fonksiyonu bulunmuş olur.
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Teorem 7.3 Cr�r deki A;B;C;D matrisleri AB = BA ve 8n � 0 do¼gal say¬s¬için

C +nI ve D+nI matrisleri tersinir olma koşullar¬n¬sa¼glas¬n. ·Iki de¼gişkenli Appell

fonksiyonlar¬n¬n matris versiyonu olan F4 (A;B;C;D;x; y) fonksiyonu

F4 (A;B;C;D;x; y) =
1X

n;k=0

(A)n+k (B)n+k (D)
�1
n (C)�1k

xkyn

k!n!
(7.9)

olmak üzere, P (A;B)n (x) Jacobi matris polinomlar¬

1X
n=0

P (A;B)n (x)tn = F4

�
I +B; I + A; I + A; I +B;

(x� 1) t
2

;
(x+ 1) t

2

�
(7.10)

ile verilen matris do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir.

·Ispat. (7:10) un sol taraf¬nda P (A;B)n (x) yerine

P (A;B)n (x) =
(�1)n (1� x)n

n! 2n
F

�
�nI;� (A+ nI) ;B + I; x+ 1

x� 1

�
(B + I)n

ifadesi yaz¬l¬r ve (3:7) özelli¼gi kullan¬l¬rsa

1X
n=0

P (A;B)n (x)tn

=
1X
n=0

�
(x� 1)n

n! 2n
F

�
�nI;� (A+ nI) ;B + I; x+ 1

x� 1

�
(B + I)n

�
tn

=
1X
n=0

nX
k=0

�
(�1)k[�(A+ nI)]k
(n� k)! 2n k! (B + I)�1k (B + I)n (x� 1)

n

�
�
x+ 1

x� 1

�k
tn

)
elde edilir. (2:5) ile verilen indis de¼gi̧sim özelli¼ginden dolay¬, yukar¬daki eşitli¼gin

ikinci yan¬

1X
n=0

P (A;B)n (x)tn =

1X
n=0

1X
k=0

�
(�1)k[�(A+ (n+ k)I)]k

n! 2n+k k!
(B + I)�1k

� (B + I)n+k (x� 1)
n+k

�
x+ 1

x� 1

�k
tn+k

)
şeklinde ifade edilebilir. Pochhammer sembolünün bilinen özelliklerinden

[�(A+ (n+ k)I)]k = (�1)k(A+ I)n+k(A+ I)�1n
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olup, bu eşitlik yukar¬da kullan¬l¬rsa

1X
n=0

P (A;B)n (x)tn =

1X
n=0

1X
k=0

�
(A+ I)n+k (B + I)n+k (A+ I)

�1
n

� (B + I)�1k
�
(x� 1) t

2

�n�
(x+ 1) t

2

�k)

elde edilir. Bu son eşitli¼gin ikinci yan¬, F4 ün (7:9) ifadesinden dolay¬
1X
n=0

1X
k=0

(A+ I)n+k (B + I)n+k (A+ I)
�1
n (B + I)

�1
k

�
(x�1)t
2

�n �
(x+1)t
2

�k

= F4

�
I +B; I + A; I + A; I +B;

(x� 1) t
2

;
(x+ 1) t

2

�
şeklinde ifade edilebilir ve böylece istenilende elde edilmi̧s olur.

Teorem 7.4 A;B;C;D matrisleri Cr�r de olmak üzere, 8n � 0 do¼gal say¬s¬ için

A + nI ve B + nI matrisleri tersinir olma koşulunu sa¼glas¬nlar. P (A;B)n (x) Jacobi

matris polinomlar¬

1X
n=0

(C)n(D)n(I +B)
�1
n P

(A;B)
n (x)(I + A)�1n t

n

= F4

�
C;D; I + A; I +B;

(x� 1) t
2

;
(x+ 1) t

2

�
(7.11)

eşitli¼gi ile verilen matris do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir.

·Ispat. (7:11) in sol taraf¬nda P (A;B)n (x) yerine

P (A;B)n (x) =
(1 + x)n

2n
F

�
�nI;� (B + nI) ;A+ I; x� 1

x+ 1

�
(A+ I)n

ifadesi yaz¬l¬rsa

1X
n=0

(C)n(D)n(I +B)
�1
n P

(A;B)
n (x)(I + A)�1n t

n

=

1X
n=0

�
(C)n(D)n(I +B)

�1
n

(1 + x)n

2n
F

�
�nI;� (B + nI) ;A+ I; x� 1

x+ 1

�

� (A+ I)n (I + A)�1n tn
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=

1X
n=0

nX
k=0

�
(C)n(D)n(I +B)

�1
n

(1 + x)n

2n
(�1)k
(n� k)!

[�(B + nI)]k
k!

(A+ I)�1k

�
�
x� 1
x+ 1

�k
tn

)
elde edilir. Çift toplamda (2:5) özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla da,

1X
n=0

(C)n(D)n(I +B)
�1
n P

(A;B)
n (x)(I + A)�1n t

n

=
1X
n=0

1X
k=0

(C)n+k(D)n+k(I +B)
�1
n+k

�
(�1)k[�(B + (n+ k)I)]k

n! 2n+k k!

� (A+ I)�1k (x+ 1)n+k
�
x� 1
x+ 1

�k
tn+k

)
eşitli¼gi bulunur. Pochhammer sembolünden dolay¬,

[�(B + (n+ k)I)]k = (�1)k(B + I)n+k(B + I)�1n

de¼geri yukar¬da yerine yaz¬l¬rsa,
1X
n=0

(C)n(D)n(I +B)
�1
n P

(A;B)
n (x)(I + A)�1n t

n

=
1X
n=0

1X
k=0

(
(C)n+k (D)n+k (B + I)

�1
n (A+ I)

�1
k

n! k!

�
�
(x� 1) t

2

�k �
(x+ 1) t

2

�n)
elde edilir. Bu son eşitli¼gin ikinci yan¬, F4 ün (7:9) ifadesinden dolay¬

1X
n=0

1X
k=0

(C)n+k(D)n+k(B+I)
�1
n (A+I)�1k

n! k!

�
(x�1)t
2

�k �
(x+1)t
2

�n
= F4

�
C;D; I + A; I +B;

(x� 1) t
2

;
(x+ 1) t

2

�
şeklinde yaz¬labilir ve böylece istenilen elde edilmi̧s olur.

7.2 Jacobi ve Gegenbauer Matris Polinomlar¬Aras¬ndaki Bir Ba¼g¬nt¬

Gegenbauer matris polinomlar¬

(1� 2xr + r2)�A =
1X
n=0

CA
n (x)r

n (7.12)
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do¼gurucu matris fonksiyonu yard¬m¬yla tan¬mlanm¬̧st¬r (Jódar vd. 1994).

Teorem 7.1 de B = A al¬nd¬¼g¬nda

1X
n=0

(2A+ I)n P
(A;A)
n (x) [(A+ I)n]

�1 rn

= (1 + r)�(2A+I) F

�
2A+ I

2
;�; 2r(x+ 1)

(1 + r)2

�
olur ki, burada (2:2) özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

1X
n=0

(2A+ I)n P
(A;A)
n (x) [(A+ I)n]

�1 rn

= (1 + r)�(2A+I)
�
1� 2r(x+1)

(1+r)2

��(A+I=2)

= (1� 2xr + r2)�(A+I=2) (7.13)

elde edilir. (7:12) nin A yerine A+ I
2
al¬nm¬̧s şekliyle (7:13) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa

CA+I=2
n (x) = (2A+ I)n P

(A;A)
n (x) [(A+ I)n]

�1

oldu¼gu görülür ve böylece bu iki matris polinom aras¬nda sa¼glanan bir ba¼g¬nt¬elde

edilmi̧s olur.

7.3 Jacobi Matris Polinomlar¬için Rekürans Ba¼g¬nt¬lar¬

Teorem 7.5 	(u) matris fonksiyonu

	(u) =
1X
n=0


nu
n ; 
0 6= 0 ; 
n 2 Cr�r (7.14)

şeklinde bir seri aç¬l¬m¬na ve fn(x) matris polinomlar¬da,

(1� t)�C	
�
�4xt
(1� t)2

�
=

1X
n=0

fn(x)t
n ; C 2 Cr�r (7.15)

şeklinde bir matris do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun. (7:14) ve (7:15) ile tan¬m-

lanan fn(x) polinomlar¬aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

fn(x) =
(C)n
n!

nX
k=0

(�nI)k(C + nI)k
��
C

2

�
k

�
C

2
+
I

2

�
k

��1

kx

k (7.16)
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xf
0

n(x)� nfn(x) = �(C + (n� 1) I)fn�1(x)� xf
0

n�1(x) ; n � 1 (7.17)

xf
0

n(x)� nfn(x) = �C
n�1X
k=0

fk(x)� 2x
n�1X
k=0

f
0

k(x) ; n � 1 (7.18)

xf
0

n(x)� nfn(x) =
n�1X
k=0

(�1)n�k(C + 2kI)fk(x) ; n � 1 (7.19)

Burada 8n � 0 do¼gal say¬s¬için C + nI lar tersinir matrislerdir.

·Ispat. Önce (7:16) y¬elde edelim. Bunun için, (7:15) de (7:14) serisi kullan¬l¬rsa
1X
n=0

fn(x)t
n =

1X
k=0

(1� t)�(C+2kI)(�4)k
ktkxk

olur. Bu eşitli¼gin ikinci yan¬nda s¬ras¬yla (2:2) aç¬l¬m¬ile birlikte

[(C)2k]
�1 = 4k

��
C

2

�
k

�
C

2
+
I

2

�
k

��1
eşitli¼gi ve (2:4) indis de¼gi̧stirme özelli¼gi kullan¬l¬rsa

1X
n=0

fn(x)t
n =

1X
n;k=0

(C + 2kI)n
n!

[(C)2k] [(C)2k]
�1 (�4)k
ktn+kxk

=
1X

n;k=0

(C)n+2k
n!

[(C)2k]
�1 (�4)k
ktn+kxk

=
1X

n;k=0

(�1)k (C)n+2k
n!

��
C

2

�
k

�
C

2
+
I

2

�
k

��1

kt

n+kxk

=
1X
n=0

nX
k=0

(�1)k (C)n+k
(n� k)!

��
C

2

�
k

�
C

2
+
I

2

�
k

��1

kt

nxk

=
1X
n=0

(C)n
n!

nX
k=0

(�nI)k(C + nI)k
��
C

2

�
k

�
C

2
+
I

2

�
k

��1

kx

ktn

elde edilir. Son olarak istenilene ulaşmak için tn nin katsay¬lar¬n¬eşitlemek yeterlidir.

Şimdi de (7:17), (7:18) ve (7:19) rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬ elde edelim. Bunun için

(7:15) in birinci yan¬ndaki

G (x; t) = (1� t)�C	
�
�4xt
(1� t)2

�
matris fonksiyonunun x ve t ye göre türevleri al¬n¬rsa, s¬ras¬yla

@G

@x
= �4t(1� t)�C�2I	0

(7.20)
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@G

@t
= C(1� t)�C�I	� 4x(1 + t)(1� t)�C�3I	0

(7.21)

denklemleri bulunur. (7:20),(7:21) ve G nin tan¬m¬ndan görülürki, G matris fonksi-

yonu

x(1 + t)
@G

@x
� t(1� t)@G

@t
= �CtG (7.22)

k¬smi türevli matris denklemini sa¼glar. (7:22) denkleminde uygun i̧slemler yap¬larak

x
@G

@x
� t@G

@t
= �CtG� t2@G

@t
� xt@G

@x
(7.23)

x
@G

@x
� t@G

@t
= � Ct

1� tG�
2xt

1� t
@G

@x
(7.24)

x
@G

@x
� t@G

@t
= � Ct

1 + t
G� 2t2

1 + t

@G

@t
(7.25)

denklemleri yaz¬labilirler. G (x; t) fonksiyonunun

G (x; t) =
1X
n=0

fn(x)t
n (7.26)

serisel ifadesinin (7:23) te yerine yaz¬lmas¬yla

1X
n=0

h
xf

0

n(x)� nfn(x)
i
tn

= �C
1X
n=0

fn(x)t
n+1 �

1X
n=0

nfn(x)t
n+1 �

1X
n=0

xf
0

n(x)t
n+1

=
1X
n=1

h
�(C + (n� 1) I)fn�1(x)� xf

0

n�1(x)
i
tn

elde edilir ki, burada tn nin katsay¬lar¬eşitlenirse (7:17) rekürans ba¼g¬nt¬s¬bulunmuş

olur.

Şimdi de (7:18) i elde edelim. (7:26) ifadesi (7:24) de yerine yaz¬l¬r ve 1
1�t fonksi-

yonunun

1

1� t =
1X
n=0

tn ; jtj < 1 (7.27)
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Taylor serisi ve de (2:4) özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

1X
n=0

h
xf

0

n(x)� nfn(x)
i
tn = �C

 1X
n=0

tn+1

! 1X
k=0

fk(x)t
k

!

�2x
 1X
n=0

tn+1

! 1X
k=0

f
0

k(x)t
k

!

= �C
1X
n=0

nX
k=0

fk(x)t
n+1 � 2x

1X
n=0

nX
k=0

f
0

k(x)t
n+1

= �C
1X
n=1

n�1X
k=0

fk(x)t
n � 2x

1X
n=1

n�1X
k=0

f
0

k(x)t
n

elde edilir. Nihayet bu son eşitlikte, tn nin katsay¬lar¬ eşitlenirse (7:18) ba¼g¬nt¬s¬

bulunur.

Son olarak (7:19) u elde etmek için (7:26) ifadesi (7:25) de yerine yaz¬ld¬ktan sonra

(7:27) serisi ve (2:4) özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

1X
n=0

h
xf

0

n(x)� nfn(x)
i
tn = �C

 1X
n=0

(�1)ntn+1
! 1X

k=0

fk(x)t
k

!

�2
 1X
n=0

(�1)ntn+1
! 1X

k=0

kfk(x)t
k

!

= �
1X
n=0

nX
k=0

(�1)n�k(C + 2kI)fk(x)tn+1

=

1X
n=1

n�1X
k=0

(�1)n�k(C + 2kI)fk(x)tn

elde edilir. Burada tn nin katsay¬lar¬eşitlenirse istenilen (7:19) ba¼g¬nt¬s¬bulunmuş

olur.

Rekürans Ba¼g¬nt¬lar¬. (Teorem 7.5 in uygulamas¬):

Teorem 7.5 te C ve 
n matrisleri

C = A+B + I ; 
n =
(I + A+B)2n

22n n!
(I + A)�1n

olarak seçilirse

fn(x) = (I + A+B)nP
(A;B)
n (1� 2x)(I + A)�1n
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elde edilir. Bu durumda (7:17), (7:18) ve (7:19) rekürans ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak,

Jacobi matris polinomlar¬için

i) (x� 1)
"
(A+B + nI)

dP
(A;B)
n (x)

dx
+
dP

(A;B)
n�1 (x)

dx
(A+ nI)

#

= (A+B + nI)
h
nP (A;B)n (x)� P (A;B)n�1 (x)(A+ nI)

i
;

ii) (x� 1)dP
(A;B)
n (x)

dx
� nP (A;B)n (x) = �(A+B + I)�1n

n�1X
k=0

f(A+B + I)k

�
"
(A+B + I)P

(A;B)
k (x) + 2(x� 1)dP

(A;B)
k (x)

dx

#
(I + A)�1k (A+ I)n

)
;

iii) (x� 1)dP
(A;B)
n (x)

dx
� nP (A;B)n (x) = (A+B + I)�1n

n�1X
k=0

�
(�1)n�k

� (A+B + 2kI + I)(A+B + I)kP (A;B)k (x)(I + A)�1k (A+ I)n

o
:

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬bulunur. Burada 8n � 0 do¼gal say¬s¬için A+B+nI ler tersinir

matrislerdir.

7.4 Jacobi Matris Polinomlar¬ için Multilineer ve Multilateral Matris

Do¼gurucu Fonksiyonlar¬

Bu k¬s¬mda, Jacobi matris polinomlar¬için baz¬multilineer ve multilateral matris

do¼gurucu fonksiyonlar¬bulunmaktad¬r. Bu tip matris do¼gurucu fonksiyonlar¬bul-

mak için öncelikle aşa¼g¬daki teoremi verelim:

Teorem 7.6 y1; :::; ys (s 2 N); s tane kompleks de¼gişken ve � kompleks indis olmak

üzere 
�(y1; :::; ys ) s¬f¬rlanmayan fonksiyonu

��;�(y1; :::; ys; z) :=

1X
k=0

ak
�+�k(y1; :::; ys )z
k (7.28)

(ak 6= 0 ; �; � 2 C)
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do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun ve �n;p;�;�(x; y1; :::; ys; �) fonksiyonu

�n;p;�;�(x; y1; :::; ys; �) (7.29)

: =

[n=p]X
k=0

ak(A+B + I)n�pk P
(A;B)
n�pk (x) [(B + I)n�pk]

�1
�+�k(y1; :::; ys )�
k

şeklinde gösterilsin. Bu takdirde n; p 2 N ve (5:1) koşulunu sa¼glayan A ve B matris-

leri için Jacobi matris polinomlar¬cinsinden (7:29) ile ifade edilen �n;p;�;� fonksi-

yonu

1X
n=0

�n;p;�;�

�
x; y1; :::; ys;

�

tp

�
tn (7.30)

= (1 + t)�(A+B+I)F

�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2t(x+ 1)

(1 + t)2

�

���;�(y1; :::; ys; �)

ile verilen matris do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir.

·Ispat. Teorem 7.6 y¬ispatmak için ilk önce (7:29) ile tan¬mlanan

�n;p;�;�

�
x; y1; :::; ys;

�

tp

�
fonksiyonunu, (7:30) un birinci yan¬ndaki yerine yazal¬m ve bunu S ile gösterelim.

Bu durumda

S =

1X
n=0

[n=p]X
k=0

ak(A+B + I)n�pk P
(A;B)
n�pk (x) [(B + I)n�pk]

�1
�+�k(y1; :::; ys )�
ktn�pk

(7.31)

olur. (7:31) de n yerine (n+ pk) al¬n¬r ve (7:1) matris do¼gurucu fonksiyonunun ve

(7:28) in kullan¬lmas¬yla

S =
1X
n=0

1X
k=0

ak (A+B + I)n P
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1
�+�k(y1; :::; ys )�
ktn

=
1X
n=0

(A+B + I)n P
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 tn
1X
k=0

ak
�+�k(y1; :::; ys )�
k
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= (1 + t)�(A+B+I)F

�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2t(x+ 1)

(1 + t)2

�

���;�(y1; :::; ys; �)

elde edilir ve böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Özel olarak,


�+�k(y1; :::; ys ) (k 2 N0 ; s 2 N)

fonksiyonunun baz¬özel seçimlerinde Teorem 7.6 n¬n baz¬uygulamalar¬aşa¼g¬da ve-

rilmi̧stir. Örne¼gin, Teorem 7.6 da Laguerre matris polinomlar¬n¬, yani

s = 1 için 
�+�k(y ) = L
(C;�)
�+�k(y)

alal¬m. Buradaki C 2 Cr�r matrisi, 8n > 0 do¼gal say¬s¬ için C + nI lar tersinir

olacak şekilde bir matris ve �, Re (�) > 0 özelli¼gini sa¼glayan bir kompleks sabit

olmak üzere, Laguerre matris polinomlar¬

L(C;�)n (x) =
nX
n=0

(�1)k �k

k! (n� k)! (C + I)n [(C + I)k]
�1 xk

ifadesine sahip olup,

jtj < 1; �1 < x <1

koşullar¬alt¬nda
1X
n=0

L(C;�)n (x)tn = (1� t)�(C+I) exp
�
��xt
1� t

�
(7.32)

matris do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir (Jódar vd. 1993). Aşa¼g¬da Jacobi ve La-

guerre matris polinomlar¬n¬kullanarak bilateral bir matris do¼gurucu fonksiyonu elde

edilmektedir.

Sonuç 7.1 ak 6= 0 ; �; � 2 N0 için Laguerre matris polinomlar¬

��;�(y; z) :=
1X
k=0

akL
(C;�)
�+�k(y)z

k ; n; p 2 N (7.33)

matris do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun.

�n;p;�;�(x; y; �) :=

[n=p]X
k=0

ak(A+B + I)n�pk P
(A;B)
n�pk (x) [(B + I)n�pk]

�1 L
(C;�)
�+�k(y)�

k

(7.34)
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ile tan¬mlanan �n;p;�;�(x; y; �) için bir matris do¼gurucu fonksiyonu
1P
n=0

�n;p;�;�

�
x; y;

�

tp

�
tn = (1 + t)�(A+B+I)

�F
�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2t(x+ 1)

(1 + t)2

�
��;�(y; �) (7.35)

olarak verilebilir.

·Ispat. (7:34) ile tan¬mlanan

�n;p;�;�

�
x; y1; :::; ys;

�

tp

�
fonksiyonun (7:35) in sol taraf¬nda yerine yaz¬lmas¬yla

S =
1X
n=0

[n=p]X
k=0

ak(A+B + I)n�pk P
(A;B)
n�pk (x) [(B + I)n�pk]

�1 L
(C;�)
�+�k(y)�

ktn�pk (7.36)

elde edilir. (7:36) da n yerine (n+ pk) al¬n¬r ve (7:33) matris do¼gurucu fonksiyonu

kullan¬l¬rsa

S =
1X
n=0

1X
k=0

ak (A+B + I)n P
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 L
(C;�)
�+�k(y)�

ktn

=
1X
n=0

(A+B + I)n P
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 tn
1X
k=0

akL
(C;�)
�+�k(y)�

k

= (1 + t)�(A+B+I)F

�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2t(x+ 1)

(1 + t)2

�
��;�(y; �)

bulunur ve böylece ispat tamamlan¬r.

Uyar¬7.1 (7:35) de ak = 1; � = 0; � = 1 al¬nmas¬ ve (7:32) matris do¼gurucu

fonksiyonunun kullan¬lmas¬yla Jacobi ve Laguerre matris polinomlar¬için

1X
n=0

[n=p]X
k=0

(A+B + I)n�pk P
(A;B)
n�pk (x) [(B + I)n�pk]

�1 L
(C;�)
k (y)�ktn�pk

= (1 + t)�(A+B+I)F

�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2t(x+ 1)

(1 + t)2

�

� (1� �)�(C+I) exp
�
��y�
1� �

�
; j�j < 1; �1 < y <1

bilateral bir matris do¼gurucu fonksiyonu elde edilmiş olur.
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Teorem 7.6 da s = 1 ve 
�+�k(y ) = P
(A;B)
�+�k (y) (�; � 2 N0) olarak seçildi¼ginde Ja-

cobi matris polinomlar¬için bilineer matris do¼gurucu fonksiyonu aşa¼g¬daki şekilde

bulunabilir:

Sonuç 7.2 ak 6= 0 ; �; � 2 N0 için Jacobi matris polinomlar¬

��;�(y; z) :=
1X
k=0

akP
(A;B)
�+�k (y)z

k ; n; p 2 N (7.37)

matris do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun.

�n;p;�;�(x; y; �) :=

[n=p]X
k=0

ak(A+B + I)n�pk P
(A;B)
n�pk (x) [(B + I)n�pk]

�1 P
(A;B)
�+�k (y)�

k

(7.38)

ile tan¬mlanan �n;p;�;�(x; y; �) için bir matris do¼gurucu fonksiyonu
1P
n=0

�n;p;�;�

�
x; y;

�

tp

�
tn = (1 + t)�(A+B+I)

�F
�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2t(x+ 1)

(1 + t)2

�
��;�(y; �) (7.39)

olur.

·Ispat. (7:38) ile tan¬mlanan

�n;p;�;�

�
x; y;

�

tp

�
fonksiyonu, (7:39) un sol taraf¬nda yerine yaz¬l¬rsa

S =
1X
n=0

[n=p]X
k=0

ak(A+B + I)n�pk P
(A;B)
n�pk (x) [(B + I)n�pk]

�1 P
(A;B)
�+�k (y)�

ktn�pk (7.40)

elde edilir. (7:40) da n yerine (n+ pk) al¬nmas¬ve (7:37) matris do¼gurucu fonksi-

yonunun kullan¬lmas¬yla

S =

1X
n=0

1X
k=0

ak (A+B + I)n P
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 P
(A;B)
�+�k (y)�

ktn

=
1X
n=0

(A+B + I)n P
(A;B)
n (x) [(B + I)n]

�1 tn
1X
k=0

akP
(A;B)
�+�k (y)�

k

= (1 + t)�(A+B+I)F

�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2t(x+ 1)

(1 + t)2

�
��;�(y; �)

bulunur ve böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Uyar¬7.2 Teorem 7.6 da ak = 1; � = 0; � = 1 al¬n¬p, Teorem 7.3 ün kullan¬l-

mas¬yla Jacobi matris polinomlar¬için

1X
n=0

[n=p]X
k=0

(A+B + I)n�pk P
(A;B)
n�pk (x) [(B + I)n�pk]

�1 P
(A;B)
k (y)�ktn�pk

= (1 + t)�(A+B+I)F

�
A+B + I

2
;
A+B + 2I

2
;B + I;

2t(x+ 1)

(1 + t)2

�

�F4
�
I +B; I + A; I + A; I +B;

(y � 1) �
2

;
(y + 1) �

2

�
:

bilineer matris do¼gurucu fonksiyonu bulunmuş olur.

Uyar¬7.3 Yukar¬dakilerin d¬̧s¬nda ayr¬ca, Teorem 7.6 da ak (k 2 N0) katsay¬s¬n¬n

ve 
�+ k(y1; :::; ys) çok de¼gişkenli fonksiyonunun uygun seçimlerinde Jacobi matris

polinomlar¬ için başka multilineer ve multilateral matris do¼gurucu fonksiyonlar¬da

elde edilebilir.
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8. GEGENBAUERMATR·IS POL·INOMLARI ·ILE ·ILG·IL·I YEN·I BAZI

ÖZELL·IKLER

Orijinal bilgilerden oluşan bu bölümde yeni olarak, Gegenbauer matris polinomlar¬

için hipergeometrik matris fonksiyon gösterimleri ile multilineer ve multilateral mat-

ris do¼gurucu fonksiyonlar elde edilmektedir. Bu özelliklerin önemli bir k¬sm¬Alt¬n

ve Çekim taraf¬ndan bir makalede verilmi̧stir.

8.1 GegenbauerMatris Polinomlar¬n¬n HipergeometrikMatris Fonksiyon

Gösterimleri

Teorem 8.1 A matrisi 8z 2 Z+ [ f0g için
��z
2

�
=2 �(A) koşulunu sa¼glas¬n. CA

n (x)

Gegenbauer matris polinomlar¬

CA
n (x) =

�
x� 1
2

�n
22n(A)n
n!

�

2F1

�
�nI;�A�

�
n� 1

2

�
I;�2A� (2n� 1)I; 2

1� x

�
(8.1)

ifadesi ile verilen hipergeometrik matris fonksiyon gösterimine sahiptir. Burada

jxj < 1 dir.

·Ispat. (4:7) ifadesinde k yerine (n� k) al¬nmas¬yla, CA
n (x) lerin ifadesi

CA
n (x) = (2A)n

nX
k=0

(�nI)n�k (2A+ nI)n�k
n! (n� k)!

�
A+

I

2

��1
n�k

�
1� x
2

�n�k
(8.2)

şeklinde yaz¬labilir. 0 � k < n için (2:1) Pochhammer sembolünün kullan¬lmas¬yla

(2A+ nI)n�k = (�1)k(2A+ nI)n [(�2A� (2n� 1)I)k]�1

(2A)n(2A+ nI)n = (2A)2n

�
A+ I

2

��1
n�k = (�1)

k
�
�A�

�
n� 1

2

�
I
�
k

�
A+ I

2

��1
n

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(8.3)
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olup, (8:3) özelliklerinin (8:2) de yerlerine konulmas¬yla

CA
n (x) =

(2A)2n
n!

nX
k=0

(
(�nI)n�k [(�2A� (2n� 1)I)k]

�1

(n� k)!

�
�
�A�

�
n� 1

2

�
I

�
k

�
A+

I

2

��1
n

�
1� x
2

�n�k)
(8.4)

bulunur. Ayr¬ca (2:1) ile verilen Pochhammer sembolünden dolay¬

(�nI)n�k
(n� k)! = (�1)

n (�nI)k
k!

; 0 � k � n

ve

(2A)2n = 2
2n (A)n

�
A+

I

2

�
n

olup, bu ifadelerin (8:4) te yerlerine yaz¬lmas¬yla

CA
n (x) =

�
x� 1
2

�n
22n(A)n
n!

nX
k=0

(
(�nI)k

�
�A�

�
n� 1

2

�
I
�
k

k!

� [(�2A� (2n� 1)I)k]
�1
�

2

1� x

�k)
(8.5)

elde edilir. Son olarak, (8:5) te (2:16) gösteriminin kullan¬lmas¬yla istenilen (8:1)

ifadesi bulunmuş olur.

Sonuç 8.1 A matrisi 8z 2 Z+ [ f0g için
��z
2

�
=2 �(A) koşulunu sa¼glas¬n. CA

n (x)

Gegenbauer matris polinomlar¬

CA
n (x) =

�
x+ 1

2

�n
22n(A)n
n!

�

2F1

�
�nI;�A�

�
n� 1

2

�
I;�2A� (2n� 1)I; 2

1 + x

�
(8.6)

ifadesi ile verilen hipergeometrik matris fonksiyon gösterimine sahiptir. Burada

jxj < 1 dir.

·Ispat. CA
n (x) in (8:1) ifadesinde x yerine (�x) al¬n¬r ve (4:4) ile verilen eşitlik

kulan¬l¬rsa, CA
n (x) in (8:6) ile verilen hipergeometrik matris fonksiyonu elde edilir.

94



Teorem 8.2 A 2 Rn�n matrisi 8z 2 Z+ [ f0g için
��z
2

�
=2 �(A) koşulunu sa¼glayan

bir matris olsun. CA
n (x) Gegenbauer matris polinomlar¬

CA
n (cos �) =

nX
k=0

(A)n�k(A)k
(n� k)! k! cos [(n� 2k)�]

eşitli¼gini sa¼glar. Burada x = cos � d¬r.

·Ispat. (4:1) matris do¼gurucu fonksiyonunda x = cos � al¬nmas¬yla

1X
n=0

CA
n (cos �)r

n = (1� 2 cos �r + r2)�A (8.7)

şeklinde yaz¬labilir. (8:7) eşitli¼ginde

(1� 2 cos �r + r2) =
�
1� rei�

� �
1� re�i�

�
özdeşli¼ginin yerine yaz¬lmas¬yla

1X
n=0

CA
n (cos �)r

n =
�
1� rei�

��A �
1� re�i�

��A
elde edilir. Son eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda (2:2) özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

1X
n=0

CA
n (cos �)r

n =

" 1X
n=0

(A)n
n!

(rei�)n

#" 1X
k=0

(A)k
k!
(re�i�)k

#

olur. Burada (2:4) indis de¼gi̧sim özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

1X
n=0

CA
n (cos �)r

n =

1X
n=0

 
nX
k=0

(A)n�k(A)k
(n� k)! k! e

i(n�2k)�

!
rn

olup, son olarak rn nin katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle CA
n (cos �) n¬n

CA
n (cos �) =

nX
k=0

(A)n�k(A)k
(n� k)! k! e

i(n�2k)�

=

nX
k=0

(A)n�k(A)k
(n� k)! k! cos(n� 2k)�

toplamsal gösterimi bulunur. Burada CA
n (cos �), reel elemanlardan oluşan bir matris

oldu¼gundan ikinci ifade daha do¼grudur. Böylece istenilen eşitlik bulunmuş olur.
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Teorem 8.3 CA
n (x) Gegenbauer matris polinomlar¬

CA
n (x) =

(2A)n
n!

�
1 + x

2

�n
2F1

�
�nI; I

2
� A� nI;A+ I

2
;
x� 1
x+ 1

�
(8.8)

hipergeometrik matris fonksiyon gösterimini sa¼glar. Burada jxj < 1 ve A pozitif

kararl¬bir matristir (Kahmmash 2009).

·Ispat. Teorem 2.6 n¬n koşullar¬sa¼gland¬¼g¬ndan (4:7) hipergeometrik matris fonksi-

yonuna (2:32) dönüşümü uygulan¬rsa (8:8) ile verilen eşitlik elde edilir.

Teorem 8.4 A matrisi 8z 2 Z+ [ f0g için
��z
2

�
=2 �(A) koşulunu sa¼glas¬n. CA

n (x)

Gegenbauer matris polinomlar¬için

CA
n (x) =

nX
k=0

(A)n�k (A)k
k! (n� k)!

�
x+

p
x2 � 1

�n�k �
x�

p
x2 � 1

�k
toplamsal gösterimi vard¬r.

·Ispat. ·Ispat için ilk olarak,

(1� 2xr + r2)�A =
h
1�

�
x+

p
x2 � 1

�
r
i�A h

1�
�
x�

p
x2 � 1

�
r
i�A

özdeşli¼ginin kullan¬lmas¬yla (4:1) fonksiyonu

1X
n=0

CA
n (x)r

n =
h
1�

�
x+

p
x2 � 1

�
r
i�A h

1�
�
x�

p
x2 � 1

�
r
i�A

şeklinde ifade edilebilir. Bu son eşitli¼gin ikinci k¬sm¬ndaki fonksiyonlar¬n ikisine de

(2:2) deki aç¬l¬m¬n¬n uygulanmas¬yla

1X
n=0

CA
n (x)r

n =

 1X
n=0

(A)n
n!

h�
x+

p
x2 � 1

�
r
in! 1X

k=0

(A)k
k!

h�
x�

p
x2 � 1

�
r
ik!

bulunur. Son olarak (2:4) indis de¼gi̧sim özelli¼gi kullan¬l¬r ve rn nin katsay¬lar¬

eşitlenirse istenilen sonuca ulaş¬lm¬̧s olur.

Teorem 8.5 A matrisi 8z 2 Z+ [ f0g için
��z
2

�
=2 �(A) koşulunu sa¼glas¬n. CA

n (x)

Gegenbauer matris polinomlar¬

CA
n (x) =

(2A)n
n!

xn 2F1

�
�nI
2
;�(n� 1)I

2
;A+

I

2
;
x2 � 1
x2

�
eşitli¼gi ile gösterilebilir.
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·Ispat. Gegenbauer matris polinomlar¬

CA
n (x) = (2A)n

[n2 ]X
k=0

xn�2k (x2 � 1)k
22k k! (n� 2k)!

�
A+

I

2

��1
k

(8.9)

şeklinde bir gösterime sahiptir (Sayyed vd. 2004). Ayr¬ca (2:1) Pochhammer gös-

teriminden dolay¬

1

22k (n� 2k)!I =
1

n!

�
�nI
2

�
k

�
�(n� 1)I

2

�
k

oldu¼gu gösterilebilir. Bu son eşitlik, (8:9) da yerine yaz¬l¬r ve (2:16) ifadesi kul-

lan¬l¬rsa Gegenbauer matris polinomlar¬için farkl¬bir hipergeometrik matris fonksiyon

gösterimi elde edilmi̧s olur.

8.2 Gegenbauer Matris Polinomlar¬için Matris Do¼gurucu Fonksiyonlar

Bu k¬s¬mda hipergometrik matris fonksiyonlar yard¬m¬yla Gegenbauer matris poli-

nomlar¬için matris do¼gurucu fonksiyonlar¬elde edilmektedir.

Teorem 8.6 A matrisi 8z 2 Z+ [ f0g için
��z
2

�
=2 �(A) koşulunu sa¼glas¬n. CA

n (x)

Gegenbauer matris polinomlar¬

1X
n=0

(B)n [(2A)n]
�1CA

n (x)r
n

= (1� xr)�B 2F1

�
B

2
;
B

2
+
I

2
;A+

I

2
;
(x2 � 1)r2
(1� xr)2

�
(8.10)

ile verilen bir matris do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir. Burada B 2 Cr�r; jxj < 1 ve

jrj < 1 dir.

·Ispat. (8:10) özelli¼gini ispatlamak için, bu eşitli¼gin sol taraf¬nda (8:9) ifadesinin

kullan¬lmas¬yla

1X
n=0

(B)n [(2A)n]
�1CA

n (x)r
n

=

1X
n=0

(B)n

8><>:
[n2 ]X
k=0

xn�2k (x2 � 1)k
22k k! (n� 2k)!

�
A+

I

2

��1
k

9>=>; rn
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bulunur. Son çift toplamda (2:6) indis de¼gi̧sim özelli¼ginin uygulanmas¬yla
1X
n=0

(B)n [(2A)n]
�1CA

n (x)r
n

=

1X
n=0

1X
k=0

(B)n+2k
xn (x2 � 1)k
22k k! n!

�
A+

I

2

��1
k

rn+2k (8.11)

elde edilir. Burada (2:1) ile verilen Pochhammer sembolünün kullan¬lmas¬yla

(B)n+2k = (B)2k(B + 2kI)n

olup, bu ifadenin (8:11) de yerine yaz¬lmas¬yla
1X
n=0

(B)n [(2A)n]
�1CA

n (x)r
n

=
1X
k=0

1X
n=0

�
(B + 2kI)n(xr)

n

n!

�
(B)2k

(x2 � 1)k
22k k!

�
A+

I

2

��1
k

r2k (8.12)

olur. (2:2) deki ifadenin kullan¬lmas¬yla
1X
n=0

(B + 2kI)n(xr)
n

n!
= (1� xr)�(B+2kI)

elde edilir ki, bu son eşitlik (8:12) de yerine konulursa
1X
n=0

(B)n [(2A)n]
�1CA

n (x)r
n

= (1� xr)�B
1X
k=0

(B)2k(x
2 � 1)k

22k k!

�
A+

I

2

��1
k

�
r

1� xr

�2k
(8.13)

bulunur. (8:13) te

(B)2k = 2
2k

�
B

2

�
k

�
B

2
+
I

2

�
k

; k 2 N0 = N[f0g

özelli¼ginin kullan¬lmas¬ylada (8:10) matris do¼gurucu fonksiyonu bulunmuş olur.

Teorem 8.7 A matrisi pozitif kararl¬bir matris olsun. jxj < 1 için CA
n (x) Gegen-

bauer matris polinomlar¬
1X
n=0

[(2A)n]
�1
��
A+

I

2

�
n

��1
CA
n (x) r

n

= 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x+ 1

2

�
r

�
0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x� 1
2

�
r

�
; jrj < 1

(8.14)
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ile verilen matris do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir (Kahmmash 2009).

·Ispat. (8:8) hipergeometrik matris fonksiyon ifadesinde�
I

2
� A� nI

�
k

= (�1)k
�
A+

I

2

�
n

��
A+

I

2

�
n�k

��1
özelli¼gi kullan¬l¬rsa, CA

n (x) in

CA
n (x) =

nX
k=0

8><>:
(2A)n

�
A+ I

2

�
n

h�
A+ I

2

�
n�k

i�1
k! (n� k)!

�
��
A+

I

2

�
k

��1�
x� 1
2

�k �
x+ 1

2

�n�k)
(8.15)

toplamsal ifadesi yaz¬labilir. (8:14) ün sa¼g taraf¬nda CA
n (x) in (8:15) deki eşiti yerine

yaz¬l¬rsa
1X
n=0

[(2A)n]
�1
��
A+

I

2

�
n

��1
CA
n (x) r

n

=
1X
n=0

nX
k=0

h�
A+ I

2

�
n�k

i�1
k! (n� k)!

��
A+

I

2

�
k

��1�
x� 1
2

�k �
x+ 1

2

�n�k
rn

elde edilir ki, burada s¬ras¬yla (2:5) indis de¼gi̧sim özelli¼gi ve (2:16) ifadesi kullan¬l¬rsa

1X
n=0

[(2A)n]
�1
��
A+

I

2

�
n

��1
CA
n (x) r

n

=

( 1X
n=0

��
A+ I

2

�
n

��1
n!

�
(x+ 1) r

2

�n)

�
( 1X
k=0

��
A+ I

2

�
k

��1
k!

�
(x� 1) r

2

�k)

= 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x+ 1

2

�
r

�
0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x� 1
2

�
r

�
Gegenbauer matris polinomlar¬n¬n matris do¼gurucu fonksiyonu elde edilmi̧s olur.

Uyar¬8.1 Hipergemetrik matris fonksiyonlar, matris fonksiyonlar¬n önemli baz¬

özelliklerini bulmam¬za yard¬mc¬ olur. Örne¼gin, (8:8) eşitli¼gi ile verilen hipergeo-

metrik matris fonksiyon gösterimi kullan¬larak (8:14) ile verilen matris do¼gurucu

fonksiyonu elde edilmiştir.
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Uyar¬8.2 Matris do¼gurucu fonksiyonlar, ortogonal matris polinomlar teorisinde

önemli bir kavramd¬r. Çünkü bu fonksiyonlar, matris polinomlar¬n¬n baz¬ önemli

özelliklerini elde etmemize yard¬mc¬olurlar. Örne¼gin, bu k¬s¬mda elde edilen matris

do¼gurucu fonksiyonlar yard¬m¬yla bir sonraki k¬s¬mda ortogonal matris polinomlar

için çok de¼gişkenli matris do¼gurucu fonksiyonlar¬elde edilmiştir.

8.3 Gegenbauer Matris Polinomlar¬için Multilineer ve Multilateral

Matris Do¼gurucu Fonksiyonlar¬

Bu k¬s¬mda, Gegenbauer matris polinomlar¬için baz¬multilineer ve multilateral mat-

ris do¼gurucu fonksiyonlar¬elde edilmektedir. Bu tip matris do¼gurucu fonksiyonlar¬

bulmak için ilk önce aşa¼g¬daki teoremi verelim:

Teorem 8.8 y1; :::; ys (s 2 N); s tane kompleks de¼gişken ve � kompleks indis olmak

üzere 
�(y1; :::; ys ) s¬f¬rlanmayan fonksiyonu

��;�(y1; :::; ys; z) :=
1X
k=0

ak 
�+�k(y1; :::; ys )z
k (8.16)

(ak 6= 0 ; �; � 2 C)

ile verilen do¼gurucu fonksiyona sahip olsun ve �n;p;�;�(x; y1; :::; ys; �) fonksiyonu

�n;p;�;�(x; y1; :::; ys; �)

:=

[n=p]X
k=0

ak [(2A)n�pk]
�1

"�
A+

I

2

�
n�pk

#�1
CA
n�pk(x) 
�+�k(y1; :::; ys )�

k (8.17)

ile gösterilsin. Burada n; p 2 N ve A pozitif kararl¬bir matristir. Bu takdirde jtj < 1

için Gegenbauer matris polinomlar¬cinsinden (8:17) ile verilen �n;p;�;� fonksiyonu

1X
n=0

�n;p;�;�

�
x; y1; :::; ys;

�

tp

�
tn = 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x+ 1

2

�
t

�

� 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x� 1
2

�
t

�
��;�(y1; :::; ys; �) ; jxj < 1 (8.18)

matris do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir.

·Ispat. Teorem 8.8 i ispatlamak için (8:17) ile tan¬mlanan

�n;p;�;�

�
x; y1; :::; ys;

�

tp

�
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matris fonksiyonunu, (8:18) in sol taraf¬nda yerine yazal¬m ve S ile gösterelim. Bu

durumda

S =

1X
n=0

[n=p]X
k=0

8<:ak [(2A)n�pk]�1
"�
A+

I

2

�
n�pk

#�1

� CA
n�pk(x) 
�+�k(y1; :::; ys ) �

k tn�pk
	

(8.19)

olur. (8:19) da n yerine (n+ pk) al¬n¬p, (8:16) özelli¼ginin kullan¬lmas¬yla

S =

1X
n=0

1X
k=0

ak [(2A)n]
�1
��
A+

I

2

�
n

��1
CA
n (x)
�+�k(y1; :::; ys ) �

ktn

=

 1X
n=0

[(2A)n]
�1
��
A+

I

2

�
n

��1
CA
n (x)t

n

!

�
 1X
k=0

ak 
�+�k(y1; :::; ys )�
k

!

= 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x+ 1

2

�
t

�
0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x� 1
2

�
t

�

���;�(y1; :::; ys; �)

bulunur ve böylece istenilen elde edilmi̧s olur.

Özel olarak,


�+�k(y1; :::; ys ) ; (k 2 N0 ; s 2 N)

fonksiyonunun baz¬özel seçimlerinde aşa¼g¬da, Teorem 8.8 in baz¬uygulamalar¬ve-

rilmi̧stir. Örne¼gin, Teorem 8.8 de B ve C matrisleri 8 z özde¼geri için Re(z) > �1

spektral koşulunu sa¼glayan matrisler olmak üzere

P (B;C)n (y) =
(�1)n
n!

2F1

�
B + C + (n+ 1) I;�nI;C + I; 1 + y

2

�

���1(C + I)�(C + (n+ 1)I)

ile verilen Jacobi matris polinomlar¬n¬kullanal¬m. Teorem 7.1 den dolay¬Jacobi

matris polinomlar¬için bir matris do¼gurucu fonksiyon
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1X
n=0

(B + C + I)n P
(B;C)
n (y) [(C + I)n]

�1 rn = (1 + r)�(B+C+I)�

2F1

�
B + C + I

2
;
B + C + 2I

2
;C + I;

2r(y + 1)

(1 + r)2

�
; jrj < 1; jyj < 1 (8.20)

şeklinde yaz¬labilir.

Teorem 8.8 de s = 1 için 
�+�k(y ) = (B+C+I)kP
(B;C)
�+�k (y) [(C + I)k]

�1 (�; � 2 N0)

al¬nmas¬yla Gegenbauer ve Jacobi matris polinomlar¬için aşa¼g¬daki bilateral matris

do¼gurucu fonksiyonu elde edilebilir:

Sonuç 8.2 Jacobi matris polinomlar¬

��;�(y; z) :=

1X
k=0

ak (B + C + I)k P
(B;C)
�+�k (y) [(C + I)k]

�1 zk

(ak 6= 0 ; �; � 2 N0)

matris do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun ve

�n;p;�;�(x; y; �) =

[n=p]X
k=0

8<:ak [(2A)n�pk]�1
"�
A+

I

2

�
n�pk

#�1
CA
n�pk(x)

� (B + C + I)kP
(B;C)
�+�k (y) [(C + I)k]

�1 �k
o

ile gösterilsin. Burada B ve C matrisleri 8z özde¼geri için Re(z) > �1 ve A; pozitif

kararl¬olma koşullar¬n¬sa¼glayan matrislerdir. Bu takdirde

1X
n=0

�n;p;�;�

�
x; y;

�

tp

�
tn = 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x+ 1

2

�
t

�

� 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x� 1
2

�
t

�
��;�(y; �) (8.21)

olur. Burada jtj < 1 ve jxj < 1 dir.

·Ispat. (8:21) deki eşitlik, Teorem 8.8 deki ayn¬metodun s = 1 halidir.

E¼ger Sonuç 8.2 de �n;p;�;�(x; y; �) fonksiyonu

�n;p;�;�(x; y; �) =

[n=p]X
k=0

akC
A
n�pk(x)(B + C + I)k P

(B;C)
�+�k (y) [(C + I)k]

�1 �k (8.22)
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şeklinde al¬n¬rsa

1X
n=0

�n;p;�;�

�
x; y;

�

tp

�
tn = (1� 2xt+ t2)�A��;�(y; �)

olup, Gegenbauer ve Jacobi matris polinomlar¬için aşa¼g¬daki bilateral matris do¼gu-

rucu fonksiyonu da elde edilebilir.

Uyar¬8.3 (8:22) de ak = 1; � = 0; � = 1 al¬n¬p, (8:20) fonksiyonu kullan¬l¬rsa

Gegenbauer ve Jacobi matris polinomlar¬için

1X
n=0

[n=p]X
k=0

CA
n�pk(x)(B + C + I)k P

(B;C)
k (y) [(C + I)k]

�1 �ktn�pk

= (1� 2xt+ t2)�A (1 + �)�(B+C+I)

� 2F1

�
B + C + I

2
;
B + C + 2I

2
;C + I;

2�(y + 1)

(1 + �)2

�
bilateral matris do¼gurucu fonksiyonu elde edilmiş olur. Burada j�j < 1 ve jyj < 1

dir.

Teorem 8.8 de s = 1 için 
�+�k(y ) = CB
�+�k(y) seçelim. Burada B; 8z 2 Z+[f0g için��z

2

�
=2 �(B) spektral koşulunu sa¼glayan matris ve �; � 2 N0 d¬r. Aşa¼g¬da Gegen-

bauer matris polinomlar¬için bilineer matris do¼gurucu fonksiyonu elde edilmektedir.

Sonuç 8.3 Gegenbauer matris polinomlar¬

��;�(y; z) =
1X
k=0

ak C
B
�+�k(y) z

k

(�; � 2 N0 ; ak 6= 0)

matris do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun ve

�n;p;�;�(x; y; �) : =

[n=p]X
k=0

8<:ak [(2A)n�pk]�1
"�
A+

I

2

�
n�pk

#�1

� CA
n�pk(x) C

B
�+�k(y)�

k
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ile gösterilsin. jtj < 1 ve jxj < 1 için
1X
n=0

�n;p;�;�

�
x; y;

�

tp

�
tn

= 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x+ 1

2

�
t

�
0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x� 1
2

�
t

�
��;�(y; �)

(8.23)

olur.

Uyar¬8.4 Sonuç 8.3 te ak = 1; � = 0; � = 1 al¬n¬r ve (8:14) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

Gegenbauer matris polinomlar¬

1X
n=0

[n=p]X
k=0

[(2A)n�pk]
�1

"�
A+

I

2

�
n�pk

#�1
CA
n�pk(x)C

B
k (y)�

ktn�pk

= 0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x+ 1

2

�
t

�
0F1

�
�;A+ I

2
;

�
x� 1
2

�
t

�

�(1� 2y� + �2)�B

için bilineer matris do¼gurucu fonksiyonu elde edilmiş olur.

Uyar¬8.5 Yukar¬dakilerin d¬̧s¬nda ayr¬ca, Teorem 8.8 de ak (k 2 N0) katsay¬s¬n¬n

ve 
�+ k(y1; :::; ys) çok de¼gişkenli fonksiyonunun uygun seçimlerimde Gegenbauer

matris polinomlar¬için başka multilineer ve multilateral matris do¼gurucu fonksiyon-

lar¬da elde edilebilir.
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