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ÖZET

Doktora Tezi

·INTEGRAL EŞ·ITS·IZL·IKLER·I ÜZER·INE

Aziz SA¼GLAM

Afyonkarahisar Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Hüseyin YILDIRIM

Doç. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA

Bu tez çal¬̧smas¬nda, Hermit-Hadamard eşitsizli¼gi olarak bilinen
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tipli Hardy-Hilbert eşitsizligini ele ald¬k. ·Ilk olarak temel tan¬m ve teoremler

verildi. Daha sonra s¬ras¬yla tezimizin orjinal k¬s¬mlar¬n¬oluşturan, Hermit-

Hadamard tipli eşitsizlikler, Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikler ve µCeby�ev tipli

eşitsizlikler verildi ve genelleştirildi.

2012, vii+70 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hermit-Hadamard tipli eşitsizlikler, Hardy-Hilbert tipli

eşitsizlikler, µCeby�ev tipli eşitsizlikler.
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ABSTRACT
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ON INTEGRAL INEQUALITIES
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In this thesis, we consider some inequalities which, known as the Hermit-

Hadamard integral inequality
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the µCeby�ev type integral inequality
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First, given the basic de�nitions and theorems. Then in turn make up parts

of the thesis that our original Hermit-Hadamard type integral inequalities,

Hardy-Hilbert type integral inequalities and µCeby�ev type integral inequalities

involving many functions are obtained. These on the one hand generalized and

on the other hand improve some existing results.

2012, vii+70 pages

Key Words : Hermit-Hadamard type integral inequalities, Hardy-Hilbert

type integral inequalities and µCeby�ev type integral inequalities.
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Şekil 2.2.1 Konveks ve konkav küme 14
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vii



1. G·IR·IŞ

Eski bir atasözü �Üstadlar¬okuyun!�der ve gerçekten, onlar¬n çal¬̧smalar¬n¬n

içerdi¼gi derin ve daimi yenilikçi �kirler bizleri şaş¬rtmaya devam ediyor.

Pisagor teoremi, cebirin temel teoremi ve Fermat�¬n son teoremi yeni ne-

siller için büyük bir miras ve ilham kayna¼g¬ teşkil eder. Son zamanlarda,

O.B. Bekken, N. Abel�in hikayesini ve matemati¼gini hat¬rlatan bir çal¬̧sma ele

alm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada N. Abel�in daha az bilinen baz¬ teknik ve yöntem-

lerini yeni matematikçilere göstermeyi amaçlam¬̧st¬r. Eşitsizlikler matemati¼gin

hemen hemen bütün alanlar¬nda önemli bir rol oynamaktad¬r. Eşitsizlikler

ile ilgili ilk temel çal¬̧sma 1934 y¬l¬nda Hardy, Littlewood ve Polya taraf¬ndan

"Inequalities" adl¬kitapta toplanm¬̧st¬r (Hardy et al. 1952). Bu kitap yeni

eşitsizlikler ve uygulamalar¬ile ilgili konular¬geni̧s çapta ele almaktad¬r. 1934-

1960 y¬llar¬aras¬nda elde edilen yeni ilginç eşitsizlikleri içeren "Inequalities"

adl¬ yeni bir kitap 1961 y¬l¬nda E.F. Beckenbach ve R. Bellman taraf¬ndan

yeniden yaz¬lm¬̧st¬r (Beckenbach and Bellman 1970). Daha sonra 1970 y¬l¬nda

Mitrinovíc "Analitic Inequalities" adl¬ kitap ile bugüne kadar yap¬lm¬̧s tüm

yeni eşitsizlikleri bir başl¬k alt¬nda toplam¬̧st¬r (Mitrinovíc 1970). 1993 y¬l¬nda

Mitrinovíc, Peµcaríc ve Fink daha genel olan "Classical and New Inequalities

in Analysis" adl¬kitap¬yazm¬̧slard¬r (Mitrinovíc et al. 1993).

Konveksli¼gin basit ve do¼gal tan¬m¬Archimedes�e (yaklaş¬k olarak M.Ö.250)

ve onun çok ünlü olan �(pi) de¼gerini hesaplamas¬na kadar uzan¬r (Düzgün

çokgenleri çevreleyerek ve kaz¬yarak). Archimedes�in dikkat etti¼gi gerçek; kon-

veks bir e¼grinin çevre uzunlu¼gu onu çevreleyen başka bir konveks e¼grinin çevre

uzunlu¼gundan daha küçüktür

Konveks fonksiyonlar¬n tarihinin bu kadar eski olmas¬na kaŗs¬n, ancak 19.

yüzy¬l¬n sonlar¬na do¼gru geli̧smeye başlam¬̧st¬r. 1893 de Hadamard�¬n çal¬̧s-

malar¬nda aç¬k olarak belirtilmemesine ra¼gmen fonksiyonlar¬n bu tipteki temel

özellikleri ifade edilmi̧stir (Hadamard 1893). Bu sonuçlar¬n konveks fonksiy-

onlar¬ima etmesine ra¼gmen, konveks fonksiyonlar literatüre Jensen taraf¬ndan

1905 ve 1906 y¬llar¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smalar ile sistematik olarak girmi̧s ve çal¬̧s¬l-

maya başlanm¬̧st¬r (Jensen et al. 1905, 1906). Bu tarihlerde yap¬lan çal¬̧smalar

1



konveks fonksiyonlar teorisi için önderlik etmi̧slerdir. 1934 de Hardy, Little-

wood ve Polya, 1961 de Beckenbach ve R. Bellman ve 1970 de de Mitrinovíc

gibi araşt¬rmac¬lar¬n kitaplar¬nda konveks fonksiyonlar için temel eşitsizlikler

ele al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca 1987 y¬l¬nda Peµcaríc taraf¬ndan sadece konveks fonksiy-

onlar¬içeren genel eşitsizlikler ile ilgili "Convex Functions: Inequalities" adl¬

ilk temel kitab¬ yaz¬lm¬̧st¬r. Biz konveks fonksiyonlar¬, Analiz, Uygulamal¬

Matematik, Olas¬l¬k teorisi ve matemati¼gin di¼ger bir çok alan¬nda direkt veya

en direkt uygulamalar¬vard¬r. Ayr¬ca konveks fonksiyonlar eşitsizlik teorisi

ve konveks fonksiyonlar¬n uygulamas¬n¬n bir sonucu olan bir çok eşitsizlik ile

ba¼glant¬s¬vard¬r. Örne¼gin Hölder ve Minkowski gibi genel eşitsizlikler konveks

fonksiyonlar için Jensen Eşitsizli¼ginin bir sonucudur. Bu ba¼glamda konveks

fonksiyonun tan¬m¬da asl¬nda bir eşitsizliktir. Dolay¬s¬yla konveks fonksiyon-

lar eşitsizlik teorisinde çok önemli bir role sahiptir. 1883 y¬l¬nda

Hermite taraf¬ndan elde edilen yeni bir eşitsizlik bundan on y¬l sonra Hadamard

taraf¬ndan yeniden ele al¬narak bu çal¬̧sma şimdi günümüzde Hermite-Hadamard

eşsitsizli¼gi olarak bilinen

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2
(1.1)

eşitsizli¼gi vermi̧stir. Bu eşitsizlik ilk olarak Hermite (1822-1901) taraf¬ndan

Ekim 1881 de, Journal Mathesis dergisine ispats¬z olarak yazd¬¼g¬ aşa¼g¬daki

ifadeyi bir mektup ile sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) aşa¼g¬daki

gibi bas¬ld¬:

�Sur deux limites d�une integrale de�nie. Soit f (x) une fonction qui

varie toujours dans le même sens de x = a; áx = b . On aura les relations

(b� a) f
�
a+ b

2

�
�

bZ
a

f (x) dx � (b� a) f (a) + f (b)
2

(1.2)

ou bien

(b� a) f
�
a+ b

2

�
>

bZ
a

f (x) dx > (b� a) f (a) + f (b)
2
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suivant que la courbe y = f (x) tourne sa convexité ou sa concavite vers l�axe

des abcisses.

En faisant dans ces formules f (x) =
1

1 + x
; a = 0; b = x il vient

x� x2

2 + x
< log (1 + x) < x� x2

2 (1 + x)
:"

Şuras¬önemlidir ki Hermite�nin bu k¬sa notu matematiksel literatürde daha

önce hiç düşünülmemi̧sti. (1:2) eşitsizli¼ginin

f

�
a+ b

2

�
<
f (a) + f (b)

2
(1.3)

için bir ara de¼ger eşitsizli¼gi oldu¼gu aç¬kt¬r.

(1:2) ifadesindeki Hermite�nin eşitsizli¼gi literatürde Hadamard Eşitsizli¼gi olarak

bilinmektedir ve bu sebepten dolay¬literatür taramalar¬nda s¬k¬nt¬lar

ç¬kmaktad¬r. Biz herhangi bir kar¬̧s¬kl¬¼ga meydan vermemek için (1:2) ifadesine

Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi diyece¼giz.

Hermite�nin çal¬̧smas¬n¬n yay¬nlanmas¬nda yaklaş¬k yirmi y¬l sonra J.L.W.V.

Jensen, (1:3) eşitsizli¼gini kullanarak konveks fonksiyonlar¬ tan¬mlad¬ (1905-

1906).

Jensen (1859-1925) taraf¬ndan 1906 y¬l¬nda ortaya at¬lan bir s¬ra çal¬̧smalar¬n

baş¬nda konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler ve gamma fonksiyonu başl¬ca

çal¬̧smalar¬d¬r. Jensen�¬n ünlü eşitsizli¼gi; f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda konveks

fonksiyon ve �i � 0 (i = 1; 2; :::; n) say¬lar¬�1 + �2 + ::: + �n = 1 eşitli¼gini

sa¼glas¬n. Bu taktirde ünlü Jensen eşitsizli¼gi xi 2 [a; b] için

f (�1x1 + �2x2 + :::+ �nxn) � �1f (x1) + �2f (x2) + :::+ �nf (xn) (1.4)

biçimdedir. Bu eşitsizlik yard¬m¬yla literatürde s¬kça kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬z aşa¼g¬daki;

x1; x2; :::; xn � 0; f (x) = lnx; �1 = �2 = :::: = �n =
1

n
dersek, (1:4) den

ln
x1 + x2 + :::+ xn

n
� lnx1 + lnx2 + :::+ lnxn

n

buradan iyi bildi¼gimiz Aritmetik-Geometrik Ortalama eşitsizli¼gi

x1 + x2 + :::+ xn
n

� n
p
x1x2:::xn (1.5)

3



vard¬r x1 = x2 = ::: = xn olmas¬durumunda eşitlik sa¼glan¬r. Yukar¬daki (1:4)

eşitsizli¼ginde f (x) = �x2 koyarsak, her x1; x2; :::; xn ve �1 = �2 = :::: = �n = 1

eşitli¼gini sa¼glayan her �i � 0 (i = 1; 2; :::; n) için

(�1x1 + �2x2 + :::+ �nxn)
2 � �1x21 + �2x22 + :::+ �nx2n

olur. Bu ifadede xk =
ak
bk
ve pk = b2k (b

2
1 + :::+ b

2
n)
�1
(k = 1; 2; :::; n) yazarsak

Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz eşitsizli¼gi elde edilir;

ja1b1 + a2b2 + :::+ anbnj �
q
a21 + :::+ a

2
n

q
b21 + :::+ b

2
n: (1.6)

Konkav fonksiyon üzerinde f (x) = lnx al¬rsak, her x; y 2 (0;1) ve � >

0; � > 0; � + � = 1 için

ln (�x+ �y) � � lnx+ � ln y = ln
�
x�y�

�
�x+ �y � x�y� ) �x

1

� + �y

1

� � xy

elde edilir. Son ifade de
1

�
= p;

1

�
= q dersek,

1

p
+
1

q
= 1 eşitli¼gini sa¼glayan

her p > 1; q > 1 ve x � 0; y � 0 için

xp

p
+
yq

q
� xy (1.7)

Young eşitsizli¼gi elde edilir.

Jensen eşitsizli¼gi yukar¬da sayd¬¼g¬m¬z eşitsizliklerin hepsinden daha genel bir

eşitsizlik oldu¼gu için do¼gal olarak daha geni̧s bir uygulama alan¬na sahiptir.

Konumuzla ilgili literatürde birçok say¬da çal¬̧sma bulunmaktad¬r. Bunlardan

en önemli ve dikkat çekici olanlar¬ndan bahsetmek gerekirse Dragomir, Pearce,

Peµcaríc, Fink, Tong, Fitzpatrict, Pachpatte, Godunova, Varosanec, Özdemir,

K¬rmac¬, Saglam, Alomari, Darus, Baugo¤a, Sar¬kaya ve Set�in yak¬n zamanda

yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smalar¬na bak¬labilir (Dragomir 1992, 1994, 2000, 2001,

2002, Pearce and Peµcaríc 2000, Peµcaríc and Beesack 1986, Pachpatte 2003,

2004, 2005, 2006, Godunova and Levin 1985, Varosanec 2007, Özdemir 2007,

2000, K¬rmac¬ 2004, 2008, Saglam et. al. 2010a,b, Alomari et. al. 2010,

Sar¬kaya et. al. 2008, 2010).
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K¬rmac¬Hadamard eşitsizli¼gi ile ilgili şu lemmay¬ifade ve ispat etmi̧stir (K¬r-

mac¬2004):

Lemma 1.1 a < b ve a; b 2 I� (I�, I aral¬¼g¬n¬n içi) olmak üzere I� üzerinde

f : I� � R! R diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Eger f 0 2 L ([a; b]) ise

o zaman

1

b� a

Z b

a

f(x)dx� f
�
a+ b

2

�

= (b� a)
"Z 1

2

0

tf 0(ta+ (1� t)b)dt+
Z 1

1
2

(t� 1) f 0(ta+ (1� t)b)dt
#
:

dir.

Daha sonra K¬rmac¬ve Özdemir Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi ile ilgili difer-

ensiyellenebilir dönüşümler için şu teoremi ifade ve ispat etmi̧slerdir (K¬rmac¬

and Özdemir 2004):

Teorem 1.1 a < b ve a; b 2 I� olmak üzere I� üzerinde f : I� � R ! R

diferensiyellenebilir bir dönüşüm ve p > 1 olsun. E¼ger jf 0jp dönüşümü [a; b]

aral¬¼g¬üzerinde konveks ise o zaman

���� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx� f
�
a+ b

2

����� �
�
31�

1
q

�
8

(b� a) (jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

dir.

Bu lemma ve teoremin ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda türevinin mutlak de¼geri konveks olan

fonksiyonlar üzerinde bir çal¬̧sma yapt¬k ve aşa¼g¬daki şu lemma ve iki teoremi

ifade ve ispat ettik:

Lemma 1.2 a < b ve a; b 2 I� olmak üzere I� üzerinde f : I� � R ! R

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. E¼ger f 0 2 L[a; b] ise o zaman

f(
a+ b

2
)� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

=
b� a
2

Z 1

0

Z 1

0

(f 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)) (m (s)�m (t)) dtds:

5



eşitli¼gi sa¼glan¬r, burada

m(:) :=

8>>><>>>:
t ; t 2 [0; 1

2
]

t� 1 ; t 2 (1
2
; 1]

dir.

Teorem 1.2 a < b ve a; b 2 I� olmak üzere I� üzerinde f : I� � R !

R diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. E¼ger jf 0j2 dönüşümü [a; b] aral¬¼g¬

üzerinde konveks ise o zaman����f(a+ b2 )� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

���� � b� ap
6

 
jf 0(a)j2 + jf 0(b)j2

2

! 1
2

:

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 1.3 a < b ve a; b 2 I� olmak üzere I� üzerinde f : I� � R !

R diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. E¼ger jf 0jq dönüşümü [a; b] aral¬¼g¬

üzerinde konveks ve q > 1 ise o zaman����f(a+ b2 )� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

���� � (b� a)� 2

(p+ 1) (p+ 2)

� 1
p
�
jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

2

� 1
q

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir.

Pachpatte, µCeby�ev tipli eşitsizlikle ilgili yeni eşitsizlikleri ispatlam¬̧st¬r (Pach-

patte 2006).

Teorem 1.4 f; g : [a; b]! R [a; b] aral¬¼g¬üzerinde mutlak sürekli fonksiyonlar

ve f 0; g0 2 L2[a; b] olsun. O zaman

jP (F;G; f; g)j � (b� a)2
12

�
1

b� a kf
0k22 � ([f ; a; b])

2

� 1
2
�
1

b� a kg
0k22 � ([g; a; b])

2

� 1
2

ve

jP (A;B; f; g)j � (b� a)2
12

�
1

b� a kf
0k22 � ([f ; a; b])

2

� 1
2
�
1

b� a kg
0k22 � ([g; a; b])

2

� 1
2

eşitsizlikleri sa¼glan¬r, burada

P (�; �; f; g) = �� � 1

b� a

�
�
R b
a
f(x)dx+ �

R b
a
g(x)dx

�

+

�
1
b�a

bR
a

f(x)dx

��
1
b�a

bR
a

g(x)dx

�
6



[f ; a; b] =
f(b)� f(a)
b� a ; F =

f(a) + f(b)

2
; G =

g(a) + g(b)

2
; A = f(

a+ b

2
); B = g(

a+ b

2
)

ve

kfk2 =

0@ bZ
a

f 2(x)dx

1A
1
2

dir.

Pachpatte, µCeby�ev tipli eşitsizliklere ilave olarak aşa¼g¬daki teoremi öne sür-

müştür (Pachpatte 2006):

Teorem 1.5 f; g : [a; b]! R, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde mutlak sürekli fonksiyonlar

ve bunlar¬n türevleri f 0; g0 2 L2[a; b], p > 1 olsun, O zaman

jP (C;D; f; g)j � 1

(b� a)2

�
(2q+1 + 1) (b� a)q+1

3(q + 1)6q

� 2
q

kf 0kp kg0kp

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada P (�; �; f; g), 1p +
1
q
= 1 olmak üzere (1:8) deki gibi

tan¬ml¬d¬r,

C =
1

3

�
f(a) + f(b)

2
+ 2f(

a+ b

2
)

�
; D =

1

3

�
g(a) + g(b)

2
+ 2g(

a+ b

2
)

�
ve

kfkp =

0@ bZ
a

jf(x)jp dx

1A
1
p

<1:

dir.

Pachpatte bu teoremlerinin ¬̧s¬¼g¬alt¬nda şu teoremleri verdi (Pachpatte 2006):

Teorem 1.6 f; g : [a; b]! R [a; b] aral¬¼g¬üzerinde mutlak sürekli fonksiyonlar

ve bunlar¬n türevleri f 0; g0 2 L2[a; b], p > 1 olsun, O zaman

jP (F;G; f; g)j �
�

2(b� a)
(q + 1)(q + 2)

� 2
q

kf 0kp kg0kp

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada P (�; �; f; g); 1p +
1
q
= 1 olmak üzere (1:8) deki gibi

tan¬ml¬d¬r,

F =
f(a) + f(b)

2
; G =

g(a) + g(b)

2

ve

kfkp =

0@ bZ
a

jf(x)jp dx

1A
1
p

<1

7



dir.

Teorem 1.7 f; g : [a; b]! R [a; b] aral¬¼g¬üzerinde mutlak sürekli fonksiyonlar

ve bunlar¬n türevleri f 0; g0 2 L2[a; b], p > 1 olsun, O zaman

jP (A;B; f; g)j �
�

2(b� a)
(q + 1)(q + 2)

� 2
q

kf 0kp kg0kp (1.9)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada P (�; �; f; g); 1p +
1
q
= 1 olmak üzere (1:8) deki gibi

tan¬ml¬d¬r,

A = f(
a+ b

2
); B = g(

a+ b

2
)

ve

kfkp =

0@ bZ
a

jf(x)jp dx

1A
1
p

<1

dir.

Sunulan bu tezde Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi detayl¬ olarak incelenmi̧stir.

Bu amaçla temel kavramlar ad¬n¬ alan ikinci bölümde, ilk olarak hem pür

matematikteki temel tan¬m ve kavramlar hem de konveks fonksiyonlarla ilgili

temel tan¬m, teorem ve kavramlara yer verilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu başl¬k alt¬nda çal¬̧smam¬zda gerekli olan temel tan¬m, lemma ve teoremler-

den baz¬lar¬n¬vererek, gerekirse aç¬klay¬c¬bilgiler verece¼giz.

Tan¬m 2.1 (S¬n¬rl¬Fonksiyon) : f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬m-

lanm¬̧s olsun. Her x 2 [a; b] için jf(x)j � M olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬

varsa, f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬d¬r denir.

Tan¬m 2.2 (Süreklilik): f : S � R ! R, x0 2 S ve " > 0 verilmi̧s olsun.

x 2 S ve jx� x0j < � için jf (x)� f (x0)j < "

olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬varsa f , x0 da süreklidir denir (Bayraktar

2010).

Tan¬m 2.3 (Düzgün Süreklilik): f : S � R ! R fonksiyonu ve " >

0 say¬s¬ verilmi̧s olsun. jx1 � x2j < � şart¬n¬ sa¼glayan her x1,x2 2 S için

jf (x1)� f (x2)j < " olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬ varsa f , S de düzgün

süreklidir denir (Bayraktar 2010).

Tan¬m 2.4 (Lipschitz Şart¬): f : S � R! R fonksiyonu için jf (x)� f (y)j �

M jx� yj olacak şekilde birM > 0 say¬s¬varsa f , S de Lipschitz şart¬n¬sa¼gl¬yor

denir (Bayraktar 2010).

Tan¬m 2.5 (Mutlak Süreklilik) :

f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ bir fonksiyon olsun. " 2 R+ ver-

ildi¼ginde, [a; b] aral¬¼g¬n¬n sonlu say¬daki her [x1; x2]; [x2; x3]; :::; [xn�1; xn] ayr¬k

alt aral¬klar¬için,

nX
i=1

jxi � xi�1j < � =)
nX
i=1

jf(xi)� f(xi�1)j < "

olacak biçimde en az bir � = �(") > 0 say¬s¬bulunabiliyorsa bu durumda, f

fonksiyonuna, [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli fonksiyon denir (Balc¬, 2009, s.

134).

Sonuç 2.1 f , S de Lipschitz şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa f , S de düzgün süreklidir

(Bayraktar 2010).

Teorem 2.1 [a; b] � I� olsun. E¼ger f : I ! R tan¬ml¬konveks bir fonksiyon

ise f Lipschitz şart¬n¬sa¼glar. Sonuç olarak, f [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli

veI�de süreklidir (Peµcaríc et al. 1992).
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Teorem 2.2 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise

a. f , (a; b) aral¬¼g¬nda süreklidir ve

b. f , [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Azpeitia 1994).

Tan¬m 2.6 (Artan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aral¬k olmak

üzere f : A ! R fonksiyonu verilsin. Tan¬m kümesine ait x1 � x2 iken

f (x1) � f (x2) ya da x1 � x2 için (x1 � x2) (f (x1)� f (x2)) � 0 oluyorsa ise

f fonksiyonuna monoton artan fonksiyon, f (x1) < f (x2) ya da

(x1 � x2) (f (x1)� f (x2)) > 0 oluyorsa f fonksiyonuna kesin artan fonksiyon

denir (Caferov, 1999, s. 251).

Tan¬m 2.7 (Azalan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aral¬k olmak

üzere f : A ! R fonksiyonu verilsin. Tan¬m kümesine ait x1 � x2 iken

f (x1) � f (x2) ya da x1 � x2 için (x1 � x2) (f (x1)� f (x2)) � 0 oluyorsa ise

f fonksiyonuna monoton azalan fonksiyon, f (x1) > f (x2) ya da

(x1 � x2) (f (x1)� f (x2)) < 0 oluyorsa f fonksiyonuna kesin azalan fonksiyon

denir (Caferov, 1999, s. 251).

f azalmayan, g artmayan birer fonksiyon olsun. Bu taktirde x1 � x2 iken

f (x1) � f (x2) ve g (x1) � g (x2) iken (f (x1)� f (x2)) (g (x1)� g (x2)) � 0

gibi eşitsizlikler elde edebiliriz.

1x x
0

y

2x

( )1xf

1x0

y

2x x

Artan Fonksiyon Azalan Fonksiyon

( )2xf
( )2xf
( )1xf

Şekil 2.1.1 f fonksiyonunun artan ve azalan oldu¼gu aral¬klar
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(x1; x2) aral¬¼g¬nda diferansiyellenebilen y = f (x) fonksiyonu verildi¼ginde;

E¼ger bir aral¬¼g¬n tüm x noktalar¬nda f 0 (x) � 0 ise fonksiyon bu aral¬kta

monoton artan, e¼ger f 0 (x) > 0 ise kesin artan fonksiyondur.

E¼ger bir aral¬¼g¬n tüm x noktalar¬nda f 0 (x) � 0 ise fonksiyon bu aral¬kta

monoton azalan, e¼ger f 0 (x) < 0 ise kesin azalan fonksiyondur.

Teorem 2.3 (Chebyshev Eşitsizli¼gi): f; g : [a; b] ! R ikisi de ayn¬anda

artan yada azalan, integrallenebilir iki fonksiyon olsunlar. Bundan başka p :

[a; b]! R + integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Böylece

bZ
a

p (x) dx

bZ
a

p (x) f (x) g (x) dx �
bZ
a

p (x) f (x) dx

bZ
a

p (x) g (x) dx (2.1)

eşitsizli¼gi vard¬r (Mitrinovíc, Peµcaríc, Fink, 1993, pp. 239).

E¼ger f ve g fonksiyonlar¬ndan birisi artmayan ve di¼geri azalmayan birer fonksiyon

ise (2:1) eşitsizli¼gi yön de¼gi̧stirir. (2:1) eşitsizli¼gi matematik literatürde Cheby-

shev eşitsizli¼gi olarak bilinir ve aşa¼g¬daki özel durumlar¬mevcuttur.

bZ
a

f (x) g (x) dx � 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

bZ
a

g (x) dx (2.2)

ve
1Z
0

f (x) g (x) dx �
1Z
0

f (x) dx

1Z
0

g (x) dx (2.3)

Yukar¬da bahsetti¼gimiz gibi f ve g fonksiyonlar¬ndan birisi artmayan ve di¼geri

azalmayan birer fonksiyon ise (2:2) ve (2:3) eşitsizlikleri de yön de¼gi̧stirir.

Tan¬m 2.8 (Sekronize fonksiyonlar) : f; g : [a; b]! R diferensiyellenebilir

fonksiyonlar¬için,

(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) � 0;8x; y 2 [a; b]

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa bu fonksiyonlara sekronize fonksiyonlar denir (S.S. Dragomir

and Charles E.M. Pearce, 2000).

Tan¬m 2.9 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 için,

� (n) =

1Z
0

xn�1e�xdx
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ile tan¬mlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tan¬mlan¬r. Bu integral

n > 0 için yak¬nsakt¬r .

Tan¬m 2.10 (Beta Fonksiyonu):

Re (x), Re (y) > 0 için,

B (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt

şeklinde tan¬mlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tan¬mlan¬r. Bu integral

x > 0 ve y > 0 için yak¬nsakt¬r.

Beta fonksiyonun şu özellikleri vard¬r:

i.

� (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt =
1Z
0

tx�1

(1 + t)x+y
dt; x; y > 0; (2.4)

ii.

� (x; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)
; x; y > 0; (2.5)

iii.

� (x; y) = � (y; x) ; (2.6)

iv.

� (m;n) =
(m� 1)! (n� 1)!
(m+ n� 1)! ; (2.7)

özellikleri vard¬r (Je¤rey, Dai 2008).

Konvekslik kavram¬çok say¬da gerçek dünya problemlerinin çözümünde kul-

lan¬lan oldukça yararl¬ bir kavramd¬r. Konveks fonksiyonlar optimizasyon

problemleri için pek çok önemli özelliklere sahiptir.

Tan¬m 2.11 (Grüss ·Integral Eşitsizli¼gi) : 8x 2 [a; b] ve ' � f (x) � �;


 � g (x) � � olacak şekilde integrallenebilir, f; g : [a; b] ! R fonksiyonlar¬

için,������ 1

b� a

bZ
a

f (x) g (x) dx� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx:
1

b� a

bZ
a

g (x) dx

������ � 1

4
(�� ') (�� 
)
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d¬r (S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).

Tan¬m 2.12 (Üçgen Eşitsizli¼gi):

Herhangi bir x; y reel say¬lar¬için

jx+ yj � jxj+ jyj ;

jjxj � jyjj � jx� yj ;

jjxj � jyjj � jx+ yj ;

eşitsizlikleri vard¬r. Daha genel olarak, x1; x2; :::; xn reel say¬lar¬için,

jx1 + :::+ xnj � jx1j+ :::+ jxnj

dir (Mitrinovíc et. al. 1973).

Tan¬m 2.13 (Üçgen Eşitsizli¼ginin ·Integral Versiyonu):

f; [a; b] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli ve reel de¼gi̧skenli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde������
bZ
a

f (x) dx

������ �
bZ
a

jf (x)j dx (a < b)

eşitsizli¼gi geçerlidir (Mitrinovíc et. al. 1973).

Tan¬m 2.14 (Vektör Uzay¬):

L boş olmayan bir küme ve K cismi R veya C olsun. Toplama ve çarpma

i̧slemlerini,

+ : L� L! L; (x; y)! x+ y

� : K � L! L; (�; y)! � � y

(2.8)

dönüşümleri ile tan¬mlayal¬m. Her x; y; z 2 L ve a; b 2 K için,

i. x+ y = y + x

ii. x+(y + z) = (x+y) + z

iii. Her x 2 L için x+ 0 = x eşitli¼gini sa¼glayan bir tek 0 2 L vard¬r.

iv. Her x 2 L için x+ (�x) = 0 eşitli¼gini sa¼glayan bir tek �x 2 L vard¬r.

v. Her x 2 L için 1x = x

v¬. a (x+ y) = ax+ ay

13



v¬¬. (a+ b)x = ax+ bx

v¬¬¬. (ab)x = a (bx)

şartlar¬sa¼glans¬n. Bu durumda L ye K üzerinde bir vektör uzay¬(lineer uzay),

elemanlar¬na da vektör denir. K = R al¬n¬rsa L ye reel vektör uzay¬, K = C

al¬n¬rsa kompleks vektör uzay¬denir (Tunç, 2007).

Tan¬m 2.15 (Konveks ve Konkav Küme):

L bir lineer uzay, A � L ve x; y 2 A key� olmak üzere

B = fz 2 L : z = �x+ (1� �) y; 0 � � � 1g � A (2.9)

ise A kümesine konveks küme denir (Bayraktar 2006, s. 108).

Boş küme konveks küme olarak düşünülür. Bunlar¬n tersine e¼ger bir küme

konveks de¼gil ise konkav küme olarak ifade edilir.

1x 2xx

Konveks Küme

1x

x

Konkav Küme

2x

Şekil 2.2.1 Konveks ve konkav küme

Tan¬m 2.16 (Konveks Fonksiyon):

I � R olmak üzere, f : I ! R ,x; y 2 I ve � 2 [0; 1] için f fonksiyonu

f (�x+ (1� �) y) � �f (x) + (1� �) f (y) (2.10)

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Niculescu, Persson,

2006). E¼ger t 2 [0; 1] kapal¬aral¬¼g¬nda uç noktalar¬d¬̧sar¬da b¬rak¬rsak o zaman

konveks fonksiyon şart¬ndaki " � " yerine " < " gelir; ki bu durumda

f (�x+ (1� �) y) < �f (x) + (1� �) f (y) (2.11)

olur. Bu durumda f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.
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"�f" konveks ( kesin konveks) ise o zaman f ye konkav ( kesin konkav) denir.

E¼ger f fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f a�ndir. Bu a�n dönüşüm

uygun m ve n sabitleri için mx+ n fonksiyonudur.

( )xf

2x0

P

x
1x

( )1xf

( )2xf

( ) 21 1 xx αα −+

( )( )21 1 xxf αα −+

y

( ) ( ) ( )21 1 xfxf αα −+

Şekil 2.2.2 Aral¬k üzerinde konveks fonksiyon

Geometrik olarak �x1+(1� �)x2 noktas¬nda; f nin e¼gri üzerinde ald¬¼g¬de¼ger

(x1; f (x1)) ve (x2; f (x2)) noktalar¬n¬ birleştiren do¼gru parças¬n¬n üzerinde

ald¬¼g¬ de¼gerden her zaman daha küçüktür, yani bu iki noktay¬ birleştiren

kiri̧s (do¼gru parças¬) her zaman e¼grinin [x; y] aral¬¼g¬nda kalan k¬sm¬n¬n üz-

erinde veya üstündedir. Şekil 2.2.2 den de görüldü¼gü gibi � 2 [0; 1] oldu¼gun-

dan �f (x1) � f (x1) dir. Benzer şekilde (1� �) f (x2) � f (x2) dir. Yani

(1� �) f (x2) de f (x2) nin alt¬ndad¬r. Dolay¬s¬yla, �f (x1) + (1� �) f (x2) ;

f (x1) ile f (x2) aras¬nda olur. Konkav fonksiyon için kiri̧s f nin gra�¼ginin

[x1; x2] aral¬¼g¬nda kalan k¬sm¬n¬n üzerinde veya alt¬ndad¬r. Daha k¬sa olarak,

[x1; x2] aral¬¼g¬üzerinde konveks olan f fonksiyonu için,

f (�x1 + (1� �)x2) � �f (x1) + (1� �) f (x2)

dir.
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Tan¬m 2.17: Bir aral¬kta sürekli olan f fonksiyonu aral¬ktan al¬nm¬̧s her x ve

y için

f

�
x+ y

2

�
� f (x) + f (y)

2
(2.12)

oluyor ise f fonksiyonuna bu aral¬kta d¬̧sbükey (yukar¬bükey konveks) fonksiyon,

�f fonksiyonuna ise içbükey (aşa¼g¬bükey konveks) fonksiyon denir (Caferov,

1999).

Teorem 2.4 (Jensen Eşitsizli¼gi): f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda konveks

fonksiyon ve �i � 0 (i = 1; 2; :::; n) say¬lar¬�1 + �2 + ::: + �n = 1 eşitli¼gini

sa¼glas¬n. Bu taktirde ünlü Jensen eşitsizli¼gi xi 2 [a; b] için

f (�1x1 + �2x2 + :::+ �nxn) � �1f (x1) + �2f (x2) + :::+ �nf (xn) (2.13)

olur (Jensen, 1905,1906). Negatif olmayan �i ler için �1 + �2 + ::: + �n = 1

koşulunu eklemeden yukar¬daki eşitsizli¼gi

f

�
�1x1 + �2x2 + :::+ �nxn
�1 + �2 + :::+ �n

�
� �1f (x1) + �2f (x2) + :::+ �nf (xn)

�1 + �2 + :::+ �n
(2.14)

yazabiliriz.

Tan¬m 2.18 (Jensen Konvekslik):

Her x; y 2 I için

f

�
x+ y

2

�
� f (x) + f (y)

2
(2.15)

eşitsizli¼gini sa¼glayan f : I ! R fonksiyonuna Jensen konvekslik veya j-konveks

fonksiyon denir. Ayn¬zamanda bu fonksiyona orta konveks fonksiyonda denir

(Jensen, 1905,1906).

x; y 2 I için x 6= y oldu¼gunda " � " yerine " < " gelir. O halde fonksiyonuna

kesin j-konveks fonksiyon denir.

Özellik 2.1:

1. ·Iki konveks fonksiyonun toplam¬ (ayn¬ aral¬k üzerinde tan¬ml¬) yine bir

konveks fonksiyondur. Bu toplamda fonksiyonlardan birisi kesin konveks ise

toplamda kesin konvekstir.

2. Bir (kesin) konveks fonksiyonun pozitif bir skalerle çarp¬m¬da (kesin) kon-

veks fonksiyondur.
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3. Tan¬mland¬¼g¬ aral¬¼g¬n bir alt aral¬¼g¬na k¬s¬tlanm¬̧s olan (kesin) konveks

fonksiyon yine bu aral¬kta (kesin) konveks fonksiyondur.

4. E¼ger f : I ! R bir (kesin) konveks fonksiyon ve g : R ! R azalmayan

(artan) bir konveks fonksiyon ise böylece f � g bileşkesi de (kesin) konveks

fonksiyondur.

5. f; I ve J aral¬klar¬aras¬nda tam bir eşleme olsun. E¼ger f artan ise f nin

konveks olmas¬için gerek ve yeter şart f�1 in (kesin) konkav olmas¬d¬r. E¼ger f

azalan bir eşleme ise f ve f�1 ayn¬tip konvekstir (Niculescu, Persson, 2006).

Tan¬m 2.19 (Starshaped Fonksiyon):

f : [0; b]! R fonksiyonu

f (tx) � tf (x) (2.16)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa f fonksiyonuna starshaped denir, burada x 2 [0; b] ve

t 2 [0; 1] dir (Toader, 1984).

Tan¬m 2.20 (Logaritmik Konveks Fonksiyon):

I � R ve f : I ! R bir fonksiyon olsun. E¼ger log t konveks ise f fonksiyonuna

logaritmik konveks (log-konveks) yada çarp¬msal konveks fonksiyon denir. Bu

ifadeye özdeş olarak şayet 8x; y 2 I ve t 2 [0; 1] için

f (tx+ (1� t) y) � f t (x) f 1�t (y) (2.21)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa f fonksiyonuna logaritmik konveks fonksiyon denir. (2:21)

eşitsizli¼gi tersine çevrilirse f ye log-konkav denir (Peµcaríc, Proschan, Tong,

1992).

Tan¬m 2.21 (·Integrallenebilirlik): Verilen her hangi bir f fonksiyonu

ölçülebilir E bölgesi üzerinde Z
E

jf(x)j dx <1

ise f fonksiyonuna E üzerinde integrallenebilir fonksiyon denir.

Tan¬m 2.22 (Power Mean Eşitsizli¼gi):

q � 1 olsun. f ve g; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬reel fonksiyonlar, jf jp ve jgjq ; [a; b]
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aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyonlar ise

bZ
a

jf (x) g (x)j dx �

0@ bZ
a

jf (x)j dx

1A1� 1
q
0@ bZ
a

jf (x)j jg (x)jq dx

1A
1
q

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Benzer şekilde iki katl¬ integraller için power mean eşitsizli¼gi aşa¼g¬daki gibi

ifade edilebilir:

bZ
a

bZ
a

jf (x) g (x)j dxdy �

0@ bZ
a

bZ
a

jf (x)j dxdy

1A1� 1
q
0@ bZ
a

bZ
a

jf (x)j jg (x)jq dxdy

1A
1
q

:

Reel ve kompleks say¬lar için temel eşitsizliklerden bir tanesi üçgen eşitsi-

zli¼gidir.

Tan¬m 2.23 (Hölder ·Integral Eşitsizli¼gi):

p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. f ve g; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬reel fonksiyonlar,

jf jp ve jgjq ; [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyonlar ise

bZ
a

jf (x) g (x)j dx �

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p
0@ bZ
a

jg (x)jq dx

1A
1
q

eşitsizli¼gi geçerlidir (Mitrinovíc et. al. 1973).

Benzer şekilde iki katl¬ integraller için Hölder eşitsizli¼gi aşa¼g¬daki gibi ifade

edilebilir:

bZ
a

bZ
a

jf (x) g (x)j dxdy �

0@ bZ
a

bZ
a

jf (x)jp dxdy

1A
1
p
0@ bZ
a

bZ
a

jg (x)jq dxdy

1A
1
q

:

Ayr¬ca Hölder eşitsizli¼ginin bir sonucu olan power mean eşitsizli¼gi de aşa¼g¬daki

gibi ifade edilir.

Tan¬m 2.24 (Hermite-Hadamard Eşitsizli¼gi) : f : I � R! R fonksiyonu

konveks ise a; b 2 I (a � b) için,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2

d¬r (S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).
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Tan¬m 2.25 (Pozitif Say¬için Baz¬Anlamlar):

1. Aritmetik Anlam:

A = A (a; b) :=
a+ b

2
a; b > 0;

2. Geometrik Anlam:

G = G (a; b) :=
p
ab a; b > 0;

3. Harmonik Anlam:

H = H (a; b) :=
2ab

a+ b
a; b > 0;

4. Logaritmik Anlam:

L = L (a; b) :=

8<: a a = b ise
b�a

ln b�ln a a 6= b ise
; a; b > 0;

5. ·Identrik Anlam:

I = I (a; b) :=

8<: a a = b ise

1
e

�
bb

aa

� 1
b�a

a 6= b ise
; a; b > 0;

6. p�Logaritmik Anlam:

Lp = Lp (a; b) :=

8<: a a = b iseh
bp+1�ap+1
(p+1)(b�a)

i 1
p
a 6= b ise

; a; b > 0;

(Rooin and Hassani, 2007).

Bu anlamlar aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibi literatürde iyi bilinir:

H � G � L � I � A:

Ayr¬ca, p 2 R olmak üzere Lp nin monoton artan oldu¼gu bilinir ve L0 = I;

L�1 = L ile gösetilir.

Son olarak, x; y pozitif say¬lar¬n¬n r: kuvvetlerinin genelleştirilmi̧s logaritmik
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anlam¬

Lr (x; y) :=

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

r
r+1
:x

r+1�yr+1
xr�yr ; r 6= 0;�1, x 6= y

x�y
lnx�ln y ; r = 0; x 6= y

xy lnx�ln y
x�y ; r = �1, x 6= y

x ; x = y

biçiminde tan¬mlan¬r.
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3. HERM·ITE HADAMARD T·IPL·I EŞ·ITS·IZL·IKLER

a < b, a; b 2 I ve I reel say¬lar¬n bir aral¬¼g¬olmak üzere f : I � R ! R

konveks bir foksiyon olsun. Bu durumda

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a) + f(b)

2

şeklinde tan¬mlanan eşitsizlik literatürde iyi bilinen Hermite-Hadamard ·Inte-

gral Eşitsizli¼gi olarak adland¬r¬l¬r.

f : [a; b] � R! R konveks bir fonksiyon ise herhangi x; y 2 [a; b] ve t 2 [0; 1]

için

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu tan¬mlama Jensen�in sonuçlar¬n¬n kökenidir. Konveks

analiz, kullan¬̧sl¬ve matemati¼gin çok disiplinli bir etkisidir. Konveks e¼griler

ve konveks bodies eski ça¼glardan beri matematik literatüründe ortaya ç¬kt¬ve

kendileri ile ilgili pek çok önemli sonuçlar vard¬r. Söyleyebiliriz ki f konkav ise

(�f) konvekstir.

Hadamard Eşitsizli¼gi konveks fonksiyonlar için geometrik önemi nedeniyle büyük

ölçüde uygulanan bir eşitliktir ve bu eşitsizlik geni̧slemesi için büyük bir yel-

pazede zengin bir matematik literatürü üretti.

Lemma 3.1: a < b olmak üzere f : I� � R ! R, I�, a; b 2 I� (I�, I n¬n içi)

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. E¼ger f 0 2 L ([a; b]) ise bu durumda

m(:) :=

8>>><>>>:
t ; t 2 [0; 1

2
]

t� 1 ; t 2 (1
2
; 1]

olmak üzere

f(
a+ b

2
)� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

=
b� a
2

Z 1

0

Z 1

0

(f 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)) (m (s)�m (t)) dtds:
(3.1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r(Sa¼glam, Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, 2010).
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·Ispat: m(:) nin tan¬m¬ndan dolay¬;Z 1

0

Z 1

0

(f 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)) (m (t)�m (s)) dtds

=

Z 1

0

�Z 1

0

f 0(ta+ (1� t)b) (m (t)�m (s)) dt

�
Z 1

0

f 0(sa+ (1� s)b) (m (t)�m (s)) dt
�
ds

=

Z 1

0

(Z 1=2

0

f 0(ta+ (1� t)b) (t�m (s)) dt

+

Z 1

1=2

f 0(ta+ (1� t)b) (t� 1�m (s)) dt
�
ds

�
Z 1

0

(Z 1=2

0

f 0(sa+ (1� s)b) (t�m (s)) dt

+

Z 1

1=2

f 0(sa+ (1� s)b) (t� 1�m (s)) dt
�
ds

Z 1

0

Z 1

0

(f 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)) (m (t)�m (s)) dtds

=

Z 1=2

0

(Z 1=2

0

f 0(ta+ (1� t)b) (t� s) dt
)
ds

+

Z 1

1=2

(Z 1=2

0

f 0(ta+ (1� t)b) (t� s+ 1) dt
)
ds

+

Z 1=2

0

�Z 1

1=2

f 0(ta+ (1� t)b) (t� s� 1) dt
�
ds

+

Z 1

1=2

�Z 1

1=2

f 0(ta+ (1� t)b) (t� s) dt
�
ds

�
Z 1=2

0

(Z 1=2

0

f 0(sa+ (1� s)b) (t� s) dt
)
ds

�
Z 1

1=2

(Z 1=2

0

f 0(sa+ (1� s)b) (t� s+ 1) dt
)
ds

�
Z 1=2

0

�Z 1

1=2

f 0(sa+ (1� s)b) (t� s� 1) dt
�
ds

�
Z 1

1=2

�Z 1

1=2

f 0(sa+ (1� s)b) (t� s) dt
�
ds

= I1 + I2 + I3 + I4 � I5 � I6 � I7 � I8:
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yaz¬l¬r. Böylece k¬smi integrasyon yöntemi kullan¬l¬rsa:

I1 =

Z 1=2

0

(Z 1=2

0

f 0(ta+ (1� t)b) (t� s) dt
)
ds

=

Z 1=2

0

(
(t� s) f(ta+ (1� t)b)

a� b
1=2

j
0

� 1

(a� b)

Z 1=2

0

f(ta+ (1� t)b)dt
)
ds

=

Z 1=2

0

(�
1
2
� s
� f(a+b

2
)

a� b + s
f(b)

a� b

)
ds� 1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(ta+ (1� t)b)dt

=

 �
s

2
� s

2

2

�
f(a+b

2
)

a� b +
s2

2

f(b)

a� b

!
1=2

j
0

� 1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(ta+ (1� t)b)dt

=
1

8

f(a+b
2
)

a� b +
1

8

f(b)

a� b �
1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(ta+ (1� t)b)dt;

(3.2)

I2 =

Z 1

1=2

(Z 1=2

0

f 0(ta+ (1� t)b) (t� s+ 1) dt
)
ds

=

Z 1

1=2

(
(t� s+ 1) f(ta+ (1� t)b)

a� b
1=2

j
0

� 1

(a� b)

Z 1=2

0

f(ta+ (1� t)b)dt
)
ds

=

Z 1

1=2

(�
3

2
� s
�
f(a+b

2
)

a� b + (s� 1)
f(b)

a� b

)
ds� 1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(ta+ (1� t)b)dt

=

 �
3s

2
� s

2

2

�
f(a+b

2
)

a� b +
�
s2

2
� s
�
f(b)

a� b

!
1

j
1=2

� 1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(ta+ (1� t)b)dt

=
3

8

f(a+b
2
)

a� b �
1

8

f(b)

a� b �
1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(ta+ (1� t)b)dt;

(3.3)
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I3 =

Z 1=2

0

�Z 1

1=2

f 0(ta+ (1� t)b) (t� s� 1) dt
�
ds

=

Z 1=2

0

(
(t� s� 1) f(ta+ (1� t)b)

a� b
1

j
1=2

� 1

(a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt
)
ds

=

Z 1=2

0

(�
s+ 1

2

� f(a+b
2
)

a� b � s
f(a)

a� b

)
ds� 1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt

=

 �
s2

2
+
s

2

�
f(a+b

2
)

a� b �
s2

2

f(a)

a� b

!
1=2

j
0

� 1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt

=
3

8

f(a+b
2
)

a� b �
1

8

f(a)

a� b �
1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt;

(3.4)

I4 =

Z 1

1=2

�Z 1

1=2

f 0(ta+ (1� t)b) (t� s) dt
�
ds

=

Z 1

1=2

(
(t� s) f(ta+ (1� t)b)

a� b
1

j
1=2

� 1

(a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt
)
ds

=

Z 1

1=2

(�
s� 1

2

� f(a+b
2
)

a� b + (1� s)
f(a)

a� b

)
ds� 1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt

=

 �
s2

2
� s
2

�
f(a+b

2
)

a� b +
�
s� s

2

2

�
f(a)

a� b

!
1

j
1=2

� 1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt

=
1

8

f(a+b
2
)

a� b +
1

8

f(a)

a� b �
1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt;

(3.5)
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I5 =

Z 1=2

0

(Z 1=2

0

f 0(sa+ (1� s)b) (t� s) dt
)
ds

=

Z 1=2

0

(�
t2

2
� st

�
f 0(sa+ (1� s)b)

1=2

j
0

)
ds

=

Z 1=2

0

�
1

8
� s
2

�
f 0(sa+ (1� s)b)ds

=

�
1

8
� s
2

�
f(sa+ (1� s)b))

a� b
1=2

j
0

+
1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(sa+ (1� s)b)ds

= �1
8

f(a+b
2
)

a� b �
1

8

f(b)

a� b +
1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(sa+ (1� s)b)ds;

(3.6)

I6 =

Z 1

1=2

(Z 1=2

0

f 0(sa+ (1� s)b) (t� s+ 1) dt
)
ds

=

Z 1

1=2

(�
t2

2
� st+ t

�
f 0(sa+ (1� s)b)

1=2

j
0

)
ds

=

Z 1

1=2

�
5

8
� s
2

�
f 0(sa+ (1� s)b)ds

=

�
5

8
� s
2

�
f(sa+ (1� s)b))

a� b
1

j
1=2

+
1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(sa+ (1� s)b)ds

= �3
8

f(a+b
2
)

a� b +
1

8

f(a)

a� b +
1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(sa+ (1� s)b)ds;

(3.7)
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I7 =

Z 1=2

0

�Z 1

1=2

f 0(sa+ (1� s)b) (t� s� 1) dt
�
ds

=

Z 1=2

0

(�
t2

2
� st� t

�
f 0(sa+ (1� s)b)

1

j
1=2

)
ds

=

Z 1=2

0

�
�1
8
� s
2

�
f 0(sa+ (1� s)b)ds

=

�
�1
8
� s
2

�
f(sa+ (1� s)b))

a� b
1=2

j
0

+
1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(sa+ (1� s)b)ds

= �3
8

f(a+b
2
)

a� b +
1

8

f(b)

a� b +
1

2 (a� b)

Z 1=2

0

f(sa+ (1� s)b)ds;

(3.8)

I8 =

Z 1

1=2

�Z 1

1=2

f 0(sa+ (1� s)b) (t� s) dt
�
ds

=

Z 1

1=2

(�
t2

2
� st

�
f 0(sa+ (1� s)b)

1

j
1=2

)
ds

=

Z 1

1=2

�
3

8
� s
2

�
f 0(sa+ (1� s)b)ds

=

�
3

8
� s
2

�
f(sa+ (1� s)b))

a� b
1

j
1=2

+
1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(sa+ (1� s)b)ds

= �1
8

f(a+b
2
)

a� b �
1

8

f(a)

a� b +
1

2 (a� b)

Z 1

1=2

f(ta+ (1� t)b)dt:

(3.9)

(3:2)� (3:9) eşitlikleri tekrar yaz¬l¬rsaZ 1

0

Z 1

0

(f 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)) (m (t)�m (s)) dtds

= I1 + I2 + I3 + I4 � I5 � I6 � I7 � I8

= 2
f(a+b

2
)

a� b �
2

(a� b)

Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)dt:

sonucu ç¬kar¬l¬r. t 2 [0; 1] için x = ta+(1� t)b de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi uygulan¬r
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ve her iki taraf (a� b) =2 ile çarp¬l¬rsa (3:1) elde edilir bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.1: a < b olmak üzere f : I� � R ! R, I�, a; b 2 I� (I�, I n¬n içi)

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. E¼ger jf 0j2 ; [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise

bu durumda,

����f(a+ b2 )� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

���� � b� ap
6

 
jf 0(a)j2 + jf 0(b)j2

2

! 1
2

(3.10)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Sa¼glam, Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, 2010).

·Ispat: Lemma 3.1 ve çift integraller için Cauchy-Schwartz eşitsizli¼ginden,����f(a+ b2 )� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

����
=
b� a
2

����Z 1

0

Z 1

0

(f 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)) (m (s)�m (t)) dtds
����

� b� a
2

�Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)j jm (t)�m (s)j dtds
�

� b� a
2

�Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)j jm (t)�m (s)j dtds

+

Z 1

0

Z 1

0

jf 0(sa+ (1� s)b)j jm (t)�m (s)j dtds
�

= (b� a)
Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)j jm (t)�m (s)j dtds

� (b� a)
"�Z 1

0

Z 1

0

(m (t)�m (s))2 dtds
� 1

2
�Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)j2 dtds
� 1

2

#
(3.11)
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elde edilir. m(t) ve m(s) nin tan¬mlar¬ndan ve basit bir hesaplama ileZ 1

0

Z 1

0

(m (t)�m (s))2 dtds

=

Z 1

0

(Z 1=2

0

(t�m (s))2 dt+
Z 1

1=2

(t� 1�m (s))2 dt
)
ds

=

Z 1=2

0

(Z 1=2

0

(t� s)2 dt
)
ds+

Z 1

1=2

(Z 1=2

0

(t� s+ 1)2 dt
)
ds

+

Z 1=2

0

�Z 1

1=2

(t� s� 1)2 dt
�
ds+

Z 1

1=2

�Z 1

1=2

(t� s)2 dt
�
ds

=

Z 1=2

0

(
(t� s)3

3

1=2

j
0

)
ds+

Z 1

1=2

(
(t� s+ 1)3

3

1=2

j
0

)
ds

+

Z 1=2

0

(
(t� s� 1)3

3

1

j
1=2

)
ds+

Z 1

1=2

(
(t� s)3

3

1

j
1=2

)
ds

=

Z 1=2

0

(
(1� 2s)3

24
+
s3

3

)
ds+

Z 1

1=2

(
(3� 2s)3

24
+
(s� 1)3

3

)
ds

+

Z 1=2

0

(
(2s+ 1)3

24
� s

3

3

)
ds+

Z 1

1=2

(
(2s� 1)3

3
+
(1� s)3

3

)
ds

=
1

6

(3.12)

oldu¼gu görülür ve [a; b] aral¬nda jf 0j2 konveks oldu¼gundan biliniyor ki t 2 [0; 1]

için

jf 0(ta+ (1� t)b)j2 � t jf 0(a)j2 + (1� t) jf 0(b)j2
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dir. Böylece�Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)j2 dtds
� 1

2

�
�Z 1

0

Z 1

0

�
t jf 0(a)j2 + (1� t) jf 0(b)j2

�
dtds

� 1
2

=

 
jf 0(a)j2 + jf 0(b)j2

2

! 1
2

(3.13)

bulubur. Bundan dolay¬ (3:11) de (3:12) ve (3:13) kullan¬l¬rsa, (3:10) elde

edilir, bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.2: a < b olmak üzere f : I� � R ! R, I�, a; b 2 I� (I�, I n¬n

içi) diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. E¼ger q > 1 ve [a; b] aral¬¼g¬nda jf 0jq

konveks ise bu durmda,����f(a+ b2 )� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

���� � (b� a)� 2

(p+ 1) (p+ 2)

� 1
p
�
jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

2

� 1
q

(3.14)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r ve burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Sa¼glam, Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, 2010).:
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·Ispat: Lemma 3.1 den görülür ki����f(a+ b2 )� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx

����
=
b� a
2

����Z 1

0

Z 1

0

(f 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)) (m (s)�m (t)) dtds
����

� b� a
2

�Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)� f 0(sa+ (1� s)b)j jm (t)�m (s)j dtds
�

� b� a
2

�Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)j jm (t)�m (s)j dtds

+

Z 1

0

Z 1

0

jf 0(sa+ (1� s)b)j jm (t)�m (s)j dtds
�

� (b� a)
Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)j jm (t)�m (s)j dtds

� (b� a)
"�Z 1

0

Z 1

0

jm (t)�m (s)jp dtds
� 1

p
�Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)jq dtds
� 1

q

#
:

(3.15)

olur. m(t) ve m(s) nin tan¬m¬ndan dolay¬,Z 1

0

Z 1

0

jm (t)�m (s)jp dtds

=

Z 1

0

(Z 1=2

0

jt�m (s)jp dt+
Z 1

1=2

jt� 1�m (s)jp dt
)
ds

=

Z 1=2

0

Z 1=2

0

jt� sjp dtds+
Z 1

1=2

Z 1=2

0

jt� s+ 1jp dtds

+

Z 1=2

0

Z 1

1=2

jt� s� 1jp dtds+
Z 1

1=2

Z 1

1=2

jt� sjp dtds

= J1 + J2 + J3 + J4:
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yaz¬l¬r. Böylece kolay bir hesaplama ile

J1 =

Z 1=2

0

Z 1=2

0

jt� sjp dtds =
Z 1=2

0

(Z s

0

(s� t)p dt+
Z 1=2

s

(t� s)p dt
)
ds

=
1

p+ 1

Z 1=2

0

(
sp+1 +

�
1

2
� s
�p+1)

ds =
2

2p+1 (p+ 1) (p+ 2)
;

(3.16)

J2 =

Z 1

1=2

Z 1=2

0

jt� s+ 1jp dtds =
Z 1

1=2

Z 1=2

0

(t� s+ 1)p dtds; ( t� s+ 1 � 0 için)

=
1

p+ 1

Z 1

1=2

n�
3
2
� s
�p+1 � (1� s)p+1o ds

=
1

(p+ 1) (p+ 2)
� 1

2p+1 (p+ 1) (p+ 2)
;

(3.17)

J3 =

Z 1=2

0

Z 1

1=2

jt� s� 1jp dtds =
Z 1=2

0

Z 1

1=2

(�t+ s+ 1)p dtds; (for t� s� 1 � 0)

=
1

p+ 1

Z 1=2

0

n
�sp+1 +

�
s+ 1

2

�p+1o
ds

=
1

(p+ 1) (p+ 2)
� 1

2p+1 (p+ 1) (p+ 2)
;

(3.18)

J4 =

Z 1

1=2

Z 1

1=2

jt� sjp dtds =
Z 1

1=2

�Z s

1=2

(s� t)p dt+
Z 1

s

(t� s)p dt
�
ds

=
1

p+ 1

Z 1

1=2

n�
s� 1

2

�p+1
+ (1� s)p+1

o
ds

=
1

2p+1 (p+ 1) (p+ 2)
:

(3.19)

elde edilir. (3:16)� (3:19) tekrar yaz¬l¬rsa�Z 1

0

Z 1

0

jm (t)�m (s)jp dtds
� 1

p

=

�
2

(p+ 1) (p+ 2)

� 1
p

(3.20)

oldu¼gu görülür. jf 0jq, [a; b] aral¬¼g¬nda konveks oldu¼gundan bilinir ki t 2 [0; 1]
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için jf 0(ta+ (1� t)b)jq � t jf 0(a)jq + (1� t) jf 0(b)jq dir, böylece�Z 1

0

Z 1

0

jf 0(ta+ (1� t)b)jq dtds
� 1

q

�
�Z 1

0

Z 1

0

(t jf 0(a)jq + (1� t) jf 0(b)jq) dtds
� 1

q

=

�
jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

2

� 1
q

:

(3.21)

bulunur. Bundan dolay¬(3:15) de (3:20) ve (3:21) yaz¬l¬rsa (3:14) elde edilir,

bu da ispat¬tamamlar.
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3.1 Baz¬Ortalamalar için Uygulamalar

Şimdi özel ortalamalar için teoremlerin uygulamalar¬n¬göz önüne alal¬m:

a. Aritmetik Ortalama: A = A(a; b) :=
a+ b

2
; a; b � 0;

b. Logaritmik Ortalama:

L = L (a; b) :=

8>>><>>>:
a ; a = b

b�a
ln b�ln a ; a 6= b

, a; b > 0;

c. Identric Ortalama:

I = I (a; b) :=

8>>><>>>:
a ; a = b

1
e

�
bb

aa

� 1
b�a

; a 6= b

, a; b > 0;

d. p�logaritmik ortalama:

Lp = Lp(a; b) :=

8>>><>>>:
h
bp+1�ap+1
(p+1)(b�a)

i 1
p
; a 6= b

a ; a = b

, p 2 R� f�1; 0g ; a; b > 0.

Önerme 3.1.1: a; b 2 R, 0 < a < b ve n 2 Z, jnj � 1 olsun. Bu durumda,

jAn (a; b)� Lnn (a; b)j � jnj
(b� a)p

6
A
�
a2(n�1); b2(n�1)

�
dir (Sa¼glam, Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, 2010).

·Ispat: x 2 R, n 2 Z ve jnj � 1 için Teorem 3.1 de f(x) = xn yaz¬l¬rsa ispat

tamamlan¬r.

Önerme 3.1.2: a; b 2 R, 0 < a < b ve n 2 Z, jnj � 1 olsun. Bu durumda

q > 1 için

jA (an; bn)� Lnn (a; b)j � jnj (b�a)
�

2

(p+ 1)(p+ 2)

� 1
p h
A
�
jajq(n�1) ; jbjq(n�1)

�i 1
q

dir (Sa¼glam, Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, 2010).

·Ispat: x 2 R, n 2 Z ve jnj � 1 için Teorem 3.2 de f(x) = xn yaz¬l¬rsa ispat

tamamlan¬r.
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Önerme 3.1.3: a; b 2 R, 0 < a < b olsun. Bu durumda her q > 1 için

ln

�
I (a; b)

A (a; b)

�
� (b� a)

ab

�
2

(p+ 1)(p+ 2)

� 1
p

[A (jbjq ; jajq)]
1
q

dir (Sa¼glam, Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, 2010).

·Ispat: Teorem 3.2 de f : (0;1) ! (�1; 0); f(x) = � ln (x) uygulan¬r ve

ayr¬nt¬lar ihmal edilirse ispat tamamlan¬r.

Önerme 3.1.4: a; b 2 R, 0 < a < b olsun. Bu durumda her q > 1 için

��A�1 (a; b)� L�1 (a; b)�� � (b� a)
(ab)2

�
2

(p+ 1)(p+ 2)

� 1
p �
A
�
jaj2q ; jbj2q

�� 1
q

dir (Sa¼glam, Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, 2010).

·Ispat: x 2 [a; b] için Teorem 3.2 de f(x) = 1
x
uygulan¬rda ispat tamamlan¬r.
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4. HARDY-H·ILBERT EŞ·ITS·IZL·I¼G·I VE UYGULAMALARI

·Ilk olarak iyi bililen Hilbert ·Integral Eşitsizli¼gini tan¬yal¬m: f(x); g(x) � 0;

0 �
1R
0

f 2(x)dx <1; ve 0 �
1R
0

g2(x)dx <1 olmak üzere

1R
0

1R
0

f(x)g(y)
x+y

dxdy < �

�1R
0

f 2(x)dx:
1R
0

g2(x)dx

� 1
2

(4.1)

1R
0

1R
0

f(x)g(y)
maxfx;ygdxdy < 4

�1R
0

f 2(x)dx:
1R
0

g2(x)dx

� 1
2

; (4.2)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r, burada � ve 4 sabitleri s¬ras¬yla (4:1) ve (4:2) nin mümkün

olan en iyi sabitleridir. (4:1) eşitsizli¼gi Hilbert integral eşitsizli¼gi ve (4:2) eşit-

sizli¼gi de Hilbert tipli integral eşitsizli¼gi olarak adland¬r¬l¬r. Bu eşitsizlikler de

Hardy taraf¬ndan geni̧sletilmi̧stir ve şu şekilde ifade edilmi̧stir: p > 1; 1
p
+ 1
q
= 1;

f(x); g(x) � 0, 0 �
1R
0

fp(x)dx <1 ve 0 �
1R
0

gq(x)dx <1 olsun. Bu durumda

1R
0

1R
0

f(x)g(y)
x+y

dxdy < �
sin(�

p
)

�1R
0

fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

gq(x)dx

� 1
q

; (4.3)

1R
0

1R
0

f(x)g(y)
maxfx;ygdxdy < pq

�1R
0

fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

gq(x)dx

� 1
q

(4.4)

dir, burada �
sin(�

p
)
ve pq s¬ras¬yla (4:3) ve (4:4) nin mümkün olan en iyi sabit-

leridir. Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi ve uygulamalar¬ analizde önemlidir. Eşit-

sizli¼gin bu tipinin genelleştirmesi ile ilgili sonuçlar¬n ço¼gu son y¬llarda elde

edildi.

Lemma 4.1: � > 0; A1 � 0, A2 � 0; A3 � 0; A4 > 0 olsun: $� (A1; A2; A3; A4; x)

ve $� (A1; A2; A3; A4; y) a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬

$� (A1; A2; A3; A4; x) :=
1R
0

x
�
2 y�1+

�
2

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdy; (4.5)

$� (A1; A2; A3; A4; y) :=
1R
0

x�1+
�
2 y

�
2

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx; (4.6)

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda$� (A1; A2; A3; A4; x) = $� (A1; A2; A3; A4; y) =
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C�(A1; A2; A3; A4) sabiti

C�(A1; A2; A3; A4) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

2

�
p
(A1+A4)(A2+A3)

arctan
q

A2+A3
A1+A4

+ 2

�
p
(A1+A3)(A2+A4)

arctan
q

A1+A3
A2+A4

; Ai > 0; i = 1; 2; 3; 4

4
�A4

; Ai = 0; A4 > 0; i = 1; 2; 3:

(4.7)

dir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010)..

ispat: t =
�
y
x

��
dönüşümü uygulan¬rsa

$� (A1; A2; A3; A4; x) =
1R
0

x
�
2 y�1+

�
2

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdy;

= 1
�

1R
0

t�
1
2

A1+A2t+A3minf1;tg+A4maxf1;tgdt := I

(4.8)

elde edilir.

a. A1; A2; A3; A4 > 0 için

I = 1
�

�
1R
0

t�
1
2

A1+A2t+A3t+A4
dt+

1R
1

t�
1
2

A1+A2t+A3+A4t
dt

�

= 1
�

8<: 2p
(A1+A4)(A2+A3)

q
A2+A3
A1+A4R
0

dt
t2+1

+ 2p
(A1+A3)(A2+A4)

q
A1+A3
A2+A4R
0

dt
t2+1

9=;
= 2

�
p
(A1+A4)(A2+A3)

arctan
q

A2+A3
A1+A4

+ 2

�
p
(A1+A3)(A2+A4)

arctan
q

A1+A3
A2+A4

;

(4.9)

b. A1 = A2 = A3 = 0; A4 > 0 için

I = 1
�

�
1R
0

t�
1
2

A4
dt+

1R
1

t�
1
2

A4t
dt

�
= 4

�A4
(4.10)

elde edilir. Böylece$� (A1; A2; A3; A4; x) = C�(A1; A2; A3; A4): Simetrik olarak

da $� (A1; A2; A3; A4; y) = C�(A1; A2; A3; A4) olur.

Lemma 4.2: p > 1 (veya 0 < p < 1) ; 1
p
+ 1

q
= 1; � > 0; A1; A2; A3 � 0;

A4 > 0 ve 0 < " <
p�
2
olmak üzere,

J (") =
1R
1

1R
1

x
�
2�1�

"
p y

�
2�1�

"
q

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdxdy (4.11)
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ise bu durumda " �! 0+ için,

1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + o (1)]�O (1) < J (") < 1

"
[C�(A1; A2; A3; A4) + ~o (1)]

(4.12)

dir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

ispat: t =
�
x
y

��
al¬n¬rsa,

J (") =
1R
1

1R
1

x
�
2�1�

"
p y

�
2�1�

"
q

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdxdy

= 1
�

1R
1

y�1�"
1R
y��

t
� 1
2��

"
�p

A1t+A2+A3minft;1g+A4maxft;1gdtdy

= 1
�"

1R
0

t
� 1
2��

"
�p

A1t+A2+A3minft;1g+A4maxft;1gdt

� 1
�

1R
1

y�1�"
y��R
0

t
� 1
2��

"
�p

A1t+A2+A3minft;1g+A4maxft;1gdtdy

= 1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + o (1)]� 1

�

1R
1

y�1�"
y��R
0

t
� 1
2��

"
�p

A1t+A2+A3t+A4
dtdy

� 1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + o (1)]� 1

�A4

1R
1

y�1

 
y��R
0

t�
1
2
�� "

�pdt

!
dy

= 1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + o (1)]�O (1) :

(4.13)

elde edilir. Di¼ger taraftan,

J (") =
1R
1

1R
1

x
�
2�1�

"
p y

�
2�1�

"
q

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdxdy

<
1R
1

�1R
0

x
�
2�1�

"
p

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
�
y
�
2
�1� "

q dy

= 1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + ~o (1)]

oldu¼gu görülür. Böylece, (4:12) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu da Lemma�n¬n ispat¬n¬

tamamlar.
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Teorem 4.1: E¼ger p > 1; 1p +
1
q
= 1; � > 0; A1; A2; A3 � 0; A4 > 0; f (x) ;

g (x) � 0 ve 0 �
1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx < 1 ve 0 �

1R
0

xq(1�
�
2 )�1gq(x)dx < 1

olsun. Bu durumda

S :=
1R
0

1R
0

f(x)g(x)

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdxdy

< C�(A1; A2; A3; A4)

�1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

xq(1�
�
2 )�1gq(x)dx

� 1
q

;

(4.14)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada (4:7) deki gibi tan¬mlananC�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬

mümkün olan en iyi sabittir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

ispat: Hölder eşitsizli¼gi ve (4:5) ve (4:6) eşitlikleri dikkate al¬narak,

S =
1R
0

1R
0

�
1

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�g

� 1
p
x
1��

2
q

y
1��

2
p

f (x)

�
�

1

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�g

� 1
q

"
y
1��

2
p

x
1��

2
q

g (y)

#
dxdy

�
�1R
0

1R
0

x(1�
�
2 )(p�1)y

�
2�1

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gf
p (x) dx

� 1
p

�
�1R
0

1R
0

y(1�
�
2 )(q�1)x

�
2�1

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gg
q (y) dy

� 1
q

=

�1R
0

$�(A1; A2; A3; A4; x)x
p(1��

2 )�1fp (x) dx

� 1
p

�
�1R
0

$�(A1; A2; A3; A4; y)y
q(1��

2 )�1gq (y) dy

� 1
q

� C�(A1; A2; A3; A4)

�1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp (x) dx

� 1
p
�1R
0

yq(1�
�
2 )�1gq (y) dy

� 1
q

(4.15)
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elde edilir. E¼ger

M x(1�
�
2 )(p�1)y

�
2�1

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gf
p (x)

= N y(1�
�
2 )(q�1)x

�
2�1

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gg
q (y) ;

Mxp(1�
�
2 )fp (x) = Nyq(1�

�
2 )gq (y) ; (x; y) 2 (0;1)� (0;1)

(4.16)

olacak şekilde M ve N sabitleri mevcut ve s¬f¬rdan farkl¬ise (4:15) eşitsizli¼gi

eşitlik halini al¬r.

Böylece,

Mxp(1�
�
2 )fp (x) = Nyq(1�

�
2 )gq (y) = c (x; y) 2 (0;1)� (0;1) (4.17)

olacak şekilde bir c sabiti vard¬r.

·Idda ediyoruz ki M = 0 d¬r. Gerçekten de M 6= 0 ise o zaman

xp(1�
�
2 )�1fp (x) = c

Mx
; x 2 (0;1) (4.18)

olur ve 0 �
1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx < 1 eşitsizli¼gi ile çeli̧sir: Böylece (4:15) den

(4:14) elde edilir.

E¼ger C�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬mümkün olan en iyi sabit olmas¬n o zaman

bir K(K < C�(A1; A2; A3; A4)) sabiti vard¬r öyleki

C�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬ile K yer de¼gi̧stirse de (4:14) eşitsizli¼gi hala geçer-

lidir.

0 < " < p�
2
ve x 2 (0; 1) için ef ve eg ef (x) = eg (x) = 0 olarak al¬n¬rsa; x 2 [1;1)

için ef (x) = x�
2
�1� "

p ; eg (x) = x�
2
�1� "

q olur o zaman

K

�1R
0

xp(1�
�
2 )�1 efp (x) dx� 1

p
�1R
0

xq(1�
�
2 )�1egq(x)dx� 1

q

= K

�1R
0

x�1�"dx

� 1
p
�1R
0

x�1�"dx

� 1
q

=
K

"
(4.19)
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oldu¼gu görülür. (4:12) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,
1R
0

1R
0

ef(x)eg(x)
A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdxdy

=
1R
1

�1R
1

x
�
2�1�

"
p

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
�
y
�
2
�1� "

q dy

> 1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + o (1)]�O (1)

(4.20)

elde edilir. Bundan dolay¬,

1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + o (1)]�O (1) < K

"
; (4.21)

veya

1
�
[C�(A1; A2; A3; A4) + o (1)]� "O (1) < K (4.22)

olur. "! 0+ için C�(A1; A2; A3; A4) � K olur ki bu daK < C�(A1; A2; A3; A4)

olmas¬ile çeli̧sir: BöyleceC�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬(4:14) eşitsizli¼ginin münkün

olan en iyi sabitidir. Bu da teoremin ispat¬n¬tamamlar.

Uyar¬4.1:

i. E¼ger Teorem 4.1 de A1 = A2 = 0 ve � = A3 = A4 = 1 al¬n¬rsa o zaman

C1(0; 0; 1; 1) = � olur ve (4:14) eşitsizli¼gi Hardy-Hilbert eşitsizli¼gine dönüşür

yani

1R
0

1R
0

f(x)g(y)
x+y

dxdy < �

�1R
0

x
p
2
�1fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

x
q
2
�1gq(x)dx

� 1
q

oldu¼gu görülür.

ii. E¼ger Teorem 4.1 de A1 = A2 = A3 = 0; � = A4 = 1 al¬n¬rsa o zaman

C1(0; 0; 0; 1) = 4 olur ve (4:14) eşitsizli¼gi

1R
0

1R
0

f(x)g(y)
maxfx;ygdxdy < 4

�1R
0

x
p
2
�1fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

x
q
2
�1gq(x)dx

� 1
q

eşitsizli¼gine dönüşür.

iii. E¼ger Teorem 4.1 de A1 = A2 = 0 ve � > 0; A3 = A; A4 = B al¬n¬rsa o

zaman

C�(0; 0; A;B) =

8>>><>>>:
4

�
p
AB
arctan

q
A
B

; A;B > 0 için

4
�B

; A = 0; B > 0 için
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olur,ve (4:14) eşitsizli¼gi

1R
0

1R
0

f(x)g(y)

Aminfx�;y�g+Bmaxfx�;y�gdxdy

< C� (A;B)

�1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

xq(1�
�
2 )�1gq(x)dx

� 1
q

eşitsizli¼gine dönüşür (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

Teorem 4.2: 0 < p < 1; 1
p
+ 1

q
= 1; � > 0; A1; A2; A3 � 0; A4 > 0; f (x) ;

g (x) � 0 ve 0 �
1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx < 1 ve 0 �

1R
0

xq(1�
�
2 )�1gq(x)dx < 1

olmak üzere
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1R
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f(x)g(x)

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdxdy

> C�(A1; A2; A3; A4)
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� 1
p
�1R
0

xq(1�
�
2 )�1gq(x)dx

� 1
q

(4.23)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada (4:7) deki gibi tan¬mlananC�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬

mümkün olan en iyi sabittir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

·Ispat: Ters Hölder eşitsizli¼ginden, ve ayn¬şekilde (4:23) eşitsizli¼gi elde edilir.

E¼ger (4:23) deki C�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬ mümkün olan en iyi sabit ol-

mas¬n o zaman bir pozitif H( H > C�(A1; A2; A3; A4)) sabiti vard¬r öyleki

C�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬ile H yer de¼gi̧stirse de (4:23) eşitsizli¼gi hala geçer-

lidir.

0 < " < p�
2
için ef ve eg Theorem 4.1 deki gibi al¬n¬rsa o zaman

H

�1R
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xp(1�
�
2 )�1 efp(x)dx� 1

p
�1R
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xq(1�
�
2 )�1egq(x)dx� 1

q

= H

�1R
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x�1�"dx

� 1
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�1R
0

x�1�"dx

� 1
q

=
H

"

(4.24)
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olur. (4:12) kullan¬l¬rsa,

1R
0

1R
0

ef(x)eg(x)
A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdxdy

=
1R
1

�1R
1

x
�
2�1�

"
p

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
�
y
�
2
�1� "

q dy

< 1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + ~o (1)]

(4.25)

elde edilir. Bu nedenle,

1
"
[C�(A1; A2; A3; A4) + ~o (1)] >

H
"
; (4.26)

veya

C�(A1; A2; A3; A4) + ~o (1) � H (4.27)

oldu¼gu görülür.

" ! 0+ için C�(A1; A2; A3; A4) � H olur ki bu da H > C�(A1; A2; A3; A4)

olmas¬ ile çeli̧sir. Böylece (4:23) eşitsizli¼gindeki C�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬

mümkün olan en iyi sabittir. Bu da istenen sonuçtur.
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Uyar¬4.2:

i. E¼gerTeorem 4.2 de A1 = A2 = 0 ve � = A3 = A4 = 1 al¬n¬rsa o zaman

C1(0; 0; 1; 1) = � olur ve (4:23) eşitsizli¼gi Hardy-Hilbert eşitsizli¼gine dönüşür

yani

1R
0

1R
0

f(x)g(y)
x+y

dxdy > �

�1R
0

x
p
2
�1fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

x
q
2
�1gq(x)dx

� 1
q

olur.

ii. E¼gerTeorem 4.2 de A1 = A2 = A3 = 0 ve � = A4 = 1 al¬n¬rsa

C1(0; 0; 0; 1) = 4 olur ve (4:23) eşitsizli¼gi
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0

1R
0

f(x)g(y)
maxfx;ygdxdy > 4

�1R
0

x
p
2
�1fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

x
q
2
�1gq(x)dx

� 1
q

eşitsizli¼gine dönüşür.

iii. E¼ger Teorem 4.2 de A1 = A2 = 0 ve � > 0; A3 = A; A4 = B al¬n¬rsa,

C�(0; 0; A;B) =

8>>><>>>:
4

�
p
AB
arctan

q
A
B

; A;B > 0 için

4
�B

; A = 0; B > 0 için

olur ve (4:23) eşitsizli¼gi

1R
0

1R
0

f(x)g(y)

Aminfx�;y�g+Bmaxfx�;y�gdxdy

> C� (A;B)

�1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx

� 1
p
�1R
0

xq(1�
�
2 )�1gq(x)dx

� 1
q

eşitsizli¼gine dönüşür (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

Teorem 4.3: Teorem 4.1 in şartlar¬alt¬nda

1R
0

y
�p
2
�1
�1R
0

f(x)

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
�p
dy

< [C�(A1; A2; A3; A4)]
p
1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx;

(4.28)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada [C�(A1; A2; A3; A4)]
p çarpan¬mümkün olan en iyi

sabittir. (4:14) ve (4:28) eşitsizlikleri eşde¼gerdir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya,

2010).
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·Ispat:

g (y) = y
�p
2
�1
�1R
0

f(x)

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
�p�1

(4.29)

olarak al¬nrsa (4:14) eşitsizli¼ginden

1R
0

yq(1�
�
2 )�1gq (y) dy =

1R
0

y
�p
2
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0

f(x)

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
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=
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�
(
y
�p
2
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f(x)

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
�p�1)

dy

=
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0
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0

f(x)g(x)

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdxdy

� C�(A1; A2; A3; A4)

�1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx

� 1
p

�
�1R
0

xq(1�
�
2 )�1gq(x)dx

� 1
q

(4.30)

yaz¬l¬r. Bundan dolay¬

1R
0

yq(1�
�
2 )�1gq (y) dy � [C�(A1; A2; A3; A4)]

p
1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx (4.31)

olur. Böylece (4:14) den ve (4:30) ve (4:31) eşitsizliklerinin her ikisi birbirinin

yerini tuttu¼gundan (4:28) elde edilir.
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Hölder eşitsizli¼ginden,
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=
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A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
�p� 1

p

�
�1R
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yq(1�
�
2 )�1gq (y) dy

� 1
q

(4.32)

elde edilir. Bu nedenle (4:28) den (4:14) elde edilir ve (4:28) ve (4:14) eşitsiz-

likleri eşde¼gerdir. E¼ger (4:28) deki çarpan mümkün olan en iyi sabit de¼gilse o

zaman (4:32) den bir çeli̧ski elde edilir ki bu da (4:14) deki çarpan¬n mümkün

olan en iyi sabit olmamas¬d¬r. Bu da teoremin ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 4.4: Teorem 4.2 nin şartlar¬alt¬nda
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0

y
�p
2
�1
�1R
0

f(x)

A1x�+A2y�+A3minfx�;y�g+A4maxfx�;y�gdx
�p
dy

> [C�(A1; A2; A3; A4)]
p
1R
0

xp(1�
�
2 )�1fp(x)dx

(4.33)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada [C�(A1; A2; A3; A4)]
p çarpa¬mümkün olan en iyi

sabittir. (4:23) ve (4:33) eşitiszlikleri eşde¼gerdir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya,

2010). Teorem 4.2 nin ispat¬Teorem 4.3 ün ispat¬na benzer şekildedir.
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4.1 Diskret Halleri

Lemma 4.1.1: 0 < � � 2; A1; A2; A3 � 0; A4 > 0 olsunve$�(A1; A2; A3; A4;m)

ve $�(A1; A2; A3; A4; n) a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬s¬ras¬yla

$�(A1; A2; A3; A4;m) :=
1P
n=1

m
�
2 n�1+

�
2

A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g (m 2 N) ;

(4.1.1)

$�(A1; A2; A3; A4; n) :=
1P
m=1

n
�
2m�1+�

2

A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g (n 2 N) ;

(4.1.2)

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda,

C�(A1; A2; A3; A4) [1� ��(A1; A2; A3; A4;m)] < $�(A1; A2; A3; A4;m)

< C�(A1; A2; A3; A4);

(4.1.3)

C�(A1; A2; A3; A4) [1� ��(A1; A2; A3; A4; n)] < $�(A1; A2; A3; A4; n)

< C�(A1; A2; A3; A4)

(4.1.4)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r, burada

��(A1; A2; A3; A4; r) : =

�
1

C1(A1; A2; A3; A4)

� r��Z
0

t�
1
2

A1 + A4 + (A2 + A3) t
dt

= O

�
1

r
�
2

�
2 (0; 1) (r 2 N) (r !1)

ve C�(A1; A2; A3; A4) (4:7) deki gibi tan¬ml¬d¬r (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya,

2010).

·Ispat: 0 < � � 2; A1; A2; A3 � 0; A4 > 0 için Lemma 4.1 den

$�(A1; A2; A3; A4;m) <
1R
0

m
�
2 y�1+

�
2

A1m�+A2y�+A3minfm�;y�g+A4maxfm�;y�gdy (m 2 N) ;

= $�(A1; A2; A3; A4;m) = C�(A1; A2; A3; A4)

(4.1.5)

46



yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan

$�(A1; A2; A3; A4;m) >
1R
0

m
�
2 y�1+

�
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A1m�+A2y�+A3minfm�;y�g+A4maxfm�;y�gdy
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dt

= I (1� ��(A1; A2; A3; A4;m))
(4.1.6)

elde edilir, burada I = 1
�
C1(A1; A2; A3; A4) ve

0 < ��(A1; A2; A3; A4;m) = 1
C1(A1;A2;A3;A4)

m��R
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t
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2

A1+A4+(A2+A3)t
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(4.1.7)

dir.
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A1+A4+(A2+A3)t
dt �
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A1+A4
dt = 2

(A1+A4)m
�
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(4.1.8)

oldu¼gundan ��(A1; A2; A3; A4;m) = O
�

1

m
�
2

�
olur. Bundan dolay¬ (4:1:3)

sa¼glan¬r. Simetrik olarak (4:1:4) de sa¼glan¬r. Bu da istenen sonuçtur (Sa¼glam,

Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

Lemma 4.1.2: p > 0 (p 6= 1) ; 1
p
+ 1

q
= 1; 0 < � � 2; A1; A2; A3 � 0; A4 > 0

ve 0 < " < p�
2
olsun.

L (") =
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m=1

m
�
2�1�

"
p n
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2�1�

"
q

A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g (4.1.9)

olmak üzere "! 0+ için
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n=1

1

n1+"
< L (") < [C�(A1; A2; A3; A4) + eo (1)] 1P

n=1

1

n1+"

(4.1.10)

dir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).
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·Ispat: t =
�
x
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��
al¬n¬rsa ve (4:1:4) eşitsizli¼ginden
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yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan
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(4.1.11)

elde edilir. Böylece (4:1:10) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu da istenen sonuçtur.
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Teorem 4.1.1: p > 1; 1
p
+ 1

q
= 1; 0 < � � 2; A1; A2; A3 � 0; A4 > 0; an;

bn � 0 ve 0 <
1P
n=1

np(1�
�
2 )�1apn <1; 0 <
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nq(1�
�
2 )�1bqn <1 olmak üzere

D :=
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(4.1.12)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada (4:7) ile tan¬mlananC�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬mümkün

olan en iyi sabittir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

·Ispat: Hölder eşitsizli¼ginden
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=
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$�(A1; A2; A3; A4; n)n
q(1��

2 )�1bqn

� 1
q

:

(4.13)

yaz¬l¬r. O zaman (4:1:3) ve (4:1:4) den (4:1:12) elde edilir. C�(A1; A2; A3; A4)

n¬n mümkün olan en iyi sabit oldu¼gunu göstermek için (4:1:9) de 0 < " < p�
2

için eam = m�
2
�1� "

p ; ebn = n�
2
�1� "

q al¬n¬rsa

1P
n=1

1P
m=1

eamebn
A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g = L (") (4.1.14)
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yaz¬l¬r. 0 < K � C�(A1; A2; A3; A4) olacak şekilde bir sabit var ise (4:1:12)

eşitsizli¼gini sa¼glar. O halde C�(A1; A2; A3; A4) n¬nK yaz¬l¬rsa o zaman özellikle

(4:1:10) den

[C�(A1; A2; A3; A4)� o (1)]
1P
n=1

1
n1+"

< K

� 1P
n=1

np(1�
�
2 )�1eapn� 1

p
� 1P
n=1

nq(1�
�
2 )�1ebqn� 1

q

= K
1P
n=1

1
n1+"

(4.1.15)

bulunur, bu da C�(A1; A2; A3; A4) � o (1) < K olmas¬ demektir o zaman

C�(A1; A2; A3; A4) � K ("! 0+) olur. Bundan dolay¬(4:1:12).eşitsizli¼gindeki

K = C�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬mümkün olan en iyi sabittir. Bu da ispat¬

tamamlar.

Uyar¬4.1.1:

i. Teorem 4.1.1 de A1 = A2 = 0 ve � = A3 = A4 = 1 al¬n¬rsa C1(0; 0; 1; 1) = �

ve (4:1:12) eşitsizli¼gi Hardy-Hilbert eşitsizli¼gine dönüşür yani

1P
n=1

1P
m=1

ambn
m+n

< �

� 1P
n=1

n
p
2
�1apn

� 1
p
� 1P
n=1

n
q
2
�1bqn

� 1
q

olur.

ii. Teorem 4.1.1 de A1 = A2 = A3 = 0; � = A4 = 1 al¬n¬rsa C1(0; 0; 0; 1) = 4

olur ve (4:1:12) eşitsizli¼gi Hardy-Hilbert tipli

1P
n=1

1P
m=1

ambn
maxfm;ng < 4

� 1P
n=1

n
p
2
�1apn

� 1
p
� 1P
n=1

n
q
2
�1bqn

� 1
q

eşitsizli¼gine dönüşür.

iii. Teorem 4.1.1 de A1 = A2 = 0 ve � > 0; A3 = A; A4 = B al¬n¬rsa

C�(0; 0; A;B) =

8>>><>>>:
4

�
p
AB
arctan

q
A
B

; A;B > 0 için

4
�B

; A = 0; B > 0 için

olur ve (4:1:12) eşitsizli¼gi

1P
n=1

1P
m=1

ambn
Aminfm�;n�g+Bmaxfm�;n�g < C� (A;B)

� 1P
n=1

np(1�
�
2 )�1a2n

� 1
2
� 1P
n=1

nq(1�
�
2 )�1b2n

� 1
2
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eşitsizli¼gine dönüşür (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

Teorem 4.1.2: 0 < p < 1; 1
p
+ 1

q
= 1; 0 < � � 2; A1; A2; A3 � 0; A4 > 0; an;

bn � 0 ve 0 <
1P
n=1

np(1�
�
2 )�1apn <1 ve 0 <

1P
n=1

nq(1�
�
2 )�1bqn <1 olmak üzere

1P
n=1

1P
m=1

ambn
A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g

> C�(A1; A2; A3; A4)

� 1P
n=1

[1� ��(A1; A2; A3; A4; n)]np(1�
�
2 )�1apn

� 1
p

�
� 1P
n=1

nq(1�
�
2 )�1bqn

� 1
q

(4.1.16)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada (4:7) deki gibi tan¬mlananC�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬

mümkün olan en iyi sabittir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

·Ispat: Ters Hölder eşitsizli¼ginden

D =
1P
n=1

1P
m=1

ambn
A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g

=
1P
n=1

1P
m=1

�
1

A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g

� 1
p

24m(1��
2 )

q

n
(1��

2 )
p

am

35

�
�

1

A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g

� 1
q

24 n
(1��

2 )
p

m
(1��

2 )
q

bn

35

�
� 1P
m=1

$�(A1; A2; A3; A4;m)m
p(1��

2 )�1apm

� 1
p

�
� 1P
n=1

$�(A1; A2; A3; A4; n)n
q(1��

2 )�1bqn

� 1
q

(4.1.17)

yaz¬l¬r. O zaman q < 0 oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa (4:1:3) ve (4:1:4) den (4:1:16)

elde edilir. 0 < " < p�
2
için eam = m

�
2
�1� "

p ; ebn = n
�
2
�1� "

q (m;n 2 N) olsun.

E¼ger K � C�(A1; A2; A3; A4) olacak şekilde bir sabit var ise C�(A1; A2; A3; A4)

ile K yer de¼gi̧stirilse de (4:1:16) eşitsizli¼gini sa¼glar. o zaman özellikle (4:1:9)
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ve (4:1:10) dan

[C�(A1; A2; A3; A4) + eo (1)] 1P
n=1

1
n1+"

> L (")

> K

� 1P
n=1

[1� ��(A1; A2; A3; A4; n)]np(1�
�
2 )�1eapn� 1

p
� 1P
n=1

nq(1�
�
2 )�1ebqn� 1

q

= K

� 1P
n=1

1
n1+"

�
1P
n=1

h
O
�

1

n
�
2

�
1

n1+"

i� 1
p
� 1P
n=1

1
n1+"

� 1
q

= K
1P
n=1

1
n1+"

(
1�

� 1P
n=1

1
n1+"

��1 1P
n=1

h
O
�

1

n
�
2

�
1

n1+"

i) 1
p

(4.1.18)

elde edilir yani

C�(A1; A2; A3; A4) + eo (1) > K

(
1�

� 1P
n=1

1
n1+"

��1 1P
n=1

h
O
�

1

n
�
2

�
1

n1+"

i) 1
p

(4.1.19)

olur. Bu nedenle "! 0+ için C�(A1; A2; A3; A4) > K oldu¼gu görülür. Böylece

(4:1:16) daki K = C�(A1; A2; A3; A4) çarpan¬mümkün olan en iyi sabittir.

Uyar¬4.1.2:

i. Teorem 4.1.2 de A1 = A2 = 0 ve � = A3 = A4 = 1 al¬n¬rsa C1(0; 0; 1; 1) = �

ve (4:1:16) eşitsizli¼gi Hardy-Hilbert eşitsizli¼gine dönüşür yani

1P
n=1

1P
m=1

ambn
m+n

> �

� 1P
n=1

h
1� 2

�
arctan 1

n
1
2

i
n
p
2
�1apn

� 1
p
� 1P
n=1

n
q
2
�1bqn

� 1
q

olur.

ii. Teorem 4.1.2 de A1 = A2 = A3 = 0; � = A4 = 1 al¬n¬rsa C1(0; 0; 0; 1) = 4

olur ve (4:1:16) eşitsizli¼gi Hardy-Hilbert tipli

1P
n=1

1P
m=1

ambn
maxfm;ng > 4

� 1P
n=1

h
1� 1

2n
1
2

i
n
p
2
�1apn

� 1
p
� 1P
n=1

n
q
2
�1bqn

� 1
q

eşitsizli¼gine dönüşür.

iii. Teorem 4.1.2 de A1 = A2 = 0 ve � > 0; A3 = A; A4 = B al¬n¬rsa

C�(0; 0; A;B) =

8>>><>>>:
4

�
p
AB
arctan

q
A
B

; A;B > 0 için

4
�B

; A = 0; B > 0 için
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olur ve (4:1:16) eşitsizli¼gi
1P
n=1

1P
m=1

ambn
Aminfm�;n�g+Bmaxfm�;n�g

> C� (A;B)

� 1P
n=1

[1� ��(A;B; n)]np(1�
�
2 )�1apn

� 1
p
� 1P
n=1

nq(1�
�
2 )�1bqn

� 1
q

eşitsizli¼gine dönüşür (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya, 2010).

Teorem 4.1.3: Torem 4.1.2 nin şartlar¬alt¬nda
1P
n=1

n
�p
2
�1
� 1P
m=1

am
A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g

�p

< [C�(A1; A2; A3; A4)]
p
1P
m=1

mp(1��
2 )�1apm

(4.1.20)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada [C�(A1; A2; A3; A4)]
p çarpan¬mümkün olan en iyi

sabittir. (4:1:12) ve (4:1:20) eşitsizlikleri eşde¼gerdir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya,

2010).

·Ispat:

bn = n
�p
2
�1
� 1P
m=1

am
A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g

�p�1
(4.1.21)

olarak tan¬mlan¬rsa
1P
n=1

nq(1�
�
2 )�1bqn =

1P
n=1

1P
m=1

ambn
A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g

(4.1.22)

yaz¬l¬r. (4:1:12) eşitsizli¼ginden ve Theorem 4.3 deki benzer metod kullan¬l¬rsa

(4:1:20) elde edilir. (4:1:20) eşitsizli¼gindeki çarpan mümkün olan en iyi sabit-

tir ve (4:1:12) eşitsizli¼gi ile (4:1:20) eşitsizli¼gi eşde¼gerdir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m,

Sar¬kaya, 2010).

Teorem 4.1.4: Teorem 4.1.3 ün şartlar¬alt¬nda
1P
n=1

n
�p
2
�1
� 1P
m=1

am
A1m�+A2n�+A3minfm�;n�g+A4maxfm�;n�g

�p

> [C�(A1; A2; A3; A4)]
p
1P
m=1

mp(1��
2 )�1apm

(4.1.23)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada [C�(A1; A2; A3; A4)]
p çarpan¬mümkün olan en iyi

sabittir ve (4:1:16) ve (4:1:23) eşitsizlikleri eşde¼gerdir (Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, Sar¬kaya,

2010).
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5. µCEBY�EV T·IPL·I EŞ·ITS·IZL·IKLER

f; g : [a; b]! R mutlak sürekli iki fonksiyon ve türevleri f 0; g0 2 L1[a; b] olmak

üzere µCeby�ev fonksiyoneli

T (f; g) =
1

b� a

bZ
a

f(x)g(x)dx�

0@ 1

b� a

bZ
a

f(x)dx

1A0@ 1

b� a

bZ
a

g(x)dx

1A
(5.1)

şeklinde tan¬mlanmaktad¬r ve

jT (f; g)j � 1

12
(b� a)2 kf 0k1 kg0k1 (5.2)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bir çok araşt¬rmac¬bu eşitsizli¼ge büyük ilgi göstermi̧stir.

Özellikle Pachpatte µCeby�ev tipli yeni eşitsizlikler elde etmi̧stir ve bunlar şu

şekildedir:

f; g : [a; b] ! R mutlak sürekli fonksiyonlar ve f 0; g0 2 L2[a; b] olsun. Bu

durumda

jP (F;G; f; g)j � (b� a)2
12

�
1

b� a kf
0k22 � ([f ; a; b])

2

� 1
2
�
1

b� a kg
0k22 � ([g; a; b])

2

� 1
2

ve

jP (A;B; f; g)j � (b� a)2
12

�
1

b� a kf
0k22 � ([f ; a; b])

2

� 1
2
�
1

b� a kg
0k22 � ([g; a; b])

2

� 1
2

eşitsizliklerini elde etmi̧stir, burada

P (�; �; f; g) = �� � 1

b� a

�
�
R b
a
f(x)dx+ �

R b
a
g(x)dx

�
+

�
1
b�a

bR
a

f(x)dx

�

�
�

1
b�a

bR
a

g(x)dx

�
(5.3)

[f ; a; b] =
f(b)� f(a)
b� a ; F =

f(a) + f(b)

2
; G =

g(a) + g(b)

2
; A = f(

a+ b

2
); B = g(

a+ b

2
)

ve

kfk2 =

0@ bZ
a

f 2(x)dx

1A
1
2

olarak ifade edilmi̧stir. Bunun yan¬s¬ra aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi elde etmi̧stir:
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f; g : [a; b] ! R mutlak sürekli fonksiyonlar ve türevleri de f 0; g0 2 Lp[a; b],

p > 1 olmak üzere

jP (C;D; f; g)j � 1

(b� a)2

�
(2q+1 + 1) (b� a)q+1

3(q + 1)6q

� 2
q

kf 0kp kg0kp

eşitsizli¼gini elde etmi̧stir, burada P (�; �; f; g) (5:3) deki gibi ve 1p+
1
q
= 1 olmak

üzere

C =
1

3

�
f(a) + f(b)

2
+ 2f(

a+ b

2
)

�
; D =

1

3

�
g(a) + g(b)

2
+ 2g(

a+ b

2
)

�
ve

kfkp =

0@ bZ
a

jf(x)jp dx

1A
1
p

<1

olarak ifade edilmi̧stir.

Bu bölümde yukar¬daki eşitsizliklere benzer elde etti¼gimiz yeni eşitsizliklerden

bahsedilecektir.
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5.1 Ana Sonuçlar

Teorem 5.1.1: f; g : [a; b] ! R mutlak sürekli fonksiyonlar, f 0; g0 2 Lp[a; b]

ve p > 1 olsun. Bu durumda,

jP (F;G; f; g)j �
�

2(b� a)
(q + 1)(q + 2)

� 2
q

kf 0kp kg0kp

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada P (�; �; f; g) (5:3)) deki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r ve
1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere,

F =
f(a) + f(b)

2
; G =

g(a) + g(b)

2

ve

kfkp =

0@ bZ
a

jf(x)jp dx

1A
1
p

<1

dir (Sar¬kaya, Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, 2010).

·Ispat: Teorem 5.1.1 in ifadesinden

F � 1

b� a

Z b

a

f(t)dt = L (f ; a; b) ; (5.1.1)

G� 1

b� a

Z b

a

g(t)dt = L (g; a; b) (5.1.2)

yaz¬l¬r, burada

L (f ; a; b) =
1

2 (b� a)2
Z b

a

Z b

a

(f 0(t)� f 0(s)) (t� s) dtds

dir. (5:1:1) ve (5:1:2) taraf tarafa çarp¬l¬rsa

P (F;G; f; g) = L (f ; a; b)L (g; a; b) (5.1.3)

yaz¬l¬r. (5:1:3) den

jP (F;G; f; g)j � jL (f ; a; b)j jL (g; a; b)j (5.1.4)

elde edilir. Hölder ·Integarl eşitsizli¼ginden,

jL (f ; a; b)j � 1

2 (b� a)2
R b
a

R b
a
jf 0(t)� f 0(s)j jt� sj dtds

� 1

2 (b� a)2
�R b

a

R b
a
jf 0(t)� f 0(s)jp dtds

�1=p �R b
a

R b
a
jt� sjq dtds

�1=q
(5.1.5)
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oldu¼gu görülür. Basit bir hesaplama ileR b
a

R b
a
jt� sjq dtds =

R b
a

nR s
a
(s� t)q dt+

R b
s
(t� s)q dt

o
ds

=
1

q + 1

R b
a

�
� (s� t)q+1

s

j
a

+(t� s)q+1
b

j
s

�
ds

=
1

q + 1

R b
a

�
(s� a)q+1 + (b� s)q+1

	
ds

=
1

(q + 1) (q + 2)

�
(s� a)q+2 � (b� s)q+2

� b
j
a

=
2 (b� a)q+2

(q + 1) (q + 2)

(5.1.6)

sonucu elde edilir ve (a + b)r � 2r�1(ar + br), r � 1; a > 0; b > 0 oldu¼gu

kullan¬l¬rsa,R b
a

R b
a
jf 0(t)� f 0(s)jp dtds �

R b
a

R b
a
f(jf 0(t)j+ jf 0(s)j)pg dtds

� 2p�1
R b
a

R b
a
(jf 0(t)jp + jf 0(s)jp) dtds

= 2p�1
nR b

a

R b
a
jf 0(t)jp dtds+

R b
a

R b
a
jf 0(s)jp dtds

o

= 2p (b� a) kf 0kpp
(5.1.7)

yaz¬l¬r. (5:1:5) de (5:1:6) ve (5:1:7) kullan¬l¬rsa

jL (f ; a; b)j � 1

2 (b� a)2

 
2 (b� a)q+2

(q + 1) (q + 2)

!1=q
(2p (b� a))1=p kf 0kp

=

�
2 (b� a)

(q + 1) (q + 2)

�1=q
kf 0kp

(5.1.8)

elde edilir. Benzer şekilde,

jL (g; a; b)j �
�

2 (b� a)
(q + 1) (q + 2)

�1=q
kg0kp (5.1.9)
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oldu¼guda görülür. Böylece (5:1:4) de (5:1:8) ve (5:1:9) kullan¬l¬rsa

jP (F;G; f; g)j �
�

2 (b� a)
(q + 1) (q + 2)

�2=q
kf 0kp kg0kp

elde edilir. Bu da istenen sonuçtur.

Teorem 5.1.2: f; g : [a; b] ! R mutlak sürekli sonksiyonlar, f 0; g0 2 Lp[a; b],

ve p > 1 olsun. Bu durumda

jP (A;B; f; g)j �
�

2(b� a)
(q + 1)(q + 2)

� 2
q

kf 0kp kg0kp (5.1.10)

eşitszili¼gi sa¼glan¬r, burada P (�; �; f; g) (5:1:3) deki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r ve
1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere

A = f(
a+ b

2
); B = g(

a+ b

2
)

ve

kfkp =

0@ bZ
a

jf(x)jp dx

1A
1
p

<1

dir (Sar¬kaya, Sa¼glam, Y¬ld¬r¬m, 2010).

·Ispat: Teorem 5.1.2 nin ifadesinden

A� 1

b� a

Z b

a

f(t)dt =M (f ; a; b) ; (5.1.11)

B � 1

b� a

Z b

a

g(t)dt =M (g; a; b) (5.1.12)

yaz¬l¬r, burada

M (f ; a; b) =
1

2 (b� a)2
Z b

a

Z b

a

(f 0(t)� f 0(s)) (m (t)�m (s)) dtds

ve M (; a; b) de verilen m (t) nin gösterimi de

m (t) =

8>>><>>>:
t� a; t 2

�
a; a+b

2

�
ise

t� b; t 2
�
a+b
2
; b
�
ise

şeklindedir. (5:1:11) ve (5:1:12) taraf tarafa çarp¬l¬rsa

P (A;B; f; g) =M (f ; a; b)M (g; a; b)
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oldu¼gu görülür ve böylece

jP (A;B; f; g)j = jM (f ; a; b)j jM (g; a; b)j (5.1.13)

yaz¬l¬r. Hölder ·Integarl eşitsizli¼ginden

jM (f ; a; b)j � 1

2 (b� a)2
�R b

a

R b
a
jf 0(t)� f 0(s)jp dtds

�1=p �R b
a

R b
a
jm (t)�m (s)jq dtds

�1=q
(5.1.14)

elde edilir. Di¼ger taraftanR b
a

R b
a
jm (t)�m (s)jq dtds

=
R b
a

nR (a+b)=2
a

jt� a�m (s)jq dt+
R b
(a+b)=2

jt� b�m (s)jq dt
o
ds

=
R (a+b)=2
a

R (a+b)=2
a

jt� sjq dtds+
R (a+b)=2
a

R b
(a+b)=2

jt� s+ a� bjq dtds

+
R b
(a+b)=2

R (a+b)=2
a

jt� s+ b� ajq dtds+
R b
(a+b)=2

R b
(a+b)=2

jt� sjq dtds

= I1 + I2 + I3 + I4
(5.1.15)

59



yaz¬l¬r. Burada basit bir hesaplama ile

I1 =
R (a+b)=2
a

R (a+b)=2
a

jt� sjq dtds

=
R (a+b)=2
a

nR s
a
(s� t)q dt+

R (a+b)=2
s

(t� s)q dt
o
ds

=
1

q + 1

R (a+b)=2
a

(
� (s� t)q+1

s

j
a

+(t� s)q+1
(a+b)=2

j
s

)
ds

=
1

q + 1

R (a+b)=2
a

(
(s� a)q+1 �

�
a+ b

2
� s
�q+1)

ds

=
1

(q + 1) (q + 2)

(
(s� a)q+2 �

�
a+ b

2
� s
�q+2) (a+b)=2

j
a

=

2

�
b� a
2

�q+2
(q + 1) (q + 2)

;

(5.1.16)

I2 =
R (a+b)=2
a

R b
(a+b)=2

jt� s+ a� bjq dtds

=
R (a+b)=2
a

R b
(a+b)=2

(s� t+ b� a)q dtds

=
1

q + 1

R (a+b)=2
a

(
� (s� t+ b� a)q+1

b

j
(a+b)=2

)
ds

=
1

q + 1

R (a+b)=2
a

(
� (s� a)q+1 +

�
s+

b� 3a
2

�q+1)
ds

=
1

(q + 1) (q + 2)

(
� (s� a)q+2 +

�
s+

b� 3a
2

�q+2) (a+b)=2

j
a

=
(b� a)q+2 � 2

�
b�a
2

�q+2
(q + 1) (q + 2)

;

(5.1.17)
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I3 =
R b
(a+b)=2

R (a+b)=2
a

jt� s+ b� ajq dtds

=
R b
(a+b)=2

R (a+b)=2
a

(t� s+ b� a)q dtdsds

=
1

q + 1

R b
(a+b)=2

(
(t� s+ b� a)q+1

(a+b)=2

j
a

)
ds

=
1

q + 1

R b
(a+b)=2

(�
�s+ 3b� a

2

�q+1
(b� s)q+1

)
ds

=
1

(q + 1) (q + 2)

(
�
�
�s+ 3b� a

2

�q+2
+ (b� s)q+2�

)
b

j
(a+b)=2

=
(b� a)q+2 � 2

�
b�a
2

�q+2
(q + 1) (q + 2)

(5.1.18)

I4 =
R b
(a+b)=2

R b
(a+b)=2

jt� sjq dtds

=
R b
(a+b)=2

nR s
(a+b)=2

(s� t)q dt+
R b
s
(t� s)q dt

o
ds

=
1

q + 1

R b
(a+b)=2

(
� (s� t)q+1

s

j
(a+b)=2

+(t� s)q+1
b

j
s

)
ds

=
1

q + 1

R b
(a+b)=2

(�
s� a+ b

2

�q+1
+ (b� s)q+1

)
ds

=
1

(q + 1) (q + 2)

(�
s� a+ b

2

�q+2
� (b� s)q+2

)
b

j
(a+b)=2

=

2

�
b� a
2

�q+2
(q + 1) (q + 2)

(5.1.19)

oldu¼gu görülür.(5:1:15) de (5:1:16)-(5:1:19) kullan¬l¬rsa,

�Z b

a

Z b

a

jm (t)�m (s)jq dtds
� 1

q

=

 
2 (b� a)q+2

(q + 1) (q + 2)

! 1
q

(5.1.20)
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yaz¬l¬r. (5:1:7) deki gibi benzer şekilde�Z b

a

Z b

a

jf 0(t)� f 0(s)jp dtds
� 1

p

� 2 (b� a)
1
p kf 0kp (5.1.21)

elde edilir. (5:1:14) de (5:1:20) ve (5:1:21) kullan¬l¬rsa

jM (f ; a; b)j �
�

2 (b� a)
(q + 1) (q + 2)

� 1
q

kf 0kp (5.1.22)

ve benzer şekilde

jM (g; a; b)j �
�

2 (b� a)
(q + 1) (q + 2)

� 1
q

kg0kp (5.1.23)

eşitsizlikleri elde edilir. (5:1:13) de (5:1:22) ve (5:1:23) kuyllan¬l¬rsa (5:1:10)

elde edilir.
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