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Bu tez calismasinda, Hermit-Hadamard esitsizligi olarak bilinen
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tipli esitsizligini,

/bp<x>dx/bp<x>f<x>g<x>dxz/p<x>f<x>dx/bp<x>g<x>dx

tipli Cebysev esitsizligini ve
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0

tipli Hardy-Hilbert esitsizligini ele aldik. Ilk olarak temel tanim ve teoremler
verildi. Daha sonra sirasiyla tezimizin orjinal kisimlarini olusturan, Hermit-
Hadamard tipli esitsizlikler, Hardy-Hilbert tipli esitsizlikler ve Cebysev tipli
esitsizlikler verildi ve genellestirildi.

2012, vii+70 sayfa
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In this thesis, we consider some inequalities which, known as the Hermit-

Hadamard integral inequality
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the Cebysev type integral inequality

b

/bp<x>dx/bp<x>f<x>g<x>dxz/p<x>f<x>dx/bp<x>g<x>dx

a

and the Hardy-Hilbert type integral inequality

1
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First, given the basic definitions and theorems. Then in turn make up parts
of the thesis that our original Hermit-Hadamard type integral inequalities,
Hardy-Hilbert type integral inequalities and Cebysev type integral inequalities
involving many functions are obtained. These on the one hand generalized and
on the other hand improve some existing results.

2012, vii+70 pages

Key Words : Hermit-Hadamard type integral inequalities, Hardy-Hilbert

type integral inequalities and Cebysev type integral inequalities.
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1. GIRIS

Eski bir atasozii “Ustadlar1 okuyun!” der ve gercekten, onlarin calismalarimin
icerdigi derin ve daimi yenilik¢i fikirler bizleri sagirtmaya devam ediyor.
Pisagor teoremi, cebirin temel teoremi ve Fermat’in son teoremi yeni ne-
siller icin biiyiik bir miras ve ilham kaynag: tesgkil eder. Son zamanlarda,
O.B. Bekken, N. Abel’in hikayesini ve matematigini hatirlatan bir caligma ele
almigtir. Bu calismada N. Abel’in daha az bilinen bazi teknik ve yontem-
lerini yeni matematikcilere gostermeyi amaclamistir. Esitsizlikler matematigin
hemen hemen biitiin alanlarinda énemli bir rol oynamaktadir. Esitsizlikler
ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
"Inequalities" adli kitapta toplanmigtir (Hardy et al. 1952). Bu kitap yeni
egitsizlikler ve uygulamalari ile ilgili konular1 genis capta ele almaktadir. 1934-
1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni ilging esitsizlikleri iceren "Inequalities"
adli yeni bir kitap 1961 yilinda E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan
yeniden yazilmigtir (Beckenbach and Bellman 1970). Daha sonra 1970 yilinda
Mitrinovi¢ "Analitic Inequalities" adl kitap ile bugiine kadar yapilmig tiim
yeni esitsizlikleri bir baglik altinda toplamigtir (Mitrinovi¢ 1970). 1993 yilinda
Mitrinovi¢, Pecari¢ ve Fink daha genel olan "Classical and New Inequalities
in Analysis" adl kitapi yazmiglardir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Konveksligin basit ve dogal tammi Archimedes’e (yaklagik olarak M.0.250)
ve onun ¢ok iinlii olan 7(pi) degerini hesaplamasina kadar uzanir (Diizgiin
gokgenleri cevreleyerek ve kaziyarak). Archimedes’in dikkat ettigi gergek; kon-
veks bir egrinin ¢evre uzunlugu onu cevreleyen bagka bir konveks egrinin ¢evre
uzunlugundan daha kiiciiktiir

Konveks fonksiyonlarin tarihinin bu kadar eski olmasina kargin, ancak 19.
yiizyilin sonlarina dogru gelismeye baslamistir. 1893 de Hadamard’in calis-
malarinda agik olarak belirtilmemesine ragmen fonksiyonlarin bu tipteki temel
ozellikleri ifade edilmistir (Hadamard 1893). Bu sonuglarin konveks fonksiy-
onlar1 ima etmesine ragmen, konveks fonksiyonlar literatiire Jensen tarafindan
1905 ve 1906 yillarinda yaptigi caligmalar ile sistematik olarak girmis ve calisil-
maya baglanmigtir (Jensen et al. 1905, 1906). Bu tarihlerde yapilan ¢aligmalar



konveks fonksiyonlar teorisi i¢in 6nderlik etmislerdir. 1934 de Hardy, Little-
wood ve Polya, 1961 de Beckenbach ve R. Bellman ve 1970 de de Mitrinovi¢
gibi aragtirmacilarin kitaplarinda konveks fonksiyonlar igin temel esitsizlikler
ele alinmigtir. Ayrica 1987 yilinda Pecari¢ tarafindan sadece konveks fonksiy-
onlar: igeren genel esitsizlikler ile ilgili "Convex Functions: Inequalities" adl
ilk temel kitab1 yazilmigtir. Biz konveks fonksiyonlari, Analiz, Uygulamali
Matematik, Olasilik teorisi ve matematigin diger bir ¢ok alaninda direkt veya
en direkt uygulamalar1 vardir. Ayrica konveks fonksiyonlar esitsizlik teorisi
ve konveks fonksiyonlarin uygulamasinin bir sonucu olan bir ¢ok esitsizlik ile
baglantisi vardir. Ornegin Holder ve Minkowski gibi genel esitsizlikler konveks
fonksiyonlar i¢in Jensen Esitsizliginin bir sonucudur. Bu baglamda konveks
fonksiyonun tanimi da aslinda bir egitsizliktir. Dolayisiyla konveks fonksiyon-
lar egitsizlik teorisinde ¢ok 6nemli bir role sahiptir. 1883 yilinda

Hermite tarafindan elde edilen yeni bir esitsizlik bundan on yil sonra Hadamard
tarafindan yeniden ele alinarak bu ¢alisma simdi giiniimiizde Hermite-Hadamard

essitsizligi olarak bilinen

f(a+b>§ 1 jf(x)dxgw (1.1)

2 b—a 2

esitsizligi vermigtir. Bu egitsizlik ilk olarak Hermite (1822-1901) tarafindan
Ekim 1881 de, Journal Mathesis dergisine ispatsiz olarak yazdig1 asagidaki
ifadeyi bir mektup ile sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) agagidaki
gibi basildi:

“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit f (z) une fonction qui
varie toujours dans le méme sens de x = a, &r = b . On aura les relations

b

<b—a>f(“§b)s/f(@dm(b—@M (1.2)

ou bien




suivant que la courbe y = f (z) tourne sa convexité ou sa concavite vers I’axe

des abcisses.
1

En faisant dans ces formules f () = 72 %" 0, b = x il vient
x
2 22
- < log (1 <r——--7
A Sy og(l+z) <z 20T 7)

Surast onemlidir ki Hermite’nin bu kisa notu matematiksel literatiirde daha

once hi¢ diigiiniilmemigti. (1.2) esitsizliginin

f(a+b) _fla)+ () (1.3)

2 2

icin bir ara deger esitsizligi oldugu acgiktir.

(1.2) ifadesindeki Hermite nin esitsizligi literatiirde Hadamard Esitsizligi olarak
bilinmektedir ve bu sebepten dolay literatiir taramalarinda sikintilar
gikmaktadir. Biz herhangi bir karigikliga meydan vermemek i¢in (1.2) ifadesine
Hermite-Hadamard esitsizligi diyecegiz.

Hermite'nin calismasinin yayinlanmasinda yaklagik yirmi yil sonra J.L.W.V.
Jensen, (1.3) esitsizligini kullanarak konveks fonksiyonlar: tamimladi (1905-
1906).

Jensen (1859-1925) tarafindan 1906 yilinda ortaya atilan bir sira ¢aligmalarin
baginda konveks fonksiyonlar icin esitsizlikler ve gamma fonksiyonu baslica
caligmalaridir. Jensen’in iinlii egitsizligi; f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks
fonksiyon ve \; > 0 (i =1,2,...,n) sayillar1 Ay + Ag + ... + A, = 1 esitligini

saglasm. Bu taktirde iinlii Jensen esitsizligi x; € [a,b] i¢in

bi¢imdedir. Bu egitsizlik yardimiyla literatiirde sikca karsilagtigimiz agagidaki;
1

L1, %2,y Ty > 0, f(z) =Inx, Ay = Ay = ... = A\, = — dersek, (1.4) den
n

1+ 22+ ...+, S Inzy+Inzs + ...+ Inx,
n

1

n n
buradan iyi bildigimiz Aritmetik-Geometrik Ortalama esitsizligi

Ty + X2+ ...+ X,
n

> Yr1x9...0, (1.5)



vardir ; = x93 = ... = x,, olmasi durumunda esitlik saglanir. Yukaridaki (1.4)
esitsizliginde f (z) = —x? koyarsak, her x1, z9, ....,z, ve \; = dg = ... = \, = 1

esitligini saglayan her \; > 0 (i = 1,2, ...,n) i¢in
()\1$1 + )\21’2 + ...+ /\nmn)Q Z )\11’% + )\2$§ + ...+ )\n.’ﬂi

olur. Bu ifadede ) = Z—: ve pp = b3 (b3 + ...+ bfl)_l (k=1,2,...,n) yazarsak
Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz esitsizligi elde edilir;

la1by + asby + ... + ayby,| < \/af + ..+ ag\/bf + ...+ 2. (1.6)

Konkav fonksiyon tizerinde f (z) = Inx alirsak, her z,y € (0,00) ve a >

0, 6>0,a+ f=1Iigin

In(az + By) > alnz + Blny = In (2*y°)

1 1
az + By > 2%y° = aza +@y6 >y
. . 1 1 I 1 U
elde edilir. Son ifade de — = p, E = q dersek, —+ — = 1 esitligini saglayan
Q p g
herp>1,¢g>1vex >0,y >0icn
p q
Tl sy (1.7)
p q

Young esitsizligi elde edilir.

Jensen esitsizligi yukarida saydigimiz esitsizliklerin hepsinden daha genel bir
egitsizlik oldugu i¢in dogal olarak daha genis bir uygulama alanina sahiptir.
Konumuzla ilgili literatiirde birgok sayida ¢alisma bulunmaktadir. Bunlardan
en onemli ve dikkat ¢ekici olanlarindan bahsetmek gerekirse Dragomir, Pearce,
Pecari¢, Fink, Tong, Fitzpatrict, Pachpatte, Godunova, Varosanec, Ozdemir,
Kirmaci, Saglam, Alomari, Darus, Baugoffa, Sarikaya ve Set‘in yakin zamanda
yapmig oldugu caligmalarima bakilabilir (Dragomir 1992, 1994, 2000, 2001,
2002, Pearce and Pecari¢c 2000, Pecari¢ and Beesack 1986, Pachpatte 2003,
2004, 2005, 2006, Godunova and Levin 1985, Varosanec 2007, Ozdemir 2007,
2000, Kirmaci 2004, 2008, Saglam et. al. 2010a,b, Alomari et. al. 2010,
Sarikaya et. al. 2008, 2010).



Kirmac1 Hadamard esitsizligi ile ilgili su lemmay ifade ve ispat etmigtir (Kir-
mact 2004):

Lemma 1.1 a < b ve a,b € I° (I°, I arahiginin igi) olmak iizere I° iizerinde
f:I° C R — R diferensiyellenebilir bir déniigiim olsun. Eger f’ € L ([a,b]) ise

O Zamarn
I b
[ o1 (45

— (b—a) [/Qtf’(ta + (1= O)b)dt + f (t = 1) f'(ta+ (1 —t)b)dt | .

0

dir.

Daha sonra Kirmaci ve Ozdemir Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili difer-
ensiyellenebilir doniigiimler i¢in su teoremi ifade ve ispat etmiglerdir (Kirmaci
and Ozdemir 2004):

Teorem 1.1 a < b ve a,b € I° olmak iizere [° iizerinde f : [° C R — R
diferensiyellenebilir bir déniigiim ve p > 1 olsun. Eger |f'|” doniigtimii [a, b]

araligi iizerinde konveks ise o zaman

‘ﬁ/bf(x)dz_f <a_2|-b>’ . (31_6)

g =) (f @]+ ®)1)

dir.

Bu lemma ve teoremin 15181 altinda tiirevinin mutlak degeri konveks olan
fonksiyonlar iizerinde bir ¢caligma yaptik ve agagidaki su lemma ve iki teoremi
ifade ve ispat ettik:

Lemma 1.2 a < b ve a,b € I° olmak {iizere [° {izerinde f : [° C R — R

diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. Eger f’ € L[a, b] ise 0 zaman
a+b 1 b
- | S

’ ; a/o /0 (f/(ta+ (1 = t)b) — f'(sa+ (1 — s)b)) (m (s) — m (t)) dids.

o




esitligi saglanir, burada

dir.
Teorem 1.2 a < b ve a,b € I° olmak iizere [° iizerinde f : I° C R —
R diferensiyellenebilir bir déniigiim olsun. Eger |f’|” doniistimii [a,b] araligi

tizerinde konveks ise o zaman

1

f(a+b /f ‘ <|f’( a)l —2+|f'<b>|>

esitsizligi saglanir.

Teorem 1.3 a < b ve a,b € I° olmak iizere [° iizerinde f : I° C R —

R diferensiyellenebilir bir déniigtim olsun. Eger |f’|? dontigtimii [a,b] aralig:

iizerinde konveks ve ¢ > 1 ise o zaman
1
2 >” <|f’(a)|q +[//(0))"

a-+b 1 b
U )_b—a/af(%)daj S(b_a>((p+1)(p+2) 2

esitsizligi saglanir, burada Il) + % =1 dir.

Pachpatte, Cebysev tipli esitsizlikle ilgili yeni esitsizlikleri ispatlamistir (Pach-
patte 2006).
Teorem 1.4 f, g : [a,b] — R [a, b] aralig1 iizerinde mutlak siirekli fonksiyonlar

ve f', ¢ € Ls[a,b] olsun. O zaman

)2

PG ol < P [ - (] [ 1915 - (o]
PaB Lol < O - ()] [ 10 - (i)

esitsizlikleri saglanir, burada

P(a,B, f.9) _045——( ff dx+5fabg(x)dx>

+ (ﬁjf(@@) (ﬁjy(w)day)

N

N



f) = fla) . _ [@)+f0) ,_gla)+g) ,_ ,a+b

[fra,b] = =——=, F'= s 6= 5 A= f5), B=yl
ve N
b 2
i1, = | [ F)as
dir.

Pachpatte, Cebysev tipli esitsizliklere ilave olarak asagidaki teoremi one siir-
miigtiir (Pachpatte 2006):
Teorem 1.5 f g : [a,b] — R, [a, b] aralig: iizerinde mutlak siirekli fonksiyonlar

ve bunlarin tiirevleri f', ¢’ € Ls[a,b], p > 1 olsun, O zaman

1 29+t1 4+ 1) (b — g)9t! %
PCD. L9 < oy (T DI g1

esitsizligi saglanir, burada P(«, 5, f, g), % + % = 1 olmak iizere (1.8) deki gibi

tanimhdir,
1 (f(a)+ f(b) a+b 1 (g(a) + g(b) a+b
C:§<T+2ﬂ 2 ))’ ng(TJng( 5 ))
ve )
b v
I, = | [1r@ras| <o
dir.

Pachpatte bu teoremlerinin 15181 altinda su teoremleri verdi (Pachpatte 2006):
Teorem 1.6 f,g: [a,b] — R [a,b] aralig) iizerinde mutlak siirekli fonksiyonlar

ve bunlarin tiirevleri f', ¢’ € Ls[a,b], p > 1 olsun, O zaman

PG ol < (25 ) 1, 1,

esitsizligi saglanir, burada P(«, 5, f, g), 1—1) + % = 1 olmak iizere (1.8) deki gibi

tanimhdir,
po L@+ 10 gla)+g0)
2 2
ve )
b P

11, = /ume: s

a




dir.
Teorem 1.7 f,g: [a,b] — R [a, b] aralig) iizerinde mutlak siirekli fonksiyonlar
ve bunlarin tiirevleri f', ¢’ € Ls[a,b], p > 1 olsun, O zaman

2(b—a)

o) 1 o, w9)

P(A,B. f.g)| < (

esitsizligi saglanir, burada P(«, 3, f, 9), 1—1) + % = 1 olmak iizere (1.8) deki gibi

tanimhdir,
a+b a+b
A= B =
ve
) 1
I, = | [Irds | <o
dir.

Sunulan bu tezde Hermite-Hadamard egitsizligi detayli olarak incelenmistir.
Bu amacla temel kavramlar adimi alan ikinci boliimde, ilk olarak hem piir
matematikteki temel tanim ve kavramlar hem de konveks fonksiyonlarla ilgili

temel tanim, teorem ve kavramlara yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu baglik altinda calismamizda gerekli olan temel tanim, lemma ve teoremler-
den bazilarini vererek, gerekirse aciklayici bilgiler verecegiz.
Tanim 2.1 (Smirlh Fonksiyon) : f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda tanim-
lanmig olsun. Her z € [a,b] icin |f(x)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayist
varsa, f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda sinirhidir denir.
Tanmim 2.2 (Siireklilik): f: S CR — R, 29 € S ve ¢ > 0 verilmis olsun.
r e Svel|lr—uaxg <dicin |f(z) — f(xo)| <e

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, zo da siireklidir denir (Bayraktar
2010).
Tanim 2.3 (Diizgiin Siireklilik): f : S € R — R fonksiyonu ve ¢ >
0 sayist verilmig olsun. |z — z5] < 0 sartim saglayan her xi,zo € S igin
|f (z1) — f (z2)] < € olacak gekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa f, S de diizgiin
stireklidir denir (Bayraktar 2010).
Tanim 2.4 (Lipschitz Sart1): f: S C R — R fonksiyonuigin |f () — f (y)| <
M |x — y| olacak gekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartini sagliyor
denir (Bayraktar 2010).
Tanim 2.5 (Mutlak Siireklilik) :
f(z) fonksiyonu [a,b] araliginda taniml bir fonksiyon olsun. ¢ € R* ver-
ildiginde, [a, b] araligimin sonlu sayidaki her [x1, xs|, [22, 23], ..., [Tn_1, T,] ayrik

alt araliklar1 igin,
Y lwi—mia| < 6= |f(z;) = flzi)| <e
=1 =1

olacak bigimde en az bir 6 = §(¢) > 0 sayis1 bulunabiliyorsa bu durumda, f
fonksiyonuna, [a,b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir (Balci, 2009, s.
134).

Sonug 2.1 f, S de Lipschitz sartim1 saghyorsa f, S de diizgiin siireklidir
(Bayraktar 2010).

Teorem 2.1 [a,b] C I° olsun. Eger f : I — R tanimh konveks bir fonksiyon
ise f Lipschitz sartini saglar. Sonug olarak, f [a,b] araliginda mutlak siirekli

vel°de siireklidir (Pecari¢ et al. 1992).

9



Teorem 2.2 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a. f, (a,b) araliginda siireklidir ve

b. f, [a,b] arahgimda simirhidir (Azpeitia 1994).
Tanim 2.6 (Artan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aralik olmak
iizere f : A — R fonksiyonu verilsin. Tamm kiimesine ait z; < x5 iken
f(z1) < f(xe) yada xy < g igin (x1 — x3) (f (21) — f (22)) < 0 oluyorsa ise
f fonksiyonuna monoton artan fonksiyon, f (z1) < f (z2) ya da
(x1 —22) (f (x1) — f (z2)) > 0 oluyorsa f fonksiyonuna kesin artan fonksiyon
denir (Caferov, 1999, s. 251).
Tanim 2.7 (Azalan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aralik olmak
iizere f : A — R fonksiyonu verilsin. Tamm kiimesine ait x; < x5 iken
f(z1) > f(x2) yada xy < x9 igin (x1 — x2) (f (x1) — f (x2)) > 0 oluyorsa ise
f fonksiyonuna monoton azalan fonksiyon, f (z1) > f (z2) ya da
(x1 — 2z2) (f (z1) — f (22)) < 0 oluyorsa f fonksiyonuna kesin azalan fonksiyon
denir (Caferov, 1999, s. 251).
f azalmayan, g artmayan birer fonksiyon olsun. Bu taktirde z; < x5 iken

f(r1) < f(x2) ve g(z1) > g(x2) iken (f (z1) — f(22)) (9(71) —g(22)) >0

gibi egitsizlikler elde edebiliriz.

;&).’ """ f@ ......

) [

A L ey .

=X
X

! ol X %X 0

Artan Fonksivon Azalan Fonksivon

Sekil 2.1.1 f fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar
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(1, x9) araliginda diferansiyellenebilen y = f (z) fonksiyonu verildiginde;
Eger bir araligin tiim = noktalarinda f’(z) > 0 ise fonksiyon bu aralikta
monoton artan, eger f’(x) > 0 ise kesin artan fonksiyondur.

Eger bir araligin tiim = noktalarinda f’(z) < 0 ise fonksiyon bu aralkta
monoton azalan, eger f’(z) < 0 ise kesin azalan fonksiyondur.

Teorem 2.3 (Chebyshev Esitsizligi): f,¢ : [a,b] — R ikisi de aym anda
artan yada azalan, integrallenebilir iki fonksiyon olsunlar. Bundan bagka p :
[a,b] — R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Boylece

b b

/bp(x)dx/bp(w)f(fv)g(w)dxz/p(ﬂf)f(x)dw/p(fv)g(x)dﬂf (2.1)

esitsizligi vardir (Mitrinovié, Pecari¢, Fink, 1993, pp. 239).
Eger f ve g fonksiyonlarindan birisi artmayan ve digeri azalmayan birer fonksiyon
ise (2.1) egitsizligi yon degistirir. (2.1) egitsizligi matematik literatiirde Cheby-

shev esitsizligi olarak bilinir ve agagidaki 6zel durumlart mevcuttur.

f@)g@)de> —— [ f(@)da ooy (2:2)
Jrasaies 2 o]
/lf(ﬂf)g(:v)dasz jf(«%‘)dw /19<x>das (2.3)

Yukarida bahsettigimiz gibi f ve g fonksiyonlarindan birisi artmayan ve digeri
azalmayan birer fonksiyon ise (2.2) ve (2.3) esitsizlikleri de yon degistirir.
Tanim 2.8 (Sekronize fonksiyonlar) : f, g : [a,b] — R diferensiyellenebilir

fonksiyonlari igin,

(f(x) = fW)(g(x) =g (y) >0,Vz,y € [a,]

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara sekronize fonksiyonlar denir (S.S. Dragomir
and Charles E.M. Pearce, 2000).

Tanim 2.9 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 igin,

o0

['(n)= /x”_le_””dm
0
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ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanmimlanir. Bu integral

n > 0 icin yakinsaktir .
Tanim 2.10 (Beta Fonksiyonu):
Re (x), Re (y) > 0 igin,

1

B(z,y) = /t“ (1—t)Y"dt

0

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral

x > 0 ve y > 0 i¢in yakinsaktir.
Beta fonksiyonun su ¢zellikleri vardir:

i.
1

_ x—1 y—1
—/t l—t dt = / —i—twﬂ'
0

0

' I ()T (y)

ﬁ(l',y): F(J?—l—y)’

x,y >0,

iii.
B(z,y) =By, ),
iv.

(m—1)! (n —1)!

B (mn) = (m+n—1)!

J

ozellikleri vardir (Jeffrey, Dai 2008).

x,y >0, (2.4)

(2.5)

Konvekslik kavrami c¢ok sayida gercek diinya problemlerinin ¢oziimiinde kul-

lanilan oldukca yararli bir kavramdir. Konveks fonksiyonlar optimizasyon

problemleri icin pek ¢ok énemli 6zelliklere sahiptir.

Tanim 2.11 (Griiss Integral Esitsizligi) : Vz € [a

0 ve o < f(x) < 0,

v < g(z) < T olacak sekilde integrallenebilir, f, g : [a,b] — R fonksiyonlari

i¢in,

b b

bia/f(x)g dx——/f dx /

12

¢ ©) (I —7)
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dir (S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).
Tanim 2.12 (Uggen Esitsizligi):

Herhangi bir z, y reel sayilar: icin

lz+yl < x|+ ]y,
x| =yl < |z —yl,

x| =yl < |z+yl,

esitsizlikleri vardir. Daha genel olarak, =1, x», ..., x,, reel sayilari igin,
|21+ x| < x|+ |

dir (Mitrinovi¢ et. al. 1973).
Tanim 2.13 (I“Jggen Esitsizliginin Integral Versiyonu):

f, |a, b] arahiginda reel degerli ve reel degigkenli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

/bf(fr)dx S/blf(fv)ldw (a <b)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et. al. 1973).
Tanim 2.14 (Vektor Uzayi):
L bos olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun. Toplama ve ¢arpma
islemlerini,
+:LxL—L (x,y)—z+y
(2.8)
K XL—L, (y —a-y
doniisiimleri ile tanimlayalim. Her x,y,z € L ve a,b € K icin,
Lrxt+y=y+uo
i, 24+ (y+2) = (x+y) + 2
iii. Her x € L i¢in x 4+ 0 = x esitligini saglayan bir tek 0 € L vardir.
iv. Her z € L i¢in x 4+ (—z) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € L vardir.
v. Herz € L igin lx =2

vi. a(z+y) =ax+ay
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vi. (a+0b)z =ax+ bz

vii. (ab) z = a (bx)

sartlar saglansin. Bu durumda L ye K iizerinde bir vektor uzay (lineer uzay),
elemanlarina da vektor denir. K = R alinirsa L ye reel vektor uzay1, K = C
alimirsa kompleks vektor uzay: denir (Tung, 2007).

Tanim 2.15 (Konveks ve Konkav Kiime):

L bir lineer uzay, A C L ve x,y € A keyfi olmak {izere
B={ze€lL:z=ar+(1-a)y, 0<a<1}CA (2.9)

ise A kiimesine konveks kiime denir (Bayraktar 2006, s. 108).
Bog kiime konveks kiime olarak diigiiniiliir. Bunlarin tersine eger bir kiime

konveks degil ise konkav kiime olarak ifade edilir.

Konveks Kime Konkav Kime

Sekil 2.2.1 Konveks ve konkav kiime

Tanim 2.16 (Konveks Fonksiyon):

I C R olmak tizere, f: I - R ,x,y € [ ve a € [0,1] i¢in f fonksiyonu

flax+ (1 —a)y) <af(z)+(1—a)f(y) (2.10)

sartim saghyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Niculescu, Persson,
2006). Eger t € [0, 1] kapah arahiginda ug noktalar1 digarida birakirsak o zaman

konveks fonksiyon sartindaki 7 <7 yerine 7 <7 gelir; ki bu durumda

floz+(1-a)y) <af(z)+(1-a)f(y) (2.11)
olur. Bu durumda f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.
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7 — f7 konveks ( kesin konveks) ise o zaman f ye konkav ( kesin konkav) denir.
Eger f fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f afindir. Bu afin doniigiim

uygun m ve n sabitleri i¢in max + n fonksiyonudur.

f(x.)

af (x,)+ - a)f (x,)
flax + Q- a),)

f(x)

0

Sekil 2.2.2 Aralik iizerinde konveks fonksiyon

Geometrik olarak az; + (1 — «) 25 noktasinda; f nin egri iizerinde aldig1 deger
(x1, f (x1)) ve (x2, f(x2)) noktalarmi birlestiren dogru parcasinin iizerinde
aldigi degerden her zaman daha kiiciiktiir, yani bu iki noktay:1 birlestiren
kirig (dogru parcasi) her zaman egrinin [z,y| araliginda kalan kisminin iiz-
erinde veya tistiindedir. Sekil 2.2.2 den de goriildiigii gibi o € [0, 1] oldugun-
dan af (z1) < f(x1) dir. Benzer gekilde (1 — «) f (z2) < f(z2) dir. Yani
(1 — ) f(z2) de f(x2) nin altindadir. Dolaywsiyla, af (z1) + (1 — «) f (z2) ,
f(z1) ile f(xq) arasinda olur. Konkav fonksiyon igin kirig f nin grafiginin
[x1, x5 araliginda kalan kisminin iizerinde veya altindadir. Daha kisa olarak,

[x1, x2] arahig1 tizerinde konveks olan f fonksiyonu igin,

flari + (1 —a)zy) < af (v1) + (1 —a) f(22)

dir.
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Tanim 2.17: Bir aralikta siirekli olan f fonksiyonu araliktan alinmis her z ve

f (x+y> < f@)+ 1) (2.12)

y igin

2 2
oluyor ise f fonksiyonuna bu aralikta digbiikey (yukar biikey konveks) fonksiyon,

— f fonksiyonuna ise igbiikey (agag1 biikey konveks) fonksiyon denir (Caferov,
1999).

Teorem 2.4 (Jensen Esitsizligi): f fonksiyonu [a,b] arahginda konveks
fonksiyon ve \; > 0 (i =1,2,...,n) sayillar1 \; + Ag + ... + A, = 1 esitligini

saglasi. Bu taktirde iinlii Jensen esitsizligi x; € [a,b] i¢in

olur (Jensen, 1905,1906). Negatif olmayan \; ler igin A\; + Xy + ... + A, = 1

kosulunu eklemeden yukaridaki egitsizligi

f (Alml + ATy + ... + )\n:cn> < AMf () + Aof (o) + oo + A f () (2.14)
AL+ A+ A, A+ A+ + A,
yazabiliriz.
Tanim 2.18 (Jensen Konvekslik):
Her z,y € I i¢in
f(252) < L2 21

egitsizligini saglayan f : I — R fonksiyonuna Jensen konvekslik veya j-konveks
fonksiyon denir. Ayni zamanda bu fonksiyona orta konveks fonksiyonda denir
(Jensen, 1905,1906).

x,y € I igin x # y oldugunda ” <7 yerine ” < ” gelir. O halde fonksiyonuna
kesin j-konveks fonksiyon denir.

Ozellik 2.1:

1. Iki konveks fonksiyonun toplami (ayni aralik iizerinde tamimlh) yine bir
konveks fonksiyondur. Bu toplamda fonksiyonlardan birisi kesin konveks ise
toplamda kesin konvekstir.

2. Bir (kesin) konveks fonksiyonun pozitif bir skalerle garpimi da (kesin) kon-

veks fonksiyondur.
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3. Tammlandigy araligin bir alt araligina kisitlanmig olan (kesin) konveks
fonksiyon yine bu aralikta (kesin) konveks fonksiyondur.
4. Eger f: I — R bir (kesin) konveks fonksiyon ve g : R — R azalmayan
(artan) bir konveks fonksiyon ise boylece f o g bilegkesi de (kesin) konveks
fonksiyondur.
5. f, I ve J araliklar1 arasinda tam bir egleme olsun. Eger f artan ise f nin
konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f~! in (kesin) konkav olmasidir. Eger f
azalan bir egleme ise f ve f~! aym tip konvekstir (Niculescu, Persson, 2006).
Tanim 2.19 (Starshaped Fonksiyon):
f:10,b] — R fonksiyonu

f (1) < tf (2) (2.16)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna starshaped denir, burada = € [0, b] ve
t € [0, 1] dir (Toader, 1984).

Tanim 2.20 (Logaritmik Konveks Fonksiyon):

I C Rve f: 1 — R bir fonksiyon olsun. Eger logt konveks ise f fonksiyonuna
logaritmik konveks (log-konveks) yada ¢arpimsal konveks fonksiyon denir. Bu

ifadeye 6zdeg olarak sayet Va,y € I ve t € [0, 1] igin

flta+ (1 =t)y) < f'(2) [ (y) (2.21)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna logaritmik konveks fonksiyon denir. (2.21)
esitsizligi tersine gevrilirse f ye log-konkav denir (Pecari¢, Proschan, Tong,
1992).

Tanim 2.21 (integrallenebilirlik): Verilen her hangi bir f fonksiyonu

olciilebilir £ bolgesi tizerinde
[15@)ds < o0
E

ise f fonksiyonuna F iizerinde integrallenebilir fonksiyon denir.
Tanim 2.22 (Power Mean Esitsizligi):

q > 1olsun. f ve g, [a,b] araliginda tanimh reel fonksiyonlar, | f|” ve |g|?, [a, ]
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araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

/|f D) do < /|f i) /b\f<x>|rg<m>|qda:

esitsizligi gecerlidir.
Benzer sekilde iki katli integraller i¢in power mean esitsizligi asagidaki gibi

ifade edilebilir:

/ / 1f (2) g (2)] dady < / / f ()] dady h / / £ @)l 19 (@) dudy

Reel ve kompleks sayilar icin temel esitsizliklerden bir tanesi {icgen esitsi-
zligidir.

Tanim 2.23 (Holder Integral Esitsizligi):

p>1ve }% + é = 1 olsun. f ve g, [a,b] arahgimda tanmimh reel fonksiyonlar,

|fIP ve |g]?, [a,b] arahigimda integrallenebilir fonksiyonlar ise

/|f 2)] dz < /|f par| /b|g<x>!qu

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et. al. 1973).

q

Benzer gekilde iki kath integraller icin Holder esitsizligi asagidaki gibi ifade
edilebilir:

/ / £ (2) g ()] dady < / / F@pay) / / g (@) dady

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean egitsizligi de agagidaki
gibi ifade edilir.
Tanim 2.24 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) : f: I C R — R fonksiyonu

konveks ise a,b € I (a < b) igin,

f(&;b>§

dir (S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).

f(a)+ f(b)
2

x)dr <
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Tanim 2.25 (Pozitif Say: i¢in Baz1 Anlamlar):
1. Aritmetik Anlam:

A= Aab) = 20

a,b>0;
2. Geometrik Anlam:
G =G (a,b) := Vaba,b > 0;

3. Harmonik Anlam:

2ab
H=H((ab):=—a,b :
(a’ ) a_l_ b a’ > 07
4. Logaritmik Anlam:
a a=>ise
L= L(ab):= , a,b>0;
lnz:ilna a 7& b iSG
5. Identrik Anlam:
a a=> ise
I =1(a,b):= 1 , a,b>0;

6. p—Logaritmik Anlam:

a =" ise
, a,b>0;
a # b ise

Q

L,=L,(a,b):=

3=

pp+l_gp+1
[(p+1)(b—a)]
(Rooin and Hassani, 2007).

Bu anlamlar arasindaki iligki agsagidaki gibi literatiirde iyi bilinir:
H<G<L<I<A.

Ayrica, p € R olmak iizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve Ly = I,
L_1 = L ile gosetilir.

Son olarak, x,y pozitif sayilarinin r. kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik
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anlami

biciminde tanimlanir.

w'r+1 _y'r+1

#W 7r7£()7_1,$7£y

r—y —
Inz—Iny ’T_O’ gj;&y
Inz—Iny _
Ty z—y ,T——l,l’%y
i , L =1
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3. HERMITE HADAMARD TiPLI ESIiTSIZLIKLER
a < b, a,b € I ve I reel sayilarin bir araligi olmak tizere f : I C R — R

konveks bir foksiyon olsun. Bu durumda

(5 <5t [ rww < 1010

2 b—a 2

seklinde tanimlanan esitsizlik literatiirde iyi bilinen Hermite-Hadamard Inte-
gral Esitsizligi olarak adlandirilir.
f i la,b] € R — R konveks bir fonksiyon ise herhangi z,y € [a,b] ve t € [0,1]
i¢cin

flte+ (1 =t)y) <tf(z) + (1 =1)f(y)
esitsizligi saglanir. Bu tanimlama Jensen’in sonuglarinin kokenidir. Konveks
analiz, kullanish ve matematigin ¢ok disiplinli bir etkisidir. Konveks egriler
ve konveks bodies eski ¢aglardan beri matematik literatiiriinde ortaya cikt1 ve
kendileri ile ilgili pek ¢ok 6nemli sonuclar vardir. Soyleyebiliriz ki f konkav ise
(—f) konvekstir.
Hadamard Esitsizligi konveks fonksiyonlar i¢cin geometrik 6nemi nedeniyle biiyiik
olciide uygulanan bir esitliktir ve bu egitsizlik geniglemesi i¢in biiyiik bir yel-
pazede zengin bir matematik literatiirii iiretti.
Lemma 3.1: a < b olmak iizere f : [° CR — R, I°, a,b € I° (I°, I nin igi)

diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. Eger f’ € L ([a,b]) ise bu durumda

olmak iizere

I S R G

b—a
2

1 1
/ / (F'(ta+ (1—1)b) — f(sa+ (1— s)b)) (m (s) — m (£)) dtds.
v (3.1)
esitligi saglanir(Saglam, Sarikaya, Yildirim, 2010).
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Ispat: m(.) nin tanmmmdan dolayn,

/ / (F(ta+ (1 — D)) — F(sa -+ (1— $)b)) (m (£) — m () dtds

0 JO

:/01{/Olf’(ta+(1—t)b)(m(t)—m(S))dt
- [ 7o (1= 90 (om0 = m (5 e f s

2 { Wf’(ta L (1= )b) (t— s) dt} ds

_/01/2 {/01/2f’(3a+ (1= s)b) (t —5) dt} ds

{/1/2f’(sa+ (1—s)b) (t—s—i—l)dt} ds

{/1/12]”(5@—1— (1= )b (t— 5 — 1)dt} ds

[ lf’(sa—i-(l—s)b)(t—s)dt ds
12 LJ1/2

:[1+12+[3+[4—[5—16—I7—Ig.
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yazilir. Boylece kismi integrasyon yontemi kullanilirsa:

L = /1/2 {/I/Qf’(ta + (1 —t)b) (t — s) dt} ds

) /1/2 {(t _ g ftar =0y 1‘/2 1 1/Qf(m +(1- t)b)dt} ds

a—b o (a=0)Jy

1/2 atb 1/2
:/0 {(%—5) fa(_?b) +8c{@b}ds_2(a1_b) i f(ta+ (1 —t)b)dt

S 52 ath S 1/2
= <<§—5) f;_b) + J(_>b) (|) (al_ b)/o flta+ (1 —t)b)dt

atb 1/2
_ Elgfa(_?l) %J(_b)b 3 2(a—b)/o Flta+ (1 —t)b)dt,

{/ flta+(1—=1)b) (t —s+ )dt}ds

: flat(Q—op 2 1 i
2{(t—s+1) L !]—(a_b)/o f(ta+(1—t)b)dt}ds

! atb 1/2
:/1/2{@ _3) fa(_2b> +(s—1) Jib)b}ds— Q(GI_b) i Flta—+ (1 —t)b)dt

(3.3)
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13:/01/2{ 1f’(ta+(1—t)b)(t—s—1)dt}ds

1/2

M flta+ (1 =t)b) ! 1 !
_/ {(t s—1) p— JQ_(a—b) 1/2f(ta+(1—t)b)dt}ds

1/2 atb 1
:/ {(s+§)fcffb)—s§(_a)b}ds— ! f(ta+ (1 —t)b)dt

0 2(a—0) 1/2
(2 s\ @) 1
B (<5+§) a—b 2a—0b (‘) “2(a—b) 1/2f(ta+(1—t)b)dt
_3f(8Y) 1 f@ 1
" 8a—b 8a—b 2(a—b) 1/2f(ta+(1—t)b)dt,

(3.4)

Iy = /1/12 {/I:Zfl(ta—i- (1—1)b) (t —s) dt} ds

) f(ta+ (1 —1)b) T 1 !

a—b 1/2 (a—b) 1/2

flta+(1— t)b)dt} ds

1
p— +(1_S)a—b}d8_m 1/2f(ta+(1—t)b)dt

_ ((% _ g) fcf“_TI;) i ( _ %) / (_“)b> l - (al_ 3 1/12f(ta (1= )t

(3.5)
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I = /01/2 {/01/2f’(sa+ (1= )b) (t — sj/jt} ds
= /1/2 {(g _st> f(sa+(1—s)b) (|) }ds

1 s\ f(sa+ (1—5)b) 12 1 v sa+ (1 —s)b)ds
:(g_‘) a—1b <|)+2(a—b) 0 floa

LACE) 150 1 0 s,
S T e ) LA

(3.6)
If,-—/1 { 1/2f’(sa+(1—s)b)(t—s—i—l)dt}ds
1/2 | Jo

:/1/12{@ —st+t) Flsa+ (1 —s)b) lf}ds

3£(%5%) | 1 f(a) L[
8 a—2b +§a—b+2(a—b) 1/2

(3.7)
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172/01/2{/1/12f’(sa+(1—s)b)(t—s—1)dt}ds

_ /01/2 { (g st — t) F(sa+(1— s)b) 112} ds

_ 3/ 1) Y
__ga—zb+§a—b+2(a—b)/0 Jlsat (1= s)b)ds,

(3.8)
18:/1/12{ " sat (1— s (t—s)dt}ds

1/2

_ /1/12 { (g _ st) F(sa+ (1 — s)b) 112} ds

_ /1/12 (g _ g) F(sa+ (1 s)b)ds

_ (3 _s) flatd=s)b) , L et (1 s)b)ds
_< > a—"b 1l2+2(a—b) 1/2f( tu o)

BRYICOIRYI0) 1
__ga——?l)_éa—b+2(a—b) 1/2f(ta+(1—t)b)dt.

(3.9)
(3.2) — (3.9) esitlikleri tekrar yazilirsa

/0 /0 (F(ta+ (1 — D)) — F(sa -+ (1— $)b)) (m (£) — m (s)) dtds

=h+L+3+1—1s—Ig— I — Iy

f5h 2
:2@_6 _(a—b)/o f(ta+ (1 —t)b)dt.

sonucu gikarilir. ¢ € [0, 1] i¢in = ta+ (1 —t)b degigken degigtirmesi uygulanir
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ve her iki taraf (a — ) /2 ile ¢arpilirsa (3.1) elde edilir bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.1: a < b olmak iizere f : [° CR — R, I°, a,b € I° (I°, I nin ici)
diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. Eger |f|*, [a, b] arahgnda konveks ise

bu durumda,

PESIy 'ba<f'<a>2—2w'<b>2)é 510,

esitsizligi saglanir (Saglam, Sarikaya, Yildirim, 2010).

Ispat: Lemma 3.1 ve cift integraller icin Cauchy-Schwartz esitsizliginden,

- [

_b—a

/0 /o (f'(ta+ (1 —1)b) — f'(sa+ (1 — s)b)) (m(s) —m(t)) dtds

- {/01/01 |f/(ta+ (1 — t)b) — f'(sa+ (1 —s)b)| [m (t) — m (s)] dtds}

_b‘a{// F/(ta+ (1 — 0)| m (£) — m (5)] deds

+// F/(sat (1= s)b)] Im. (1) - m<s>|dtds}

:(b—a)/o/o F(ta+ (1 — B))] |m (£) — m (s)] dtds

(b—a) [(// (s))? dtds>é (/01/01|f’(ta+(1—t)b)]2dtds>%]

(3.11)
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elde edilir. m(t) ve m(s) nin tanimlarindan ve basit bir hesaplama ile

[ e = m o) atas
:/01{/01/2<t—m<s>>2dt+/1;<t—1—m<s>>2dt}ds
[ /01/2<t_5>2dt}d5+ //{ [ <t_s+1>2dt}ds
+/01/2 /1/12(15—3—1)2dt}ds+/l/12{/1/12(t—3)2dt}ds

)3 1/2 1 . 3 1/2
Ul ds+/ (Ut i O (3.12)
3 0 1/2 3 0

oldugu goriiliir ve [a, b] aralnda | f'|* konveks oldugundan biliniyor ki ¢ € [0, 1]
icin

[f(ta + (L=t < t]f'(a)]* + (L = ) | /' ()]
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dir. Boylece

(/01/01 | (ta + (1 — t)b)|2dtds>

N|=

< </01/01 (tIf' @+ =) |fO)) dtds)%

_ <|f’(a)!2 ¥ f’<b>2>é
2
(3.13)

bulubur. Bundan dolay1 (3.11) de (3.12) ve (3.13) kullanilirsa, (3.10) elde
edilir, bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.2: a < b olmak iizere f : [° C R — R, I°, a,b € I° (I°, ] nin

i¢i) diferensiyellenebilir bir déniigiim olsun. Eger ¢ > 1 ve [a, b] araliginda |f’|

<0 (53 1>2<p+2>>; (H J;s(lio)

konveks ise bu durmda,

a b
O30~ 0 [ fos

esitsizligi saglanir ve burada %—i—% = 1 dir (Saglam, Sarikaya, Yildirim, 2010)..
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Ispat: Lemma 3.1 den goriiliir ki

15 - [ s

_ b ; a /O /0 (f'(ta+ (1 —1)b) — f'(sa+ (1 — s)b)) (m(s) —m(t)) dtds‘

<2 [tk 0 0m = oo (1= 98] m ()~ m () ]
<22 [ [ rtas @ = omim o m s avs
// [sact (1= ) 0) = m (5] deds|

<(b-a) / / F(ta+ (1= 0B)]|m (t) — m (5)| deds

o[ f mr-mra) ([ firsa-oras|

(3.15)

olur. m(t) ve m(s) nin tammindan dolayn,

// |m (t) s)|P dtds

1 1/2 1

:/ / |t—m(3)|pdt+/ [t—1—m(s)|"dt p ds
o (Jo 1/2
12 1/ Y

:/ / ]t—s|pdtds—|—/ / [t — s+ 1" dtds
o Jo 1/2J0
1/2 1 1 1

+/ / |t—s—1]pdtds+/ / it — s|” dtds
0 1/2 1/271/2

:J1+J2+J3+J4.
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yazilir. Boylece kolay bir hesaplama ile

1/2 p1/2 1/2 s 1/2
J1=/ / It—s|”dtds:/ / (s—t)”dt+/ (t—s)"dtpds
o Jo 0 0 s

1 1/2 1 p+1 2
T |
p+1/, 2 271 (p+1) (p+2)
(3.16)

1 p1/2 L r1/2
J2=/ / |t—s+1y”dtds=/ / (t—s+1)dtds, (t—s+1>0 icin)
1/2J0 1/2J0

1 ! 3 p+1 p+1
_mlﬂ{(i—s) —(1-3s) }ds
B 1 B 1
) (p+2) 2 (p+1)(p+2)
(3.17)
1/2 p1 1/2 1
J3:/ / |t—3—1|pdtds:/ / (—t+s+1)dtds, (fort—s—1<0)
0 1/2 0 1/2
. 1 1/2{_ p+1+( + 1)p+1}d
=i i S 5+ 5 S
B 1 B 1
S+ (+2) 2 (p+1)(p+2)
(3.18)
1 1 1 s 1
J4—/ / !t—slpdtds_/ {/ (s—t)pdt+/ (t—s>”dt}d8
1/2J1/2 1/2 1/2 s
1 ! 1\p+1 p+1
_]m 1/2{(8_5) +(1_S> }ds
B 1
2 (p+1)(p+2)
(3.19)

elde edilir. (3.16) — (3.19) tekrar yazilirsa

(/01/01|m(t)—m(5)|pdtds);:<(p+1)2(p+2)); (3.20)

oldugu gortiliir. |f’|?, [a,b] arahginda konveks oldugundan bilinir ki ¢ € [0, 1]
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igin | f'(ta + (1 = t)b)|* < t|f'(a)|* + (1L —t)|f'(b)|* dir, boylece

(// |f'(ta+ (1 —t)b |thds) (// (t|f (a)]!+ t)|f’(b)|q)dtds);

_ (|f’(a)l"+ |f’(b>yQ)é'

2
(3.21)

bulunur. Bundan dolay1 (3.15) de (3.20) ve (3.21) yazilirsa (3.14) elde edilir,

bu da ispat1 tamamlar.
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3.1 Bazi1 Ortalamalar i¢in Uygulamalar

Simdi 6zel ortalamalar i¢in teoremlerin uygulamalarini goz oniine alalim:

b
a. Aritmetik Ortalama: A = A(a,b) := ot , a,b >0,
b. Logaritmik Ortalama:
a , a=Db
L=1L(a,b):= ,  a,b>0,
In II;:llzna y @ 7& b
c. Identric Ortalama:
a , a=Db
I =1(a,b):= ,  a,b>0,

d. p—logaritmik ortalama:

ppt+1_gpt+1 %
[<—p+1><b—a>] , aFd
L, = Ly(a,b) = . pERN{-1,0}; a,b > 0.

a , a=b

Onerme 3.1.1: a,b € R, 0 < a <bven €Z, |n| > 1 olsun. Bu durumda,

(b—a)
V6

|A™ (a,b) — L7 (a,b)| < |n A (a2(n—1)7 62(”_1))

dir (Saglam, Sarikaya, Yildirim, 2010).

Ispat: © € R, n € Z ve |n| > 1 i¢in Teorem 3.1 de f(z) = 2™ yazilirsa ispat
tamamlanir.

Onerme 3.1.2: a,b € R, 0<a <bven € Z, |n| > 1 olsun. Bu durumda

q > 1 i¢in

=

2 1
A(a™,b") = L (a,b)| < |n| (b—a (—) [A(aq("fl), bq("71)>]q
| A (a”,b") (a,0)] < |n ( )(p+U@+2) |al 14
dir (Saglam, Sarikaya, Yildirim, 2010).
Ispat: 2 € R, n € Z ve |n| > 1 icin Teorem 3.2 de f(z) = 2" yazilirsa ispat

tamamlanir.
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Onerme 3.1.3: a,b € R, 0 < a < b olsun. Bu durumda her ¢ > 1 icin

NPT PEET S

dir (Saglam, Sarikaya, Yildirim, 2010).

Q=

Ispat: Teorem 3.2 de f : (0,00) — (—00,0), f(z) = —In(z) uygulanir ve
ayrintilar ihmal edilirse ispat tamamlanir.

Onerme 3.1.4: a,b € R, 0 < a < b olsun. Bu durumda her ¢ > 1 icin

) Al b))

(b—a) ( 2
(ab)> \(p+1)(p+2

dir (Saglam, Sarikaya, Yildirim, 2010).

|A™ (a,b) = L7 (a,b)| <

Ispat: 2 € [a,b] icin Teorem 3.2 de f(x) = 1 uygulamrda ispat tamamlanir.
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4. HARDY-HILBERT ESIiTSiZLiGi VE UYGULAMALARI
Ik olarak iyi bililen Hilbert 1ntegral Esitsizligini taniyalim: f(x), g(z) > 0,

O<ff2 Ydz < 00, ve0<fg Jdz < oo olmak iizere

[ [ drdy < w(f Fx)dz. [ gz(m)dx) (4.1)
00 0 5
ff f(z)g(y) d:vdy < 4 ff2($)d$fg2(x)dx : (4‘2)
0o max{z,y} ; J

esitsizlikleri saglanir, burada 7 ve 4 sabitleri sirasiyla (4.1) ve (4.2) nin miimkiin
olan en iyi sabitleridir. (4.1) esitsizligi Hilbert integral esitsizligi ve (4.2) esit-
sizligi de Hilbert tipli integral esitsizligi olarak adlandirilir. Bu esitsizlikler de
Hardy tarafindan geni§letilmi§tir ve su §ekilde ifade edilmigtir: p > 1, 14—1 =1,
f(z),g9(x) >0,0< ffp Jdz < oo ve 0 < fgq )dz < oo olsun. Bu durumda

Ff ey < oo <ffp )p(fgq(x)dx)q, (4.3)
00 0

Zo :fo ek drdy < pq (f (@ ) <T gq(x)dx> q (4.4)
dir, burada 7 sm(z) Ve P4 sirastyla (4.3) ve (4.4) nin miimkiin olan en iyi sabit-
leridir. Hardy—Hllbert esitsizligi ve uygulamalari analizde 6nemlidir. Esit-
sizligin bu tipinin genellegtirmesi ile ilgili sonuclarin ¢ogu son yillarda elde
edildi.

Lemma4.1: A >0,A4; >0, A, >0, A3 >0, Ay > Oolsun. w) (A, A, A3, Ay, )
ve w)y (A1, Ag, As, Ay, y) agirhk katsayilar:

o¢] 1+7

Wi (Al’ A2’ AS’ A4’ I) = f Az 4 Asyr+ A3 mfjf;)\ A}—&-144 max{:r)‘ >‘} (45)
= )
T\ (AlaA27A37A47y) = f - Y (4:6)

0 ArxA+Asyr+ Az min{x)‘,y)‘}+A4 max{xk,y)‘}

olarak tamimlansin. Bu durumda wy (A1, As, A3, Ay, z) = wy (A1, Ag, Az, Ay, y) =
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C)\ (Al, Ag, A3, A4) sabiti

( 2 [Ay+A
arctan ﬁ
WA At ) S A>0,i=1,2,34
+ arctan 4 /4148
COx(A1, Ay, Az, Ay) = A/ (A1+43)(A2+Aq) Azt
| A =0, Ay >0, i=1,2,3.
(4.7)
dir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010)..
ispat: ¢t = (%)A doniigiimii uygulanirsa
Ay, Ag, Ag, A ~ T p3y 103 d
'W)\< 1,412, 413, 47$) - L({‘ Ale+A2y’\+A3min{xA,yA}+A4max{x)‘,yk} Y,
(4.8)
00 1
_ 1 t 2 .
DY br A1+Ast+Ag min{l,t}+A4 max{l,t} dt T I
elde edilir.
a. Al) AQ, Ag, A4 >0 l(;ln
S T
I = A 0 A1-l-A225-|—1437ﬁ-|—z44dt_‘_LI/‘141-i-x42lf-i-x43-&-14415dtL
Ag+A3 A1+A3
A1+Ag Ag+Ay
_ 1 2 f Loy 2 f _dt_
A VA AN (AstAs) g P (At Ag)(Aa Al P
_ 2 Ao+As 2 A1+As.
= oAt O A e O A
(4.9)

b. A1:A2:A3:0,A4>0igin

11 oo 1
I = %{Of%dt+{f47dt} = ;174 (4.10)

elde edilir. Boylece w), (A1, As, Az, Ay, ) = C\(A;, Ag, As, Ay). Simetrik olarak
da (ZD) (Ah A27 A37 A47 y) = OA(AM A27 A37 A4) olur.
Lemma 4.2: p > 1 (veya0 <p < 1), i—i—% =1, A >0, Aj, Ay, A3 > 0,

Ay >0vel<e< %’\ olmak fiizere,

_ T
J(E:) a *[‘[A1$A+A2y>‘+A3min{wk,y)‘}—&-Azlmax{x)‘,y)‘}da:dy (411)
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ise bu durumda ¢ — 07 i¢in,

L[CN(Ay, A2, A3, Ag) +0(1)] — O (1) < J(e) < 2[CA(A1, Az, A3, Ag) +6(1)]
(4.12)
dir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).
ispat: t = (%)/\ alinirsa,

A £ A £
5-1-g

_ mfiliﬁy q
J(g) - *lf{Ale+A2y>‘+A3min{x*,y*}+A4max{m’\,y’\}dxdy

o0
1 —1-¢ t 2w
D) ify fA A1t+As+Az min{¢,1}+Ay max{t,l}dtdy

t 22 dt

oo
L L[l 2
A {y E[ A1t+Az2+Az min{¢,1}+Ay max{t,l}dtdy

_ 1 T S
= 2 [Cx(A1, 42, A5, Ay) +0(1)] - %{y AltiA2+A3t+A4dtdy

Vv

yi)‘ 1 €
c [OX(AlvAQ) A37 A4) + O )\A4 fy_l < f t_Q__Apdt> dy
0

= é [Cx(A1, Ay, A3, Ay) +0(1)] = O (1).

elde edilir. Diger taraftan,

A A _;
2271 py2 -1

J(€> - {LI/‘A190>‘+A2yAJrA3mln{:fcA A}+A4max{x>‘,y’\}

o A_1_¢
f z2717p )‘—1—5

A1$A+A2yA+A3nﬁn{m&y*}+A4HwX{w&y*}dx ady

A

0

= L1[C\(A1, As, A5, Ay) + 6 (1))
oldugu goriiliir. Boylece, (4.12) esitsizligi saglanir. Bu da Lemma’nin ispatini

tamamlar.
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Teorem 4.1: Eg‘erp>1 1—|—l:1,)\>0, Ay, Ay, A3 >0, Ay >0, f (),
(1=2)"1g4(2)dz < oo

9()>0V€O<fxp D pr(a)de < 0o ve 0 < [ 2
0

olsun. Bu durumda

f(@)g(x)

00
'([ Ajx A+ Ay + Az min{x)‘,y)‘}+A4 max{af‘,yk} dl‘dy

< Ox(Ay, As, Az, Ay) (fa: “2)lpr(y )m)i (:foxq(lé)lgq(x)dx)q,
(4.14)

esitsizligi saglanir, burada (4.7) deki gibi tanmmmlanan C)\(A;, Az, A3, A4) carpam

miimkiin olan en iyi sabittir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).
ispat: Holder esitsizligi ve (4.5) ve (4.6) esitlikleri dikkate alimarak,

00 00 % 1*%
IS ; L f (x)
0 0 A1x>‘+A2y>‘+A3min{mk,yk}—h‘umax{x/\,y*} y1;%
1oy
q -2
1
X |:A1;p)‘+A2y/\+A3 min{x/\,yk}+A4 max{xx,y,\}:| [ 1;A g (y>] dxdy
T
(-3) ’
0 00 (p—1) A_q P
€T 7
S J{Alxk—l—Agy)‘—l-Agmln{a:)‘ A}+A4max{aj>‘ /\}f ( )dl’}
(-3) g
00 00 1-5)(g=1) A_1 q
Yy r2
X '([‘([Alx)‘—l—Agy)‘—‘,-Agmln{J: A}+A4max{w A}g <y) dy}

Q|-

{
{

_ {:fowA(Al,A2,A3,A4,I)$p(1;)1fp @) d;p}‘l’
{

X fw)\(AhA27A37A4ay)yq(17%)7lgq (y) dy}
0

'9% (y) dy}

< Cy(Ay, Ag, As, Ag) {z“og;p(lé)lfp (z) dm}p {:fqu(lé)
(4.15)
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elde edilir. Eger

L=2)e-n 4
3 f7 (z)
Alx)‘—&-AzyA—i-Agmin{az>‘7yk}+A4max{x)‘,y>‘}
_ y(l_%)(q_l)x%_l 7 (y) (4.16)
o A1w>‘+A2y)‘+A3min{ac)‘,y)‘}+A4max{;t>‘,y>‘}g Y)s
A
-2

Mar0=2) r () = Nyt 0-2) g1 (y),  (2,y) € (0,00) x (0, 0)

olacak sekilde M ve N sabitleri mevcut ve sifirdan farkli ise (4.15) esitsizligi
esitlik halini alir.
Boylece,

M (0=2) (@) = Ny"U=2)gt (y) = ¢ (2,y) € (0,00) x (0,00)  (4.17)

olacak gekilde bir ¢ sabiti vardir.

Idda ediyoruz ki M = 0 dir. Gercekten de M # 0 ise o zaman

2P(172) 71 (1) = < 2 € (0, 00) (4.18)

Mz’

A
2

olur ve 0 < joxp(lf )*1fp(x)dx < oo egitsizligi ile geligir. Boylece (4.15) den
(4.14) elde e((iilir.

Eger Cy\(A1, A, A3, Ay) carpani miimkiin olan en iyi sabit olmasin o zaman
bir K(K < Cy\(Ay, Ay, A3, Ay)) sabiti vardir syleki

Cy(Aq, Ay, A3, Ay) garpam ile K yer degistirse de (4.14) egitsizligi hala geger-
lidir.

0<e< p%‘ vez € (0,1)igin f ve § f (z) = §(x) = 0 olarak almrsa, z € [1, 00)

A € A_l_s

A1

icin f () =22"'"%; §(z) =22 "7 olur 0 zaman

1
q

K (:foxp(lé)lfp (2) dx) : @qu(lé)lgq(x)dx)
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oldugu goriiliir. (4.12) esitsizligi kullanmlirsa,

f(x)g(z)
“0[v ‘[[ Ajz A Agyr+As min{zk,yk}-s—Azl ma‘x{x&y)\}dﬂfdy

- :f TAlqugyuAg mlﬁ;;_ip& —y x} y2 idy  (420)
> 2 [C\(A1, As, A3, Ag) +0(1)] — 0 (1)
elde edilir. Bundan dolay1,
LIC\(A1, As, A3, Ag) +0(1)] =0 (1) < £, (4.21)
veya
$[Cr (A1, Ag, Ag, Ay) +0(1)] —eO (1) < K (4.22)

olur. ¢ — 07 igin Cy(Ay, Ay, A3, Ay) < Kolurkibuda K < C\(A;, As, A3, Ay)

olmasi ile geligir. Boylece C)\(Ay, Ag, As, Ay) carpam (4.14) esitsizliginin miinkiin
olan en iyi sabitidir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Uyar: 4.1:

i. Eger Teorem 4.1 de A; = Ay = 0 ve A\ = A3 = A4 = 1 alinirsa o zaman

C1(0,0,1,1) = 7 olur ve (4.14) esitsizligi Hardy-Hilbert esitsizligine doniisiir

yani

f?f Didxdy < W(fam Lfp(x)d )’1’ (:fo:pg_lgq(x)dx);

oldugu goriiliir.

ii. Eger Teorem 4.1 de A; = Ay = A3 = 0, A = A4y = 1 alinirsa o zaman
C1(0,0,0,1) = 4 olur ve (4.14) esitsizligi

Ofbfr{mfg{gjg)}dmy < 4 (fxz Lfp(z)d ) <0f 231g(x)
esitsizligine doniisiir.

iii. Eger Teorem 4.1 de A; = A, =0ve A >0, A3 = A, Ay = B almirsa o

\_/
Q=

zaman
)\fAfB arctan \/% ,A, B > 0 igin
C\(0,0,A,B) =
= , A=0, B >0 icin
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olur,ve (4.14) esitsizligi

TT [(®)g(v)
{ ‘([ A min{x)‘7y)‘ }+B max{xk,y)‘} dl’dy

< C\ (A, B) (fxp (1=2) 1 pr(y )da:) (fa:q (1-2) )dm)

S

esitsizligine doniisiir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).

Teorem 4.2: 0 < p < 1, %+%:1,)\>O, Ay, Ag, A3 >0, Ay > 0, f(2),

g(x) >0ve0 < fxp(l_%>_1fp(:c)da: < oovel < fxq(l_%)_lgq(x)d:t < 00
0 0

olmak iizere

TT f(x)g(x)
ffAlaz’\+A2y’\+A3m1n{x’\ A}+A4maX{IA,yA}d$dy

> C\(Aq, Ag, Az, Ay) (f (1 fP(x )dm) ’ (?:cq(l_é)_lgq(x)d:L) '
" (4.93)

esitsizligi saglanir, burada (4.7) deki gibi tanimlanan C')\ (A, Az, A3, A4) carpan
miimkiin olan en iyi sabittir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).
Ispat: Ters Holder esitsizliginden, ve ayni sekilde (4.23) egitsizligi elde edilir.
Eger (4.23) deki C\(Aj, Az, A3, A4) carpanmi miimkiin olan en iyi sabit ol-
masin o zaman bir pozitif H( H > C\(Aj, Ay, Az, Ay)) sabiti vardir syleki
Ci(Aq, Ay, A3, Ay) carpan ile H yer degistirse de (4.23) egitsizligi hala geger-
lidir.
0<e< %’\ icin fvve g Theorem 4.1 deki gibi alinirsa o zaman

1

(fx -2) ()dﬂf> <f:r (1-2) )dx)q
_u (z?wdx); (;fwdxf A

(4.24)
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olur. (4.12) kullanilirsa,

TT F@)@)
Of { Az Ay + Az min{ 22 yA }+ A4 max{xA7yA}dxdy

o e .
- {‘ *1/‘ Ajz A Agyr+As min{rk,y/\}+A4 max{:p*,y*}dx y* qdy
< % [C,\(Al, AQ, A3, A4) + 0 (1)]
elde edilir. Bu nedenle,
% [C)\(Al, AQ, Ag, A4) +0 (1)] > %,

veya

Ci(Ay, Ay, As, Ag) +0(1) > H

oldugu goriiliir.

(4.25)

(4.26)

(4.27)

E — 0+ 1(;1n C)\(Al,AQ,Ag,A4) 2 H olur ki bu da H > C)\(Al,AQ,Ag,A4)

olmasi ile geligir. Boylece (4.23) esitsizligindeki C)\(A;, Az, A3, A4) carpam

miimkiin olan en iyi sabittir. Bu da istenen sonuctur.
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Uyar: 4.2:
i. EgerTeorem 4.2 de A} = Ay = 0 ve A\ = A3 = Ay = 1 alinirsa o zaman
C1(0,0,1,1) = 7 olur ve (4.23) esitsizligi Hardy-Hilbert esitsizligine doniisiir

yani

[ iny > x ([t o)’
0 0

olur.

ii. EgerTeorem 4.2 de A; = Ay = A3 =0ve A = A4y = 1 alinirsa
C1(0,0,0,1) = 4 olur ve (4.23) esitsizligi

- Lo 1
Ofrﬁéx)gx(i)}dxdy > 4 (f 2P (x )dm) ({ :Eg_lgq(x)dx>
esitsizligine doniigiir.

iii. Eger Teorem 4.2 de A; = A, =0ve A >0, A3 = A, Ay = B alnirsa,

A\/E arctan\/g ,A, B > 0 i¢in

C\(0,0,A,B) =
35 ,A=0, B> 0icin

olur ve (4.23) esitsizligi

TT [(2)g(v)
‘!g‘ Amin{x*,y"}-meax{x)\,y)\}dxdy
> ey, ([ard <>dx) (Jart D grayan)

esitsizligine doniigiir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).

Qe

Teorem 4.3: Teorem 4.1 in sartlar altinda

o0

o] p
o /@)
bf : |:f Ajz 4 Asyr+ A3 m1n{a:>‘ /\}+A4 max{x)‘,yA} :| dy

< [Cr(Ar, Ao, Ay, AP [ 22007 o)

' (4.28)

esitsizligi saglanir, burada [Cy\(A1, Aa, Az, A4)]” ¢arpam miimkiin olan en iyi

sabittir. (4.14) ve (4.28) esitsizlikleri egdegerdir (Saglam, Yildirim, Sarikaya,
2010).
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o) p—1
R f(z)
g (y) -y {{ Arzr+Asyr+As min{wAvy)‘}+A4 max{x)‘,y)‘} dm} (429)

olarak alinrsa (4.14) esitsizliginden
y*! {

T /()
0 A1$>‘+A2y>‘+A3m1n{$>‘ A}+A4max{a:/\ )‘}

yi1=2)Tga () dy =

p
f(@) d
xp d
Ajx A+ Ay + Az min{xA ,yk}+A4 max{:v’\,yk} Yy

I
0%8

IS p—1
Ap_q f(z)
X {y : {f Ajz M Agyr+As mln{mA )‘}+A4 max{acA ’\} } } dy

f(x)g(z)
o {{Ale+A2yA+A3 min{x*,y*}JrAzlmax{z’\,y’\}dxdy

S

IN

Cr(Ay, Ay, A3, Ay) (f:v” fP(x )dx)

X (f 290173) )da:)é

yazilir. Bundan dolay:

(4.30)

:f°yq<1-%>-1gq<y>dy < [@(Al,AQ,Ag,A4>V’:f°xp<1—?>—1fp<x>d:c (431)

olur. Boylece (4.14) den ve (4.30) ve (4.31) esitsizliklerinin her ikisi birbirinin

yerini tuttugundan (4.28) elde edilir.
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Holder egitsizliginden,

o0 0
f(z)g(x)
Of ‘({‘ Az + Ay +As min{:z:k,yk}JrA4 max{xk,yk} dzdy

- [t

wb«
‘S\H

[ & ot b}
A1:13>‘+A2y>‘+A3m1n{a:>‘ /\}+A4max{ac)‘ )‘} Yy 9y Y

{

{
(Zo yo(1i=2 gq(y)dy)
(4.32)

elde edilir. Bu nedenle (4.28) den (4.14) elde edilir ve (4.28) ve (4.14) esitsiz-

S =

Ap
2

\:’M—‘

IN

p
f(z) dr
AjzA Ay + A3 min{x>‘ YA }+A4 max{x)‘ ,y)‘}

Y

Q=

X

likleri egdegerdir. Eger (4.28) deki ¢arpan miimkiin olan en iyi sabit degilse o
zaman (4.32) den bir ¢eligki elde edilir ki bu da (4.14) deki ¢arpanin miimkiin
olan en iyi sabit olmamasidir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 4.4: Teorem 4.2 nin sartlar1 altinda

o] p

yF- f(z)
’ { Ara 4 Aryr+As min{z‘A,y)‘}-i,-Azl max{x)\7y)\}dx dy

> [Ca(Ar, Aa, g, AD)Y [ 20731 (e

' (4.33)

esitsizligi saglanir, burada [C)\(A;, Ag, A3, A4)]” garpar miimkiin olan en iyi
sabittir. (4.23) ve (4.33) esitiszlikleri esdegerdir (Saglam, Yildirim, Sarikaya,

2010). Teorem 4.2 nin ispati Teorem 4.3 iin ispatina benzer sekildedir.
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4.1 Diskret Halleri
Lemma4.1.1: 0 < A <2, Ay, Ay, A3 > 0, Ay > 0 olsunve wy (A1, Ay, A3, Ay, m)

ve wy (A1, Az, Az, Ay, n) agirhk katsayilar sirasiyla

A -1+

ZU)\<A1, AQ’ Ag, A4’ m> = n;l AymA4Aant+As m?:f{:ln)‘,nk}—&-AAL max{m&n*} <m = N) ’
(4.1.1)
o= nZm-1t3
W)\<A1, Ag, A3,A4,n) = mz::1 AlmA+A2nA+A3min{m*,nk}+A4max{mA,nA} (n € N),
(4.1.2)

olarak tanimlansin. Bu durumda,

Cr(Ay, Ay, A, Ag) [1 — 0\(Ar1, Ag, A3, Ay,m)] < wa(Ay, A, As, Ay, m)

< C)\(A17 A27 A37 A4)7
(4.1.3)
C)\(A17A27A37A4) [1 _0)\(1417"42714371447”)] < wA(A17A27A37A47n)

C)\(A17 A27 A37 A4)

(4.1.4)
esitsizlikleri saglanir, burada
A
0:(Ar, Ag, Ag, Ay, 1) ( ! ) / L dt
) Y Y ’r : =
ML s C1(Ay, Ag, Az, Ag) Ay + Ay + (Az + Az)t
0

_ o(%) € (0,1) (r € N) (r — 00)

r2
ve C\(Ay, Ag, Az, Ay) (4.7) deki gibi tamimhdir (Saglam, Yildirim, Sarikaya,
2010).

Ispat: 0 < A <2, Ay, Ay, A3 >0, Ay > 0 icin Lemma 4.1 den

w)\(AlaAZaA3aA47m) < f
0

A A
m7y71+7

AymA+Agyr+As min{m* YA }+A4 max{m* YA }

dy (m e N),

= w)\(A17A27A37A47m> = C)\(A17A27A37A4)
(4.1.5)
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yazilir. Diger taraftan

®° m%y71+%
wx(A1, Ag, Ag, Ay,m) > f

4 AimA+Asyr A3 min{m)‘,yA }+A4 max{m)‘,y)‘}

dy

o =1
1 f .t 2 dt
A \ A1+Azt+As min{1,t}+ A4 max{1,t}
m—

m—>

—1
= -1 S T B
A 0 A14+As+(Aa+As)t

—_

= ](1 — HA(Al,AQaA?nAme))

(4.1.6)
elde edilir, burada I = $C1 (A, Az, A3, Ag) ve
m=> .
0 < O0a(Ai, A2, A3, Asm) = Gramaaan of i edt < 1
(4.1.7)
dir.
m-A -1 m=A
det s T dt = m (4.1.8)

oldugundan 6,(A;, Az, A3, Ay,m) = O (%) olur. Bundan dolay: (4.1.3)

m?2

saglanir. Simetrik olarak (4.1.4) de saglanir. Bu da istenen sonugtur (Saglam,
Yildirim, Sarikaya, 2010).

Lemma 4.1.2: p>0(p#1), ;+.=1,0< A <2, Ay, Ay, A3>0, Ay >0

1
p
vel<e< %)‘ olsun.

L _ s S méi]'i%ngilig
(6) - nzzzlmz;l Alm/\—i-AznA—i-Agmin{mk,n/\}+A4max{m>‘,n>‘} (419)

olmak {izere ¢ — 07 i¢in

) ]_ — S} ]_
< L(g) < [CA(A17A27A37A4) +0(1)]

(4.1.10)

[Cr(Ay, Ag, As, Ag) — o(1)]

n=1 nlte n=1 n'te

dir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).
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Ispat: t = (ﬁ)/\ alinirsa ve (4.1.4) esitsizliginden
y-1-c

A_q1_¢€
x2 Pn2

A1z A+ Aan + Az mln{:pA n)‘}+A4 max{z’\ nA}

00 00
L) < > J
n=10
1 |1 T ]
= T;l nlte X{A1t+A2+A3min{t,1}+A4max{t,1}dt
(e —07)

= [C)\(A1,A27A3;A4>+5< )] —

yazilir. Diger taraftan
m)\iliin% =
Az +Aanr+As mm{m)‘ n>‘}+A4 max{:):A n>‘}

1@ > X
[ g d]

oo (e.0)
= 3 e f :
A /\ Aqt+Az2+ Az min{t,1}+ A4 max{t,1}
n= n—
' e
~ 1 t P
o(1) =3 { A (A an O

C)\(Ala AQ? A37 A4) +

n=1
n=A i
Ap

[

3=

[Cr(Ay, Ay, As, Ag) +0(1)] — % >
n=1

o0
£
p

1 1
A(A2+A3) _e(Ax+A43) Z 1+2—
D n=1n" "2

[CA(A1, A, As, Ay) + 0 (1)]

00

1 1
/\(A2+A3) _e(Ag+A3) % B
D n=1 n p

(&) ]

n=1

e | Oa(Ay, Az, As, Ay) +0(1)

= [Ox(Ay, Ag, Az, Ay) —o(1)] (e — 07)
(4.1.11)

elde edilir. Boylece (4.1.10) esitsizligi saglanir. Bu da istenen sonugtur
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Teorem 4.1.1: p > 1, %+§ =1,0<\XA<2 A, Ay, A3 >0, Ay > 0, a,,

b, >0vel< > np(l_%>_1afl <oo,0< )] nq(l_%)_lbz < 00 olmak {izere

n=1 n=1

oo 0o
A amb
D = Z Z Aim A+ Asn 4+ A3 min{g;jn)‘}-‘rAz; max{m)‘,nk}

< O\(Ay, As, Ag, Ay) {fj np(1—3>—1ag}p {f; nq(l—é)—lbg} '
i i (4.1.12)
esitsizligi saglanir, burada (4.7) ile tammlanan C)(A;, Az, A3, A4) carpani miimkiin
olan en iyi sabittir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).

Ispat: Holder esitsizliginden

0o 00 1 » (1;%)
_ m
D = nz::l mzz:l {AlmA+A2n>‘+A3 min{mk,nk}+A4 max{m*,n*}} (1—%) m
n P
1 (1—%)
X 1 1 n p b
AimA+Asn 4+ A3 min{m)‘,n)‘}+A4 maﬂx{m)‘,n)‘} (1—%) n

0o o0 ) m(k%)(pﬂ) , P
nz::l X::I Alm)‘—i-Agn)‘-i-Agmin{mk,n)‘}—i-AzxmaX{m)VnA} nl_% m

n=1m=1

1
% i > 1 n(l_%)(q_l)bq a4
AimA4+Asnr+As min{m’\ nA }+A4 max{m’\,nA} mi— % n

- {i w/\(A17A27A37A47n)nq(1_g)_lb%}q ’
n=1
(4.13)
yazilir. O zaman (4.1.3) ve (4.1.4) den (4.1.12) elde edilir. Cy(A1, Aa, A3, Ay)

nin miimkiin olan en iyi sabit oldugunu gostermek icin (4.1.9) de 0 < ¢ < %’\
e~ A_q_e 7 A_q_¢
icin a,, =m?2 " »; b, =n2 < alinirsa

oo

- b _
nZ::l Z AimA+Aon A+ A3 min{mk,nk}+A4 max{m*,nk} - L({-j) (4114)

m=1
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yazilir. 0 < K < C, (A4, Ay, Az, Ay) olacak sekilde bir sabit var ise

(4.1.12)

esitsizligini saglar. O halde Cy\(A;, Ay, A3, A4) min K yazilirsa o zaman ozellikle

(4.1.10) den

=

[CA(A1, Ag, Ag, Ay) — o (1)] 0 =
n=1

< {;()}

= 1
= K Z nlte
n=1

{5

a(1-3)-

(4.1.15)

bulunur, bu da Cy(A;, A2, A3, Ay) — o(1) < K olmasi demektir o zaman
Ch(A1, Ag, A3, Ay) < K (e — 07) olur. Bundan dolay1 (4.1.12).esitsizligindeki

K = C\(Ay, Ag, Az, Ay) garpam miimkiin olan en iyi sabittir. Bu da ispati

tamamlar.

Uyar: 4.1.1:

i. Teorem 4.1.1 de A} = Ay =0ve A = A3 = Ay = 1 almursa C1(0,0,1,1) =7

ve (4.1.12) esitsizligi Hardy-Hilbert esitsizligine doniisiir yani

oo 00 b o0 P % S q %
> 2 pmm < Z n2"la > n2 b
n=1 n=1

n=1m=1

olur.

ii. Teorem 4.1.1 de A} = Ay = A3 =0, A = Ay = 1 alimrsa 1(0,0,0,1) =4

olur ve (4.1.12) egitsizligi Hardy-Hilbert tipli

> ey < A Soal | £ty

n=1

Q=

esitsizligine doniigiir.

iii. Teorem 4.1.1 de A1 = A, =0ve A >0, A3 = A, A, = B alinirsa

4 A -
A\/Earctan\/; ,A, B > 0 icin

C\(0,0,A,B) =
35 ,A=0, B>0igin
olur ve (4.1.12) esitsizligi
> > e 3
nzzjl m=1 Amin{m&n*ﬁgmax{mx,nx} < C\(4,B) <nz::1 np(l‘é)—lagl>

20

1bq

n

};



esitsizligine doniisiir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).
Teorem 4.1.2: 0 <p<1,1+1=10<A<2 Ay, Ay, A3 >0, Ay >0, ay,

o~ o p(1-3)-1 o a(1-3)-1 .
b, >0ve 0 < > nPl2) 7 al <ocove < > nf\""2)77h1 < 0o olmak iizere

n=1 n=1

o0 00
amb
n;l mZ:1 AymA+Aanr+ A3 min{;nmAthA}_,_Azl max{mk,nk}

> Cy(Ay, Ay, As, Ay) {f [1— 0x(Ay, Ag, A, Ag,n)] np(l‘”‘lafz}p
n=1
x {i’é nq<1—s>—1bg}q
n=1
(4.1.16)

esitsizligi saglanir, burada (4.7) deki gibi tanimlanan C)\(A;, A, A3, A4) carpam
miimkiin olan en iyi sabittir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).
Ispat: Ters Holder esitsizliginden

Ambn

00 00
D = Z Z:l A1m)‘+A2n)‘+A3min{m",n)‘}—&-Azlma.x{mA,n)‘}

3
ﬂ‘
3

oo 00 . % (1_(1%)
_ m
- Z 21 { AimA4Aanr+As min{m)‘,nA}+A4 max{mk,nA} } (1—%) m

1 N
X AimA+Aon A+ A3 min{m’\,n*}+A4 max{mA,n/\} (1—%)

1
Z { Z ’WA(Al,AQ,A37A4’m)mp(1_;)_1afn}p
m=1

X

{i (A1, A, As, A4,n>nq03>1b2}q

n=1
(4.1.17)
yazilir. O zaman ¢ < 0 oldugu gozoniine alinirsa (4.1.3) ve (4.1.4) den (4.1.16)

~ A_q_e 7T A_q1_¢g
elde edilir. 0 < e < 7’7’\ icin @, = m2 '"r, b, = n2 4 (m,n € N) olsun.

Eger K > C\(A1, Ag, A3, Ay) olacak sekilde bir sabit var ise C)\(A;, Ag, As, Ay)
ile K yer degistirilse de (4.1.16) esitsizligini saglar. o zaman o6zellikle (4.1.9)
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ve (4.1.10) dan

[CA(Ay, Az, Az, Ay) +0(1)] i

L(e)

1

D=

(4.1.18)
elde edilir yani

P

On(A1, Ag, Ag, Ag) +5(1) > K{ {f; 14

-1

5 [o(4) |

n=1 n=1 n2
(4.1.19)

olur. Bu nedenle ¢ — 07 igin C)\(Ay, Az, Az, Ay) > K oldugu goriiliir. Boylece
(4.1.16) daki K = Cy\(A1, As, A3, A4) carpant miimkiin olan en iyi sabittir.
Uyar: 4.1.2:
i. Teorem 4.1.2 de A} = Ay =0ve A = A3 = Ay = 1 alimirsa C1(0,0,1,1) =7

ve (4.1.16) esitsizligi Hardy-Hilbert esitsizligine doniigiir yani

0o 00 b 0 ; L v % x %
Z Z Gmin > ey [1 — 2 arctan —l} n2"ta? Som2tyg
n=1m=1 n=1 n2 n=1

olur.
ii. Teorem 4.1.2 de A; = Ay = A3 =0, A = Ay = 1 almursa (1(0,0,0,1) = 4
olur ve (4.1.16) esitsizligi Hardy-Hilbert tipli

1

Z Z m;}gﬂ;n > 4{2 [1——}712 ﬁ}p{znglbi}q
n=1m= n=1 2n2 n=1

esitsizligine doniisiir.

iii. Teorem 4.1.2 de Ay = Ay, =0ve A >0, A3 = A, Ay = B alimirsa

4 A .
Amarctan\/; A, B >0 igin

CA(Oa()?AaB) =
= ,A=0, B>0 icin

02



olur ve (4.1.16) esitsizligi

A by
nz::l THZZ:]_ Amin{mk,nk}-}Bmax{mAm}\} 1 |
SO { > (1~ 6x(4. B.n)] np(l_é)_lazﬁ}p {i nq(l—é)—lb%}q
n=1 =

esitsizligine doniigiir (Saglam, Yildirim, Sarikaya, 2010).
Teorem 4.1.3: Torem 4.1.2 nin sartlar1 altinda
n%_l
n=1

p
> o
o AimA4+Asn 4+ As min{m)‘,n)‘ }+A4 max{mk,nk}

< [Ca(Ar, As, Ag, AP S m?(1-3)=1a2,
m=1
(4.1.20)

esitsizligi saglanir, burada [C)(A;, As, A3, A4)]" garpam miimkiin olan en iyi
sabittir. (4.1.12) ve (4.1.20) esitsizlikleri esdegerdir (Saglam, Yildirim, Sarikaya,
2010).

ispat:
—1
by = 0¥l i ’ (4.1.21)
n 1 AimA+Asnr+As min{m)‘,n)‘}+A4 max{m)‘,n)‘}
olarak tamimlanirsa
i nq(l—%)—lbq _ i i ambn
=1 no oy Bieent Aim A+ Asn*r+As min{mk,n)‘}—&—Aal max{mk,n)‘}
(4.1.22)

yazilir. (4.1.12) esitsizliginden ve Theorem 4.3 deki benzer metod kullanilirsa
(4.1.20) elde edilir. (4.1.20) esitsizligindeki ¢arpan miimkiin olan en iyi sabit-
tir ve (4.1.12) esitsizligi ile (4.1.20) esitsizligi esdegerdir (Saglam, Yildirim,
Sarikaya, 2010).

Teorem 4.1.4: Teorem 4.1.3 iin sartlar1 altinda

[e%¢) &71 0 o p
nz::l ne mzzzl AimAAsnr+As min{m*,nk}+A4 max{m*,nk}

(4.1.23)
> [C\(A1, Ag, As, AP i mp(l_%>—1ap
m=1

m

esitsizligi saglanir, burada [C)\(A;, Ag, Az, A4)]” carpam miimkiin olan en iyi
sabittir ve (4.1.16) ve (4.1.23) egitsizlikleri egdegerdir (Saglam, Yildirim, Sarikaya,
2010).
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5. CEBYSEV TiPLI ESITSIZLIKLER
f,g : |a,b] — R mutlak siirekli iki fonksiyon ve tiirevleri f’, ¢’ € Lo[a, b] olmak

tizere Cebysev fonksiyoneli

7(/.9) = —/f )z~ _a/f i [ o

' (5.1)

seklinde tanimlanmaktadir ve

T(£,9)| < 50— a1 9l (52)

esitsizligi saglanir. Bir cok arastirmaci bu esitsizlige biiyiik ilgi gostermistir.
Ozellikle Pachpatte Cebysev tipli yeni esitsizlikler elde etmistir ve bunlar su
sekildedir:

f,g : [a,b] — R mutlak siirekli fonksiyonlar ve f’, ¢ € Lsa,b] olsun. Bu

durumda

PG ol < T [ - (] [ 1918 - (o]

ve

PaB Lol < O I - ()] [ 10 - (i)

esitsizliklerini elde etmistir, burada

Plasu o) = o= (o2 s+ 0 [ ate) + (i ] s
X (ﬁfg(:v)dx)
(5.3)
o)< O=I0)  JQLI0 sl 4 gath

b
I, = | [ Py

olarak ifade edilmistir. Bunun yani sira asagidaki esitsizligi elde etmistir:

o4

N|=

[NIES




f,9 : [a,b] — R mutlak siirekli fonksiyonlar ve tiirevleri de f',¢" € L,[a,b],

p > 1 olmak {izere

g+1 b— )t 7
PCD. 9 < oy (E B0 1

esitsizligini elde etmistir, burada P(«, 5, f, g) (5.3) deki gibi ve %+% = 1 olmak

lizere

+2f( 5

(000 o0 2

(g(a) +9(b) a+b))

ve

=

b
11, = / F@)Pdr | <

olarak ifade edilmistir.
Bu boliimde yukaridaki esitsizliklere benzer elde ettigimiz yeni esitsizliklerden

bahsedilecektir.
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5.1 Ana Sonucglar

Teorem 5.1.1: f, ¢ : [a,b] — R mutlak siirekli fonksiyonlar, f’,¢" € Ly[a,b|

ve p > 1 olsun. Bu durumda,

P(F,G, f.9)| < (M) TR

(g+1)(g+2)

esitsizligi saglanir, burada P(«, 3, f,g) (5.3)) deki gibi tamimlanmigtir ve

% + é = 1 olmak iizere,

ve

b
11, = /uwwm: s

dir (Sarikaya, Saglam, Yildirim, 2010).

Ispat: Teorem 5.1.1 in ifadesinden

/f L(fiab),

dt = L (g;a,b
b_aag() (g;a,b)

yazilir, burada

L(f;a,b)= 20 // (s)) (t — s) dtds

dir. (5.1.1) ve (5.1.2) taraf tarafa carpilirsa
P(F.G, f,9) = L(f;a,b) L(g;a,b)
yazilir. (5.1.3) den
[P (F,G, f,9)| < |L(f;a,0)[|L(g;a,b)|

elde edilir. Holder Integarl esitsizliginden,

L (fia,b)] < —— 2] [21f/() = f(5)| |t — 5| dtds

I/\
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(5.1.1)

(5.1.2)

(5.1.3)

(5.1.4)

1/
n dtds) !
(5.1.5)



oldugu goriiliir. Basit bir hesaplama ile

S sl drds = [P 7 (s =0y dt 4 [0 - ) dt ) ds

:q+1f{ q+1|+( )QHI}dS

=1 J A =a)™ + (-5} ds (5.1.6)

1

_ G )T (p— ¢)at2
RrESrES A A Ul

*—

B 2(b—a)q+2
(q+1)(¢+2)

sonucu elde edilir ve (a + b)" < 2" Y(a" +b"), r > 1, a > 0, b > 0 oldugu

kullanilirsa,

L @) = fs)Fdtds < ) [ S+ 1f(s))") deds
<L [P @)+ f(s)]7) dtds
=2 {1 [P deds + [} [} (5)? dids |

=20 (b—a) |[fII;

(5.1.7)
yazilir. (5.1.5) de (5.1.6) ve (5.1.7) kullanilirsa
. 1 20-a) \"" Vp | g1
|LUﬂJ”§2w_®2<@+U@+m> @ 6-a)Ifl,
(5.1.8)
_(_20-a) \"'
~(GEnars) M
elde edilir. Benzer sekilde,
. 20—a) ",
Lol < (2 ty) I, (5.19)

o7



olduguda goriiliir. Boylece (5.1.4) de (5.1.8) ve (5.1.9) kullanilirsa

—a 2/q
PG Lol < (250 ) I,

elde edilir. Bu da istenen sonugctur.

Teorem 5.1.2: f,¢g: [a,b] — R mutlak siirekli sonksiyonlar, f’,¢" € Ly,[a,b],
ve p > 1 olsun. Bu durumda
2b—a) )
—a q
P(A,B, f,g) < [ —22—Y Mol 5.1.10
PaB Lo < (i) 1, GL0)

esitsziligi saglanir, burada P(«, 3, f,g) (5.1.3) deki gibi tamimlanmigtir ve

217 + é = 1 olmak iizere

ve
b
1£1, = /|f<a:>m -5

dir (Sarikaya, Saglam, Yildirim, 2010).

Ispat: Teorem 5.1.2 nin ifadesinden

A= —/ f(t) fia,0), (5.1.11)
) i u / g(t)dt = M (g; a,b) (5.1.12)
yazilir, burada
M (f;a,b) = b—a // (s)) (m(t) —m(s))dtds

ve M (;a,b) de verilen m (t) nin gosterimi de

seklindedir. (5.1.11) ve (5.1.12) taraf tarafa garpilirsa

P(A7Baf7g) :M(faa7b)M(gaa7b>
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oldugu goriiliir ve boylece
P (A, B, f,9) = IM (f;a,0)||M (g:a.b) (5.1.13)
yazilir. Holder Integarl esitsizliginden

1/q
M (f;a,b)| < (f 1w |pdtd> (f 2 m () (s)|thds>
(5.1.14)
elde edilir. Diger taraftan

122 1m (t) (s)|? dtds
—f {fa+b/2 a—m(s)lth—l-f(i%w]t—b—m(s)lth}ds

—fa+b /2fa+b)/2 |t S|thd8+fa+b /2‘[

(aspy/2 [t = s +a—0|"dtds

b (a+b)/2 b b
+ Sty Ja t—s+b—al'dtds + [,,4 5 fiarp2 |t — sI” dtds

=h+L++1
(5.1.15)
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yazilir. Burada basit bir hesaplama ile

= fa(aer)/Q {f; (s —t)1dt + fs(a+b)/2 (t—s)? dt} ds

q—|—1 s

q+1
- f(a+b)/2 {( )t (a —2|- b 8) }ds
q
1 a -+ b q+2 (a+b)/2
‘<mauw+m{“‘ayﬂ_< s

) <b_a>q+2
B 2

(q+1)(qg+2)

s (a+b)/2
— f(a'i‘b)/?{ (S . t)q+1 ‘ + (t . 8)q+1 ‘ }ds

12 _ f(a+b)/2f

(aspy/2 [t —s+a—0b|"dtds

(a+b)/2
= [ [ e (s — t+b— ) dtds

b
f(a+b (s—t+b—a) ™" | ds
q q+1 (a+b)/2

1 b—3a\"
S R e A T

qg+1

1 b—3a q+2 (a+b)/2
:<m+nm+a>{‘“‘ayﬂ+<s+ ") } l

G DG+

B (b _ a)q+2 _9 (u)q+2
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(5.1.17)



b (a+b)/2
I = f(a+b)/z Ja it —s+0b—al’dtds

= furnye SR (= s+ b — a)" dedsds

(a+b)/2
+1f(a+b { —s+b—a) | }ds
q a

3b—a\*"
q+1f<a+b {<—S+ 5 ) (b—S)q“}ds

1 3b—a\? 042 b
:(c./+1)(q+2){_<_8+ 2) +(b—s) —} |

(a+b)/2

B (b . a)q+2 _9 (IFTa)q+2

(¢+1)(¢+2)

(5.1.18)
b b
L= Jiassysz Jiassy 2 It — 5" dids

- f(l;+b)/2 {f(i+b)/2 (8 B t)q dt + fsb (t - S)q dt} ds

1 b g+l q+1b
= —— Jiupy2 ) — (5= 1) | (=9 | pds
P (+)/2{ (

a+b)/2 s

a b q+1 "
q+1f(a+b {( ;) +(b—s) }ds
1 a+b a+2 42 b
:(q+1)(q+2){<8_ 2 ) —(b=9) }( | (5.1.19)

a+b)/2
) (b _ a>q+2
B 2
(a+1)(g+2)
oldugu goriiliir.(5.1.15) de (5.1.16)-(5.1.19) kullanilirsa,

(/ / m (t) —m (s)|" dtds );: ((;ibl)(i])i;); (5.1.20)

61




yazilir. (5.1.7) deki gibi benzer sekilde

(/’/‘u |%mk);szw—aﬁufm

elde edilir. (5.1.14) de (5.1.20) ve (5.1.21) kullanilirsa

M) < (S50 1,

ve benzer sekilde

Migian) < (250 gl

(5.1.21)

(5.1.22)

(5.1.23)

esitsizlikleri elde edilir. (5.1.13) de (5.1.22) ve (5.1.23) kuyllamlirsa (5.1.10)

elde edilir.
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