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1.GIRIiS

Fonksiyonel Analiz ve Uygulamali Matematigin bir¢ok probleminin ¢oziimiinde dife-
rensiyel operatorlerin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin bulunmasi gerekir. Dola-
yisiyla diferensiyel operator ve denklemlerin spektral teorisi nem arz etmis ve birgok

matematik¢inin aragtirma konusu olmustur.

Ozdeger ve 6zvektor kelimelerinin Ingilizce karsiliklar: eigenvalue ve eigenvector ke-
limeleridir. Figen terimini ilk olarak David Hilbert (1862-1943) kullanmigtir. Hilbert
eigenfunktion ve eigenwert ifadelerini ilk olarak integral denklemlerle ilgili bildiri-
lerinde kullanmigtir. Hilbert’in c¢ikis noktasi homogen olmayan integral denklem-
lerin, bir A parametresiyle matrissel kargihgimin (I — AA)x = y olmas: idi. Hilbert
bu esitligin homogen kisminin sifirdan farkh ¢oziimiine karsilik gelen A degerlerine
eigenwerte adini vermigtir ve A degerleri A matrisinin karakteristik koklerine kargilik
gelmektedir. Figenvector kavrami ise ilk olarak Courant ve Hilbert tarafindan sonlu
boyut ifadesi agiklanirken kullamlmigtir. John Von Neuman (1903-1957) bir eserinde
f # 0 sart1 altinda Rf = \f ifadesindeki A\’ y1 eigenwerte, [’ yi ise eigenfunktion
olarak adlandirmigtir. Bu yaygin bir kullanim haline gelmigtir. 1946 yilinda Jeffreys’
in "Methods of Mathematical Physics" adli eserinde 6zdeger kavrami karakteristik

deger ve gizli kok kavramlariyla es anlamh olarak ifade edilmistir.

Son yillarda self-adjoint Sturm-Liouville operatorlerinin spektral analizi ile ilgili pek
¢ok calisma yapilmistir. Sturm-Liouville operatorlerinin yerine fark operatorleri ali-
narak siirekli durumdan kesikli duruma gecilmistir. Bu alandaki bir¢ok caligma
Atkinson (1964), Agarwal (1997), Shi ve Chen (1999), Bohner (1996, 1998, 2001),
Sun ve Shi (2006) tarafindan yapilmigtir.



Bu yiiksek lisans tezinde, N bir dogal say1 ve
0,N —1] = {n}) ={0,1,2,..,N — 1}
olmak tizere
LOo,N =1 ={y = (Yo, 1, yn-1) : Yo € C,0<n < N — 1}

uzaymda, n € [0, N — 1] i¢in y,, € C, pn, Gn, wn > 0 ve X spektral parametre olmak

uzere
—V (Pn & Yn) + @uYn = An¥n (1.1)
sisteminin
Yo=YN , Y-1 = YN-1 (1.2)
periyodik kogullar1 ve
Yo=—YN , Y-1= —YN-1 (1.3)

yar1 periyodik sinir kogullar1 yardimiyla 6zdegerleri incelenecektir. Burada

p_1 = pn—1 = 1 olmak iizere fark operatorleri

AYp = Ynt1 — YUn,

Vyn = Yn — Yn—1

seklinde tanimlanmaktadir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda, ihtiyacimiz olan bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 X ve Y, K cismi tizerinde iki vektor uzayi olmak {izere,

her x,y € X ve her a, 3 € K igin

Alaz + By) = aAz + BAy

kosulunu saglayan A : X — Y operatorii lineerdir denir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.2 X, K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun. Bu durumda

(i))Vere Xigin <z,2>>0 ;<z,0>=0<=2=0

(i) Ve,y € X igin < z,y >=<y,z >

(i1i) Vr,y € X ve Vo € K i¢in < az,y >=a < x,y >

(iv) Ve,y,z € X igin <z +y,z>=<x,2>+<y,z>

ozelliklerini gergekleyen <, >: X x X — K doniisiimiine X iizerinde bir i¢ carpim
denir.

<, >, X iizerinde bir i¢ garpim olmak iizere X = (X, <, >) ikilisine de bir i¢ garpim
uzay1 adi verilir.

X bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak tizere ||  ||= /< z,z > esitligi ile tanimli norma gore
tam ise Hilbert Uzay: adinm alir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.3 H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H lineer bir operator olsun.
D(A) C H yogun olmak iizere her © € D(A) ve her y € H igin

< Azxyy >=<x, A%y >

egitligini gercekleyen A* operatoriine A operatoriiniin adjointi denir.
Adjointi kendisine egit olan operatore de self-adjoint operator adi verilir

(Kreyszig 1978).



Tanim 2.4 Her z,y € D(A) i¢in

< Axyy >=<x, Ay >

esitligini gergekleyen A operatoriine simetrik operator adi verilir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.5 L lineer operatoriiniin tanim bolgesinde

Ly=M\y

denkleminin sifirdan farkli bir y ¢oziimii varsa, A € C sayisina L operatoriiniin
ozdegeri, y coziimiine de A sayisina karsilik gelen 6zfonksiyon denir

(Naimark 1967).

Tanim 2.6 L operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksi-
yonlarinin sayisina A nin kati denir. A 6zdegerinin kati bir ise basit, birden biiyiik

ise cok kath 6zdeger denir (Atkinson 1964).



3. iIKINCi MERTEBEDEN SELF-ADJOINT FARK
DENKLEMLERININ OZDEGERLERI

Bu boliimde, ele alinan self-adjoint fark denkleminin 6zdegerlerinin varligi ve sayisi
incelenecek, daha sonra ise baslangi¢ kosuluyla verilen homogen olmayan lineer

denklemin ¢oziimlerinin gosterimi elde edilecektir.
[[0, N — 1] uzaynda

(ly)n = wﬁl {(pn + Pn—1 + Qn)yn — Pn—-1Yn-1 — pnynJrl}
yardimiyla, tanim kiimesi

1) I(y) el]0,N —1]
D(L) =y ={ya}n=0 :y €1[0,N —1], 2) Yo =y~

Y-1 =YN-1

olan ve her y € D(L) i¢in

ile tanimlanan L operatorii gozoniine alinsm. (1.1)-(1.3) problemi i¢in de yukari-

dakine benzer bir tanim kiimesi olusturularak bir operator tanimlanabilir.

Bu uzay iizerinde her y, z € [[0, N — 1] igin
N-1
<y, z>= Z YnWnZn (3.1)

n=0

seklinde tanimlanan <, > fonksiyonunun bir i¢ carpim oldugu agiktir.

Bu i¢ carpim ve L operatorii yardimiyla, ileride yararlanilacak olan bazi teorem ve

ozellikler agagida verilmigtir.



(1.1) denklem sistemini goz oniine alalim.
Fark operatorleri kullanilarak, (1.1) egitliginden

-V (pn (yn-I—l - yn)) + qnYn = /\Wnyn

= - [pnyn—I—l — PnlYn — Pn—1Yn +pn_1yn_1] + @nlYn = )\wnyn
= DnlYnt1 = (pn + D1+ @n — /\Wn) Yn — Pn—1Yn—1 (32)

esitligi elde edilir.
Pns Gn, wn reel oldugundan (3.2) denkleminden n € [0, N — 1] igin y,, yo # 0 ise A
nin n—inci dereceden polinomu, y_; # 0, yo = 0 ise A min (n — 1) —inci dereceden

polinomu olacaktir.

Lemma 3.1 y = (yn)ﬁtol ve z = (zn)ff;; sirasiyla
=V (Pn D Yn) + @y = Awnyn , n€[0,N—1] (3-3)

— < (pn & 2) + quzn = pwnz, , n€[0,N —1] (3.4)

denklem sistemlerinin ¢oziimleri ise, her ne [0, N — 1] i¢in
(A —p) i WilYjzj = Prn(UnZnt1 = Yn+12n) — P—1(Y-120 — Yo2-1)
=0
gerceklenir (Wang ve Shi 2005).
Ispat. (3.3) ve (3.4) esitlikleri sirasiyla 2, ve —y, ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

[V (pn A Zn)] Yn — [V (pn A yn)] Zn = ANn¥nZn — UWnYnZn



ifadesi elde edilir.

Buradan

n

A=) wyiz = Y (70 & %))y — (7 (0 A yy)) 2]
j=0 =0
= Z (Pjzj+1¥; — PjYj+1%; + Pj—1%j-1Y5 — Pj—1Yj-1%))
7=0
= PoZ1Yo — PoY120 + P-12-1Y0 — P-1Y-1%0

+tP122Y1 — P1Y221 + PoRoY1 — PoYoz
+pnzn+1yn — PnYn+12n + Pn—12n—1Yn — Pn—1Yn—1%n
= Pn (ynzn—i-l - yn+1zn) — P (y—lzo - yOZ—l)

bulunur.

Tanim 3.1 y = (y,)"_, ve 2z = (2,)Y, , (1.1) denkleminin herhangi iki ¢oziimii ise

bu ¢oziimlerin Wronskiyeni

Wiy, () =| (3.5)

PnAYn  prlzy
olarak tanimlanir (Wang ve Shi 2005).

Lemma 3.1 yardimiyla agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.1 (1.1) denklem sisteminin herhangi iki ¢oziimiiniin Wronskiyeni sabittir

(Wang ve Shi 2005).



Ispat. Wronskiyenin tamimindan

Yn+1 Zn+1

Wiy, 2zl (n) =
Pn DNYn pn A2y

Yn+1 Zn+1

PnUn+1 — PnUn  Pnn+1 — Pnin

= DPnYn+12n+1 — PnUn+12n — PnYn+1°n+1 +pnynzn+1

= —Pn (yn+lzn - ynzn—l-l)

elde edilir.
Lemma 3.1 de A\ = p alimirsa her n € [0, N — 1] igin

P (Un+12n — YnZnt1) = P-1 (Y-120 — Yoz-1) (3.6)

bulunur. Bu ise her n € [0, N — 1] igin

Wy, 2] (n) = —p_1 (y—120 — Yoz-1)

oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

(1.1) sisteminin

Yo = YN, Y-1 = YnNn-1

tipindeki kogullarina periyodik sinir kosullari, (1.1) sistemi bu kogul ile g6z éniine
alindiginda elde edilen probleme de (1.1) sisteminin periyodik sinir deger prob-
lemi denir.

Aymni sistemin

Yo = —YN, Y-1 = —Yn-1

seklindeki kogullarina da yari periyodik siir kogullari denir. Bu kosul ile birlikte

elde edilen probleme de yar1 periyodik sinir deger problemi ad: verilir.



Teorem 3.2 (1.1)-(1.2) ve (1.1)-(1.3) problemlerinin N tane reel 6zdegeri vardir
(Wang ve Shi 2005).

Ispat. y,z € D(L) olsun. Bu durumda y ve z, (1.2) siur kosullarini saglamalidr.
O halde

YnN-1 = Y-
Yn = Yo
ve
EN-1 — 241
ZIN — 2o

esitlikleri saglanmalidir. Ayrica, (3.1) ile verilen i¢ ¢arpim tanimina gore

(Lys) = (o) = S (ywwnsn
(y,Lz) = (y,lz) = - Ynwn(12)n

esitlikleri de gerceklenir.

L operatoriiniin tanimi ve sonlu toplamin 6zellikleri kullanilirsa

N—-1 N—-1
<Ly> Z> - <y7 LZ> = (ly)nwnz_n - Z ynwn(lz>n
n=0 n=0
N-—1
- [(ly)nwnz - ynwn(lz)n]
n=0
N-—1

- [_pn—lyn—lz +pn—1ynzn—1

—PnYn+1%n + pnynzn+1]

3
o

= —pP-1Y-120 + P-1YoZ_1

—PN-1YNZN—1 + PN-1YN-1ZN



esitligi elde edilir. p_; = py_1 = 1 oldugu dikkate almip, (1.2) siir kosullar1 da

yerlerine yazildiginda

(Ly,z) — (y,Lz) = —y_ 120+ YoZ_1 — YNZ0 + YN_12N
= 0

bulunur. Bu ise her y,z € D(L) i¢in

(Ly,z) = (y, Lz) (3.7)

olmas: demektir.

i, (1.2) simr kosullariyla verilen (1.1) fark denkleminin bir 6zdegeri olsun. Bu
durumda, Ly = py ve y # 0 olacak bigimde bir y € D(L) vardir.

L operatoriiniin tanimi geregince, n € [0, N — 1] i¢in

W, { (D + Dot + @) Un — Pr1Yn-1 — Pulnsi} = Hin

gergeklenir. Buna gore (3.7) geregince

(Ly,y) = (y, Ly)

yazilabileceginden

(ny,y) = (Y, 1y)
wly,y) = 1Y,y

lyl* (n—m) = 0

bulunur. ||y|| # 0 oldugundan

p=f

olmalhdir ki, bu da p 6zdegerinin reel oldugunu gosterir.
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(1.1)-(1.2) problemine kargilik gelen operatoriin lineer doniisiimii A matrisiyle gos-

terilmek {tizere, A — A\l matrisi

(po + p-1 + qo — wo) —Po . -1
—DPo (pl + po+ q1 —wl)\) 0
-1 0 o (pNo1+DN—2+ a1 — w1 A)

seklinde bulunur. A — Al matrisi simetrik olup simetrik bir matris kigegenlesti-
rilebilir. Kosegen bir matrisin kégegen elemanlart matrisin 6zdegerleri olacagindan

bu matrisin tam N tane 6zdegeri olacaktir.
Benzer sekilde (1.1)-(1.3) probleminin de N tane reel 6zdegeri vardur.

Simdi de (1.1)-(1.2) ile (1.1)-(1.3) problemlerinin 6zdegerlerini daha kolay inceleye-
bilmek i¢in
Yy-1=yYn-1=0 (3.8)

Dirichlet kosullarina bakalim. (1.1)-(3.8) probleminin 6zdegerleri arasindaki iligki

asagidaki lemma ve teoremlerde verilmistir.

Teorem 3.3 \ ve p, (1.1)-(3.8) denklem sisteminin 6zdegerleri ve bu zdegerlere
karsilik gelen 6zfonksiyonlar da sirasiyla y, (), y,(u) olmak iizere 0 < n < N — 1
icin

Ynt1 (A) Yny1 (1)

(A =p) D wiyi(Ny;(n) = (3.9)
g Jgo ! W pnAyn(/\) pnAyn(ﬂ)

elde edilir (Atkinson 1964).

Ispat. Teorem 3.1 ve Lemma 3.1 deki esitliklerden yararlanip (3.8) smur kosullar:

kullanilirsa istenen esitlik elde edilir.
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Teorem 3.4 \, (1.1)-(3.8) denklem sisteminin 6zdegeri ve y () = (y, (A)) fonksi-

yonu da bu 6zdegere kargilik gelen 6zfonksiyon olsun. /), (A) = —v,(\) olmak iizere,

d\
0<n<N-—1igin

Yni1 (N) Ynt1 (N)

y wi {y; (N} =
jZO ’ P DY, (A) pu A yn (M)

esitligi elde edilir (Atkinson 1964).
Ispat. (3.9) ifadesinin sol tarafi diizenlenip yazildiginda
A=) wyi(N)2(A) = D Yt V)t (1) = Y (N ()]
=0

bulunur. Bu esitligin sol tarafindaki paranteze v,,11(\)y,(A) ifadesi eklenip gikarilir
ve esitligin her iki tarafi (A — p) ifadesine boliindiikten sonra p — A iken limit

alinirsa

ij {y;, (N} = pn [Yn 1 (VY (A) = Y51 (N (V)]

elde edilir.

Esitligin sol tarafinda (3.8) sir kosullar: dikkate alinirsa

Yri 1 (N Un(A) = g1 (N, (A) <0 (3.10)

esitsizligi bulunur.
Teorem 3.5 (1.1)-(3.8) sisteminin n = 1,2,..., N — 1 igin ¢oziimii y,(\) = (y, (N))
olmak iizere y, (A) ile y,,_1 (A) ardigik polinomlar1 ortak sifira sahip degildir. Ayrica,

birinin iki sifir1 arasinda digerinin bir sifir1 vardir (Atkinson 1964).

Ispat. (1.1)-(3.8) sisteminin 6zdegerleri reel oldugundan (3.10) esitsizliginden y,, (A),

Yn—1 (A) ardigik polinomlarimin ortak sifir1 yoktur.

12



Simdi de sifirlarinin yerlerini inceleyelim.

A1 ve Ag, Yy, (A) ¢oziimiiniin ardigik sifirlar: olsun. v, (\) ¢oziimii sadece basit sifirlara
sahip oldugundan y/, (A1) ile y,, (\2) z1t isaretlidir. (3.10) esitsizliginde n yerine n— 1
yazilirsa

Yr, (A1) Yn—1 (A1) >0

ve

Yn, (A2) Yn—1 (A2) >0

bulunur. Buradan y, 1 (A1) ile y,_1 (A\2) ¢oziimlerinin zit isaretli oldugu kolayca
goriiliir.  Dolayisiyla ardisik v, (A) ve y,_1 (A) polinomlarindan birinin iki sifir

arasinda digerinin bir sifir1 vardir.

(1.1)-(3.8) probleminin 6zdegerleri hakkinda verilen bu teoremler yardimiyla agagi-

daki sonug elde edilir.

Sonug 3.1 (1.1)-(3.8) sir deger probleminin

Ho < Hy < ... <[UN_2

artan gekilde siralanan N — 1 tane reel ve basit 6zdegeri vardir.

y-1(A) = 0,50 (A) #0 (3.11)

baslangi¢ kogullariyla birlikte n € [0, N — 1] igin

Pr¥nt1 = (Pn + Pn1 + @n — AwWn) Yn — Dn—1Yn—1

denkleminin ¢oziimii y,, (A) olsun.

Bu durumda, y, (\) ¢dziimiiniin [0, N — 1] tamsay1 araliginda

13



i) A\ < p, ise isaret degigimi yoktur,

(i
(i) g, < A < 1 1(0 <7 < N —3) ise (r + 1) tane isaret degisimi vardr,
(iii) A > pp_o ise (IV — 1) tane igaret degigimi vardir

(Atkinson 1964).

Lemma 3.2 0 < k < N—2igin yy, (1.1)-(3.8) probleminin artan sirada diizenlenmis

ve (3.11) kosulunu saglayan 6zdegerleri olsun. O halde, n = —1,0, ..., N — 2 i¢in

y*l(:u’k) , L= —1

Yne1 () = Yn () (@ = n) + ynlpy) » n<r<n+1

seklinde tanimlanan y, () siirekli fonksiyonu 0 < k& < N — 2 igin (=1, N — 1)
araliginda k tane sifir yerine sahiptir (Atkinson 1964).

Teorem 3.3 ¢, ve ¥, (1.1) denkleminin

P 1=Py=1 ve go=1v_,=0

baglangic kogullarini saglayan ¢oziimleri olsun. Herhangi bir { fn}nN;O1 Cc Cve
c_1, ¢o € Cigin n € [0, N — 1] olmak iizere
Z_1 =C-1, %90 = (g (313)

baslangi¢ deger probleminin tek bir z ¢oziimii vardir ve n € [—1, N| i¢in bu ¢oziim

n—1
=0
-2 -1
seklinde gosterilir (Burada Z = Z =0 d1r.> (Wang ve Shi 2005).
=0 =0

14



Ispat. (1.1) denklem sistemi goz 6niine almirsa, (3.12) ile (3.13) probleminin tek bir
¢oziimii vardir. (3.6) yardimiyla W [p, ] (n) = 1 olacagindan ¢ ve 9 ¢oziimlerinin

lineer bagimsizlig kolayca goriiliir.

Parametrelerin degisimi metodu kullanilirsa, n € [—1, N] i¢in
zn = Apn, + Bath,
yazilabileceginden

Dzp = Zpy1— 2p = AnJrl(pn—i-l + Bn+1wn+1 - Angpn — By,
= An (Sanrl - Son) - An90n+1 + Pl (An+1 - An) + SDnJrlAn

+Bn (¢n+1 - ¢n) - Bnqu)n—i-l + 77Dn+1 (Bn+1 - Bn) + ¢n+1Bn
elde edilir. n € [-1, N — 1] i¢in
(pn—i-l A An +¢n+l A Bn =0

alinirsa ve

Nz =An DNy, + B, Ay,

oldugu goz oniinde bulundurulursa

-V (pn A zn) =—-V (Anpn A O + Bnpn Aq/)n)
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oldugundan

V(A 8¢,) = =V (Awpn (041 — ©0)
= — [Aupn (Yns1 — ©n) — Anc1pnoa (00 — 00 1) ]
= [~Awpn (DBp,) = Anipn1 (D)
+ A1 (D¢, 1) — Anbno1 (D, )]
= — [Aupn (B¢,) + (VA Pao1 D @y — Anpnt (D0, 1) ]

= —[A,V (0 A p,) + (VAL) Pao1 O 9]

elde edilir. Benzer iglemler B,, katsayili terim icin de yapilirsa

— V(P Dz) = AT (00 D w,) — (VAL Pr1 Doy

bulunur.
¢, ve 1, (1.1) denklem sisteminin ¢tziimleri oldugundan, n € [0, N — 1] igin

—V (P & @) + e, = An,

denklemi A,, ile ve

denklemi de B, ile carpilirsa

—A, v (pn A Spn) + Angn@n = )‘wnAn(pn
—B,  (pn Ay,) + Bugn, = AwnBni,

elde edilir. Bu esitlikler beraber gozoniine alinirsa

—V (00 A 20) = Awn — qn) (Anp,, + Bnth,)—(VAR) Pno1 D80, 1 —(V Br) 1,
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esitligine ulagilir.

n € [—1, N] igin

(VAn) Prn—1 A Pp_1 T (an) Pn—1 YA ¢n—1 — _wnfn

fn € C olmak iizere A,, ve B, katsayilarim kolayca bulmak igin

(VAN)pN—l A Yn_1 T (VBN) PN_1 YA QpN_l — _WNfN

yardimei kogulu kullanihirsa, n € [0, N] igin

O An+v, v B, = 0
(VATL) pn—l A (pn_l _'_ (VBn)pn—l A wn—l = —wnfn

denklemleri elde edilir. Cramer Kuralindan

0 ¥y,
_wnfn Pn— A 77/1”,
VA, = ! ! _ W[wﬁ]}n(f” 3
Pn R P P
Pn—1 A Pn—1 Pn-1 A 1%-1
ve
©n 0
Pn-1 D Pn— —Wn fn
L S et
©n, ¥y, 2 I

Pn—1 A Pn-1 Pn-1 A ’lﬂn,l

esitlikleri elde edilir.

p-1 =101 =19y =1, ¢, = ¥_; = 0 ve Wronskiyen sabit oldugundan n = 0

noktasindaki degeri 1 olarak elde edilecek olursa

VAn = annfna \V4 B, = _Wn¢nfnan € [0>N]
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ifadesine ulagihr. Buradan n € [—1, N] i¢in

Ay = A+ wi f
j=0

ve
B,=B_|— ijwjfj
=0

bulunur. Boylece

n—1

zn = A 19, + B_1¢,, + ij (%ﬂﬁj - %wn) fi

=0

gosterimi elde edilir. (3.13) kogullar1 kullanilarak da
n—1
2= C_10, + oty + Y wi (0t — 510

J=0

esitligine ulagilir.
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4. IKINCi DERECEDEN SELF-ADJOINT FARK DENKLEMININ
OZDEGERLERININ SIRALANMASI

Bu boliimde periyodik ve yar1 periyodik simir kosullariyla ikinci mertebeden self-
adjoint fark denklemlerinin 6zdegerleri arasindaki karsilagtirmay elde edebilmek icin

gerekli 6nermeler verilecektir.

Oncelikle bu 6nermelerde sikca kullanilacak olan énemli bir ifade gosterilecektir.

(3.6) ifadesinde n yerine N — 1 alimir ve py_; = 1 esitligi kullanilirsa

ONUN_1 — ooy = —1 (4.1)

elde edilir.

Lemma 4.1 ) sayisimin (1.1)-(1.2) problemininin bir 6zdegeri olmasi icin gerek
ve yeter kosul f(A) = on_1 (A) + ¥y (A) = 2 kogulunu saglamasidir. Ayrica A

ozdegerinin ¢ok kath olmas i¢in gerek ve yeter kogul

on-1(A) = vy (A) =1
on(A) = Py (A)=0

esitliklerinin gergeklenmesidir (Wang ve Shi 2005).

Ispat. ¢, ve 1,, (1.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii oldugundan, A

sayisinin, (1.1)-(1.2) probleminin bir 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter kogul

cpy, + dip, (lef +[d] # 0)

ifadesinde (1.2) smur kogullarimi saglayacak bigimde ¢, d sabitlerinin mevcut ol-

masidir. 11k smir kosulu yerine yazildiginda,

¢ (1 — ¥PN-1 ()‘)) —dpy_ (A) =0 (4.2)
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esitligi elde edilir. Ikinci simir kogulu yerine yazildiginda ise

coy (M) +d Wy (A)—1)=0 (4.3)
esitligine ulagilir. ¢ ve d aym anda sifir olamayacagindan

N ()‘) Un_y ()‘)
on (A) Yy (A) -1

=0

gerceklenmelidir. Buradan

J) =en1(A) + iy () =2

bulunur.

A Ozdegerinin ¢ok katll olmasi i¢in, yani (1.1) denkleminin (1.2) smir kogullarii

gercekleyen lineer bagimsiz iki ¢oziimiiniin olmast i¢in gerek ve yeter kosul ise

on1(A) =y () =1

ve

YN ()‘) =Ny (/\> =

esitliklerinin saglanmasidir.

Onerme 4.1 0 < k < N — 2 igin p;, (1.1) -(3.8) problemininin bir ézdegeri olsun.
Bu durumda

k tek ise f(u) = 2,
E cift ise f(p,) < —2

esitsizlikleri gergeklenir (Wang ve Shi 2005).

Ispat. o, ve 1), (1.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢ziimii oldugundan;
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le| + |d| # 0 kosulunu saglayan ¢ ve d sabitleri igin

Yn = C@n(p’k) + d¢n(ﬂ’k)

¢oziimii (1.1) denklemi ile (3.8) kosullu problemin i, 6zdegerine gore dzfonksi-

yonudur.

y_1 = yn—1 = 0 oldugu gozoniine alindiginda

cp_y(px) +dp_q(pg) =0
con_1(py) + dpy_1 (1) = 0

esitliklerinden

dwN—l(Nk) =0

elde edilir.

¢ ve d aym anda sifir olamayacagindan ¢y _, (1) = 0 olmahdur.

Boylece, v, (14,) (1.1)-(3.7) probleminin 6zfonksiyonu olur.

Pn¥Ynt1 = (Pn + Pno1 + @ — AWn)Yn — Pr_1Yn—1

esitliginde; n yerine N — 1 ve y,, yerine ,,(u;) alinirsa

PN-1V N () = (Pn—1 + Pr—2 + qv—1 — Aon—1)¥Nn_1 (Hg) — PN—2V N o (1)

bulunur. py_; =1 ve ¥ _; (1) = 0 oldugundan

Yy (r) = —py—2¥n_o (1)
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gergeklenir. Bu durumda py_o > 0 oldugundan; 1y _o(py,) ile ¥y (1) z1t isaretli
olur.

n=-—1,0,....,N — 2 igin

¥y (), v =—1
(¢n+1(ﬂk) — U, () (@ —n) + b, (pg), n <z <n+1

V(1) =

parcal fonksiyonu [—1, N] arahginda siireklidir.

Lemma 3.2 geregince v, (1) fonksiyonunun (—1, N — 1) araliginda k tane sifir yeri

vardir.

Dolayisiyla 9, () fonksiyonunun (—1, N — 1) reel arahiginda sifir1 yoktur.
Yo(po) = 1 oldugundan

elde edilir. Buradan

V(o) = —pN—2¥n_a(tto) = ¥ (ko) <0

esitsizligi gergeklenir.

Lemma 2.3 geregince v, (14, ) fonksiyonunun (—1, N — 1) reel araliginda bir tane sifir

yeri vardir.

Y_1(y) =0, Polpy) =1

oldugundan ¥y _5(11) < 0 bulunur. Aksi halde v, () fonksiyonunun birden fazla
sifir1 olurdu. O halde

Yn(py) = =py2¥n_o(pty) = Yy (y) >0

esitsizligi elde edilir.
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Benzer sekilde devam edilirse, 2 < k£ < N — 2 olmak iizere

k tek igin, ¥y (py) >0
k cift icin, vy (p,) <O

elde edilir. (4.1) ifadesi ve
o) =0

esitligi kullanilirsa

On_1 () VN () =1

bulunur.

k tek icin ¥y (1) > 0 oldugu

1
fe) = ¥ () + D)
esitliginde goz oniine alinirsa
fluy) =2
esitsizligi elde edilir.
Benzer sekilde £ cift icin
flug) < =2

bulunur.
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Onerme 4.2 Agagidaki onermeler dogrudur:

(i) A sayisinin (1.1)-(1.2) probleminin gok kath 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter
kogul f(A) =2 ve f'(\) = 0 esitliklerinin gergeklenmesidir.

(7i) X sayismin (1.1)-(1.3) probleminin gok kath 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter
kosul f(A) =2 ve f'(\) = 0 esitliklerinin gerceklenmesidir (Wang ve Shi 2005).

Ayrica 0 < ¢ < N — 2 i¢in p; (1.1)-(3.8) problemininin bir dzdegeri ve X\ # p;
olmak tizere f(\) = 2 veya —2 ise; A, (1.1)-(1.2) veya (1.1)-(1.3) problemlerinin

basit 6zdegeridir ve

f,<)\) < 0 ) )\ < :uO
(CIP PO >0,0<r <N =3, <A< iy
(=D 2f'(A) >0 , A> pyoo

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (i) ¢, ve 1, (1.1) denklem sisteminin ¢oziimii oldugundan

=V (Pn &0, (V) + @ (A) = Awnp,(A)
-V (pn A ¢n(A)) + ann(A) = )‘wnqu)n()‘)

A ya gore tiirevlerini alirsak

=V (Pn & 0 (N) + (0 — M) (A) = wap(A)
— V(20 A YL(N) + (gn — M)y (A) = wath, ()

bulunur. Baslangi¢ kosullarindan

Y1 =Py=1 o =y=0
wo=1%_41=0 WGZ@bLl:O
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elde edilir,

Teorem 2.3 geregince
Pn(A) = gszoj@)(%(k)%(k) = ;N (V)
(A = gijj(k)(son(k)%(k) — (NP, (N)

olarak bulunur.

f=on1+ N

oldugundan

f, = 90,1\/71“‘1//1\/

N—2 N-1
= Z wj@j(@N—li/Jj - (qu/)Nfl) + Z Wj@/Jj(SON% - @j%UN)

j=0 7=0

olarak yazilir.

WN71€0N—1(90N—1¢N—1 - ¢N—1¢N—1) =0

geregince
N-1

F =Y wi@lon + o (on-1 — ¥n) — Prtbn-1)

J=0

elde edilir.

ve

olarak tamimlanmak tizere N1
, — . .
= § :wJ5J

Jj=0

olarak gosterilebilir.
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f(A) = 2 olmas1 halinde

(@N—l - ¢N) ’

det A(N) = —pyUy_ g — 1

(90?\[71 — 20N YN + 1/J?V)

= (_SONwal + @Nfle) —PNa¥N —

4
olup (4.1) ifadesinden
—oNUn_1 T ena¥n =1
esitligi bilindiginden
2 -9 2
det AN = 1— (90N71 9011_1¢N+¢N)
1
= 1—=1%)\) =
70 =0
bulunur. Buradan
ox (V) — v\
—en Wy ) = (2= (1.4

elde edilir.

f(A) = 2 ise, biitiin 0 < j < N — 1 i¢in f'(N), 6;(A) = 0 olmadan sifir olamaz.
Ciinkii ¢,, ve 1, lineer bagimsizdir, §,(A) nin 6zdes olarak sifir olmasi icin gerek ve

yeter sart A(\) matrisinin biitiin bilegenlerinin sifir olmasidir. f(\) = 2 durumunda

F) =ena(N) +vy(A) =2

esitliginden
oy =t%nN_1 =0, py 1 =0y =1

bulunur.

(i1): Benzer bigimde f(\) = —2 durumunda ise

oy =Un_1=0, oy 1 =%y =-1
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elde edilir.
f(A) = 2(veya —2) durumunda f'(A) = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul, A

ozdegerinin basit olmamasidir.
A#u; (0<i< N —2)igin f(A\) =2 (veya —2) olsun.

n-1(A) # 0

oldugu bilinmektedir. Boylece A, (1.1)-(1.2) veya (1.1)-(1.3) problemlerinin basit
ozdegeridir.

0 <j <N —1icin J; de dzdes olarak sifir olamaz. (4.4) kullanilarak

0 = @/)?SON + @0 (pn_1 — Vn) — 90]2'1/)1\771
1
= %2 ( ——(Pn_1 ¢N>2) + @j¢j(¢N—1 —Py) — 90§¢N—1

Ay _q
2
— —y, (w? B @j%’ (SONfl - QﬂN) n (SONA - ¢N) 1/)3)

V-1 41/1?\771
(90 IDN) i
= —Yy_1 (Soj - %Tl%)

bulunur. Boylece

= v =) o)
f'A) ==Yy (A Z (j %N—M))%M))

=0

elde edilir. Yani, f'()) ile ¢ _; () z1t isaretli olur.

Lemma 2.2 ve 1y = 1 > 0 esitsizligi kullanilarak

0<r<N=3iginp, <A<pyy isesgn(—=thy () = sgn((=1)""(=1)) = sgn(-1)"
A> iy g ise sgn(—y_4(A)) = sgn(-1)"*

olacagindan istenen elde edilir.
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Onerme 4.3 0 < i < N — 2 i¢in g, (1.1) -(3.8) problemininin bir 6zdegeri olmak
tizere vy < poy < py < ... < py_o ve f(rg) > 2 olacak gekilde en az bir vy sabiti
vardir (Wang ve Shi 2005).

Ispat. ¢ _,, A mn (N-1)-inci dereceden polinomu, ¢, _; de A nin (N-2)-inci derece-

den polinomudur. Boylece
Y1 (A) = (“D)NANAY + Ay AT+ A

seklinde yazilabilir. Bu durumda n € [0, N — 1] i¢in

WoW1...WN—
Ay = oW1 N—1 <0
PoP1---PN-1

oldugundan

FO) = onaN) + oy = (=1)YAvAY + h())

elde edilir. Burada h(\) polinonomu N-1 den biiyiik olmayan dereceye sahiptir.

lim f(\) = lim |[(=\Y Ay +h(\)| =400

A——00 A——00
gergeklenir. Onerme 3.1 de kullanilarak f(vo) > 2 olan vy < j, seklinde bir v, sabiti

oldugu goriiliir.

Onerme 4.4 N tek ise f(£,) < =2 ve py < iy < ... < piy_o < &, olacak sekilde en

az bir £, sabiti vardir.

N cift ise f(ny) > 2 ve py < py < ... < fiy_o < 1 olacak sekilde en az bir 7, sabiti
vardir (Wang ve Shi 2005).

Ispat. Onerme 3.1 geregince

N tek ise  f(pn_q) > 2

N ciftise  f(uy_y)

v

—2

IN
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oldugu bilinmektedir. Ayrica

FO) =1 + o) = (=Y AvAY + h(N)

oldugundan N tek ise

ve N cift ise

bulunur. Dolayisiyla N tek olmak iizere £, > puy_o ve f(&,) < —2 olacak sekilde en
az bir £, sabiti , N ¢ift olmak tizere 1, > puy_o ve f(n,) > 2 olacak sekilde en az

bir 7, sabiti vardir.

Onerme 4.5 0 < k < N — 2 i¢in f;,, (1.1)-(3.8) probleminin 6zdegeri olmak tizere
asagidaki 6nermeler gerceklenir.

(i) k tek olmak iizere f(u,) =2 ve f'(ug) =0 ise f"(u,) <0

(i1) k ¢ift olmak tizere f(u;,) = —2 ve f'(p,) = 0ise f"(u) >0

(Wang ve Shi 2005).

Ispat. f(u,) =2 ve f'(u;) = 0 esitliklerinden 4, (1.1)-(1.2) probleminin ¢ok katl

ozdegeridir. Bu durumda

on (i) = Uy _1(y) =0

(4.5)
en_1(pg) = Uy(y) =1
elde edilir.
F() = O () + Wy (py) = 0
oldugundan
Pn-1 () = =¥ (1) (4.6)
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bulunur. (4.1) esitligi olan

ONUN_1 — PN¥y = —1

denkleminin A ya gore iki kere tiirevi alinir ve burada (4.5) ile (4.6) esitlikleri goz

oniine alimirsa
ONUn_1 + N1 — PNy — o ¥y =0

ONUN1TONY N1 FONY N1 FONY N1 — O VN — N VN — PN ¥ — PN =0

elde edilir. ©y_; (1) = 0 esitligi ile (4.5) ve (4.6) kosullar1 kullanilirsa

D1 () + 00 (1) — 2 (D1 (1)) = 260 ()1 () = 0

bulunur.

Buradan

() = ol () + 0% () (4.8)

= 2 [(@?V,l(uk))Q + @ (1) 1 (1)

gergeklenir. (4.5) ve

(A = iijj(A)(son(A)%(A)—soj(A)i/Jn(A))

Pn(A) = Z%%(M(%(A)%(A)—wj(A)?/)n(A))
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esitlikleri yardimiyla

P (y) = ijsoj(uk)wj(uk)

= Y )

bulunur ve buradan

N-1

Only) = ZWJSOJ ,Uk)(SDN(,Uk)w (1g) — %(Mk)wjv(ﬂk))

Vi () = ij ;) ZWJ¢ fiy,)
esitlikleri elde edilir. (4.5) ifadesinden n € [1, N] i¢in
N-1
(Z w;; ()W ) (Z w03 (1 ) - (Z W?(A%))
j=0
bulunur.

©,, ve ¥, lineer bagimsiz oldugundan Holder esitsizligi yardimiyla

f" () <0

esitsizligi elde edilir.

Son olarak bu boliimdeki énermelerin sonucunda asagidaki teorem elde edilir.
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Dordiincii boliimdeki tiim onermeler, Teorem 3.2 ve Ara Deger Teoremi kullanilacak

olursa asagidaki egitsizlikler elde edilir.

Teorem 4.1 0 < i < N — 1 igin y;, \i, \; sirasiyla (1.1)-(3.8), (1.1)-(1.2) ve

(1.1)-(1.3) problemlerinin 6zdegerleri olmak iizere agagidakiler dogrudur.

(i) N tek ise
VOS)\O<X1SNUSX2<)\1SﬂlS)\2<---<)\N72§MN72§)\N71<XN§§0

(i) N cift ise

VOS)\0<X1§N0§X2<)\1S,UlS)\2<---<XN71SHN72§XN<)\N71§770

(Wang ve Shi 2005)
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N sayisimin durumlarina gore bu diziligini grafikle gosterecek olursak

(i) N tek ise

(i) N cift ise

oldugu goriiliir.
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