
 

ANKARA  ÜNİVERSİTESİ 

FEN  BİLİMLERİ  ENSTİTÜSÜ 

 
 
 
 
 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

 
 

PERİYODİK VE YARI PERİYODİK OLAN İKİNCİ MERTEBEDEN FARK 

OPERATÖRLERİNİN ÖZDEĞERLERİ 

 
 
 
 
 

Elis SOYLU 

 
 
 
 
 

MATEMATİK  ANABİLİM  DALI 
 
 
 
 
 
 

ANKARA 
2011 

 
 
 
 

Her hakkı saklıdır 



ÖZET

Yüksek LisansTezi

PER·IYOD·IK VE YARI PER·IYOD·IK OLAN

·IK·INC·I MERTEBEDEN FARK OPERATÖRLER·IN·IN ÖZDE¼GERLER·I

Elis SOYLU

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Cafer COŞKUN

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.
·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.
·Ikinci bölümde, spektral analizin ve lineer fark denklemlerinin baz¬temel tan¬m ve

teoremleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, periyodik ve yar¬periyodik koşullarla verilen ikinci mertebeden

fark denklemlerinin özde¼gerlerinin varl¬¼g¬gösterilip say¬s¬hesaplanm¬̧st¬r.Ayr¬ca,

başlang¬ç koşullar¬yla verilen lineer homogen olmayan denklemin çözümlerinin gös-

terimleri elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, periyodik ve yar¬ periyodik koşullarla verilen problemin baz¬

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan ' ve  çözümleri yard¬m¬yla, denklemin özde¼gerle-

rine ili̧skin özellikleri incelenerek, bu özde¼gerler aras¬ndaki s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬göste-

rilmi̧stir.

Temmuz 2011, 35 sayfa

Anahtar Kelimeler : Fark operatörü, periyodik operatör, yar¬periyodik operatör,

özde¼ger, özfonksiyon
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This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In Chapter two, some basic concepts of spectral analysis and linear di¤erence

equations have been recalled.

In Chapter three, existence of eigenvalues of periodic and antiperiodic boundary

value problems has been showed, numbers of their eigenvalues has been calculated.

In addition, a representation of solutions of a nonhomogeneous linear equation with

initial conditions has been given.

In Chapter four, by means of solutions ' and  with some initial conditions, proper-

ties of eigenvalues of periodic and antiperiodic boundary value problems of second-

order di¤erence equations have been studied and comparison between eigenvalues

has been showed.

2011, 35 pages

Key Words: Di¤erence operator, periodic operator, antiperiodic operator, eigen-

value, eigenfunction
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1.G·IR·IŞ

Fonksiyonel Analiz ve Uygulamal¬Matemati¼gin birçok probleminin çözümünde dife-

rensiyel operatörlerin özde¼gerlerinin ve özfonksiyonlar¬n¬n bulunmas¬gerekir. Dola-

y¬s¬yla diferensiyel operatör ve denklemlerin spektral teorisi önem arz etmi̧s ve birçok

matematikçinin araşt¬rma konusu olmuştur.

Özde¼ger ve özvektör kelimelerinin ·Ingilizce kaŗs¬l¬klar¬eigenvalue ve eigenvector ke-

limeleridir. Eigen terimini ilk olarak David Hilbert (1862-1943) kullanm¬̧st¬r. Hilbert

eigenfunktion ve eigenwert ifadelerini ilk olarak integral denklemlerle ilgili bildiri-

lerinde kullanm¬̧st¬r. Hilbert�in ç¬k¬̧s noktas¬homogen olmayan integral denklem-

lerin, bir � parametresiyle matrissel kaŗs¬l¬¼g¬n¬n (I � �A)x = y olmas¬idi. Hilbert

bu eşitli¼gin homogen k¬sm¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬çözümüne kaŗs¬l¬k gelen � de¼gerlerine

eigenwerte ad¬n¬vermi̧stir ve � de¼gerleri A matrisinin karakteristik köklerine kaŗs¬l¬k

gelmektedir. Eigenvector kavram¬ise ilk olarak Courant ve Hilbert taraf¬ndan sonlu

boyut ifadesi aç¬klan¬rken kullan¬lm¬̧st¬r. John Von Neuman (1903-1957) bir eserinde

f 6= 0 şart¬alt¬nda Rf = �f ifadesindeki ��y¬eigenwerte, f�yi ise eigenfunktion

olarak adland¬rm¬̧st¬r. Bu yayg¬n bir kullan¬m haline gelmi̧stir. 1946 y¬l¬nda Je¤reys�

in "Methods of Mathematical Physics" adl¬eserinde özde¼ger kavram¬karakteristik

de¼ger ve gizli kök kavramlar¬yla eş anlaml¬olarak ifade edilmi̧stir.

Son y¬llarda self-adjoint Sturm-Liouville operatörlerinin spektral analizi ile ilgili pek

çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Sturm-Liouville operatörlerinin yerine fark operatörleri al¬-

narak sürekli durumdan kesikli duruma geçilmi̧stir. Bu alandaki birçok çal¬̧sma

Atkinson (1964), Agarwal (1997), Shi ve Chen (1999), Bohner (1996, 1998, 2001),

Sun ve Shi (2006) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

1



Bu yüksek lisans tezinde, N bir do¼gal say¬ve

[0; N � 1] = fngN�1n=0 = f0; 1; 2; :::; N � 1g

olmak üzere

l [0; N � 1] = fy = (y0; y1; :::; yN�1) : yn 2 C; 0 � n � N � 1g

uzay¬nda, n 2 [0; N � 1] için yn 2 C, pn; qn; !n > 0 ve � spektral parametre olmak

üzere

�5 (pn4 yn) + qnyn = �!nyn (1.1)

sisteminin

y0 = yN , y�1 = yN�1 (1.2)

periyodik koşullar¬ve

y0 = �yN , y�1 = �yN�1 (1.3)

yar¬periyodik s¬n¬r koşullar¬yard¬m¬yla özde¼gerleri incelenecektir. Burada

p�1 = pN�1 = 1 olmak üzere fark operatörleri

4yn = yn+1 � yn;

5yn = yn � yn�1

şeklinde tan¬mlanmaktad¬r.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu k¬s¬mda, ihtiyac¬m¬z olan baz¬temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1 X ve Y , K cismi üzerinde iki vektör uzay¬olmak üzere,

her x; y 2 X ve her �; � 2 K için

A(�x+ �y) = �Ax+ �Ay

koşulunu sa¼glayan A : X ! Y operatörü lineerdir denir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.2 X, K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun. Bu durumda

(i) 8x 2 X için < x; x >� 0 ; < x; x >= 0() x = 0

(ii) 8x; y 2 X için < x; y >= < y; x >

(iii) 8x; y 2 X ve 8� 2 K için < �x; y >= � < x; y >

(iv) 8x; y; z 2 X için < x+ y; z >=< x; z > + < y; z >

özelliklerini gerçekleyen <;>: X�X ! K dönüşümüne X üzerinde bir iç çarp¬m

denir.

<;> , X üzerinde bir iç çarp¬m olmak üzereX = (X;<;>) ikilisine de bir iç çarp¬m

uzay¬ad¬verilir.

X bir iç çarp¬m uzay¬olmak üzere k x k= p< x; x > eşitli¼gi ile tan¬ml¬norma göre

tam ise Hilbert Uzay¬ad¬n¬al¬r (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.3 H bir Hilbert uzay¬ve A : D(A) � H ! H lineer bir operatör olsun.

D(A) � H yo¼gun olmak üzere her x 2 D(A) ve her y 2 H için

< Ax; y >=< x;A�y >

eşitli¼gini gerçekleyen A� operatörüne A operatörünün adjointi denir.

Adjointi kendisine eşit olan operatöre de self-adjoint operatör ad¬verilir

(Kreyszig 1978).
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Tan¬m 2.4 Her x; y 2 D(A) için

< Ax; y >=< x;Ay >

eşitli¼gini gerçekleyen A operatörüne simetrik operatör ad¬verilir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.5 L lineer operatörünün tan¬m bölgesinde

Ly = �y

denkleminin s¬f¬rdan farkl¬ bir y çözümü varsa, � 2 C say¬s¬na L operatörünün

özde¼geri, y çözümüne de � say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon denir

(Naimark 1967).

Tan¬m 2.6 L operatörünün bir � özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen lineer ba¼g¬ms¬z özfonksi-

yonlar¬n¬n say¬s¬na � n¬n kat¬denir. � özde¼gerinin kat¬bir ise basit, birden büyük

ise çok katl¬özde¼ger denir (Atkinson 1964).
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3. ·IK·INC·I MERTEBEDEN SELF-ADJO·INT FARK

DENKLEMLER·IN·IN ÖZDE¼GERLER·I

Bu bölümde, ele al¬nan self-adjoint fark denkleminin özde¼gerlerinin varl¬¼g¬ve say¬s¬

incelenecek, daha sonra ise başlang¬ç koşuluyla verilen homogen olmayan lineer

denklemin çözümlerinin gösterimi elde edilecektir.

l[0; N � 1] uzay¬nda

(ly)n := w�1n f(pn + pn�1 + qn)yn � pn�1yn�1 � pnyn+1g

yard¬m¬yla, tan¬m kümesi

D(L) =

8>>><>>>:y = fyng
N�1
n=0 : y 2 l [0; N � 1] ;

1) l (y) 2 l [0; N � 1]

2) y0 = yN

y�1 = yN�1

9>>>=>>>;
olan ve her y 2 D(L) için

Ly := l(y)

ile tan¬mlanan L operatörü gözönüne al¬ns¬n. (1.1)-(1.3) problemi için de yukar¬-

dakine benzer bir tan¬m kümesi oluşturularak bir operatör tan¬mlanabilir.

Bu uzay üzerinde her y; z 2 l[0; N � 1] için

< y; z >=

N�1X
n=0

ynwnzn (3.1)

şeklinde tan¬mlanan <;> fonksiyonunun bir iç çarp¬m oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bu iç çarp¬m ve L operatörü yard¬m¬yla, ileride yararlan¬lacak olan baz¬teorem ve

özellikler aşa¼g¬da verilmi̧stir.
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�5 (pn4 yn) + qnyn = �!nyn

(1.1) denklem sistemini göz önüne alal¬m.

Fark operatörleri kullan¬larak, (1.1) eşitli¼ginden

�5 (pn (yn+1 � yn)) + qnyn = �!nyn

=) � [pnyn+1 � pnyn � pn�1yn + pn�1yn�1] + qnyn = �!nyn

=) pnyn+1 = (pn + pn�1 + qn � �!n) yn � pn�1yn�1 (3.2)

eşitli¼gi elde edilir.

pn; qn; !n reel oldu¼gundan (3.2) denkleminden n 2 [0; N � 1] için yn; y0 6= 0 ise �

n¬n n�inci dereceden polinomu, y�1 6= 0; y0 = 0 ise � n¬n (n� 1)�inci dereceden

polinomu olacakt¬r.

Lemma 3.1 y = (yn)
N�1
n=0 ve z = (zn)

N�1
n=0 s¬ras¬yla

�5 (pn4 yn) + qnyn = �!nyn , n 2 [0; N � 1] (3.3)

�5 (pn4 zn) + qnzn = �!nzn , n 2 [0; N � 1] (3.4)

denklem sistemlerinin çözümleri ise, her n2 [0; N � 1] için

(�� �)

nX
j=0

!jyjzj = pn(ynzn+1 � yn+1zn)� p�1(y�1z0 � y0z�1)

gerçeklenir (Wang ve Shi 2005).

·Ispat. (3.3) ve (3.4) eşitlikleri s¬ras¬yla zn ve �yn ile çarp¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa

[5 (pn4 zn)] yn � [5 (pn4 yn)] zn = �!nynzn � �!nynzn
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ifadesi elde edilir.

Buradan

(�� �)

nX
j=0

!jyjzj =

nX
j=0

[(5 (pj 4 zj)) yj � (5 (pj 4 yj)) zj]

=
nX
j=0

(pjzj+1yj � pjyj+1zj + pj�1zj�1yj � pj�1yj�1zj)

= p0z1y0 � p0y1z0 + p�1z�1y0 � p�1y�1z0

+p1z2y1 � p1y2z1 + p0z0y1 � p0y0z1
...

+pnzn+1yn � pnyn+1zn + pn�1zn�1yn � pn�1yn�1zn

= pn (ynzn+1 � yn+1zn)� p�1 (y�1z0 � y0z�1)

bulunur.

Tan¬m 3.1 y = (yn)Nn=0 ve z = (zn)
N
n=0 ; (1.1) denkleminin herhangi iki çözümü ise

bu çözümlerin Wronskiyeni

W [y; z](n) =

������ yn+1 zn+1

pn�yn pn�zn

������ (3.5)

olarak tan¬mlan¬r (Wang ve Shi 2005).

Lemma 3.1 yard¬m¬yla aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 3.1 (1.1) denklem sisteminin herhangi iki çözümünün Wronskiyeni sabittir

(Wang ve Shi 2005).
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·Ispat. Wronskiyenin tan¬m¬ndan

W [y; z] (n) =

������ yn+1 zn+1

pn4 yn pn4 zn

������
=

������ yn+1 zn+1

pnyn+1 � pnyn pnzn+1 � pnzn

������
= pnyn+1zn+1 � pnyn+1zn � pnyn+1zn+1 + pnynzn+1

= �pn (yn+1zn � ynzn+1)

elde edilir.

Lemma 3.1 de � = � al¬n¬rsa her n 2 [0; N � 1] için

pn (yn+1zn � ynzn+1) = p�1 (y�1z0 � y0z�1) (3.6)

bulunur. Bu ise her n 2 [0; N � 1] için

W [y; z] (n) = �p�1 (y�1z0 � y0z�1)

oldu¼gunu gösterir. Böylece ispat tamamlan¬r.

(1.1) sisteminin

y0 = yN; y�1 = yN�1

tipindeki koşullar¬na periyodik s¬n¬r koşullar¬, (1.1) sistemi bu koşul ile göz önüne

al¬nd¬¼g¬nda elde edilen probleme de (1.1) sisteminin periyodik s¬n¬r de¼ger prob-

lemi denir.

Ayn¬sistemin

y0 = �yN; y�1 = �yN�1

şeklindeki koşullar¬na da yar¬periyodik s¬n¬r koşullar¬denir. Bu koşul ile birlikte

elde edilen probleme de yar¬periyodik s¬n¬r de¼ger problemi ad¬verilir.
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Teorem 3.2 (1.1)-(1.2) ve (1.1)-(1.3) problemlerinin N tane reel özde¼geri vard¬r

(Wang ve Shi 2005).

·Ispat. y; z 2 D(L) olsun. Bu durumda y ve z; (1.2) s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glamal¬d¬r.

O halde

yN�1 = y�1

yN = y0

ve

zN�1 = z�1

zN = z0

eşitlikleri sa¼glanmal¬d¬r. Ayr¬ca, (3.1) ile verilen iç çarp¬m tan¬m¬na göre

hLy; zi = hly; zi =
N�1X
n=0

(ly)nwnzn

hy; Lzi = hy; lzi =
N�1X
n=0

ynwn(lz)n

eşitlikleri de gerçeklenir.

L operatörünün tan¬m¬ve sonlu toplam¬n özellikleri kullan¬l¬rsa

hLy; zi � hy; Lzi =

N�1X
n=0

(ly)nwnzn �
N�1X
n=0

ynwn(lz)n

=
N�1X
n=0

[(ly)nwnzn � ynwn(lz)n]

=

N�1X
n=0

[�pn�1yn�1zn + pn�1ynzn�1

�pnyn+1zn + pnynzn+1]

= �p�1y�1z0 + p�1y0z�1

�pN�1yNzN�1 + pN�1yN�1zN

9



eşitli¼gi elde edilir. p�1 = pN�1 = 1 oldu¼gu dikkate al¬n¬p, (1.2) s¬n¬r koşullar¬da

yerlerine yaz¬ld¬¼g¬nda

hLy; zi � hy; Lzi = �y�1z0 + y0z�1 � yNz0 + yN�1zN

= 0

bulunur. Bu ise her y; z 2 D(L) için

hLy; zi = hy; Lzi (3.7)

olmas¬demektir.

�, (1.2) s¬n¬r koşullar¬yla verilen (1.1) fark denkleminin bir özde¼geri olsun. Bu

durumda, Ly = �y ve y 6= 0 olacak biçimde bir y 2 D(L) vard¬r.

L operatörünün tan¬m¬gere¼gince, n 2 [0; N � 1] için

w�1n f(pn + pn�1 + qn)yn � pn�1yn�1 � pnyn+1g = �yn

gerçeklenir. Buna göre (3.7) gere¼gince

hLy; yi = hy; Lyi

yaz¬labilece¼ginden

h�y; yi = hy; �yi

� hy; yi = �� hy; yi

kyk2 (�� ��) = 0

bulunur. kyk 6= 0 oldu¼gundan

� = ��

olmal¬d¬r ki, bu da � özde¼gerinin reel oldu¼gunu gösterir.
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(1.1)-(1.2) problemine kaŗs¬l¬k gelen operatörün lineer dönüşümü A matrisiyle gös-

terilmek üzere, A� �I matrisi0BBBBBB@
(p0 + p�1 + q0 � !0�) �p0 : : : �1

�p0 (p1 + p0 + q1 � !1�) ::: 0
...

...
...

...

�1 0 ::: (pN�1 + pN�2 + qN�1 � !N�1�)

1CCCCCCA
şeklinde bulunur. A� �I matrisi simetrik olup simetrik bir matris köşegenleşti-

rilebilir. Köşegen bir matrisin köşegen elemanlar¬matrisin özde¼gerleri olaca¼g¬ndan

bu matrisin tam N tane özde¼geri olacakt¬r.

Benzer şekilde (1.1)-(1.3) probleminin de N tane reel özde¼geri vard¬r.

Şimdi de (1.1)-(1.2) ile (1.1)-(1.3) problemlerinin özde¼gerlerini daha kolay inceleye-

bilmek için

y�1 = yN�1 = 0 (3.8)

Dirichlet koşullar¬na bakal¬m. (1.1)-(3.8) probleminin özde¼gerleri aras¬ndaki ili̧ski

aşa¼g¬daki lemma ve teoremlerde verilmi̧stir.

Teorem 3.3 � ve �; (1.1)-(3.8) denklem sisteminin özde¼gerleri ve bu özde¼gerlere

kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar da s¬ras¬yla yn(�); yn(�) olmak üzere 0 � n < N � 1

için

(�� �)
nX
j=0

!jyj(�)yj(�) =

������ yn+1 (�) yn+1 (�)

pn4 yn (�) pn4 yn (�)

������ (3.9)

elde edilir (Atkinson 1964).

·Ispat. Teorem 3.1 ve Lemma 3.1 deki eşitliklerden yararlan¬p (3.8) s¬n¬r koşullar¬

kullan¬l¬rsa istenen eşitlik elde edilir.
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Teorem 3.4 �; (1.1)-(3.8) denklem sisteminin özde¼geri ve y (�) = (yn (�)) fonksi-

yonu da bu özde¼gere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon olsun. y0n (�) =
d

d�
yn(�) olmak üzere,

0 � n < N � 1 için

nX
j=0

!j fyj(�)g2 =

������ y0n+1 (�) yn+1 (�)

pn4 y0n (�) pn4 yn (�)

������
eşitli¼gi elde edilir (Atkinson 1964).

·Ispat. (3.9) ifadesinin sol taraf¬düzenlenip yaz¬ld¬¼g¬nda

(�� �)
nX
j=0

!jyj(�)zj(�) = pn [yn+1(�)yn(�)� yn(�)yn+1(�)]

bulunur. Bu eşitli¼gin sol taraf¬ndaki paranteze yn+1(�)yn(�) ifadesi eklenip ç¬kar¬l¬r

ve eşitli¼gin her iki taraf¬ (�� �) ifadesine bölündükten sonra � ! � iken limit

al¬n¬rsa
nX
j=0

!j fyj(�)g2 = pn
�
yn+1(�)y

0
n(�)� y0n+1(�)yn(�)

�
elde edilir.

Eşitli¼gin sol taraf¬nda (3.8) s¬n¬r koşullar¬dikkate al¬n¬rsa

y0n+1(�)yn(�)� yn+1(�)y
0
n(�) < 0 (3.10)

eşitsizli¼gi bulunur.

Teorem 3.5 (1.1)-(3.8) sisteminin n = 1; 2; :::; N � 1 için çözümü yn(�) = (yn (�))

olmak üzere yn (�) ile yn�1 (�) ard¬̧s¬k polinomlar¬ortak s¬f¬ra sahip de¼gildir. Ayr¬ca,

birinin iki s¬f¬r¬aras¬nda di¼gerinin bir s¬f¬r¬vard¬r (Atkinson 1964).

·Ispat. (1.1)-(3.8) sisteminin özde¼gerleri reel oldu¼gundan (3.10) eşitsizli¼ginden yn (�) ;

yn�1 (�) ard¬̧s¬k polinomlar¬n¬n ortak s¬f¬r¬yoktur.
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Şimdi de s¬f¬rlar¬n¬n yerlerini inceleyelim.

�1 ve �2; yn (�) çözümünün ard¬̧s¬k s¬f¬rlar¬olsun. yn (�) çözümü sadece basit s¬f¬rlara

sahip oldu¼gundan y0n (�1) ile y
0
n (�2) z¬t i̧saretlidir. (3.10) eşitsizli¼ginde n yerine n�1

yaz¬l¬rsa

y0n (�1) yn�1 (�1) > 0

ve

y0n (�2) yn�1 (�2) > 0

bulunur. Buradan yn�1 (�1) ile yn�1 (�2) çözümlerinin z¬t i̧saretli oldu¼gu kolayca

görülür. Dolay¬s¬yla ard¬̧s¬k yn (�) ve yn�1 (�) polinomlar¬ndan birinin iki s¬f¬r¬

aras¬nda di¼gerinin bir s¬f¬r¬vard¬r.

(1.1)-(3.8) probleminin özde¼gerleri hakk¬nda verilen bu teoremler yard¬m¬yla aşa¼g¬-

daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1 (1.1)-(3.8) s¬n¬r de¼ger probleminin

�0 < �1 < ::: < �N�2

artan şekilde s¬ralanan N � 1 tane reel ve basit özde¼geri vard¬r.

y�1(�) = 0; y0 (�) 6= 0 (3.11)

başlang¬ç koşullar¬yla birlikte n 2 [0; N � 1] için

pnyn+1 = (pn + pn�1 + qn � �!n) yn � pn�1yn�1

denkleminin çözümü yn (�) olsun.

Bu durumda, yn (�) çözümünün [0; N � 1] tamsay¬aral¬¼g¬nda

13



(i) � < �0 ise i̧saret de¼gi̧simi yoktur,

(ii) �r < � < �r+1(0 � r � N � 3) ise (r + 1) tane i̧saret de¼gi̧simi vard¬r,

(iii) � > �N�2 ise (N � 1) tane i̧saret de¼gi̧simi vard¬r

(Atkinson 1964).

Lemma 3.2 0 � k � N�2 için �k; (1.1)-(3.8) probleminin artan s¬rada düzenlenmi̧s

ve (3.11) koşulunu sa¼glayan özde¼gerleri olsun. O halde, n = �1; 0; :::; N � 2 için

yx(�k) =

8<: y�1(�k) ; x = �1

(yn+1(�k)� yn(�k))(x� n) + yn(�k) ; n < x � n+ 1

şeklinde tan¬mlanan yx (�k) sürekli fonksiyonu 0 � k � N � 2 için (�1; N � 1)

aral¬¼g¬nda k tane s¬f¬r yerine sahiptir (Atkinson 1964).

Teorem 3.3 'n ve  n (1.1) denkleminin

'�1 =  0 = 1 ve '0 =  �1 = 0

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsun. Herhangi bir ffngN�1n=0 � C ve

c�1; c0 2 C için n 2 [0; N � 1] olmak üzere

�5 (pn4 zn) + (qn � �!n) zn = !nfn (3.12)

z�1 = c�1; z0 = c0 (3.13)

başlang¬ç de¼ger probleminin tek bir z çözümü vard¬r ve n 2 [�1; N ] için bu çözüm

zn = c�1'n + c0 n +

n�1X
j=0

!j
�
'n j � 'j n

�
fj

şeklinde gösterilir

 
Burada

�2X
j=0

� =
�1X
j=0

� := 0 d¬r.
!
(Wang ve Shi 2005).
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·Ispat. (1.1) denklem sistemi göz önüne al¬n¬rsa, (3.12) ile (3.13) probleminin tek bir

çözümü vard¬r. (3.6) yard¬m¬yla W [';  ] (n) = 1 olaca¼g¬ndan ' ve  çözümlerinin

lineer ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬kolayca görülür.

Parametrelerin de¼gi̧simi metodu kullan¬l¬rsa, n 2 [�1; N ] için

zn = An'n +Bn n

yaz¬labilece¼ginden

4zn = zn+1 � zn = An+1'n+1 +Bn+1 n+1 � An'n �Bn n

= An
�
'n+1 � 'n

�
� An'n+1 + 'n+1 (An+1 � An) + 'n+1An

+Bn

�
 n+1 �  n

�
�Bn n+1 +  n+1 (Bn+1 �Bn) +  n+1Bn

elde edilir. n 2 [�1; N � 1] için

'n+14 An +  n+14Bn = 0

al¬n¬rsa ve

4zn = An4 'n +Bn4  n

oldu¼gu göz önünde bulundurulursa

�5 (pn4 zn) = �5 (Anpn4 'n +Bnpn4  n)
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oldu¼gundan

�5 (Anpn4 'n) = �5
�
Anpn

�
'n+1 � 'n

��
= �

�
Anpn

�
'n+1 � 'n

�
� An�1pn�1

�
'n � 'n�1

��
= [�Anpn (4'n)� An�1pn�1

�
4'n�1

�
+Anpn�1

�
4'n�1

�
� Anpn�1

�
4'n�1

�
]

= �
�
Anpn (4'n) + (5An) pn�14 'n�1 � Anpn�1

�
4'n�1

��
= �

�
An5 (pn4 'n) + (5An) pn�14 'n�1

�
elde edilir. Benzer i̧slemler Bn katsay¬l¬terim için de yap¬l¬rsa

�5 (pn4 zn) = �An5 (pn4 'n)� (5An) pn�14 'n�1

�Bn5 (pn4  n) + (5Bn) pn�14  n�1

bulunur.

'n ve  n (1.1) denklem sisteminin çözümleri oldu¼gundan, n 2 [0; N � 1] için

�5 (pn4 'n) + qn'n = �!n'n

denklemi An ile ve

�5 (pn4  n) + qn n = �!n n

denklemi de Bn ile çarp¬l¬rsa

�An5 (pn4 'n) + Anqn'n = �!nAn'n

�Bn5 (pn4  n) +Bnqn n = �!nBn n

elde edilir. Bu eşitlikler beraber gözönüne al¬n¬rsa

�5(pn4 zn) = (�!n � qn) (An'n +Bn n)�(5An) pn�14'n�1�(5Bn) pn�14 n�1
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eşitli¼gine ulaş¬l¬r.

n 2 [�1; N ] için

(5An) pn�14 'n�1 + (5Bn) pn�14  n�1 = �!nfn

fn 2 C olmak üzere An ve Bn katsay¬lar¬n¬kolayca bulmak için

(5AN) pN�14 'N�1 + (5BN) pN�14  N�1 = �!NfN

yard¬mc¬koşulu kullan¬l¬rsa, n 2 [0; N ] için

'n5 An +  n5Bn = 0

(5An) pn�14 'n�1 + (5Bn) pn�14  n�1 = �!nfn

denklemleri elde edilir. Cramer Kural¬ndan

5An =

������ 0  n

�!nfn pn�14  n�1

������������ 'n  n

pn�14 'n�1 pn�14  n�1

������
=

!n nfn
W [';  ] (n� 1)

ve

5Bn =

������ 'n 0

pn�14 'n�1 �!nfn

������������ 'n  n

pn�14 'n�1 pn�14  n�1

������
= � !n'nfn

W [';  ] (n� 1)

eşitlikleri elde edilir.

p�1 = 1; '�1 =  0 = 1; '0 =  �1 = 0 ve Wronskiyen sabit oldu¼gundan n = 0

noktas¬ndaki de¼geri 1 olarak elde edilecek olursa

5An = !n nfn; 5Bn = �!n'nfn; n 2 [0; N ]
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ifadesine ulaş¬l¬r. Buradan n 2 [�1; N ] için

An = A�1 +
nX
j=0

!j jfj

ve

Bn = B�1 �
nX
j=0

!j'jfj

bulunur. Böylece

zn = A�1'n +B�1 n +
n�1X
j=0

!j
�
'n j � 'j n

�
fj

gösterimi elde edilir. (3.13) koşullar¬kullan¬larak da

zn = c�1'n + c0 n +
n�1X
j=0

!j
�
'n j � 'j n

�
fj

eşitli¼gine ulaş¬l¬r.
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4. ·IK·INC·I DERECEDEN SELF-ADJO·INT FARK DENKLEM·IN·IN

ÖZDE¼GERLER·IN·IN SIRALANMASI

Bu bölümde periyodik ve yar¬periyodik s¬n¬r koşullar¬yla ikinci mertebeden self-

adjoint fark denklemlerinin özde¼gerleri aras¬ndaki kaŗs¬laşt¬rmay¬elde edebilmek için

gerekli önermeler verilecektir.

Öncelikle bu önermelerde s¬kça kullan¬lacak olan önemli bir ifade gösterilecektir.

(3.6) ifadesinde n yerine N � 1 al¬n¬r ve pN�1 = 1 eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

'N N�1 � 'N�1 N = �1 (4.1)

elde edilir.

Lemma 4.1 � say¬s¬n¬n (1.1)-(1.2) problemininin bir özde¼geri olmas¬ için gerek

ve yeter koşul f(�) = 'N�1 (�) +  N (�) = 2 koşulunu sa¼glamas¬d¬r. Ayr¬ca �

özde¼gerinin çok katl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

'N�1 (�) =  N (�) = 1

'N (�) =  N�1 (�) = 0

eşitliklerinin gerçeklenmesidir (Wang ve Shi 2005).

·Ispat. 'n ve  n, (1.1) denkleminin lineer ba¼g¬ms¬z iki çözümü oldu¼gundan, �

say¬s¬n¬n, (1.1)-(1.2) probleminin bir özde¼geri olmas¬için gerek ve yeter koşul

c'n + d n (jcj+ jdj 6= 0)

ifadesinde (1.2) s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼glayacak biçimde c; d sabitlerinin mevcut ol-

mas¬d¬r. ·Ilk s¬n¬r koşulu yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

c
�
1� 'N�1 (�)

�
� d N�1 (�) = 0 (4.2)
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eşitli¼gi elde edilir. ·Ikinci s¬n¬r koşulu yerine yaz¬ld¬¼g¬nda ise

c'N (�) + d ( N (�)� 1) = 0 (4.3)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. c ve d ayn¬anda s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan������ 1� 'N�1 (�)  N�1 (�)

'N (�)  N (�)� 1

������ = 0
gerçeklenmelidir. Buradan

f(�) = 'N�1 (�) +  N (�) = 2

bulunur.

� özde¼gerinin çok katl¬ olmas¬ için, yani (1.1) denkleminin (1.2) s¬n¬r koşullar¬n¬

gerçekleyen lineer ba¼g¬ms¬z iki çözümünün olmas¬için gerek ve yeter koşul ise

'N�1 (�) =  N (�) = 1

ve

'N (�) =  N�1 (�) = 0

eşitliklerinin sa¼glanmas¬d¬r.

Önerme 4.1 0 � k � N � 2 için �k, (1.1) -(3.8) problemininin bir özde¼geri olsun.

Bu durumda

k tek ise f(�k) > 2;

k çift ise f(�k) � �2

eşitsizlikleri gerçeklenir (Wang ve Shi 2005).

·Ispat. 'n ve  n (1.1) denkleminin lineer ba¼g¬ms¬z iki çözümü oldu¼gundan;
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jcj+ jdj 6= 0 koşulunu sa¼glayan c ve d sabitleri için

yn = c'n(�k) + d n(�k)

çözümü (1.1) denklemi ile (3.8) koşullu problemin �k özde¼gerine göre özfonksi-

yonudur.

y�1 = yN�1 = 0 oldu¼gu gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

c'�1(�k) + d �1(�k) = 0

c'N�1(�k) + d N�1(�k) = 0

eşitliklerinden

c = 0;

d N�1(�k) = 0

elde edilir.

c ve d ayn¬anda s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan  N�1(�k) = 0 olmal¬d¬r.

Böylece,  n(�k) (1.1)-(3.7) probleminin özfonksiyonu olur.

pnyn+1 = (pn + pn�1 + qn � �!n)yn � pn�1yn�1

eşitli¼ginde; n yerine N � 1 ve yn yerine  n(�k) al¬n¬rsa

pN�1 N(�k) = (pN�1 + pN�2 + qN�1 � �!N�1) N�1(�k)� pN�2 N�2(�k)

bulunur. pN�1 = 1 ve  N�1(�k) = 0 oldu¼gundan

 N(�k) = �pN�2 N�2(�k)
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gerçeklenir. Bu durumda pN�2 > 0 oldu¼gundan;  N�2(�k) ile  N(�k) z¬t i̧saretli

olur.

n = �1; 0; :::; N � 2 için

 x(�k) =

8<:  �1(�k); x = �1

( n+1(�k)�  n(�k))(x� n) +  n(�k); n < x � n+ 1

parçal¬fonksiyonu [�1; N ] aral¬¼g¬nda süreklidir.

Lemma 3.2 gere¼gince  x(�k) fonksiyonunun (�1; N � 1) aral¬¼g¬nda k tane s¬f¬r yeri

vard¬r.

Dolay¬s¬yla  x(�0) fonksiyonunun (�1; N � 1) reel aral¬¼g¬nda s¬f¬r¬yoktur.

 0(�0) = 1 oldu¼gundan

 x(�0) > 0

elde edilir. Buradan

 N(�0) = �pN�2 N�2(�0) =)  N(�0) < 0

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Lemma 2.3 gere¼gince  x(�1) fonksiyonunun (�1; N � 1) reel aral¬¼g¬nda bir tane s¬f¬r

yeri vard¬r.

 �1(�1) = 0;  0(�1) = 1

oldu¼gundan  N�2(�1) < 0 bulunur. Aksi halde  x(�1) fonksiyonunun birden fazla

s¬f¬r¬olurdu. O halde

 N(�1) = �pN�2 N�2(�1) =)  N(�1) > 0

eşitsizli¼gi elde edilir.
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Benzer şekilde devam edilirse, 2 � k � N � 2 olmak üzere

k tek için,  N(�k) > 0

k çift için,  N(�k) < 0

elde edilir. (4.1) ifadesi ve

 N�1(�k) = 0

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

'N�1(�k) N(�k) = 1

bulunur.

k tek için  N(�k) > 0 oldu¼gu

f(�k) =  N(�k) +
1

 N(�k)

eşitli¼ginde göz önüne al¬n¬rsa

f(�k) � 2

eşitsizli¼gi elde edilir.

Benzer şekilde k çift için

f(�k) � �2

bulunur.
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Önerme 4.2 Aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

(i) � say¬s¬n¬n (1.1)-(1.2) probleminin çok katl¬özde¼geri olmas¬için gerek ve yeter

koşul f(�) = 2 ve f 0(�) = 0 eşitliklerinin gerçeklenmesidir.

(ii) � say¬s¬n¬n (1.1)-(1.3) probleminin çok katl¬özde¼geri olmas¬için gerek ve yeter

koşul f(�) = 2 ve f 0(�) = 0 eşitliklerinin gerçeklenmesidir (Wang ve Shi 2005).

Ayr¬ca 0 � i � N � 2 için �i (1.1)-(3.8) problemininin bir özde¼geri ve � 6= �i

olmak üzere f(�) = 2 veya �2 ise; �; (1.1)-(1.2) veya (1.1)-(1.3) problemlerinin

basit özde¼geridir ve

f 0(�) < 0 ; � < �0

(�1)rf 0(�) > 0; 0 � r � N � 3 ; �r < � < �r+1

(�1)N�2f 0(�) > 0 ; � > �N�2

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. (i) 'n ve  n (1.1) denklem sisteminin çözümü oldu¼gundan

�5 (pn4 'n(�)) + qn'n(�) = �!n'n(�)

�5 (pn4  n(�)) + qn n(�) = �!n n(�)

� ya göre türevlerini al¬rsak

�5 (pn4 '0n(�)) + (qn � �!n)'
0
n(�) = !n'n(�)

�5 (pn4  0n(�)) + (qn � �!n) 
0
n(�) = !n n(�)

bulunur. Başlang¬ç koşullar¬ndan

'�1 =  0 = 1

'0 =  �1 = 0

9=; =)
'0�1 =  00 = 0

'00 =  0�1 = 0
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elde edilir.

Teorem 2.3 gere¼gince

'0n(�) =
n�1X
j=0

!j'j(�)('n(�) j(�)� 'j(�) n(�))

 0n(�) =
n�1X
j=0

!j j(�)('n(�) j(�)� 'j(�) n(�))

olarak bulunur.

f = 'N�1 +  N

oldu¼gundan

f 0 = '0N�1 +  0N

=
N�2X
j=0

!j'j('N�1 j � 'j N�1) +
N�1X
j=0

!j j('N j � 'j N)

olarak yaz¬l¬r.

!N�1'N�1('N�1 N�1 � 'N�1 N�1) = 0

gere¼gince

f 0 =
N�1X
j=0

!j( 
2
j'N + 'j j('N�1 �  N)� '2j N�1)

elde edilir.

A :=

0@ 'N
'N�1� N

2

'N�1� N
2

� N�1

1A
ve

�j :=
�
 j 'j

�
A

0@  j

'j

1A
olarak tan¬mlanmak üzere

f 0 =
N�1X
j=0

!j�j

olarak gösterilebilir.
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f(�) = 2 olmas¬halinde

detA(�) = �'N N�1 �
�
'N�1 �  N

�2
4

=
�
�'N N�1 + 'N�1 N

�
� 'N�1 N �

�
'2N�1 � 2'N�1 N +  2N

�
4

olup (4.1) ifadesinden

�'N N�1 + 'N�1 N = 1

eşitli¼gi bilindi¼ginden

detA(�) = 1�
�
'2N�1 � 2'N�1 N +  2N

�
4

= 1� 1
4
f 2(�) = 0

bulunur. Buradan

�'N(�) N�1(�) =
�
'N�1(�)�  N(�)

2

�2
� 0 (4.4)

elde edilir.

f(�) = 2 ise, bütün 0 � j � N � 1 için f 0(�); �j(�) � 0 olmadan s¬f¬r olamaz.

Çünkü 'n ve  n lineer ba¼g¬ms¬zd¬r, �j(�) n¬n özdeş olarak s¬f¬r olmas¬için gerek ve

yeter şart A(�) matrisinin bütün bileşenlerinin s¬f¬r olmas¬d¬r. f(�) = 2 durumunda

f(�) = 'N�1(�) +  N(�) = 2

eşitli¼ginden

'N =  N�1 = 0; 'N�1 =  N = 1

bulunur.

(ii): Benzer biçimde f(�) = �2 durumunda ise

'N =  N�1 = 0; 'N�1 =  N = �1
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elde edilir.

f(�) = 2(veya �2) durumunda f 0(�) = 0 olmas¬ için gerek ve yeter koşul, �

özde¼gerinin basit olmamas¬d¬r.

� 6= �i (0 � i � N � 2) için f(�) = 2 (veya �2) olsun.

 N�1(�) 6= 0

oldu¼gu bilinmektedir. Böylece �; (1.1)-(1.2) veya (1.1)-(1.3) problemlerinin basit

özde¼geridir.

0 � j � N � 1 için �j de özdeş olarak s¬f¬r olamaz. (4.4) kullan¬larak

�j =  2j'N + 'j j('N�1 �  N)� '2j N�1

=  2j

�
� 1

4 N�1
('N�1 �  N)

2

�
+ 'j j('N�1 �  N)� '2j N�1

= � N�1

 
'2j � 'j j

�
'N�1 �  N

�
 N�1

+

�
'N�1 �  N

�2
4 2N�1

 2j

!

= � N�1

 
'j �

�
'N�1 �  N

�
2 N�1

 2j

!2

bulunur. Böylece

f 0(�) = � N�1(�)
N�1X
j=0

!j

 
'j �

�
'N�1 �  N

�
2 N�1(�)

 2j(�)

!2

elde edilir. Yani, f 0(�) ile  N�1(�) z¬t i̧saretli olur.

Lemma 2.2 ve  0 = 1 > 0 eşitsizli¼gi kullan¬larak

� < �0 ise � N�1(�) < 0

0 � r � N � 3 için �r < � < �r+1 ise sgn(� N�1(�)) = sgn((�1)r+1(�1)) = sgn(�1)r

� > �N�2 ise sgn(� N�1(�)) = sgn(�1)N�2

olaca¼g¬ndan istenen elde edilir.
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Önerme 4.3 0 � i � N � 2 için �i (1.1) -(3.8) problemininin bir özde¼geri olmak

üzere �0 < �0 < �1 < ::: < �N�2 ve f(�0) � 2 olacak şekilde en az bir �0 sabiti

vard¬r (Wang ve Shi 2005).

·Ispat.  N�1; � n¬n (N�1)-inci dereceden polinomu, 'N�1 de � n¬n (N-2)-inci derece-

den polinomudur. Böylece

 N�1(�) = (�1)NAN�N + AN�1�
N�1 + :::+ A0

şeklinde yaz¬labilir. Bu durumda n 2 [0; N � 1] için

AN =
!0!1:::!N�1
p0p1:::pN�1

> 0

oldu¼gundan

f(�) = 'N�1(�) +  N(�) = (�1)NAN�N + h(�)

elde edilir. Burada h(�) polinonomu N-1 den büyük olmayan dereceye sahiptir.

lim
�!�1

f (�) = lim
�!�1

h
(��)N AN + h (�)

i
= +1

gerçeklenir. Önerme 3.1 de kullan¬larak f(�0) � 2 olan �0 < �0 şeklinde bir �0 sabiti

oldu¼gu görülür.

Önerme 4.4 N tek ise f(�0) � �2 ve �0 < �1 < ::: < �N�2 < �0 olacak şekilde en

az bir �0 sabiti vard¬r.

N çift ise f(�0) � 2 ve �0 < �1 < ::: < �N�2 < �0 olacak şekilde en az bir �0 sabiti

vard¬r (Wang ve Shi 2005).

·Ispat. Önerme 3.1 gere¼gince

N tek ise f(�N�2) � 2

N çift ise f(�N�2) � �2
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oldu¼gu bilinmektedir. Ayr¬ca

f(�) = 'N�1(�) +  N(�) = (�1)NAN�N + h(�)

oldu¼gundan N tek ise

lim
�!+1

f (�) = �1

ve N çift ise

lim
�!+1

f (�) = +1

bulunur. Dolay¬s¬yla N tek olmak üzere �0 > �N�2 ve f(�0) � �2 olacak şekilde en

az bir �0 sabiti , N çift olmak üzere �0 > �N�2 ve f(�0) � 2 olacak şekilde en az

bir �0 sabiti vard¬r.

Önerme 4.5 0 � k � N � 2 için �k; (1.1)-(3.8) probleminin özde¼geri olmak üzere

aşa¼g¬daki önermeler gerçeklenir.

(i) k tek olmak üzere f(�k) = 2 ve f 0(�k) = 0 ise f 00(�k) < 0

(ii) k çift olmak üzere f(�k) = �2 ve f 0(�k) = 0 ise f
00(�k) > 0

(Wang ve Shi 2005).

·Ispat. f(�k) = 2 ve f 0(�k) = 0 eşitliklerinden �k; (1.1)-(1.2) probleminin çok katl¬

özde¼geridir. Bu durumda

'N(�k) =  N�1(�k) = 0

'N�1(�k) =  N(�k) = 1
(4.5)

elde edilir.

f 0(�k) = '0N�1(�k) +  0N(�k) = 0

oldu¼gundan

'0N�1(�k) = � 0N(�k) (4.6)
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bulunur. (4.1) eşitli¼gi olan

'N N�1 � 'N�1 N = �1

denkleminin � ya göre iki kere türevi al¬n¬r ve burada (4.5) ile (4.6) eşitlikleri göz

önüne al¬n¬rsa

'0N N�1 + 'N 
0
N�1 � '0N�1 N � 'N�1 

0
N = 0

'00N N�1+'
0
N 

0
N�1+'

0
N 

0
N�1+'N 

00
N�1�'00N�1 N�'0N�1 0N�'0N�1 0N�'N�1 00N = 0

elde edilir.  N�1(�k) = 0 eşitli¼gi ile (4.5) ve (4.6) koşullar¬kullan¬l¬rsa

'00N�1(�k) +  00N(�k)� 2
�
'0N�1(�k)

�2 � 2'0N(�k) 0N�1(�k) = 0
bulunur.

Buradan

f 00(�k) = '00N�1(�k) +  00N(�k) (4.8)

= 2
h�
'0N�1(�k)

�2
+ '0N(�k): 

0
N�1(�k)

i
gerçeklenir. (4.5) ve

 0n(�) =
n�1X
j=0

!j j(�)('n(�) j(�)� 'j(�) n(�))

'0n(�) =
n�1X
j=0

!j'j(�)('n(�) j(�)� 'j(�) n(�))
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eşitlikleri yard¬m¬yla

'0N�1(�k) =

N�2X
j=0

!j'j(�k) j(�k)

=
N�1X
j=0

!j'j(�k) j(�k)

bulunur ve buradan

'0N(�k) =
N�1X
j=0

!j'j(�k)('N(�k) j(�k)� 'j(�k) N(�k))

= �
N�1X
j=0

!j'
2
j(�k)

 0N�1(�k) =
N�2X
j=0

!j 
2
j(�k) =

N�1X
j=0

!j 
2
j(�k)

eşitlikleri elde edilir. (4.5) ifadesinden n 2 [1; N ] için

f 00(�k) = 2

24 N�1X
j=0

!j'j(�k) j(�k)

!2
�
 
N�1X
j=0

!j'
2
j(�k)

!
:

 
N�1X
j=0

!j 
2
j(�k)

!35
bulunur.

'n ve  n lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan Hölder eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

f 00(�k) < 0

eşitsizli¼gi elde edilir.

Son olarak bu bölümdeki önermelerin sonucunda aşa¼g¬daki teorem elde edilir.
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Dördüncü bölümdeki tüm önermeler, Teorem 3.2 ve Ara De¼ger Teoremi kullan¬lacak

olursa aşa¼g¬daki eşitsizlikler elde edilir.

Teorem 4.1 0 � i � N � 1 için �i; �i; e�i s¬ras¬yla (1.1)-(3.8), (1.1)-(1.2) ve
(1.1)-(1.3) problemlerinin özde¼gerleri olmak üzere aşa¼g¬dakiler do¼grudur.

(i) N tek ise

�0 � �0 < e�1 � �0 � e�2 < �1 � �1 � �2 < ::: < �N�2 � �N�2 � �N�1 < e�N � �0

(ii) N çift ise

�0 � �0 < e�1 � �0 � e�2 < �1 � �1 � �2 < ::: < e�N�1 � �N�2 � e�N < �N�1 � �0

(Wang ve Shi 2005)
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N say¬s¬n¬n durumlar¬na göre bu dizili̧sini gra�kle gösterecek olursak

(i) N tek ise

(ii) N çift ise

oldu¼gu görülür.
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