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OZET

Bu calismada parametre tahmin yaklasimlarinda temel olan en Kkiiciik kareler
yontemine ve bircok baska parametre tahmin yontemi icin bir yol gosterici olan
agirhklandirilmis en Kkiiciik kareler yontemine deginilmistir. Ayrica en cok
olabilirlik tahmini ve bunun bir modifikasyonu olan yar1 olabilirlik yontemi
tamtilmistir. Saglam tahmin ediciler ele alinarak bu yontemlerin gelistirilme
nedenlerine deginilmistir. Sonra parametre tahmini amaciyla Tvrdik ve
digerlerinin gelistirmis oldugu stokastik yontem tamtilmistir. Diger yandan
yapilan ¢calismalar dogrultusunda baz noktalar farkedilmis ve bunlarin iizerine
fikir ve goriisler gelistirilerek onerilerde bulunulmustur. Gauss-Newton temelli
algoritmalarin bir c¢ati altinda toplanabildigi gosterilmis ve sonuclar
genellestirilerek bir oneride bulunulmustur. Ayrica Gauss-Newton tabanh
algoritmalardan farkh olarak stokastik arastirma stratejisine dayanan bir
yontem onerilmistir. Birkag¢ siire¢ tasarlanip simiilasyon aracihi@: ile veriler
iiretilmis ve uygulama amaciyla bu cahismada deginilen yontemler ve
yaklasimlar kullamilarak parametre tahminleri yapilip standart hatalan
bulunarak sonuclar1 karsilastirilmistir. Onerilen yontemler ile bulunan
parametre tahminlerinin olduk¢a az sapmal ve kiiciik standart hatal olduklar:

goriilmiistiir.
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ABSTRACT

In this study, the least squares method of the parameter estimation approaches
and the weighted least squares method, which is a guiding method for many
other parameter estimation methods, have been referred to. Moreover, the
maximum likelihood estimation and the quasi likelihood method, which is a
modified version of the maximum likelihood estimation has been introduced. By
addressing robust estimators, the reasons for developing these methods have
been mentioned in the study. Than, the stochastic method, which is developed
by Tvrdik et al., has been introduced for parameter estimation. On the other
hand, certain points have been realized, whereas some theories and opinions
developed as well as some suggestions were made on the approaches. It was
shown that algorithms based on Gauss-Newton can be grouped together and a
suggestion was made via generalizing the results. Besides, a method based on
stochastic search algorithm has been offered as distinct from Gauss-Newton
based algorithms. A few processes have been designed and data has been
gathered via simulation; moreover, the results of the parameter estimation and
standard errors have been identified and were compared by using the methods
and approaches mentioned in this study for application. It was found that the
proposed methods and parameter estimations that were found were slightly

biased and with small standard error.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler

r U U >~ N — S5

Aciklama

Beklenen deger operatorii
Varyans-kovaryans operatorii
Parametre gergek degeri

Parametre tahmini
Parametre uzayindaki herhangi bir deger

Parametre fark vektori

XViil

Gergek parametre degeri ile teorik modelin hatalar1

Parametre tahmini ile tahmin modelinin artiklari
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1. GIRIS

Bu c¢alisma dogrusal olmayan regresyon modellerinin parametre tahminleri
tizerinedir. Dogrusal olmayan regresyon modellerinde model parametreleri dogrusal
degildir ancak bagimsiz degiskenler dogrusal ya da dogrusal olmayan yapida olabilir.
Giindelik yagamda ¢ogu fonksiyonel baginti, katsayilar1 agisindan dogrusal olmayan
bir yapidadir. Dogrusal olmamanin iki kaynagi vardir. Dogrusal olmama durumu,
modelin geometrisinden veya model parametrelerinden kaynaklanmaktadir [Seber ve

Wild, 1989].

Konuyla ilgili olarak Giinay (1972) tarafindan yapilan c¢alismada bazi parametre
tahmin edicileri dahil en ¢ok olabilirlik ile en kiigiik kareler tahmin edicileri
incelenerek bu tahmin ediciler yeterlilikleri, yanliliklari, etkinlikleri ve tutarliliklar
acisindan karsilastirilmistir. Aydin (1992) tarafindan yapilan calismada genel
dogrusal olmayan modellerin normal dagilima sahip hata terimlerine iliskin varyans-
kovaryans matrisi i¢in ileri siiriilen dnsel dagilimin olabilirlik fonksiyonu tizerindeki
etkileri incelenmistir. Candan (1995) tarafindan yapilan ¢alismada saglam yontemleri
ve saglam regresyon yaklagimlari incelenmistir. Caglar (1995) tarafindan yapilan
calismada dogrusal olmayan regresyon modellerinde Gauss-Newton yaklagimi
yardimiyla olabilirlik fonksiyonu maksimize edilip model parametreleri tahmin
edilmistir. Aksoy (1996) tarafindan yapilan c¢alismada ise dogrusal olmayan
regresyon modeli kurulduktan sonra model artiklar1 arasinda beliren otokorelasyonlar
da modele dahil edilip dogrusal olmayan parametre tahminleri dogrusallastirma

yontemiyle yapilmstir.

Dogrusal olmayan modeller konusunda yapilan c¢alismalarda, dogrusal olmayan
modellerin verilere uydurulmasinin zor ve ugrastirict oldugu goriilmiistiir. Bu
modellerde tahmin i¢in kullanilan algoritmalar yakinsama konusunda bir¢ok
durumda yetersiz kalmaktadir [Box, 1971; Gallant, 1987]. Bu modellerin tahmininde
kullanilan yaklagimlardan bir tanesi modelin dogrusallastirilmasidir. Bu tiir modeller
aslen dogrusal olarak anilir [Bates ve Watts, 1988]. Bu durumda eger tiim

varsayimlar saglaniyorsa olagan en kiiclik kareler yontemi ile bu modellerin



parametreleri tahmin edilebilir [Miller, 1981; McKee ve McClendon, 1994]; fakat
varsayimlar saglanmiyorsa bulunan tahminler yanli bulunur [Chatterjee ve Price,
1991; Hamilton, 1992]. Ayrica, bu yonde yapilan dogrusallastirma girisimleri ile elde
edilen yapilarin uygunlugunda bazi belirsizlikler bulunabilmektedir. Bununla birlikte

parametre tahminlerinin bazen istenmeyen 6zellikleri olabilmektedir [Gallant, 1987].

Dogrusal olmayan modelin parametrelerine gore dogrusallastirma islemi cebirsel
olarak gerceklestirilemiyorsa bu modeller dogrusal olmayan modeller olarak anilir
[Gallant, 1987; Bates ve Watts, 1988]. Bu modellerin tahmininde iki yontem s6z
konusudur. Birincisi, model uydurma i¢in giiclii ve etkili bir iteratif algoritmanin
kullanilmasidir. Bu algoritmalar karmasik modeller icin tasarlanmustir. Ikincisi,
Gauss-Newton ve Newton-Raphson algoritmalarinin uyarlamalarina dayanir [Seber
ve Wild, 1989; Bronson ve Naadimuthu, 1997]. Uyarlanmamis algoritmalar
yakinsama sorunlar1 dolayisi ile giivenli degildir. Bundan dolay1 algoritmalar farkli

modeller i¢in farkli sekillerde uyarlanarak kullanilmaktadir [Seber ve Wild, 1989].

Dogrusal olmayan model tahminlerinde Gauss-Newton ve Newton-Raphson
algoritmalar1 yaygin olarak kullanilmasina ragmen bu algoritmalarda baslangic
noktasinin se¢imi olduk¢a onemlidir. Uygun olmayan baslangi¢c noktalar1 uygun
olmayan ¢oziimler elde edilmesine neden olabilecegi gibi ¢éziim zamani1 bakimindan
da ekonomik olmayabilir. Bu nedenle baslangi¢c noktasinin se¢iminden ¢ok fazla
etkilenmeyen bazi sezgisel yontemler onerilmistir. Cok degiskenli bir fonksiyonun
yerel minimumunu bulduran bir algoritma Nelder ve Mead (1964) tarafindan
gelistirilmigstir. Bu algoritmada Nelder ve Mead tepe noktalariyla ortaya ¢ikan basit
geometrik sekle simpleks adini vermiglerdir. Bundan dolay1 bir fonksiyonun
minimizasyonunu aragtiran bu metoda “Nelder-Mead Simpleks Algoritmasi” yada
kisaca “simpleks algoritmasi1” da denir. Ancak bu adlandirma dogrusal programlama
problemlerinin  ¢oziimiinde kullanilan Dantzig ve digerlerinin metoduyla
karistirilabildiginden bu yonteme “Nelder-Mead Politop Algoritmasi” da
denmektedir [Nash ve Walker-Smith, 1987]. Daha sonralar1 Nelder-Mead
algoritmasina dayali farkli yontemler onerilmistir. Bu yontemlerden biri, Tvrdik ve

arkadaslar1 (2006) tarafindan Onerilen stokastik bir algoritmadir. Bu algoritma



uyarlamis populasyon-tabanli yaklagima dayalidir. Bu yontem, fonksiyonun belirli
bir bolgesinde birden fazla noktaya (populasyona) dayali olarak arama yapan
stokastik bir yaklasimdir. Dolayisiyla bu yontemin yerel minimum ve yerel
maksimum noktalara takilma olasilig1 oldukga diisiiktiir. Bu yontemlere iligkin

ayrintilar ¢alismanin dordiincii boliimiinde verilmistir.

Bu calismada dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre tahmini igin iki
farkli yontem Onerilmektedir. Bu yontemlerden biri stokastik arama stratejisi
dahilinde olan stokastik yontemdir. Digeri Gauss-Newton temeline dayali iteratif bir

yontemdir.

Tvrdik algoritmasinda Nelder-Mead yontemindeki tepe noktalarinin (simpleks) her
bir iterasyonda farkli se¢cimleri s6z konusudur. Bu yontemde tepe noktalarinin her bir
iterasyonda degismesi elde edilen sonuglarda iyilesmenin oldukca yavas olmasini
beraberinde getirmektedir. Bu calismada Onerilen stokastik yontemde ise her bir
iterasyonda mevcut tepe noktalari korunmaktadir. Bu sayede yontem uygun ¢oziime
daha hizl1 yakinsamaktadir. Calismada Onerilen iteratif yontemde ise aykir1 degerler
ve degisen varyans durumlarinda parametre tahmini yapilabilmektedir. Bu yontem
diger bazi iteratif yontemleri i¢inde barindiran genel bir algoritmaya dayalidir.

Onerilen yontemlere iliskin ayrintilar calismanin besinci bdliimiinde yer verilmistir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde dogrusal olmayan regresyon modelleri genel olarak
tanmitilmisgtir. Ayrica bu boliimde en kiiciik kareler ve agirliklandirilmis en kiicilik
kareler yontemine deginilmistir. Ugiincii bélimde dogrusal olmayan regresyon
modellerinde parametre tahminleri i¢in kullanilan iteratif yontemlerden bazilari
tanitilmistir. Dordiincii boliimde Tvrdik ve digerlerinin (2006) dogrusal olmayan
regresyon modeli parametrelerinin tahminine yonelik yontemi ele alinmistir. Beginci
boliimde Onerilen tahmin yontemleri agiklanmigtir. Altinct boliimde deginilen tahmin
yontemleri ile 6nerilen yontemler simiilasyon sonuglarina gore karsilastirilmistir. Son

boliimde elde edilen bulgular ve sonuglar tartigilmistir.



2. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON MODELLERINDE PARAMETRE
TAHMINI

Parametreler acisindan dogrusal olmayan regresyon modeli
yi = f(x.0.)+s , i=12,..,n (2.1)

seklinde ifade edilir. Bu modelde &, rassal hata terimi olup, bu rassal degiskenlerin
bagimsiz ve & ~(0,0°) olduklari varsayilir. Modelde f  fonksiyonu beklenen
fonksiyonu, X, vektorii bagimsiz degiskenleri ve € vektorii p tane bilinmeyen
dogrusal olmayan parametreleri ifade eder. Parametre vektoriiniin gergek degeri 6.
seklinde ifade edilmistir. Dogrusal olmayan regresyon modellerinde  E(Y;)

parametrelerin dogrusal olmayan bir fonksiyonu olmak {izere parametrelerine gore
tiirevlerinden en az bir tanesi en az bir parametreye bagimhidir [Bates ve Watts,
1988; Bierens ve Gallant, 1997], bu 6zellik parametrelere gore dogrusal olmamanin
bir gostergesidir. Varsayimlari bu sekilde verilen modelin parametrelerinin

tahminleri en kiiciik kareler yontemiyle bulunabilir.

2.1. En Kiiciik Kareler Yontemi

Herhangi bir € igin 1, =y, - f(x,0) artiklar iizerinden dogrusal olmayan model

icin artik kareler toplami fonksiyonu
s(0)=[y - f(x.6)] 2.2)
i=1

seklinde ifade edilir. Buna bagli olarak en kiiciik kareler tahmini 6 ile gosterilir ve

S(6) kareler toplamu fonksiyonunu minimize eder. S(6) fonksiyonunda f(x;,0)

fonksiyonlart p bilesenli € vektdriine gore tlirevlenebilirse minimum noktada



oS (6 . - .
% ,=0,1=12,...,p sonuglari gegerlidir. Bu denklemlerin sayisal yontemlerle
]

A

¢Oziimiiyle @ parametre tahmin vektoriiniin bilesenleri olan éj parametre

tahminleri elde edilmis olunur. Bununla birlikte 0 parametre tahminine bagl olarak

e=y—f (Xi,é) model artiklarimi gostermektedir. Parametre vektoriiniin gercek

degeri 6. seklinde ve herhangi bir deger @ olarak ifade edilmistir. Dogrusal

olmayan regresyon modellerinin parametre tahminleri asamali olarak yapildigindan
herhangi bir @ vektoriiniin bir degisken gibi ele alinarak incelenmesi gerekmektedir.
Parametre vektorlinlin iyilestirilmesi arka arkaya yapilan iteratif tahminlerle
gerceklestirilmektedir. Bu tahminler ilgili iterasyonu bagladigindan iyilestirilen &

degerleri birer ara tahmin olmakla birlikte sadece iterasyon numarasi seklinde

indislenmistir. Bu degerlerin sonu¢ € parametre tahmininden ve gergek 6.

parametre degerinden farkli oldugu ifade edilir.

n gozlemli, p  parametreli dogrusal olmayan regresyon modeli kisaca

y="f(6.)+¢ seklinde gosterilerek f(0) vektor fonksiyonunun bilesenlerinin 6

parametrelerine gore kismi tlirevleri Z matrisinin satirlarini  olusturmak iizere

asagidaki matris notasyonu verilmistir.
f(x.0)="f(0)

£(0)=(1,(0).1,(8)..... f,(6)) (2.3)

A

€ parametre vektorliniin ger¢ek degeri 6, ve parametre vektOriiniin tahmini 6

olmak {lizere Z matrisi asagidaki gibi gosterilmistir.



7 —2(0)= 01, [afiw)] ]
60t [Z ae] ij O,
2.4)
i)
S(6) artik kareler toplam fonksiyonu
5(0)=(y=1(0)) (y-1(9) =]y~ (o) (2.5)

seklinde yazilarak 6, degeri civarinda f(0) vektoriiniin Taylor serisi agilimi

ot (9)

0 o, ile f(0)=f(6,)+Z,(0-6,) kullamlarak artik kareler

Z,=2(6)=

toplami S (H)EHy— f(6,)-2, (6?—6?,()”2 sekline getirilir ve 6 vektdriine gore

minimize edilmesiyle ¢6ziim 6, ,, seklinde gosterilerek asagidaki sonug elde edilir.

-1
O =6 +(Z&Zk) ZIE [y_ f(‘gk)]
(2.6)
lim g, =0
Bu iterasyonlar Gauss-Newton yontemi olarak bilinir [Bates ve Watts, 1988]. Bu

iteratif islemler 6rnegin 6 =10"° icin

<5 , j=12,.,p 2.7)

sart1 saglanana kadar devam ettirilir [Denison ve dig., 2003].



S(6) artik kareler toplam fonksiyonu minimum noktada

O

oldugundan artik vektorii y— f (é) =e ile dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in

normal denklemler Zt(y— f (é))=0 — Z'e=0 seklinde yazilir. Bu ifade

dogrusallagtirma dolayis1 ile dogrusal regresyon modelindeki normal denklemler ile
karsilastirma kurar [Gallant, 1987]. Bu sekilde dogrusal olmayan regresyon

modelleri i¢in normal denklemler olusturulmus olunur.

Gergek 6, degeri civarinda (@) vektorinin  Z,=Z(6.) ile Taylor serisi

2

actlimi (19) =~ f (9*)+Z*(6’—6’*) kullanilarak S(H) = Hy— f (19*)—2*(9—6’*)

artik kareler toplam1 € vektoriine gére minimize edilmesiyle

A -1

0=0.+(22.) Z¢ (2.9)
elde edilir. Bu ifade kullanilarak

E(d)=0. . V(é)zaz(ZiZ*)_l (2.10)

A A A A 112
sonuclari bulunur. Biiyiik hacimli n icin Z=2(0) , S(&) =Hy— f(@)” ve
s’ = S(é) / (n—p) olmak tizere 0 tahmininin varyans-kovaryans matrisi tahmini
V(é):sz(ZtZ)_l olarak bulunur. Burada 7 matrisi (yaklagik olarak) en son

iterasyonla elde edilen 6 en kiigiik kareler tahmini vektdriine bagli olarak elde

edilen kismi tiirevler lim Z, = 7= Z(é) matrisidir. Eger n 0Ornek ¢ap1 yeterince



bliyiikse asimptotik sonuglar dogrultusunda en kii¢iik varyansli parametre tahminleri
bulunmus olur. Ornek capi arttikga ve sonsuza yaklastikca yansiz ve en kiigiik
varyans Ozelliklerine yaklasilir [Bates ve Watts, 1988]. Bu sekilde istatistiksel testler
ve giiven araliklart yaklasik bir uygunlukta bulunabilir [Gallant, 1987; Bierens ve

Gallant, 1997].

Gauss-Newton yontemi bazi durumlarda ¢ok yavas ilerleyebilir ve bunun i¢in bir¢ok

iterasyonun yapilmast gerekebilir. Bazen S(@k) degerindeki artisa bagl olarak

yanlis bir yonde ilerlenebilir. Gauss-Newton algoritmasinin  bagarisinin

ylkseltilebilmesi i¢in birgok yaklasim 6nerilmistir. Bunlardan biri kesirli artislarin
kullanilmasidir [Bates ve Watts, 1988]. Buna gore k. iterasyon ,bA’k =
(Z;Zk)f1 Z\[y-f(6,)] standart artis vektorii ile 6, =6 +f, olmak iizere
S(6,.,)<S(6,) ise bir sonraki iterasyona gegilir; ancak S(6,.,)>S(6,) ise f,
yerine + ﬁk artis vektorii olarak kullanilir. Belirli sayida denemeden sonra S(6,.,)

degerinde bir azalma saglanmiyorsa islemler durdurulur. Temel Gauss-Newton
algoritmasinda yapilan diger bir uyarlama Levenberg-Marquardt algoritmasidir.

Levenberg-Marquardt algoritmasina gére K +1 iterasyonu

O =0, +(2:2,+2,0,) Zi [y - £(6))] @2.11)

seklinde bulunur. Her bir asamada artik kareler toplamimi diisiirecek sekilde bir

A, >0 degeri bulunulmaya calisilir. Bunun i¢in genel olarak iki farkli yaklasim
bulunmaktadir. Ornedin herbir iterasyonda A =10"° den Dbaslanarak
S(6,,,)<S(6) kosulu saglanana kadar 4, tekrar tekrar 10 ile ¢arpilip artirilarak
deneme yanilmayla hesaplanir. Bu sekilde minimum 4, bulunur. Yada her bir
iterasyonda S(6,,,)<S(6,) kosulu saglandig: siirece A, biiyiik bir degerden onar

onar kiiciiltiiliir. Buradaki genel strateji her bir iterasyonda artik kareler toplamini

azaltacak sekilde A, degerini miimkiin olan en kiiciik degerinde tutmaktir [Bates ve



Watts, 1988; Seber ve Wild, 1989; Denison ve dig., 2003]. Bu yaklasim Marquardt
uzlagmasi olarak bilinir, ¢linkii artis vektorii Gauss-Newton ile en hizli azalis yonii

arasinda bir yerde bulunur [Nash, 1979; Bates ve Watts, 1988].
2.2. Genellestirilmis En Kii¢iik Kareler Yontemi

Bu yontem agirliklandirilmis en kiiciik kareler yontemi olarak da bilinir.
Genellestirilmis yada agirliklandirilmis en kiigliik kareler yontemi ¢atisi altinda
bircok yaklasim toplanmaktadir [Denison ve dig., 2003]. Onerilen regresyon
modelinin hatalar1 homojenlik (bagimsiz ve sabit varyansl) sartlarin1 saglamadiginda
en kiiclik kareler yontemiyle elde edilen parametre tahminleri gercek degerleriyle
ilgisiz bulunur [Bates ve Watts, 1988]. Hatalarin varyanslarinin degiskenlikleri ve
hatalar arasinda belirgin korelasyonlar mevcut ise hatalar uygun bir sekilde
agirliklandirilarak yeni elde edilen hatalarin homojen olmalar1 saglanir. Bu yaklasim
matris manipulasyonu temeline dayanmakla birlikte hatalar iizerinden doniistim
gergeklestirilmis olunur. Bu sekilde homojen hatalara sahip hale getirilen regresyon

modelinden parametre tahminleri olagan en kiiclik kareler yontemi ile bulunur.

Tanim olarak vy, = f (Xi,é?*)+gi ,1=12,...,n modelinin hatalarinin E(g)=0 ve

V(e)=E(ge') =0V 0zellikleri bulunuyorsa, bu durumda V matrisi bilinmemekle
birlikte hatalarin temsili olarak onerilen regresyon modelinin artiklar1 incelenerek V
matrisinin tahmini yapilabilmektedir. Bu agidan V  matrisi tahmini regresyon
modeline bagimli oldugu gibi tahmin i¢in kullanilan ydntemlere de bagimlidir.
Genellestirilmis en kiigiik kareler yonteminin biitiinliiglini bozmamak i¢in V
matrisinin bilindigi varsayilarak V =K® olacak sekilde simetrik K'=K matrisi
bulunur. Sabit bir matris olarak alinan K matrisi aracilig ile hatalar homojenlik

sartlarim saglar hale getirilir. Bu sekilde t (yota) hatalari E(1)=0 ve V(:)=o"l

ile homojenlik sartlarini saglar.
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E()=K'E()=0
Kle=1 — (2.12)
V() =K V()K" =K 'g? VK" =571
K™ doniisimiiile y= f (9*)+g modeli su sekle getirilir:
y=f@)+e —» Kly=K'f(@)+K'e = z2=9(6.)+1
(2.13)

K'ly=z , K'f(6)=9@.) , Kle=:

Bu sekildeki bir doniistiirmeden sonra elde edilen modele olagan en kiiciik kareler
yontemi uygulanarak genellestirilmis en kiigiik kareler yontemi tamamlanir. Daha
sonra homojenlik sartlarini saglayan hatalara sahip olan doniistiiriilmiis modelin

parametre tahminleri yapilir [Seber ve Wild, 1989].

_K'z (2.14)

aracihgiile R.=R(6.) , R= R(é) ve R =R(§) kullanilarak agirhklandirilmis

en kiigiik kareler yontemi sonuglari benzer sekilde olusturulur.

Agirliklandirilmis z = g(6.)+: modeli dogrusallastirilarak olagan en kiiciik kareler
yontemi ile Gauss-Newton iterasyonu bulunur. R =R(6,) ile 6, civarinda

9(@)=9(6,)+R (60-6,) acilimi yardimiyla kareler toplami

5(0)=lz-9(0) =lz-9@)-R.O-0, 2.15)
fonksiyonunu minimize eden ¢6ziim

0, =0, +(RIR) R (z-9(8,)) (2.16)
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seklinde bulunur. Buradan R, =K™'Z, ile birlikte Gauss-Newton algoritmasi

ek+1=ek+(z;v-lzk) ZV ' [y-1(6)]
(2.17)
lim 6, = 4,

k—o0
yardimiyla éG genellestirilmis en kiiciik kareler tahminine ulasilir.

Veri kaybimin bulundugu tibbi alanlar i¢in gelistirilmekle birlikte agirliklandirma
yaklagimlarimin genellestirildigi teorik bir c¢alisma olan Lipsitz ve dig. (2009)

tarafindan yazilan makaleye bakilabilir.

Baz1 kaynaklarda farkli amaclara yonelik her ¢esit agirliklandirmay: igine alan
“agirliklandirilmis en kiigiik kareler yontemi” bagligi daha genel bir adlandirmayi
ifade ederken, “genellestirilmis en kiiciik kareler yontemi” baslig1 agirliklandirma
amactyla sadece hata varyans-kovaryans matrisinin (tahmininin) kullanimina isaret

etmektedir [Jureckova, 1977; Bunke ve Bunke, 1989].

Herhangi bir 0 ile artik kareler toplam1 fonksiyonu

s(0)=lz-9(0) =[z-9()[[z-a(o)]=[y-F(OTV ' [y-f(0)] @1®)

seklinde agirliklandirilarak minimize edilmesiyle AR [y f (9)} 0 normal
denklemlerine varilir [Seber ve Wild, 1989]. g(8) veya f(8) beklenen fonksiyonu
6. civarinda @(#)zg(b.)+R.(0-6.,) veya f(O)=f(6.)+Z.(0-6,) Taylor

acilimi yerine konup S(#) kareler toplami fonksiyonunu minimize eden sonug
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0, ~0.=(RIR.) RY o19)

(zvz.) zVv e

bulunarak é’G genellestirilmis en kiiclik kareler tahmininin beklenen degeri ve

varyansi sirasi ile
E(d)=6. . V(d)=0’(RR) =c*(zv"Z.) (2.20)

seklinde elde edilir. Eger gozlem sayisi yeteri kadar biiyiikse R, = R(H*) yerine

R=R (éG ) kullanilarak parametre tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi tahmini

V(@) =5 (RR) =s°@V'2)"

s’ =5(6,)/(n-p) (2.21)
: [Z_ g(ée)}t [Z_ g(ée)}

- [y-1@)[v[y-1@)]

n-p
seklinde bulunur (Burada agirlik matrisi V™' =W seklinde ifade edilir).

2.3. Parametrelerin Baslangi¢c Degerlerinin Secimi

Egrisellik dolayisiyla birden fazla yerel minimumun mevcut olabilmesine bagh

olarak parametrelerin 6, baslangi¢ degerlerinin se¢imi iterasyonla bulunacak olan

parametrelerin sonu¢ tahminlerini etkiler. Baslangic degerlerine bagli olarak
iterasyonla farkli bir noktaya yakinsama gerceklesebilir veya higbir yakinsama
gerceklesmeyebilir [Bates ve Watts, 1988]. Ayrica hata varyansi biiyiik ise birden

fazla yerel minimum nokta mevcut olabilir [Nash ve Walker-Smith, 1987]. Bununla



13

birlikte arastirmanin en zor sonuglarindan biri elde edilen tahminler fiziksel olarak
miimkiin olan sonuglardan biri olabilecegi gibi birden fazla minimum nokta bu
sonuclar1 destekleyebilir [Agarwall ve O’Regan, 2003]. Bu nedenlerden dolay1
istenen sonuca ulagsmak icin baslangi¢ degerleri rasgele secilmemelidir. Dogru
parametre degerlerine yakin olan basarili baslangic degerleri yakinsama zorluklarini
azaltir [Nash, 1979]. Gauss-Newton modifikasyonu olan Levenberg-Marquardt

algoritmas: baslangi¢ degerlerinin se¢imine daha az duyarli olmakla birlikte 6,

baslangicinin dikkatli se¢imi iterasyonlarin sayisini diisiirebildiginden bir avantaj

saglar.

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametrelerin ¢ogu zaman fiziksel

anlamlar1 bulunur. Bu durum 6, baslangi¢ degerlerinin se¢iminde oldukga yardimci

olabilmektedir [Gallant, 1987]. Modelin davraniglarin1 anlamak agisindan
parametrelerin farkli farkli degerleri icin beklenen fonksiyonun grafiginin ¢izimi
oldukca yardimci olabilmektedir; parametre degerlerindeki degisimlere bagl olarak
model davraniglarindaki etkiler gozlenebilir [Hamilton, 1992]. Limitler veya 6zel
bazi noktalar parametrelerin degerleri konusunda 6nemli bilgiler verebilir. Bunun
yaninda, verilerin genel egilimleri géz Onilinde bulundurularak parametrelerin
baslangi¢ degerleri fiziksel ve geometrik olarak bulunabilir [Bates ve Watts, 1988].
Bu yolun disinda, yardimci denklemler ¢ikarilarak parametrelerin baslangi¢ degerleri

bulunabilir [Gallant, 1987].

Bazi durumlarda beklenen fonksiyonun yapisi bazi doniisiimlere imkan verebilir. Bu

sayede parametreler icin 6, baslangic degerleri elde edilebilir. Bu doniisiimlerden

biri ile model parametrelerine gére dogrusallastirilabiliyorsa dogrusal en kiiciik
kareler ile donustiiriilmiis parametrelerin baslangic degerleri bir uygunlukta
bulunabilir. Bu baslangi¢ degerleri dogrusal olmayan € parametrelerinin baslangi¢
degerlerinin elde edilesinde kullanilabilir [Bates ve Watts, 1988]. Ancak
dogrusallagtirma islemi hata yapisinin degismesine neden olur. Bununla birlikte
parametrelerin baslangi¢ degerleri model parametrelerine gore dogrusallastirilarak

olagan veya agirliklandirilmis en kiigiik kareler yontemi ile veya saglam yaklasimlari
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[Huber, 1972, 1977] ile bulunabilir. Eger dogrusallastirma miimkiin degilse bir veya
birka¢ parametre etkisizlestirilerek model geri kalan parametrelerine gore
dogrusallastirilabilir ve olagan veya agirliklandirilmis en kiigiik kareler yontemi ile
bu parametrelerin baslangi¢ degerleri tahmin edilebilir [Huber, 1977; Gallant, 1987;
Bates ve Watts, 1988; Bunke ve Bunke, 1989].

2.4. Kareler Toplami Fonksiyonunun Minimizasyonu ve Iteratif Algoritmanin
Secimi

Birbirinden bagimsiz sabit varyansli beklenen degerleri sifir olan hatalar varsayimi
altinda en kiiciik kareler yaklasimiyla bulunan parametre tahminleri artik kareleri
toplam1 fonksiyonunu minimize eder. Regresyon modelinin tek parametresi
bulundugunda kareler toplaminin optimal noktasinda ilk tiirev sifir, minimum nokta
oldugunun gostergesi i¢in ikinci tiirev pozitif olmalidir [Bronson ve Naadimuthu,
1997, Bates ve Watts, 1988]. Birden fazla parametre arandiginda incelemeler
cokdegiskenli fonksiyonlarin ekstremumlarinin incelenmesi problemine doniisiir.
Cok boyutlu uzayda ¢ok daha karmasik yapilanmalar olabileceginden ekstremum
incelemeleri ¢ok daha zorlagir. Bu tiir problemlerin ¢dziimii i¢in birgok algoritma
gelistirilmis olmakla birlikte optimum c¢oziimler garanti edilememektedir [Nash,
1979; Nash ve Walker-Smith, 1987; Bronson ve Naadimuthu, 1997; Rardin, 1998].
Parametrelerin tahminleri i¢in kareler toplaminin minimum noktasinda parametreler
acisindan birinci mertebeden kismi tlirevler sifir, ikinci mertebeden kismi tiirevlerden

olusan Hessian matrisi pozitif definit (biitiin 6zdegerleri pozitif) olmalidir.

Istatistiksel arastirmalarda minimizasyon problemi icin temel olarak en hizli azalis
yontemi ve Gauss-Newton yOnteminin uyarlamalari veya Newton-Raphson
metodunun yaklasikliklar1 kullanilir. Istatistiksel arastirmalar igin gelistirilen
algoritmalarin bir ¢ogu bu yoOntemlerden tiiretilmistir. Parametrelerin giivenilir
tahminlerine ulagsmak icin artik kareler toplami fonksiyonu dahilinde ¢ok degiskenli
fonksiyonlarin ekstremumlarini arastiran algoritmalar kullanilabilir. Istatistiksel
amaglar icin uyarlanmig Levenberg-Marquardt yoOntemi, Quasi-Newton yontemi

[Rardin, 1998], Simpleks yaklasimi, Hooke-Jeeves yolu arastirmasi, Rosenbrock
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yolu arastirmasi, Fletcher-Powell yontemi, modife edilmis yol arastirmasi
algoritmalar1 kullanilabilir [Nash ve Walker-Smith, 1987; Bates ve Watts, 1988;
Bronson ve Naadimuthu, 1997; Rardin ,1998].

Iterasyonlar ilerledikge model verilerle uyumlu hale gelir. Adim araliklar
kiictildiikge yakinsama i¢in daha ¢ok iterasyon gereklidir. Adim araliklar biiyiidiikge
daha az iterasyon anlamina gelebilir, ancak parametrelerin optimal tahminleri
bulunamayabilir ~ veya  bir  yakinsama  gerceklesmeyebilir. ~ Yakinsama
gerceklesmediginde adim araliklar kiiciiltiilmelidir. Uzayin egriselligi g6z oniinde
bulundurularak uyarlamali/adaptif adim aralikli iterasyonlar da gelistirilmistir [Seber
ve Wild, 1989]. Uygun olmayan baslangic degerleri, modelde fazla sayida
parametrenin mevcut olmasi veya Ornek ¢apinin yeterince biiylik olmamasi sonucu

yakinsama gerceklesmeyebilir [Bates ve Watts, 1988].
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3. DIGER TAHMIN YONTEMLERI

Hatalarin bagimsizligi veya sabit varyans kosullar1 saglanamadiginda parametre
tahminleri olabilirlik yaklagimlariyla bulunabilir. Eger veri ig¢inde aykir1 degerler
bulunuyorsa parametre tahminlerinin bozulmadan yapilmasini olanakli hale getiren

saglam yaklagimlari1 da mevcuttur.
3.1. En Cok Olabilirlik Tahmini

Parametre tahmini olabilirlik fonksiyonunun maksimizasyonu seklinde de
bulunabilir. Bunun i¢in hatalarin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun biliniyor
olmas1 gereklidir. Eger hatalar bagimsiz ise olabilirlik fonksiyonu hatalarin olasilik
yogunluk fonksiyonlarmin ¢arpimi seklinde ifade edilir. Olabilirlik fonksiyonunun
maksimizasyonu yukarida ifade edilen iteratif algoritmalar araciligi ile bulunabilir.
Eger hatalarin varyanslari1 sabit ve normal dagilimli ise ve biiyiik hacimli 6rnekler
mevcutsa en kiigiik kareler tahmini ile en ¢ok olabilirlik tahmini ayn1 degerlerde
bulunur [Gallant, 1987; Seber ve Wild, 1989]. Biiylik hacimli 6rneklerde en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerinin yanliliklar1 azalmakta etkinlik ve tutarlilik 6zellikleri

kesinlesmektedir [Glinay, 1972].

&, hatalar1 bagimsiz ve N (O, 0'2) dagilimindan geliyorsa olabilirlik fonksiyonu

n 0 [y, — f(x,0)]
0,0°) = (220%) " exp| - L3 L= T 3.1
p(yl6.0%)=(270") exp( D D (3.1)
seklinde ifade edilir. Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alinarak

IR [yi_f(xiae)]z
L(H,O'Z):——ln(27r)——ln(0'2)—5; = 52
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fonksiyonu elde edilir. Kolaylik igin o® =V denilerek L(H,v) fonksiyonu 6 ve

vV parametrelerine gore maksimize edilerek parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahminleri elde edilir.

oL n 1
o4 25(0) =0 =c?==5(60 3.3
ov 2v+2v2 (9) - V=e n (9) 3:3)

Ikinci mertebeden tiirev negatif oldugundan elde edilen sonu¢ maksimumdur.

L(H,v) fonksiyonunun @ parametre vektoriine gore tiirevinin sifira esitlenmesi ile

S (6’ ) artik kareler toplam1 fonksiyonu minimize edilir.

oL__ 1 &S

= - = -S> — =
o6 207 06 06

0 3.4)

Bu durumda @ tahmini ve &°= S(é)/ n varyans tahmini en ¢ok olabilirlik

tahminleri olarak bulunur. Bu tahminlerle olabilirlik fonksiyonunun maksimum

degeri

-n/2

p(y 16, &2) =(276*) " e (3.5)

seklinde hesaplanir. @ parametre vektorii ve o’ =V ile artirilmis parametre
vektorii 6, =(¢9t,v)t yardimuiyla bilgi matrisi ve beklenen bilgi matrisi
o’L

' = %000 GO
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L (s ) foL | t
2L 20 \oeod')  oaev )| | 5z40)2@) 0
E(1)=-E| 2= |= _
( ) (8‘9+a‘9+t] o’L o°L t n
—E —E 0 n
- ovee o) | 20
3.7)

seklinde verilir [Seber ve Wild, 1989]. Buna bagh olarak parametre tahminlerinin

varyans-kovaryans matrisi

A -1
A 0 -1 o’L
Vié, )=V = E(I =|-E| ——— 3.8
) U LE0) { (Mﬁﬁiﬂ oY
olarak bulunur. Burada oldugu gibi beklenen bilgi matrisinin tersi 6AL en ¢ok

olabilirlik tahmininin asimptotik varyans-kovaryans matrisidir; asimptotik varyans-

kovaryans matrisi araciligi ile biiylik hacimli n i¢in varyans-kovaryans matrisinin
N N t
tahmininin ¢ikariminda kullanilabilir. Bu durumda 6, = (6’ Y &2) en c¢ok olabilirlik

tahminleri ile

oS(8
a(e )\é= (3.9)
olacagindan varyans-kovaryans matrisinin tahmini
1o’ B Az[ oS j_] 0
/oA 2 - ~2 t 1o t|
V(g \=|_-_0L | _|26° 0600 _ 0toe" ), (3.10)
' 06,00 n
+OY% g, 0! . 26"
26 0 -

seklinde verilir.
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3.2. Yari1 (Quasi) Olabilirlik Tahmini

Bu parametre tahmini en ¢ok olabilirlik tahmini ile bulunan tahmine benzemekle
birlikte ilk iki momenti haricinde bagimli degiskenin dagiliminin bilinmesine gerek
duyulmaz [Wedderburn, 1974; McCullagh, 1983; Seber ve Wild, 1989]. Yari/quasi
taniminin kullanilmasinin nedeni en ¢ok olabilirlik yaklasimina benzemekle birlikte

benzemenin tam olmamasindan dolayidir.

Konuya giris agisindan su problem iizerinde durulabilir. Hatalar normal dagiliyorsa

ve hatalarin varyanslar1 farkli ise hatalar agirliklandirilarak parametrelerin en ¢ok
olabilirlik tahmini asagidaki gibi bulunur. ¢ vektdriinin E(g)=0,V(s)=0c’V

ozellikleri bulundugunda olabilirlik fonksiyonu

p(y|¢9,azv)=(2;mz)’”/2 V[ exp(— [y-f@]V'[y- f(@)]) (3.11)

1
207
seklinde verilir. Parametrelere ve hatalarin varyans-kovaryans matrisine gore

olabilirlik fonksiyonu maksimize edilerek, bu bilinmeyenlerin en ¢ok olabilirlik

tahmin edicileri bulunur. Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alindiginda

L(H,O'ZV):—gln(Zﬂ)—gln(az)—%lnM— 21 [y-f@]V'[y-1©)]
o (3.12)
N I
:—gln(Zﬂ)—gln(o— )—Eln|V|— oy S(9)

fonksiyonu elde edilir. Dogrusal olmayan modelin & parametre vektori ile V
matrisi olabilirlik fonksiyonunun bilinmeyenlerini olusturur. Bir oran goriinimiinde
olan o> parametresi kolaylik igin bir degerinde almabilir: o” =1 . Bu sekilde
bulunmasi gereken V matrisinin tahmini {izerinde durulabilir. Fonksiyonun yapisi
dikkate alindiginda optimal degerleri veren € parametre vektoriinin ve V
matrisinin birlikte bulunmasi zorlu bir ¢oziimii gerektirir. Bagimli degiskenin

dagilimmin bilinmedigi durumlarda yukaridaki problemin tam c¢oézimi gerekli
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degildir, problemin goriiniimii degistirilerek bir ¢oziime ulasilabilir. Boyle durumlar
icin “yar1 olabilirlik tahmin” yaklasimi gelistirilmistir. Konuya su sekilde

yaklasilabilir; yukaridaki logaritma fonksiyonunun f (&) vektoriine gore tiirevinin

oL _ 1y
M_Uzv [y-f(©O)] (3.13)

oldugu gozoniinde bulundurularak I(u) gibi bir “log yari-olabilirlik

fonksiyonunun” oldugu varsayilir. Ayrica E(y)=f(@)=u ve V(y)=0c'V ()

olmak {izere log yar1 olabilirlik fonksiyonu

al(w) _ S
o =V] (y-w) (3.14)

kismi diferansiyel denklemler sistemi ile tamimlanir. Burada I(x) log yar

olabilirlik fonksiyonunun g nun bir fonksiyonu oldugu varsayilir. Bu tanimlar

McCullagh (1983) tarafindan verilmistir. Kolaylik igin I[f(0)] ve V[f(8)]

gosterimleri siras1 ile 1(8) ve V(0) seklinde ifade edilerek 0 en ¢ok yari-

olabilirlik tahminleri

a_,
00
t
%:(s—;j g—f'zo (3.15)

=[z@] VO] [y-f(©)]=0
denklemlerinin ¢oziimii ile elde edilir. @ tahminine yakin 6, civarinda

f(@)=1(6)+2(6,)0-6,) (3.16)
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Taylor acilimi yardimiyla normal denklemler Gauss-Newton yaklasimiyla iteratif
olarak ¢oziilir. Z(0) ve V(0) , 6, noktasmadogru Z, =Z2(6,) ve V, =V (6,)

olarak yaklastirilarak denklem

ZV!y-f(6)-2,6-6)]=0 (3.17)
sekline getirilir. Bu normal denklemlerin ¢oziimiiyle

6., — 6, =5, :(z;vk*zk) ZV !y - 1(6)] (3.18)

iteratif islemler i¢in kullanilan adim elde edilir. Burada k. adimda 6, noktasindaki

degerler kullamlarak bir sonraki asamadaki 6  vektoriiniin yaklagikligi olan

6., =6, +96, vektori bulunur.

O =0, +(ZV, 1z) ZV [y - 1(6)] 519

Iteratif islemlerde agirhig: ifade eden V matrisi de islemlerden etkilenir, bu durum
yart-olabilirlik yaklasimmin bir 06zelligidir. Bir yaklasim sekline simiilatif
uygulamalarda deginilmistir. Yar1 olabilirlik yontemi, en ¢ok olabilirlik yontemi
tizerinde yapilan bir uyarlamadir. Bununla birlikte agirliklandirilmis kareler toplami

fonksiyonu
[y—1(6)-2,0-60)] V' [y- f(6)-Z,(0-6,)] (3.20)
@ vektoriine gére minimize edilerek 6, ,, elde edilir [Seber ve Wild, 1989].

Bilgi matrisi ve beklenen bilgi matrisi
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o’l
0600

o’l

"= e

, I(6L)=—E( J:Z(e*)‘vlz(e*) (3.21)

aracilig1 ile paramere tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi
V©@)=10.)" =[z@)V'206)] (3.22)
ve parametre tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi tahmini

-1

V(0)=6*[Z(0)V'2(0)]

(3.23)
lim @), = 6 limV, =V
olarak elde edilir. Son olarak beklenen degeri bir olan & tahmini
— t ~ —
-f@) |V ly-f@®
&zz[y O [V y-1(0)] G2

n-p

yardimiyla bulunur.

3.3. L1-Norm Minimizasyonu

Artiklarin  mutlak degerleri toplami fonksiyonunu minimize eden degerler
parametrelerin bu yaklagimdaki tahminleridir. Hatalarin ¢ift iistel dagilimdan gelmesi
durumunda en ¢ok olabilirlik tahminleri ile benzer sonuglar1 bulunur. Bunun disinda
hatalarin dagilim fonksiyonlar1 simetrik ve hatalarin varyanslari ayni ise en kiigiik

kareler tahmini ile bulunan sonuglarla benzer sonuglar elde edilir [Oberhofer, 1982].
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Kareler toplam1 S(6) = Z[yi — f(Xi,t9)]2 fonksiyonu Oklit uzay: tabanlidir ve L2-
i=1

norm olarak adlandirilir. Bir alternatif yaklasim olarak Ll-normu olan
Z:|yi - f(xi,6’)| fonksiyonu @ vektoriine gore minimize edilmelidir. Coziimiin zay1f
i=1

tutarliligi i¢in yeterli kosullar Oberhofer (1982) tarafindan verilmistir. Hatalarin
)=—=8€ 7 , —0<g <o (3.25)
20

ile ¢ift iistel dagilimindan gelmesi durumunda L1-norm yaklasimi en ¢ok olabilirlik
tahminini verir. Normal dagilim ile karsilastirildiginda ¢ift tstel dagiliminin daha
kalin kuyruklar1 bulunur. Burada oldugu gibi en kiiciik kareler ile karsilastirildiginda
L1-normu biiyiik sac¢ilmalara daha az bir agirlik verir. Bu yaklasim mutlak degerce
biiyiik artiklarin (aykir1 deger) etkilerine daha direngli oldugundan ¢ogu zaman

saglam (robust) regresyon teknigi gibi kullanilir.
3.4. Saglam (Robust) Tahmin Ediciler

En kiiclik kareler yaklasimi kullanildiginda bazi hatalarin asir1 sagilmasi durumunda
parametre tahmini yansiz olmakla birlikte tahmin en kiiciik varyansh degildir. Biiyiik
mutlak degerli hatalara diistik agirliklar verdiren 6zel agirlik fonksiyonlari1 araciligi
ile agirliklandirma ile en kiiciik kareler yaklasimiyla parametre tahminleri bu

yontemle bulunur [Huber, 1977; Seber ve Wild, 1989].

y, = f(x,0.)+¢ ,i=12,...,n modeline uygulanan 0 en kiiciik kareler tahminine

gore normal denklemler

" of (%, 6) 5 :
STy —f(x,0) =0 , j=12,.., 3.26
2% o[ Y- T.0)] j p (3.26)
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seklinde verilir. Dogrusal regresyona uygulanan saglam yontemi buraya uyarlanarak

0 saglam tahmini

0, of (x,,0) y. — f(x,0) .
E — 7 2 P2 =0 R :1,2,..., 3.27
= 00, |"W( & . P (327

denklemlerinden c¢oziilerek bulunur [Huber, 1981]. Burada y fonksiyonu asiri

degerleri azaltan yada ithmal eden uygun bir agirlik fonksiyonudur. Ayrica 6 yiginin
standart sapmasinin saglam bir tahminidir. Bir¢ok yaklasimdan en cok olabilirlik
fonksiyonlarinin karsilastirildigi ve yaklagikliklarinin incelendigi, bunlarin {izerine
saglam en c¢ok olabilirlik fonksiyonlarmin gelistirildigi Tsou ve Royal (1995)

tarafindan yapilan teorik ¢aligmaya bagvurulabilir.
3.4.1. Saglam (Lp) regresyon

Gozlemlerin homojen olmayan bir dagilimdan gelmesi durumunda 6zellikle normal
dagilimla karsilastirildiginda dagilimin kalin kuyruklar1 olmasi dolayist ile mutlak
degerce biiyiilk hatalar (aykirt degerler) tiretilir ve en kiigiik kareler tahminleri
tizerinde biiyiik etkileri bulunur. Bu biiyiik hatalar en kiiciik kareler egrisini kendi
tizerlerine ¢ektiginden ve bunlara karsi gelen artiklar1 yapay olarak kiiciilttiigiinden
bu biiylik hatalarin belirlenmesini de zorlastirir. En kiiciik karelerin yiiksek diizeyde
etkilendigi gézlem etkilerini azaltan saglam regresyon yaklagimi konusundaki temel
kavramlar Andrews ve dig. (1972), Hill ve Holland (1977), Hogg (1974) ve Hogg’da
(1979) bulunabilir.

Cift tstel dagilimindan gelen bagimsiz &, rassal degiskenlerinin oldugu asagidaki

gibi bir dogrusal regresyon modeli gz 6niinde bulundurulsun.
Vi=6,+pX+e , 1=L2,...,n (3.28)

Parametrelerin tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik fonksiyonunun



25

el &l
L(ﬂoaﬁl)—];[;e = Goy exp(—i_l;] (3.29)

n
maksimize edilmesi mutlak (hatalarin temsili) €, artiklarin toplaminin Z|ei|
i=1

minimize edilmesi anlamina gelir. Mutlak artiklarin toplaminin minimizasyonuna
¢ogu zaman LI1-norm regresyon problemi denir. Cift iistel dagilimdan gelen hatalar
oldugunda en ¢ok olabilirlik fonksiyonu ile L1-norm regresyon problemi dogal
olarak belirmektedir. Eger regresyon modeli parametrelere gore dogrusal ise L1-
norm regresyon problemi bir dogrusal programlama modeli olarak formiile edilir.
Sirastyla u, ve Vv, (i=1,2,..,n) uydurulmus dogrusal yiizeyden olan pozitif ve
negatif sapmalar1 gosterirse parametre tahminleri mutlak artiklar toplamini minimize

eder.

min Z = (U, +V;)
i=1

By+BX+u—-v,=y, , i=L2,...,n
b= Bi-F; (3:30)
ﬂl :ﬂlf_ﬂl”

i " ’ "
uiaviaﬂo’ Oaﬂla 1 ZO

B, ve [, parametrelerinin isaret¢e bir kisiti bulunmaz. Ancak standart dogrusal

programlama algoritmalariyla elde edilen ¢oziimler yansiz parametre tahminleri
degildir. Silken ve Hartley (1973) yansiz ¢6zliimii bulan bir dogrusal programlama
algoritmasi gelistirmislerdir, ayrica yansiz ¢oziim veren bir yaklagima Tarake1 (1992)
tarafindan deginilmistir. Dogrusal programlama yaklasimindaki diger referanslar
Barrodale (1968), Barrodale ve Roberts (1973) ve Gentle ve dig. (1977) seklinde

verilebilir.
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Ll-norm ve  L2-norm  regresyon  modelleri, model  parametrelerini

Zin=1 |ei

regresyonunun 6zel durumlaridir. Genel 1< p<2 durumu i¢in bu bir dogrusal

p

, 1< p<L2 ifadesine gore minimize ederek bulduran Lp-norm

olmayan programlama problemidir. Eger hatalar kalin kuyruklu (normal olmayan)
bir dagilimdan geliyorsa p nin 1.5 civarinda se¢ilmesi ile makul sonuglarin alindigi

ifade edilmistir [Hill ve Holland, 1977; Hogg, 1979].
3.4.2. M-tahmin ediciler

Genel olarak artiklarin p fonksiyonunu minimize eden saglam tahmin edicileri

smiflandirilabilir. Ornegin dogrusal bir regresyon modeline y&nelik
i &)= mi — X 3.31
mﬂm;p( ) mﬁm;p(y. 5 (3.31)

incelemesinde X matrisinin i. satir1 X, vektdrii ve S parametre vektoriidiir. Bu

tiir bir tahmin edici en ¢ok olabilirlik (maximum likehood) dolayistyla M-tahmin

edicisi olarak adlandirilir. Bu sekilde hata dagiliminin se¢imine bagli olarak p

fonksiyonu en c¢ok olabilirlik fonksiyonu ile ilgilidir. Hata dagilimimin normal

olmasina bagli olarak en kiiciik kareler yontemi kullanilmis ise o fonksiyonu

2

%zz yapisindan farkli ise

p(2)=%17" seklindedir. Eger secilen p(z) fonksiyonu
veya regresyon modeli dogrusal degilse artiklar sabit bir say1 ile ¢arpildiginda Es.
3.31 ifadesinin ¢6ziimii farkli bulunur. Bundan dolayr M-tahmin edicisi Ol¢ek
agisindan invaryant (degismez) degildir. Olgek agisindan invaryant olmasimin

saglanmasi i¢in

m}nép(%) - mﬁinép(w] (3.32)

S

ifadesi ¢ozlilmelidir. Burada s 06lgegin saglam tahmininin se¢imi ¢cogunlukla
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s =medyan|e, —medyan(e, )|/0.6745 (3.33)

seklinde alinir. Eger n yeteri kadar biiyiik ise ve hata dagilimi normal ise 0.6745
sabiti s Ol¢egini yaklasik olarak ¢ standart sapmasinin yansiz tahmin edicisi haline

getirir. Yukarida saglam tahmin & seklinde gosterilmekle birlikte burada kolaylik
icin saglam tahmin S olarak, parametrelerin saglam tahmini ise ,5’ seklinde
gosterilmistir. p fonksiyonunun f; parametresine gore birinci mertebeden kismi

tiirevlerinin sifira esitlenmesiyle Es. 3.32 ifadesi minimize edilmis olunur. Bu sekilde

p denklemden olusan
c Yi — X:ﬁ i
Zxﬁ./,[—]:o , j=L2,...,p (3.34)

sisteminde w =p’ ile p fonksiyonunun tiirevidir. Burada dogrusal olmayan

fonksiyonu iteratif yontemlerle ¢oziilmelidir. Bunun i¢in ¢ogu zaman iteratif tekrar

agirliklandirmali en kiigiik kareler ydéntemi kullanilir [Huber, 1981]. Iteratif tekrar
agirliklandirmali en kiigiik kareler yontemi i¢in ilk ,éo tahmininin ve S 0lgek

tahmininin mevcut oldugu varsayilir. Es. 3.34 ifadesindeki p denklem

_Xt’\
W[y. ﬂ]
n S R ]
X, | ————t (yi—xi‘ﬂ):o . j=12,...,p (3.35)

D %o (V=X B)=0 , j=12,...p (3.36)
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yardimiyla agirliklar
X'
l//( yl 5 |IBO ]
WiO = y Xt Ib'\) (337)
i o
S

olarak belirlenir. Matris notasyonu ile Es. 3.36 ifadesi
X'W, X B = X'W,y (3.38)

seklinde yazilir. Burada elemanlar1 Es. 3.37 ifadesinden w,,,W,,,...,W,, seklinde
bulunan n boyutlu kosegen W, agirlik matrisidir. Ayn1 zamanda Es. 3.38 ifadesi

agirliklandirilmis en kiigiik kareler normal denklemleridir. Sirasiyla bir sonraki

adimdaki tahmin edici

B = (XW,X)" X'W,y (3.39)

yolu ile bulunur. Sonraki adimda Es. 3.37 ifadesinde ,[3’0 yerine [?1 kullanilarak

agirliklar tekrar hesaplanir. Bu sekilde iteratif tekrar agirliklandirmali en kiigiik
kareler yontemi, agirliklandirilmis en kiiciik kareler yonteminin arka arkaya

uygulamalari ile gerceklestirilir.

Saglam tahminde ,30 baslangi¢ degerlerinin se¢imi i¢in en kiiciik kareler
yonteminin kullanilmasi asir1 sapmalar dolayisiyla yaniltict olabilir. Bunun yerine

L1-norm tahminleri baglangi¢ degerlerinin se¢imi i¢in uygun bulunmaktadir.

Parametrelerin  gliven araliklarinin  olusturulabilmesi ve modele yonelik

A

aragtirmalarin yapilabilmesi i¢gin £  vektOriinlin varyans-kovaryans matrisinin
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belirlenmesi gerekmektedir. Agirliklandirilmis en kii¢iik kareler yontemine gore

varyans-kovaryans matrisi tahmini

> wi(y, - xB)
i=1 (XtWX )—1
n-p

(3.40)

seklinde bulunur. Burada ,5’ tahmini ve W matrisi en son iterasyonda bulunan

A

¢Ozlimlerdir. Aykir1 degerler mevcutsa S parametre tahmininin varyans-kovaryans

matrisi konusunda bir¢ok oneri bulunmakla birlikte hangi yaklagimin daha iyi oldugu
yoniinde genel bir kan1 bulunmamaktadir. Varyans-kovaryans matrisi konusunda

diger oneriler i¢cin Hill (1979) ve Huber’e (1981) bakilabilir.

Saglam regresyon aykiri degerlerin belirlenmesi agisindan oldukg¢a yardimcidir.

Saglam yaklagiminda agirliklandirilan gozlemler dikkatli bir sekilde incelenmeli ve

agirlig1 oldukea azaltilan gozlemler arastirilmalidir [Huber, 1981].

Cizelge 3.1. z; =€, /s olmak iizere en ¢ok kullanilan p(z) saglam fonksiyonlari

Kriter p(2) w(2) W(2) Aralik

En kiiciik 152 z 1 |Z| <0

kareler 2

?Iull)(ert %ZZ tZ ) 1 |Z| <t

onksiyonu .

| s WO g

Ramsay E, | 1-(1+a]z)exp(-alz)) | zexp(-a|z)) exp(-alz)) | |z|<

fonksiyonu a’

a=03

And i

d;}g;ew a{l—cos (iﬂ sin (Ej —sm(z/a) |Z| =ar

fonksiyonu a a z/a

a=1.339 | 2a 0 0 |z|>ar

Hampel 142 z 1 |Z| <a

fonksiyonu ;|Z| g2 a.sign(z) a/|z| b

2=l e sl | acly) |

b=3.4 a(clg-12%) 7, c_b —— | b<lg<c

a (c-h)|z]

c=85 c-b 6 0 |z|>¢

a(b+c—a) 0




30

Saglam fonksiyonlar1  fonksiyonlarinin davraniglarina gore betimlenebilir.
Artiklara verilen agirliklar1 belirleyen y fonksiyonlarina etki fonksiyonlar1 da
denilmektedir. En kiigiik kareler yaklasiminda y fonksiyonu smirlanmadigindan
kalin kuyruklu dagilimlardan dogrudan etkilenir. Huber t fonksiyonu smirlandirilmig
oldugundan biiyiik artiklardan en kiiciik kareler kadar etkilenmez. Ramsay’in,
Andrew’in ve Hampel’in y fonksiyonlar1 artiklar biiylidiikce daha kiigiik agirliklar
verdirir; bu agidan bu fonksiyonlar olduca direnglidir. Ramsay y fonksiyonu
uyumlu indirgeyicidir. Andrew dalga fonksiyonu ve Hampel fonksiyonu sert

diisiiriictidiir, | z | yeteri kadar biiylikse i fonksiyonlar1 sifir degerini vermektedir.

Saglam tahmin, regresyonda mutlak degerce biiyiik artiklarin etkilerinin azaltilmasi
cabalar1 iizerine gelistirilmistir. Bundan dolayr dogrusal regresyon modellerine
uygulanan saglam yaklasimlart dogrusal olmayan regresyon modellerine de
uygulanmaktadir [Bunke ve Bunke, 1989]. Saglam yaklagiminin tip alanindaki

uygulamalarinin bulundugu Cook ve digerlerinin (2009) makalesine bakilabilir.
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4. PARAMETRE TAHMINI iCiN TVRDIK YONTEMI

Tvrdik ve dig. (2006) dogrusal olmayan regresyon modeli parametrelerinin tahmini
amaciyla sezgisel bir yontem Onermislerdir. Bu yaklasimda parametrelerin uygun
olmayan baslangic degerlerinde baglayan iterasyonla makul bir siire igerisinde
giivenilir parametre tahminlerine ulasildig: ifade edilmistir. Gauss-Newton tabanli
Levenberg-Marquardt algoritmalarina dayanan standart istatistik paket programlari
parametrelerin  giivenilir tahminlerinin arastirmasinda bazen yada ¢ogu zaman
basarisiz olmaktadir. Tvrdik ve dig. (2006) bircok istatistik paket programlarini
cesitli zorluk seviyelerindeki modellere denemisler ve denemelerin yaklasik
yarisinda tamami ile basarisiz olunulmus yada parametrelerin tahminleri olmasi
gereken degerlerden belirgin sekilde farkli bulunuldugu ifade edilmistir. Bu yaklagim
ile siirekliligin  oldugu problemlerde kutu kisitlar1 aracihigi ile global
optimizasyonunun kosullarinin olugsmasi saglanmaktadir. Levenberg-Marquardt veya
Gauss-Newton deterministik algoritmalari ile karsilastirildiginda onerilen stokastik
aragtirma yaklagimlarinin tahmini yapilacak parametrelerin baslangic degerlerine
gereksinim duymadigi ifade edilmektedir. Buradaki global optimizasyonu incelemesi
1970’11 yillardan beri {izerinde diisiiniilen ¢oziimii zor olan bir problem olmakla
birlikte problemin ¢6ziimii i¢in temeli simiilasyona dayanan ve bununla birlikte
sezgisel yaklasimlar da dahil bir¢ok oneri ileri stiriilmiistiir [Spall, 2003; Back, 1996;
Deb, 2005; Winter ve dig., 2005; Wolpert ve Macready, 1997; Price, 1977; Nelder ve
Mead, 1964; Ali ve Torn, 2004; Storn ve Price, 1997; Solis ve Wets, 1981].

Bu yontem i¢in Nelder-Mead (1964) yonteminin anlagilabilmesi 6nemli oldugundan
ilk 6nce bu konuya deginilmelidir. Ik olarak iki boyutlu uzaydaki yaklagim
anlatilmaya calisilmis daha sonra bu yaklasim yiiksek boyutlu uzaylara
genellestirilmistir [Brent, 1973; Nash ve Walker-Smith, 1987].

4.1. Nelder-Mead Yontemi

Cokdegiskenli bir fonksiyonun bir yerel minimumunu bulduran simpleks algoritmasi

Nelder ve Mead tarafindan gelistirilmistir. Tepe noktalariyla ortaya c¢ikan basit
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geometrik sekil simpleks olarak adlandirilir. Bundan dolayr bir fonksiyonun
minimizasyonunu arastiran bu metoda “Nelder-Mead Simpleks Algoritmasi” yada
kisaca “simpleks algoritmasi1” da denir. Ancak bu adlandirma dogrusal programlama
problemlerinin  ¢oziimiinde kullanilan Dantzig ve digerlerinin metoduyla
karistirillabildiginden bu yonteme “Nelder-Mead Politop Algoritmast” da
denmektedir. Kelime olarak “politop” terimi tepe noktalar1 araciligi ile olusan
geometrik sekli vurgular [Nash ve Walker-Smith, 1987]. Simpleks algoritmasinda iki
degisken icin simpleks bir liggen olmak iizere liggenin ii¢ kdse noktasindaki
fonksiyonun degerlerinin karsilastirilmasi temeline dayanir. Iki degiskenli f(X,Y)
fonksiyonunun en biiyiik degerli oldugu en kétii kdse noktasi red edilerek yeni bir
kose noktasi ile degistirilir. Bu sekilde elde edilen liggenlerin biiyiikliikleri azalirken
minimum noktanin koordinatlarina yaklasilir. Genel olarak N boyutlu uzayda
genellestirilmis politop N+1 kdse noktasi ile ifade edilir. Bu durumda algoritma ile N
degiskenli fonksiyonun minimumu bulunur. Hesaplamalar1 yogun ancak temel
mantig1 sade ve gradyent temelli algoritmalarla karsilagtirildiginda 6zellikle boyutu

oldukea yiiksek fonksiyonlarin ¢oziimiinde daha etkin oldugu ifade edilmektedir.

Iki boyut i¢in iterasyon su sekilde ilerletilir.

-LGH Baslangi¢ Uggeni

Minimize edilecek f(X,y) fonksiyonu olmak iizere, baslangicta belirlenen iiggenin
tic kose/tepe (vertex) noktast V, =(X.,Y,),k=1,2,3 olsun. Buna bagl olarak
f(x,y) fonksiyonunun ii¢ noktasindaki z, = f(X,,Yy,),k=1,2,3 degerleri teker
teker bulunur. Sonra her bir iterasyon i¢in alt indisler 7z, <z,<z, seklinde
diizenlenir. Iki boyutlu diizlemde kdse noktalarinin en iyi veya en diisiik (lowest)
L=(X,Y,) , iyl (good) G=(X,,y,) ve en kotii veya en yiiksek (highest)
H =(X,;,y;) seklindeki adlandirmasi uygundur. Yiiksek boyutlar s6z konusu

oldugunda G en iyiden sonraki ikinci iyi noktadir.
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-Uygun Kenarin Orta Noktasi

L ve G noktalarimi birlestiren dogru pargasinin orta noktast belirlenir. Bu kose

noktalarinin koordinatlarinin ortalamasi alinarak C orta noktasi bulunur.

C:L;G:(Xlzxz,yl’;yzj (.1)

-Yansimayla R Noktasinin Bulunmasi

HL dogru pargasi iizerinde H den L ye hareket ettikge fonksiyonun degeri azalir.
Benzer sekilde HG kenarinda H den G ye hareket ettikce fonksiyonun degeri
diisiiriiliir. Bu durumda H den baslayacak sekilde LG kenar1 orta noktasina dogru
f(X,y) fonksiyonunun degeri disiiriiliir; daha da 6teye gidilerek HC dogrultusunda
fonksiyonun degerinin daha da diisiiriilmesi miimkiin olabilir. Bu sekilde yansimayla
olusturulan R test noktasi elde edilir. ilk énce LG kenarinin C orta noktas1 bulunur.
Sonra H den C noktasina dogru cizilir ve bu dogru pargasinin uzunlugu “d” olarak
alinir. Bu dogru HC dogrultusunda genisletilerek C noktasindan d uzakligina kadar

gidilerek R noktasina varilir. R noktasinin koordinatlar su sekilde bulunur:

R=C+(C-H)=2C-H (4.2)
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G

Sekil 4.1. Nelder-Mead yonteminde LGH ii¢geni, C orta noktast ve R yansima
noktasi

-Genisleme ile E Noktasi

Eger R noktasindaki fonksiyonun degeri H dan daha kiigiik ise dogrultu devam
ettirilerek fonksiyon degeri daha da azaltilabilir. Bu durumda minimum nokta R
noktasindan biraz daha uzakta bulunuyor olabilir. Benzer sekilde dogru parcast CR
dogrultusunda E noktasina kadar genisletilir. Bu yaklagimla genisletilmis LGE
ticgeni olusturulmus olunur. CR dogrultusunda bir d mesafesi kadar daha gidilerek E

noktasina varilir.
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G

Sekil 4.2. LGH {iggeni, R noktas1 ve genisletmeyle elde edilen E noktasi

Eger E noktasindaki fonksiyon degeri R den daha kiiciik ise R den daha iyi bir kose

noktas1 bulunmus olunur. E noktasinin koordinatlar1 su sekilde bulunur:

E=R+(R-C)=2R-C (4.3)

-Biiziilme ile P Noktasi

Eger R ve H noktalarindaki fonksiyon degerleri hemen hemen ayni ise (veya
f(R)y>f(G) yada f(R)>f(H) ise) su sekilde davranilmalidir. C noktasinda
fonksiyon daha kiiciik olabilir. Ancak bir liggenin mevcut olabilmesi i¢in H noktasi C
noktasinin yerine gecemez, nedeni ise LGC bir iiggeni olusturamaz olmasidir. HC

dogru parcasinin orta noktasi P; ve CR dogru pargasinin orta noktasi P, olsun.
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Sekil 4.3. Nelder-Mead yonteminde P; ve P, karsilastirilarak bulunan P biizilme
noktasi

P, ve P, karsilastirilarak en kii¢iik fonksiyon degerli nokta P biiziilme noktas1 olarak
alinir. Bu durumda yeni iiggen LGP {iggenidir. iki boyutlu durumda P; ve P,

arasindaki se¢cim onemli goriinmeyebilir, fakat yiiksek boyutlarda se¢im 6nemlidir.
-L Noktasina Dogru Kii¢iilme
Eger P noktasindaki fonksiyon degeri H den daha kii¢iik degilse G ve H noktalar1 L

noktasina dogru ¢ekilir. Bu durumda G noktasi C ile degistirilir ve H noktasi da S ile

degistirilir. S noktas1 HL kenarinin orta noktasidir.
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G

Sekil 4.4. L noktasina dogru ¢ekilen liggen

-Her Adimda Karar

Her adimda H noktasinin yerine gececek olan yeni bir kdse noktast bulunur. Bunun
icin gerekiyorsa fonksiyon degerleri hesaplanir. H noktasinin yerine gegecek yeni
kose noktast bulunmus ise daha ileri diizeyde sorgulamalar ve hesaplamalar
gereksizdir. Bu sekilde iterasyon tamamlanmis olunur. Bir sonraki iterasyon igin

eldeki ii¢ kose noktas1 z, <z, <z, seklinde siralanarak yeniden islemlere baslanir.

Iterasyonlar ilerledikge minimum noktaya dogru yaklasilir ve minimum nokta
civarinda kdse noktalarinin birbirine yaklagmasi sonucu kiigiilen liggensel bolgede
fonksiyon diizleseceginden kdse noktalarindaki fonksiyon degerleri de birbirine

yakinsar.

4.2. Nelder-Mead Yonteminin Genellestirilmesi

Nelder-Mead metodu yiikksek boyutlu problemlerin  ¢oziimii  i¢in de
genellestirilmistir. Iki boyut icin simpleks veya politop bir {icgendir, bu {icgen iic
kosesinin koordinatlar1 seklinde ifade edilebilir. N boyutlu bir uzayda politop , N+1

koseden olusur.
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Politopun koselerindeki fonksiyon degerleri incelendiginde 6zel olarak li¢ kose su

sekilde seviyelendirilir:

H-en yiiksek (highest), en yiiksek fonksiyon degerine sahiptir;

L-en diisiik (lowest) veya uzaktaki minimumun en 1yi tahminidir;

N-yiiksekten sonraki ikinci yliksek olan (next to highest), ikinci en biiylik fonksiyon
degerine sahiptir;

G-en diisiikten veya en iyiden sonraki ikinci iyi noktadir.

Farkli ailelerden gelen politop algoritmalar1 fonksiyon yiizeyi iizerinde biraz farkh
sezgisel yollarla daha diisiik olan noktalar1 bulmaya ¢alisir. Bu yaklagimlara Nash
(1979) ve Parkinson ve Hutchinson (1972) tarafindan deginilmistir. Politop
metodlarinda kullanilan cesitli taktiksel yaklasimlari ve politoplara uygulanan

geometrik islemleri tarif eden adlandirmalar bulunur.

1.- Yansima: H nin disinda kalan diger noktalarin hepsinin agirlik merkezi/ortalamasi
bulunur. N boyutlu uzayda bu nokta C olarak adlandirilir. Sonra H den C ye hareket
edilerek HC dogrultusunda iki kati yol alinarak yansima gergeklestirilir ve yeni R

noktasina varilir.

R=C+(C-H)=2C-H (4.4)

2.- Genisleme: R noktas1 6zel bir nokta olmayabilir. Eger en diisiik L noktasindan
daha diisiik fonksiyon degerli R noktast bulunmus ise HC hatt1 yeni bir E noktasina

kadar genisletilir, E noktasinda fonksiyon degeri bulunur.

E=R+t(R-C) (4.5)

(Ozel olarak islemlerden kaginmak i¢in t=1 almabilir. Ancak CR dogrultusunda amag

fonksiyonunu minimize eden t degeri
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f(E)=f(R+t(R-C))=g(t) — ming(t) (4.6)

seklinde de aranabilir.)

3.- Biiziilme: R noktasi L noktasindan daha diisiik degilse HCR hatt1 iizerindeki diger
noktalar denenebilir.

3.a.- Eger R deki fonksiyon degeri H den kiiciik ise “diisiik-kenar” biiziilmesi C-R
araligindaki bir noktay1 dener.

3.b.- Eger R noktasi H den daha biiyiik ise “yiiksek-kenar” biiziilmesi H-C
araligindaki bir noktay1 dener.

4.- Genel kiigiilme: L noktasi akilda tutulur. Diger biitiin kdseler politopun kenarlari
boyunca L noktasina dogru hareket ettirilir. Nelder-Mead yaklasimina gore
kullanilan yontemler agsagidaki hesaplamalara yonlendirir:

4.1.- C ve R noktalar1 bulunur ve R noktasindaki fonksiyon hesaplanir.

4.2.- Hesaplamalar asagidaki durumlardan birine yonlendirilir:

4.2.a.- R noktas1 H den daha yiiksektir. CH araliginda bir P1 noktast bulunur ve
fonksiyon hesaplanir (yukari-kenar indirgemesi). Eger P1 noktas1 H den daha asagida
ise P1 noktas1 H nin yerine gecer, eger degilse genel kiigiilme gergeklestirilir.

4.2.b.- R noktas1 H nin asagisindadir fakat N nin yukarisindadir. CR araliginda bir P2
noktas1 bulunup fonksiyon hesaplanir (asagi-kenar indirgemesi). Eger P2 noktasi R
nin agagisinda ise P2 noktas1 H nin yerine gecer, aksi halde R noktas1 H nin yerine
geger.

4.2.c.- R noktas1 N nin asagisindadir fakat L nin yukarisindadir, bu durumda R
noktas1 H nin yerine geger.

4.2.d.- R noktas1 L nin asagisindadir. E noktasi bulunup fonksiyon hesaplanir. Eger E
noktasit R den daha diisiik ise (bu durumda L nin de asagisindadir) E noktas1 H nin

yerine gecer, aksi halde politopta R noktasi H nin yerine gecer.

Yukarida verilen agiklamalarla olabilecek karigikliklar Onlenebilir. Politop
algoritmasinin calistirilmasinda fonksiyonun esit degerli olmasi durumu da dikkate

alinmalidir, buna bagl olarak acik ve se¢ik bir yaklasimla ne yapilacaginin karar
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verilmesi amaglanmalidir. Politopun kdselerindeki fonksiyon degerlerinin biiytikliik

siralamasinda da benzer bir karar mekanizmasina gereksinim duyulur.

Politopa uygulanan iglemlerin sonucunda yeni bir politop ortaya ¢ikar ve elde edilen

yeni politop iizerinden ayni1 yaklasimlarla islemler yapilmaya devam edilir.
4.3. Tvrdik Yontemi

Dogrusal olmayan regresyon modelinin parametrelerinin tahmini i¢in Tvrdik
yontemi ile yukarida bahsi gegcen Nelder-Mead metodu temeline dayanan
algoritmalar smifi olusturulmustur. Birer degisken olarak alinan parametrelerin
uygun baslangic degerleri bulunamadiginda makul bir siire iginde giivenilir

tahminlerinin bulunmasini saglayan Tvrdik yontemi bu baslik altinda ele alinmustir.

Toplamsal ve dogrusal olmayan regresyon modelinde rassal Yy vektoriiniin

elemanlari su sekilde ifade edilir:

yi=f(x,0)+e , i=12,...,n (4.7)

Burada X, bagimsiz degisken vektorii X = (X, Xy-..,X;), & parametre vektori,
parameteler agisindan dogrusal olmayan f fonksiyonu, sifir ortalamali ayni

dagilimh bagimsiz ¢, rassal degiskenleridir. Artik kareler toplam1 S (0) fonksiyonu

s(@):zn:[yi —f(%,0)] (4.8)

seklinde verilir. En kii¢lik karelar metoduyla bulunan parametre tahminleri S (9)
kareler toplami1 fonksiyonunu minimize eder. Burada S (0) fonksiyonu birden fazla

yerel minimuma sahip olabilir. Bu asamada 6 tahmini global optimizasyon

problemidir.



41

4.3.1. Global optimizasyon

Kutu kisitlar1 ile global optimizasyonu probleminin oldugu siirekli bir fonksiyon

mevcut olsun. Amag¢ fonksiyonunun
f:D>R , DcR’ (4.9)

seklinde verildigi X" noktas1 X" =argmin f(x),Xxe D olacak sekilde bulunmalidir.
X" noktasi global minimum, D uzay1 D = Hid:l[ai,bi] ,a,<b ,i1=12,...,d seklinde
tanimlanan arastirma uzayr ve f(X) amag¢ fonksiyonunun hesaplanabilir oldugu

varsayillmigtir. [Burada kolaylik i¢in € parametreleri X degisken vektorii seklinde,

S(6) kareler toplamu fonksiyonu da f(x) fonksiyonu seklinde ifade edilmistir.]

Yukarida ifade edilen global optimizasyonu probleminin ¢6ziimii zor olmakla birlikte
problemin ¢oziimii i¢in stokastik aragtirma [Spall, 2003] ve evrimsel algoritmalar
[Back, 1996] gibi sezgisel yaklagimlar denenmistir. Global optimizasyon
problemlerinin ¢ézlimiinde bu yaklasimlarin her gegen giin 6nemi artmaktadir. Her
iki yaklasim, stokastik aragtirma ve evrimsel algoritmalar su anda kullanilan mevcut
arastirma stratejisini uyarlamistir. Evrimsel algoritmalardaki uyarlama, temel olarak
D uzayindaki noktalar populasyonu iizerinde odaklanir. Bu algoritmalarin temelini
yonlendiren otomatik uyarlamali mekanizmalar1 da kapsayacak sekilde bu girisimler
son zamanlarda tanmitilmistir. Bu mekanizmalar sezgisel evrimsel islemlerin
hesaplamalarina ve birlikte c¢aligabilirligine dayanir [Deb, 2005; Winter ve dig.,
2005; Tvrdik ve dig., 2001, 2002]. Olas1 optimizasyon problemlerinde kullanilan
biitiin arastirma algoritmalarinin benzer diizeydeki basarisina sahip teoremlere
ragmen, bir¢ok optimizasyon problemlerinde deneysel karsilastirmalar otomatik
uyarlamali algoritmalarin digerleri karsisinda oldukc¢a basarili oldugu ifade edilmistir

[Wolpert ve Macready, 1997].
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4.3.2. Kontrollii rassal arastirma (Controlled random search, CRS)

Yukarida tanimlanan problemin global minimumunun bulunmasi ic¢in kullanilan
kontrollii rassal arastirma (CRS) basit stokastik arastirma algoritmasidir. Price (1977)
tarafindan Onerilen bu algoritma, Nelder-Mead simpleks [Nelder ve Mead, 1964]
metodundan “yansima” noktasi olan yeni deneme noktasinin olusturulmasi igin
kullanilmistir. Global optimizasyon problemlerinin ¢6ziimiinde basariyla kullanilan
CRS algoritmasinin birgok modifikasyonu mevcuttur [Ali ve Toérn, 2004]. CRS

algoritmasinin kesin olmayan (pseudo) kodu su sekilde yazilabilir:

Algoritma. Genellestirilmis kontrollii rassal arastirma
1 D uzayinda N noktadan olusan P populasyonunu rassal olarak iiretiniz.

2 P deki en yiiksek fonksiyon degerli X_.,. noktasini bulunuz.

maks

3 8.adimda sonlandirma olmamis ise 4-8 adimlarini tekrarlayiniz.
4 Sezgisel yol ile y € D kosulunda bir deneme noktasi iiretiniz.
5 Eger f(y)< f(X,u) ise

6 Xoaks = Y 3

7 yeni bir X, bulunuz;

8 sonlandiriniz eger:

9 Durdurma kosuluna kadar.

[Sadece mantiksal akis semasinin verildigi buradaki kodun ifade ettigi islemler
sunlardir:

-Birinci adimda kisitlart belirlenmis olan D uzayindan d boyutlu N tane nokta rassal
olarak tiretilir ve iiretilen bu noktalara P populasyonu denir. Buradaki d boyutu genel
bir adlandirma olmakla birlikte regresyon modelinin p tane parametresi bulunuyorsa
bu durumda arastirilan parametrelere karsilik gelen boyut p olur. Her bir parametre
bir degisken gibi degerlendirilir.

-Ikinci adimda P deki her noktadan f fonksiyonu teker teker hesaplanir ve en

yiiksek fonksiyon degerli nokta X__ = olarak adlandirilir.

maks
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-Ugiincii adimda dort ile sekizinci adimlar arasindaki adimlarin tekrar1 saglanar.

-Dordiincii adimda P noktalar1 ve elbette X .. g6z oniinde bulundurularak Nelder-

maks
Mead algoritmasina gore y deneme noktasi olarak adlandirilacak olan R yansima
noktas1 veya E genlesme noktas1 veya bir biiziilme noktas1 bulunur. Metin i¢inde
ifade edildigi gibi deneme noktasinin bulunmasi i¢in Nelder-Mead algoritmasinin
sezgisel versiyonlar1 kullanilabilir. Yukarida yazilmis olunan kod deneme noktasinin
belirlenmesi tlizerinedir.

-Besinci adimda Nelder-Mead algoritmasina gore X m yerine gececek olan Yy

maks

noktasinin f(y)< f(x_,.) kosulunu saglayip saglamadigi kontrol edilir.

maks

-Altinc1 adimda bulunan Yy noktasinin fonksiyon degeri X i fonksiyon

maks

degerinden daha kiiciik ise (en kotii) X .. noktast y noktasi olarak alinir. Burada

maks

nokta isimleri korunarak yeni y nokasi sadece X olarak adlandirilir; bu nokta

maks
politopun kdse noktalar1 i¢erisinde en biiyiik fonksiyon degerli nokta olmayabilir.
-Yedinci adim ile Nelder-Mead algoritmasina gore kose noktalar1 fonksiyon

degerlerine gore siralamaya konarak en biiylik fonksiyon degerli kose noktast X,

olarak adlandirilir.

-Sekizinci adim dokuzuncu adimdaki durdurma kosulu gerceklesmis ise aramayi
sonlandirir. Eger durdurma kosulu gergeklesmemis ise 4-8 adimlar sirasiyla tekrar
yerine getirilir.

-Dokuzuncu adim durdurma kosulunu kapsar.]

Dordiinci adimda bahsi gegcen sezgisel yaklasim ile herhangi bir deterministik

olmayan kural yerine getirilir. Bu sekilde ye D kosulunda bir deneme noktasi

olusturulur. Kullanilan bir¢ok farkli sezgisel yol mevcuttur, bundan baska sezgisel
yollar aragtirma siiresi boyunca biri digerinin yerine gecerek degisebilir. Her

iterasyonda ¢, ,i=1,2,...,h olasiliginda rassal olarak segilebilen h tane sezgisel yol
mevcut olsun. ¢, olasiliklar1 dnceki basar1 oranlartyla orantihidir. Eger sezgisel yol

f(Y) < frae > Traks = F(Xpas) kosulunda “y ™ gibi bir deneme noktas1 olusturmus
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ise su anki mevcut adimda sezgisel yol basarilidir. Basar1 amag¢ fonksiyonunun

degerindeki bagil degisimle orantili olarak agirliklandirilir.

fraks —Maks ( f(y), f..)

W = 4.10
I fmaks - fmin ( )

Boylece W, 6(0,1] ve karsilik gelen ¢, olasilig

g =tV (4.11)

ZL (Wi +Wo )

seklinde degerlendirilir; burada W, onceki arastirma adimlarindaki w, agirliklarinin

toplam1 ve W, algoritmanin baslangi¢c parametresidir. Herhangi bir ¢, olasilig
verilen bir 6 >0 limitinin altina diistiiglinde evrimsel siirecin bozulmasini
engellemek i¢in simdiki @, degerleri baglangic g, =1/h degerlerine esitlenir. Tvrdik
ve dig. (2002) gosterdigi sekilde hesaplamalari yapilan sezgisel yollarla birlikte CRS

algoritmasi evrimsel algoritmalar sinifina dahildir.

Deney fonksiyonlarina ve dogrusal olmayan regresyon modellerine [Tvrdik ve
Krivy, 2004] bagl olarak bircok sezgisel yollar deneysel olarak kontrol edilmistir.
Dogrusal olmayan regresyon parametre tahmini i¢in deneysel sonuglarla birlikte dort
sezgisel yol CRS algoritmasinin isletilmesinde kullanilmistir. Bunlardan {i¢ tanesi
Krivy ve Tvrdik (1995) tarafindan onerilen (P populasyonundan d+1 noktanin
secimiyle) simpleks S deki rassallagtirilmis yansima teknigine dayanir. Yeni bir y

deneme noktasi
y=9+U(g-x,) (4.12)

ile simpleks yontemden iretilir. Burada X, =argmaks,_ f (X) ve S simpleksindeki

geri kalan d noktanin agirlik merkezi g noktasidir. U carpan faktérii o >0 ve
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0<s<a/2 seklinde parametreler olmak {izere [S,a—s) bagl olarak tekdiize
dagilimli rassal bir degiskendir. U c¢arpaninin ortalamasi ve varyansi sirasiyle
EU=a/2 ve varU)=(a-2s) / 12 seklindedir. iki sezgisel yola bagli olarak
simpleksin biitiin d +1 noktast P populasyonundan rassal olarak secilir. ¢ =2 ve
s =0.5 olarak secilmis bir sezgisel yol, & =5 ve s=1.5 ile diger bir sezgisel yoldur.
Uciincii sezgisel yol dikkate alindiginda, simpleksin bir noktas1 P nin minimum amag
fonksiyonu degerli noktasidir ve S simpleksinin geri kalan d noktasi P nin geri kalan
noktalardan rassal olarak secilir. Ugiincii yolun parametreleri =2 ve $=0.5

olarak alinmustir.

Dordiincii sezgisel yol diferansiyel evrimsel (DE) algoritmaya dayanir [Storn ve

Price, 1997].
u=r+F(,-r) (4.13)

ifadesine gore U noktasi tiretilir. Burada 1, r, ve I, li¢ ayr1 nokta olmak iizere P den
rassal olarak alinmigtir ve F >0 bir parametredir. Yy deneme noktasinin

Yi> j=12,...,d elemanlari rassal olarak alinan X ile olusturulur, buradaki X o anki

I, I, ve I, degerlerinden farklidir. Buradaki u asagidaki kosulu saglar.

u, , U,;<Cvj=lI
y, = (4.14)

X, , U;>Cnhj=l

burada | tamsayr olmak {izere {1,2,...,d} kiimesinden rassal olarak segilir.
U,U,,....U, bagimsiz rassal degiskenleri tekdiize [0,1] dagilimindan gelir.
C 6[0,1] , Y nin olusturulmasi agamasinda karsilikli degistirilen eleman sayisina

etki eden bir parametredir. Arastirma siireci boyunca Ali ve Torn (2004) tarafindan

F c¢arpaninin
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maks(me,l— :[”""“J ,

maks(me,l— mm] , d.d.

maks

(4.15)

denklemine goére bulunmasi Onerilmistir. Burada f f populasyon igindeki

min > ' maks

sirastyla minimum ve maksimum amag¢ fonksiyonu degerleridir. F e[me,l)
kosulunu saglayacak sekilde F , bir parametredir. Bu yaklasimin parametreleri

F... =0.4 ve C=0.9 olarak alinmstir.

CRS algoritmasinin dokuzuncu adimindaki durdurma kosulu yapilan uygulamalar
icin f(x) amag¢ fonksiyonunun indirgemeler arasi farklarin degisim oraninin bir
katsayidan diisiik gerceklesmesi sekli olarak kabul edilmistir. Yapilan bir iterasyonla
amac fonksiyonunun degerinde bir diisiis gerceklestirilmis ise ama¢ fonksiyonunun

degeri bu diisiisle f, seklinde indislenerek diisiislerin gerceklestirildigi farklar
f.—f., =2z, negatif degerler olarak bulunur. Bu durumda durdurma kosulu

5=107 ile 2= fia = T < olarak alinmigtir.

Hatalarin homojen olmamasi durumunda ve aykir1 degerlerin bulunmasi durumunda
agirliklandirmayla birlikte saglam (robust) fonksiyonlariyla Tvrdik yontemi agamali

olarak kullanilabilir.
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5. YAKLASIM ONERILERI

Bu tezde yapilan calismalar dogrultusunda bir¢ok nokta farkedilmis ve burada
tanitilmig yontemlerin ve yaklagimlarin iizerine bazi fikirler gelistirilmistir. Bu

boliimde bu noktalar tizerinde durulmustur.

5.1. Bir Stokastik Yaklasim Onerisi

Tvrdik yonteminin yapist ve davranisi incelendikten sonra su sekilde bir yaklasim

Onerilmistir. Yapisal olarak temelde bir stokastik yaklasim stratejisidir.

Krviy ve Tvrdik (1995) tarafindan 6nerilen y =g +U(g—X,) stokastik arastirmasi

temel alindiginda (U katsayisi acisindan) Nelder-Mead metodunda R yansima
noktasinin ve E genlesme noktasinin bulunmasini saglayan katsayilar 1 ve 2
katsayilaridir: R=C+(C-H) ve E=R+(R-C) yada E=C+2(C—-H). Eger R
yansima noktast H noktasindan daha diisiik degerli degilse HR araliginda
karsilastirma yapilan deneme noktalari aranir. Bu durumda HR araligi katsayilar
anlaminda (-1, +1) araligma denk gelir H=C-(C-H) ve R=C+(C—-H).
Katsayilar (C—H) teriminin katsayisindan goriilebilir. Eger HR araliginda da bir
indirgeme saglanamiyorsa simpleks L noktasina dogru ¢ekilir. Nelder-Mead metodu
temelli arastirmalar i¢in birgok strateji ve yaklagim onerilmistir. Tiim bu yaklasimlar
ve stratejiler stokastik bir aragtirma ile kismen simiile edilebilir. Krviy ve Tvrdik

(1995) tarafindan Onerilen yaklasim, y deneme noktas: igin Yy =X, +U(X; —X,)

ifadesindeki rassal U c¢arpaninin belirlendigi aralik {izerinde durur. HR
dogrultusunda en fazla genlesme E noktasi ile 2 katsayisi, eger R yansima noktast H
noktasindan daha diisiik degerli degilse HR araliginda H noktasindan baglayacak
sekilde bir arama stratejisi uygulanirsa H noktasina karsilik gelen katsay1 -1 olur. Bu
durumda rassal U katsayisinin (—1,+2) araligindan gelmesi saglanarak ifade edilen
biitiin farkl: stratejiler bir sekilde simiile edilmis olunur. Burada onerilen yaklagimin

temeli y =X, +U (X, —X,) ifadesinden rassal U katsayisinin (-1, +2) araligindan



48

tekdiize gelerek y deneme noktasinin elde edilmesine dayanir. Dogrudan bu ifade

lizerinden yapilan iterasyonlarda simpleksin tim kose noktalar1 Krviy ve Tvrdik
yaklagsiminda oldugu gibi siklikla bir diizlem icinde sikisip kalmaktadir. Tvrdik
yoteminde bu sorundan Storn ve Price yaklasimi olan diferansiyel evrimsel
algoritmas1 kullanilarak asilmistir. Buradaki asil amag, beklenmedik bir nokta
tiretilerek bulunulan konumdan kurtulmayr saglamaktir. Bunun i¢in deneme

noktasinin bir sekilde hatalandirilarak diizlemin digina ¢ikilmasi saglanir. Deneme

noktast biiyiikliigii ile orantili olarak y =[x. +U (X; —X,)](1+u) ifadesine gore her
bilesen i¢in ayri u; rassal katsayist (-0.1,+0.1) arahigindan tekdize dagilimdan

gelerek hatalandirilir.

Ancak y= [XC +U (X — X, )] (14+u) ifadesi gozoniinde bulunduruldugunda vy

deneme noktasinin degiskenliginin kendi biiylikliigii ile orantili yani orijine gore
simetrik olmasi bazi sorunlara neden olabilir. Genel olarak herhangi bir fonksiyon
icin optimal degerler orijinden oldukc¢a uzak noktalarda bulunabilir. Eger optimal
noktalar orijinden oldukca uzaklarda bulunuyorsa bir degiskenlik 6l¢iisii olan u rassal
sayist dolayistyla ¢ok genis bir bolgenin taranmasi yakinsama sorunlarina neden olur.

Bundan dolay1 bu yaklagimin bir modifikasyonu iizerinde durulmustur.

Deneme noktasinin bir sekilde hatalandirilmasi ile y=x. +U(X. —X,) deneme

noktasinin merkezde oldugu bir bolge olusturulmalidir. Bu bdélgeyi en iyi sekilde
simpleksin veya politopun kapladigi alan ve bu alanin yakin g¢evresi temsil edebilir.
Bu sekilde politopun L noktasina biiziilme stratejileri de stokastik yaklasim igine
dahil edilmis olunur. Bu bolgenin yarigapt H noktas1 haricinde C agirlik merkezinin
hesabinda kullanilan politopun kose noktalarinin yayilimiyla iliskilendirilebilir. C
agirlik merkezinin hesabinda kullanilan kdése noktalarmin karsilikli bilesenlerinin
standart sapmasi bu yaricapin biiyiikligii ile orantilidir; bu durumda N biiyiik bir say1
ise N boyutlu uzay i¢in iki standart sapmalik bir yarigap politopun tiim kdselerinin
%095 ini (en azindan biiyiik bir boliimiinii) kapsar. Bu yaricap bir sezgisel yol i¢in

politopun yakin ¢evresini de icine alacak sekilde dort standart sapmaya ¢ikarilmistir.
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Bu seviye bir 0Ol¢ii olarak alinirsa j.ninci bilesen ig¢in Yy, deneme noktasinin

bilegenlerinin y,; =C; +U,(C; —H;)+u,;s; seklinde hesaplandigi bir yaklagim

2j%]

belirir. Burada u,; rassal sayisi (-4, +4) aralifindan tekdiize dagilmdan gelir. C

agirlik merkezinin hesabma dahil edilen H harici P koése noktalarinin karsilikli

bilesenlerinden j.ninci bilesen i¢in standart sapmast

sjz[ﬁzil(a—cj)z} L C=+3 R, =12 (5.1)

seklinde bulunur. Bdylece politopun biiyiikliigli dlgiisiinde izin verilen bir uzay
icinde minimum nokta stokastik aragtirma ile bulunabilir. Bu sekilde Nelder-Mead
yontemindeki ve buna bagli olarak simpleks algoritmasindaki tiim stratejiler ve

yaklagimlar burada onerilen yaklagimla simiile edilmis olunur.

Bazi1 durumlarda ara asamalarda politopun boyutlar1 son derece kiigiilebileceginden
veya politop yassilagabileceginden bazi muhtemel tikanikliklardan oransal

hatalandirma yaklagimi araciligi ile ¢ikilabilir.

Son olarak politopun en diisiik noktas1 olan L kdsesi bir aragtirma alaninin merkezi
olarak kabul edilip biiylik bir yarigap araciligi ile arastirma alaninin sinirlar ¢izilir.
S6z gelimi bu yarigap her bilesen i¢in 100 birim olarak alinabilir. Bir j.ninci bilesen

i¢in y, deneme noktasi y,; =L, +U,; sekilinde olusturulur. Burada her bilegen igin

U; rassal sayisi (-100, +100) araligindan tekdiize dagilimdan gelir.

Bu baslik altinda olusturulan ii¢ sezgisel yolun her biri stokastik aragtirma stratejisine
dayanir. Her iterasyon i¢in mevcut politopun kdse noktalari kullanilarak her {i¢ yol
ile deneme noktalar1 bulunur. Bulunan deneme noktalarindan en kiigiik fonksiyon
degerli olam1 mevcut iterasyon icin incelemeye alinir. incelemeye alinan deneme

noktasi politopun en biiylik degerli H noktasindan diisiik degerli ise politopun yeni
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kosesi olarak kabul edilir. Eger H noktasindan kiigiik degilse politop degistirilmeden

birakilir. Iterasyon bu sekilde tamamlanir.

Birinci sezgisel yol Y, deneme noktasinin  j.ninci bileseni
Yij = [C ;+U(C,—H j)} (1+u,;) seklindeki oransal hatalandirmadir; herbir u,;

rassal sayis1 tekdiize(-0.1,+0.1) dagilimindan bagimsiz olarak gelir. ikinci sezgisel

yol 'y, deneme noktasmin j.ninci bileseni s; standart sapma Ol¢lsiinde

Y,; =C;+U,(C; —H;)+u,;s; seklindeki rassallastirmadir; herbir u,; rassal sayisi

tekdiize (—4,+4) dagilimindan bagimsiz olarak gelir. Ugiincii sezgisel yol politopun
en disik L kosesinin merkez olarak alindigi arastirma alanindan Yy, deneme
noktasinin j.ninci bileseni y,; = L; +U,; seklinde olusturulur; herbir u,; rassal sayisi

tekdiize(-100, +100) dagilimindan bagimsiz olarak gelir. Buradaki ilk iki yol ig¢in

rassal U, ve U, Kkatsayilar1 bagimsiz olmak {iizere herbiri tekdiize(-1, +2)

dagilimindan gelir.

Boyut sayist arttikga incelenmesi gereken uzaysal alan c¢ok daha hizla
biiyliyeceginden indirgemelerin saglandig1 iterasyonlarin sayisi hizla diiser. Buna

bagli olarak yakinsama i¢in daha fazla iterasyon gerekir.

Burada onerilen yaklasimda kullanilan {giincii yolda iterasyonlarda indirgemenin
azalmasina bagl olarak arastirma alanmin biiylikliigiinii belirleyen yaricapin uygun
bir artisin1 saglayan bir bagmti gelistirilmeye calisgilmistir. Ancak basit ve
fonksiyonel bir ifade bulunamamustir. Islemlerin basitligi calisma performansini
kesinlikle arttirdigindan bu yapiyr bozacak bir ifadenin yerlestirilmemesine 6zen

gosterilmistir.

Burada 6nerilen yaklasimla hata varyanslar1 farkli olan ve aykir1 degerler barindiran
gozlemler lizerinden saglam fonksiyonlar kullanilarak agirliklandirma ile birlikte

parametre tahminlerinin yapilmasi miimkiindiir.
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5.2. Yontemlerin Genellestirilmesi

Genellestirilmis en kiigiik kareler ydtemini, yari olabilirlik tahminini ve saglam

yaklagimlarini kapsayacak sekilde bir genelleme yapilabilir.

Hata varyanslarinin  degiskenlikleri dolayisiyla gozlemler yada hatalar
agirliklandirllarak  doniistliriilmiis  hatalarin  homojen olmalar1 saglanir. Hata
varyanslarinin tahmini i¢in agirliklandirilmig en kiiglik kareler yonteminin arka

arkaya kullanimi saglam p (robust) fonksiyonlarinin kullanildigi saglam

tahminlerinin gelistirildigi iteratif tekrar agirliklandirmali en kiigiik kareler yontemini
animsatir. Veri i¢inde aykirt degerler mevcutsa bu aykiri degerlerin agirliklar: saglam

p fonksiyonlar1 araciligi ile disiiriilerek parametre tahmininin daha hatasiz

yapilmast saglanir. Bu yaklasimda da agirliklandirmanin merkezi rolii bulunur.
Buradaki yaklasimlar arasindaki asil baglantiyr yar1 olabilirlik tahmininin
gelistirildigi matematiksel yapilanma saglar. Yar1 olabilirlik tahmin yaklagimiyla
bilinmeyen parametreler ve bilinmeyen hata varyanslart iteratif yontemlerle
¢oOziilerek bulunur. Hata varyanslarinin iteratif yontemlerle bulunmasi yaklasimiyla
agirliklandirilmis en kiigiik kareler yonteminin arka arkaya kullanimi ve dolayisiyla
iteratif tekrar agirliklandirmali en kiigiik kareler yontemi arasinda islemsel

benzerlikler kurulabilmektedir.

Bir karigikligin 6nlenmesi i¢cin su sekilde bir adlandirma kullanilmaktadir. 0
tahmininin bir vektdr oldugu bilinerek tahmin vektorii bu sekilde gosterilmektedir.

Parametre vektoriiniin gercek degeri 6, seklinde ve herhangi bir deger & olarak

ifade edilmistir. Dogrusal olmayan regresyon modellerinde gergek parametre degeri,
parametre tahmini ve parametrenin herhangi bir degeri (bir degisken seklinde)
kavramlar1 kesin bir sekilde birbirlerinden ayrilmalidir. Dogrusal regresyon
modellerinde parametre tahmininin tek bir iglemle bulunmasindan dolay:1 6zellikle
parametrenin herhangi bir degeri (bir degisken sekli) kavramina pek gerek duyulmaz.

Asagidaki yazim sekline bagl kalinmstir.
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y=1(6.)+¢ :Gergek parametre degeri ve hatalar ile teorik model

y—f (é) =e : Parametre tahmini ve artiklar ile tahmin modeli
y—f(@)=r : Parametre tahmininin gelistirildigi ara asamalarda model, herhangi

bir € degeri ve buna karsilik gelen artiklar

Hatalarin varyans1 V(g)=V kdosegen matrisi ise V = K* olmak iizere hatalar K™'

agirhg ile K™'e seklinde agirliklandirilarak hatalar iizerindeki asiriliklar yok edililir.

Bu durumda agirlik matrisi V™' =W seklinde ifade edilir. Eger hata varyans: biiyiik

ise dengeleme i¢cin w agirhigi varyansin tersi seklinde alinarak hatanin

doniistiiriilmiis biiyiikligii diisiiriilmiis olur. Ornegin & hatasimn varyansi s’
seklinde tahmin edilmis ise agirhig w, = 1/ s’ seklinde alinir. Genel olarak kosegen
agirlik matrisi W = diag {Wi} seklinde olusturulur. Modelin déniistiiriilmesi K
matrisi araciligi ile yapiliyorsa kdsegen K matrisinin elemanlar1 s, standart sapma

tahminlerinden olusur: K =diag {s;}.

VoK’ \% :diag{sf}
K =diag{s;}

(5.2)
V=W - W =diag{l/s}

Hatalarin varyanslarinin tahmini yaklasimlariyla aykir1 degerlerin incelemelerinin
ayn1 anda yapilmasi, ¢aligmalar1 bazen ¢ikmaza gotiirebilmektedir. Caligmalarda ve
analizlerde parametre tahminindeki bu etkilerin azaltilmasi girisimlerinin ayr1 ayri
ele alinmasi ortak analizinin zor ve karmasik oldugunun bir gostergesidir. Burada en
azindan matematiksel olarak bu iki yaklagimin ortak olarak ele alinabileceginin
olabilirligi gdsterilmistir. Saglam yaklasiminda kullanilan p fonksiyonu islemlerin
akist dolayisiyla agirlik fonksiyonu seklinde ele alinabildigi bir yapiya

doniismektedir. Ozel olarak sabit varyans varsayiminda aykiri degerlerin agirligimni

belirleyen ifade
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. L=Y,- 10 (53)

seklinde belirir. Saglam p fonksiyonunun, I, artiginin S standart sapmasi tahminine

boliinerek elde edilen o6lceklendirilmis argumani bulunur. Bu sekilde saglam
fonksiyonunun artiklarin mutlak biiytikliikleri karsisinda degismez (invaryant)
olmalar1 saglanir. Verinin {izerine kuruldugu model dolayisiyla teorik hatalarinin

varyanslari farkli ise ve aykir1 degerler mevcut ise bir sezgi W agirliginin

w1

e

seklinde oldugunu soyler. Bu asamada i.ninci gozleme bagli olarak s; standart

(5.4)

sapmas1 tahmini mevcuttur. Bu sekilde her iki 6zellik w agirliginin i¢inde toparlanir.
Ornegin i.ninci gdzlem bir aykirt gdzlem degilse y(z)/z bir degerini verirken i.ninci
gdzlemin s’ varyansi dolayisiyla agirhk W, :1/ s’ bilyiikliigiinde bulunur; eger
Lninci gozlem bir aykir1 deger ise bu durumda y fonksiyonu agirlik yiikiinii

diisiirerek bu aykir1 degerin parametre tahmini tizerindeki etkisini azaltir. Bu sezginin

dogru oldugu asagida gosterilmistir.

Bir modelin olusturulmas: asamasinda elde edilen r, artiklarinin standart sapmalarina

boliimilyle normallestirildikleri varsayilsin. Saglam regresyon yaklasimindan bir
alint1 yapilarak normallestirilen artiklara bir islem yapan 6zel bir p fonksiyonu
tasarlansin. Buradaki 6zel p fonksiyonu artiklarin varyansmi dikkate alarak

otomatik olarak agirliklandiran ve gerektiginde aykir1 degerlerin 6nemini diisiiren bir

fonksiyon olsun. r=y— (@) ile en kiigiik kareler tahmininin ele alindig1 kareler
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toplam S(@)=r'r = (y —f (0))t (y —f ((9)) fonksiyonu karesel bir fonksiyondur. Bu
durumda p fonksiyonu kareseldir, ancak bu fonksiyon artiklara gerektigi sekilde
otomatik olarak agirlik verememektedir. Bundan farkli olarak kismen kareler toplami
fonksiyonunun 06zelliklerine, gerektiginde agirliklandirmali  kareler toplam
fonksiyonunun ozelliklerine ve bunlarin yaninda kendi icinde istenen her tiirlii

ozellige sahip bir amag¢ fonksiyonu tasarlanmalidir. Bu amag¢ fonksiyonu kareler

toplam1 fonksiyonundan farkli olmak tizere

T :Zp(siij (5.5)

seklinde tarif edilsin. Amac¢ fonksiyonunun tiim islevselligi icindeki p
fonksiyonundan gelmektedir. Bu asamada bir deneme olarak saglam yaklasimindaki
p saglam fonksiyonlarindan biri alinabilir, ancak buradaki o fonksiyonunun daha
kapsamli 6zellikleri mevcut olabilir. Eger amag¢ fonksiyonunun kayiplarin en aza
indirilmesi gerektigi seklinde kurulmus ise T amag¢ fonksiyonunun minimize
edilmesiyle 0 parametre tahminine ulasilir; diger bir ifade ile 0 parametre tahmini
T amag¢ fonksiyonunu minimize eder. Herhangi bir € degeri icin artiklar

=y, - f;(#) seklinde tamimlanarak T amag fonksiyonunun 6, parametresine gore

kismi tiirevi

3 y, - f.(0) o 1l (y-fi9) "
T—Zp( ) ~ a0 Zilsia‘gjl//[ ) R

: s, j s,

>

v 1 8f i_fi(e) _
= ZS 20 ( J—O (5.6)

S,

sifira esitlenirse ¢ozlimle elde edilen sonug 0 parametre tahminidir. Burada y

fonksiyonu p fonksiyonunun tiirevidir. Normal denklemlerin benzer bir ifadesi
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. - — f
L 8f.. W(y. .(9)}0 57

seklinde verilir. Normal denklemlerin dogrudan ¢6ziimii yerine iteratif yontemlerle

¢Ozlime ulasilabilmektedir.

f,(6) fonksiyonu bir g, civarinda Taylor agilimi aracilig ile elde edilen

of.

fi(0)=1,(6)+ V() (0-6) . Vfi(ﬁo)t=£l%

(5.8)

yaklasik agilimi kullanilarak herhangi bir 6 degeri i¢in artiklar r, =y, — f,(8) ile T

amagc fonksiyonu yaklasik olarak

T i/{gj:zp(yi— fi(G) -V, (4) (9—(90)] 5.9)

i Si

seklinde almabilir. Simdi T fonksiyonunun 6, parametresine gore kismi tiirevi

oT 1 of, y, - £.(6,)-V£.(6,)' (6-6,)
= N I ' =0 , p'= 5.10
20~ %520 Igot//( N p'=y (5.10)
sifira esitlenerek 1. =y, — f,(6,)—V£.(9,)' (0-0,) ile
1 of, I
—— — =0 5.11
i Siaej ‘QOW(SJ ( )

ifadesi yazilir. y fonksiyonunun bulundugu yere alth-iistli (Lj carpani eklenirse
S

yukaridaki ifade ile esdeger
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r
a6y
HZO Loy L 30 (5.12)

ifadesi elde edilir. Bu noktada W(n] / (HJ bir agirlik olarak degerlendirilip
S; S

soldaki tiim ¢arpanlarin 6, noktasindaki degerleri hesaplanirsa

I
vl
of; (SJ _
> 7 r=0 (5.13)

lg g, T
i 0 Si2 L 0
Si

ifadesi elde edilmis olur. Yar1 olabilirlik yaklagiminda normal denklemlerin

kurulmasi i¢in uygulanan yaklastirma islemi kullanilmistir. Burada 6, noktasina

bagli olarak
K=y, - f@=y - f(6)-Vf (Ho)t(g_go) - |90: yi — f(6,) (5.14)
ile
[yi - fi (HO)J
> o, | o Ly - £,.(0,)-V£,(8,)'(0-6,)]=0 (5.15)
i a(9j " sg(yi_fi(go)] I o o ’
i0 Sio

sekli elde edilir. Buradaki son esitlik aranan biitiin 6zellikleri saglar ve bundan sonra
yazilan ifadelerin tiimii bu esitlik ile Ozdestir. j.ninci parametre icin yazilan

yukaridaki esitlik matrislerin kullanimiyla daha kisa bir sekilde yazilabilir.
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of. of
Zﬁl‘% W, =0 — Z;0W0|:y— f(‘go)—wbo (9—90)}:0 (5.16)
I j

Burada z;, kolon vektérii Z, matrisinin j.ninci kolonudur, W, kdsegen matrisinin

elemanlar1 W,, agirliklarindan olusur.

— T
W(yl S|(90)J
10 , W, =diag{w,}

(5.17)

Vi, (6,)

c [t | e o [ vh@) | |[ e,
Zjo _{a_ejhgo ? ZO - {Zjo}jzl _ﬁbo_ - a_9j|90

] (5.18)
v (6,)

1

Tiim parametreler i¢in Z, matrisi tamamlanirsa
ZW, [y~ (6,)~Z,(0-,)]=0 (5.19)

agirliklandirilmis en kiiciik kareler yontemindeki normal denklemler elde edilir.

Buradan @ ¢oziiliirse ara iterasyondaki bir tahmin elde edilir; bu 6, olarak

adlandirilarak bir sonraki iterasyonda 6, yerine kullanilir. Bu sekilde 6, elde edilir.
6, =0, +(ZW,Z)) " ZW, [y = 1(6))] (5.20)
Sonraki iterasyonlar benzer sekilde devam ettirilir.

6., = 6 +(ZIiWka)7lzI£Wk [y_ f (ek)] (5.21)
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(yi—fiwk)]
z =% W, =diag {w, )}, w, = & (5.22)

Yeterli sayidaki iterasyonla 6 parametre tahminine ulagilir.

limé, =6 (5.23)

k—0
Normal denklemlerin ¢ézliimiiniin genellestirildigi Ek 1 deki ¢alismaya bakilabilir.
Genel olarak W agirlik matrisi

le)
1As) (5.24)

2

w ‘_ﬁ

W =diag

w ‘_ﬁ

seklinde ele alinarak

(5.25)

agirliklar1 6, ve 6, noktalari i¢in hesaplanabilir oldugu kabul edilebilir.

Eger p fonksiyonu saglam yaklagimindaki saglam o fonksiyonlarindan biri olarak
aliirsa hata varyanslarinin farkliliklarindan dolay1 bir agirliklandirma kendiliginden

olusmaktadir.
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T amag fonksiyonu ile bulunan parametre tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi
istatistiksel testler i¢in gerekli oldugundan bulunmalidir. Parametre tahminlerinin
varyans-kovaryans matrisi tahminine su sekilde ulasilir. Herhangi bir € igin
I . . . .
=y, — f,(6) olmak lizere T = z p(—'] seklinde verilen bir amag¢ fonksiyonunun
i Si

bir ekstremumuna

O =6, +(ZWNZ,) ' ZW, [y_ f (ek)]

n 5.26
lim 6, =6 (5.26)
iterasyonlari ile varildiktan sonra 6 parametre tahmini ile
limz, = 2=2(0) |, limW, =W =W (0) (5.27)

tahminleri de bulunmus olur. Bir o 6l¢egi ile eger hatalarin varyansi V(&) =o'V

kosegen bir matris ise V matrisinin bir tahmini V=W" seklinde bulunur. Bu

asamada W agirlik tahminlerinin bulunmasindan sonra iterasyonlarla elde edilen 0

parametre tahminlerini bulan agirliklandirilmig kareler toplami fonksiyonu

S=[y-f(@O]W[y-f(©®)] (5.28)

seklinde verilir. Buradaki agirliklandirilmis kareler toplami fonksiyonunun optimal
degerini yukarida bulunan 0 parametre tahminleri verir. Genel olarak V kosegen
olmayan simetrik bir matris ve o bir dlgek olmak iizere y= f(6,)+& regresyon
modelinin hatalarmm E(g)=0,V(g) =0’V 6zellikleri mevcutsa V = K> yardimiyla

hatalar K™'¢ =: seklinde agirliklandirilarak déniistiiriilmiis hatalarin E(2) =0,

A

V(1)=0c’l seklinde homojen olmalar1 saglanir. K™'g¢=: dikkate alinarak 6
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parametre tahminlerini baglayan déniistiiriilmiis artiklar iizerinden o’ varyansinin

tahmini

¢ HK_I - f(é)]Hz _ [y 1@V [y-10)] (5.29)
n—p n-p

seklinde bulunur. Agiwhklandirimis S =[y- f(H)]tW [y—f(0)] kareler toplam

fonksiyonu 6, gergek parametre degeri civarinda

S = [y -1(6.)-2.(60- &)]tW [y— f(6.)- Z*(H—H*)] (5.30)
seklinde agilarak minimize edildiginde

0=0.+(ZWZ.)'ZW¢e (5.31)

6 parametre tahmininin 6, gercek parametre degeri civarindaki teorik dagiliminin

bulunabilecegi ifade elde edilir. V(&) =’V 6zelligi géz dniinde bulundurularak 0

parametre tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi

V() =oc*(Z\WZ,)"' ZWVWZ,(ZWZ,)™ (5.32)
ve asimptotik sonuc¢lar dogrultusunda varyans-kovaryans matrisi tahmini

V() =s*(ZWZ) ' Z\WVWZ(Z'WZ)™! (5.33)

seklinde bulunur. Yukarida T amac¢ fonksiyonunda késegen W agirlik matrisinin

iterasyonlarla gelistirilmesindeki nedenlerden biri y = f (6,)+ & regresyon modelinin

hatalar1 varyanslarmin farkli olmasidir. Eger hatalarm varyans1 V(¢) = o’V kdsegen
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bir matris ise V matrisinin bir tahmini V' =W ifadesinden elde edilebileceginden
@ parametre tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi V(@) =oc?(ZWZ,)™
biciminde ve parametre tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi tahmini ise
V(é)=52(2tW2)‘1 biciminde kisaltilabilir. Aykir1 degerler barindiran model

artiklariin agirliklart kosegen W matrisi araciligi ile ¢ikarildigindan bunlara kars

gelen varyans tahminlerinin 6lgeklenmis biiyiikligi sV ifadesinden bulunabilir.

Herhangi bir yontemle bulunan parametre tahminlerini saglayacak sekilde bir
aguhiklandinlmis S =[y— f(H)]tW [y—f(0)] kareler toplam: fonksiyonu
olusturulabilir. Genel olarak y=f(6,)+¢& regresyon modelinin hatalarinin
E(¢)=0,V(¢)=0"V ozellikleri bulunuyorsa bu yontemle elde edilen parametre
tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi V() =oc2(Z\WZ.)' Z\WVWZ,(Z!WZ,)™

seklinde bulunur.
5.3. Hata Varyans-Kovaryans Matrisi ve Optimal Saglam Fonksiyonu

Eger ¢ hatalar1 (0,V) seklinde dagiliyorsa cov(e;,e;) = E(g¢;) ozelligi gozoniinde

bulundurularak herhangi bir @ ile r, =y, — f,() artiklar iizerinden hata varyans-

kovaryans matrisinin bir tahmininin ¢ikarimi i¢in ilk olarak V = [(rirj)ij] sekli ele

alinabilir. Eger tiim matris V = [(rirj )ij] seklinde kurulursa matrisin satirlar1 veya

stitunlar1 arasinda dogrusal bagimlilik olusur, buna bagli olarak matris tersinir

degildir. Kovaryans kavramindan ¢ikarilabilecek rr; ifadesi tizerinde su sekilde bir

. r.
modifikasyon yapilabilir: rr. _slis . Burada /s, ifadesinde artik karsilik

i i j
i S

gelen standart sapmaya boliinerek bir anlamda standardize edilir. Eger r,/s; asiri
bliyiik bir degeri veriyorsa dogal olarak bu biiylikligli dengeleyebilen saglam
fonksiyonlarmin kullanimi disiiniilebilir. Amag hata varyans-kovaryans matrisinin

tahmini i¢in matris rr; elemanlarinin yerine gegebilecek uyumlu degerler
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bulabilmektir. S, standart sapmasinin tahmininde aykir: deger etkilerinden korunmak
i¢in medyan kullanilabilir. Dolayistyla p >0 olmak iizere r,/s; ifadesini dengeleyen
ve uyumlu hale getiren p(r,/s;) saglam fonksiyonu bulunmalidir. Hata varyans-

kovaryans matrisinin kdsegeni hata varyanslarina karsilik gelirken kdsegen disindaki

elemanlar kovaryanslara kargilik gelir. Bu durum gozoniinde bulundurulursa rr;

P )
- r.
ifadesi yerine §;s; { p(iﬂ { p(—’ﬂ sign(r;r;) ifadesinin konmasi gerekir. Buna
S S.
J

bagh olarak hata varyans-kovaryans matrisinin bir tahmini

Y% P4
. r.
V=||ss, { p(iﬂ { p(—JJ:| sign(rr;) seklinde ele alinir. Ancak bu matris de
S j )
\Y =[(I’irj)ij] matrisi gibi tersinir degildir. Dogal olarak yakin olan gozlemler
arasinda, Ornegin |i— j|<b ile bir b uzakligina kadar olan gozlemler arasinda
korelasyon olabilir; uzak gozlemler arasinda korelasyonlarin bulunmasi (periyodik

bir yap1 yoksa) pek anlamli degildir. r,/s; =z, gosterimi ile bir genelleme yapilirsa

p(z)p(z;)sign(zz) . fi-j|<b
0 . li-i>b

p(z,,2;)= ifadesi elde edilir. Bu durumda

hata varyans-kovaryans matrisi V = [(Sis Pz, z.))J sekline girer; bu sekil ile daha

i”%j
genel yapilar tasarlanabilir, 6zel bir durum olarak belirli kosullarda
p(z,2)) = p(zi)p(zj)sign(zizj) gibi bir ifade ele alinmis olunur. Eger hata

varyans-kovaryans matrisi kdsegen bir matris ise optimal saglam fonksiyonunun

¢ikarimi kolaylasir. V hata varyans-kovaryans matrisi kosegen ise kdsegen elemalari

V, =S p(z,) olarak hesaplamir. Yukarida ele alinmis olan W, agirlik elemanlari, s,
standart sapmast ve aykir1 degerin etkisini azaltan w(z,)/z; ifadesi ile

W, =w(Z;) / s’z, seklinde kurulmustur. Bu durumda esitlik kurulabilir.
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W:l - %z% - L1 - pp'=1z
v d s’z s'p z p (534)
pd—’D:Z — pdp=1zdz
Z

o' =y oldugu gbzoniinde bulundurularak diferansiyel denklem ¢oziiliir.

p=+C , (z=0,p=0) > p'=7" > p=| (5.35)

Buradan optimal saglam fonksiyonu T = Zp[ij ama¢ fonksiyonundan
i Si

p(Z)=|Z|=E‘ — p'=w=sign(z)=sign(r) seklinde bulunmus olur. Eger V

hata varyans-kovaryans matrisi kosegen degilse bu fonksiyonun yapisi oldukca

karmagiklasir ve buradaki gibi basit bir ifade bulunamaz.

,Ww=p' =sign(z),w= L =ﬁ olmasi ile bir L1-norm
z YA

Saglam fonksiyonunun p = |Z

regresyonu s0z konusu olur; bu yaklasim o6l¢eklenmis mutlaklar toplami olarak
adlandirilabilir.  Yapilan uygulamalarda varyanslari duragan olmayan ancak
ortalamada en kiiciik varyansh tahminlerin L1-norm regresyonu ile bulundugu
goriilmekle birlikte parametre tahminleri gergek degerleri civarinda duraganlagsmadan
salinmaktadir. Bu durum amag fonksiyonunun yapisindan kaynaklanir. Ancak bu
yaklagimla bulunan parametre tahminlerinin bir ac¢idan dikkat c¢ekici oldugu ifade

edilmelidir.

Burada tanimi verilmeye calisilan p(z;,z;) fonksiyonu ile bir hata varyans-

kovaryans matrisi tahmini V = [(Sis P27, ))J seklinde yapilandirilabilir.

127
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6. PARAMETRE TAHMIN YONTEMLERININ KARSILASTIRILMASI iCIN
SIMULASYON CALISMASI

Bu boliimde parametreleri bilinen bazi dogrusal olmayan modeller i¢in simiilasyon
yoluyla iiretilen veri ile parametre tahmin yontemlerinin ¢alismasina ve bu siirecin
1000 kez tekrari ile elde edilen tahminlerin ortalama degerleri ve standart hatalarina
iliskin sonuglara yer verilmistir. Bu amagla tez ¢alismasinda bahsedilen parametre

tahmin yontemleri yanlilik ve etkinlik bakimindan karsilagtirilmigtir.

Bu boliimde parametreleri 6, =2 ve 6, =3 olan Model 1

yzln[ o J+g 6.1)

modelinde simiilasyon yoluyla iiretilen la, 1b, Ic ve 1d verileri, parametreleri

6,=1000 ve &, =500 olan Model 2

+¢ (6.2)

modelinden simiilasyon yoluyla iiretilen 2a, 2b ve 2c¢ verileri ile parametreleri

6,=100 , 6,=99 ve 6,=0.2 olan Model 3

o

=————+¢ 6.3
1+ 6,6 (6.3)

y

modelinden simiilasyon yoluyla iiretilen 3a verileri kullanilmigtir. Parametrelerine

gore dogrusallastirilamayan Model 3 ayni zamanda lojistik biiyiime modelidir.

[Ik olarak verilen modeller aracilig1 ile veri iiretimi asagida aciklandigi sekilde

yapilmistir.
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6.1. Model 1a Verisi
0 =2
Model 1: y=1n(ﬂ}+g , { o (6.4)

Model 1 araciligr ile bagimsiz x degiskeninin 5-54 araliginda birer artarak

olusturulan 50 gozlemlik ¢iktisina beklenen degerleri sifir ve varyansi
(0.02)> =0.0004 olan normal dagilimdan bagimsiz hatalar iiretilerek eklenmis ve bu

sekilde bir Model 1a verisi elde edilmistir. Simiilasyon ile iiretilen Model 1a verisi

asagida sunulmus ve grafigi ¢izilmistir.

Cizelge 6.1. Model 1 aracilig ile iiretilen Model 1a verisi

i ¥ % y % ¥
6 0223756 22 0556189 39 0B09R37
E 0269309 23 0592260 40 0E71750
7 0352889 24 0592054 41 0F35043
8 0353179 25 05480095 42 0611045
8 0400143 26 OF14315 43 0B11820

10 0435260 27 0F14454 44 0B21EES

11 0 4594E0 28 05EB25E 45 0B3I7742

12 0425524 29 0591174 46 0F39256

13 0,495906 30 0B0EY13 47 0B48211

14 0489976 31 0p01323 48 0BR5523

15 0525646 32 0Bp24910 49 0B53216

16 0491962 33 0pZ7390 50 0B34116

17 0535877 34 0pO00E33 51 0BA3711

18 0509504 35 0586557 A2 0pBA4089

19 0562969 36 0p3I3E95 53 0B267E1

20 0553430 a7 0599687 A4 0F35392

21 0563967 33 0p09523
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Sekil 6.1. Model 1a verisinin diyagrami

6.1.1. Model 1a verisi ve en kiiciik kareler yontemi

Model 1 ile olusturulan veri lizerinden 6nce Gauss-Newton iterasyonu yontemi ile
parametre tahmini yapilmstir. iterasyon igin parametrelerin baslangi¢ degerlerine
gereksinim duyuldugundan modelin f beklenen fonksiyonu goz Oniinde

bulundurularak parametrelerine gore dogrusal bir yap1 elde edilmistir.

y:ln( ij Soes 0 ey LB v=f+pu
0, + X 6, 6 X 65)

v=e" ,u=1/x doniisiimiiyle elde edilen veri iizerinden dogrusal modelin parametre

tahminleri olagan en kiigiik kareler yaklagimiyla ,5’0 =0.496333 , ,@1 =1.555063

olarak bulunduktan sonra orijinal modelin parametre baslangic degerleri

0, =2.014778 , 6,,=3.133106 olarak bulunmustur. Gauss-Newton iterasyonunun

isleyebilmesi i¢in gerekli olan Z matrisinin satir1 su sekilde kurulur:
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of

i
20, 6,

= - (6.6)

Asagida Gauss-Newton iterasyonu sonuglar verilmistir.

Cizelge 6.2. Model 1a verisi i¢cin Gauss-Newton iterasyonu sonuglari

g1 = ] hES hB8
24777715 3133105644 00167457580
2MB986298  3,155360770 0 D16E7230559 000058247 0007103216
218993557 315544593523 00167230559 -1 48670E-05 2 806B43E-04
216993606 3155449558 0016728059 -1 05582E-13 7 42585E-03
2018993606 3155449558 0016728059 o 195995E-10

e WK — O =

Tabloda S kareler toplamina bagli olarak

AS _S(6)-5(6,.)

S S(6.,) ©7

iterasyonlar ilerlerken kareler toplami fonksiyonundaki oransal kiigiilmeyi gosterir;

AS/S orani negatif ise kiigiilme gergeklesir. Burada A8/6 ise

. j=L2,..p (6.8)

ile p parametre icerisinde en ¢ok oransal degisim gosteren orani ifade eder; Grnegin

6., —06.
§=10"° i¢in max | —* <5 ile duraganlasmanin gerceklestigi kabul
j

jk-1

edilebilir.

Verilen bilgiler 1s18inda k=3 iterasyonunda optimal parametre tahminlerine

ulasilmistir.
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Model la verisi iizerinden elde edilen s* varyans tahmini, o’ teorik varyans, 6
parametre tahminleri, 6, parametrelerinin gercek degeri, 0-6. parametre tahminleri
ile gergek degerleri arasindaki farklari, 0 parametre tahminleri ve s° varyans
tahmini dolayisiyla S(é) parametre tahminlerinin standart hata tahminleri,

parametrelerin ve hata varyansmin ger¢ek degerleri bilindiginden O'(é) parametre

tahminlerinin teorik standart hatalar sirasi ile s0yledir:

s? =0.000348501 , o> =0.0004
. (2.016993 2 . -0.016993606
6= , 0= , 0-0.= (6.9)
3.155449 3 -0.155449558
. (0.010070727 . (0.010622072
s(0) = , o(0)=
0.104982096 0.110385232

6.1.2. Model 1a siireci icin simiilasyon ¢alismasi

Model 1a verisi olusturma siireci 1000 kez tekrarlanarak herbiri 50 ser gozlemden
olusan 1000 6rnek olusturulmustur. Elde edilen 1000 6rnegin herbiri i¢in ayr1 ayri en
kiigtik kareler (EKK) yontemi ve L1-norm regresyonu (L1) yontemi uygulanarak
parametre tahminleri yapilmistir. Parametre tahminleri ortalamalarinda ve 6zellikle

standart hata tahminleri ortalamalarinda 20 tekrar civarinda duraganlasma

gozlenmistir. Simiilasyonla Model 1a siireci ile iiretilen 1000 6rnegin 0 parametre
tahminleri ortalamalar1 ve §(é) parametre tahminlerinin standart hatalar1 tahminleri

ortalamalar1 asagidaki ¢izelgede sunulmustur. Cizelgede “Tekrar” olarak gosterilen

slitun simiilasyon yapilarak iiretilen tekrarlarin sayisidir.

Cizelge 6.3. Model 1a siireci 6rneklerine uygulanan yontemler ve sonuglari

Yontem Tekrar 51 §(él) 52 §(éz)
EKK 1000 1.999605 | 0.010607 | 2.991848 | 0.110179
L1 1000 1.998855 | 0.000843 | 3.006192 | 0.008633
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En kiiclik kareler yontemi ile bulunan parametre tahminleri ve standart hatalari
tahminleri ortalamalar1 simiilasyonla {retilen tekrar sayilari arttikga bir limite
yakinsama egilimindedir. Parametre tahminlerinin ortalamalar1 gercek parametre
degerlerine, parametre tahminlerinin standart hata tahminleri ortalamalar1 da
parametre tahminlerinin teorik standart hatalarina dogru yakinsamaktadir. L1-norm
regresyonu yontemi ile bulunan parametre tahminlerinin standart hatalar1 tahminleri

ortalamalar1 daha kii¢iik bulunmustur; bu noktaya boliimiin sonunda deginilmistir.

6.2. Model 1b Verisi

Parametre degerleri 6, =2,6,=3 olan Model 1 aracilig1 ile bagimsiz x
degiskeninin 5-54 araliginda birer artarak olusturulan 50 goézlemlik c¢iktisina
beklenen degerleri sifir ve varyanst (0.02)° =0.0004 olan normal dagilimdan

bagimsiz hatalar iiretilerek eklenmis ancak 25. ve 53. gézlemlerinin aykir1 degerler
olmas1 i¢in normal hatalar yerine biiylik mutlak degerli —0.3 hatalar1 eklenerek
Model 1b verisi olusturulmustur. Bu sekilde iiretilen Model 1b verisi asagida

sunulmustur.

Cizelge 6.4. Model 1b verisi

H y ® ¥ % ¥
& 0223756 22 0556159 39 0B09637
6 0269309 23 0592260 40 0671750
7 0,3525589 24 0592054 41 0535043
§ 0353179 25 0279315 42 0B11045
8 0400143 26 0p14315 43 0B115820

10 0435260 27 0p14454 44 0621665

11 0459465 20 0563256 45 0B37742

12 04255824 29 04591174 46 039256

13 0,495506 30 0p0E713 47 0B48211

14 04895976 31 0p01323 48 0BE5523

15 0525646 32 0p24M0 49 0653216

16 0491969 33 0pZ7390 50 0kB34116

17 0535877 34 0p00333 51 0kB53711

18 0509504 35 05865957 52 0k54059

19 05625965 J&5 0 /533695 53 0338057

20 0553430 37 0599657 54 0B35392

21 0563967 3o 0 /09525
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Sekil 6.2. Model 1b verisi i¢in diyagram

6.2.1. Model 1b verisi ve en kiiciik kareler yontemi

70

Modelin f beklenen fonksiyonundan elde edilen dogrusal yapinin parametre

tahminleri ,éo =0.508078949, ,@1 =1.462518241 seklinde bulunduktan sonra orijinal

modelin parametre baslangic degerleri 6,, =1.968198 , 6,, =2.878526 olarak elde

edilmistir. Bu vektér Gauss-Newton iterasyonu ic¢in baslangic degeri olarak

kullanilmis ve asagidaki iterasyon sonuclar1 bulunmustur.

Cizelge 6.5. Model 1b verisi i¢in Gauss-Newton iterasyonu sonuglari

a1
1 BE8153058
1 #75006383
1 275019848
1 375019846

k= O

a2
2878525562
2912066372
2912113259
22113228

= ASSS
0192568305
0192313633 -0 001325087 0 011652080
0192313632 -5 99512E-09 1 61010E-05
0192313632 0 106794 E-0

Fig=k s

Veri lizerinden bulunan tahminler ile birlikte parametrelerin ve hata varyansinin

gercek degerleri

sunulmustur.

g6zoniinde

bulundurularak yapilan hesaplamalar

asagida



s? =0.004006534 , o> =0.0004
~ (1.975019 2 .
6= , 0.= , 0
2.912113 3
. (0.033062426 . (0.010622072
s(0) = , o(0)=
0.345629960 0.110385232

-0.024980154
-0.087886772
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J (6.10)

Burada 6 parametre tahminleri ile varyans tahmininin s*> oldugu s(é) parametre

tahminlerinin standart hata tahminleri ile a(é) teorik standart hatalar1 arasindaki

fark dikkati c¢eker. Bu farkin nedeni iki aykiri degerin parametre tahminlerini

etkilemesinden dolayidir. Teorik O'(é) standart hatalar iki aykir1 degerin varligi

ihmal edilerek geri kalan hatalara verilen teorik o =0.0004 hata varyansi ve

gergek 6, parametre degerleri kullanilarak hesaplanmistir. Hata varyansi iki aykir

degeri kapsamamakla birlikte s> hata varyansi tahmini aykir1 degerleri de icine

alacak sekilde bulunmustur.

Elde edilen sonuglar dogrultusunda asagida veri ve regresyon egrisi birlikte

¢izilmistir.

0.7 7y
0BS -

0E -
055 H
05
045 4
04 1
0,35
0.3 -
025
02

Sekil 6.3. Model 1b verisi ile en kii¢lik kareler egrisi
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6.2.2. Model 1b verisi ve mutlak degerler toplam

Model 1b verisi kullanilarak biiyiik hatalara kars1 daha az duyarli olan mutlak artiklar
toplami iizerinden L1-norm regresyonu uygulanarak parametre tahmini yapilmistir.
Yukarida bulunmus olan dogrusallastirilmis model yardimiyla elde edilen orjinal
modelin parametre baslangic degerleri (1.968198058, 2.878525562) L1-norm
regresyon problemi i¢in baslangi¢ degerleri olarak kullanilmistir. Bu yaklasimla elde
edilen L1-norm regresyon parametre tahminleri (2.022004536, 3.114189142) olarak

bulunmustur. Asagida veri ve uydurulan egri birlikte ¢izilmistir.

0.7 7y
0BS -
0E -
055 H
05
045 4
04 1
0,35
0.3 -
025
02 +rrrr

Sekil 6.4. Model 1b verisi i¢cin L1-norm regresyon yontemi ile bulunan egri

6.2.3. Model 1b verisi ve M-tahmin edici

Model 1b verisi lizerinden Andrew dalga fonksiyonunun kullanildigi M-tahmin edici
ile parametre tahmini yapilmustir. Iterasyonlar igin parametre baslangi¢ degerleri
olarak Ll-norm regresyon parametre tahminleri (2.022004536, 3.114189142)
alimmistir. Asagida M-tahmin edici i¢in yapilan iteratif tekrar agirliklandirmali en

kiigiik kareler yontemi iterasyonu sonuglari verilmistir.



Cizelge 6.6. Andrew dalga fonksiyonunun kullanildig1 M-tahmin edici ile yapilan

iterasyon sonuglari

o0 ok Wk —= O =

21
2022004536
2019977774
2019521508
2019443407
2019430541
2019428490
2015428170

a2
3114185142
3149062385
3151830139
3152093420
3152112543
31521129583
3152112754

=
0 2053536655
020243533231
0 202045554
0 2019858948
0201980324
020197304
0201975851

iRt

-0,014139959
-0,001909997
-0 0002285260
-4 2R5942E-05
-b 35466 E-06
-9 40639 E-07

F==

0011188178
0000878913
8,35325E-05
B 37 150E-0B
101563 E-08
1568278 E07

Altinct iterasyonda parametre tahminlerine ulasildig: varsayilabilir.

Andrew dalga fonksiyonu kullanilarak M-tahmin edici araciligi ile elde edilen

agirliklandirilmis en kiigiik kareler parametre tahminleri ile birlikte bulunan diger

tahminler toplu olarak asagida sunulmustur.

s? =0.000254595

A

A

3.152112

0.009089398
0.092964348

2.019428]

). e
|

Agirliklar ayirt edilmeksizin biitiin gozlemler kullanilarak parametre tahminleri

0.019428112
0.152112701

yapilmustir. Asagida veri ve uydurulan egri birlikte ¢izilmistir.
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Sekil 6.5. Model 1b verisi i¢in Andrew dalga fonksiyonu kullanilarak M-tahmin

edici araciligi ile bulunan egri
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Iteratif tekrar agirhiklandirmali en kiigiik kareler yontemi ile elde edilen agirliklar

asagida verilmistir.

Cizelge 6.7. Andrew dalga fonksiyonu kullanilarak M-tahmin edici ile elde edilen

agirliklar

H iy L Wy L Wy

5 0977101 22 09R1422 28 05943424

E 0969514 23 0924704 40 0552009

7 0,888373 24 09R1934 41 05990470

8 0963067 25 ] 42 0911713

9 0993625 25 0 R45540 43 0504039
10 0990024 27 0 pBREY9S 44 0 5R5E7E
11 098177 28 0p22903 45 0593334
12 0593372 29 0282846 46 0993218
13 05975147 30 0296510 47 05974578
14 0577133 31 0294733 45 058366
15 05956214 32 0239102 45 0951300
16 0,783673 33 0240839 50 0986269
17 059975593 34 0253119 51 08971777
18 0775567 35 0301508 52 05875473
19 0565702 35 0847926 53 0
20 0997787 37 0pR93sN o4 0972683
21 05991342 38 095R028
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25. ve 53. gozlemlere sifir agirlik verilmekle birlikte 12. ve 40. gozlemlere verilen

diisiik agirliklar dikkati ¢eker.

Andrew dalga fonksiyonu ile agirliklarinin sifira diistirildigii verilerin parametre
tahmininin bulunmasindaki etkileri de yok edilmistir. Bu durumda artiklar iizerinden
tahmin edilen varyans tahmini i¢in serbestlik derecesinin se¢imi bir sorun olabilir.
Modelin kurulmasi asamasinda mevcut olan gozlemlerin agirliklarinin sifirlanmasi
ile bu gozlemlerin ihmal edilip edilmedigi sorunu mevcuttur. Eger ihmal edilirlerse

ve serbestlik derecesi buna bagli olarak diistiriiliirse varyans tahmini artar.

Ayrica agirliklart sifirlamayan ve anlagilmasi kolay olan Huber t fonksiyonu
parametre tahmini i¢in kullanilmistir. Huber t fonksiyonu icin t=2 olarak
almmasiyla ikiden kii¢iik (standartlastirilmis) artiklarin en kiigiik kareler
yaklagimindaki gibi agirliklar1 bir olarak alinir. Ancak ikiden biiyiik ise bir aykiri
deger olarak degerlendirilip mutlak biiyiikliigii ile ters orantili olarak agirliklandirilir.
Bu sekildeki bir agirliklandirmanin mutlaklar toplamindan elde edilen agirliklar
olmasindan dolay1r parametre tahmini agisindan avantajlart bulunur. Huber t
fonksiyonu en kiigiik kareler yaklasimi ile mutlaklar toplami yaklagimini iki ayri

kosul olarak i¢inde barindirir.

Model 1b verisi iizerinden Huber t fonksiyonunun kullanildigi M-tahmin edici ile
parametre tahmini yapilmistir. Parametre baslangi¢ degerleri icin L1-norm regresyon
parametre tahminleri (2.022004536, 3.114189142) alindiktan sonra asagida Huber t
fonksiyonu ile M-tahmin edici i¢in yapilan iteratif tekrar agirliklandirmali en kiiciik

kareler iterasyonu sonuglari verilmistir.



Cizelge 6.8. Huber t fonksiyonunun kullanildigit M-tahmin edici ile yapilan
iterasyon sonuglari

21
2022004536
2013950863
201367 1652
2013660551
2013660149
2013660134

M f Wk = O =

g2
3114185142
3130522193
31309596065
3131035234
3131037425
3131037531

=
0 2053536655
0,199545077
0,199365306
0,1993624 26
0,1993621 56
0,199362145

AR

-0 025205444
-0 000550356
-3, 45091 E-05
-1 3562206
-5 305937 E-08

A

000524472
0000153532
1 25090 E-05
B 29902 E-07
337564 E-08

Dordiincii iterasyonda parametre tahminlerine ulasildig1 varsayilabilir.

Huber t fonksiyonu yardimiyla bulunan tahminler toplu olarak asagida sunulmustur.

s’ =0.000803552

5 (2.013660135
3.131037531

Asagida veri ve uydurulan egri birlikte ¢izilmigtir.

s(0 0.015581229
0.160415368

f)
|

B [0.013660135]

0.131037531
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Sekil 6.6. Model 1b verisi i¢in Huber t fonksiyonu kullanilarak M-tahmin edici

araciligi ile bulunan egri

76

(6.12)
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Huber t fonksiyonunun kullanimiyla elde edilen agirliklar asagidaki tabloda

verilmistir.

Cizelge 6.9. Huber t fonksiyonu kullanilarak M-tahmin edici ile elde edilen

agirhiklar

K W X W % W

5 1 22 1 39 1

& 1 23 1 40 0,.528912
7 1 24 1 41 1

B 1 25 0129352 42 1

5 1 26 1 43 1

1a 1 2 1 44 1

11 1 28 1 45 1

12 00224402 29 1 4B 1

13 1 30 1 47 1

14 1 3 1 43 1

15 1 32 1 49 1

16 1 33 1 50 1

17 1 34 1 81 1

15 1 35 1 52 1

19 1 36 1 53 01258331
20 1 a7 1 54 1

21 1 a3 1

25. ve 53. gozlemlere oldukga diisiik agirliklar verilmis olmakla birlikte Andrew
dalga fonksiyonunun kullanimindakine benzer sekilde 12. ve 40. gozlemlere verilen

diisiik agirliklar dikkat ¢ekicidir.
6.2.4. Model 1b siireci icin simiilasyon calismasi

Model 1b verisi olusturma siireci 1000 kez tekrarlanarak herbiri 50 ser gozlemden
olusan 1000 6rnek olusturulmustur. Elde edilen 1000 6rnegin herbiri i¢in en kiigiik
kareler (EKK) yontemi, Andrew dalga fonksiyonunun kullanildigi M-tahmin edicisi
(MA), Huber t fonksiyonunun kullanildigi M-tahmin edicisi (MH) ve L1-norm

A

regresyonu (L1) ile parametre tahminleri yapilmigtir. Bu yontemler i¢in 6
parametre tahminleri ortalamalari ve §(é) standart hatalar1 tahminleri ortalamalar1

asagidaki cizelgede sunulmustur.



78

Cizelge 6.10. Model 1b siireci 6rneklerine uygulanan yontemler ve sonuglari

Yontem Tekrar 971 5(0) 972 5(6,)

EKK 1000 1.956184 | 0.032222 | 2.755891 | 0.336032
MA 1000 1.999505 | 0.009621 | 2.999370 | 0.098436
MH 1000 1.993663 | 0.015927 | 2.965328 | 0.163662
L1 1000 1.997093 | 0.000948 | 2.984300 | 0.009682

Aykari degerler barindiran Model 1b verisinin en kiigiik kareler yontemi ile bulunan
parametre tahminlerinin yanli oldugu goriiliir. Parametre tahminlerinin standart
hatalar1 tahminlerindeki artis dolayisiyla parametre tahminleri etkin degildir. M-
tahmin edicileri i¢in uygun baslangic degerleri Ll-norm regresyonu ile
bulunabildiginden bu yontemle bulunan parametre tahminleri de dahil edilmistir. L1-
norm regresyonu tahminlerinlerindeki sapmalarin kiiciik olmasi1 dolayisiyla yansizlik,
bu yaklasimla bulunan parametre tahminlerinin standart hatalar1 tahminlerinin en
kiiclik olmas1 dolayisiyla etkinlik kosullar1 saglanir. Simiilasyon tekrarinin artmasina
bagli olarak M-tahmin edicilerin parametre tahminlerinin gergek degerleri civarina
yakinsadiklart goriiliir. Aykirt degerler barindiran 6rnekler i¢in 6zellikle en kiigiik
kareler yontemi ile karsilastirildiginda M-tahmin edicilerinin parametre tahminlerinin
daha kiiciik varyansh olduklar1 goriiliir. Huber t fonksiyonu ile karsilastirildiginda
mutlak degerce biiylik artiklara Andrew dalga fonsiyonunun kullanildigi M-tahmin
edicisi ¢cok daha kii¢iikk ve hatta sifir agirliklar verdiginden parametre tahminleri
iizerindeki aykir1 deger etkileri hemen hemen sifirlanmaktadir. Bundan dolay1 Huber
t fonksiyonu ile karsilastirildiginda Andrew dalda fonksiyonunun kullanildigi M-
tahmin edicisinin parametre tahminleri parametrelerin ger¢ek degerlerine daha ¢ok
yakinsadigi ve parametre tahminlerinin standart hata tahminlerinin daha kii¢iik

oldugu agikga goriilebilir.

6.3. Model 1c Verisi

Bir uygulama olarak kosegen elemanlardan olusan hata varyans-kovaryans matrisi

araciligi ile hatalar {iretilip veri olusturulmus ve bu veri lizerinden parametre tahmini

yapilmigtir. Bagimsiz, beklenen degerleri sifir ve varyanst 107X  olan normal
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dagilimdan hatalar {iretilip gergek parametre degerleri 6 =2,6, =3 olan Model 1

ciktisina eklenerek Model 1c verisi elde edilmistir. Bu sekilde iiretilen Model Ic

verisi agagida sunulmus ve grafigi ¢izilmistir.

Cizelge 6.11. Model 1 araciligi ile tiretilen Model 1c verisi

W iy % iy P y
5 0231665 22 0507359 39 0R/8113
B 0282635 23 0 A29021 40 055743
7 0314460 24 0570213 41 0R20234
8 0425916 25 0589240 42 0,733862
9 0432059 26 0447885 43 049594
10 0503573 27 0 p53050 44 0 RF95293
11 0476142 28 0528605 45 0,717103
12 0476973 29 0513542 46 0 B33819
13 0DATZ7ES 30 0594837 47 0595631
14 0525354 31 0p03346 48 0B514273
15 0555449 J2 0 p02542 49 0546605
16 04577066 J3 [0 58BE45 a0 0544555
17 0535230 34 0767030 51 0739011
18 0544277 35 0 B15305 Y DRE30712
19 0485957 J6 0 B01274 A3 0 R90244
20 0570084 37 0581470 4 DRE79183
21 0B40339 38 0544550
0.8 - ¥
07 -
0B -
05 A
04
03 -
X
I:I.EIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
L (um} — = r- = o ] o [} Ly o — =T - [ m
-— -— — [ | (] o m ] o == = -+ L0 L

Sekil 6.7. Model 1c verisinin diyagrami
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6.3.1. Model 1c verisi ve genellestirilmis en kiiciik kareler

Dogrusallastirilmis modelin  parametre tahminleri olagan en kiiciik kareler

yontemiyle [30 =0.499284 , ,31 =1.443873 seklinde bulunduktan sonra orijinal

parametrelerin baslangic degerleri 6, =2.002867 , 6,,=2.891885  olarak

hesaplanir. Bu degerler genellestirilmis en kiiclik kareler yontemi i¢in kullanilan

Gauss-Newton iterasyonu baglangic degeri olarak alinmistir.

Hata varyanslar1 baslangictan bilindigi varsayilarak hata varyanslar1 107X olarak

almmustir. Buna gore asagida Gauss-Newton iterasyonu sonuglari verilmistir.

Cizelge 6.12. Model 1c verisi i¢in Gauss-Newton iterasyonu sonuglari

k 21 = =] LSS5 ABA

a 2002866571 2891884812 55 B2176EEEE

1 2005335168 2916235800 55 AEED4784 0000957402 0003420456
2 2002325444 2916144520 55 ABEE474AY  -B A7V1VEE-09  313006E-04
3 2002328505 2916145018 &5 ABBE474AY -1 2V23ZE-13 0 1 7O0BEGE-OY
4 2005325505 2216145014 55 AREGA74T 0 S929672E-10

Ucgiincii iterasyonda parametre tahminlerine varildigi goriiliir. Hata varyanslarinin

baslangigtan bilindigi varsayilarak hata varyanslar1 107X olarak alinmistir. s°

A

varyans tahmini, o teorik varyans, € parametre tahminleri, 6, parametrelerinin

gergek degeri, 06, parametre tahminleri ile gercek degerleri arasindaki farklari,

S(é) parametre tahminlerinin standart hata tahminleri, parametrelerin ve teorik

varyansin ger¢ek degerleri bilindiginden O'(é) parametre tahminlerinin teorik

standart hatalar1 siras1 ile asagida verilmistir.

s? =1.157642657 , o' =1
~ (2.008328505 b 2 G- 0.008328505
~12.916145015 R ’ *1-0.083854985

= (6.13)
n [0.028272017] n (0.026268031]
o6

b

(@)=
© 0.200628274 0.188660686
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Hata varyanslarmim 107X oldugu bilinerek hatalar kendi standart sapmalarina

boliindiigiinde hatalar standart normal dagilimli hatalara doniistiiglinden dolay1 bir
kolaylik i¢in teorik varyans bir olarak olgeklenir. Bu durumda O'(é) parametre

tahminlerinin teorik standart hatalari, 6. parametrelerin gercek degerleri ve o

teorik hata varyansi ile bulunur. 60 parametre tahminleri kullanilarak elde edilen
model artiklarinin bilinen hata varyanslari aracilig1 ile agirliklandirilarak bulunan s’
hata varyansi tahmini ile 0 parametre tahminleri aracilig1 ile S(é) parametre

tahminlerinin standart hata tahminleri bu yol ile elde edilmistir.

Genellestirilmis en kiigiik kareler yontemin simdiki uygulamasi i¢in verilen hata
varyans-kovaryans matrisinin bilinmedigi varsayilarak parametre tahminleri
yapilmistir. Hata korelasyonlarinin sifir oldugu varsayilarak hata varyanslart artiklar
lizerinden tahmin edilmeye calisilmistir. Ik énce agirliklandirma yapilmadan (tiim
agirliklarin bir oldugu varsayilarak) parametre tahmini yapilmistir. Yukarida
dogrusallagtirilmis model parametre tahminleri aracilign ile elde edilen

0, =2.002867 , 6,,=2.891885 parametre baslangic degerleri en kiigiik kareler

yontemine uygulanan Gauss-Newton iterasyonlar1 icin kullanilmistir. Iterasyonlar

asagida sunulmustur.

Cizelge 6.13. Gauss-Newton iterasyonlari

k al g2 = &S5 A8

a 2002367 2p91885 0158332

1 2007147 2850558058 01582053 -000081 0O,004549
2 2007153 2505930 01558203 -1 4E-08 7V 47E06
3 2007153 2505930 01558203 a 517E08
4 20071583 2505930 0155203 o 357E12
] 20071583 25905930 0155203 o 22¢E-15

Parametre tahminlerine {i¢lincii iterasyonda ulasilmistir. Elde edilen artiklarin

sacilma grafigi asagida verilmistir.



0,2 -
0,15 A .
0,1

0,05 +

-0,05 -
0,1 -

-0,15 - g

_0’2 i

Sekil 6.8. Agirliklandirma yapilmadan elde edilen artiklar i¢in serpme diyagrami

82

Genel olarak artiklarin sagilma sekli varyansin kare kokii olan standart sapmaya

karsilik gelir; bu sekilde oransal bir bag kurulabilir. Standart sapmalarla iyi bir

karsilastirma kurabilmek i¢in artiklarin mutlak degerleri gézlem sirasina konup

sacilma grafigi cizilmistir.

0,16 -
0,14 - *
0,12 -
0,1 -
0,08 - .
0,06 - . * e .

0,04 -

0,02+ o ’. -

Sekil 6.9. Artiklarin mutlak degerleri sagilma grafigi

Standart sapmalarin gézlem seviyesine bagl olarak siirekli bir fonksiyon oldugu ve

yavagea degistigi varsayilmistir. Aksi halde standart sapmanin ani noktasal degisimi
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aykir1 degerlerin belirmesine neden olabilir. Aykir1 degerleri belirleyen bir yaklasim
saglam regresyon yaklasimi olabilir. Standart sapmanin bolgesel olarak yavasca
degisimi bolgesel standart sapmalarinin farkliliklarinin gbézlenmesiyle belirlenebilir.
Bolgesel farkliliklarin gézlenebilmesi igin artiklarin mutlak degerlerinin bes birimlik

merkezi hareketli ortalamalar1 alinip grafige eklenmistir: A =<(le_,| +|e|
+|e | +le,, | +]€.,,|) . Baslangi¢ ve bitis taraflarinda merkezi hareketli ortalamalar

hesaplanamayacagindan eldeki artiklar kullanilarak merkezi olmayan ve daralan

hareketli ortalamalar hesaplanmistir: A =1(je; | +|e,| +]e;) , A, =1(¢e| +|e, |
+]e,| +]e,|) gibi. Eger gozlemler esit aralikta toplanmamus ise gekirdek (kernel)

diizeltme teknikleri kullanilabilir. Bir diger yaklagim bes birimlik merkezilestirilmis

medyanlar1 bulmak olabilir: A =medyan (e, |, |e_ |, I&], |, ], |€.,]) . Eger

veri i¢inde aykir1 degerler bulunuyorsa medyan yaklagimi daha avantajlidir. Aykiri
degerlerin belirlenmesi amaciyla medyanin ve saglam regresyonun kullanimina
yonelik Fried, Einbeck ve Gather (2007) tarafindan yazilan makaleye bakilabilir.
Aykirt degerlerin eklenmedigi simiilasyon calismalarinda medyan ile hareketli
ortalamanin karsilastirmalarinda hareketli ortalamalarin daha duragan oldugu
goriilmiistiir. Hareket araliinin bes birim olarak secilmesinin nedeni bdlgeyi temsil
edecek sekilde yeterince gozlemi dikkate almasi ve merkezilestirme hesabinin kolay
olmasi i¢indir. Ayrica bir bolgede standart sapmanin pek degismedigi varsayiminda
hatalar bir dagilimdan gelirken dagilim Ornegin olasilik olarak iki esit bolgeye

ayrildiginda tesadiifen bes hatanin hepsinin dagilimin bir yarisindan gelme olasilig1
(%)5 = Y, olarak bulunur. Bu olasilik bir tikaniklik olasiliginin azligina isaret eder.

En azindan merkezi hareketli ortalamalar1 veya medyani etkileyecek hatali
dalgalanmalar bu sekilde 6nlenmis olur. Yapilan simiilasyon g¢aligmalari, mutlak
artiklarin merkezi hareketli ortalamalarinin yeterli bir duraganligi vermedigini
gostermektedir. Bunun iizerine merkezi hareketli ortalama serisi lizerine parametre
ile ayarlamalara imkan veren {istel diizeltme teknigi uygulanmistir:
S,=aA +(1-a)S,, . Tip alaninda risk faktorlerinin kontrolii i¢in yavas degisen
dinamik siireclerden elde edilen gostergelere uygulanan {stel hareketli

ortalamalarinin konu edildigi Grigg ve Spiegelhalter (2007) tarafindan yayinlanan bir
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makaleye bakilabilir. Ancak iistel diizeltme hesaplandigi seriyi geriden takip
ettiginden bu agidan iyi bir gosterge degildir. Bunun iizerine geriye dogru iistel
diizeltme serisi de hesaplanmustir: R =aA +(1-@)R,,, . lleri istel diizeltme igin
S,=A ile A serisinin ilk degeri, geri iistel diizeltme icin R, = A, ile A
serisinin son degeri alinmistir. Dengeleme icin  m, =3(S,+R,) ortalama ¢izgisi
bulunmugtur. Mutlak artiklar gézoniinde bulundurularak o parametresi ayarlanarak

m, serisinin uygunlugu kontrol edilebilir. Simiilasyon c¢alismalar1 0.1<a <0.2

icin yeterli bir uygunlugun saglandigin1 gosterir. Bu sekilde m, serisi standart

t

sapmalarin oransal bilyiikliikleri arasinda dogrudan baglant1 kurar. Bu durumda m,

serisi elemanlarin K matrisinin kdsegen elemanlar1 olarak kullanilmast uygundur.

Mutlak artiklar iizerine A merkezi hareketli ortalamalarinin ve o =0.2 igin m,

serisinin eklendigi grafik asagida cizilmistir.

0,16 -
0,14 - *
0,12 -
01 -
0,08 -
0,06 -

0,04 -
0,02 -

Sekil 6.10. Mutlak artiklar, A merkezi hareketli ortalamalar1 ve m, serisi

Buna gore K matrisinin kosegen elemanlart m, serisi olarak secilirse tahmini

standart sapmalarin oransal biiyiikliikleri asagidaki tablodadir.
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Cizelge 6.14. 1. gézlem diizeyine bagli olarak K matrisinin i. kdsegen elemani

i iyl [ il [ i
1 0023255 18 0042531 35 0047570
2 0024447 19 0043884 35 0045599
3 0024943 20 00455935 37 0048795
4 0026835 21 0 p48093 38 0049581
5 00271586 22 0 p49552 39 0051211
B 0026640 23 0p&a1731 40 0051637
7 0026430 24 00515816 41 00505814
8 0026757 25 0047278 42 0051822
9 0026747 26 0044865 43 0053802
10 002823 27 0p43082 44 0055710
11 0029121 28 0044278 45 0058525
12 0029850 29 0044255 45 0060835
13 0,032407 30 0044575 47 D027
14 0,033356 31 0045263 48 0061401
15 0035525 32 00475800 49 00651652
16 0,039316 33 045597 a0 0061871
17 0042213 34 0047218

K matrisi sabit olarak alindiginda ve parametre baslangic degerleri ile birlikte
agirliklandirilmis en kiigiik kareler yontemi i¢in hesaplanan iterasyonlar asagidaki
cizelgede verilmistir. Dogrusallastirilmis modelin parametre tahminlerinden elde

edilen degerler orijinal modelin parametrelerine c¢evrilerek 6, =2.002867,

0,, =2.891885 parametre baslangi¢ degerleri yukarida bulunmustur.

Cizelge 6.15. Gauss-Newton iterasyonu sonuglari

M= Wk = O F

g1
2 002566871
2 012521667
2012831629
2012531668
2012531668
2 012531658

&2
2891584812
2216260712
25916166542
25916167 061
2916167058
2916167058

3
77 28750331
76 56410454
/6 pE410059
/6 pE410059
76 pE410059
/6 pE410059

AS/S AR
-0 005478235
-5 14081E-08  3229Z2E-05
-1 19871E-13 1,77843E-07
o 973305E-10
0 533170E-12

0008423070

Uciincii

iterasyonda parametre

tahminlerine ulasildig1

sonucu ¢ikarilabilir.

Parametrelerin genellestirilmis en kii¢iik kareler tahmini bulunduktan sonra mutlak

agirhiklandirlmis artiklar, mutlak agirliklandirilmis artiklar tizerine kurulan A

merkezi hareketli ortalamalart ve a=0.2

igin

m, serisi ortak grafiginden

goriildiigii gibi agirliklandirilmis artiklarin varyans duraganligi saglanmistir.
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2,5 o i

Sekil 6.11. Mutlak agirliklandirilmis artiklar, A merkezi hareketli ortalamalari ve

m, serisi

Hata varyanslarinin tahmini ile agirliklandirilmis en kiiclik kareler ydntemiyle

parametre tahminleri bulunmakla birlikte diger tahminler ve teorik degerler asagida

sunulmustur.

s* =1.601335429 , o’ =1

~ (2.012531688 2 A 0.012531688

0= , O.= , 0-0.= (6.14)
2.916167058 3 -0.083832942

4\ < 0.028443121 ~ [0.026268031
- (0.217031255 ’ - 0.188660686

s’  varyans tahmini hata varyanslarmin tahminleri dolayistyla agirliklardan

etkilendiginden o’ varyansindan olduk¢a farkli bulunmustur. Buradaki siire¢ igin
beklenen degerleri sifir ve varyanst 107X  olan normal dagilimdan hatalar
tiretildiginden teorik degerlerin hesab1 igin 1/ (107*x)  agirhklar1 dogrudan
kullanilinirsa hatalar standart normal dagilimli hatalara doniiserek oOl¢eklenmis

varyans o~ =1 olarak bulunur. Buradan O'(é) parametre tahminlerinin teorik

2

standart hatalar1 6, parametrelerin gercek degerleri ve o teorik hata varyansi ile
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A

bulunur. Buradan ayri olarak € parametre tahminleri kullanilarak elde edilen model
artiklari, tahmini yapilan hata varyanslari araciligi ile agirliklandirilarak s> hata
varyanst tahmini bulunmus ve S(é’) parametre tahminlerinin standart hata

tahminleri hesabinda parametre tahminleri, agirlik tahminleri ve hata varyansi

tahmini kullanilmustir.
6.3.2. Model 1c verisi ve yar1 olabilirlik yontemi

Yar1 olabilirlik yontemi genellestirilmis en kiiclik kareler yontemine benzemekle
birlikte parametre tahmininin gelistirildigi her iterasyon i¢inde hatalarin varyanslari

tekrar tahmin edilir.

Her iterasyonda S(#) agirliklandirilmig kareler toplami fonksiyonunun izafi olarak
degerlerini koruyabilmesi i¢in hesaplanan agirliklarin bir tiir normalizasyonu
bulunmustur. Burada bu islem su sekilde yapilmistir. Eger agirliklandirma
kullanilmiyor olsaydi 50 gézlemden olusan verinin her gézlemine bir birimlik agirlik
verilmis olurdu. Agirliklandirilmis en kiiclik kareler yonteminde kullanilan artiklarin

mutlak degerlerinin diizeltilmesi yaklasimindaki m, serisinin elemanlar1 toplami
buradaki uygulama i¢in 50 olacak sekilde m, serisinin elemanlar: sabit bir say1 ile

carptlmistir. Bu sekilde agirligi birden fazla olan veya birden az olan gozlemler
kolayca ayirt edilebilir. Her iterasyonda m, serisinin elemanlar1 bu sekilde
ayarlanarak V kosegen matrisinin kare kokii olan K kdsegen matrisinin elemanlari

m, serisinin elemanlar1 olarak alinmistir. Bu degerler standart sapma tahminleri

olmay1p bu biiyiikliiklerin bir katidir.

(6.15)

5

m}' —>>em =5 , ceR" , K=diag{cm}
t

Bu sekilde her iterasyonda asagidaki fark denkleminden parametre ¢iktilar1 elde

edilir.
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—_ _1 —_
‘9k+1 :‘9k +(ZI:Vk 1Zk) Zlivk l [y_ f(ek)]
limg, =0 , limV, =V

k—o0 k—0

(6.16)

Buna bagli olarak iterasyonlar su sekilde yerine getirilir. k =0 iterasyonu igin

parametre baslangi¢ degerleri belirlenmis olmalidir. En basta 8, baslangic degerleri
kullanilarak y— f(6,) artiklar1 elde edilir. Bu artiklarin mutlak degerlerinin
diizgiinlestirilmesi islemiyle K, matrisi ve V, =K, varyans matrisi elde edilir.
Yukaridaki 6, =6, +(Z(§VO"IZ0 )_1 ZN,'[y—f(6,)] iterasyonuyla 6, ¢iktisi bulunur.
6, kullanilarak y-— f(6) artiklar1 elde edilip artiklariin mutlak degerlerinin
diizgiinlestirilmesiyle K, matrisi ve V, =K/ varyans matrisi bulunur. Bulunanlarin

yardimiyla 6, c¢iktist bulunur. Bu sekilde iterasyonlar devam ettirilerek

parametrelerin tahminlerine ulagilir.

Genellestirilmis en kiiclik kareler yontemine uygulanan Model 1 aracilig ile tiretilen
Model 1c verisi 6rnegi burada tekrar ele alinmistir. k=0 iterasyonu i¢in parametre
baslangi¢c degerleri olarak genellestirilmis en kiiciik kareler yonteminde kullanilan

0,=2.002867 , 0,,=2.891885 baslangic degerleri alinmustir. Yar1 olabilirlik

yaklagimina gore yapilan iterasyonlar agsagida verilmistir.



Cizelge 6.16. Model 1c verisi i¢in yar1 olabilirlik yontemi iterasyonlari

L T
mhmmégmmwmmhmm—‘mr

a1
2 Q02566571
2013867
2016217 320
2 01B520509
2018986103
2017033507
2017045505
2017053176
2017054725
2017055255
2017055442
2 017055507
2017055530
2017055539
2017055542
2017055543

a2
2891554512
25270144599
2534671499
25937034732
259378029345
25938061479
259381580565
25938181730
2593815928345
2538196770
259381585190
2938158698
2938158830
2935158945
293815885970
29351585979

=
0142516473
0140780233
0140577252
0140537736
0140525295
0140525523
0140525129
0140524924
0140524559
0140524538
0140524531
0140524529
0140524528
0140524528
0140524528
0140524827

ASAS

00121827 30
0P01441619
-0 000251309
-5 7 15599E-05
-1 FB120E-05
-4 933358606
-1 AB505E-06
-4 A3170E-07
-1 4952307
-5 04056E-05
-1 F39E7E-O8
-6 09954 E-04
-2 1B142E-09
S A1FBE-10
-2 JB3S7E-10

hEH

02147713
0002615942
0 000805297
0 000261561
879356 E-05
30322305
106231 E-04
376232E-08
134180 E-06
4 8077 AE-07
1.72742E07
B 21778E-08
224058 E-08
807964 E-09
291484 E-08

Onuncu iterasyonda parametre tahminlerine ulasildig1 varsayilabilir.

&9

Yari olabilirlik tahminine gore son iterasyon model artiklart mutlak degeri, mutlak

deger lizerinden hesaplanan A merkezi hareketli ortalamalar1 ve o =0.2 i¢cin m,

serisi ortak grafigi agagida verilmistir.

Sekil 6.12. Artiklarin mutlak degeri, A merkezi hareketli ortalamalar1 ve m, serisi
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Ayrica agirliklandirilmis artiklarin mutlak degerleri {izerinden hesaplanan A

merkezi hareketli ortalamalar1 ve o =0.2 igin m, serisi ortak grafigi asagidadir.

0,14 -
0,12 - . R

0,1

0,08 - , o i
A

0,06 - . * . ¢

0,04

0,02 - *e* o0 * . ¢

Sekil 6.13. Agirliklandirilmis artiklarin mutlak degerleri grafigi

Iterasyonlar sonucu agirhiklandirilmig artiklar sabit varyans kosulunu saglar.

Yari olabilirlik tahmini ile parametre tahminleri bulunmakla birlikte diger tahminler

ve teorik degerler asagida sunulmustur.

s? =0.002927601 . ot=1
. (2.017055543 2 . 0.017055543
6= , 0= , 0-0.= (6.17)
2.938198979 3 -0.061801021
. (0.028208300 . (0.026268031
s(0) = , o(0)=
0217300002 0.188660686

Hata varyanslar ile ilgili oransal tahminlerin bir sabitle ¢carpilmasi ve bu tahminlerin

dengelenmesi dolayisiyla s’ varyans tahmini o varyansindan farkli bulunur.
Hata varyanslari tahminleri dogrudan yapilmamistir, bunun yerine hata standart

sapmalar1 tahminlerinin bir orant1 m, serisi araciligl ile tarif edilmistir. Beklenen

degerleri sifir ve varyanst 107X  olan normal dagilimdan hatalar iiretilmis
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oldugundan bu bilgi kullanilarak 1/ (10*x) agirhiklarn dogrudan kullanildiginda

hatalar standart normal dagilimli hatalara déniiserek dlgeklenmis varyans o =1

olarak bulunur.

Yukaridaki yar1 olabilirlik tahmini i¢in yapilan iterasyonlarda V  hata varyans
matrisinin oransal bir biiyiikligii kullanilmaktadir. Hata varyanslariin karekokii olan
standart sapmalarinin biiyiikliikleri ile hatalarin mutlak degerlerinin diizgiinlestirilmis
bliyiikliikleri arasinda bir oran bulunabilir. Hatalar normal dagiliyorsa hatalarin

mutlak degerlerinin ortalamasi

2
m=2[" dX 0' - m= 6.18
e N (6.18)

seklinde bulunur. Artiklarin mutlak degerlerinin diizgiinlestirilmesiyle bir m, serisi

bulunmus ise bu degerler hatalarin mutlak degerlerinin bolgesel ortalamasinin bir

yaklasiklig1 olarak kabul edilebilir. Boylece standart sapmalar ve varyanslar

s,i:\/zmi , sf:zmiz (6.19)
2 2

seklinde tahmin edilir. Hatalar normal dagilmamakla birlikte normal dagilima yakin

dagiliyorsa buradaki sonuglar yaklasik olarak alinabilir.

Deginilmesi gereken énemli bir nokta mevcuttur. Agirliklandirilmis en kiiclik kareler
yaklasiminda V  hata varyans-kovaryans matrisi yerine K skalar pozitif bir say1
olmak iizere KV matrisi kullanildiginda s> varyans tahmini bu degisiklikten

dogrudan etkilenir.
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o Ly s@ v y-t@
s =y t@]vy-10)] 620

V(O)=5(2O)V'2(0))

-1

2 1
I

:—p[y—f(é)]t(kV)_l[y—f(é)]: X [y-t@v'[y-10]

=k's” (6.21)
Vi(0) =53 (20) (V) '2(0)) =ks*(2O)V'2(D)) =$*(2(O)V'Z(H))
=V (0)

Ancak V matrisi yerine bu matrisin bir kat1 veya bir oran1 kullanilirsa parametre
tahminlerinin \7(5’) varyans-kovaryans matrisi tahmini degismez. V  matrisinin

yerine kullanilan KV matrisinin elemanlar1 arasindaki oranlarin korunuyor olmasi

Oonemlidir.
6.3.3. Model 1c siireci icin simiilasyon calismasi

Simiilasyon aracilig1 ile Model 1c siirecinden 1000 6rnek tiretilmis ve her bir drnek
verisi ile model parametreleri ayr1 ayr1 tahmin edilmistir. ilk 6nce hata varyanslarinin
baslangigta bilinmesi durumunda parametre tahminleri agirliklandirilmis en kiigiik
kareler yontemi uygulanarak bulunmustur; bu tahminler AEKKO olarak
gosterilmistir. Sonraki uygulamada hata varyanslarinin bilinmedigi varsayilarak hata
varyanslari tahmini yapildiktan sonra parametre tahminleri agirliklandirilmig en
kiigiik kareler (AEKK) yontemi ile yapilmistir. Bir ara agsama olarak kullanilan en
kiiciik kareler (EKK) yontemi ile bulunan parametre tahminleri ek olarak verilmistir.
Parametre tahminlerinin yar1 olabilirlik tahminleri YO olarak gdosterilmistir.

Simiilasyon sonuclar1 agagidaki ¢izelgede sunulmustur.
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Cizelge 6.17. Model 1c siireci d6rneklerine uygulanan yontemler ve sonuglari

Yontem | Tekrar 971 5(6) 972 5(6,)
EKK 1000 | 1.999007 | 0.028874 2.997356 | 0.300140

AEKKO 1000 | 1.998818 0.026122 2.994613 0.187630

AEKK 1000 | 1.998940 0.024103 2.997902 0.185377

YO 1000 | 1.999435 0.024324 3.001155 0.182423

L1 1000 | 2,000516 0.002798 3,005918 0.023926

Hata varyanslarinin farkli oldugu veri iizerinden bulunan en kiigiik kareler parametre
tahminleri, standart hatalar1 tahminlerinin biiylik olmasi dolayisiyla etkin tahmin
ediciler degildir. Simiilasyon tekrar1 arttikga agirliklandirilmis en kiigiik kareler
yontemi ile karsilastirildiginda parametrelerin yari olabilirlik tahminlerinin gercek
parametre degerlerine biraz daha yakinsadigi goriilebilir. Simiilasyon sonuglarina
gore diger tahmin yontemleri ile karsilastirildiginda Ll-norm parametre
tahminlerinin standart hatalari tahminleri en kiigiik bulundugundan bu yontemle

bulunan parametre tahminleri etkin tahmin edicilerdir.

Ozel olarak yari olabilirlik yontemi ile genellestirilmis en kiigiik kareler yontemi
karsilastirildiginda islem azligi dolayisiyla genellestirilmis en kiiclik kareler
yonteminin kullanimi tercih edilebilir. Her iterasyonda (simiilasyon tekrarindan ayri
olarak) hata varyanslarinin tahmininin yapilmasi ek bir istiinliik getirmemektedir.
Yari olabilirlik yonteminde hata varyanslarmin tahmininin ilk bir-iki iterasyonda
duraganlastigi, ancak daha sonraki iterasyonlarda hata varyanslari tahminindeki ¢ok
kiiciik degisimlerin parametre tahminlerinin duraganlagsmasini geciktirdigi yapilan
denemelerden goriilmiistiir. Bundan dolay1 yari1 olabilirlik yonteminde parametre

tahminlerinin yakinsayabilmesi i¢in daha fazla iterasyonun yapilmasi gerekmektedir.

6.4. Model 1d Verisi

Parametre degerleri 6, =2,0,=3 olan Model 1 araciligi ile bagimsiz X

degiskeninin 7-26 araliinda birer artarak olusturulan 20 gozlemlik c¢iktisina

beklenen degerleri sifir ve varyanst (0.02)° =0.0004 olan normal dagilimdan
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bagimsiz hatalar tretilerek eklenmis olmakla birlikte 9. ve 25. gézlemlerinin aykir
degerler olabilmesi i¢in normal hatalar yerine sirasiyla biiyiik mutlak degerli 0.3 ve
—0.3 hatalar1 konularak Model 1d verisi olusturulmustur. Bu sekilde iiretilen Model

1d verisi ve grafigi agagida gosterilmistir.

Cizelge 6.18. iki aykir1 deger barindiran 20 gozlemli Model 1d verisi

X ¥ % ¥
7 0352889 17 0535877
8 0358179 18 0509304
9 0705465 19 0562969
10 0435260 20 0553430
11 0459469 21 0568967
12 0425824 22 0556189
13 0,495906 23 0592260
14 0489976 24 0592054
15 0525646 25 0279318
16 0491969 26 0F14315
06y
07 -
06 -
05 -
04 -
03 -
x
I:Ilz T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
78 91011213 1415 1617 1819 20 21 22 23 24 25 26

Sekil 6.14. Model 1d verisinin diyagrami

6.4.1. Model 1d verisi ve en kiiciik kareler yontemi

Dogrusallastirilan model parametreleri kullanilarak elde edilen parametre tahminleri

orijinal parametre degerlerine c¢evrilerek (1.817135704, 1.44694454) baslangic

degerleri bulunmustur. Orijinal veri lizerinden L1-norm regresyonu i¢in bu baslangic
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degerleri kullanilmis ve (2.000109755, 2.89638538) parametre tahminleri elde
edilmistir. L1-norm regresyonu parametre tahminleri en kiiclik kareler yontemi i¢in
baslangic degerleri olarak kullanilmis ve asagidaki iterasyon sonuclart elde

edilmistir:

Cizelge 6.19. Model 1d verisi i¢in en kiiciik kareler iterasyonu sonuglari

M = k= 0O =

21
200010587455
1, 79644 5561
1,817580411
1,817582904
1,817582620
1817582623

a2
2895385350
1,200281142
1385612130
1,38580627E
1385803797
1,385803528

=
0,1847 14410
0,1637857 35
0, 1633590924
0, 183390922
0, 163390922
0, 163390922

AEE

-0,113286624
-0 002423823
-1,/70261 E-08
-4 12115E-13

1l

F=l

0 555593426
0154406315
0000140116
1,785906 E-08
228723E-08

Besinci iterasyonda parametre tahminleri duraganlasir. En kiigiik kareler parametre

tahmini ve standart hata tahmini agagidaki gibi verilir:

~ (1.817583 A -0.182417
0= , 0-0.=

1.385804 -1.614196
~ [ 0-110754828

0.904435778

(6.22)

6.4.2. Model 1d verisi ve M-tahmin edici

Parametre baslangic degerleri i¢in L1l-norm regresyon parametre tahminleri
kullanilarak Huber t fonksiyonu ile parametrelerin M-tahmin edicileri bulunmustur.
Iteratif tekrar agirliklandirmali en kiiciik kareler iterasyonu sonuglar1 asagida

verilmigtir.



Cizelge 6.20. iteratif tekrar agirliklandirmali en kiigiik kareler iterasyonu sonuglar

omnmbs Wk = 0O F

21
2000109755
1,9903645385
1990525124
1990551151
1990557527
19905535155
1990555213

a2
2 896355380
2 0066 25625
2892126859
2892889197
289284557
289882747
2 89853396

=
0030011725
00259566274
0 029550253
00259547646
00259547361
0029547334
0029847332

ASS

-0,004546439
-0 000536 405
-8,/73441E-05
-8 529538 E-06
-2 16453 E-07
-8,37 446 E-08

he/a

0,004572 341
0001505672
0 000256755
284012E-05
24305306
224281E07
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Iteratif tekrar agirliklandirmali bir mekanizma ile ¢alisan agirliklandirilmis en kiigiik
kareler normal denklemlerinin ¢oziimii iterasyonlarin gidis yolunu belirlediginden

S(8)

agirliklandirilmis kareler toplami fonksiyonunun degerinde zaman zaman
artiglar goriilebilir. Bu gibi durumlarda iterasyonlar ilerlerken agirliklandirilmig

kareler toplami fonksiyonundaki AS/S oransal degisimlerinin |AS/ S| mutlak

degerinin kii¢lilmesi izlenmelidir.

Huber t fonksiyonuyla parametrelerin M-tahmin edicileri ile elde edilen parametre

tahminleri ve standart hata tahminleri asagida sunulmustur:

. 1.990588 . -0.009411
O, = , 0-0.=
" 712.892953 -0.107046

A (0.061012041
0.514044133

(6.23)

6.4.3. Model 1d siireci icin simiilasyon ¢alismasi

Simiilasyon araciligi ile Model 1d siirecinden 1000 6rnek iiretilmis ve herbiri igin
ayr1 ayrt en kiiglik kareler (EKK), Huber t fonksiyonunun kullanildigi M-tahmin

edici (MH) ve Ll-norm regresyonu (L1) yontemi uygulanarak model parametre

A

tahminleri yapilmigtir. Bu yontemler icin 6 parametre tahminleri ortalamalar1 ve
§(é) parametre tahminlerinin standart hatalar1 tahminleri ortalamalar1 asagidaki

cizelgede sunulmustur.



Cizelge 6.21. Model 1d siireci 6rneklerine uygulanan yontemler ve sonuglari
Yontem Tekrar 51 5(0) 52 5(6,)

EKK 1000 1.800982 | 0.107114 | 1.253630 | 0.873338
MH 1000 1.959468 | 0.061675 | 2.640859 | 0.517921

L1 1000 2.003016 | 0.008765 | 2.934311 | 0.076557
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Iki aykir1 degeri barmndiran 6rnefin ¢apmin kiiciik olmasi dolayisiyla en kiigiik
kareler yontemi ile elde edilen parametre tahminlerinin gercek degerlerinden sapmali
oldugu agiklikla goriilebilir. Parametre tahminlerinin standart hatalarinin biiyiik
degerli oluslar1 ile bu durum onaylanir. M-tahmin edicileri i¢in uygun baslangic
degerleri L1-norm regresyonu ile saglandigindan bu yontemle parametre tahminleri
de bulunmustur. L1-norm tahminlerinin yansiz ve etkin tahmin ediciler olduklar:
aciklikla goriiliir. En kiiciik kareler parametre tahminleri ile karsilastirildiginda
Huber t fonksiyonunun kullanildigi M-tahmin edici parametre tahminlerinin daha az
sapmali oldugu ve parametre tahminlerinin standart hatalar1 tahminlerinin daha
kiigiik oldugu goriiliir. Bundan dolay1r M-tahmin edici parametre tahminleri yansiz ve

etkin tahmin edicilerdir.

6.5. Model 2a Verisi

Model 2:  y= (6.24)

0, 6, =1000
+&
0, + X 6, =500
Bagimsiz x degiskeni icin -30 dan baslayarak 19 a kadar birer aralikli 50 gozlem

olusturulmustur. 6, =1000, 8, =500 olan Model 2 aracilig: ile olusturulan ¢iktisina

beklenen degerleri sifir ve varyanst (0.05)° =0.0025 olan normal dagilimdan

bagimsiz hatalar {iretilerek eklenmistir. Bu sekilde iiretilen Model 2a verisi asagida

sunulmustur.



Cizelge 6.22. Model 2 yardimiyla iiretilen Model 2a verisi

¥
-30
=24
-23
W27
-2R
-25
-24
-23
-22
-2
-20
-19
-18
-17
-16
-15
-14

¥
0E3e075

0544550
0,7 B=2a801
02005559
0,3901593
0,559339
0936205
0927257
0934450
10259529
1,118279
1172173
1320926
1250681
1315116
1,3365593
14753597

¥
-13
-12
-11
-10

oo

W w0 Lyl Bind

¥
1 530452

1573714
1 F51030
1 BV als
1 BEEZ213
1511945
1725230
1893119
2014008
1 B22331
1216111
2018763
2023418
1 292507
1 288107
2098765
2047708

¥

4 1 BBBEEY
5 1858185
B 1,750134
715876348
g8 1652601
8 1743632
10 1573143
11 1654075
121548116
13 1487718
14 1 490266
19 1377717
168 1,239906
17 1,183938
18 1249398
19 1095311

oA

30
27 7
24 1

=21 ]

-18 7

15 7

127

91

31
0]
9 7

12 7

15 7

£
31
F -
18 ]

Sekil 6.15. Model 2a verisinin diyagrami

6.5.1. Model 2a verisi ve en kiiciik kareler yontemi

98

Model 2’den elde edilen veri iizerinden Gauss-Newton iterasyonu yontemi ile

parametre tahmini yapilmistir. Iterasyon icin gerekli olan parametrelerin baslangic
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degerleri modelin f beklenen fonksiyonu parametrelerine gore dogrusal bir yapiya

getirilerek elde edilmeye caligilmistir.

D

2

:—2+0%x - v=/4+pu
b (6.25)

v=1/y,u=x" doniisiimiiyle elde edilen veriler iizerinden dogrusal modelin

parametre tahminleri olagan en kiiciik kareler yaklagimiyla ,5’0 =0.50304849 ,

oy

B, =0.000980948 seklinde bulunmustur. Buradan orijinal modelin parametre
baslangic degerleri (1019.422365, 512.8188833) olarak elde edilir. Gauss-Newton

iterasyonu i¢in gerekli olan Z matrisinin satir1 asagidaki sekilde verilir:

A __1 ot g

- - 6.26
00, 0,+x* 86, (6,+%°) (6.26)

Asagida Gauss-Newton iterasyonu sonuglart verilmistir.

Cizelge 6.23. Gauss-Newton iterasyonu sonuglari

M= Wk —= O =

a1
1019 422365
9584 5553449
885 B4 724
885 BES2421
H55 BEY357Y
N85 B5Y53590

=
512 5183833
485 5447 457
439 ZBhE24 4
439 2935635
489 29539327
489 2939334

=
01518581569
0,14 1586726
014157 1362
014157 1362
014157 1362
014157 1362

&S

006775204
00007108511
-4 73107 E-04
-4 A3645E-13

a

=)

0047139712
0001313993
1 43870 E-04
1. 40897 E-O07
1,37846E-09

Dordiincii iterasyonda optimal parametre tahminlerine ulasildigi varsayilabilir. 6

parametre tahminleri ile birlikte diger bulunanlar sdyledir:
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s? =0.002949403 , 0*=0.0025
. (985.659 1000 . -14.34064099
6= , .= , 0-0,= (6.27)
489.293 500 -10.70606663
. (25.70722079 ~ (24.31013495
s(0) = , o(0)=
15.01898125 14.28810448

6.5.2. Model 2a siireci icin simiilasyon ¢alismasi

Simiilasyon aracili1 ile benzer sekilde 1000 hata vektorii iiretilip modele eklenmis
ve Model 2a siirecinden 1000 6rnek elde edilmistir. Elde edilen Orneklerin herbiri

icin ayr1 ayri en kiiciik kareler (EKK) yontemi ve L1-norm regresyonu (L1) yontemi

A

ile model parametreleri tahminleri yapilmistir. Bu yontemler icin 6  parametre
tahminleri ortalamalar1 ve §(é) parametre tahminlerinin standart hatalar1 tahminleri

ortalamalar1 asagidaki ¢izelgede sunulmustur.

Cizelge 6.24. Model 2a siireci drneklerine uygulanan yontemler ve sonuglari

Yontem Tekrar 971 5(0) 072 5(6,)
EKK 1000 1000.886 | 24.19843 | 500.4253 | 14.22193
L1 1000 | 998.9801 | 2.620815 | 500.1944 | 1.635320

Simiilasyonla yapilan tekrar sayilari arttik¢a en kiiclik kareler parametre tahminleri
ortalamalarinin parametrelerin ger¢ek degerlerine, parametre tahminlerinin standart
hatalar1 tahminleri ortalamalarinin da parametre tahminlerinin teorik standart
hatalarina yakinsadigi goriilebilir. L1-norm parametre tahminlerinin standart
hatalarinin oldukca kiicliik oldugu goriilmesi dolayisiyla bu yaklasimla bulunan
parametre tahminleri etkin tahmin edicilerdir. Ayrica L1-norm tahminlerinin daha az

sapmali olmasi dolayisiyla parametre tahminleri yansizdir.
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6.6. Model 2b Verisi

Bu 6rmek —-30<x<19 araliginda X bagimsiz degiskeninin birer artacak sekilde

4 o
y= ~+e — f=
0, + X 0, + X

> ifadesi araciligt ile Model 2 iizerinden

iiretilmistir. Beklenen degerleri sifir ve varyans: (0.1x f)* olan normal dagilimdan
bagimsiz hatalar iretilip gercek parametre degerleri 6 =1000,6, =500 olan

Model 2 ¢iktisina eklenerek Model 2b verisi olusturulmustur. Bu sekilde iiretilen

Model 2b verisi agagida sunulmustur.

Cizelge 6.25. Model 2 yardimiyla iiretilen Model 2b verisi

H y " y % ¥
-30 0836171 -13 1 [B86370 4 1515333
-29 0390557 -12 1 B10923 5 2105738
-28 0314264 -1 1 B53976 B 2513157
-27 0790827 100 1 72313 71897754
-26 1006432 81 727764 g8 1797433
-25 0931082 -8 1578836 8 18675840
-24 0335760 -F 1870014 10 2054545
-23 1082495 5 2096781 11 1616235
=22 1142193 -5 1596936 12 1,866900
-21 1085671 -4 1 738047 13 1543746
=20 1,1018%27 -3 2039964 14 1496753
-19 1,161884 -2 1518243 15 1315353
-18 1226609 -1 1872254 16 1249971
171039250 0 2090657 17 1,23907
=16 1,230307 1 1B31944 18 1312297
=15 1,213343 2 1957253 19 1,2053734
-14 1 A75B52 3 18939622
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25 1
23 1
2.1 1
19 4
1.7 4
1.5 1
1.3 1
1.1 1
09 -
0.7 -
05 +

-15 ]
12 7

Sekil 6.16. Model 2b verisinin diyagrami

6.6.1. Model 2b verisi ve genellestirilmis en kiiciik kareler

Buradaki uygulama i¢in hata varyans-kovaryans matrisinin bilinmedigi ve hatalar
arast korelasyonlarinin sifir oldugu varsayilarak parametre tahminleri yapilmistir.

Model 2 dogrusallastirilarak dogrusal modelin parametreleri olagan en kiiciik kareler

yontemiyle S, =0.511908125 , S, =0.000875777 seklinde tahmin edildikten sonra

orjjinal modelin parametre baslangic  degerlerine 6, =1141.843734

0,, =584.5190855 seklinde ¢evrilmistir. Bu baslangi¢ degerleri olagan en kiigiik

kareler yOntemine uygulanan Gauss-Newton iterasyonlari icin kullanilmis ve

bulunan parametre tahminleri yardimiyla model artiklar1 elde edilmistir.

Cizelge 6.26. Gauss-Newton iterasyonlari

Mod Wk — O =

81
1141 843734
1086,153410
1091 072524
1090 ,879301
1090 ,9505854
1090,9505854

g2
584 5190855
53887267
542 Bo4a 457
542 BO5E 164
542 BOB553Z
542 BOB5354

5
1,388721175
1,337525500
1,33745167 5
1,337451640
1,337451640
1,337451640

ASIS

0,036649312
-0,000279427

-2 584 10E-08
-6 55358E-12
-1 T1022E-15

hBE

0078092243
0 007018670
807 245E-05
172645 E-06
3.27635E-08
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Parametre tahminine besinci iterasyonda ulasilmistir. Parametre tahminleriyle model

artiklarinin sagilma grafigi asagida verilmistir.

0,8 -

0,6 - *

0,4 -

0,2 - . .

0 *‘0—0—0—0—””%07—”—‘
oe® . . . .

0,2 - . o« '

0,4 .

_0,6 i

Sekil 6.17. Agirliklandirma yapilmadan elde edilen model artiklar1 serpme diyagrami

Artiklarin mutlak degerleri lizerine A merkezi hareketli ortalamalarinin ve

a=0.2 i¢in m, serisinin eklendigi grafik asagida verilmistir.

Sekil 6.18. Mutlak artiklar, A merkezi hareketli ortalamalar1 ve m, serisi
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Artiklarin mutlak degerleri ortalamalar1 yukaridaki 6rnekteki gibi izlenerek standart

sapmalarin oransal biiyiikliikleri tahmin edilmistir. Agirlik amaciyla kullanilan K

matrisinin kosegen elemanlar1 m, serisi olarak secilirse standart sapmalarin oransal

biiytikliikleri yaklasik olarak bulunmus olur. K matrisinin kdsegen elemanlar1 olan

m, serisi asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 6.27. Gozlem diizeylerine bagli olarak K matrisinin kosegen elemanlari

o~ O3 Mo Lk =

[Au]

10
"
12
13
14
14
16
17

i
0065434
0067295
00859141
0065309
0070249
0072524
0074301
0073083
0075536
0075274
0077250
008550
0092505
0099255
0,100124
0,102763
0,095385

[
13
19
20
21
22
23
24
25
2B
2
2a
24
a0
31
32
33
34

mi
0090058
opng4143
op0g4337
0087371
00906837
00951580
0,103651
o111169
o1117a89
0119229
0,119631
012610
0136732
0142236
0145471
0159165
01658133

i

35 0,178755
35 0,181303
37 0179466
38 0170921
39 0,168927
40 0,148345
41 0,146086
42 0138017
43 0,128819
44 0,115089
45 0,109479
45 0093170
47 0093476
48 0,088600
49 0084956
a0 0052041

K matrisi sabit olarak alinip agirhik amacryla kullanildiginda 6,, =1141.843734

0,, =584.5190855 parametre baslangic degerleri

iterasyonu sonuglar1 asagida verilmistir.

Cizelge 6.28. Model 2b verisi i¢in Gauss-Newton iterasyonu sonuglari

M= Wk = 3O =

=8

g2

1141 843734
1102100571
1103,142772
1103,160937
1103,161148
1103,161151

584 5190855
5531020050
554 0B37 312
554 07R0349
584 0761731
554 0761747

=
83 31860651
81 94925045
81 24667255
81 24667265
81 94667268
81 94657265

LSS

0016435152

-3, 14557 E-05
-2 03534 E-08
-2 B0910E-13

a

hEH

0053748597
0,001735756
2 20B3E-05
249458E07
279854 E-08

ile birlikte Gauss-Newton
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Dordiincti  iterasyonda parametre tahminlerine ulasilmistir.  Parametrelerin
genellestirilmis en  kiigiik kareler tahmini bulunduktan sonra mutlak

agirhiklandirlmis artiklar, mutlak agirliklandirilmis artiklar {izerine kurulan A

merkezi hareketli ortalamalar1 ve  m serisi grafiginden artiklarin varyans

t

duraganliginin biiytik 6l¢tide saglandigi goriiliir.

257 . ¢ o i

2 - . ¢ —A

o
L g
.
*
*
*
>
*
*
*
>
*
L
L 4
*

Sekil 6.19. Mutlak agirliklandirilmis artiklar, A ortalamalar1 ve m, serisi

Hata varyanslarmin tahminleri yardimiyla agirliklandirilmis en kiiclik kareler
yontemiyle parametre tahminleri bulunmakla birlikte diger tahminler ve teorik

degerler asagida verilmistir.

s’ =1.707222348 , o' =1
~ (1103.161151 1000 A 103.1611508
6= , 0= , 0-0.= (6.28)
554.0761747 500 54.07617468
n 62.95324625 A 54.55317074
S 0 = , (02 0 =
40.03011500 35.58454252

s’ varyans tahmini hata varyanslarinin tahminlerinden etkilendiginden o

varyansindan farkli bulunmustur. Buradaki siire¢ i¢in beklenen degerleri sifir ve

varyansi  (0.1x f)>  olan normal dagilimdan hatalar iiretildiginden hatalar
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1/ (0.1x f)* seklinde agirhiklandirilirsa hatalarin standart normal dagilimli hatalara

doniismesi dolayisiyla dlgeklenmis varyans o =1 olarak bulunur. Buradan O'(é)

parametre tahminlerinin teorik standart hatalar1 6, parametrelerin ger¢ek degerleri

ve o teorik hata varyansi ile birlikte 1/ (0.1x f)* agirliklar1 kullanilarak bulunur.

A

Ayrica 6 parametre tahminleri kullanilarak elde edilen model artiklari hata
varyanslari tahmini ile agirliklandirilarak hesaplanan s> hata varyansi tahmini ile

birlikte S(é) parametre tahminlerinin standart hata tahminleri bulunmustur.

6.6.2. Model 2b verisi ve yar1 olabilirlik yontemi

Bu modelin hatalarinin varyanslarinin bilinmedigi ve hatalar aras1 korelasyonlarinin

sifir oldugu varsayimiyla parametrelerin tahmini yapilmustir.

Model 2 dogrusallastirilarak dogrusal modelin parametreleri olagan en kiiciik kareler
yontemiyle tahmin edilmis sonra bu degerler orijinal modelin parametre baslangi¢

degerlerine 6,, =1141.843734,60,, =584.5190855 seklinde doniistiiriilmiistiir. Bu
baslangi¢ degerleri yardimiyla elde edilen model artiklarinin mutlak degelerinin
diizgiinlestirilmesi islemi uygulanarak bir sonraki iterasyon icin agirliklar tahmin
edilmistir. 6, =6, + (Z;Vk’IZk )71 ZV.'[y—f(8,)] iterasyonlarina uygun olarak her

iterasyonda giincellenen parametre tahminleri ile giincellenen agirliklar es zamanh
olarak yiiriitiilmiistiir. Yar1 olabilirlik tahmin yaklagimina gore yapilan iterasyonlar

asagida sunulmustur.



Cizelge 6.29. Model 2b verisi i¢in yari olabilirlik tahmin yontemi iterasyonlari

—_ 3 = =3 =3 =3 =3
mm_ﬁ_mm_\gmmwmmnmm—xmr

o1
1141 543734
1106 802159
1104 520074
1104 387096
1104 343303
1104 336996
1104 , 336093
1104 335965
1104 335947
1104 335944
1104 335944
1104 335944
1104 335944
1104 3355944
1104 3355944
1104 3355944
1104 3355944

=
584 5190855
557 3894595
555 5B495964
555 B712326
555 BA0B 163
5585 B3R2501
555 356316
5585 B355 445
5585 B355325
5585 B355309
5585 B355306
5585 B355306
5585 B355306
555 B355306
555 B355306
555 5355306
555 5355306

3
0976212646
0961052055
0961253006
0961284659
0961285245
0961285394
09612585959
0,961280001
09612800073
09612800073
0961280003
0961280003
0961280003
0961290003
0961290003
0961290003
0961290003

AS/S

0015519762

0000155654
3 29286E-05
4 F7360E-06
B 7E149E-07
9 A47319E-08
1. 31582E-08
1 80664 E-04
2 A4805E-10
3 2B8374E-11
4 MB2IVE-1Z
5 A2235E-13
B 52811E-14
7 FT186E-15

a

a

hEo

0045413516
0 002699135
0000354547
5.50979E-05
7 05 789E-0k
1,11320E-08
1.56488E-07
218037 E-08
3,00E72E-08
4 09563E-10
5 49E09E-11
729 E2
2.30145E-13
1,15574E-13
135447 E-14
188735E-15
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Yedinci iterasyonda parametre tahminlerine ulasildigi varsayilabilir. Parametrelerin
tahminleri gercek degerlerinden sapmali bulundugundan tahminlerde yanlilik
mevcuttur.  Iterasyonlarin  ilerlemesiyle agirliklandirilmis  kareler  toplamm
fonksiyonunun degerinde ¢ok kiiclik oransal artiglarin gerceklestigi dikkati ceker.
Agirliklandirilmis kareler toplami fonksiyonu degismekte ve optimal bir yapiya

varmaktadir.

Yari olabilirlik tahminine gore model artiklar1 mutlak degerleri, mutlak degerler

tizerinden hesaplanan A merkezi hareketli ortalamalan ve @ =0.2 i¢in m, serisi

ortak grafigi asagida verilmistir.
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Sekil 6.20. Artiklarin mutlak degeri, A merkezi hareketli ortalamalar1 ve m, serisi

Ayrica agirhiklandirilmis artiklarin mutlak degerleri {izerinden hesaplanan A

merkezi hareketli ortalamalar1 ve o =0.2 igin m, serisi ortak grafigi asagidadur.

0,45 +
0,4
0,35 A
0,3 -
0,25 +
0,2
0,15
0,1
0,05 -

Sekil 6.21. Agirliklandirilmis artiklarin mutlak degeri grafigi

Iterasyonlar sonucu agirliklandirilmis artiklar sabit varyans kosulunu saglar. Yari
olabilirlik yontemiyle parametre tahminleri bulunmakla birlikte diger tahminler ve

teorik degerler asagida sunulmustur.
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s? =0.020026875 , o' =1
~ (1104.335944 1000 . 104.3359437
6= , 0.= , 0-0.= (6.29)
555.6355306 500 55.6355306
. (62.06207437 ~  (54.55317074
s(0) = , o(0)=
39.63905768 35.58454252

Hata varyanslar ile ilgili oransal tahminlerin bir sabitle ¢arpilmasi ve bu tahminlerin
dengelenmesi dolayisiyla s*> varyans tahmini o° varyansindan farklidir; hata
varyanslar1 tahminleri dogrudan bulunmayip hata standart sapmalar1 tahminlerinin

oranlart m, serisi terimleri olarak alinmistir. Beklenen degerleri sifir ve varyansi

(0.1x f)>  olan normal dagilimdan hatalar iiretilmis oldugundan 1/ (0.1x )?
agirliklart dogrudan kullanildiginda hatalar standart normal dagilimli hatalara

doniiserek dlceklenmis varyans o’ =1 olarak bulunur.

Tablolarda S(@) kareler toplam1 veya S(#) agirliklandirilmis kareler toplami

gbsterilmeyebilir. Iterasyonlar agirliklandirilmis en  kiiciik kareler normal
denklemlerinin ¢6ziimii lizerinde yiriidiiglinden degisen hata varyanslar1 tahminine
bagli olarak agirliklandirilmis kareler toplami fonksiyonunun degerinde artiglar
olabilmektedir. Bundan dolay1 parametreler igerisinde en ¢ok oransal degisim

gosteren A@/@ oranmin izlenmesi yeterli goriilebilir.

6.6.3. Model 2b siireci icin simiilasyon ¢alismasi

Simiilasyonla Model 2b verisinin hata yapisina benzer sekilde hatalar tiretilip Model
2 c¢iktisina eklenerek ¢apt 50 birim olan 1000 tane ornek iiretilmistir. Her 6rnek i¢in
en kiigiik kareler (EKK), agirliklandirilmig en kiigiik kareler (AEKK), yar1 olabilirlik
(YO) ve L1-norm regresyonu (L1) yontemi ile model parametre tahminleri yapilip
parametre tahminleri ortalamasi ve tahminlerin standart hatalar1 tahminleri

ortalamasi asagida verilmistir.
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Cizelge 6.30. Degisken varyansl Model 2b siireci 6rneklerine uygulanan yontemler
ve sonuglari

Yontem Tekrar 67,1 5(0) 67?2 5(6,)

EKK 1000 999.3825 | 73.46792 | 501.4600 | 43.34390
AEKK 1000 998.2062 51.92088 | 500.6847 | 33.23463
YO 1000 998.4398 | 51.16950 | 501.2304 | 32.94670
L1 1000 1003.413 6.820750 | 505.1839 | 4.436187

Degisken varyanshi Model 2b siireci ile iiretilen 6rneklere en kiigiik kareler yontemi
uygulandiginda parametre tahminlerinin ortalamalar1 parametre gergek degerlerine
yakinsamakla birlikte diger yontemlerle bulunan sonuglarla karsilastirildiginda
parametre tahminlerinin standart hatalari tahminleri ortalamalar1 en biiyiikk olarak
bulunmustur. Agirliklandirilmis en kiiciik kareler yontemi ve yari olabilirlik yontemi
ile bulunan parametre tahminlerinin standart hatalar1 tahminleri ortalamalar1 benzer
olmakla birlikte yar1 olabilirlik yontemi ile bulunan parametre tahminlerinin standart
hatalar1 tahminleri ortalamasi biraz daha kiiciiktiir; ayrica her iki yontemle bulunan
parametre tahminleri ortalamalar1 beklendigi gibi parametrelerin ger¢ek degerlerine

yakinsamaktadir.

6.7. Model 2¢ Verisi

Icinde aykir1 degerlerin de bulundugu ve hatalarmin varyanslarinin farkli oldugu bir

veri Uretilip bu veri lizerinden parametre tahmininin yapildig1 bir 6rnek incelenmistir.

Bu 6mek y= % +e > f= %

2 2
0, +X ), + X

ile Model 2 yardimiyla X bagimsiz

degiskeninin [—30,19] aralifinda birer artarak 50 gozlem olacak sekilde

{iretilmistir. Beklenen degerleri sifir ve & =0.0005 ile varyans1 (xx>f)> olan
normal dagilimdan simiilasyon araciligr ile bagimsiz hatalar iretilip gergek

parametre degerleri 6, =1000, 8, =500 olan Model 2 ¢iktisina eklenmistir. Ayrica

veride aykir1 degerler olmasi icin x=-28 , x=-3 , x=10 ve x=18 gozlemlerine

sirastyla 1.5, -2, -1.5 ve 1 biiyiik mutlak degerli hatalar1 dogrudan eklenip Model



111

2c verisi olusturulmustur. Bu sekilde tiretilen Model 2¢ verisi asagida sunulmus ve

grafigi ¢izilmistir.

Cizelge 6.31. Model 2 yardimiyla tiretilen Model 2c verisi

X Y X Y X ¥
-30 0506867 -13 1 558073 4159393561
-28 0554089 -12 1 810164 5 19265959
-8 2278316 -11 1 BE7B4E B 1,879459
A7 077036 -10 168247 71,7702e2
-26 0 4BB581 91 Be2009 g 1,7205999
-25 1 0B4545 -8 1 ./756033 9 1735478
24 071182 ST W= A 10 0,166BE7
-23 1.378912 B 1841478 11 1.761902
S22 0728275 -5 1556198 121692147
-21 1,145512 -4 1 826322 13 1368336
-20 1 B256BE7 -3 -0,03536 14 1345163
191,448 -2 1 886611 15 1351829
-18 1420569 -1 1 BE7 419 16 1,359412
17 1154871 a 2 17 1287735
-6 1,310893 1135952872 18 2213552
-15 1438524 2 1 BE7ATS 19 1,133061
-14 1 BO2636 3 1 377R2
2,5 T u}r

2 4
15 A

1 -
05 4

0 T T T T T T T T

0 25 200 15 0 5D 5 10

_|:|I5 .

Sekil 6.22. Model 2c verisinin diyagrami
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6.7.1. Model 2¢ verisi ve parametre tahmini

Uyarlanmis bir saglam ydntemi ve yar1 olabilirlik yonteminin her ikisinin birden
kapsandigi yoOntemlerin genellestirilmesi yaklasgiminda gozlem diizeylerinde
degiskenlik gosteren standart sapma tahminleri su sekilde bulunmustur. Aykiri
degerler de dahil biitiin artiklarin mutlak degerleri {izerine bes birimlik

merkezilestirilmis med, = (e, |, |e.|, |l €., |€.,]) medyanlar bulunup
medyanlar lizerine o =0.2 ile S, istel diizeltmesi ve R, geri iistel diizeltmesi

hesaplanarak dengeleme i¢in m, =3(S,+R,) ortalamasi bulunmustur. Buradan

standart sapma tahminleri s, =/7/2m, yardimiyla elde edilmistir.

Aykir1 degerlerin bulundugu degisken varyansh hatalara sahip Model 2c¢ verisine
uyarlanmig bir saglam yonteminin ve yari olabilirlik yonteminin her ikisinin birden
kapsandig1 yontemlerin genellestirilmesi yaklasimi uygulanarak model parametreleri
tahmin edilmistir. Ilk olarak model parametrelerine gore dogrusallastirilarak
parametre baslangi¢ degerleri bulunmustur. Aykir1 degerlerin ve degisken varyansl

hatalarin varligi dolayisiyla dogrusallastirilmis modelin parametre tahminleri L1-
norm regresyonu ile ,30 =0.499126116, ,3] =0.001062122 olarak bulunmus ve
orjjinal model icin parametre baslangic degerleri 6, =941.5116414,

0,, =469.9330484 olarak elde edilmistir.

Degisken varyanslar ihmal edildiginde Huber t fonksiyonundan uyarlamayla

agirhigin

w(z) = Lo =2 (6.30)
16/2* , |z/>2

olarak alindig1 bir saglam yaklasimi incelenmistir. Buradaki uyarlanan agirlik
fonksiyonuyla 6zellikle biiyiik z degerleri ile agirhigin hizla diistiriilerek parametre

tahminlerinde aykir1 deger etkileri tam olarak sifirlanmamakla birlikte son derece



113

kiictltiilmektedir. Degigsken varyanslar da dahil edildiginde p saglam fonksiyonu,

w =p' etki fonksiyonuve W=y /z agirlik fonksiyonu su sekilde bulunur.

2
—_— <2
IR
p(2) = | g
5—2(4—2—2j , |Z|>2
Z
3_2 ’ |Z|S2 6.31
w(z)= LA (6.31)
1
5—2 , |Z|S2
w(z) = 16
1 2

Herhangi bir 6 vektorii i¢in artiklar 1, =y, — f,(d) seklinde ve bu artiklarin

herbirine kars1 gelen standart sapmalar S, seklinde tanimlanarak T amac¢ fonksiyonu

T=Yp(z) . z=2 (6.32)

seklinde ifade edilir. Bununla birlikte iterasyonlarin ilerlemesine bagli olarak

agirhklandirilmis  S(&) = r'Wr  kareler toplami fonksiyonu da izlenebilir. Bunlardan

son iterasyon agirliklandirilmis kareler toplami fonksiyonu \7(9) parametre

tahminlerinin varyans-kovaryans matrisinin tahmini i¢in énemlidir.

6,=941.5116414 , 0,, =469.9330484 parametre baslangic degerleri yukarida tarif

edilen yontem ile ilgili Gauss-Newton iterasyonlar1 i¢in kullanilirsa asagidaki

iterasyonlar elde edilir.
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Cizelge 6.32. Yontemlerin genl. yakl. Gauss-Newton iterasyonlari

&1 = = T AS/S ATIT it-rs

841 51164 468 53300 32 426222 B985 5241

87877673 489855758 33430116 V7401602 00302583 01050286 00423945
83396709 492 51537 33384065 V5500306 -0001377 -00206558 00054293
88500287 49347135 33373201 V52X 3524 -00005326 -0,007605 00013411
506 54450 49351977 33370349 V5011850 -554E-00 -0,002518 00007060
806,00006 49324793 33368491 V49533165 -257E-05 -0,001043 00002595
506,09451 49399536 33369205 V49035856 -5 46BE-06 -0,0003%1 9 BOZEOS
886,93005 494 01295 33369110 V48925924 -295E-06 -0000146 3571E05
906 94317 494 01953 353369074 745550844 -1 DBE-OE -5 45E-05 1 330E-05
H06 94006 494 02193 35 3690681 74887322 -3B8E-07 -2 03E-05 4 553E-06
H06 54959 494 D229 35 369057 V4B8ERVE3 -1 43E07 -7 59E-06 1 .549E-0B
H06 Da057 494 02323 353369055 7485FR541 -5 30E-08 -2 53E-06 BS00E-07
H06 Da052 494 02335 35369054 VY4B8R4E2 -1 97E08 -1 06E-0B 2 575BE-07
H06 55092 494 02340 35369054 Y4B5R452 -7 34E-09 -3 95E-07 9 E11E08
H06 05095 494 02342 353369054 Y4B5R421 -2 V4E09 -1 4VEO7 3 587E0S
H06 95097 494 02343 35369054 74B5R417 -1 DZ2E-09 -5 50E-08 1,.339E-08
S5k De037 494 DZ343 35369054 V4B5R416 -3 81E-10 -2 05E-05 4 595E-09

R O S T W —
mmhmm_\gmmummhmm—xur

Onbirinci iterasyonda parametre tahminlerine ulasildigi varsayilabilir. Parametre

tahminleri ve bunlara karsi gelen standart sapma tahminleri sirastyla soyledir:

(6.33)

~ (986950973 S(0) 38.59804482
494.023429 ) (20.28693643

Aykir1 degerler thmal edilerek ger¢ek parametre degerleri 6, =1000 , 8,. =500 ve
gercek agirliklar kullanilarak hesaplanan parametre tahminlerinin teorik standart

hatalar1 o(6,) = 51.05335558 , o(6,) = 25.60023758 olarak bulunur.

Iterasyonlarin ilerleme seklini iteratif tekrar agirliklandirmali en kiigiik kareler
normal denklemlerinin ¢oéziimii belirlediginden iterasyonlar ilerlerken agirliklar da
degisebildiginden S agirliklandirilmig kareler toplami fonksiyonunun degerinde veya

T amag¢ fonksiyonunun degerinde bazen artislar olabilmektedir.
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6.7.2. Model 2c¢ siireci icin simiilasyon calismasi

Simiilasyonla Model 2¢ verisinin hata yapisina benzer sekilde hatalar tiretilip Model
2 c¢iktisina eklenerek ¢ap1 50 olan 1000 6rnek olusturulmustur. Herbir 6rnek igin ayri
ayr1 en kiigiik kareler (EKK), agirliklandirilmis en kiiclik kareler (AEKK), yari
olabilirlik (YO) ve L1-norm regresyonu (L1) yontemi ile model parametre tahminleri
bulunup parametre tahminleri ortalamalar1 ve parametre tahminlerinin standart

hatalar1 tahminleri ortalamalar1 agagida verilmistir.

“Yaklagim Onerileri” boliimiinde yontemlerin genellestirilmesi yaklasimlar1 genel
olarak tarif edilmistir. Burada uyarlanmis bir saglam yonteminin ve yar1 olabilirlik
yonteminin her ikisinin birden kapsandigi bir yaklasim (YG) kullanilarak parametre

tahminleri de yapilmstir.

Cizelge 6.33. Aykir1 degerler barindiran degisken varyansli Model 2c siireci
orneklerine uygulanan yontemler ve sonuglari

Yontem | Tekrar 51 5(0) 52 5(6,)

EKK 1000 1546.650 | 458.5924 | 866.8103 | 292.1995
AEKK 1000 1316.651 | 307.2773 | 711.8718 | 193.1096
YO 1000 1605.977 | 574.0238 | 909.2872 | 368.0901
YG 1000 | 995.0201 | 49.79585 | 497.5240 | 25.88549
L1 1000 1017.562 | 9.703812 | 509.4650 | 5.177553

Aykir1 degerler barindiran degisken varyanslh Model 2c siireci 6rnekleri tizerinden en
kiigiik kareler, agirliklandirilmis en kiiclik kareler ve yari olabilirlik yontemleri ile
bulunan model parametre tahminleri ortalamalarimin yakinsadigi limitlerin
parametrelerin gergek degerlerinden farkli oldugu goriiliir. Bu durum parametre
tahminlerinin standart hata tahminleri ortalamalarinin biiyiikliikleri ile de desteklenir.

Bu yaklagimlarla bulunan parametre tahminleri yanhdir ve etkin degildir.

Uyarlanmig bir saglam yonteminin ve yari olabilirlik yonteminin her ikisinin birden
kapsandigr bir yaklasimla bulunan parametre tahminleri ortalamalar1 gergek

parametre degerleri civarina yakinsamakla birlikte parametre tahminlerinin standart
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hatalar1 tahminleri ortalamalar1 da yukarida ifade edilen yontemlerin sonuglar ile
karsilastirildiginda en kiigiiktiir. Bu yaklagimla bulunan parametre tahminlerinin
gercek parametre degerlerine olan yakinligi ve standart hatalar1 tahminlerinin teorik
standart hatalarina olan yakinlig1 dolayisiyla onerilen yaklagimla bulunan tahminler

yansiz ve etkindir.

Ll-norm regresyonu parametre tahminlerinin (YG) yaklasimindan daha sapmali
oldugu, ancak standart hata tahminlerinin daha kiigiik oldugu goriiliir. L1-norm
regresyonu tahminleri i¢in yapilan simiilasyon calismalar1 ile dikkate deger bazi
ozellikler farkedilmistir. Bu yontem ile elde edilen parametre tahminlerinin gergek
degerlerine yakin oldugu goriilmekle birlikte bu yontemle elde edilen parametre
tahminlerinin standart hatalarinin tahminleri iizerinde bir miktar belirsizlikler
bulunmaktadir. Parametre tahminlerindeki ¢ok kiiciik degisimlerin standart hatalari
tizerinde cok biiylik etkileri olabilmektedir. Parametre uzayinda ylizeyin egrilik
yarigapr kiigiildiikce parametre tahminine karsilik gelen standart hata da kiigiiliir.
Parametre tahmini, mutlaklar toplami fonksiyonunu olusturan mutlak deger
fonksiyonlarindan birinin dip noktasinda bulunuyorsa bu noktaya kars1 gelen egrilik
yarigapt sifira yakinsadigindan buna karsilik gelen standart hata da sifira dogru
yakinsar. L1-norm regresyonunda parametre tahminlerinin standart hatalarinin asir
degiskenliklerinin nedeni bu olusumdur. Ancak L1-norm parametre tahminleri diger
yontemlerle bulunan tahminlerle karsilastirildiginda bu yaklasimla bulunan

tahminlerin daha az sapmali oldugu gortliir.

6.8. Model 3a Verisi

, 6, =100
Model 3:  y=—-H—+¢ , 46,=99 (6.34)
1+60,e %
6,=02

Parametre degerleri 6, =100,6,=99,60,=0.2 olan Model 3 olarak adlandirilan

lojistik biiylime modeli aracilig1 ile bagimsiz x degiskeninin 1-50 araliginda birer
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artarak olusturulan 50 gozlemlik ¢iktisina beklenen degerleri sifir ve varyansi
(5)* =25 olan normal dagilimdan bagimsiz hatalar iiretilerek eklenmis ve bu sekilde

Model 3a verisi elde edilmistir. Simiilasyon ile iiretilen bir Model 3a verisi asagida

sunulmus ve grafigi cizilmistir.

Cizelge 6.34. Model 3 araciligi ile tiretilen Model 3a verisi

X y i ¥ % ¥
1 -37B87 18 2074745 35 957502
2 6520639 19 24 02955 36 9370607
3 -Bp5645 20 3508677 37 9632561
4 10885 21 37 97518 38 8930725
5 1024341 22 469103 39 97 06231
6 03345829 23 5359911 40 965726
7 1341763 24 B151299 41 9595736
g 46520993 25 5801403 42 9067534
8 1105636 26 B9,19285 43 96 47374
10 4016944 27 73982584 44 1097226
11 1371934 28 7708399 45 1005424
12 13054584 289 7833789 46 93 46656
13 14 78688 30 8249062 47 97 897 33
14 10 59164 31 8214708 483 1009256
15 1071341 32 9431115 45 1015015
16 25 5BB32 33 8070995 50 9411074
17 2351513 34 8182813
120 4 5
100 ~
80
B0
40
20
x
|:I.I'I;I!I'IIL’.I’FIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
1 5 9 13 17 1 2% 029 33 F 4 45 49
-0 4

Sekil 6.23. Model 3a verisinin diyagrami
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6.8.1. Model 3a verisi ve en kiiciik kareler yontemi

Gauss-Newton iterasyonunun isleyebilmesi i¢in gerekli olan Z matrisinin satir1 su

sekilde kurulur:

of 1 of —0e ™" of  60,xe™
= —6;x ’ = 2 s = B (635)
06, 1+06,e™ 00, (1+¢92e’5’3x) 00, (1+928793x)

Ornek iizerinden biiyiime modelini karakterize eden ii¢ noktamin yaklasik degerleri
tahmin edilip bu noktalar yardimiyla i parametrenin baslangic degerleri
bulunmustur. Iterasyonlar yardimi ile bulunan en kiigiik kareler tahminleri ile teorik

degerler karsilikli sunulmustur.

s? =23.6373049 , o’=25
100.0790 100 0.079015
0=|93.53276 , 0.=]99 , 0-0.=|-5.467241 (6.36)
0.201658 0.2 0.001658
1.503292 1.586710
s(9) =| 23.00175 , o(0)=|25.37959
0.011689 0.011978

Lojistik egrisi lizerine kurulan lojistik regresyon analizinin ve uygulamalarinin

incelendigi Basarir (1990) tarafindan yapilan bir calismadan yararlanilabilir.
6.8.2. Model 3a siireci icin simiilasyon ¢alismasi

Model 3a verisi olusturma siireci 1000 kez tekrarlanarak herbiri 50 ser gdzlemden
olusan 1000 6rnek olusturulmustur. Elde edilen 1000 6rnek icin ayr1 ayri en kiigiik

kareler (EKK) yontemi ve L1-norm regresyonu (L1) yontemi ile model parametre

tahminleri yapilmustir. 0 parametre tahminleri ortalamalar1 ve §(é) parametre
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tahminlerinin standart hatalar1 tahminleri ortalamalar1 asagidaki ¢izelgede

sunulmustur.

Cizelge 6.35. Model 3a siireci 6rneklerinin parametre tahminleri

Yontem 971 5(6) 52 5(6,) 53 5(0,)
EKK 100.0415 | 1.584781 | 104.0559 | 27.27273 | 0.200572 | 0.011980
L1 100.0607 | 0.078143 | 105.2903 | 1.693386 | 0.200392 | 0.000756

Simiilasyon tekrarinin artmasina bagl olarak en kii¢lik kareler yonteminde parametre
tahminleri ortalamalarinin gercek parametre degerlerine yakinsadigi, parametre
tahminlerinin standart hatalar1 tahminleri ortalamalarinin teorik degerlerine
yakinsadig1 goriilir. En kiigiik kareler yontemi ve Ll-norm yontemi ile bulunan
parametre tahminleri benzer olmakla birlikte Ll-norm yontemi ile bulunan

tahminlerin standart hata tahminleri daha kii¢iik bulunmustur.

6.9. Stokastik Arastirma Stratejilerinin Performansina Yonelik Simiilasyon
Calismasi

Tvrdik ve digerlerinin onerdigi yontem ile bu tezde bir yaklagim olarak onerilen
yontem parametre tahminleri agisindan karsilagtirnlmigtir. Yapisal olarak bu iki
yontem yukarida ele alinmig olunan Gauss-Newton tabanli algoritmalardan oldukca
farkli oldugundan ve 6zellikle parametre tahminlerinin standart hatalarinin dogrudan

hesaplanamamalarindan dolay1 ayr1 bir siif olarak ele alinmustir.

6.9.1. Model 1a verisi ve Tvrdik yontemi

Model 1a verisi tizerine Krviy ve Tvrdik (1995) tarafindan 6nerilen ii¢ sezgisel yolun
kullanildig1t ve Storn ve Price (1997) yaklasimi olan diferansiyel evrimsel
algoritmasinin da kullanildigir dort sezgisel yolu kapsayan Tvrdik ve digerlerinin
yontemi uygulanmistir. Kutu kisitlarinin (-100, +100) araliginda alinarak yapilan bir

uygulamada 4000 iterasyonun sonunda su sonuca ulagilmaistir:
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Cizelge 6.36. Tvrdik yontemine gore gerceklesen yakinsama

H M L
81 2018328 218328 2018328
82 3170314 IF04 0 307014
= 0016735 0016735 0016735

Bu durumda en iyi yakinsama politopun L kose noktasi (2.02, 3.17) olarak
gerceklesir. Yapilan 4000. iterasyon ile elde edilen tablo soyledir:

Cizelge 6.37. Tvrdik yonteminin son iterasyon tablosu

F1 R2 F3 R4
81 2018328 2018328 2018328 27 43509
82 37014 317014 317014 146082
= 0MMBY3s 0016735 0016735 42 79B46

W 1l a a o 1
WY 24 2BEVE B 237408 2271353 14 32916 4000
g 0349104 07118412 0326504 020595

Burada sirasiyla parametrelerinin ¢ =2 ve $=0.5 oldugu R1 deneme noktasinin
bulundugu birinci sezgisel yol, parametrelerinin ¢ =5 ve s=1.5 oldugu R2 deneme
noktasinin bulundugu sezgisel yol, simpleksin bir noktasi olarak populasyonun
minimum degerli noktasinin alindig1 ve parametrelerinin ¢ =2 ve s=0.5 oldugu
R3 deneme noktasinin bulundugu iigiincii sezgisel yol ve parametrelerinin F , =0.4
ve C=0.9 oldugu Storn ve Price yaklasimi olan diferansiyel evrimsel algoritmasi ile
R4 deneme noktasinin bulundugu dordiincii sezgisel yoldur. W satiri, amag
fonksiyonu degerindeki basarili bulunan w bagil degisim oranlarinin toplamidir.

Baslangicta sifir numarali iterasyon i¢in W, agirliklari bir olarak alimustir.

6.9.2. Model 1a verisi ve onerilen stokastik yaklasim

Besinci boliimde dnerilen yaklasim Model 1a verisine uygulandiginda, baslangi¢ i¢in
kutu kisit1 (-1000000, +1000000) araliginda alinarak 2500 iterasyon sonunda elde

edilen yakinsama soyledir:
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Cizelge 6.38. Besinci boliimde onerilen yaklasimla gergeklesen yakinsama

H M L
81 2016992495 201699317 2 016993394
B2 3155436936 3155439778 3155446532
5 001672580558 0016728059 0016725059

En iyi yakinsama politopun L kose noktast (2.017, 3.155) olarak gerceklesir;
yakinsamanin bes basamaga kadar gerceklestigi goriilebilir. Asagida son iterasyon

tablosu verilmektedir.

Cizelge 6.39. Onerilen yaklagimin son iterasyon tablosu

R1 R2 R4
81 Z21B39 218995 -57 1052 20116595
82 30BB54Z2 3155449 BOA0135 3155449
= 0467303 0016728 3050371 0MB728
a 1 a T
diny a o a 1 593
n 72 392 129 2500

Sirastyla R1, R2 ve R3 kolonlar1 birinci, ikinci ve li¢lincii sezgisel yol ve bulunan
deneme noktalarini gosterir. n satir1 ile R1, R2 ve R3 kolonlarinin kesigimi
indirgemenin saglandig1 basarili iterasyon sayilarini gosterir. An satir1 2500.iinci
iterasyonda indirgemenin ger¢eklesmedigini sdyler. Son iterasyonda ikinci sezgisel
yol ile bulunan deneme noktasi en kiiciik degerli olmakla birlikte bulunan deneme
noktas1 politop icin kabul edilmemistir. Yapilan 2500 itrasyondan 593 iinde
indirgeme saglanmistir. Yapilan indirgemelerin 72 tanesi birinci yol ile, 392 tanesi
ikinci yol ile ve 129 tanesi tiglincii yol ile gerceklestirilmistir. Son iterasyonda

bulunan politopun H haricinde P, kdse noktalarinin karsilikli bilesenlerinin standart

sapmalar1 sirasiyla 1.58x1077 ve 4.78x10™ olarak bulunur; bu degerler politopun

bliytikliigli hakkinda bir fikir verebilir.
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6.9.3. Model 1a siireci i¢in stokastik arastirmalarinin performansina yonelik
yapilan simiilasyon calismasi

Stokastik arastirma algoritmalar1 olan Tvrdik yonteminin ve Onerilen ydntemin
performanslart su sekilde karsilastirilmistir. Simiilasyon araciligi ile sabit varyansl
Model la siirecinden her biri 50 gézlemden olusan 1000 6rnek {iretilip her bir 6rnek

icin model parametre tahminleri Tvrdik yontemi ile ve Onerilen yOntem ile

yapilmistir. Bulunan 0 parametre tahminlerinin ortalamasi ve s(é ) parametre

tahminleri ortalamasinin standart hatas1 tahmini asagidaki tabloda sunulmustur. Her
bir 0rnek lizerinden her iki yontem i¢in kutu kisitlar1 (-100, +100) olarak alinmus,
parametre tahmini i¢in Tvrdik yontemiyle 5000 iterasyon, onerilen yontemle 300

iterasyon yapilmstir.

Cizelge 6.40. Tvrdik yontemi ve dnerilen yontemle elde edilen tahminlerin

karsilastirilmasi
Yontem Tekrar | Iterasyon 51 s (51) 52 s (67?2)
Tvrdik 1000 5000 2.014707 | 0.008569 | 3.121703 | 0.061844
Onerilen 1000 300 2.001080 | 0.000583 | 3.012634 | 0.006827

Onerilen yontemle parametre tahminleri daha az sapmali ve parametre tahminleri
ortalamasinin standart hata tahmini daha kiiciik bulunmustur. Iterasyon sayilari
acisindan Tvrdik yontemiyle karsilastirildiginda Onerilen yontemin daha hizh
calistig1 aciklikla goriiliir. Daha az iterasyon sayisina karsilik parametre tahminleri
ortalamas1 gercek degerlerine daha yakindir. Her iki stokastik yontem
karsilastirildiginda onerilen yontemle bulunan parametre tahminlerindeki yanliligin

daha kiiciik oldugu gortiliir.
6.9.4. Model 1c verisi ve Tvrdik yontemi
Bir uygulama olarak hata varyanslarinin farkli oldugu Model 1c verisine Tvrdik

yontemi kullanilarak parametre tahmini yapilmistir. Veri kullanilarak tahmin edilen

model artiklarinin  homojenligi saglamasi i¢in artiklarin mutlak degerlerinin
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diizgiinlestirilmesi islemi ile olusturulan V™'  agirhik matrisi kareler toplami

fonksiyonuna dahil edilmistir.

S(0)=(y-f(@)V'(y-1(©®) (6.37)

Bu sekilde tanimlanan kareler toplami fonksiyonu, kutu kisitlar1 (-100, +100) olarak

alman Tvrdik yontemi ile minimize edilmis ve su sonuglar elde edilmistir.

Cizelge 6.41. Tvrdik yontemine gore gerceklesen yakinsama

H M L
g1 2010661 1294549 1 578604
B2 1598925 3523906 2059078
= 0247665 0217956 02084654

En iyi yakinsama politopun L kdse noktasi (1.88, 2.09) olarak gerceklesir.Y akinsama
10000 iterasyon sonunda gerceklestirilebilmistir. 10000.ninci iterasyonda elde edilen

tablo soyledir:

Cizelge 6.42. Tvrdik yonteminin son iterasyon tablosu

R1 RZ R3 R4
1 1829093 1777812 1538952 -1047594
B2 3976BC 4534973 386901 9419083
5 1061718 1552695 02937371 52158842

e a 1l a a 1
WY 10,835974 1 8185066 B Sh44572 10000
q 0410763 00378594 0310167 0241176

Hata homojenligi olmayan verilerde Tvrdik yontemi c¢ok agir caligmaktadir ve

yakinsama hiz1 ¢ok diistiktiir.

6.9.5. Model 1c verisi ve onerilen yontem

Hata varyanslarinin farkli oldugu Model Ic verisi {izerinden artiklarin mutlak

degerlerinin diizgiinlestirilmesi ile elde edilen agirliklandirmanin dahil edildigi
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agirliklandirilmig  kareler toplami fonksiyonu kullanilarak Onerilen yontemle
parametre tahmini yapilmistir. Kutu kisitinin (-1000000, +1000000) araliginda

oldugu arastirma ile 6910 iterasyon sonunda elde edilen yakinsama soyledir:

Cizelge 6.43. Onerilen yontemle gergeklesen yakinsama

H M L
81 202306409 2 02306409 2 02306405
82 2596446223 2 95446219 2 96446218
5 014035341 0,14035341 0,14035341

Yakinsama sekiz basamaga kadar gerceklesir. Son iterasyon tablosu asagida

sunulmustur.

Cizelge 6.44. Onerilen yontemin son iterasyon tablosu

F1 R F3
81 2005338 ZP23064 15599184 2 13064
82 ZBEY9EEY Y PB44BE 31 44855 2 564462
= 0141444 0140353 90 32373 0,140353
a 1 a T
fipy a a a 1 1116
f 79 568 B8 EH10

Yapilan 6910 iterasyondan 1116 sinda indirgeme ger¢eklesmistir. Bilesen standart

sapmalari sirastyla 1.78x107 ve 6.14x107 olarak bulunur.
6.9.6. Model 3a siireci icin stokastik arastirmasi simiilasyonu ¢alismasi

Sabit varyansli Model 3a verisi olusturma siireci 1000 kez tekrarlanarak her biri 50
ser gozlemden olusan 1000 o6rnek olusturulmustur. Her bir 6rnek igin model

parametre tahminleri Tvrdik yontemi ile ve besinci bdliimde Onerilen yontem ile

yapilmistir. Bulunan 0 parametre tahminlerinin ortalamalar1 ve S(é) parametre

tahminleri ortalamalarinin standart hatalar1 tahminleri asagidaki cizelgede verilmistir.
Kutu kisitlart her iki yontem i¢in (-100, +100) olarak alinarak Tvrdik yonteminde her

bir 6rnek i¢in 5000 iterasyon, onerilen yontem i¢in 300 iterasyon yapilmistir.
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Cizelge 6.45. Tvrdik yontemi ve Onerilen yontemle elde edilen tahminlerin
karsilastirilmast

A

Y" t A ~ A ~ ~
omtemm 0, s(6,) 6, s(6,) 4, s(6,)

Tvrdik 92.22743 | 5.627434 | 114.4743 | 9.695720 | 0.246208 | 0.0427520

Onerilen | 104.0122 | 0.622286 | 108.5084 | 1.135772 | 0.208962 | 0.001321

Tvrdik yontemi ile karsilastirildiginda ve gercek parametre degerleri gdzoniinde
bulunduruldugunda oOnerilen yaklasimla parametre tahminleri daha az sapmali
dolayisiyla yanlilhik daha az ve parametre tahminleri ortalamasinin standart hata

tahmini daha kii¢lik bulunmustur.
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7. SONUC

Gergek parametre degerleri ile ti¢ farkli model ¢iktisi iizerine simiilasyon aracilig ile
hatalar tretilip eklenerek veri olusturulmus, sonra bu veri ilizerinden parametre
tahminleri bulunmustur. Elde edilen tahminlerin yanliliklar1 ve standart hatalar
acisindan tahmin ediciler karsilagtirilmistir. Veriye aykiri degerler eklenerek en
kiiciik kareler yontemi ile parametre tahminleri bulundugunda parametre tahmin
edicilerinin standart hatalarinin arttig1 gézlenmistir. Hata varyanslarinin farkli oldugu
veri  lizerinden parametre tahminleri, agirhiklandirma  yapilmadan  ve
agirhiklandirilmis en kiiclik kareler yontemi ile bulunmustur. Parametre tahmin
sonuclar1 karsilastirildiginda beklenildigi gibi agirliklandirilmis en kiigiik kareler
yontemi ile elde edilen parametre tahminleri ger¢ek degerlerinden daha az sapmali ve

parametre tahminlerinin standart hatalar1 daha kii¢iik bulunmustur.

Yari olabilirlik tahmin yaklagiminda agirliklandirilmis en kiigiik kareler yonteminde
kullanilan Gauss-Newton iterasyonlar1 ortaya c¢ikmaktadir, fakat her iterasyonda
parametre tahmini ile hata varyans-kovaryans matrisi tahmininin tekrar
giincellenmesi gereklidir. Her iterasyonda bulunmasi gereken hata varyansi
tahminindeki kiigiikk degisiklikler parametre tahminlerinin duraganlasmasini
geciktirdiginden fazladan birgok iterasyonun yapilmas: gerektigi caligmalardan
goriilmiistiir.  Yar1 olabilirlik yaklasiminin {izerinde kuruldugu varsayimlar ve
matematik yapilanma bircok baska tahmin yontemleri arasinda baglanti

kurulabilmesine imkan vermektedir.

Hatalar kalin kuyruklu bir dagilimdan geliyorsa bircok aykiri deger olusacagindan
parametre tahminleri etkilenir. Bu gibi durumlar igin giivenilir parametre
tahminlerinin bulunmasini saglayan saglam yaklasimlar1 gelistirilmistir. Bunlardan
saglam Lp-norm regresyonu ile aykir1 degerlerin 6nemi kiiciiltiilerek parametre
tahminlerinin aykir1 degerlerden daha az etkilenmesi saglanir. Diger bir saglam
yaklagimi olan M-tahmin edicilerde agirlik fonksiyonlar1 araciligi ile aykir1 degelere
diistik agirliklar verilerek parametre tahmini tizerindeki baskilar azaltilir. Uygulama

amaciyla aykir1 degerler barindiran bir veri simiilasyon aracilig ile iiretilip bu veri
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tizerinden M-tahmin edici kullanilarak parametre tahmini yapilmistir. Diger tahmin
yontemleri ile karsilastirildiginda M-tahmin edici ile bulunan parametre
tahminlerindeki sapmalarin ve parametre tahminleri standart hata tahminlerinin
belirgin bir oranda daha kiicik oldugu goriilmiistir. Ayrica Andrew dalga
fonksiyonunun ve Huber t fonksiyonunun kullanildigi M-tahmin edicileri
karsilagtirildiginda Andrew dalga fonksiyonunun kullanildigi M-tahmin edici ile
bulunan parametre tahminlerinin daha az sapmali oldugu ve parametre tahminleri

standart hata tahminlerinin daha kii¢iik oldugu goriilmiistiir.

Yukarida ifade edilen yontemlerden farkli olarak bir stokastik aragtirma algoritmasi
olan Tvrdik ve digerlerinin yontemi tanitilmistir. Bu yontem kutu kisit1 i¢inde rassal
olarak olusturulan bir populasyon {iizerinden c¢alisir; populasyonun minimum ve
maksimum degerli noktalarinin yontem i¢in biiylik 6nemi bulunur. Ancak bu yontem
Gauss-Newton yonteminde oldugu gibi parametre baslangic degelerine bagiml
degildir. Tvrdik yontemi kutu igindeki noktalardan baslayarak global minimuma
dogru yakinsamay1 gerceklestirebildiginden en azindan baslangi¢ asamalari agisindan
Gauss-Newton yontemi ve uyarlamalarindan daha giivenilirdir. Hata varyanslarinin
sabit oldugu ve sabit olmadig1 veriler tizerine Tvrdik yontemi kullanilarak parametre
tahminleri yapilmistir. Ancak hata varyanslar1 sabit olmadigindan her iterasyonda
hata varyanslarinin tahmininin yapilmasi dolayisiyla Tvrdik yontemi ile yakinsama
hiz1 olduk¢a diismiistiir. Buna bagli olarak elde edilen parametre tahminleri hassas
olmamakla birlikte makul sayilabilir. Ek olarak Tvrdik yonteminde kullanilan
stokastik Ozellikteki Storn ve Price algoritmasinin biraz daha kontrollii bir sekilde

yonlendirilebilecegi bir yenilik 6nerilmistir.

Bu calismada bir stokastik arastirma algoritmasi olan bir yontem Onerilmistir. Bu
yontem kullanilarak parametre tahmini yapilmis ve Tvrdik ve digerlerinin
yontemiyle elde edilen parametre tahminleri ile karsilastirilmistir. Stokastik aragtirma
algoritmas1 sinifindan olan Tvrdik yontemi ile karsilastirildiginda onerilen yontemin
daha hizli ¢alistigit ve sonuglarin daha az sapmali oldugu goriilmekle birlikte
parametre tahminleri ortalamasi standart hatasi daha kiiciik bulunmustur. Tvrdik

yonteminden farkli olarak onerilen yaklasimin yapisi incelenirse yapisal olarak
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Tvrdik yonteminden daha basit oldugu ve yapisi dolayisiyla daha basarili sonuglarin

elde edildigi goriiliir.

Agirliklandirma temelinde ¢alisan yontemler ile saglam yaklagimlari tek bir ¢ati
altinda toparlanabilmektedir. Bu baglantiyr 6zellikle yar1 olabilirlik tahmininin
lizerinde insa edildigi varsayimlar ve matematiksel yapilanma saglar. Bu yapilar
incelendiginde dogal bir genelleme siireci beraberinde gelmektedir. Bunun bir
sonucu olarak daha ileriye gidilerek agirlik fonksiyonlar1  g6zoniinde
bulunduruldugunda parametre tahmininin bulunmasini saglayan daha genel bir amag
fonksiyonunun tasarlanabilir oldugu goriilebilir. Yaklasim Onerileri boliimiinde
uyarlanmig bir saglam ydnteminin ve yari olabilirlik yonteminin her ikisinin birden
kapsandigi bir yaklagima deginilerek simiilasyon c¢alismalarinda bu yaklagimla
parametre tahminleri yapilmistir; bulunan tahminlerin az sapmali ve etkin oldugu

goriilmiistiir.

Yapilan bu caligmalarla birlikte parametre tahmini i¢in kullanilan yontemlere
deginilmis ve bunlar iizerine uygulama yapilmistir. Bunlarla birlikte bazi fikirler
gelistirilmis ve Oneri olarak sunulmustur. Ancak yapilan ¢aligmalarla buradaki oneri
ozelligindeki yaklasgimlarin bazilari tam olarak sonuglandirilmamigtir. Bunlar

tizerinde ¢aligilmast gerekmektedir.
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EK-1 Normal Denklemler

Bilesen sayilart1 n olmak iizere a=(a,a,,...,a,) ve b=(b,b,,....,0) gibi iki
vektoriin skalar ¢arpimlart a-b=ab +ab, +---+a,b, =0 ile sifir ise bu iki vektdr

ortogonaldir veya normaldir, birbirlerine diktirler. Ornegin n bilesenli bir r

vektoriiniin tim bilesenleri t degiskeninin bir fonksiyonu ise bu durumda t

degiskenine bagimli vektor fonksiyonu r = (r,(t),r,(t),...,r,(t)) seklinde ifade edilir.

W simetrik bir matris olmak {izere bir amag¢ fonksiyonu S =r'Wr seklinde kurulup

amag fonksiyonunun ekstremumlarinin aranmasiyla elde edilen
t
as =2 (ﬁj Wr
dt dt

ekstremum noktalar1 bulunmus olur. Burada (W %, r] veya [%,Wr) vektor cifleri

t
(%j Wr=0 normal/ortogonal denklemin ¢6ziimiiyle

normal/ortogonaldir. Eger r vektoriiniin tiim bilesenleri p farkli degiskene bagimli

ise bilesenler (t,t,,...,t,) vektoriine bagimli ¢okdegiskenli birer fonksiyondur, bu

durumda r vektord fonksiyonu (t,t,,...,t;) vektdriine bagimlidir. Boylece t

t
degiskenlerinin sayisina bagli olarak p tane {%J Wr =0 normal denklemin
j

¢Oziimiiyle eksremum noktalar bulunabilir. Normal denklemler, bir simif amag
fonksiyonunun ekstremumlarinin arastirmasi seklinden kaynaklanmayabilir. Bir¢ok

olgu normal denklemlerin olusmasina neden olabilir. Genel olarak bir sistem

anlaminda p tane denklemden olusan normal denklemler Z @;(Q)y;(0) =0 seklinde

ifade edilebilir. Eger j.ninci normal denklem i¢in ¢, fonksiyonu bir ¢,

o0

]

fonksiyonunun 6, degiskenine gore kismi tiirevi @; = seklinde ise normal
denklemleri saglayan bir yakinsama noktasi bulunabilir. Bu durumda j=1,2,...,p

i¢in Z%c//, =0 normal denklemlerinin ¢dziimiine iterasyonlarla varilabilir. Bir
! j
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dengeleme Z%ﬁ @ =0 seklinde yapilip k.ninct adimda ¢ fonksiyonu

IRl

0, = (0, 0y....,0,) noktasi civarinda Taylor serisine agilir ve diger carpanlar 6,

noktasina yaklastirilirsa z [% ﬁj g [goi @)+Ve(8)(0-06, )] =0 denklemleri
i ?

j i
ortaya ¢ikar. Buradan p denklem igin %Lﬂ:—xk , W, =diag {Wik}i:l ve

_wi6)

= terimleri tamamlanir ve ifadeden @ ¢ekilip bu 6,,, olarak
».(6,)

adlandinlirsa 6, ,, = 6, +(X§Wka )_1 X W, 0(6,) Gauss-Newton iterasyonlar belirir.

Ozel olarak y;, =1 olmasi durumunda Z% =0 toplami Z%i@ =0 seklinde

i I

) op. 1
ele alinarak bir yaklagtirmayla 2(6_?;] lg [goi @)+Vep(6,)(0-06, )} =0
j i

t

denklemleri belirir. Benzer sekilde p denklem igin sg g, ==X, » W, =diag {Wik}in:1

Wy = :
»,(6,)

iterasyonlar1 ile yakinsama noktasina varilir. Buradaki iki benzer yaklasimla biitiin

terimleri tamamlamrsa ~ 6,, =6, + ( X W, X, )_l X W, 0(6,)

ve

normal denklemlerin yakinsama noktalar1 gerekiyorsa uyarlamalar yapilarak

bulunabilir.

Ozellikle T = ngi —>§—; =0 kaynagma bagl olarak ortaya ¢ikan Z% =0
i j i j
ifadesi sayisal yontemlerle integrasyonu isaret ederek beklenen fonksiyonun
diferansiyel denklemlerin veya diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimii seklinde
oldugu dogrusal olmayan regresyon modellerinin optimal parametrelerinin
bulunabilmesinin bir yolunu agar. Bu yonde her sekilde genellestirmeler yapilabilir

(Parametre tahminleri ve parametre tahminlerinin standart hata tahminleri Gauss-
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Newton iterasyonlarinin islendigi yaklasimlarda oldugu gibi bulunabilmektedir).

Genel olarak Za’ii (@y;(0)=0 seklinde p tane denklemden olusan normal

denklemlerde degisken y,(€) konumundaki fonksiyonlar bir 6, noktasi civarinda

Taylor serisine acilip katsayr @,;(¢) konumundaki fonksiyonlar bu 6, noktasina

yaklastirilirsa Z @;(6,) [y/i 0)+Vy.(6,)(0-6, )} =0 denklemleri elde edilir. Eger

normal denklemlerin bir ¢6ziimii olan yakinsama noktas1 6, noktasina yakinsa elde

edilen denklemlerin 6,,, ¢6ziimii bu yakinsama bdlgesi i¢indedir. 8; g ==X, Ve
Q= [a)ij (Qk)} gosterimleri ile elde edilen denklemler matris notasyonu

Q [w(6)—- X, (0—6,)]=0 seklinde topluca yazilarak 6 ¢ekilir ve bu 6,,, olarak

gosterilirse y(6,) =y, ile 6,,, =6, +(Qf< X, )71 Qup, iterasyonlari elde edilir.
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