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1. GIRIS

Harmonik analizde, fonksiyon uzaylar1 teorisi onemli yer tutar. Fonksiyon uzay-
lar1 teorisinin analizin diger alanlarinda, ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisinde

onemli uygulamalar: vardir.

0<s<1l,1<p<oo,1<q< oo igin klasik Besov uzaylar1 R™ de

q dh 1/q <
— 00
Al

1FC+h) = FOlL,@m
I

B, = f:feL,®, (/
ile; 0 <s<1,1<p<o0,q=o00 durumu igin ise
B = {0 € LR, sup DU 41) = Ol e <
0#£h€Rn

olarak tanimlamr. Eger f(x + h) — f(x) farki daha yiiksek farklarla veya tiirevlerin
farklariyla yer degistirilirse s nin biitiin pozitif degerlerine karsilik gelen tanim elde

edilir.

1967 yilinda Peetre tarafindan Besov uzaylarinin Fourier analizi yardimiyla da tanimla-

nabilecegi bulunmustur. Bu tanim su sekildedir:

S(R™) Schwartz uzay1, S’(R™) tempered dagilimlarin dual uzay1 olmak iizere ve F,
F~! sirasiyla S'(R™) de Fourier dniisiimii ve tersini gostermek tizere {p;(z)}32, C
S(R™),

(a) supp @o C {y: |yl <2} supp ¢; C{y: 2771 < Jy| <271}, j=1,2,...

(b) Her multi-indeks v icin bir ¢, pozitif sabiti var olsun dyle ki her = € R™ ve her
j=0,1,2,... icin [D7p;(x)| < CWQ—j\V\

(c) Her x € R™ igin Y 7% p;(z) = 1,
kosullarini saglayan bir dizi olsun. Bu durumda
00 . 1/q
By, =1 f:feSR), (Z [238 HF—I [SOij]HLp(Rn)} ) < 00

J=0

ile verilir. Bu tanim 0 < p < 00, 0 < ¢ < 00, —00 < s < o0 olacak gekildeki biitiin

P, q, s ler icin anlamhdir.



Giiniimiizde Lizorkin-Triebel uzay1 olarak adlandirilan ve

0 1/‘1
Fi =} f:feS R, <Z 2j5q|F_1gijf(-)|q> < o0
j=0

Lp(R™)

seklinde tanimlanan F;  fonksiyon uzayi Lizorkin (1972,1974) ve Triebel (1973) tarafin-
dan aragtinlmigtir. Burada {p;(7)}52, C S(R") yukandaki (a), (b), (c) kosullarim
saglayan bir fonksiyon dizisidir. Bu tanim 0 < p < 00, 0 < ¢ < 00, —00 < § < 00

olacak sekildeki biitiin p, q, s ler i¢in anlamlidir.

Besov uzay1 B; , ve Lizorkin-Triebel uzay1 F}; | birgok iyi bilinen herbirinin kendine ait
ayri ayr1 tanimlar: olan uzaylari 6zel halleri olarak igerirler. Bu uzaylara ornek olarak
Besov-Lipschitz, Holder, Zygmund, Sobolev, Lebesgue, Bessel potansiyel, Hardy,
BMO uzaylar verilebilir. Bu durumun avantaji, goriiniiste oldukca gesitlendirilmis
bu uzaylara ortak bir bakig agis1 saglamasidir. Dezavantaji ise ilk bakista B, , ve F},

uzaylarinin taniminin biraz karmasik olmasidir.

Hankel doniiglimiine kargihik gelen Sobolev uzaylar1 Pathak ve Pandey (1997), Besov
uzaylar1 Altenburg (1982, 1984), Assal ve Abdallah (2006), Betancor ve Rodriguez-
Mesa (1998, 2006) ve Cruz-Baez ve Rodriguez (2001) tarafindan geligtirilmistir.

Bu tezin amaci Hankel dontigiimii yardimi ile tanimlanan genellegtirilmis 6teleme
operatori ve konvoliisyon operatoriiniin temel ozelliklerini incelemek ve daha sonra
Hankel dontigiimiine kargilik gelen fonksiyon uzaylarini tanimlamak, ayrica bu uzay-
larda gomme teoremlerini aragtirmaktir. Boylece harmonik analizde ¢ok 6nem tasgiyan
Hankel doniigiimiine kargilik gelen fonksiyon uzaylari hakkinda daha ileri seviyede

aragtirmalar yapilabilmesi icin temel olusturulmus olacaktir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ikinei boliimde daha sonraki bolitmlerde gerekli
olan temel tanim, teorem ve lemmalara yer verilmigtir. Uciincii boliimde n-boyutlu
R" Oklid uzaymda Besov ve Lizorkin-Triebel uzaylarimm tammlari ve temel 6zellikleri
verilerek bu uzaylarin genel karakterizasyonunu veren onemli bir teorem ispatlanmigtir.
Dordiincii boliimde Hankel dontigiimiine kargilik gelen Besov ve Lizorkin-Triebel uzay-
lar1 tanimlanmig ve bu uzaylar i¢in bir gomme teoremi verilmig ardindan iigiincii
boliimde verilen n-boyutlu R” Oklid uzayinda Besov uzaymi karakterize eden teorem

Hankel dontisiimiine karsilik gelen Besov uzaylari icin uyarlanarak ispat edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Genel Bilgiler

Bu boliimde ¢aligmamizda bize yardimci olacak temel tamimlar ve teoremler veri-

lecektir.

Tanim 2.1.1 X bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun
X =R z— ||

doniigimi Vz,y € X ve Va € K igin

(Ny) ||z|| >0 ve [|z]| =0 < xz=40

(N2) [Jez]| = |el |||

(N3) [z +yll < {lz]l + [yl

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigime X iizerinde bir norm ad verilir. (X, ||.]]) ikilisine

bir normlu vektor uzay: denir.(X, ||.||) normlu uzay1 kisaca X ile gosterilir.

Tamm 2.1.2 (N3) esitsizliginde ||z +y|| < C(||z]| +||y||), C > 1 olmasi durumunda

bu donitigiime quasi-norm adi verilir.

Tanim 2.1.3 Bir 7' lineer operatorii agagidaki ozellikleri gercekleyen operatordiir:

(i) T nin D(T) tamm bélgesi bir vektor uzay: olup R(T') deger bdlgesi, ayni cisim

tizerinde bir vektor uzayidir.

(ii) Her x,y € D(T) ve « skaleri igin,
Tx+y) =Tz+Ty
T(azx) =aTz
gerceklenir.

Tanim 2.1.4 X ve Y normlu uzaylar ve D(T') C X olmak tizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Eger her x € D(T) igin, ||Tz| < A||lz| olacak sekilde bir A

reel sayis1 varsa, 1" operatoriine sinirhidir denir. Bir 7' operatoriiniin normu

Tx
7= sup 121
zen(r) ||zl

TH#£6

3



ile tanumlanir.

Tanim 2.1.5 X ve Y normlu uzaylar ve D(T') C X olmak tizere T': D(T) — Y bir
operator ve xy € D(T) olsun. Eger verilen her € > 0 saywsina karsilik, ||z — x¢|| < 0
sartin1 saglayan her x € D(T) i¢in ||T'z — Txg|| < € olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi

varsa 1" ye xg noktasinda siireklidir denir.

Tanmim 2.1.6 X ve Y normlu uzaylar ve D(T) C X olmak tizere T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7' nin siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart 7T’

nin sirh olmasidir (Kreyszig 1989).

Tanim 2.1.7 X bir kiime olsun. Eger X in altkiimelerinin bir 3 simifi i¢in agagidaki

ozellikler saglaniyorsa bu durumda ¥ siifina X kiimesi tizerinde bir cebirdir denir:
i) XeXx
(ii) Her Fe Y icin E°=X \ Fe€ X

(i) k=1,2,....,ni¢in B, € Yise | Ey € &
k=1

Eger (iii) sart1 yerine

”hernENiginEneE:>UEn€E”

n=1

sart1 konulursa X cebirine bir o— cebir adi verilir.

Tanim 2.1.8 Bir K siifim kapsayan o—cebirlerinin en kiigiigine I nin iirettigi

o—cebiri denir. R™ deki biitiin agik (a,b) araliklarinin dogurdugu o—cebirine Borel
cebiri denir ve B (R") ile gosterilir. n = 1 olmas1 halinde B (R!) Borel cebiri B (R)

ile gosterilir. B (R) nin her bir elamanina Borel kiimesi denir.

Tanim 2.1.9 X bir kiime ve X, X iizerinde bir o—cebiri olsun. Bu durumda
(X, %) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, > daki her bir kiimeye de ¥— 0lgiilebilir kiime

veya kisaca Olctlebilir kiime adi verilir.

Tanim 2.1.10 (X, X) bir 6lgiilebilir uzay olsun. ¥ iizerinde tammh genisletilmis reel

degerli bir p fonksiyonu

(i) u(@) =0

(i) Her A € ¥ igin p(A) >0



(iii) Her ayrik (A,,) dizisi i¢in
(U] - e
j=1 n=1
sartlarimi saglarsa bu p fonksiyonuna olcii fonksiyonu veya olgii adi verilir.

Tanim 2.1.11 Bir X kiimesi, X in altkiimelerinin bir ¥ o-cebiri ve ¥ iizerinde tanimh

bir p olgiistinden olugan (X, X, ) tigliisiine bir 6lgii uzay1 denir.

Tanim 2.1.12 (X, X) bir olgiilebilir uzay ve f : X — R bir fonksiyon olsun. Her
a € R igin

(e, +0))={zc X: f(z)>a}eX

oluyorsa f ye olciilebilir fonksiyon denir. X tizerindeki ol¢iilebilir fonksiyonlarin ailesi
M(X,X) ile gosterilir.

Tanim 2.1.13 X bir kiime ve P(X), X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) iizerinde

taniml , genisletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu
(i) u* (0) = 0
(ii) Her £ € P(X) igin pu* (E) >0
(iii) AC B C X igin p* (A) < p*(B)
(iv) Her bir n € N igin A,, € P (X) ise p* ( f_jl An) < il 1 (An)

sartlarin1 saglarsa p* fonksiyonuna X {izerinde bir dig dlgiidiir denir.

Tanim 2.1.14 ([;), R nin smirl ve agik araliklariim bir dizisi,

TA = {([k)ACUIk}

olsun. P (R) iizerinde

m* (A) = inf {ié(]k) : (Ik) S TA}
k=1

bigiminde Tanimlanan m* bir dig dlgiidiir. Bu dig 6lgiiye Lebesgue dig Olctisii denir.

Lebesgue dig 6l¢iisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.



n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dig o¢iistinii tanimlamak igin
I={z:a;<x;<b;, i=12..,n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 goz ontine alahm. Bu araliklarin hacimleri

v(I) = H(bz‘ - a;)

=1

bi¢imindedir. Keyfi bir £ C R™ kiimesinin Lebesgue dig olgiisii

m*(F) = inf {Z v(ly) : B C U Iy, I, bir arahk}
k=1 k=1

ile tanimlanir. VA C R” i¢in Eger
m*(A) =m*(ANE)+m" (AN (R" - E))
ise F/ kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir.

Tanim 2.1.15 M (R, m*), m* dig 6lgiisiine gore dlgiilebilen R nin alt kiimelerinin
smifi olsun. m* Lebesgue dig dl¢iisiiniin M (R, m*) smifina da B (R) sinifina da olan

kisitlanmasina Lebesgue olgiisii denir, m ile gosterilir.

Tanim 2.1.16 (X, X, u) bir dl¢ii uzay1 olsun. Eger bir énerme, 6lgiisii sifir olan bir

kiime diginda dogru ise, o 6nerme hemen hemen her yerde dogrudur denir.

Tanim 2.1.17 (X, %, p) bir 6l¢ii uzay: olsun. 0 < p < oo olmak {izere

LX) = 4 £ € MX.D): [ 17 < o0
X

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar smifi denir. L, uzaymda bir

f fonksiyonunun normu

Q\f\ﬁdu)p L 1<p<oo

esssup |f(x)] , p=oo
zeX

1Fllp =

ile tanimlanir.



Tanim 2.1.18 f oOl¢tilebilir bir fonksiyon olmak tizere her kompakt K kiimesi iizerinde

[ 1t < o

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.1.19 p > 1 ve 1—1)—1-% = 1 olmak tizere f € L,, g € L, olsun. Bu durumda
fg € L1 ve
£l < AN, Mgl

saglanir. Bu esitsizlige Holder esitsizligi denir.

Tanmim 2.1.20 p > 1 igin Eger f,g € L, ise (f + g) € L, ve
1f =+ gll, < Wl + llglly

dir. Bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir.

Tanim 2.1.21 (X, X, u) ve (X, Y, v) iki dl¢ii uzayi, 1 < p,q < oo ve T bir altlineer
operator olsun. Eger herhangi f € L, (X, dp) ve o > 0 igin

A q
v{zre X :|Tf(x)] >a} < ( Hpr)

«

olacak bigimde A sabiti varsa T' doniiglimiine zayif (p, q) tipindendir denir.

Tanim 2.1.22 (X, X, u) ve (X, Y, v) iki dl¢ii uzayi, 1 < p,q < oo ve T bir altlineer
operator olsun. Eger herhangi f € L, (X, du) igin

ITfll, < AllfI,

olacak bigimde bir A > 0 sabiti varsa T" operatoriine (p, ¢) tipindendir denir.

Teorem 2.1.1 (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) (X, X, ) ve (X, V,v)
iki 6l¢ii uzay1 ve T altlineer operatorii 1 < py < p; < oo i¢in zayif (po, po) ve zayif
(p1,p1) tipinden olsun. Bu durumda her p, py < p < p; i¢in T operatorii (p, p) tipli

operatordiir.

Teorem 2.1.2 (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi) (X, X, i) bir 6lgii uzayy, g : X —

[0, 00| integrallenebilen bir fonksiyon ve f, fi1, fo... de X tizerinde X-6lgiilebilir reel



degerli fonksiyonlar olsun. Eger h.h.x i¢in
(i)

lim f,(z) = f(z)
(if)

vn € Nigin [f,(2)] < ()

ise bu durumda f ve f, integrallenebilirdir ve

lim [ fudy = / Fdy
X X

n—o0

dir.

Tanim 2.1.23 Bir f fonksiyonunun destegi f(x) # 0 sartin1 saglayan = noktalarimin

kiimesinin kapanigidir ve

supp f = {x: f(z) # 0}

olarak gosterilir .

Tanim 2.1.24 p: X x X — [0, 00) bir fonksiyon olsun. p fonksiyonu
(i) plz,y) =0 z=y
(i) p(z,y) = p(y, z)

(iii) L > 0 oyle ki p(z,2) < L(p(z,y)+ p(y,2))

ozelliklerini saglyorsa p ya psedo metrik denir.

Tanim 2.1.250 < p < cove 0 < ¢ < oo olsun. {fx}2,, R" iizerinde Borel 6lgiilebilir
fonksiyonlarin bir dizisi olmak iizere, [,(L,) = [,(L,(R™)) ve L,(l,) = L,(R™,1{,)

uzaylari sirasiyla

oo a/p\ /4
{0l gy = 11 1fCpll, = ( | fr(x)[Pdx ) < 00
> ([ o)

1/p

00 p/q
KAz = 1Al = /Rn(zyfm)yq) | <o

olacak gekildeki biitiin {fi}52, dizilerinin uzayidir.
l,(Ly) ve Ly(l,) uzaylar quasi-Banach (p > 1 ve ¢ > 1 i¢in Banach) uzaylardir
(Triebel 1983).



Tanim 2.1.26 S = S(R") Schwartz uzayu, istenilen « ve 3 kath indisleri igin
(yani o = (oq, g, ..., o), B = (B1, o, ..o, Bn) ve o, 85 € Ng = NU {0} ise)

sup ’anﬁf (a:)|

zER™

sonlu olacak sekildeki R™ de her mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlarin

smiflarinin ciimlesidir. Burada

¢ = aftxy?.ann
Dé o8 9P HPn

dx dx Qi

esitlikleri ile tanimlanmaktadir.

Tanim 2.1.27 [ (R") uzaymdaki bir f fonksiyonunun Fourier déniigiimii fya da

Ff ile gosterilir ve

(Ff) (@) = Fz) = @) F / i £ (¢) de

Rn

seklinde tammmlanir. Burada (2.£) = x1& + ... + 2,&, seklinde tanimlidir.

Teorem 2.1.3
(i) Fourier doniigiimii S Schwartz uzay: tizerinde bir otomorfizmdir.
(ii) SC Ly(R"), 1<p<oo

(iii) S, S Schwartz uzaymin dual uzayimi gostermek iizere, f € L,(R™), (1 <p < 00)

fonksiyonu S’ nin bir elamanini tanimlar oyle ki

Li(p) = (f,0) = Rnf(fﬂ)@(x)dx, pes

dir (Duoandikoetxea 2001).

Uyar1 2.1.1 f € L; (R™) ise 0 zaman fmevcuttur ve

~ —n

F(x) = 2n) / i) £ (¢) de

R



olarak tanimlanir, J?fonksiyonu Lq (R™) de olmayabilir.
em ¥ [ =97 (€)as
Rn
integrali genellikle iraksaktir. Fakat ¢ € S oldugunda
(F19) (@) = n)F [ w959
Rn
integrali her zaman yakisaktir, ¢iinkii p € S dir. Genellikle
em) [ ee9g(c)dg
R?’L
operatoriine ters Fourier doniigiimii denir ve F~! ile gosterilir. Yani,
(F19) ()= (27 [ g (6)ag
RTL

dir.
Tanim 2.1.28 Bir f € S’ fonksiyoneli verilsin. Eger

(r,0)=(f,p), VeeSs

saglanacak bicimde bir 7 € S’ fonksiyoneli varsa, o zaman bu fonksiyonele f in

~

genellegtirilmig anlamda Fourier doniigiimii denir ve 7 = f ile gosterilir.

Tanim 2.1.29 (Maksimal Fonksiyon) f : R®™ — R lokal integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. f nin maksimal fonksiyonu;

Mf<x>=supm / Foldy, xR

r>0 1
B(z,r)
bi¢iminde tanimlanir. Burada
B(z,r)={y eR": |z —y| <r}

x merkezli r yaricapl acik yuvardir. Maksimal fonksiyon R” nin standart kiimelerinde
n = 1 i¢in Hardy Littlewood tarafindan tanimlanmig ve Wiener tarafindan n—

boyutlu R Oklid uzayma genisletilmistir.
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Teorem 2.1.4 (Hardy-Littlewood-Wiener) R" iizerinde tanimlanan f fonksiyonu

icin
(i) fe L,(R"),1 < p<ooise M f maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.

(ii) Eger f € Li(R™) ise Va > 0 igin

m e M) > a) < / 1 (2)|dz

saglanir, burada A sadece boyuta baglh bir sabittir ve m Lebesgue ol¢iistidiir.

(ili) fe L,(R"), 1 <p<ooise Mfe L,(R") ve

M fllp < Apllfllp
esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).

Teorem 2.1.5 (Fefferman-Stein) 1 < p < co ve 1 < ¢ < oo olsun. Bu durumda
oyle bir C' sabiti vardir ki her {f,,}°°, € L,({,) dizisi i¢gin

KM fu} |z < Cl{FaH L0

esitsizligi gerceklenir (Triebel 1983).

Tamm 2.1.30 (L,, Lebesgue Uzay1) L, , ile gosterecegimiz L,((0,00), x**dx)
Lebesgue uzayi, 1 < p < oo ve u > —1/2 olmak iizere (0,00) iizerinde tanimli,

kompleks degerli, ol¢iilebilir ve

(Jir@pear) <o 1<p<o
0

ess sup | f(x)] < oo , p=o00
0<z<oco

£ llpe =

normuna sahip fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanir.
2.2 Hankel Doniisiimii, Hankel Otelemesi, Hankel Konvoliisyonu ve Ozellikleri

Tanim 2.2.1 Bir f € L; , fonksiyonunun Hankel dontigiimii

b (1) () = / i) f@)dou(x), g e [0.00)

11



seklinde tanimlanir.Burada j,,,

) =T 1) (5) ) =D Y SIS v

n=

ile tanimlanan birinci gesit ve mertebesi p olan normallestirilmig Bessel fonksiyonu,
J,, birinci ¢esit ve mertebesi p olan Bessel fonksiyonu ve o,

do,(z) = (2T (pn + 1)) ta**dx ile verilen agirhkh Lebesgue olgtisiidir. Ayrica j,,
A

n
A, =z 1Dt D, p>—1/22>0

bi¢iminde tanimlanan Bessel diferensiyel operatorii olmak tizere

diferensiyel denkleminin ¢oztimiidiir.

Uyar: 2.2.1 Her z € [0,00) icin |j,(x)] < 1 (Hirschman 1960) oldugundan Hankel

dontigimii anlamhdir.

Lemma 2.2.1 f € L;, olsun. Bu durumda h,(f)(z), [0,00) tzerinde smirh ve

sureklidir.
ispat .

VMMMSAMWWWWW%@S@WMW<%=WHM&D1

oldugundan

sup hy,(f)(@)] < Cull Fll.p

0<zr<oc0

elde edilir. Buradan h,(f)(z) fonksiyonunun [0, c0) iizerinde sinirh oldugunu goriiliir.
Simdi A, (f)(x) fonksiyonunun [0, co) tizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Herhangi

reel z ve h, 0 < x < oo i¢in

WAﬁ@+hN§AmMMx+MWU@M%@
esitsizligi vardir. Ayrica [j,((z + R)t)||f(2)] < |f(t)] ve }llli% l7.((x + h)t)| = |ju(zt)],

0 <t < oo oldugundan Lebesgue yakinsaklik teoremi uygulanabilir ve istenen sonug

buradan elde edilir.

12



Sonug¢ 2.2.1 Hankel doniigiimii L, fonksiyon uzaymdan L., fonksiyon uzayina

taniml lineer sinirhi bir donitigtimdiir.

Uyar: 2.2.2 Hankel dontigimii 1 < p <2, > —1/2, 1/p+ 1/p’ = 1 olmak iizere
Ly, uzaymdan L, , uzayma tanmh lineer simirh bir dontisiim olarak L, , uzayma
genigletilebilir (Herz 1954).

Hirschman (1961), Haimo (1965) ve Cholewinski (1965) Hankel doniiglimiine kargilik
gelen bir konvoliisyon islemi arastirmiglardir.Bu igslem Hankel konvoliisyonu olarak
adlandirilir. Besov ve Lizorkin-Triebel tipi uzaylar hakkinda ¢aligmalar yapilmasinda

Hankel konvoliisyonu 6nemli bir rol oynar.

Hankel konvoliisyonunu tanimlamak icin Hankel otelemesi olarak adlandirilan o6zel

bir ¢esit otelemeye ihtiyac vardir.

Tanmm 2.2.2 Her z € [0,00) i¢in f € L,,, 1 < p < oo fonksiyonunun Hankel

Otelemesi 7, f,

n(00) = [ Do), e 00)
ve 1o(f) = f seklinde tanmimlanir. Burada

D) = | Gt gyt gzt o (2)

21T (1 4 1)2
_ Bt )2 Ay, %Y, g,z € (0,00)

VL (1/2 + 1)

bigiminde taniml fonksiyondur. A(z,y, z) kenarlar1 , y, z olan ti¢genin alanini goster-

mektedir. Eger boyle bir tiggen yoksa A(x,y,z) = 0 dir.

Ozellik 2.2.1 0 < z,y, z < oo icin D, (x,y, z) fonksiyonu agagidaki ézelliklere sahip-
tir (Hirschman 1960):

(i) Du(z,y,2) 20
(ii) Du(z,y,2) = Dy, z,2) = D,(x,2,y) = ...
(i) [ (o) Dol 0, )0 (2) = Gulat)ialyt), 0=t < o0

(iv) fooo D,(x,y,z)do,(z) =1

13



Lemma 2.2.2 Eger f € L
olup

pus 1L < p < o0 ise, o halde her z € [0,00) i¢in 7,.f € L, ,

||Ta:f(')||p,u < ||f‘|p4¢

esitsizligi saglanir.
Ispat. Esitsizligi once p = 1 durumu igin ispatlayalim.
| rtwlanw = [ Dute s o
< [T [ Dueswlfeide,w
~ [ 1r@linw [ Do pin

do,(y)

integrasyon sirasinin degisimi Fubini teoreminden faydalanilarak yapilmistir. Boylece
Ozellik 2.2.1 (iv) ten

17 f Olen < 1w

esitsizligi elde edilir.

Simdi de p = oo i¢in ||7, f () ||co < | f]loo,u Oldugunu gosterelim. 7, f(-) operatériniin
L, normu

170 f ()lloo,n = ess sup [7..f(y)]

y€(0,00)
seklindedir.

()| = A Do,y ) f(2)do, (=)
< A Do, 2)|f(2)ldo,(2)
< A D, 9, 2)|| lloondoy(2)
_ HNMMAWDAL%zM%@)
= 1 flleon

p =1 icin

17ef Ollep < 1l
ve p = 00 igin

172 f (Moo < [ flloo
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saglandigindan, Marcinkiewicz interpolasyon teoreminden 1 < p < o0 i¢in

HTxf(')Hp,u < Hpr,/«L

elde edilir.

Tanim 2.2.3 f, g € L, olmak iizere f ve g fonksiyonlarimin Hankel konvoliisyonu
0@ = [ Fmain ), e 0.%)
seklinde tanimlanir.

Lemma 2.2.31<p<oo, f€ Li,, g€ L,, ise
1f#9lp < Cull fll1.:ll91lp,e Cp=(2"T(n+ 1))~
esitsizligi gergeklenir.

ispat. p =1 1igin

| irta@lante) = [
_ /Oood (t)dor (¢ /D (2,1, u) f(u)dor ()

< /Oood% / ()Id%()/ Dy, t,u)| f(u)|doy(u)

0

— [Tl [ rwldn [ Dyt

1 #gll < Cull Fll1ullgll

Tx(f)(t)g(t)dffu(t)‘

Ozellik 2.2.1 (iv) ten

esitsizligi saglanir.

p = 00 i¢in Lemma 2.2.2 den

Fa(@)| < / )W) 9@) o, (w)

ol | () @)douy)

= C#HgHoo,uHTzf(’)Hl,M
Crllgllooull Fll1,0

IN

IN

15



esitsizlikleri saglanir. Buradan

ess sup |f#g(z)] < sup [f#g(x)] < Cullgllooull Fll1u

0<zx<oo 0<x<oo

oldugundan
[f# 9l < Cull fll1allglloc

esitsizliginin gerceklendigi goriiliir.

1 < p < o0 igin Holder esitsizligi uygulayarak

1/p

|f#g(2)] < (/OOO |(rx(f)(y))l/pg(y)|pd%(y))
< ([ oy o)
< (| mowlswrano) "’ ([ mwianw) )

1/q

elde edilir buradan her iki tarafin p. kuvveti alinir ve Lemma 2.2.2 kullanilirsa

e < ([T iowlswranm) ([ |Tm<f><y>|do—u<y>)p/q
= ([T mthwlsmpas,m) el
< A [ Wl do,)
elde edilir. Simdi her iki tarafin integralini alalm.
| irtst@ran < el [ an [T innolsmrin
= s [ lawldon) [ I
= IO [ o

< OIS s / l9(y)Pdo,(y)
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Buradan

oo 1/p
(/ \f#g(fc)!”dw(x)) < Vg

([ \g(yﬂpdau(y))l/p

1/p+1
CLacY?| F1/7Y 9 g,

IA

elde edilir. Boylece
1f#9lp < Cull fll1llgllp,p

esitsizliginin gerceklendigi goriiliir.

Lemma 2.2.41 < p,q,r < 00, %+1 = %%—% olsun. f €L, ,, g€ L,,ise f#g € Ly,
olup

1 #9llan < Cullgllrull Fllop

esitsizligi saglanir.

ispat.
p, 7 < oo olmak tizere indisler tizerindeki hipotez
r

.
ﬁ+5:1

=1

1 1 1
N P,
T

RS

olmasini gerektirir.

r’, q, p’ kuvvetlerine gore Holder esitsizligi uygulanmasi ile

@l < [ UWlnowldo)
</ T ()@ 0)1F) o)) do()

< ([ 1rwrdnm) ’ ([ If(y)lplTx(g)(y)I’"d%(y)>;

([ rwwrao,m) ’

= Ik ([ 1erinewram)’

1

([ m@wrdnm)”
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elde edilir. Lemma 2.2.2 den

S
—
s

(/ooo'%@)(y)'rd%(y)) = CF lImal9)) 17

oldugundan

Fg(a)] < G CF 1 F1E gl ( / OOIf(y)!”\u(g)(y)|Td0u(y)>q

esitsizligi saglanmig olur. Esitsizligin her iki yanimin L, , normunu alirsak

) 1/q r
(/ If#g(:v)|"dw(w)) < Ot IR,

([ au) [P0 0

S orae A NAEATIEA
Y ( | 1rwpao [ |rx<g><y>mm<x>)
ol IAEl, ||f||w( / °°|rx<g><y>|’”dw<x>)q

C Cp Hpru\|g||7u\|pru\|Tm( IOI[EM
OquHp,quHr,u

IN

olur. Yani

1 #9llan < Cullgllrull £llop

esitsizligi saglanmig olur.

= oo(p = o) igin p, ¢ tizerindeki kabullerden dolay1 p = 1, ¢ = co(r = 1, ¢ = o0)

olur. Bu durumda da istenilen esitsizlik Lemma 2.2.3 den alinir.
Uyar:1 2.2.3 p,r,s € [1,00) ve 1/p = 1/r + 1/s — 1 olmak koguluyla Hankel kon-
voliisyonu #, L,, x L,, uzaymdan L,, uzay! icine bilineer simrh bir doniigiim

tanimlar (Hirschman 1960).

Lemma 2.2.5 f,g € L, olmak iizere

h(me f)(Y) = Ju(zy)hu(f)(y), =,y € (0,00)
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esitligi saglanir.
ispat .

[e.o]

hu(T2f)(y) =

h
_ / in(zy)don (= /D (. 2,u) f (u)do, ()
/

Ju(zy) (12 f)(2 dau( z)

[e.o]

Ju(zy)D,(x, 2, u)do, (2 / f(u)do,(u)
Ozellik 2.2.1 (iii) ten

h(rof)y) = / mgﬂ w)do (u

esitligi elde edilir.
Lemma 2.2.6 f,g € Ly, olmak tlizere

hu(f#9) (@) = hy(F)(@)hu(g)(z), 0 <z <oo

dir.
ispat.

o0

hfHa)@) = [ a0 ()
= /Ooojul’td% /f u)7ig(u)do,(u)

= / Ju(zt)do,(t /f w)do,(u /Dtuv v)do,(v)
0

= [ o) [ oo ) [ iuenDu it uo)d 0

Boylece Ozellik 2.2.1 (iii) ten

o0

(0@ = | ulew) f(u)douu / " juzv)g(v)do,w)

0

= hu(f)(z )h()()

esitligi elde edilir.
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Genellestirilmig fonksiyonlar anlaminda Hankel déniigiimii galigmalar1 Zemanian (1968)
ile baglamigtir. Zemanian Hankel doniigiimiiniin bir tiirii olan
H

W) (@) = [ (@y) 2. (zy)e(y)dy seklinde tammlanan donisimii ele almgtir.

Daha sonra Altenburg, Zemanian’ in sonuglarmi h,, déniisiimi i¢in uyarlamigtir (Al-
tenburg 1982). Altenburg, h, Hankel doniigiimiiniin bir otomorfizma olarak davrandig

test fonksiyonlar: uzayini arastirmis ve

1d
H= {s& € C%(0,00) : Vi) = sup Ix”(ga)%(mﬂ <oo, nk=0,1,... }

>0
uzayini tanimlamig ve gostermistir ki {v,x}, . en, yari normlar ailesinin tirettigi topoloji
ile birlikte ‘H bir Frechet uzayidir ve h,, H 1 bir otomorfizmasidir.

Ozellik 2.2.2 1 < p < 00, p > —1/2 olmak tizere H C L, dir (Altenburg 1982).

Ozellik 2.2.3 H’, H nin dual uzaym gostermek iizere, f € Ly, (1 <p < o0

fonksiyonu H’ nin bir elamanini tanimlar oyle ki

Liio) = (o) = | S@plae e
dir (Altenburg 1982).

Lemma 2.2.7 S.(R), R iizerindeki tiim ¢ift Schwartz fonksiyonlarinin uzayini géstermek

lizere, p € C*°(0, 00) fonksiyonun S.(R) uzaymma ait olmasi igin gerek ve yeter gart

Vn k() = sup <00, Vn,k=0,1,2,...

>0

(2 Yop(n)

olmasidir (Stempak 1997).
Uyar: 2.2.4 Lemma 2.2.5, H uzay1 ile S.(R) uzaymn ¢akigtigini gostermektedir.

Lemma 2.2.8 h, déniisiimii (S.(R), 7) tizerinde bir otomorfizmdir. Burada T,

1d
Yk () = sup |x”(——)kg0(x)|, n,k=0,1,2,...ve p € C*((0,00))
2>0 x dz

seklinde taniml yar1 normlarin ailesi tarafindan iiretilen topolojidir ve
(Se(R), 7) bir Frechet uzayidir (Stempak 1997).

Tanim 2.2.4 S, R iizerindeki ¢ift Schwartz fonksiyonlarinin uzayi S, nin dual uzayim
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gostermek tizere, genellestirilmis fonksiyonlar anlaminda Hankel dontisiimi Ay, Se
tizerinde Hankel dontiglimiiniin transpozu olarak tammlanir. Yani f € S, olmak

uzere

<h,uf7 ¢> = <f’ h#¢>7 QS € Se

seklinde tanimlanan h, f, S, dual uzaymnin elemanidir.

Tamim 2.2.5 f € S ve ¢ € S,, olmak {izere genellestirilmis fonksiyonlar anlaminda

Hankel konvoliisyonu

(f#0)(x) = {f,70),  x€(0,00)

olarak tanimlanir (Betancor ve Marrero 1992).

Ozellik 2.2.4 Genellestirilmis fonksiyonlar anlammda Hankel konvoliisyonu istenilen
f e Sl ve ¢, €S, icin agagidaki 6zelliklere sahiptir (Betancor ve Marrero 1992).

(f#O)#U = [H#(d#))

hu(f#¢) = hu(f)hu(Cb)

Uyar: 2.2.5 f € S! ve ¢ € S, olmak {izere f#¢, S, uzaymin bir noktasal ¢arpanidir.
Yani ¢ — (f#¢)y doniigimi S, — S, tammmh lineer simirh bir doniigtimdiir. S,
uzayinin biitiin noktasal carpanlarinin kiimesi O, ile gosterilmek iizere Betancor ve
Marrero (1992) O, nin, S Schwartz uzayinn ¢ift carpanlarinin uzayi olarak karakterize

edildigini ve bir ¢ € C'*°(0, 00) fonksiyonun O, uzayina ait olmasi igin gerek ve yeter

(24) v

sartin

Vk €Ng, In€Ny, sup (1+2)™
2€(0,00)

< 00

oldugunu gostermislerdir.

O, uzayl {pnrp : n,k € No, B € B} yart normlar ailesinin iirettigi topoloji ile

donatilmigtir. Burada
pn,k;B<0> = Sup ’Yn,k(e(p) (9 € Oe)

peB

ve B, S, nin biitlin sinirh altkiimelerinin sinifin1 gostermektedir.

Ayrica Betancor ve Marrero (1995), her ¢ € S, i¢in f#¢ € S, olacak sekildeki
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f € S fonksiyonellerinin uzay1 O’ uzayim karakterize etmis, 0% = h,(O.) oldugunu

ispatlamiglardir. O uzaymn topolojisi h, tarafindan O, uzaymdan tanmlanir.
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3. R" DE BESOV VE LIZORKIN-TRIEBEL UZAYLARI

Tanim 3.1 &(R"),

supp o C {z : |z| < 2}
supp @; C {z: 271 <|z| <27H'} [ j=1,2,...

Her multi-indeks « i¢in bir ¢, pozitif sabiti vardir oyle ki her x € R™ ve her j =

0,1,2,... icin
21 D, ()| < ca

ve her z € R" i¢gin

Z%’(fﬁ) =1

kogullarini saglayan biitiin ¢ = {¢;(z)}32, C S(R") sistemlerinin bir koleksiyonu

olarak tanmimlansin ve —oo < s < 00, 0 < ¢ < 00, p = {p;(7)}32, € P(R") olsun.

Eger 0 < p < oo ise Besov uzaylan By (R"),

B, ,(R") = {f Hf € SR FIG,  @n = 129 F 7 05 F flly @@y < OO} (3.1)

olarak; eger 0 < p < oo ise Lizorkin-Triebel uzaylarn F; (R"),

E;(R") = {f cf e SR, | f] ﬁg’q(w) = HQsJ'Ffl%.FfH(Lp(Rn),zq) < oo} (3.2)

olarak tanimlanir.
Ozellik 3.1 ¢ = {wi(2)}52y € ®(R™) ve o = {¢(x)}32, € (R") olsun.

(i) Eger se R, 0 < p<oove0<qg<ooise | f]
Bs (R") iizerinde denktir.

gqu(w) ve || f] ﬁ;q(w) quasi-normlari

(ii) Eger s e R, 0 < p < oo ve 0 < g < oo ise || f]
F; (R") dizerinde denktir (Triebel 1983).

ﬁﬁ,q(R") ve || f] ?;,q(R“) quasi-normlari

Simdi verecegimiz ozellikte A; C Ay gosterimi quasi-normlu uzay A;, quasi-normlu
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uzay A, icinde stirekli gomiilmiistiir anlamina gelmektedir. Yani Oyle bir ¢ sabiti

vardir ki her a € A; i¢in ||a||a, < c||a|| 4, esitsizligi gerceklenir.

Ozellik 3.2 (i) 0 < go < q1 <00 ve —00 < $§ < oo olsun. Bu durumda

B, (RY) C B, (RY), 0<p<oo

psq0

ve

F (R") C F  (R"), 0<p<oo

p,q0 p,q1

(i) 0 < go < 00, 0 < 1 <00, —00 < 8 < 00 ve € >0 olsun. Bu durumda

BSH(RY) € BS, (RY),  0<p<oo

psq0

ve

ES (R C By, (RY), 0<p<oo

p,q0

(iii) Eger 0 < ¢ < 00,0 <p < 00 ve —00 < § < 00 ise

BS

p,min(p,q

y(R™) C Fj(R") C By

p,max(p,q

(R?)
stirekli gémmeleri vardir (Triebel 1983).

Teorem 3.1

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.7)

(i) Eger 0 < p,q < 0o ve —00 < s < oo ise B, (R") quasi-Banach uzayidir (eger

1 < p,q < o ise Banach uzayidir). Bundan bagka 0 < p,q < 0o ve —00 < § < 00

icin

S(R™) C B: (R") C §'(R")

siirekli gommeleri vardir ve eger 0 < p,q < o0, —oo < s < oo ise S(R"), B, (R") de

yogundur.

(ii) Eger 0 < p < 00,0 < g < oo ve —00 < s < oo ise ) (R") quasi-Banach uzayidir

(eger 1 < p < 00, 1 < ¢ < oo ise Banach uzayidir). Bundan bagka 0 < p < oo,

0<qg<oove —0o<s <00 icin

S(R") c F,(R") C S'(R")
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siirekli gommeleri vardir ve eger 0 < p,q < 00, —00 < s < oo ise S(R"), £ (R") de
yogundur (Triebel 1983).

Besov ve Triebel-Lizorkin uzaylarinin tanimi su sekilde de verilebilir.

Tanim 3.2 Herhangi ¢ > 0 ve 7 € N icin
pla) = o(af), o) =pp (@) cER’
seklinde tanimlanmis olsun. A, a € S fonksiyonlar:
{¢ € R": |¢] < 2} kiimesinde |A(£)| > 0, supp A C {£ e R": |¢] < 4}

1 1
{£eR": 5 < €] < 2} kiimesinde |a(§)] > 0, supp @ C {{ € R™: 1< €] < 4}

kogullarin1 saglayan fonksiyonlar olmak iizere s € R ve 0 < p,q < oo icin Besov

uzaylari,
By, ={f €S ||fllss, = 1A flle, + [{2°a; * f}52 |1z, < 00}
seR,0<p<oovel<q< oo igin Lizorkin-Triebel uzaylar
Ey = eS8 |flles, = 1A * fllo, + {2 s * 132 1lL,0, < 00}
olarak tanimlanir (Rychkov 1999).
Lemma 3.1 y,v € S, M € Z, M > 1 olsun ve
Her |a| < M igin D*(0) =0 (3.8)
esitligi gerceklensin. Bu durumda herhangi N > 0 i¢in bir C'y sabiti vardir 6yle ki
sup e+ v(2)|(1+ [2])Y < Ont™™ (3.9)
esitsizligi saglanir.
Ispat. Fourier dontigiimiiniin temel o6zelliklerinden

sup [ * v(2)|(1+[2)™ < ey max [[D*[(p )]z, (3.10)
z€Rn la<N+1]
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Leibniz formiuliinden

D (E(HE)U(E)] < Ca Y HBII(D7R)(#€) D D(6)] = ()

BLa

yazabiliriz. (3.8) den
(DPR)(EE)] < e(tle)™ P, Bl <M
esitsizligi gergeklenir. Bu esitsizlikten ve |3] > M igin |D?]i] < ¢3 olmasindan

() < LML M) Y 1D B9

B

elde edilir. Bu elde ettigimizi (3.10) da kullanirsak (3.9) elde edilir.

Lemma 3.2 0 < p,q < oo ve § > 0 olsun. R” iizerinde negatif olmayan ol¢iilebilir

fonksiyonlarim herhangi bir {g;}52, dizisi icin
Gj(x) = Z 21kl g (2), r eR" (3.11)
k=0

seklinde tanimlansin. Bu durumda Cy = C(p, q,0) ve Cy = Cs(q, ) sabitler olmak

uzere

IHG3} 20l liary) < Cill{gi} 520l lia(zy) (3.12)

IG5 5%0llL,00) < Call{g5}5%0llL, 00 (3.13)

esitsizlikleri gergeklenir (Rychkov 1999).

ispat. Ik 6nce

KRG (2)}520ll, < Cla,0)[{gi}520l iy, 2 € R” (3.14)

oldugunu gosterelim. ¢ > 1 i¢in bu Minkowski esitsizliginden ¢ikar ve C' = >, il
dir. 0 < ¢g < 1igin (3.11) mn g. kuvvetini alip (Ju| + [v])? < |u|? + |v]? temel
esitizligini kullanir ve j tizerinden toplam alp 1/¢q. kuvvetini alirsak (3.14) elde
edilir ve C' = (3, o, 27 ¥90)1/4 olur. (3.13), (3.14) den Cy = C yazlarak hemen
alimir. Simdi (3.12) nin dogrulugunu ispatlayalim. Ik 6nce p > 1 olsun. Minkowski

esitsizligin- den

o
1G5l1z, =Y 27 lgell,
k=0
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esitligi gergeklenir. Bundan dolayr Cy = C yazilarak (3.12), (3.14) den alinir.

Simdi p < 1 durumuna bakalim. (3.11) in p. kuvvetini alip (|u| + |[v])? < |ul? + |[v|P

esitizligini kullanir ve integre edersek

Rn R™

esitligini elde ederiz. Bundan dolay1 (3.14) den

H{/ |Gj|p} scﬂ,ap)H{/ |gk|p}
R™ =0 p n k=0

ly/p
esitsziligi saglanir. p. kuvvetini alinarak (3.12) elde edilir.

lq/p

Lemma 3.3 0 <7 <1 ve {b;}32,, {d;}32, sirasiyla (0, 00] ve (0,00) da degerler alan
iki dizi olsun. Kabul edelim ki bir Ny > 0 igin

d; = 002Ny j— o0 (3.15)

ve herhangi N > 0 igin
d; < Cy i 2U-PINp di=r jeN, (Cy <o) (3.16)
k=j
olsun. Bu durumda herhangi N > 0 i¢in
d; < Cy iQ(j’“)Mbk, j €Ny (3.17)
k=j

esitsizligi ayni1 Cy sabitleri ile gergeklenir.

Ispat. j € Ny icin Djx = sup;; 209N dj, olarak tammlayalm. (3.16) dan

e}

Din < Cysup Z 2U=ONp, gl=r
k2 1k

= Oy Z Q(J‘—l)Nbldll—T

=3

= Oy 2079y [D; N

l=j
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olup, buradan D; x < oo olmasi kosuluyla

d; < [Djn]" < Cn Y 20708, (3.18)

j
I=j

elde edilir. D;y < oo olma kosulu en azindan N > Ny i¢in (3.15) den saglanir.

Boylece (3.17) esitsizligini N > Ny igin ispatlamig olduk ve bu nedenle Cy, sabiti

ile N < Nj igin de ispatlanabilir. Ciinkii (3.17) esitsizliginin sag tarafi N artarken

azalmaktadir.
Simdi N < Nj olsun ve kabul edelim ki (3.17) esitsizliginin sag tarafi sonlu (aksi
halde ispatlayacak birgey yoktur) olsun. Cl, sabiti ile (3.17) esitsizliginden k& > j

i¢in

Q(J'*k)Ndk

IN

00 1/r
Z 2(j—l)NTbl]
=k

olup, buradan D; y < oo dur. (3.18) esitisizligi kullanilarak istenilen elde edilir.

o 1/r
2(jfk)NC]1V/OT [Z 2(kl)N7~bl]
I=k

1/r
Cy

Tanim 3.3 ¥,¢p € Svel € Z, l > —1 olsun. Eger agagida verilen (a) ve (b) kogullar

saglaniyorsa (W, 1) ikilisi F; kiimesindedir denir.

(a) Belli bir ¢ > 0 icin, {€ € R" : |¢] < 2¢} kiimesi iizerinde [¥(£)] > 0 ve {€ € R :
5 < 1&| < 2¢} kiimesi {izerinde 14(€)] > 0 dur.

(b) Her || <1 igin D (0) = 0 dur.

Tanim 3.4 (Peetre maksimal fonksiyonlari) a > 0, f € ' ve ¢ € S olsun. ¢}

ve ¢}, maksimal fonksiyonlar:

) — (¢ ) (y)] n
A= S earer
ve
5 i) = sup LEEDOL

yerr (14 27z —y[)*’

seklinde tanimlanir.
Bui vd. (1996, 1997), Peetre (1975) ve Triebel (1983) in daha once elde ettigi
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sonuclar1 tamamlayarak Besov ve Triebel-Lizorkin uzaylarinin genel karakterizas-
yonlar1 hakkindaki sonucu ispatlamiglardir. Bu teorem Besov ve Triebel-Lizorkin
uzaylarinin tanimindaki fonksiyonlardan daha genel fonksiyonlarla konvoliisyon iglemi
yolu ile Besov ve Triebel-Lizorkin uzaylarinin denk bir karakterizasyonunu vermekte-
dir. Asagida bu teorem ifade ve ispat edilecektir. Bu teoremdeki A; < A, gosterimi
Ay < C'Ay esitsizliginin gergeklendigi bir C' sabitinin var oldugu anlamina gelmekte-
dir.

Teorem 3.2
(a) (U, )€ Fl,s<l+1,0<p,qg<o00,a> m olsun. Bu durumda her f € S’ igin

s fllL, + 12705 o 352 ) <11l (3.19)
< W flln, + {27705 * 3520y

dir.

(b) (\If,@b)EFl,s<l+1,0<p<oo,O<q§oo,a>MOISML Bu durumda
her f € S igin

195 f Iz, + {27 o 3520 a0 < £ 7, (3.20)
<N fllz, + {2705 £330l

dar.

ispat.
1.Adim: Herhangi iki ®,¢ € S fonksiyon ¢ifti alahm 6yle ki bir € > 0 igin

{€ € R" : |¢| < 2¢'} kiimesi iizerinde |D(£)] > 0

/ 3.21
{£ e R 5 < [¢] < 2€'} kiimesi {izerinde |§(€)| > 0 (3.21)

kosullar1 saglansin.

Herhangi a > 0, s < [+ 1, 0 < p,q < oo sayllarini sabitleyelim. Bu adimda her
f e s igin

122Nl + I{2 05 o 5l < N@5f1Iz, + K205 o f Yy, (3:22)

ve
122l + {205 o 5l < N@5f1IL, + K270 f Yl ) (3:23)
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esitsizliklerinin saglandigini gosterecegiz.

(3.21) den

supp A C {£ € R™ : [¢| < 2¢'}
suprC{feR":%l< €] < 2€'}
AGP(E) + 222, AM278)p(277g) =1, (R

olacak sekilde A, X € S fonksiyonlar: vardir. Ozel olarak her f € S’ i¢in
f:A*CID*f—l—Z)\k*gpk*f
k=1
ozdesligi dogrudur. Buradan

zpj*f:¢j*A*©*f+Z¢j*/\k*gpk*f

k=1
esitligi vardir. Ayrica
|1y % Ak x % f] < |1y = Ae(2)|lpr * f(z — y)|d=
]Rn
< Craf W) [ 10 % A(2)[(1 +2°]2))"d2
R?’L
= Praf W)

yazabiliriz.

ok=N+D) | <
Iix <C(\ ) { QU—k)(ats+1) > 4

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

oldugunu iddia ediyoruz. Gercekten k < j icin 2z — 2 degisken degistirmesi yapilir

ve Lemma 3.1 kullanilirsa

Ly = |thor—s + A(2)[(1 + [2])*dz
Rn
< esup [Pgrs x A(2)[(1+ |2])e T
z€R™

< o=+

elde edilir.
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Benzer olarak k > j igin

L < 20700 [ jah s Mgn (2)|(1 + |2])dz
Rn
< CMQ(k—j)ag(k—j)(MH)

elde edilir. Burada, (3.24) den her a i¢in DA(0) = 0 oldugundan M istenildigi kadar
biiyiik alinabilir. M, > 2a + s olacak sekilde herhangi bir tamsay1 olarak alinirsa
istenilen esitsizlik elde edilmig olur. Bdylece (3.28) ispatlanmig oldu.

Buna ilaveten her x,y € R" i¢gin

Oraf (W) < @haf(@)(1 428z —y|)
< ¢} of (z) max(1,20)9) (1 + 27|z — y|)°

olduguna dikkat edilir ve bu (3.27) de yerine yazilir ve (3.28) kullanilirsa

%\ ¥ QO % =D < g
sup [ % A * i ()] < ot @) | <J
yern  (1+ 27z —y[) ’ 207Kk >

elde edilir.

Bu esitsizligin yukaridaki ispatinda & = 1 i¢in DQX(O) = 0 6zelliginin kullanilmadigina
dikkat edilmelidir. Bu yiizden \; ve ¢, A ve ® fonksiyonlar: ile yer degistirilerek
|th) * A s @ f(y)]

sup . <L Prf(@)277 (141
oy €2

benzer esitsizligi elde edilir. Son iki esitsizligi (3.26) de yazarak

=D)H)  f <

* * —j(+1) *
Uaf (@) < Qf@)270 £ 37 g f () x { ) o
k=1 ’ J:

olmasini elde ederiz. Elde edilen son i¢ esitsizlikteki sabitler f € S’ z € R", j,k € N

den bagimsizdirlar.

Buradan, 6 = min{1,/ + 1 — s} > 0 olmak tizere her f € S’, x € R", j € N i¢in
2 f(2) < Qf(@)2 0+ Y 2 f(w)27 (3:29)
k=1

esitsziligi gerceklenir. Tekrar j = 1 i¢in bu egitsizligi tiiretirken DQQZ(O) = 0 ozelligini

kullanmadik, bundan dolay1 v; fonksiyonu yerine ¥ fonksiyonunu yazabiliriz. Bu-
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radan
U f (o) < @ f(x +Z2’%ka 7)2 (3.30)

esitizligini elde ederiz. (3.29), (3.30) ve Lemma 3.2 kullamlarak, (3.22), (3.23) esitsizliklerinin
gerceklendigi gortiliir.

2.Adim Bu adimda (3.19) un kogullar1 altinda her f € S’ igin
s fllz, + {270 o Y52 ) << 119 fllz, + 2705 * f13 2@,y (3:31)
ve (3.20) kosullar1 altinda her f € S igin
15l + {205 35,0 < 1N * fll, + {270 % fI3 2 L0 (3:32)
esitsizliklerinin gergeklendigi ispatlanacaktir.
(3.24) ve (3.25) e benzer olarak
suprC{ﬁER”:§< €| < 2¢}

ve her f € S igin

f:A*\If*f+Z)\k*wk*f
k=1

olacak sekilde A, A € S bulabiliriz.

f fonksiyonunun yerine f(277), j € N yazip, genigletirsek

F=MWysf+ Y Newahpx f (3.33)

k=j+1

elde ederiz. Bundan dolay1

s f = (A= W5) (e ¢ )+ D (w5 Ae) # (v # f) (3.34)
k=j+1
esitligi elde edilir.
Lemma 3.1 den o
\ < 2in9(i—k)N Rn
[; * Ap(2)| < NW7 S
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esitizligi keyfi biiyik N > 0 ile k£ > 7 icin dogrudur.

Benzer olarak an
A+ <(C—rrv—— R"

esitsizliginin saglandig1 aciktir.

Son iki esitsizligi (3.34) de kullanirsak her f € S’ ve j € N igin

[ * f(y)] < CNkZZ;Z 2 N/Rn (1+ 2]y — Z\)ad'z (3.35)

esitsizligini elde ederiz.

Herhangi r € (0, 1] sayisim sabitleyelim. (3.35) esitizliginin her iki tarafini (1+ 27|z —

y|)* ile boliip, y € R™ {izerinden supremum alinir ve sag tarafta
L+ 2z —y) A+ 2y —2]) = (1 + 2|z — 2|) (3.36)

i % f(2)] < e % f(2) 05 of (2))' 77 (1 + 28| — 2])20")

(1 4 2k‘x o Zl)a(l—'r’) - 2(k—j)a
(L+ 2]z —z))* = (1+ 2%z —z|)~

egitsizlikleri kullanilirsa her f € S’ ve j € N igin

. NG 2 by x f(2)]"
Uil <0N22 e e (3.37)

esitsizligi elde edilir. Burada N’ = N — a + n hala istenildigi kadar biiyiik aliabilir.

Oldukga benzer olarak her f € S i¢in

vt <o ([ SE (3.39)

+Zz o [ O g )

esitsizligi ispatlanir.
Simdi herhangi z € R" sabitleyelim ve
dj =5, f(x), jeN, do = V7 f (z) (3.39)

33



2kn r ] r
b, :/ W x JE™ ) N by :/ W JEI G (340
e (14 28z — 2])er me (L4 [z — z[)*r

olmak iizere Lemma 3.3 i uygulayalim. Ny, f € S" dagilmimin (distribution) mer-
tebesine egit olmak tizere (3.15) sart1 saglanir. N yerine N’ alinarak (3.37) ve (3.38)
esitsizlikleri (3.16) tipini alir. (3.17) nin dogru oldugu sonucuna vardik yani her bir
N > 0 i¢in

o0 25 by x f(2)]"
: "< Cy 2<J’“>N’“/ d 3.41
W],af(x)] = VN Z o (1—|—2k|IL’—ZDaT z ( )
k=j
esitzligi gergeklenir. Burada VU f(z) igin kargilhk gelen esitsizlikle beraber Cy/ =
CNia—n dir. Burada (3.41) esitsizligindeki Cyr; f € S, 2 € R", j € Nve r € (0,1]

den bagimsizdir ¢iinkii Cly, (3.37), (3.38) esitsizliklerindeki Cy dir.

Ayrica daha basit bir ispatla (3.41) esitsizliginin » > 1 i¢in dogru oldugu ispat-
lanabilir. Bunun i¢in (3.35) de a yerine @ + n alinmasi ve k ve z de son olarak (3.16)

esitsizliginde Holder esitsizligi uygulanmasi yeterlidir.

n n

(3.32) ve (3.31) in kosullarinda r yi sirasiyla = < r < p ve 2 < r < min(p,q)
olacak sekilde se¢cmek uygundur. Ispatin geri kalaninda béyle bir secim yapip 7 yi

sabitleyecegiz.

W € Ly oldugundan Hardy-Littlewood maksimal operatori M in majorant

ozelligi (3.41) de uygulanirsa

[0 f (@) < Cwe D 207N M (Jg 5 £(2)]7) () (3.42)

k=j

esitsizligi W’ f(x) igin kargihik gelen esitsizlikle beraber saglanir.

Simdi N > max(—s, 0) secer ve sabitleyip
95 =25 fI, jeN  go =V, f

olmak fizere lg/r(Lp/r) Ve Ly/r(lq/r) uzaylarmda Lemma 3.2 uygulanirsa (3.42) den
her f € S igin

10 f 1z, HIH2 0 0 352l << IMe (O )|z, + {27 Mo (05 )52 g2, (3-43)
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ve

e f 1, {27 o F Y52 ) << M (P )|, + {27 Moy f D520 |, (3.44)

esitsizlikleri elde edilir. Burada M, (g) = (M (|g|"))"/" notasyonu kullanilmistir.

Hardy-Littlewood-Wiener ve Fefferman-Stein maksimal teoremlerinden
M, : 1,(L,) — 1,(L,), r<p<oo,0<qg<oo (3.45)

M, : L,(l,) — L,(l,), r<p<oo,r<gq<oo (3.46)

oldugunu biliyoruz. r sayismi se¢imimiz (3.45) ve (3.46) ozelligini sirasiyla (3.43) ve
(3.44) esitsizliklerinin sag taraflarina uygulama imkani vermektedir. Boylece ispat-

lanmak istenen (3.31) ve (3.32) esitsizlikleri ispatlanmig oldu.

Son Adim. Geriye (3.19), (3.20) esitsizliklerinin (3.22), (3.23), (3.31), (3.32) esitsizlik-

lerinden alinabilecegini gostermek kaldi. Bunu (3.19) esitsizligi i¢in yapalim.

12 f 1]z, + {27 a5l < (1A Iz, + {20 o 152 iy,
< |I£1

s
Bqu

esitszligi saglanir. Burada ilk 6énce ® = A,p = « alarak (3.22) yi daha sonra W = A,
Y = « alarak (3.31) i uyguladik. S fonksiyonlarmin (A4, «), (V,v), (®,¢) ciftleri
iizerine konulan sartlarin verilen sirada zayiflatildigina dikkat edilmelidir. Devam

edersek

I.f1

By, < ALfllL, + {27 o Y52 gLy
< WSS, + {270 o 3520 )
< W fllo, + IR27%05 * 152w,

esitsizligi gercklenir. Burada ilk esitsizlik aciktir ikinci igin ise (3.22) esitsizligi sol
tarafinda W ve ¢ nin yerine A ve a alimarak ve de ® = U, ¢ = 1 ile kullanmilmigtir.

Uciincii esitsizlik ise (3.31) kullamlarak elde edilmistir.

Buradan (3.19) un dogrulugu goriilmiig olur. Benzer sekilde (3.20) nin de dogrulugu

goriilebilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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4. HANKEL DONUSUMUNE KARSILIK GELEN BESOV VE
LIZORKIN-TRIEBEL UZAYLARI

Tanim 4.1 s € R olsun. Dizi uzay1 [, 1 < p < oo igin

lh=98:6=1(§)7.&€C ¢

0 1/p
15 = <Z(2jsp!§j|p)> < o0

§=0

ve p = 00 igin

= {5 &= (£)7,6 € C, €], = sup 2| < OO}

olarak tanimlanir. s = 0 durumunda lg uzaymu [, ile gosterecegiz.

Tanim 4.2 @, agsagidaki 6zelliklere sahip biitiin {y;(7)}32, C H sistemlerinin bir

koleksiyonu olsun.
(i) ¢;(z) € H,hupj(x) >0 for 0,1,2,3,...

(ii) supp hyp; C{x: V21 =1 <o < V2+L -1}, 5 =1,2,3,... vesupp h,py C

{z:2z <1}

(iii) Pozitif bir ¢; sayis1 vardir 6yle ki

(@ D) ()] < cr”*

esitsizligl, 7 =1,2,...;0 < k < [u] + 2 ve x € (0,00) i¢in saglanir.
(iv) Her z € (0,00) icin 22 hupj(x) = 1 dr.

Tanim 4.3 1 < p < 00,1 < ¢ < 00, 4 > —1/2 ve s € R olsun. Bu durumda

fonksiyonlarin herhangi bir {goj};?‘;o € ® sistemi icin Besov tipi uzaylar

B ={r e

B3, = |[{w#f}

5(Lp) < OO}

olarak tamimlanir. Burada

[e%e} 1/q
3@ = Iz g <Z 271]\L,.,.) )

J=0

dir (Altenburg 1984).
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Tanim 4.4 1 < p < 00,1 < ¢ < 00, 4 > —1/2 ve s € R olsun. Bu durumda

fonksiyonlarin herhangi bir {p;}32, € ® sistemi igin Triebel-Lizorkin tipi uzaylar

Frow = {1 €M 1 lmg,, = {0 Hlpap < o)

olarak tanmimlanmir. Burada

o 1/q
-z, .as) = -z, = (Z(ng(-))q)

Jj=0
Lp,u

dir (Cruz-Baez ve Rodriguez 2001).

Teorem 4.1 1 < p,q < oo, > —1/2 ve s € R olsun. Bu durumda

S S S
p,min{p,q},p C vaq,u C prmafv{pvq}vu

dir. Burada C siirekli gomme anlamina gelmektedir.

ispat. p < q icin

B;7p7/”‘ C F;’q7/’l’ C B;?q’/’l’ (4'1)
ve ¢ < p icin

B;7q7# C F;7q’# C B;?p’/’l’ (4'2)
oldugunu gostermeliyiz. [7 uzaylarimim monotonlugunu ve asikar esitlik By, = F; |

olmasimi kullanacagiz.

Ik olarak (4.1) ifadesini ispatlayalim. f € F o ve 1w 152y € @ olsun,

[e.9]

1/q
fllB,, = ||{90j#f}||z;(L,,,M)=<Z (2Sj||{§0j#f}HLp,u)q>

j=0

00 0o / 1/q
- (Z s ( / \%#f\pr"“dx)q )
: 0

Jj=0
1/p

[ orterpea)
0

18
q

/p
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Buradan Minkowski esitsizligini kullanarak

> A 1/p
s = ([ M2t @Il b0 (0)

0

s 1/q
' (Z(QSjlsoj#fl)q>

= {es#t N ep,a = I lEs,, < I{e# L, .0
Ki#t g, = [1£1l5;,,,

[1£]

Simdi (4.2) ifadesini ispatlayahm. f € B, icin,

[1£]

By, = |Hei#f iz, = I{ei# i@,
= [Hei#fHIr, 0 < IRes# HI .

00 1/q 0o 1/p
= | evle#)| < (Z 291) |soj#f<x>\ql|Lp/q,u)
j=0 L J=0
p/q,p

= |Hei# i@ = 1f1Bs,,-

Yeni bir Besov tipi uzay olan BH}* J.J.Betancor ve L.Rodriguez-Mesa tarafindan
1998 yilinda tanitilmig ve Besov-Hankel uzay: olarak adlandirilmigtir. Bu uzaya bu
ismin verilmesinin sebebi Besov uzaylarindaki klasik otelemenin oynadigi roli bu

uzaylarda Hankel 6telemesinin oynamasidir. Bu uzayin tanimi su sekildedir.

Tanim 4.5 1 < p,q < oo ve a > 0 olmak {izere Besov-Hankel uzay1 BH ¥

00 q 1/
Ag;éj,(f) — {/0 <||th t_afHPu“) %} ! < 00

olacak sekildeki f € L, , fonksiyonlarmimin olusturdugu uzaydir.

BH! uzaymm Littlewood-Paley tipi karakterizasyonunu veren teoeremi ifade ede-

lim.

Teorem 4.21 <p, g <o00,0<a <1lvef e L,,olsun. Kabuledelimki ¢ = (¢1)ren,

R tizerinde siirekli ve ¢ift fonksiyonlarin
(a) vo(x) =0, |z| > 2, ve Yp(x) =0, |z| < 2Pt ve |z| > 28 k=1,2...,
(b) supren||hu(¥r)]l1, < 0o,
(c) Her z € Rigin Y o x(z) = 1.
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kosullarini saglayan bir dizisi olsun.

Bu durumda f € BH,"} olmasi igin gerek ve yeter kogul

00 1/q
By (f) = {Z@kallhu(%)#uﬂIp,u)q} < 00

k=0

s S ’w R .o o ee .
olmasidir. Bundan baska Ag:¥ ve EX-Y, BH ! uzayinda ayn topolojiyi iiretir

(Betancor vd. 2001).

Bu teorem Besov-Hankel uzayinin tanimimin S’ de genellesmis fonksiyonlara genisletile-

bilecegini gostermektedir. Boylece asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 4.6 1 < p,q < oo ve a > 0 olmak tizere Besov-Hankel uzay1 BH,»

00 1/‘1
Egv(f) = {Z(z’mnhuwk)#uﬂ|p,u>q} < 00

k=0

olacak gekildeki f € S lerin olugturdugu uzaydir. Burada ¢ = (¢r)gen,, Se deki

fonksiyonlarin agagidaki sartlar1 saglayan bir dizisidir.
(a) o(z) =0, |z| > 2, Yp(z) =0, |z| < 28 ve |z| > 2V k=1,2...,
(b) supren |7 (¥r) |1, < 00
(c) Vo € Rigin "2 ¢y(x) = 1 (Betancor ve Rodriguez-Mesa 2006).

Uyar1 4.1 BH})" uzaymm tanimi S, deki fonksiyonlarin (¢ )ren, dizisi (a), (b), (c)
sartlarin saglamak koguluyla (v )ken, dizisine bagh degildir. Bundan bagka ¢ =
(V) ken, Ve ¢ = (¢ )reny, Se deki fonksiyonlarmm (a), (b), (c) sartlarim saglayan iki

dizisi olmak tizere, oyle bir C' > 0 sabiti vardir ki

1

[ONTRY [e NN [eNIR Y] a,
EEp,(f (f) < Epﬂﬂ (f) < OEp,qu (f)a f € BHp,éL

dir.

Besov-Hankel uzayimin tanimi asagidaki sekilde de verilebilir.

Tanim 4.7 1 < p,q < oo ve a > 0 olmak tizere ¢ € S, t > 0 ve 5 € N olsun.

by () =720 (x/t), e (0,00)
ve ¢j = @5 seklinde tanimlanmig olsun.
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Kabul edelim ki |h,(¢)(z)] > 0, 1 < 2 < 2 ve supph,(¢) C [1/4,4] olsun. Aym

zamanda |h,(®)(z)| > 0, z € [0,2] ve supph,(P) C [—4,4] kosullarm saglayan

® € S, fonksiyonlar1 goz 6niine ahmsin. BH}* uzay

1 llBrgy = F#P b + {2 ot il L) < 00

olacak gekildeki f € S’ lerin olugturdugu uzaydir.

BH)" uzaymmn topolojisi ||.||gagy tarafindan tammlanir (Betancor ve Rodriguez-
Mesa 2006).

Tanim 4.8 F,, R tlizerinde tanmimh c¢ift ve diizgiin fonksiyonlarin uzayidir.
Tanim 4.9 D,, F, uzaymda kompakt destege sahip biitiin fonksiyonlarin uzayidir.

Tanim 4.10 (0, c0) araliginin 6l¢iilebilir her A altkiimesi igin

Yu(A) = [, 2?1 dx olarak tamml v, Slgiisiine karsilik gelen maksimal fonksi- yonlar

Mo(f)(x) = sup ——

wp— [y, e (0.00

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.3 f, (0, 00) ilizerinde taniml bir fonksiyon olsun. Eger f € L, ,, 1 <p <

oo ise bu durumda M, f € L, , diir ve

M F e < CllFlps

esitszliginin saglandigr f den bagimsiz bir C' sabiti vardir (Stempak 1985).

Tanim 4.11 {g;}32,, (0, 00) iizerinde Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlar bir dizisi

olmak tizere, l,(L, ) ve L, ,(l,) uzaylarn sirasiyla

00 0 a/p\ /4
[e'e) 2 1
Y2l = 1 115l = }X/|mwwww0 < o0
0

j=1

1/p

o [/ 00 p/q
o ([ (b)) o

olacak sekildeki biitiin {g;}32, dizilerinin uzayidir.

{9532y ey = 1 1195 O,
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Lemma4.11 <p, ¢ <ooveo > 0olsun. (0,00) iizerinde negatif olmayan 6lgiilebilir
fonksiyonlarin herhangi bir {g;}52, dizisi i¢in
Gil) = Y 2 Mg (a),  ze(0,)

k=0

seklinde tanimlansin. Bu durumda C ve C5 sabitler olmak tizere

G720l < Cill{gi 3720l L,

I{G 3520l Ly ) < Coll{g} 520l |y )

esitsizlikleri gergeklenir (Rychkov 1999).

Tanim 4.12 j € Np, a > 0, f € S, ve ¢ € S, olsun. ¢, ve ¢, maksimal

fonksiyonlar: » - a,u o
* _ T (f#0)(y
Gd (@) = sp S 0 TE0)
ve
G f@) = sup EIEDWL

yelo,eo) (14 29y)e

seklinde tanimlanir (Betancor ve Rodriguez-Mesa 2006).

Uyar1 4.2 Bu maksimal fonksiyonlar Peetre maksimal fonksiyonlarinin Hankel ver-

siyonu olarak goriilebilir.

Tanim 4.13 ¢,¢ € S, ve | € Ny olsun. Eger agagida verilen (a) ve (b) kosullari

saglaniyorsa (¢, 1)) ikilisi £}, kiimesindedir denir.
(a) Belli bir € > 0 igin, h,(¢)(x) # 0, |z| < 2¢ ve h,(V)(z) # 0,€¢/2 < |x| < 2¢;

(b) AFh,(1)(0) =0, k € Ng, 0 < k <[ burada A, A, = 277" Dz** D geklinde

tanimli Bessel diferensiyel operatoriinii gostermektedir.

Uyar: 4.3 Tamm 4.13 (b) kosulu bir sifir moment koguludur.

Ozellik 4.1 ;> —1/2 ve p € S. olmak iizere
(i) hu(2*¢) = (=1)*Aj(hup),  k €Ny
(i) y** (hup) = (=1)*h,(ALe),  k €Ny

egitlikleri saglanir (Altenburg 1982).
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Uyar1 4.4 Ozellik (4.1) (i) kullanilarak Tanim 4.13 (b) kogulu

Al (0)(0) = ()" 0)0) = gt [ ay

seklinde de ifade edilebilir.
Ozellik 4.2 | € Ny olsun. (¢,%) € F,, olacak sekilde ¢, € D, vardir.

ispat. h,(®)(0) # 0 # h,(¥)(0) olacak sekilde ®, ¥ € D, ve N > [ olacak gekilde
N € Ny secelim. ¢ = & ve ¢ = Afy U tanimlarini yapalhim. ¢, € D, oldugu aciktir.
Ayrica belli bir € > 0 icin, h,(¢)(z) # 0, |z| < 2¢ ve Ozellik (4.1) (ii) kullanilarak da

ha()(x) = (=2") Ry (U) (@) # 0, €/2 <a| < 2e
esitliklerinin varhg goriiliir. Ozellik (4.1) (i), & < N olmak koguluyla
Auhy()(0) = A [(=2) Yy (P)(2)] | _ =0

olmasini gerektirir. Boylece (¢, ) € Fy, dir.
Lemma 4.2 g,G € S, ve M > 0 olsun. Kabul edelim ki

/ x2k+2u+1g($)d$20’ k=0,1,..., M.
0

olsun. Bu durumda her n € Ny icin

sup |gn#G(2)| (1 +2)" < C 2 ™MD > 0.
)

z€(0,00

olacak gekilde C), > 0 vardir.

ispat. n € Ny ve a > 0 olsun. Lemma 2.2.4 ve Ozellik (4.1) (i) yardimmyla
(14 22" (g0 #C) (2) = (L+ 22)"hy, (b (90 #C)) (2

= h [(1 = D)" (hy (941y) 7 @))] (2)

I
3
/\3
~__
i
—_
S~—
.
>
=
P
= <.
—
>
=
—
)
=
)
SN—
>
=
Y
Q
SN—
SN—
—~
IS
SN—
\’&F
IS
m
—~
=
2
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yazabiliriz. Kolay bir hesaplama ile her j € Ny icin,
2j
. 1d
A= me‘(x) (xdm)
r=j

oldugunu elde ederiz. Burada p,;, 7 = j,...,2j ¢ift polinomdur. Bundan bagka, her

r € Ny i¢in,

(li>r [hﬂ (g{t}) (x)h,u(G)(iE)]

x dx

_ () (ldi) hu9) (22)] (i%) 1 (G)()]

= kro (k>t2k (i;i) hu(g) (W), _, (i%)hk [h(G)(z)], a,t€ (0,00)

oldugu gortiliir. Hipotez bize

(1 d) ha(9) (@), =0,  k=0,1,...,M

z dx

oldugunu soylemektedir. Boylece, Lemma 2.2.6 ve (Zemanian 1972) den, her k£ € Ny

(LY hiow

olacak sekilde C' > 0 oldugu sonucunu ¢ikaririz. Elde edilen sonuclar birlestirilerek

icin

S C’xQ(MH_k), x>0

istenen sonuca ulagilir.

Simdi BH" uzaylarinin elemanlarinin yeni bir karakterizasyonu verilecektir. Bu
sonug Bui vd. (1996, 1997) caligmalarindaki sonucunun bir Hankel uyarlamasi olarak
goriilebilir.  Verilecek olan teoremdeki A ~ B gosterimi %A < B < CA olacak

bicimde C' > 0 sabitinin var oldugu anlamina gelmektedir.

Teorem 4.4 € Ny, o« < 2(I+1) ve ¢,9 € S, byle ki (¢, 1) € F}, olsun. Bu durumda
her f € S i¢in

1 lerg ~ 1160l + 1{27 5 0 f Y520 a2, (4.3)

dir (Betancor ve Rodriguez-Mesa 2006).

Ispat. Belli bir n > 0 iin, h,(®)(y) # 0, |y| < 27 ve hu()(y) # 0, y € (n/2,2n)
olacak sekilde @, p € S, secelim. Oyle iki A, X € S, fonksiyonlar1 bulabiliriz ki
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hu(A)(@) = 0, Ja] > 20, b (N)() = 0, 2 € (0, 00)\(n/2,21) ve
B (D)@ (@)(@) + 3 h N ()@ ) =1, 2 (0,00)  (44)

Burada (4.4) deki yakisama S, uzaymin noktasal ¢arpanlarimin uzayi O, uzaymda
anlagilmalidir. Gergekten, h,(A)(z) = 0, z € (0,n/2) ve A € S, oldugundan her

ke NO 1(;111
1d\"
—— ) h(N)(z)| <Cz,  x€(0,00)

z dx

olacak gekilde C' > 0 vardir. Bundan dolay1, her [ € Ny icin,

n

n l
SO(1+ >

elde edilir.

w € S, ve € > 0 olsun. Her [ € Ny ve belli bir 2y € (0, 00) igin

z dx

(li) (h“(/\)(x)hu((b)(x) + 3 B (W22 () (27 ) — 1) w(z)

1
<(C——
- 14 22

(idi) (M) (@) (@) ()

+3 B (N2 ) () (27 ) — 1)

k=1
1+z
14 22

<C

<€ x>x9 ve neN

esitsizlikleri saglanir.
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Diger yandan eger x € (0, 1) ise

By (A) () (@) (@) + ) (W) (2 F2)hu(0)(27F2)

olacak sekilde ng € Ny vardir.

Yukarida elde edilen sonucglardan n — oo iken ve her [ € Ny igin

(ﬁ)l () (), () )

sup

2€(0,00) rdx

— 0

37 N2 ) ()2 ) 1) w(z)

k=1

oldugu sonucunu ¢ikaririz. Boylece O, uzayindaki yakinsaklik anlaminda

o0

B @), (@) (@) + 3 (V@ )b ()2 ) = 1

oldugunu kanitlamig oluruz.

¢ Dirac fonksiyonelini gostermek tizere (4.4), O), deki yakisaklik anlaminda

A#P 4+ Nettor =6,

k=1

ifadesine denktir.
(4.5) den her f € S! icin
[ TRUT I,
k=1
esitliginin saglandigini goriirtiz. Boylece her j € Ny igin,
f#; = [H#;#AH#P + i FHOH#NAF Ok

k=1

oldugunu yazabiliriz.
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k,j € N ve a > 0 olsun. Hankel 6telemesi 7.,z € (0,00) ve Hankel konvoliisyonunun

yer degistirmesinden,

|\ Te (fHV#FMARR) (V)| = [Nt # T (fH# k) (Y)]

Z2u+l

< [ 10wt Gl o) () gy

gerceklenir. Bundan bagka, Ozellik 2.2.1 (iv) ten,

yt+z

M He)E < | Dl 2wl o)) g

2p+1

14 2%w)*D d
R P ) e e e )™

/ v |7 (fH#on) (w)] — w !
|

< (14 2%y + 2)) "¢k o f (1)
< (1+2%) (1 + 2%2) 00 f (), 2,2,y € (0,00)

esitsizligi elde edilir. Buradan

|72 (fH#V;# A 0r) (Y)|

22u+1
—dz
2T (1 + 1)

< (14 2y)%p4 o (x)maz{1, oh=day . z,y € (0,00)

< (14 2%)0t (o) / T Ontt) ()] (14 282

esitsizliklerinin saglandig gorulir. Burada

z2u+1

L= [ 0wt + SR TIPESTA

integralidir. Boylece

7o (fHL# N or) ()]
sl (Lt 27y

< Gragf (@maz {1,280 L 2 € (0,00)

oldugu sonucu c¢ikarilir.

Simdi I ;, integralini hesaplayalim. Kabul edelim ki &£ < j olsun.
y2u+1

et @) = [ o)W g

dy

46



2u+1 2u+1

o0 o0 _ €T y
— , D(27F

/0 ¢](y)/0 @ty MO G M e Y

_ / T ) / B e ) () LA R A
— ), WY Y 2T+ 1) 2T (1)

— 92k(u+1) /OO Vi (y) /oo D(t, Zky, w)A(u) wH du yr dy
o 0 200(p+ 1) 200 (4 1)
u?u-{—l y2,u+l

_ [ ik 223'<#+1>/th, )N (u du d
| e 2o [ D g dug ey

= 22k(u+1)(¢j—k#)‘)(t)> le (07 OO)
esitlikleri gerceklenir. Béylece eger s > 2(u + 1) ise Lemma 4.2 den

22,u+1

Ij7k = /OOO |<)‘k#’¢])(2)|<1 + ka)amdz

t2,u+1

_ /0 N0+ 0 ™

< C sup (Y #N) (@) (14 )es < o2k

te(0,00)

yazabiliriz ¢iinkit [~ ¢(x)2®" " de =0, n=0,1,2,...,1 di.

Diger yandan eger k > j ise

t2,u,+1

La < [ 0N 010+ 2 s

t2u+1

(k-qa [ | a7
<2090 [N O10+ 0 gt

S C2(kz—j)a2—2(k—j)(a+a+l) _ CQ(j—k)(2a+2+a)

yazabiliriz ¢iinkii her m € Ny i¢in [~ A\(£)¢*™ 2+ Hdt = 0 dir. Buradan,

wp [EUHFGHNFIW] 20D <,
yE(O,oo) (1 + 2]y)a - SOk?“ﬂ“ 2(j—k)(0¢+1), k > ]

esitsizligi gergeklenir.
k=1ise k <j, j € Nyoldugundan X\ fonksiyonu i¢in sifir moment 6zelliginin kul-

lanilmadigina, 7 = 1 i¢in de ¢ fonksiyonunun sifir moment ozelligine ihtiyag¢ duyul-

madigina dikkat edilmelidir.
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Benzer bir yolla

e (fH#OAMHP) )] _ g i)
S gy S Bl @2

oldugu goriilebilir. Buradan her = € (0, 00) i¢in,

Vjapl (@) <C <<I>Z,#f (2)2770) 13 " g f () {

2(’?—3’)(14-1), k<,
2(j—k)(a+1)7 k> j.

ve 0 = min{l,l + 1 — a} alinarak

2oy f (@) < C <<I> x)2” J"+Z2’%w )2 ’“"’)

esitsizliklerinin gergeklendigi goriiliir. Benzer sekilde her z € (0, 00) igin,

esitsizligi elde edilir. Lemma 4.1 den
162 0 f o+ T2 0 520 2 (4.6)

C (| |(I)Z,pf| |pyﬂ + H{Qja@;,a,uf}?iﬁ|lq(Lp,u))

sonucu elde edilir.

Yukaridaki gibi h,(A)(x) = 0, |z| > 2n, h,(N)(z) = 0, z € (0,00)\(n/2,2n) olacak
sekilde ve her f € S! icin

f=NFOHS + ) MHAf

k=0

esitligini saglayacak sekilde A, A € S, bulunabilir. Kolay bir hesaplama ile her f € S/
icin
F=MN#e#f+ > M#n#f,  JEN
k=j+1

oldugu goriilebilir. Buradan her j € N i¢in

[e.9]

Uit f = (N#S)F W F) + ) (N # (it f)

k=j+1
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esitligi elde edilir.

7 € N olsun. Lemma 4.2 kullanilarak eger k£ > j ise her m,n € Ny i¢in

925 (u+1)9(i—k)n

(Ws#M) ()] = [P WtN) (D) € Co= gz 2 € (0,0)
oldugu elde edilir ¢iinkii her n € Ny i¢in [~ A(¢)t*" 2+ dt = 0 dur.
A#¢ € S, oldugundan da her m € Ny i¢in
A 24(u+1) i 2%t
|(Aj#0;)(2)] = [2 (A#9)(272)] < Cm7 z € (0,00)

elde edilir. Buradan her s,n € Ny ve z,y € (0, 00) i¢in

|7 (37 ) ()] = | (A 70,) (72 (V37 1)) ()

O [N # (T (k) ()]

k=j+1

< 03 U / ) )

k=j 0
zt+y u2,u+1 —
D —————duz"""d
| (ya Zs ’LL) (1 + 23u)a+s uz c

< O3 - /°° () ()]

o (L4 21]s—g])e

z+y u2,u+1

. D ———duz**d
o T

gergeklenir.

r > max{l,2(p + 1)/a} ve r’, r nin eglenigi olmak iizere sr’ > 2u + 2 olacak sekilde
n, s € Ny olsun. Holder esitsizligi her z,y € (0, 00) igin

(e%e] oo & 2
Z 2(j7k)(n+a+1) / |(T$<wk#f))<y)| ZQ,qul / l)(y7 z, u)LﬂdU/dZ
o (T+2lz—yhe” (1+2u)

00 /v 00
G—k)r’ (—k)(n+a)r > |(Tz('l/}k#f))(y>| 2u+1
- (ZQ ) (ZQ [
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2#4_1 rN 1/7
/ D(y, z,u) —————dudz
1+ 27u)®

(ZQ Yt /°° (At sy,

(1+ 2=y

u2h+l 7!
. / PR </ D(y, z,u) du) dz
(1 + 29u)®

olmasini gerektirir.

1”/7" 1/7“

Ozellik 2.2.1 (iv) ve Jensen esitsizliginden

> (j—k)(n+a+1) o |(Tx(¢k#f))(y)| 2pu+1 = ﬂ
kzjz /0 A > /0 D(y7z7u)( - dudz

(14 27|z —y|)® 1+ 2/u)s

<C {f: 2(j—k)(n+a)r /OO Tx(‘wk#f|r>(z) L2 ]

o (L+2i]z—y)

00 u2u+1 r/r! 1r
o (L+2iu)

o9 0o - 1/r
< 22w/ {Z 2(jk)(n+a)r/ (Ta:(|wk.#f| )(2) 22,u+1dz} 7
0

1427z —y|)or

k=j

z,y € (0,00)

elde edilir.

z,y,2 € (0,00) ve k > jicin (1+27y)(1+27|y—z|) > 14+272 ve 1+2F2 < 287 (14272)

oldugundan

|7 (0 # ) (Y)]
(1+27y)e

. o . 1/r
S 022(u+1)j/7’ {Z 2(j—k)(n+a)r/ ( Tx(’wk#f’ )(Z) : ) Z2M+1dz}
0

T4 2]z — g (1 + )

/T
L [ 20 () #f\ @) oy, |

gerceklenir. Boylece

2(p+1)k
[wjauf <CZ2 / 2 (1 +(|277Z]}€k?)%£f| )( ) 2'u+1d2,
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z € (0,00)
egitsizligi gerceklenir. Ayrica

2m+1

(A )E) s EBAITNE) s
[ e s = Z/ Gt @

P (RN (2) o
+/0 (L + 202)r 2L,

o0

2m 41
Z 1 + 2k+m ar / Tx<|wk#f|r)(z)zzu+1d2’

m:O

1
+ [l @)
0

92(p+1)(m+1)

<C Z g MullGetf 1) (@) + Mu(lh# 1) (@), @ € (0,00)

yazilabilir. ar > 2(u + 1) oldugundan

[ auf ()] < CY 2079 M (Jn#t f7) (@), @ € (0,00)

k=j

sonucu elde edilir.

Benzer bir yolla

[bapf (@] <C (Z 27 My ([t f ") () + MAW#fI’")(@“)) , € (0,00)

k=1

oldugu goriilebilir. Minkowski esitsizligi iki defa uygulanarak
162,00 o+ {2705 0 520 a2
<C (||Mur(|¢#f|>|’p# + {27 M, ([ #£1) ;i1||lq(Lp,H))
esitsizligi elde edilir. Teorem 4.3 den
162,00 f o+ T2 0 520 a2 (4.7)

C (No# f 1l + {210 #F 13520 g (2 )
elde edilir.

(4.6) ve (4.7) ele alinir ve Teorem 3.2 ispat1 son adimdaki iglemler tekrarlanirsa istenen

sonug elde edilmis olur.
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