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SEMBOL LISTESI

: Dogal Sayilar Kiimesi
: Tam Sayilar Kiimesi

: Rasyonel Sayilar Kiimesi

: Reel Sayilar Kiimesi

: Kogriians Bagintisi

: Tam Deger Fonksiyonu

: Mutlak Deger Fonksiyonu

: Ise Baglaci

: Gerek ve Yeter Kosul Baglaci
: Klime Parantezi

: Toplam Semboli

: Kiime Birlesim Sembolii

: Kiime Kesisim Sembolii



OZET

IKiINCi DERECEDEN BAZI DiOFANT DENKLEMLERI

Bu calismada bazi Pell Denklemleri’nin ¢oziimiine yonelik ¢esitli metotlar incelenmistir. Bu
caligmay1 3 boliime ayirmak miimkiindiir.

1.Boliimde kuadratik kongriianslarla ilgili bilmemiz gereken bazi temel tanim ve Ozellikler
verilmigtir. Bu tanim ve Ozelliklerin yani sira Legendre Sembolii, Jacobi Sembolii gibi
kuadratik kongriianslarin ¢oziilebilirligi incelenirken siklikla kullanilan ifadeler genel
hatlariyla a¢iklanmistir.

2. Boliimde ise Oncelikle tam sayilarin tam karelerin toplami seklinde ifade edilmesi konusu
incelenmistir. Bunun i¢in Thue Teoremi detayli bir sekilde agiklanmistir. Ardindan Bachet
Teoremi ile daha genel bir bakis agis1 verilmis ve Pell Denklemleri ile ilgili temel tanim ve
teoremler incelenmistir.

3. Boliimde Siirekli Kesirler konusu agiklanmistir. Ardindan Pell Denklemlerinin ¢oziimiine
iliskin kullanisl bir metot agiklanmistir. Boylelikle 2.Boliim daha da detaylandirilmistir.



SUMMARY

SOME DIOPHANTINE EQUATIONS OF THE SECOND DEGREE

In this study, some methods for solving some Pell Equations are being examined. This
study is separated in three parts.

In the firts part, some fundamental definitions and properties about quadratic
congruences are given. Besides this, general phrases, that are often being used when one
is searching for the solvability of quadratic congruences, are being explained deeply.

In the second part, the subject of the representation of integers as sums of integral
squares is firstly examined. For this reason, Thue Theorem is expressed thoroughly.
Then, a wide point of view is given by Bachet Theorem and additionally some essential
definitions and theorems are given about some Pell Equations.

In the third part, the subject of Continued Fractions is explained. After that, a useful
method is given about solvability of some Pell Equations. In this way, the second part is
detailed.

Vi



1.GIRiS

Bu yuksek lisans tez ¢aligmasinda genel olarak C e Z, C = 0;Dtam kare olmayan bir

dogal say1 olmak iizere,
x*-Dy’=C

bicimindeki Diofant Denklemlerinin X ve y cinsinden tam sayili ¢éziimlerinin var olup

olmadigi, ¢éziimlerin varligr halinde bu ¢oziimlerin nasil bulunacagi ve ¢oziim sayisi
arastirilmaktadir.

Bunun aragtirilmasi demek, aslinda bazi 6zel konikler tizerindeki koordinatlari tam say1
olan noktalarin dagilimini1 bulmak demektir. Herhangi bir egri lizerindeki koordinatlar
tam sayilar olan noktalarin, yani “Lattice” noktalarinin dagiliminin bilinmesinin
matematigin ¢esitli alanlarinda ¢ok dnemli uygulama alanlar1 vardir.

x*—-Dy* =1

Diofant Denklemi ile ilgili ilk teorem ilk defa 1657 de Fermat tarafindan ispatsiz olarak
verilmistir. Bu Diofant Denkleminin tam sayili ¢oziimleri hakkindaki ilk ispati ilk
olarak 1768 de Lagrange vermistir. Yirminci yiizyilin baslarinda, M.O. 600 yillarinda
Hintli Matematikgilerin, bu denklemin tam sayili ¢oziimlerini bulmakla ilgili bir
algoritma bildikleri ortaya ¢ikmustir, fakat verdikleri yontemin bazi 6zel durumlarda
sonug verdigi anlasilmaktadir.

Bu tez ¢alismasinda Dirichlet’ nin verdigi ¢6ziim yontemi derinlemesine ele alinmis ve
incelenmistir.

Yukarida belirtilen x*—Dy”=C denklemlerine &zel olarak “Pell Denklemleri”

denilmektedir. John Pell (1611-1685) bir Ingiliz Matematik¢i ve Dilbilimcidir.
Matematikte ozellikle cebirsel calismalar yapmis, denklemler teorisi ve matematiksel
tablolar gibi konulara yogunlasmistir. Isvicreli bir Matematikci olan Johann Heinrich
Rahn (1622-1676) in 1659 da yaymlanan “Teutsche Algebra” adli kitabin diizeltilmis
baskis1 1668 de Pell tarafindan yaymlanmigtir. Bu kitapta yukarida verilen Diofant
Denklemleri ele alindigindan, bu tiir denklemleri daha sonraki yillarda “haksiz yere”
Pell Denklemleri diye isimlendirmek adet olmustur. Pell’in bu denklemlerle higbir ilgisi
yoktur. Pell” in ayrica Astronomi ile de ilgilendigi ve bu alanda da ¢alismalar yaptigi
bilinmektedir.



Bu denklemleri incelemeye gecmeden once bazi temel Sayilar Teorisi bilgilerini
hatirlayalim:

1.1. KUADRATIK KONGRUANS

Tamim 1.1.1.(Kuadratik Rezidii) nsifirdan farkli bir tam say1 ve D de nile aralarinda

asal olan bir tam say1 olsun.
x*=D (mod n) (1.1)

kongriiansinin ¢éziimii varsa D sayisina modiilo nnin ya da nsayisinin bir kuadratik
rezidisi denir. Eger bu kongriiansin ¢oziimii yoksa D sayisina modiilo nnin ya da
n sayisinin bir kuadratik non rezidisu denir.

n>1nta ve a,b,ceZolmak lzere,
ax’+bx+c=0 (modn) (1.2)

Kongriians1 aklimiza gelen en genel kuadratik kongriians bicimidir. D =b’—4ac ve
(D, n) =1olmak Gzere, (1.2) yi

x*=D (mod n)
biciminde bir kongriiansa indirgemek mimkindur:
(1.2) nin her iki yanin1 4a ile ¢arpalim:

4a’x* + 4abx + 4ac = (2ax + b)> — (b* —4ac) =0 (mod 4an)
| —

=D
olur.

y=2ax+b alalim [y=b (mod 2a)]:
y>~D=0 (mod 4an) (1.3)

elde edilir. (1.3) kongriiansint elde etmek i¢in uyguladigimiz adimlarin ¢ift yonlii
olduguna dikkat edilirse, sunu soyleyebiliriz: (1.1)’in ¢6ziilebilir olmasi igin gerek ve
yeter kosul (1.3) iin ¢6ziilebilir olmasidir.

Simdi Dile n nin aralarinda asal olmadigi durumu, yani (D,n)=d(>1)durumunu

inceleyelim:



Teorem 1.1.1. (D,n)=d, d=¢e*f, D=da, ve n=dn;; e,f,a,ve n eZ ve f tam
kare olmayan bir say1 olsun. Bu durumda (1.1) in ¢6zilebilir olmasi igin gerek ve yeter
kosul (f,n;)=1 ve fa, in n, in bir kuadratik rezidiisii olmasidir ( Nagell, 1964, sy

133).
Ispat. =) (1.1) ¢oziilebilir oldugundan x> —D = nk olacak sekilde k eZ vardir.

= x° —da, =dnk
= x* =d(a, +nk)

= x° =e*f(a, +nKk)

dir. f tam kare olmadigindan (a, +n,k) = fy* bigimindedir. Buradan;

a, nKk
=y’ :T1+$
olur.
=fla (1.4)
D=da, ve n=dn, ve (D,n)=d oldugundan
(a,,n,)=1 (1.5)
olur. Buradan,
fin, (1.6)

elde edilir. Hipotez geregi f <n, oldugundan (1.4), (1.5) ve (1.6) dan (f,n,)=1 olur.
fy’ =a,+nk = fy’ =a, (modn,)
yazilabilir.

(f,n,) =1 oldugundan;
f?y? =fa, (modn,)

olur. Yani fa,, n, in bir kuadratik rezidtisudr.



<) (f,n)=1 wve (&]:1 olsun. Bu durumda y*=fa, (modn,) kongriiansim

n,

saglayan bir yeZ vardir. O halde; y=fx" kongriiansin1 saglayan bir X~ tam sayisi

belirlenebilir.
= y?=fa, =f*(x")* (modn,)
(f,n) =1 oldugundan  kongriiansin her iki yanimi  file bdlebiliriz:
= f(x")*=a, (modn,)
olur. Kongriiansin her iki yanini d=e’f ile carpalim:

= e’f*(x")? =e*fa, (moddn,)
olur. x =efx” alalim.
= x* =D (mod n)
elde edilir.
Dolayisiyla; genel bir
ax*+bx+c=0 (mod n)

kuadratik kongriiansinin  ¢dziimii igin, x°=D (mod n)kongriiansin1 incelemek
yeterlidir.

1.2. EULER KRIiTERi VE LEGENDRE SEMBOLU

Teorem 1.2.1. p=2h+1 bir tek asalsa, D" nin modilo p +1 ya da -1 e kongrii
olmasima gére D tam sayist p nin kuadratik rezidusi ya da kuadratik non rezidasudur
(Bu teorem Euler Kriteri olarak bilinir) (Nagell, 1964, sy 134).

Ispat. p nin bir kat: olmayan tiim tam kareler,

12,2%,3%,...,h*
%,—/
h:%(p—l) tane

sayilarindan bazilarina kongriidiir. Bu sayilar modilo p birbirine kongri degildir.

Dolayisiyla, p nin herhangi bir kuadratik rezidist, bu tam karelerden birine modilo p
kongriidiir. x> =D (mod p) den;



D" =x*"=x""=1 (mod p)

olur.D, pnin herhangi bir kuadratik non rezidiisii olsun. Bu durum igin asagidaki
kongriians1 gz 6niinde bulunduralim:

xy=D (mod p)

0—paraligindaki X in tiim tam degerlerine, ayn aralikta ynin bir degeri karsilik gelir

ve X=Yy (mod p) kongriians1  hicbir  gekilde  gergeklenmez. Dolayisiyla,

xy=D (mod p) kongriiansini kullanarak, x in 1,2,...,p—1 sayilariin yarisini taramasi

ve ynin de bu sayilarin diger yarisini taramasiyla h :%(p—l) tane kongruans elde

ederiz. Bu kongriianslarin tamami birbiriyle ¢arpilirsa,
1.2.3..(p-1)!=D" (modp)
kongriiansi elde edilir. Bu kongriiansa Wilson Teoremi’ni uygularsak,
D" =-1 (mod p)
bulunur.
Teorem 1.2.1. den elde edilen bir sonug olarak agagidaki teorem verilebilir:
Teorem 1.2.2. p bir tek asalsa, modulo p ye gore pT—l adet kuadratik rezidu ve pT—l

adet kuadratik non rezidu vardir (Nagell, 1964, sy 134).

Ispat. Euler Kriteri’nin ispatindan istenen kolaylikla bulunur.

Tamm 1.2.1. p bir tek asal olmak Uzere, asagidaki sekilde tanimlanan [E) ifadesine
p

Legendre Sembolu denir.

[2} =+1 ise D,pnin bir kuadratik reziddstdur.
p

(EJ =-1 ise D,pnin bir kuadratik non reziddstdir.
p

Bu semboliin temel baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:



i. (Ej = DpT_1 (mod p)

p

i. D=D'(mod p)z(%j:[%j
e

iii 7 dzelliginden su sonug verilebilir:

Sonug 1.2.1. iki tane kuadratik rezidii ya da kuadratik non rezidiiniin ¢arpim1 yine bir
kuadratik rezidudir. Bir tane kuadratik rezidli ve bir tane kuadratik non rezidunin
carpimi ise bir kuadratik non rezidiidiir.

Teorem 1.2.3. —1 sayis1 4n+1 formundaki tiim asallarin bir kuadratik rezidiisiidiir,
4n +3 formundaki tiim asallarin bir kuadratik non rezidiisiidiir. Legendre Sembolii’nii
kullanarak da su bagint1 yazilabilir:

(Nagell, 1964, sy 135).

Ispat. (_?1) =1 & p=1 (mod4) oldugu géstermeliyiz.

[_—1J =(-1)®"” =1 olmali = (p—1)/2 =2k olacak sekilde bir ke Z vardir.
p
p=4k+1=p=1 (mod4)
-1 . ) .
p=1 (mod4) olsun = (?j =1 oldugunu gosterelim:
p=1 (mod4) = p=4k+1 olacak sekilde bir ke Z vardir.

— (_?1) — (_1)(pfl)/2 — (_l)4k/2 :1

Benzer sekilde —1 sayisinin 4n + 3 formundaki tiim asallarin bir kuadratik non rezidiisii

oldugu gosterilebilir.

Sonug 1.2.2. x*+1 polinomunun tek asal bolenleri 4n+1 formundadir.



Teorem 1.2.4. 2 sayist 8n+1 ya da 8n+7 formundaki tiim asallarin bir kuadratik
rezidisidir, 8n+3 ya da 8n+5 formundaki tiim asallarin bir kuadratik non
rezidusudir (Nagell, 1964, sy 136-138).

Teorem 1.2.3. ve Teorem 1.2.4. deki iddialar1 bir biitiin olarak diisiindiigiimiizde bu iki

teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 1.2.5. -2 sayis1 8n+1 ya da 8n+3 formundaki tiim asallarin bir kuadratik
rezidisudir, 8n+5 ya da 8n+7 formundaki tiim asallarin bir kuadratik non
rezidustdur (Nagell, 1964, sy 139).

1.3. GAUSSLEMMASI

Teorem 1.3.1.(Gauss Lemmasi) p>2 bir asal ve pta olsun.
a,2a,3a,...,(p7_1Ja a7

sayilarinin p ile biraktiklar: kalanlar icinde % den biiylik olanlarin sayisi u ise,

[3) = (-1)" (1.8)

dir.

Gauss Lemmasi ve Teorem 1.2.4. den su sonug elde edilir:

o

(Nagell, 1964, sy 139-141).

Ispat. (1.7) sayilarinin p ile biraktiklari kalanlar iginde % den biiyiik olanlarin sayis1

7 % den kiiglk olanlarin sayist A olsun.



% den kugik olanlar : r,r,,...,1,
g den buytk olanlar: 1,1, 5,1,
ile gosterilsin.
A+pu= P2
olduguna dikkat edelim:

N =P=51, 0 =P=S,..T;,,=P—S,

belirleyelim. Burada, i=1,2,..,4 ve j=12,...,u olmak Uzere r, =1, ,1, #S;,5, #5,
dir. Buradan,

0<ri<B ve O<sj<%

bulunur. Bu esitsizliklerden (Ogj araliginda r,1,,...,1,,1, 4,15, 00, u seklinde pT—l

tane tam say1 oldugu goriiliir. Yani,

dir.

= a.(2a)...(p—_1aj =000, T, (modp)



elde edilir. Teorem 1.2.1. den,

ap7_1 E(E] (mod p)

P

olur. "="bir esdegerlik bagintis1 oldugundan;

bulunur. Buradan,

olur. (gj—(—l)” = 2,0 veya — 2 olabilir. Oysa p bir tek asal oldugundan, p+2 ve
p

p+—2 dir. O halde,

olur.

Simdi ise (1.7) sayilarindan herhangi birini, drnegin kayi alalim, pile bélelim ve
Boliim Algoritmasi uygulayarak devam edelim:

ka=Qp+9,; 0<9, <p

:ﬁ:Q+i:>
P P

ka
p

=Q

yazilabilir. Buradan,
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p-1 p-1 p-1 p-L
2 2 2 |lka 2
Y ka=a| Y k|=p| D I—| [+ 6
k=1 k=1 k=1 P k=1
p-1
2 A H -1
Z§k:2n+2(p—sj), (l+/u:p j
k=1 i1 =

[

:>a(i P-
2

pTj:pM+Zr +Zp Zs

p°-1 S :
:a[ 5 J:pM+Zn+yp—23j
i-1 =L

bulunur. Bu esitligi modiilo 2 kongriians olarak diistinelim:

2
—a(® 8‘1 _ (mod 2)
:>a(p ) pM+(Zr+Zs)+yp (mod 2)
i=1 =1
p* - p*
= a( 5 ) =pM+ up+ (mod 2)
a=2 igin,
/.t
p-1
2k

F
Il

[iN
©

p-1

dir. (k nin en biiylik degeri i¢in Z(p;]').— =
p

<1 oldugundan

%H =0 dir.)
P
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2

P 8_1 =u (mod2)

=

2

O halde P 8_1 ile x nin tekligi ve ciftligi aynidir.

Dolayistyla;

dir.
1.4. KUADRATIK RESIiPROSITE YASASI

Yardimer Teorem 1.4.1. aveb,3 den biiyiik esit tek tam sayilar olsun. (a,b)=1 ve

a'= i(a —1), b'= %(b —1) ise asagidaki esitlik vardir.

2
s[5

v=1

(Nagell, 1964, sy 141-142).

Teorem 1.4.1. p veq birbirinden farkli tek asallar ve h = %(p —1)%(q —1) olmak uizere

asagidaki esitlik vardir:

(Nagell, 1964, sy 143).

1.5. JACOBI SEMBOLU

P bir tek dogal say1 olmak tizere Aritmetigin Temel Teoremi geregince P birbirinden
farkli olmak zorunda olmayan asallarin ¢arpimi seklinde yazilabilir.

P=pp,...p,

Tamm 1.5.1. P bir tek dogal say1 ve D de (D,P)=1 kosulunu saglayan bir tam say1
olmak uzere,
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CHRIRHE
P P J\ P2 P
esitligiyle verilen (%} ifadesine D nin modulo P ye gore Jacobi Semboli denir.

i=12,..,r olmak lzere [BJ lerin her biri Legendre Semboludur.

Acikga goriilityor ki Jacobi Sembolii Legendre Semboliine goére daha genel bir
semboldiir. Ciinkii modiilo sadece asal bir say1 olmak zorunda degildir.

(D,P)zl ve P bir tek dogal sayr olmak tizere Jacobi Sembolii’niin 6zellikleri su
sekildedir:

1) P=1i¢in (%}:ﬂ dir.
i) D, P nin bir kuadratik rezidusi ise (%j =+1 dir.

i) D, P nin bir kuadratik non rezidiisii ise kesin olarak (%j:—ldir diyemeyiz.

Clnkd (1.9) 1n sag tarafindaki Legendre Sembollerinden -1 esit olanlarin sayisi gift ise
carpim +1 olacaktir.

iv) Dve D' tam sayilar1 P ile aralarinda asal iseler;

goss

v) Dve D' tam sayilar1 P ile aralarinda asal ve D=D" (mod P) ise;

vi) D, P veQ sayilar ile aralarinda asal ise;



13

Fle) )

vii) Herhangi bir tek P dogal sayis1 i¢in;

dir.

viii) Herhangi bir tek P dogal say1si i¢in;

2)_, e
2]
dir.

Teorem 1.5.1. PveQ aralarinda asal, tek iki tam say1 ve h = %(P —1)%(Q—1) olmak

Uzere;

dir (Nagell, 1964, sy 148).

1.6. KUADRATIK POLINOMLARIN ASAL BOLENLERI

x* =D (mod n) kongriiansinin asal bdlenlerini inceleyecegimiz icin modiloyu pile
gosterelim:

x*=D (mod p) (1.10)
(1.10) c¢ozulebilir ise p|x* —Ddir.

D=1 ise x*=1 (modp) olur. Bu kongriiansin her p asali i¢in en az bir ¢dziimii vardir,
ornegin x =1 bir ¢bzimddr.

D=-1ise x> =—-1 (mod p) olur. Bu kongriiansin p=1 (mod4) i¢in ¢dziimii vardir.
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D=2ise x*=2 (mod p) olur. Bu kongriiansn p =1 (mod8) i¢in ¢dziimii vardir.

D=-2 ise x*=-2 (mod p) olur. Bu kongriiansin p=1 (mod8) veya p=3 (mod8)

icin ¢ozUimil vardir.
D bir tam kare ise, D = C? yazilabilir:

x*~D=0 (mod p)= x*=C?* (mod p) (1.11)
(1.11) in ¢6zumi varsa C* modilo p ye gore bir kuadratik rezidiudur. O halde

2
[C—jzl olmalidir. Legendre Semboliiniin 6zelliklerinden her C i¢in bu kosulun
p

saglandig1 bilinmektedir. Yani D nin bir tam kare olmasi durumunda (1.10) in her p

asali1 i¢in ¢6zlimii vardir.

D bir tam kare degil ise, D,#1 tam kare olmayan bir say1 olmak lizere D =C’°D,

seklinde yazilabilir. x* = C’D, (mod p) ¢dzulebilir olsun. Bu durumda,

oM

olmali. (%) =1 oldugu biliniyor. O halde [&j =1 olmal.
Y

Yani x*=D, (mod p) yi incelemek gerekir.

Yardimci Teorem 1.6.1. p>2 asal, (D,p)=1 olmak Uzere
x* =D (mod p) kongriians: ¢oziilebilir ise modiilo p birbirine kongrii olmayan iki tane

¢Ozim vardir
Ispat. «, x> =D (mod p) nin bir ¢dziimii olsun.
a® =D (mod p) olur.
B=p—-a da, x*=D (mod p) nin bir diger ¢dziimii olsun.
(p—a)’ =(-a)’=a’ =D (mod p) olur.
a = (modp) olsun. (p—a)=a (mod p) olur.
= —a =a (mod p)

= 2a =0 (mod p)
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= a =0 (mod p)

Buradan D=0 (modp) elde edilir. Bu ise (D,p)=1 olmasiyla ¢eligsir. O halde
kabuliimiiz yanlistir. & # # (mod p) dir.

Ayrica; (1.10) kongriiansinda p bir tek asal olarak diistiniilecektir.

Son olarak, kuadratik polinomlarin asal bélenlerini belirlemeye yarayan durumlara
gecmeden dnce bazi teoremlere ihtiyag vardir.

Yardimer Teorem 1.6.2. r>2 olmak lzere n;,n,,..,n,  dogal sayilar ikiser ikiser

aralarinda asal sayilar ise;

x=a,(modn,),x=a,(modn,),..,x=a, (modn,) (1.12)

kongriianslarinin daima x gibi bir ortak ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziim N =n_n,..n, olmak

uzere modilo N tek tirlh belirlidir (Nagell, 1964, sy 78).
Ispat. N=n,n,..n olmakiizere N=nyv, ; (i=12,..,r) diyelim.

(n;,n,,..,n,) =1 oldugundan i=12,..,r olmak uzere v, lerde (v,v,,..,v,)=1

kosulunu saglar. y, € Z olmak Uzere,
VY, +V,Y, +..+ vy, =1
yazilabilir.
Bu esitlikte de vy, =z, (i=12,...,r) dersek;
2, +Z2,+..+z, =1
olur.

N=nn,..n =nyv, almisttk. Mesela, i=1 igin n,..n =v,  elde edilir.

r

z, =V,y, =n,..n.y, olur. Buradan,
z,=0 (modn,) (i#1)
elde edilir. Benzer sekilde i = j olmak Uzere,
z;=0 (modn;)

kongriiansi elde edilir. i = j igin ise,
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z,=0 (modn,)
olur. Dolayisiyla (1.12) sistemi i¢in asagidaki gibi bir ortak ¢6zimden bahsedilebilir:
X=a,Z,+a,Z,+...+a,z, (mod N)

(1.12) sistemini saglar. Gergekten de;

X—-a,z,—a,z,—...—a,z, = NK
olacak sekilde k e Z vardir.
X— a3z, - @8z, —..— a2z, =NgNn,.n
—_— —_— —— —_—
=a;(mod n;) =a,(modn,) =ar(mod ny)  =0(mod n,)

X =a, (mod n,) olur.

X—= a,Z, — a,z, — az, = n;.n,..n,
— — — | —
=0(modn,) =a,(modn,) =0(modn,) =0(mod n,)
X— &z, — a,Z, —..— aZ,  =0Nn.Nn,.n,
— — —
=0(modn,) =0(modn,) =a, (modn,) =0(mod n,)

x=a, (modn,)

Teorem 1.6.1. P>1, tam kare icermeyen bir tek tam sayi; m, modiilo Pye gore

indirgenmis rezidii sisteminin elemanlart olsun. (F] de modilo Pye gdre mnin

Jacobi semboli olmak Uzere;

dir (Nagell, 1964, sy 150).

Ispat. (%}:—1 kosulunu saglayan bir btam sayis1 daima vardir. Oncelikle bunu

gorelim:
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p, P nin bir asal boleni olsun ve E: P diyelim.

S da pnin bir kuadratik non rezidusu olsun.
Bu durumda, Cinlilerin Kalan Teoremi’ nden asagidaki kongriianslar gergeklenir.
b=/ (modp);b=1 (modP)

Cunki (p,P) =1 dir. Zira (p,P)#1 olsayd: P =p.k yazlabilirdi. Bu ise P nin tam

kare icermemesiyle celisir.

M-
P) \p)\P p)\P
dir. Jacobi semboliiniin tanimindan (b,P)=1 olmali. Biliyoruz ki (b,P)=1 igin

(%j=0 dir. Bu durumda (b,P)=1 oldugundan, (m,P)=1ise (mb,P)=1 olur.

Dolayisiyla m, P nin indirgenmis rezidii sistemini tariyor ise, mb de P nin indirgenmis
rezidd sistemini tarar.

=5-2[3)-2(5 63625

- szz[mjzo
=\ p
dir.

Sonugl.6.1. «, modilo P ye gore birbirine kongrii olmayan ve (%j:l kosulunu

saglayan sayilarin sayisini gostersin.

v, modilo P ye gore birbirine kongrii olmayan ve (%j:—l kosulunu saglayan
sayilarin sayisini gostersin.

Bu durumda Teorem 1.6.1. e gore;
1
=y =— P
H > 9(P)
dir, ¢linkdi p(P)ile zaten indirgenmis rezidii sisteminin eleman sayisini gosteriyoruz.

Yani modulo Pile aralarinda asal olan kalan siniflarindan olusan kiimenin sayisini
gOsteriyoruz. Teorem 1.6.1 ¢ gore bu kiimenin elemanlarinin tamaminin modiilo P ye
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gore Jacobi sembollerinin toplamui sifir1 veriyor. Bu da ancak ,u:V:%go(P) ile
saglanir.

Teorem 1.6.1. ve Sonu¢ 1.6.1. den asagidaki durumlar ortaya ¢ikar. Bu durumlarin her
birinde D =1, tam kare olmayan bir tam say1y1 géstermektedir:

1. Durum: D=+P =1 (mod 4); P >0 olmak {izere,

a,,a,,...,a

0—2P araliginda (%) = +1 kosulunu saglayan %(/)(P) tane tek tam sayiyi,

b,,b,,....b

Vv

0-2P araliginda (%) =—1 kosulunu saglayan %gp(P) tane tek tam sayty1 gostersin.

Bu durumda p +2D kosulunu saglayan bir p asalinin, x> —D kuadratik polinomunun
bir bdleni olmasi igin gerek ve yeter kosul, i=1,2,...,v olmak Uzere

p=a, (mod 2P)
olmasidir (Nagell, 1964, sy 151;Mollin,1998, sy 205).

2. Durum: D=+P =3 (mod 4); P >0 olmak izere,

a,,a,,...,a

\

0—4P araliginda (%) =+1 ve a,=1 (mod 4) kosulunu saglayan %(p(P) tane tam
saylyl,

by,b,,...,b

v

0-4P araliginda (%) =-1 ve b, =3 (mod 4) kosulunu saglayan %@(P) tane tam
say1y1 gostersin.

Bu durumda p +2D kosulunu saglayan bir p asalmin, x> —D kuadratik polinomunun
bir bdleni olmasi igin gerek ve yeter kosul, i1=1,2,...,v ve j=12,...,v olmak Uzere,

p=a; (mod4P) veya p=b; (mod 4P)
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Olmasidir (Nagell, 1964, sy 152;Mollin,1998, sy 205-206).

3. Durum: D=+2P =2 (mod 8); P >0 olmak iizere,

8,,8,,...,,

0—8P araliginda [%) =+1 ve a, =+1 (mod 8) kosulunu saglayan ¢(P) tane tam
saylyl,

b,,b,,...,b

U

b.
0-8P araliginda [Fjj =-1ve b; =43 (mod 8) kosulunu saglayan go(P) tane tam
say1ly1 gostersin.

Bu durumda p+D kosulunu saglayan bir p asalmin, x> —D kuadratik polinomunun bir
bdleni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 1=1,2,...,u ve j=1,2,..., u olmak (izere,

pEa.

(mod8P) veya p=b; (mod8P)

olmasidir (Nagell, 1964, sy 152;Mollin,1998, sy 206).

Ornek 1.6.1. D=-6 icin x*+6 polinomunun 2 ve 3 disindaki asal bolenleri,
p=15,7,11 (mod 24)

kongriianslarindan herhangi birini gergekler.

4. Durum: D=+2P =6 (mod 8); P >0 olmak tizere,

a,,8,,...,2,

0-8P araliginda (%) =+1ve a, =1 (mod 8) veyaa, =3 (mod 8) kosulunu saglayan
(o(P) tane tam say1yl,

b,,b,,...,b

u

b.
0-8P araliginda (Fjj =-1ve b;=5 (mod8)veya b, =7 (mod8) kosulunu saglayan

(o(P) tane tam say1y1 gostersin.
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Bu durumda p+D kosulunu saglayan bir p asalmin, x> —D kuadratik polinomunun bir
bdleni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 1=1,2,...,u ve j=1,2,..., u olmak (izere,

p=a, (mod8P) veya p=b, (mod8P)

olmasidir (Nagell, 1964, sy 153;Mollin,1998, sy 207).

Bu temel bilgiler dogrultusunda Pell Denklemlerini incelemeye ge¢meden Once,
Ozellikle 2. Bolimde bazi temel teoremlerin ispatinda kullanilacak olan bir ilkeyi
verelim:

1.7. DIRICHLET’ NiN CEKMECE ILKESI
m,neN ve m>n olmak Uizere, ntane kutuya mtane nesne yerlestirilmek istense,
kutulardan en az birine en az iki tane nesne diiser (Nagell, 1964, sy 36-38).

Anlasilmasi oldukea basit olsa da, bu ilkenin birgok ilging uygulamalari vardir. Bu
caligmada, kimi teoremlerin ispatinda bu ilkenin kullanim1 s6z konusu olacaktir.
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2.GENEL KISIMLAR

21. TAM SAYILARIN TAM KARELER TOPLAMI SEKLINDE iFADE
EDILMESI

Teorem 2.1.1.(THUE) n>1 bir dogal say1 ve ede Jn den biiyiik en kiiclik tam say1

olsun. x,y<e-1 birer dogal say1 olmak iizere n ile aralarinda asal olan herhangi bir
tam say1 i¢in ay =X (mod n)veya ay =-x (mod n)kongriianslar1 gergeklenir (Nagell,
1964, sy 122-123).
Ispat. ay + x bicimindeki tiim sayilar diisiinelim:
X ve y dogal sayilar1 X,y<e-1 esitsizligini sagladigindan X,y €{0,1,2,...,e—1} dir.
Boylelikle ay+ x bigiminde ne kadar say1 oldugu hesaplanabilir:
X — e tane farkli deger alabilir y — e tane farkli deger alabilir
Bu durumda; x =y olacak sekilde toplam “e tane” ay+ x bigiminde sayz,

X # Yy olacak sekilde toplam “e(e—1) tane” ay+ x bigiminde say1 vardir.
O halde x =y veya x =y icin toplam e+e(e—1)=e+e’ —e=e’tane ay+x biciminde
say1 olur.
Iste bu e® tane ay + x bicimindeki sayiy1, n moduliine gére bir tam rezidi sistemi olan
{0,1,2,....n—1} kimesine yerlestirmek istersek, Dirichlet’ nin Cekmece Ilkesi
geregince bu kalan siniflarindan en az birine en az iki tane ay+x biciminde say: diiser.
Yani ay + xbigimindeki sayilardan en az iki tanesi n modiiliine gore ayni kalan sinifi

icerisinde olur.

ay, +X,=ay, +x, (modn); X,Y,X,,Y,<e-1

a(y,—Y,) =X, —x, (modn) (2.1)

(2.1) in ¢oziimiine bakalim:
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(a,n)=1ve 1| (X, — X,) oldugundan kongriiansin ¢dziimii vardir ve bir tanedir.
X1, Y1, X5, Y, <e—1 oldugundan;

0<|y,-VY,| < e-1veO<|x,—X,|< e-1
dir. |y,—y,| ve |x,—X,| degerleri sifirdan farkhidir. Aksi halde y, =y, ve
X, =X, esitlikleri elde edilir ki bu durum Dirichlet’nin Cekmece llkesi ile gelisir.

X, —X,| =x ve lV,—Y,| =y diyelim.

X, =X,>0— X, =X, =X ; Yy,-Y,>0—> Yy -y,=y (i)
X, =X,>0—= X, =X, =X ; Y,-Y,<0—>y -y, ==y (i)
X, =X, <0—= X, =X, ==X ; Yy,-Y,>0—> y -y, =Yy (iii)
X, =X, <0—= X, =X, ==X ; y,-Y,<0—> vy, -y,=-y (iv)
(i)ay =x (mod n)
(ia(-y)=x (modn) — ay=-x (mod n)
(iif) ay =—-x (mod n)
(iv)a(-y)=-x (mod n) — ay =x (mod n)
Yani verilen kosullar altinda ay=x (modn) ve ay=-x (modn) kongriianslarindan

biri gerceklenir.

Sonug 2.1.1. Teorem 2.1.1 de n nin asal olmasi halinde (X,y)=1 oldugunu
varsayabiliriz.

Ispat . nasal ve (x,y)=d >1olsun.

d|x ve d|y dir. Ayrica d|aydir. Budurumda d|ay+x veya d|ay—x olur.
ay+x=0 (modn) veya ay—x=0 (modn) oldugundan;

nlay+x veya n|ay—x elde edilir.

ay+x=ds=nr veya ay—x=ds=d.r kosulunu saglayan r,s €N vardir.

(X,y) =d oldugundan d<x ve d<y dir.

Teorem 2.1.1. den x <n ve y<ndir. Buradan da d <n esitsizligi elde edilir. O halde

I <s olmalidir.
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ay—Xx=ds=n.r esitliginden n=d.(s|r) yazilabilir. 2 N veya Se Q olabilir.
r r

SeN ise r<s oldugundan, >>1 olur. Kabiilimizden d>1 oldugu biliniyor.
r

p
Boylelikle nsayisi 1 den biiyiik iki sayinin ¢arpimi seklinde yazilmis oldu. Bu ise nnin

asal olmasiyla gelisir.

Scq ise geN olmalidir. O halde r<d dir. d>1 ve d<n oldugu biliniyor.
;

Buradan 1< d <n olur. Bu dayine n nin asalligiyla gelisir.
r

O halde kabiilimiiz yanlstir. (X,y)=1 olmalidir.

Teorem 2.1.2. 1) p=1 (mod4) Kkosulunu saglayan her asal, p=x’+y’ biciminde
ifade edilebilir. (Baska hicbir p>2 asali bu 6zelligi saglamaz.)( X,y € N)

2)p=1 (mod6) kosulunu saglayan her asal, p=x*+3y’ biciminde ifade edilebilir.
(Baska higbir asal bu 6zelligi saglamaz.)

3)p=1(mod8) veya p=3 (mod8) kosulunu saglayan her asal, p=x*+2y?
biciminde ifade edilebilir. (Baska hicbir asal bu 6zelligi saglamaz.)

4)p=19 veya 11 (mod 24) kosulunu saglayan her asal, p=x*+7y* bigiminde ifade
edilebilir. (Baska hicbir asal bu 6zelligi saglamaz.)

5)p=5 veya 11 (mod24) kosulunu saglayan her asal, p=2x”+3y® biciminde ifade
edilebilir. (Baska hicbir asal bu 6zelligi saglamaz.)

(Nagell, 1964, sy 188-190)

Ispat. Bu teoremin ispatinda Teorem 2.1.1 den yararlanacagiz:

Kuadratik polinomlarin asal bolenleri incelenirken x*—D bigimindeki polinomlart
incelemenin yeterli oldugu QgOriilmiistii. Hipotezde gecen kuadratik polinomlar1 bu

bicime benzetmeye calisip, oradan ispata gegecegiz:

z :i; X,y € N alalim:
y

) p=x"+y’= %:X—2+1

y
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=2z*+1=0 (modp) (p >2)

2

2) p:x2+3y2:>%:x—2 +3
y 'y
2
:X—2+3—£2:0
y y

=7°+3=0 (modp) (p>2)

3) p=x’+2y° = %:x_z +2
y 'y
2
:>X—2+2—£2:0
y y

=27°+2=0 (modp) (p>2)

4) p=x2+7y2:>£2=x—2 +7
y |y
2
:X—2+7—£2:O
y y

=2z*+7=0 (mod p) (p>2)

Teoremin ilk 4 maddesi icin  z°+d=0 (mod p) (d=1,2,3 veya 7) (p>2)
kongriianslarini incelemek yeterlidir.

1)z,z*+1=0 (mod p) kongriiansinin bir ¢dziimii olsun.

z? =-1 (mod p) yazilabilir. O halde bu kongriiansin bir ¢dziimii varsa, kuadratik

rezidii tanimindan, (_—1j =1 olmali.
p

Hipotez geregi p asal ve z de z°+d=0 (mod p) nin bir ¢dzumi ise, Teorem 2.1.1
den; zy=x (modp) veya zy=-x (modp) =z X (mod p) veya 7=2% (mod p)
y y

yazilabilir.

Bu durumda; z?+d =0 (mod p) kongriians1 x°+dy’ =0 (mod p) halini alir.
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Buradan x*+dy’=mp;meN esitligi elde edilir. Burada m<d dir.

m>d olsun :

X,y <:Jp = x%,y*<p olur,
=y’ <p=dy’<dp(d>0)
= X*+dy’< p+dp=p(d+1)
= mp<p(d+1) (p>0 oldugundan esitligin her iki yanini p ile bolebiliriz.)
= m<d+1
Buradan d < m< d+1 esitsizligi elde edilir. Yani ardisik iki dogal say1 arasina baska
bir dogal say1 girmis oldu. Bu ise miimkiin degildir. O halde kabuliimiiz yanlistir. Yani
m<d dir.
Tekrar z*+1=0 (mod p) kongriiansina dénecek olursak;
z=x/y (modp) veya z=-x/y (modp) olmak iizere  x*+y>=0 (mod p)
kongriians1 elde edilir.
=x*+dy’=mp ; m<d =1
=p=x>+y?
2) Bu durum icin z*+2=0 (mod p) kongriiansini incelemeliyiz:

z? +2=0 (mod p) nin ¢ozuimii varsa (_—Zj =1 olmahdir. = [gj[_—lj =1 olmali
p P)LP

G=(g (o

O halde Teorem 1.2.1. den,
-1
(?] =1= p=1 (mod 4)

dir.
Teorem 1.3.1. den,

2 _(_1)(p2—1)/8_ 1, p=x1 (mod8) ise
- ~| =1, p=£3 (mod 8) ise

olur.

Bu durumda;
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2 —1\2
p=+1 (mod8) = 2 8_1 _ (&m +81) 1

=8m’¥2m (meZ)

olur.

p’-1_ (Bmz3)°-1

2 =8m*xF6m+1

p=733 (mod8)=

olur.

-2 _q i) p=1 (mod4)vep=1 (mod8) veya p=7 (mod8)
:(?j_ 3{ii)p53 (mod4) vep=3 (mod8) veya p=5 (modS)}

= i) [p=1(mod 4) ve p=1 (mod8)] veya [p=1(mod4) ve p=7(mod8)]
= ii) [p=3 (mod 4) ve p=3 (mod8)] veya [p=3 (mod4) ve p=>5 (mod8)]

Cinlilerin Kalan Teoreminden,

p=1 (mod 4)

(4,8)=4 ve 1=1 (mod4) oldugundan ¢6ziim var.
p=1 (mod &)
p=1 (mod 8) (2.2)

p=1 (mod 4)

(4,8)=4 ve 1% 7 (mod4) oldugundan ¢6ziim yoktur.
p=7 (mod )

p=3 (mod4) y -
(4,8)=4 ve 3=3 (mod4) oldugundan ¢dziim var.
p=3 (mod 8)
p=4k+3 = 4k+3=3 (mod8)
= 4k =0 (mod 8)
= k=2 (mod8)
= 4k+3=48u+2)+3=4k+3=32u+11

p=3 (mod 8) (2.3)
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p=3 (mod4)

4,8)=4 ve 3#5 (mod4) oldugund
pES(modg)} (4.8) ( ) oldugundan

¢c6zim yoktur. O halde,

[%)=1z>pz1(mod8)veyap53 (mod8) (2.4)

Teorem 2.1.1. den z°+2=0 (modp) kongriians1 igin 2515 (mod p) alinabilir.
y

Ayrica p asal oldugundan (x,y)=1 dir.
Buradan x°+2y®=0 (mod p) elde edilir.
= X*+2y*=mp ; m<2 olur.

= m=1 veya m=2 dir.
m=1 icin p=x>+2y® olur.
m=2 icgin 2p=x*+2y® olur.
X =2X, alalim,

= 4x* +2y° =2p

= p=2x%+y’ olur.

Bu da ispat1 tamamlar.
3) Budurumigin z?+3=0 (mod p) kongriiansini incelemeliyiz:

Bu kongriiansin ¢oziimii var ise (_—Sj =1 olmal. (_—BJ = [_—1j (Ej oldugundan,
Y P AN

JLCRNCR
ERNES

(_?1]:1 = p=1(mod4) ve (_?1]:—1 = p=3 (mod4)

Bu durumda oncelikle 3 tin hangi asallar igin kuadratik rezidl ve kuadratik-non rezidi
oldugunu gormeliyiz:
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(gj =1 kosulunu saglayan p asallarini bulalim:
P

p131 p-1
(Ej(ﬂj:(_l) 272 _ (_1) 2
p)\3
Esitligin her iki tarafini (%} ile ¢arpalim:

-EEEHE
(gj ~1ve (—1)'3771 -1
(gj — 1ve (-1)7 =1

Teorem 1.4.1. den,

dir.

p1
2

(D)2 =1 = p7_1=2k — p=dk+1= p=1 (mod4)

pt _
(-1) 2 =-1 :>p71:2k+1 = p=4k+3 = p=3 (mod4)

(gj =1ise p, 3 Un bir kuadratik rezidistdur. Dolayisiyla, 1.Bélimde verilen Legendre

Semboli 6zelliklerinden p, 3 Un bir kuadratik rezidiisine kongrii olmalidir. 3 bir tek asal

olduguna gore Teorem 1.2.2. den 3 Un % tane, yani 1 tane kuadratik rezidisu ve 1

tane kuadratik-non rezidiisii vardir.
Yani x°=a (mod 3) kongriiansini saglayan 3 ile aralarinda asal olan bir tane a sayis1
vardir. Modiilo 3 tam rezidii sistemi {0,1,2} oldugundan, a=1 i¢in x =1 ¢6zimdr.

Ancak a=2 icin boyle bir x bulunamaz. O halde 1 modulo 3 i¢in kuadratik rezidu, 2
modulo 3 icin kuadratik-non rezididir. (a=0 olma durumunu diisiinmiiyoruz. Ciinkii
kuadratik rezidii tanimina gére x° =D (mod n) kongriiansinda (D,n) =1 olmali)

Bu durumda;
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%):1 ise p=1 (mod 3)
(gjz—l ise p=2 (mod 3)

elde edilir. Buradan da,

3 1o p=1 (mod4) ve p=1 (mod 3)
p) p=3 (mod4) ve p=2 (mod3)
kongriians sistemleri elde edilir. Bu kongriians sistemlerinin ¢6zumu igin Yardimci
Teorem 1.6.2. yi kullanacagiz:
.. |p=1(mod 4)
(i) {

= (4,3)=1 ve 1|1-1
p=1 (mod 3)

oldugundan ¢6ziim var ve bu ¢6ziim;

p=1 (mod12) dir...(1V)

(ii) {p53 Mod4) 4321 ve 113-2

p=2 (mod3)
oldugundan ¢6ziim var ve bu ¢6ziim,;
p=3 (mod4) = p=4k+3
4k+3=2 (mod 3)
4k+3=4(3u+2)+3=12u+11 = p=11 (mod12)...(V)

= (§J=1 = p=1(mod12) veya p=11 (mod12) ...(VI)
p

bulunur.

-1
- {pfl (mod 3) ve p=3 (mod 4)
-1 — _
jz—l ve (—1)p7 -1 p=1(mod3) ve p=3 (mod 4)

VR
| oo
N—
Il
|
H
VR
wlo w|o

p=1 (mod 3)

= (3,4)=1vel|3-1
p=3 (mod 4)

oldugundan ¢6ziim var ve bu ¢6ziim;
p=1(mod3) = p=3k+1
= 3k+1=3 (mod 4)
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= k=2 (mod4) = k=4u+2
= 3k+1=3(4u+2)+1 = 12u+7
= p=7 (Mmod12)...(VII)

p=2 (mod 3)

= (3,4 =1vel|2-1
p=1 (mod4)

oldugundan ¢6ziim var ve bu ¢6ziim,;
p=2 (mod3) = p=3k+2
= 3k+2=1(mod4) = k=1 (mod4)= k=4u+1
= p=34u+1)+2=12u+5
= p=5 (mod12)...(VIII)
= i) p=1 (mod 4) ve [p=1 (mod12) veya p=11 (mod12)]

= ii) p=3 (mod 4) ve [p=7 (mod12) veya p=5 (mod12)]

i) {p_l (mod 4) ve p=1 (mod 12)} veya {p_l (mod 4) ve p=11 (mod 12)]
o 2

ii) [p—s (mod4) ve p=7 (mod12)] veya [P‘3 (mod 4) ve p=5 (mOdlz)]
3 @

(1): (4,12) =4 ve 4|1-1 oldugundan ¢6ziim var ve bu ¢éziim: p=1 (mod12)...(1X)
(2): (4,12) =4 ve 44 11-1 oldugundan ¢éziim yoktur.
(3): (4,12) =4 ve 4|7-3 oldugundan ¢6ziim var ve bu ¢éziim: p=3 (mod 4)

= 4k+3=7 (mod12)

= p=7 (Mmod12) ...(X) dir.
(4): (4,12) =4 ve 4+15-3 oldugundan ¢dziim yoktur.
(IX) ve (X)dan; p=1 (mod12) veya p=7 (mod12) olur. Buradan da,

p=1 (mod 6)
olur. z2+3=0 (mod p) igin,
= x*+3y*=mp olacak sekilde meN vardirve m<3

= m=12 veya3 olabilir. (p>3)
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m=1 icin p=x*+3y’ olur.
m=2 igin 2p=x>+3y’ olur.= x*+3y? bir cift sayidur.
= x*vey’ cift olabilir = x vey cifttir.
Teorem 2.1.1. den (X,y) =1oldugu biliniyor. Dolayisiyla X ve y ayni anda ¢ift olamaz.
= x*vey? tek olabilir.
= X=2r+1ve y=2r,+1 olacak sekilde r,r,eN
var.
= (4r%, + 41, +1) + 3(4r%, + 4r, +1) = 4r®, + 4r, +1+3.4r>, + 3.4r, + 3
=4(r’, +r,+3r%, +3r,+1)
- 2p
= p=2(r?, +1,+3r%, +3r,+1) olur ki bu p nin bir tek asal olmastyla gelisir.
~ m=2icin 2p=x>+3y® esitligi gerceklenmez.
m=3 igin 3p=x*+3y” olur. = x=3x, alinirsa
= 3p=9x% +3y?
= p=3x°+Yy’ elde edilir,

Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

4) Bu durum igin z°+7 =0 (mod p) kongriiansini incelemeliyiz:
Bunun igin p=19veyall (mod14) olmasi gerektigi bir dnceki maddedekilere benzer

sekilde gosterilir.

z, 22+7=0 (modp) icin bir coziim ise pde asal oldugundan z=7F> (mod p)
y

gerceklenir. Buradan x°+7y?=0 (modp) kongriians1 elde edilir. Bu kongriianstan
esitlige gegecek olursak,
X +7y? =mp
bulunur. m=1,2,3,4,5,6 veya 7 olabilir.
m Gift ise; x ve y ayni anda ya gift ya da tek olmalidir. Ancak x ve y nin ¢ift olmasi

(x,y) =1 ile ¢elisir.O halde x =2k, +1 ve y =2k, +1 oalacak sekilde k,,k, € Z vardur.

X Ve y nin bu degerleri x*+7y* =mp de yerine yazilirsa mpnin 8 in bir kat1 oldugu
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gorulir. m=2,4 veya 6 oldugundan bu durumda mpnin 8 in bir kati olabilmesi igin p
nin kesinlikle bir ¢ift sayr olmasi gerekir. Bu ise pnin bir tek asal olmasiyla
gelisir. m =3 igin,

X?+7y*=3p=x*+7y*=0 (mod3)

Bu kongrians ¢oOzulebilir olsa 3 asal bir sayr oldugundan zEJ—ri saglanir.Bu
y

kongriiansin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (%7) =1 olmasidir.

e
3 3)L3

——

=1 =1
oldugundan m =3 igin de istenen esitlik gergeklenmez. Benzer sekilde m=5i¢in de
esitligin ger¢eklenmedigi goralir.
Bu durumda tek durum m =1 olmasidir. O halde,

p=x*+7y’?

olur. Yani istenen esitlik elde edilir.

5) Bu durum icin p>3 bir asal olmak (zere,
2z* +3=0 (mod p) (2.5)

kongriiansini inceleyelim.

z,(2.5) icin bir ¢6ziim ise p de asal oldugundan Teorem 2.1.1. geregi,

2515 (mod p) (2.6)
y
saglanir. (2.6) y1 (2.5) de yerine yazarsak;
2x*+3y? =0 (mod p) (2.7)

elde edilir.

(2.7) kongriiansim1 x> ~D =0 (mod p) bigimine indirgeyelim:

p>3 bir asal oldugundan, (p,2)=1 dir. Dolayisiyla (2.7) nin her iki yanin1 2ile
carpabiliriz.

4x* +6y° =0 (mod p)
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olur. X =2x alalim:
(x)*+6y* =0 (mod p)

olur. Buradan da,

[XV'}FG =0 (mod p) (2.8)

elde edilir.

Bu ise 1.b6lim de yer alan “ Kuadratik Polinomlarin Asal Bélenleri” boliimiindeki 3.
Durum a tekabil eder. [D=-6=2 (mod 8)] Bu durumdan ve Ornek 1.6.1. den (2.8) in
coziilebilir olmasi icin gerek ve yeter kosulun p=15,7 veya 11 (mod24) olmasi
gerektigi biliniyor.

Teorem 2.1.1. den, z= 11 (mod p) kongriiansinin varligi; p asal oldugu i¢in (X,y) =1
y

ve X,y<./p oldugu biliniyor.
= 2x*+3y*=0 (modp) kongriiansindan esitlige gegelim.
= 2x°+3y? =mp olacak sekilde meN vardur.
= 2x°+3y’<2p+3p=5p = mp<5p

p asal oldugundan,

= m<5

= m=12,3 veya 4 olabilir.
m=1= 2x*+3y® =p olur, ispat biter.
m=2=2x>+3y*=2p olur. Bu durumda; y cift ve x tek olur. [ (x,y)=1
oldugundan vy Gift iken x cift olamaz.] y =2y, alinirsa;

= 2X°+3y* =2p = x* +6y, =p

olur. x tek oldugundan x=2k+1 olacak sekildle keN vardir. y, =2m veya
y,=2m+1(meN) olur. y, =2m alinirsa;

= (2k+1)°+6(4m*)=p = 4k*+4k+1+6.4m*=p

= 4k*+4k+24m*+1=p

= 4.2n+24m’+1=p

= p=24m’+8n+1



34

= p=1 (mod8)
y, =2m+1 alinirsa;
= (2k+1)* +6(4m’ +4m+1) =p

= 4k’ +4k+1+6.4m° +6.4m+6=p

= 4K* +4k+24m* +24m+7=p

= 8n+24(Mm*+m)+7=p

= p=-1 (mod8) = p=7 (mod 8)
m=3= 2x*+3y’=3p olur. Budurumda x=3x, ve y=2k+1 olur.
X, =2m almirsa;

= p=6.4m°+4k’+4k+1= p=1 (mod 8)
X, =2m+1 alinirsa;

= p=6(4m’ +4m+1) +4k* + 4k +1

= p=-1(mod8) = p=7 (mod 8)
Ispatin  basinda (2.8) in c¢oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosulun
p=15,7 veyall (mod 24) olmasi gerektigi belirtilmisti.
p=1(mod24) = p=1(mod8) ve p=7 (mod24) = p=7 (mod8)
oldugu biliniyor.
O halde m=2 ve m=3 hallerinde istedigimiz bicimi elde edemiyoruz ve bu haller
p=1(mod8) veya p=7 (mod8) icin ger¢eklendiginden p=1 (mod24) ve
p=7 (mod24) durumlarint eliyoruz.
m=4= 2x"+3y’=4p olur. O halde x=2x, ve y=4y, olur. Bu ise (x,y)=1

olmasiyla celisir.
=~ (2.8) kongriians1 p=5 veya 11 (mod 24) igin gergeklenir.

Boylelikle Teorem 2.1.2 nin ispati tamamlanmis olur.

Simdi Teorem 2.1.2 de elde ettiklerimizi genellestirmemize yarayacak asagidaki

teoremi verelim:
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Teorem 2.1.3. x,y,c,d eN olmak lizere p asal sayisi en ¢ok bir sekilde p =cx*+dy’
biciminde ifade edilebilir (Nagell, 1964, sy 190-191).
Ispat. p yi; u,veN olmak iizere,

p =cx® +dy’ (2.9)
ve

p =cu®+dv’ (2.10)
seklinde iki ayr1 bicimde ifade edebildigimizi varsayalim. Xx=uvey=Vv oldugu
gosterilirse ispat tamamlanmis olur:

p—cx?

p=cx’+dy’=d= (2.11)
_ 2
p:cu2+dv2:d:p (Zzu (2.12)
v
(2.11) ve (2.12) den;
(p—cx*)v* = (p—cu®)y*
olur. Buradan da,
pV2 _ox2V? = pyz _Cu2y2: p(VZ _yz) _ C(X2V2 _ uzyz)
= c(x*v’ —u’y?)=0 (mo )
c<p oldugundan,
Xv=Fuy (mod p) (2.13)
olur.
(2.9) ve (2.10) taraf tarafa garpildiginda,
p® = (cx® +dy?®) (cu® +dv?®) = c®x?u® +cdx®v? + dey?u® + d*y?v?
olur. Buradan da,
p’ =(cxuF dyv)2 +cd(uy £ vx)2 (2.14)

bulunur.

uy = vx olsun. Teorem 2.1.1, (2.9) ve (2.10) dan (x,y) =1 ve (u,v) =1 oldugu goriiliir.

Bu durumda x =u ve y=v elde edilir.
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uy # vx olsun. (2.13) ve (2.14) den p=|uy+vx| c=d=1 ve cxuFdyv=0 olur,
Buradan da xuxyv=0 olur. (x,y)=1 ve (u,v) =1 oldugundan bu da ancak X=u ve
y =V oldugunda miimkiindiir.

Boylelikle ispat tamamlanmais olur.

2.2. BACHET TEOREMIi

Teorem 2.2.1. (Bachet) Her dogal say1 dort tane tam karenin toplami seklinde
yazilabilir (Nagell, 1964, sy 191-192).

Teorem 2.2.1 in ispatina gegmeden 6nce Euler Ozdesligi diye bilinen esitligi ve

ardindan da iki tane yardimci teoremi verecegiz:

(a2 +b? +(:2+d2)(052 + B +y° +52)
=(aa +bp+cy+ds) +(af-ba—cs+dy)’ (2.15)
+(a7/+b5—005—dﬂ)2 +(a5—b7/+c,8—doc)2

(2.15) in gerceklendigi kolaylikla gdsterilebilir.

Yardimar Teorem 2.2.1. p bir tek asalsa; x,* +X,* +X,” +X,” =mp esitligini saglayan

X;, Xy, X5, X, €Z vardir ve m,p den kiigiik bir dogal sayidir (Nagell, 1964, sy 192).

Ispat. 0<x SpT_l esitsizligini saglayan x leri diigiinelim. p bir tek asal oldugundan

DT—l bir tam sayidir. Bu aralikta toplam p-1 +1= p+1

tane tam say1 vardir. Bu

sayllarin  modiilo p ye gOre birbirlerine kongrii olmadigi agiktir. O halde;

2
0<x*< (%1} esitsizligi saglanir. Ayni sekilde,
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pT+1 tane x? (2.16)
sayist da modiilo pye gore birbirlerine kongrii degillerdir.

Benzer sekilde OSySpT_l esitsizligini saglayan pT-I-l tane y sayist ve

2
0<y? S(pT_lj esitsizligini saglayan pTJrl tane y’ sayist da modiilo p ye gore

birbirlerine kongrii degillerdir. O halde

pT+1 tane —1-y? (2.17)

sayilarindan bahsedilebilir.
Bu durumda (2.16) ve (2.17) kimelerinin birlikte p+1 tane elemani vardir. Bu p+1

tane say1 modulo p ye gore ptane kalan sinifinin igerisine yerlestirilirse, Dirichlet’nin
Cekmece Ilkesi geregince bu sayilardan en az iki tanesi ayni kalan smifinin icerisine
duser.

= x*=-1-y? (mod p)

= x*+y?+1=0 (mod p)

= Xx*+y*+1=0 (mod p)

= X" +y*+1+0° =mp

olacak sekilde m e N vardir. m<p oldugu gosterilirse ispat tamamlanmais olur.

2 2
x<PL P e (P y<p—_1<B:>y2<p—
2 2 4 2 2 4
oldugundan
1.2 2 1.p° 1p° p
>m==—X+yY +) <—(—+) <=(—=+—) =p
p p 2 p 2 2

Yardimci Teorem 2.2.2. Her p asali dort tane tam karenin toplami seklinde yazilabilir
(Nagell, 1964, sy 193-194).
Ispat. p =2 icin ispat agiktir. (2 =1* +1° + 0° + 0%)

p bir tek asal olsun ve mde; x,,X,,X,,X, €Z olmak lzere
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X+ X, + X2 +X, =mp (2.18)
Esitligini saglayan en kii¢iik dogal say1 olsun.
Yardimci1 Teorem 2.2.1. den m<p oldugu biliniyor. m=1 oldugu gosterilirse ispat

tamamlanmis olur.

(2.18) su sekilde de yazilabilir:
2 2 2 2
X+ Xp ) (K= Xo | [ XatXe) (X=X, :imp
2 2 2 2 2

m ¢ift olsun, yani m = 2k; k eN seklinde yazilabilsin.Karsimiza ti¢ farkli durum ¢ikar:

Duruml) i=1,2,3,4 olmak Uzere x, lerin hepsi gifttir.
X; = 2k; olmak Uzere;
X, + X, X; =Xy, Xg +X,, X5 =X, (2.19)

sayilarinin hepsi ¢ift olur. Dolayisiyla,

(Xﬁxzj’[Xl_XZJ’(X3+X4J’(XS_X4J (2.20)
2 2 2 2

sayilar1 birer tam sayidir. Bu durumda p nin bir kat1 yine dort tane tam saymin kareleri

toplami seklinde yazildi. Ancak k < m oldugundan bu durum, m nin tanimiyla ¢eligir.

Durumll) x;lerin hepsi tektir.
X; = 2K, +1 olmak Uzere; (2.19) sayilarinin hepsi ¢ift say1 ve (2.20) sayilarinin her biri

tam say1 olur. Dolayistyla Durum I) deki ¢eliski elde edilir.

Durumlll) x;lerinikisi tek, ikisi gifttir.
Ornegin x, ve X, Gift, X, ve x, tek olsun. Yine (2.19) sayilarinin hepsi ¢ift say1 ve

(2.20) sayilariin her biri tam say1 olur. Dolayisiyla, burada da Durum I) deki ¢eliski
elde edilir.

O halde m tek sayidir. m>3 olsun. k=1,2,3,4 olmak Ulzere her k sayisi i¢in
1 ) ..
|yk| < E m bir tam say1 olmak {izere;

Y« =X, (mod m) (2.21)
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olsun. Budurumda y,° +y,” +y,° +y,2 =X+ X, + X, +x,°=0 (mo m) olur.
Dolayisiyla,

Yo+, Yy =mr (2.22)
dir.
r=0 olsun. y, =y, =y, =y, =0 olur. Dolayisiyla (2.21) den X lerin her biri m ile

bolinebilir. (ﬁj ler birer tam say1 olur. (2.18) den;

m
X 2 X ? X 2 X ?
o (5] (5T 5T
m m m m
yazilabilir. Yardimci Teorem 2.2.1. den m < p oldugu biliniyor. Boylelikle 1<m < p

esitsizliginden bahsedilebilir. Bu ise p nin asalligiyla celisir.

r >0 olsun. |yk| < %m oldugundan (2.22) den;

1.1, 1,1,
—m’+=m’+=m’+=m’> mr
4 4 4 4

olur. Buradan da r < m elde edilir.

(2.18) ve (2.22) esitlikleri terim terime carpilir ve Euler Ozdesligi’i kullanilirsa
mr.mp = (X,Y; +X,¥, + X35 + X, ¥, )2 + (XY, = X,¥, + XY, —X,Y,) +

(X1Ys = X5¥1 +X,Y, = X,¥,)" + XYy =X, Y1 +X,¥; = X3Y,)*

olur. (2.21) den;

MEmp = (X,° +X,2 + X7+ X, %) + (XX, =X, X, + XX, — X, X;)* +

=0 (mod m) =0 (mod m)

2 2
(X1X3 — XX XX, X2X4) + (X1X4 ~ XXy XX — szz)

=0 (mod m) =0 (mod m)

= mr.mp = (mz,)* +(mz,)* + (mz,)? + (mz,)?
olur. Son olarak;
pr=2z7°+2,°+2+2,
elde edilir. Bu durum ise, r <m ve i=1,2,3,4 olmak lzere z, € Z oldugundan m nin

tanimiyla celisir.
O halde m =1 dir.
Boylelikle Yardimci Teorem 2.2.2 nin ispat1 biter.
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Simdi bu iki yardimci teoremi ve Euler 6zdesligini kullanarak Bachet Teoremini
ispatlayalim:
Her ne N alalim. n=p,p,...p, seklinde asal ¢arpanlarina ayrilsin.
k =1 icin ispat aciktir.
k = migin iddia dogru olsun. N =p,p,...p,, = X> +X,° + X" +X,° ; X, € Z
k =m+1 i¢in iddia dogru mudur?
N=PPyePr-Prs = (X + X7+ X2 +X,2)Prs
Yardimci Teorem 2.2.2 den
N=PPyePr Py = (X + X2+ X7+ X, )Y, +Y,° +Ys5+Y,7)
Euler Ozdesliginden bu ifadenin dort tam karenin toplami seklinde yazilabildigi
biliniyor.

Boylelikle Bachet Teoreminin ispati tamamlanmis olur.

Yardimc1r Teorem 2.2.3. n,NeN olmak lzere, N herhangi bir dogal saymin

n.kuvvetinden farkliysa , YN bir irrasyonel sayidir.

Ispat. YN rasyonel olsun. Bu durumda;

Q/N:% dir. (b=0ve(a,b)=LabeZ )

n

a
= N =— olur.
bn

N e N oldugundan; i) b=1 olabilir.

= N =a" olur ki bu, N nin tanimiyla ¢elisir.
ii)o=1veb | aolabilir.
= Buise (a,b) =1 olmasiyla ¢elisir.

O halde kabuliimiiz yanlistir. YN irrasyoneldir.

Simdi asagida Dirichlet’nin Cekmece Ilkesi’ni kullanarak Teorem 2.2.2. nin ispat1 i¢in

gerekli olan bir esitsizligi elde edecegiz:
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a, herhangi bir reel say1 olsun. 0—1 araligin1 t tane esit par¢caya bolelim. Olusan her

bir alt aralik i¢in araligin sol u¢ noktasi araliga dahildir, sag u¢ nokta dahil degildir.

o) Y224

y>0 bir tam sayr, X de x>ay esitsizligini saglayan en kii¢iik tam say1 olsun. Bu

durumda;
0<x—-ay<1
olur. Yani 0-1 araligimin igine X —ay bigiminde sayilar diistiigt gortiliir.
y tam sayisina {0,1,...,t} kiimesinden degerler verilirse, toplamda t+1 tane
X —ay bi¢iminde say1 elde edilmis olur..

Bu durumda t tane esit alt araliktan olusan O-1 araligma bu t+1 tane say1

yerlestirilmek istenirse, bu alt araliklardan en az bir tanesi, t+1 tane sayidan en az iki
tanesini igerir. Dolayisiyla, h <t olacak sekilde bir h dogal sayisi; X,y ve X,y tam

say1 ciftleri vardir ki agagidaki esitsizlikler saglanir:

—h_1<x'—ay'<E ; —h_1<x"—ay"<D

t t ot t
Bu iki esitsizlik de ayni aralifa diisen iki sayiy1 gosteriyor. Bu sayilarin farki yine bu
. . 1 .
araliga diisecektir. Her bir alt araligin boyu T oldugundan, bu sayilarin farki agsagidaki

esitsizligi saglar:

Tgx -x +a(y —y)<¥

X —X =x ve y —y =Yy diyelim. O halde,
1
|x—ay|<¥ (2.23)

yazilabilir.y ye {0,1,...,t} kiimesinden degerler verildigi belirtilmisti.
y >y oldugu varsayilirsa; y —y =y oldugundan y sayist {1,2,...,t} kiimesinden

degerler alir.

Boylelikle su sonug elde edilir:
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Herhangi bir a reel sayisina ve her t dogal sayisina | X —ay|< T esitsizligini saglayan en

az bir tane x ve y tam sayi ¢ifti karsilik gelir. Buradan ayrica agagidaki esitsizlik elde
edilir:
1

y<t= %31: |x—ay|<£:> |§—a|<—2 (2.24)
y y

Burada (2.23) ve (2.24) esitsizliklerinden (X,y)=1 dir.
(x,y)=d>1 olsun. x=md ve y =nd olacak sekilde m,neZ vardir.
x >ay >|al|y yazlabilir. a|y =x-1
la]|=s; sez
X—1=sy= md-1=snd
= d(m—sn) =1 olur. Boylelikle geliski elde edilir.
= (X, y)=1olmal.

a keyfi bir reel say1 olarak alinmisti. Eger a rasyonel bir say1 ise;

b>0 ve (a,b)=1olmak lzere a :% yazilabilir.

_ lox —ay|
yb

X a

y b

a X "
:>a=3¢— ve y>0 olmak tzere

- lox —ay| 1
yb yb

olur.

(2.24) den ib <i2 olur. :% <1: y < b olur.
yo 'y y

O halde (2.24) igin (x,y)=1 olmak Uzere sonlu tane xve y tam sayi ¢iftine bagli ¢6ziim

vardir.

Buradan, (2.24) esitsizligi saglaniyorsa, y < b sonucu da elde edilir.
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Teorem 2.2.2. abir irrasyonel say1 ise, (2.24) in (x,y)=1 olmak Uzere sonsuz tane

X,y tam say1 ¢6ziimii vardir (Nagell, 1964, sy 37).

Ispat. t,eN olsun. Yukarida elde edilen sonugtan (x,,y,)=1 olacak sekilde
X,, Y, € Z tam say1 ¢ifti belirlenebilir, dyleki;

X,
“L-a

< sy <)
Y

1t1

m=

olur. a irrasyonel oldugundan ﬁ;ﬁ a dir. Dolayistyla, 7, # 0 dur.
Y1

Bu durumda t, > 1 kosulunu saglayan bir t, e N segcilebilir ve (X,,y,)=1 kosulunu
Ui

saglayan X,,Yy, € Z belirlenebilir, dyleki;

X
2 _al <

1
S—<n A<y, <t)
Y>

Y.t G

n, =

Bu sekilde devam edilirse;

n,>n,>...>n >... seklinde azalan bir sonsuz dizi elde edilir (azalan pozitif say1

zinciri de denebilir).

= T <

Yi

O halde sonsuz tane (X;,Y;) tam sayi ¢ifti bulunur. Bylelikle ispat tamamlanmis olur.

Not: Bu ispatla, ayn1 zamanda bir irrasyonel sayiya Xi rasyonel sayilariyla yaklagma

yontemi verilmis olur.

2.3. x? -Dy? =1 DIOFANT DENKLEMI

Yardimeir Teorem 2.3.1. D, tam kare olmayan herhangi bir dogal say1 ise, asagidaki

esitsizligi saglayan sonsuz tane xve ydogal say ¢ifti vardir.

|x2 - Dy2| <1+2JD
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(Nagell, 1964, sy 195).
Ispat. Yardime1 Teorem 2.2.3. i hatirlayalim. n=2 ve D tam kare olamayan bir dogal

say1. O halde JD bir irrasyoneldir.
Teorem 2.2.2. den de su sOylenebilir:

X_Jp
y

<

Esitsizligini saglayan sonsuz tane X Ve y tam sayi ¢ifti vardir. Ayrica,

£+\/B‘: 5—x/5+2\/5 <i2+2\/5
y y y

yazilabilir. Dolayistyla,

|x2 —Dy2|:‘x—y\/5Hx+y\/5‘
<1(£+2yx/5)
y'y

+2\/B

1
Y
1+

2D

IN

olur. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.1. DeN tam kare degil ise X*—Dy® =1 denklemini saglayan en az bir

tane X,y dogal say1 ¢ifti vardir (Nagell, 1964, sy 195-197).

Ispat. x* —Dy’<1+ 2D esitsizligini saglayan sonsuz tane X,Ytam sayi ¢ifti oldugunu
gormiistiik. Bu durumda en az bir tane k = 0 tam sayisi i¢in asagidaki esitlik saglanir:
x> -Dy* =k (2.25)
Bu esitligi saglayan sonsuz tane X;,Y; tam say: c¢iftinden en az iki tanesi su kosulu
saglar:
X, = X, (mod |k|)}

Y1 =Y, (mod |k|) (2.26)
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X, X5, Y., Y, sayilarinin modiilo |k| ya gore olas1 kalanlar teker teker incelendiginde
toplam k* farkli durum ortaya cikar.
x> —Dy’ =k esitligini saglayan X,,y, tam sayi ¢ifti alinirsa,

x> —Dy,* =k
olur. (2.26) kongrtans sisteminden de yararlanarak k* tane farkli durumdan X, =X, ve
Y, =Y, durumu da g6z oniine alindiginda,

x,” —Dy,* =k

Olacak sekilde x,,y,tam say1 ¢ifti vardir.

Xl2 - DY12 = Xz2 - Dyz2 =k (2.27)
(Xl - yl‘/B)(Xz Y, ‘/5) =X X, — ylyZD + (lez - )(zyl)‘/B (2-28)
(2.26) ve (2.27) den,
XX, —Y,Y,D=x"-y,’D=0 (mod |k|)
ve

X,Y, = X,Y; = XY, =%y, =0 (mo dK|)
yazilabilir. Dolayisiyla;
X, X, —y,¥,D=ku
XY, —X,Y; =kv
olacak sekilde u,veZ vardir.
Elde edilen bu son iki esitlik (2.28) de yerine yazilirsa,
(X, — ¥, VD)(x, +y, /D) =k(u+v/D)
(%, +Y, VD)(x, -y, VD) = k(u-v+/D)
esitlikleri elde edilir. Bu son iki esitlik terim terime carpilirsa,
(x> —Dy,")(x,” - Dy,?) =k* = k?(u* - Dv?)
olur.
O halde;
(u*-Dv?) =1
dir. (Bdoylelikle en az bir tane X,y tam sayis1 bulunmus olur.)

Burada v=0 dir. v=0 olsa;
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XY, =Xy, ve k’=ku’= u=71

olur.

= (%, =¥, VD)(X, +¥, VD)(x, -y, VD) =Fk(x, -y, VD)

= (x,~Y,VD)k =Fk(x, ~y,VD)

= (X, ~¥,VD) = F(X, ~¥,VD) = X, = ¥X,, ¥, = FY,
olur. Buradan [x,|=|x,| ve |y,|=|y,| elde edilir.
Yani sadece bu esitlikler i¢in iddianin saglandig1 sonucu bulunur. Oysa sonsuz tane X,y
tam sayist oldugu biliniyor ve bunlar arasindan |X1| # |X2| ve |y1| # |y2| kosullarina gore

de secim yapilabilir. O halde v =0 dir.

Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Tamm 2.3.1. D,keZ olmak iizere x*—Dy?=k tipindeki denklemlere “Pell
Denklemleri” denir.

x? —Dy? =1 bicimindeki Pell Denklemlerini incelerken D tam kare olmayan bir dogal
say1 olarak alinacaktir.

X=U Ve y=v tam saylari x?—Dy’=k denklemini saglyorsa u-+v+/D bu
denklemin bir ¢ozimuadidr. u=u' ve v=v' olmak lzere u+vy/D ile u+v'vD
cOzlimleri esittir.

U+v/D>u'+v'y/D ise 1. ¢Ozlm 2. ¢bziimden blyuktdr.

Tamim 2.3.2.(Temel Coziim)
x*-Dy* =1 (2.29)
denkleminin tim x+ y\/B ¢oziimleri arasindan X ve Yy nin pozitif oldugu ¢6ziimler

alinsin. Bu ¢oziimlerden en kiigiigii

X, +y,+/D

ile gosterilsin. Bu ¢6zime (2.29) in temel ¢oziimii denir.
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Simdi, (2.29) ile verilen Pell Denkleminin, temel ¢6ziimii yardimiyla tiim ¢oziimlerini

bulmaya yonelik bir teorem ispatlanacaktir.

Teorem 2.3.2. (2.29) 1n sonsuz tane X+ y\/ﬁ ¢Ozliimii vardir. X ve y pozitif tam
sayilar olmak iizere bu ¢dziimlerin hepsi asagidaki formiilden elde edilir.

X, +¥,VD = (%, +¥,vD)’ (230)
(2.30) da x,+ yl\/E ile (2.29) 1n temel ¢oziimii gosterilmektedir. Ayrica ne N olmak

Uzere;

n

n-2ky, 2k yK
Xp =X, + (Zk)xl y;"D
k=1

n n—-2k+1,, 2k-1k-1
71)X1 Y1 D

<
>
Il
—_
N
~

dir (Nagell, 1964, sy 198-199).
Ispat. (2.30) dan,
X, =¥, 3/D = (%, ~y,/D)" (2.31)

(2.30) ile (2.31) terim terime ¢arpildiginda,

X' =¥,D = (%, ~¥,;vD)" (X, +y,VD)’

=[ (%, -y, VD)%, +y,¥D) |
olur. x, + ylx/B (2.29) 1n temel ¢6zlimii oldugundan;
x ?-Dy*=1

olur. Bu durumda x, + yn\/B (2.29) mn bir ¢oziimiidiir.
Boylelikle (2.30) kullanilarak (2.29) n bir ¢oziimii elde edildi.
Simdi neN ve Xx,,y,eN olmak dUzere, (2.30) dan elde edilemeyen bir

X, + yn\/B ¢oziimiiniin olmadig1 gosterilecektir:

u ve v birer dogal say1 olmak lizere u+ v+/D nin (2.29) icin (2.30) dan elde edilmemis
bir ¢6ziim oldugunu varsayalim:

Bu durumda asagidaki esitsizligi saglayan bir n € N vardir.
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(X, +y,WD)"<u+vy/D <(x, +y,/D)"*
(2.30) dan;
X, +yn\/5 <u+v+D <(x1+yl\/5)(xn +yn\/5)
olur. Esitsizligin her ii¢ tarafin1 x, — yn\/B ile ¢arpalim:
(Bunun igin x,, —yn\/B >0 olmali. X, +yn\/5=(xl +y1\/5)” dir.
X, + ylx/B (2.29) 1n temel ¢6zlimii oldugundan X,,y,>0 dir. Buradan X, + yn\/B >0

olur.(x,2 =Dy, 2 =(x, —~/Dy.) (X, +~/Dy,) =1 oldugundan x_ —y /D >0 olmaldir.)
[ ——

>0

Buradan,
X,’ =Dy,’<(u+vD) (X, —¥,VD)<(x,’ —y,’D) (¥, +y,VD)
1<(u+v\/5)(xn—yn\/5)<(x1—y1\/5) (2.32)

(u+vv/D) (x, -y, /D) =x+y+/D diyelim. O halde,
X=UX,—-Vvy,Dve y=vx, —uy,
olur. O halde bu esitliklerden yararlanarak asagidaki esitlik de yazilabilir:

(u=vD) (X, +Y,vD) =x-y~D

Bu iki esitlik taraf tarafa ¢arpilirsa,
(u2 - DVZ) (Xn2 - Dynz) = X2 - Dy2 =1

=1 -1

olur. Budurumda x+ y\/B de (2.29) in bir ¢oziimidiir. (2.32) den

x+y\/5>1
oldugu gorilir. Ote yandan; (2.29) dan;
1
0< x—yJD=—="—<1
Y X +yvD

olur. Bu esitsizliklerden x >0 ve y >0 oldugu gorilur, sdyle ki

x+\/5y>0

= 2X>0=>x>0
x—\/5y>0 }

x+\/5y>1

= \/By—x>—1 :>2\/5y>0:>y>0
x—\/5y<1
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olur. Son olarak; (2.32) den,

X +y~/D <x, +y,D

olur. Buise x, + ylx/B nin (2.29) i temel ¢6ziimii olmasiyla geligir.

Boylelikle Teorem 2.3.2. nin ispat1 tamamlanmis olur.

D sayist verildiginde (2.29) in xl+yl\/5 temel ¢oziml denemeyle bulunabilir.
Ornegin (2.29) ,
x? =1+ Dy?

seklinde yazilabilir. y ye degerler vererek (1,2,3,...) esitligin sag tarafinda tam kare bir
ifade yakalanincaya kadar olast minimum X ve y degerleri bulunabilir. Ancak bu,
goriildiigii gibi, kullamsh bir yéntem degildir. Ornek vermek gerekirse;
D =94 i¢in (2.29) in temel ¢6ziimdi,

2143295 + 221064+/94
dir. Dolayisiyla daha baska yontemler ortaya ¢ikmustir. Mesela Euler; gosterdigi
yontemde temel ¢6zimi bulmak icin VD nin sonlu siirekli kesir acilimimi kullanir. Bu
yontem digerine gore oldukca kullanighidir. Bu yontemin nasil uygulandigina yonelik
detayli bilgi 3. Boliim’de incelenecektir.

D nin belli degerleri i¢in ise temel ¢dziim hemen bulunabilir. Ornegin, u>1 bir tam

say1 olmak tizere,
x?—(u* -1y’ =1
denklemini diistinelim:

x* =1+ (u* -1y’

olur.
y, =1 icin,
x> =1+(U*-1) =x,=u
= x,+y,v/D=u +u? -1
bulunur.

Siradaki teoremle, daha genel bir yontem verilecektir:

Teorem 2.3.3. D tam kare olmayan bir dogal say1 olsun. & ve 7,
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¢ >%n2 1 (2.33)

esitsizligini saglayan dogal sayilar ve a =& + 77\/5 :
x*—Dy* =1 (2.34)

nin bir ¢6zimi ise, a sayis1 (2.34) in temel ¢ozumudir (Nagell, 1964, sy 200).

Ispat. n =1 icin,
a=§+nJ5
(2.34) in bir ¢bzimdi ise,
(£ +7VD)(¢-nVD) =1
olur. O halde,
E-Dn?=1= ¢ =1+Dn’
= £2=1+D
dir. Buradan, tam kare olmayan D € N belli olduktan sonra & bulunabilir.
n>1igin,
Kabul edelim ki,
+n/D
(2.34) in temel ¢ozim olmayan bir ¢6ztimu olsun ve 1<y, <n olmak lzere X, +y1\/5
(2.34) in temel ¢6ztmdi olsun. Bu durumda;
X -y’D=1 ve & -n°D=1

olur.

=x'n"-n*=&%," -y,
=x'n" =& =n" -y’ =d
y, <n oldugundan d >0 dir.

= (X +8y,) (X7 =&y,) >0 (X, ¥,,¢,7m ell)

=d1 =d2

O halde d,,d, € N olmak tzere d =d,d, olur.
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Buradan; x,7+¢&y, —xn+&y, =2&y, oldugundan d,-d,eN dir.

= &= d, —d, olur.
2y,

=d,-d, <d, <dgd,
=d,-d,+1<dd,=d,-d,<dd,-1
=
:dl_dz < d_l=772_y12 -1_ n’ _[3/12 +1] S77_2_1
2

2y, 2y, 2y, 2y, | 2y
>1

=g

Bu ise (2.33) ile gelisir. 7=y, ve & =X, olmalidir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

2.4. x* -Dy? = -1 DIOFANT DENKLEMI

D tam kare olmayan bir dogal say1 ise,
x*—-Dy* =1 (2.35)
Diofant denklemi her zaman ¢ozilebilirdir. Ancak,
E-Dnp*=-1 (2.36)

Diofant denklemi belli D degerleri i¢in ¢oziilebilirdir.

Tamim 2.4.1. Bir D tam sayis1 i¢in (2.36) ¢Ozilebilir ise bu Diofant denkleminin & ve

n ya baglh pozitif ¢oziimleri arasindan en kiigiigii olan §1+771\/5 sayisia (2.36) in

temel ¢6zumu denir.

Onerme 2.4.1. (2.36) in herhangi bir ¢ozimunin karesi (2.35) in bir ¢ozimudur.

ispat. £+7+/D (2.36) in bir ¢ozimii olsun. Bu durumda;
(£ +7VD)(¢-nVD)=-1
dir. Bu esitlikte her iki tarafin karesi alinirsa,
(£ +nVD)* (¢ -n/D) =1
olur. Yani (£ +7+/D)? (2.35) in bir ¢cozumiidir.
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Teorem 2.4.1. D tam kare olmayan bir dogal say1 olsun. (2.36) in ¢oziilebilir oldugunu,

&+ 771\/5 nin de (2.36) in temel ¢6ziimii oldugunu varsayalim. Bu durumda;

X, +¥,VD = (& +7,v/D)* =& + D1y +26m,D (237)
sayist (2.35) in temel ¢6zlimiidiir. Ayrica;
=£n4v (N n-2k n.2k Dk
E,-n E_)j_ él[Zk]E.)l nl

(2.38)
= n n-2k+1 13 2k Dk4
Mn I<Z=:1[ 2k-1] §1 My

olmak tizere;
& +m,D =(&+nDY’ (2.39)
esitliginden;
1) n tek tam say1 ise (2.36) nin & ve p pozitif sayilarina baglh tiim ¢oziimleri elde
edilir.
2) ngift tam say1 ise (2.35) nin x =&, ve y =n, pozitif sayilarina bagl tiim

cozimleri elde edilir.
(Nagell, 1964, sy 201-203).

Ispat. (2.39) dan ¢, —nn\/B =(& —771\/5)" oldugu goriiliir. (2.39) ile bu esitligi taraf
tarafa carpalim:
&' —=Dn’=(-1)"

olur. Dolayistyla n nin tekligine ya da ciftligine bagh olarak & +77n\/5 sayist (2.35) in
ya da (2.36) nin bir ¢cozimudar.

(& -n’D)=-1=-&*+n°D=1

(mVD -&)(mND +&) =1
olur. Buradan —¢ + 771\/5 sayisinin 1 den kiiciik bir pozitif say1 oldugu goriiliir.
Simdi (2.35) ile (2.36) nin temel ¢ozUmlerinin (2.37) ile iliskili olmadigini varsayalim.

1< x, +y,D < (& +m~D)?

olur. (§1+771\/5)2 sayisinin (2.35) in bir ¢oziimii oldugu Onerme 2.4.1. de gosterildi.
Dolayisiyla (2.37) esitliginin gergeklenmemesi halinde, yukaridaki esitsizlik elde edilir.

Bu esitsizligin her ti¢ tarafim1 —& + 171\/5 pozitif sayisiyla ¢arpalim:
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So=—&X +my,D Ve ny=nX -Gy,
olmak Uzere,
~&+m,VD <& +7,D <& +7,4D (2.40)
esitsizligi elde edilir.
(& +1D)(& —1,VD) = (=&X, +7,Y;D)* = D(mx, ~ £Y,)’
= (&%))° = 2&%Y,D + (12,y,D)* = D(11,%,)* + 217,%,£,y,D ~ D(&y,)*
= (&%) + (my,D)* = D(m,x,)* = D(&y,)*

= 512 (Xl2 - Dylz) - D7712 (X12 - Dylz)

M M
=£2-Dpf=-1

olur. Dolayisiyla &, ve 7, (2.36) yi saglar.

(2.40) esitsizligine donecek olursak —§l+771\/5 sayist (2.36) nin negatif £ ve pozitif
n lara bagl ¢oziimleri arasindan en biiyiik olanidir. (Bu durum ¢ +771\/5 say1sinin
(2.36) nin temel ¢dziimii olmasinin dogal bir sonucudur.)

—§l+f71\/5 ile §l+771x/6 sayilarinin 6zelliklerinden (2.40) esitsizligi ile ilgili su
celiskiler elde edilir:

1) &>0,n,>0: & +771\/5 sayisinin (2.36) nin temel ¢oziimii olmasiyla ¢elisilir.

i) & <0, n,>0: —§1+771\/5 sayisinin (2.36) nin negatif & ve pozitif 7 lara bagh
¢cOziimleri arasindan en biiyiik olmasiyla ¢elisilir.

iii) £ <0, 17, <0:(7,°D > &7 esitsizligiyle gelisilir.)

iv) & >0, i, <0:(x,° > y,°Desitsizligiyle gelisilir.)

v) £=0 ve 7,#0 olsun: —i,’D=-1 olur. D tam kare olmayan bir dogal sayu,
n, da bir tam say1 oldugundan bu esitlik gerceklenmez.

E,#0 ve 1,=0olsun: &% =-1 geliskisi elde edilir.

vii) & =1, =0 olsun: Budurumda &, ile 7, 1n (2.36) nin ¢6ziimii olmasiyla gelisir.

O halde kabuliimiiz yanlistir. (2.37) esitligi gergeklenir. Yani (2.36) nin temel

¢OzUminln karesi (2.35) in herhangi bir ¢6zimi olmakla kalmaz, 6zel olarak (2.35) in

temel ¢cozUmuddr.
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Simdi, U ve v pozitif sayilar olmak iizere u+v~/D nin (2.36) nin (2.39) esitliginden
elde edilemeyen bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim.

Bu durumda asagidaki esitsizligi saglayan bir mdogal sayis1 vardir:
(& +7~/D)™ <u+va/D < (& +7,4/D)™
(& - 771\/6 )" =£, - an\/B pozitif sayisini esitligin her {i¢ tarafiyla ¢arpalim:
So = Uom = V715, D V& 13 = Vo, — U,y
olmak uzere,
& +mD <& +nWD <& +n,D (2.41)
olur. Burada (2.40) esitsizliginde oldugu gibi & ve 7, m (2.36) yi sagladig

gosterilebilir. (2.41) in ger¢eklenmeyecegini gosterilmisti. O halde kabuliimiiz yanlistir.

Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
Teorem 2.4.2. p, p=1 (mod4) kosulunu saglayan bir asal sayi ise,

£ —pnp’ =-1 (2.42)
Diofant Denklemi &£ ve 5 tam sayilarina gore ¢oziilebilirdir (Nagell, 1964, sy 203-204).

ispat. x, +y,\/p; x*—py? =1 in temel gozimii olsun.

X —py, =1=x°’-1=py’ (2.43)
olur. x, sayis1 ya tek ya da ¢ift bir dogal sayidur.
X, Ciftolsa; x, =2k olacak sekilde k € N vardr.
x> —py,” =1 oldugundan X, ile y, in ayni anda ¢ift olamayacag: gorilir. Dolayistyla
y, =2m+1 olacak sekilde m € Z vardir. Buradan,
4k* —(2m+1)*p =1= 4k* - (4m* +4m +1)p =1

= 4k* —4m’p—4mp-p=1

olur. Burada modulo 4 i¢in kongrliansa gececek olursak;
p=-1 (mod 4)

olur. Bu ise hipotezle ¢elisir.

y,=1 icin, 4k*—-1=p olur. Buradan da p=-1 (mod4) kosulu elde edilir. Tekrar

hipotezle ¢eliski elde edilir. O halde x; tek olur. Bu durumda,
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(X, —1),(x, +1) sayilar1 ardisik ¢ift sayilardir.
£ —pn? = -1 coziilebilir ise temel ¢dziimii olan & +./py sayismin karesi x? —py? =1
in temel ¢6zUmaind verir.
X, HY P =(E+np) = x =& +pn’; y, =287

olur. Bu esitliklerden,

X, —1=2&% ;

X, +1=22+2=2(E+1) =2pn°

(%, ~D(x, +1) = 2&22pn* = 2pn*.28?
bulunur.
Bu durumda, x,+1=2&* ve x,F¥1=2pn® olur. Bu iki esitlikte X, i yok edecek
olursak,

& —pn* =+1

esitligi bulunur.
£ —pn?=1 olsa; &+.Jpy sayist x2—py? =1 in pozitif bir goziimii olur. y, =2&y
esitliginden 7 <y, oldugundan bu durum X, + yl\/E in temel ¢6ziim olmasiyla celisir.

Yani &°—pn®=-1 olmalidir, bu da ispat: tamamlar.

Ornek 2.4.1. £* -34n* =—1 Diofant denkleminin ¢6ziimiiniin olmadigmn inceleyelim

(Nagell, 1964, sy 204).
x> —34y* =1 in temel ¢ozimini bulmak icin x* =34y* -1 esitliginde y ye sirasiyla
1,2,... degerleri verilir, ta ki esitligin sag tarafi bir tam kare oluncaya kadar. Bu

yontemle 35 + 6/34 in temel ¢oziim oldugu bulunur.

Teorem 2.4.1 den;
35+6+/34 = (& +1/34)°
dir.
= 35+6+/34 = £2 + 24/34&m, +34n2
=35=¢E7+34n" ; 6=2En,=En,=3
&=1n=3=35%#1+34.9
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&=3,1,=1=3529+34.1

Dolayisiyla ¢oziim yoktur.

Su ana kadar, keZ ve D tam kare olmayan bir dogal say1 olmak Uzere
x> —Dy? =K esitligiyle verilen Pell Denklemlerinde k =F1 olma durumu incelendi. Bu

denklemler icin Teorem 2.4.1. ve Teorem 2.3.2. nin 6nemi vurgulandi, ¢lnkid bu

teoremler ile temel ¢oziimiin bilinmesi halinde diger tum c¢ozimlerin bulunmasina

yarayan (2.30), (2.37), (2.39) esitlikleri verildi. Simdi ise CeZ—-{0} olmak lzere

u®> —Dv? = C denklemini inceleyecegiz.

2.5. U2-Dv? =C DIOFANT DENKLEMIi

D tam kare olmayan bir dogal say1 olsun. C € Z—{0} olmak (izere,

u’-Dv*=C (2.44)
Diofant Denklemini disiinelim. Denklemin ¢6ziilebilir oldugunu ve u -+ v+/D nin de bir
¢Oziim oldugunu varsayalim. Eger X + yx/B :

x?-Dy* =1 (2.45)
denkleminin herhangi bir ¢cozimi ise,

(u+v\/5)(x+y\/5):ux+vyD+(uy+vx)\/5

sayist da (2.44) in bir ¢ozumudur. Bu sayiya u +v/D ile ilgili ¢6zim denir.

Birbiriyle ilgili olan tim c¢6ztimlerin kiimesi (2.44) in bir ¢dziim siifin1 olusturur.
Teorem 2.3.2. den, her sinif sonsuz ¢oziim igerir.

(2.44) in u +v/D ve u+v'vD gibi herhangi iki ¢oziimii verildiginde ayni sinifa ait
olup olmadiklarina karar vermek miimkiindiir. Bu iki ¢6ziimiin birbiriyle ilgili olmalar1
icin gerek ve yeter kosul,

uu'-wv'D vu'—=uv'
ve
C C

sayilarinin birer tam say1 olmasidir.
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Tamim 2.5.1. Eger K, (2.44) i¢in; i=1,2,... olmak (izere Ui+Vi\/5 cozlimlerinden
olusan bir smif ise; i=1,2,... olmak Uzere u, —Vi\/B ¢ozlimleri de bir siif olusturur.

Bu sinif K ile gosterilir. K ve K siniflaria eslenik siniflar denir.

Tanim 2.5.2. Eslenik siniflar genellikle farklidir ancak bazen cakistiklart olur.

Cakismalar1 halinde bu siniflara belirsiz siiflar ad1 verilir.

Bir K smifindaki tim u+v+/D ¢dzimleri arasindan u*+v*+/D ¢6ziimiinii alalim:

v*, Kda yer alan v nin en kiigiik negatif olmayan degeri olsun. K belirsiz degilse
(yani K ile K cakigsmiyorsa) u* tek turlu belirlidir, ¢ctnki —u*+v*JD K eslenik
siifina dahildir. K belirsiz ise, u*>0 esitsizligini belirterek tek tiirlii belirli u* sayisi

elde edilir.

Tanim 2.5.3. Yukaridaki kosullara bagli olusturulan u*+v*</D ¢ozumune, K

sinifinin temel ¢oziimii denir.
Uyan 2.5.1. i) u+v/D, K smifina ait bir ¢oziim ve bu smifa ait temel ¢6ziim
u*+v*+/D olmak Uzere, lu™ sayisi |u| nun mimkiin olan en kiigik degerini alir.

i) u* ya da v* sayisinin sifir olmasi durumu, yalnizca smifin belirsiz olmasi
durumunda ortaya ¢ikar.
iii) C=+1 ise sadece bir sinif vardir ve o da belirsizdir (yani bu siif eslenigi ile

cakisir).

Simdi; (2.44) deki C sayisinin pozitif oldugu durum i¢in, C=N alarak, asagidaki

teoremi inceleyelim.

Teorem 2.5.1. Eger u +v\/D,
u’-Dv’*=N (2.46)
esitligiyle verilen Diofant Denkleminin K smifina ait temel ¢6ziimii ve X, + ylx/B de

(2.45) in temel ¢oziimii ise asagidaki esitsizlikler vardir:

o<ve—t N (2.47)

J2(x, +1)
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0<|u[< %(x1+1)N (2.48)

(Nagell, 1964, sy 205-206).
Ispat. (2.47) ve (2.48) esitsizlikleri bir K smifi igin dogruysa, ayn1 esitsizlikler eslenik

simif K igin de dogrudur. Dolayisiyla U sayis1 pozitif alinabilir. Buradan,

uxl—Dvyl:uxl—J(uz—N)(xf—l) >0 (2.49)

oldugu goriiliir. Ayrica, U+ vA/D ile ayn1 siifta olan, \/
(u +V\/B)(Xl —yl\/B) = ux, - Dvy, +(x,v—y,u)vD

¢Oziimiinii dislinelim. u+ v+/D, Ksmifinin temel ¢cozlimii, (2.49) dan ux,—Dvy,
sayis1 pozitif oldugundan asagidaki esitsizlik vardir:

ux, —Dvy, > u (2.50)
Bu esitsizlikten,

= u?(x, -1)* = D*?y,}* = (u2 — N)(xl2 —1)

= u? s%(xptl) N

Boylelikle (2.48) in saglandig1 goriiliir. (2.48) den, (2.47) nin de gergeklendigi goriiliir.

Simdi ise; (2.44) deki C sayisinin negatif oldugu durum i¢in, C =—N alarak, asagidaki

teoremi inceleyelim.

Teorem 2.5.2. Eger u +v/D,
u®—-Dv’ =—N (2.51)
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esitligiyle verilen Diofant Denkleminin K siifina ait temel ¢6ziimii ve X, + yl\/B de

(2.45) in temel ¢ozlimii ise agagidaki esitsizlikler gergeklenir:

osvs— NN (2.52)

J2(x 1)
J
0<|ul< /%(xl—l)/N (2.53)

(Nagell, 1964, sy 206-207).
Ispat. Eger (2.52) ve (2.53) esitsizlikleri bir K smifi i¢in dogruysa, ayni esitsizlikler

eslenik smnif K icin de dogrudur. Dolayisiyla u>0 alinabilir. Buradan da asagidaki

esitsizlikler yazilabilir:
2 1
(xVv) = (ylz +BJ(U2 + N) >y, U’
= X,V-Yy,u>0 (2.54)
Ayrica, U+ vA/D ile ayni sinifta olan,
(u +V\/5)(Xl —yl\/B) = ux, - Dvy, +(x,v—y,u)vD

¢ozimini disinelim. u+ v+/D, Ksmifinin temel ¢oziimi, (2.54) den ux,—Dvy,
sayis1 pozitif oldugundan asagidaki esitsizlik vardir:
X,V—yu=v (2.55)
Bu esitsizlikten,
Dv?(x, -1)* > Dy,u?

:1+E22 X +1
u® x,-1

= u’ s%(xl—l) N

bulunur. Boylelikle (2.53) nin gergeklendigi gorilir. (2.53) den, (2.52) nin de

gerceklendigi goriiliir.

Teorem 2.5.1. ve Teorem 2.5.2. in bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 25.3. D,NeN olmak tizere D tam kare degil ise, (2.46) ve (2.51) Diofant

denklemlerinin sonlu sayida ¢6ziim siniflar1 vardir. Bu smiflarin temel ¢oziimleri

Teorem 2.5.1. ve Teorem 2.5.2. deki esitsizlikler yoluyla sonlu sayida denemeyle

bulunabilir. Eger u*+v*\/5 , Ksmifinin temel ¢oziimii ise, Knin tiim u+V\/5

coziimleri asagidaki esitlikten elde edilir:

u+v\/5:(u*+v*\/5)(x+y\/5)

Burada (x+y\/5); +1 dahil, (2.45) in tim c¢Ozimlerini tarar. (2.46) ya da (2.51)

Diofant Denklemlerinin; (2.47) ve (2.48) ya da (2.51) ve (2.52) esitsizliklerini saglayan
bir ¢coziimi yoksa, hi¢ ¢ozimu yoktur (Nagell, 1964, sy 208).

Teorem 2.5.1. ve Teorem 2.5.2. ye ek olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.5.4. pbir asal sayi ise,
u>—Dv’ =+p (2.56)

Diofant Denkleminin en ¢ok bir tane u +v/D ¢ozlimil vardir. Burada u ve v sirasiyla,
u>0olmak Uzere, (2.47) ve (2.48) ya da (2.52) ve (2.53) esitsizliklerini saglar.

(2.56) cozulebilir ise, p nin 2D yi boliip bolmemesine gore, 1 ya da 2 tane ¢6ziim sinifi

vardir (Nagell, 1964, sy 208-209).

Ispat. Varsayalim ki, u +vi/D ve u, +V1\/B (2.56) nin Teorem 2.5.4. in ilk kisminm
saglayan c¢oOziimleri olsun. Dolayisiyla u,v,u, vev, negatif degildir. Asagidaki
denklemlerde D yok edilirse;

u’-Dv? =+p;u,’-Dv,” =+p (2.57)
olur. Buradan da,

u?v,” —uv? =p (v, —v?)
elde edilir. Dolayisiyla,
uv, =+u,v (mod p) (2.58)

kongriiansi gerceklenir. Ayrica (2.57) deki esitlikler terim terime garpilirsa;

(uu, ¥ le)2 -D(uv, ¥ ulv)2 =p°
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elde edilir. Buradan,

2 2
(mj _D(_“VFUN] 1 (2.59)
p p

olur. Bu esitlikte isaret (2.58) saglanacak sekilde segilir. Bu durumda (2.59) m sol

tarafindaki kare ifadeler tam sayidir.
uv, Fu,v=0
ise, (2.59) dan,
luv, Fuv|>y,p (2.60)
bulunur.
Ote yandan; (2.47) ve (2.48) ya da (2.52) ve (2.53) esitsizliklerinden,

|uv, Fuv|<y,p
bulunur ki bu esitsizlik (2.60) ile gelisir.
uv, Fu,v=0
ise, bu esitsizlik sadece u=u, ve v=v, icin gegerlidir. Sonug olarak; en cok iki tane

¢oziim smifi vardir. Simdi de u +v/D ile u-vy/D nin sirasiyla (2.47) ve (2.48) ya

da (2.52) ve (2.53) esitsizliklerini saglayan c¢oziimler oldugunu varsayalim. Bu
¢oziimlerin ilgili olmasi igin gerek ve yeter kosul pnin 2uvve u®+Dv’=2Dv*+p
sayilarini bolmesidir. p +Vvoldugundan p|2u ve p|2D dir. Ancak p|2u olmasi igin de

p|2D olmasi gerekir. Dolayisiyla, u+vy/D ile u-vv/D ¢Oziimlerinin ayni sinifta

olabilmesi igin gerek ve yeter kosul 2D nin pnin bir kati olmasidir.

Ornek 2.5.1.
u®—2v> =119 (2.61)

Diofant Denklemini inceleyelim (Nagell, 1964, sy 209).
x?-2y* =1 (2.62)

denkleminin temel ¢c6zimi 3+ 242 dir. (2.62) in

1142, -11++/2,13+52, 13+ 52
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cozimleri (2.47) ve (2.48) esitsizliklerini saglar. Bu ¢oziimlerin her birinin farkli

siiflara ait temel ¢oziimler oldugu goriiliir. Dolayisiyla (2.61) in 4 tane ¢oziim sinifi

vardir.
Ornek 2.5.2.
u® —6v> =-29 (2.63)
Diofant Denklemini inceleyelim (Nagell, 1964, sy 210).
x> —6y* =1

denkleminin temel ¢6zimi 5+ 26 dur. (2.52) ve (2.53) esitsizliklerinden,

5+3\/€,—5+3\/6

temel ¢oztmleri elde edilir.

Ornek 2.5.3.
u>—6v>=-2 (2.64)

Diofant Denkleminin yalniz bir tane temel ¢6zlimii vardir. Bu ¢6ziim 2+ J6 dir, ¢unki

2++/6 ve —2+/6 ¢ozlimleri ayn1 belirsiz sinifa aittir (Nagell, 1964, sy 210).

Ornek 2.5.4.

u?-82v2 =23 (2.65)
Diofant Denklemini inceleyelim (Nagell, 1964, sy 210).

x> —82y* =1 (2.66)

denkleminin temel ¢6zum 163+18+/82 dir. (2.47) den

9 /46
Vv<—,|— <5
2\41

esitsizligi bulunur. (2.65) in v=1,2,3yada 4 i¢in ¢oziimii yoktur. Dolayisiyla ¢6ziim
yoktur.

Teorem 2.5.5. p;p=1yada—1 (mod8) kosulunu saglayan bir asal say1 ise

u>—2v:=p (2.67)
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u<42p,v< /%p (2.68)

esitlik ve esitsizliklerini saglayan u,v e N vardir. Ayrica,
u>—2v: =—p (2.69)
u<+p,v<ip (2.70)
esitlik ve esitsizliklerini saglayan u,v e N vardir (Nagell, 1964, sy 211).
Ispat. p=+1 (mod8) icin z* =2 (mod p) kongriians: ¢ozulebilir. O halde zbir ¢6ziim

ise Teorem 2.1.1. den,

X
z=+— (modp
, (modo)

kongriiansi, X,y e N ve X,y < \/E kosullar1 altinda gerceklenir. Buradan,
X' =2y*=—p
bulunur. Bu esitlikten,
(x+2y) —2(x+y) =p
yazilabilir. Dolayisiyla, (2.67) ve (2.69) denklemlerinin her ikisi de ¢ozulebilirdir.
x?-2y* =1
denklemini diislinelim. Temel ¢oziimiin 3+ 22 oldugu goriliir. Teorem 2.5.1. ve

Teorem 2.5.2. den (2.67) ve (2.69) esitlikleri bulunur. Bu denklemlerin ¢éziimlerinin de

(2.68) ve (2.70) esitsizliklerini sagladig1 goriiliir.

Teorem 2.5.6. p;p=1 (mod 12) kosulunu saglayan bir asal say1 ise,

u?-3v:=p (2.71)

3 1
u —p,V — 2.72
<,/2p <1/6p (2.72)

esitlik ve esitsizliklerini saglayan u,v e N vardir.

p;p=-1 (mod12) kosulunu saglayan bir asal sayu ise,

2

u® —3v? (2.73)
1
u<,=
2

=—p
/1
p,v< 5 p (2.74)
esitlik ve esitsizlikleri vardir (Nagell, 1964, sy 212).
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Ispat. p=+1 (mod12) igin z*=3 (mod p) kongriiansi ¢dziilebilirdir. O halde zbir
¢cOzim ise Teorem 2.1.1. den,

=%+

< | x

(mod p)

kongriiansi, X,y e N ve X,y < \/E kosullar1 altinda gerceklenir. Buradan,
x*—3y* =-mp

bulunur. m=1yada 2 dir.

m =2 igin,
x?=3y*=-2p

esitligi vardir ve X,y tek dogal sayilardir. Buradan,

X+3 ? x+y)
SERGIR
2 2

esitligi yazilabilir ve %(X+3y),%(x+y) sayilariin tam say1 oldugu goriiliir. Bu

yiizden (2.71) esitligi, p=1(mod12) ve (2.73) esitligi p=-1(mod12) igcin
cozilebilirdir.

x*-3y* =p
esitligini inceleyelim. Bu Diofant Denkleminin temel ¢6ziimiiniin 2++/3 oldugu

bulunur. Teorem 2.5.1. ve Teorem 2.5.2. den, (2.71) ve (2.73) denklemlerinin
¢Ozlimlerinin, (2.72) ve (2.74) esitsizliklerini sagladig kolayca gergeklenir.
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3. SUREKLI KESIiRLER

Bu bélimde 2. bolimde ayrintili bir sekilde inceledigimiz Pell Denklemleri’nin temel
¢OzUmlnl bulmaya yonelik oldukga etkili bir yontemden bahsedecegiz. Bunun igin
siirekli kesirlerle ilgili bazi temel tanim ve teoremlerin bilinmesi gerekmektedir. Bu
bilgilerin ardindan son olarak asil amacimiza yonelik bir teoremle 2. boliimle ilgili daha

genel bir bakis acis1 kazanmig olacagiz.

3.1. SONLU (BASIT) SUREKLI KESIRLER

Tanim 3.1.1. Bir L(s >0:r,se Z) kesrini gdz Oniine alalim.i=0,1,2,...,n olmak (zere
S

i =0hari¢ her i icin a, e N ve a, €Z olsun.

(3.1)

(3.1) esitliginin sag tarafina bir sonlu (basit) strekli kesir denir. Bagka bir ifadeyle

Cqees o r .. N . . .
esitligin sag tarafina — kesrinin sonlu (basit) siirekli kesir agilimi denir.
S

Bu kesri yukaridaki esitlikten yararlanarak kisaca ifade etmenin birkag yolu vardir.
Bunlardan en ¢ok kullanilan gosterim,

dir. Bu gosterime ek olarak;
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gibi farkli gosterimler kullanmak miimkiindjir.

Simdi (r,s)=1;s>0;r,s e Z olmak izere bir t = ! kesri verildiginde bu kesrin sonlu
S

stirekli kesir agiliminin nasil bulundugunu gérelim:
r=as+t, ; 0<t;<s
s=at,+t, ; O<t <t,

t,=a,t,+t,; O<t, <t

tn—S = an—ltn—z + tn—l; O <t —:
t, ,=a,t ,+0; ...

Yukarida agikga goriiliiyor ki r,stam say ¢iftine Oklid Boliim Algoritmas1

uygulanmaktadir. Bu sekilde elde edilen denklemlerden asagidaki esitlikler bulunur:

r t
t=—=a,+2=a,+—— 1

s s’ st @
s t,
—=a,+-Lt=a+ 2
t, oty ot /t @
tn—3 -1 1

=a,,+——=a, ,+—— (n)

tn—Z " n-2 " tn—2/tn 1
tn—2 _
t _an (n+1)
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(1) denkleminde ti yerine, (2) denklemindeki esitini yazip ardindan bu sekilde devam
0

edilirse t rasyonel sayisinin
t=[a,.a,,...a,]

sonlu siirekli kesirlere ac¢ilimi elde edilir.

Bir t =— kesri verildiginde bunun sonlu siirekli kesir agiliminin tek tiirlii olmadigi
S

kolayca gosterilebilir. tnin sonlu siirekli kesir a¢ilimi

t=[a,.a,,...a,]

olsun. t=[a,,a,,...a,|=[ay a,,....a, —1,1] olduguna dikkat edelim.

n

Teorem 3.1.1. Sonlu bir siirekli kesir rasyonel sayidir. Tersine her rasyonel saymin tam
iki tiirlii stirekli kesirlere agilimi vardir (Hardy and Wright, 1938, sy 128-129; Wright,
1948, sy 16-17).

Ornek 3.1.1. 63/13 in siirekli kesirlere agilimini, Oklid Algoritmasindan yararlanarak
bulalim:

63=13.4+11
13=11.1+2
11=25+1
2=1.2

Bu durumda kismi boliimler 4, 1, 5, 2 dir. Yani,

63/13=[4,1,5,2]=[4,1,5,1,1]

bulunur.

Tamm 3.1.2. Bir <= [25:2,,....@, ] kesrinin k.yaklagik kesri
S

&:[ao,al,...,ak]

P

dir.
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Tanimin bir sonucu olarak L [a0 i T an] kesrinin n.yaklasik kesri, P T ,

s S
0. yaklasik kesri ise P _ a, dir.

0
P o op g, -1
=8, =P =44, =

Qo

p 1 aa,+

qi =2, a—l: Oall =p =a,a+1q, =2

{pmz =Py T Py (k e Z) (3.2)

Uiz = A 0iia T

k=0 alindiginda p ,=q ,=0vep ,=q, =1 oldugu gordlur.

Teorem 3.1.2. a, €Z disinda her biri birer pozitif tam say1 olan a,,a,,...,a, tam sayilar

dizisi icin (3.2) ile p, ve g, tam sayilarim tanimlayalim. Bu takdirde her x € R —{0}

ve her k>0 tam sayisi igin;

XPy 1+
[aoyal,-.-,akil,x] :M
X4 + k-2

dir ( Callialp, 2009, sy 116).

Ispat. nye gore indiiksiyonla yapilir:

[ao,x]=a0+£: a0x+1= Xp, + P,

oldugundan n =1 i¢in iddia dogrudur.
X X X ,+0g

n =Kk igin iddia dogru olsun. O halde,

XPy 1+
[ao’al""!ak_l,X] :M
qu—l +qk_2

olur.
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1
l:| (ak + Xj Pra TP

[ao,al,...,ak,x]=[ao,al,...,ak+; = ]
(ak +quk—1 +0y

_XAP XD, TP _ X (AP FPico) +Piy
Xa, 0,y + X0y, +0, 4 X(aqu—l + qk—2)+ Oy

_ XPy + Py
Xy 0y

olur. Yani iddia n = k +1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla ispat biter.

Teorem 3.1.3. Her k> -1 igin,

Pelis —Pesle = (D (3.3)
dir ( Callialp, 2009, sy 117).

Ispat. p, ve g, sayilari (3.2) bagmtisi ile verilmisti. Ispat igin bu bagitidan

yararlanacagiz:
Pt~ Pialic = (@Pics + Pie2) it = Pica (@i g + 0 2)
=Py 1 bis + Pi2li1 = Pra@iQis = Pialic2
= Pr2li-1 — Pralic2

= (P2 ~Py2li1)

parantez igindeki bu ifade, esitligin sol tarafina k yerine k —1 yazmakla elde edilir.

Bundan sonraki adimda ise p, ; Ve q, , sayilarinin esitlerini yazacagiz ve bu sekilde bu

indirgeme islemine devam edecegiz. Boylece toplamda k—1 kere bu islemi tekrar
ettigimizde ;

pkq k-1~ pk—lqk = (_1)k_1(poq-1 - p—lqO) = (_1)k_1

bulunur.

Sonu¢ 3.1.2. Her k>0 i¢in (p,,q,) =1 olur ( Callialp, 2009, sy 117).
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Ispat. (3.3) esitliginden 1 in p, ve g, larin bir lineer toplami seklinde yazilabildigini
gorayoruz. Dolayisiyla p, ve ¢, aralarinda asaldir.

Yardimci Teorem 3.1.1. a,b,c €Z; aveya b sifirdan farkli olmak {izere, ax + by =c
Diofant denkleminin bir ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul d =(a,b) ise d | c
olmasidir. Bu takdirde sonsuz ¢dziim var ve bir ¢dziim (X,,Y,) ise herhangi bir ¢oztim,
k € Z olmak tzere;

b a
X :X°+E'k ve y=Y, —H.k

ile bir parametreye bagli olarak belirlidir ( Callialp, 2009, sy 10).

Sonug 3.1.3. (a, b) =1olmak Uzere, ax + by = ¢ Diofant denkleminin bir ¢dzimd,

a n

E:[ao,al,...,an]:Z—n (3.4)
denirse, ntek iken; x=q, ,,y=-p,, ve n ciftiken; x=-q, ,,y=p,, olarak
alabilir ( Wright,1948, sy 20-21).

Ispat. (a,b)=1, b>0 ve (p,,q,)=10q,>0 oldugundan,%:&:a:pn ,b=q,

n

olur. (3.3) esitliginden,
aqnfl - pnflb = (_1)”_1

olur. Bu esitligin her iki yanin (—1)"71 ¢ ile garpalim:

a[(—l)”fl ch} + [(—1)n cpnfl} b=c

olacagindan, n tek ise; X =cq, ,,y =-Cp,, ve ngiftise; x=-cq, ,,y=cp,, verilen
Diofant denkleminin bir ¢6zumu olur. Dolayisiyla, Yardimci Teorem 3.1.1. den
ax + by = ¢ Diofant denkleminin tim ¢ozimlerini bulmak mimkin olur.

Ornek 3.1.2. 63x +13y =1 denkleminin bir ¢dziimiinii bulalim. Ornek 3.1.1. de

% =[4,1,5,2] oldugunu bulmustuk.
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Kk 2 1 0 1 2 3
a, 4 1 5 2
P 0 1 4 5 29 63
0 1 0 1 1 6 13

(3.2) esitliklerinden yararlanilarak yukaridaki tablo olusturulmustur. n =3 oldugundan
Sonug 3.1.4.den x=q, =6,y =—p, =2 Vverilen denklemin bir ¢6zimu olur. Boylece

Yardimer Teorem 3.1.1. den ayn1 denklemin diger ¢éziimlerini bulmak da miimkiin
olur.

Ayrica, % =[4,1,5,2]=[4,1,5,1,1] oldugu biliniyor. Yani verilen denklemin

cozimlerini bulmak igin bu agilim da kullanilabilir.

Tanmim 3.1.3. a, €Z disinda her biri birer pozitif tam say1 olmak iizere a,,a,,... tam

sayilar dizisi verilsin. (3.2) esitlikleriyle beraber {p, } ile {q,} dizilerini tanimlayalim.
C, =[ag, a8 ] (3.5)

olmak tizere, ¢, ya k.yaklasim denir.

Tanimda belirtilen c,, k+1 terimli bir sonlu siirekli kesirdir. Dolayisiyla ¢, = B pir
k

rasyonel sayidir. Simdi asagidaki yardimcei teoremle, Il(l—r)ro]o C, nin her zaman var oldugunu
gosterecegiz:
Yardimei Teorem 3.1.2. 1) Cift yaklagimlar dizisi artan;
C, <C,<C,<...
i1) Tek yaklasimlar dizisi azalan;
C, <Cyi<Ci<...
iii) Her tek yaklasim, her ¢ift yaklagimdan biiyiiktiir.
( Callalp, 2009, sy 119).

Ispat. i) Her ¢ift k > 2 icin, (3.4) den,
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Pe Py & o ¢ 4 % (3.6)
qk qk*Z qqu—z qqu—z

olur. Her k>0 i¢in q, ve a, sayilar pozitif oldugundan, c, , <c, elde edilir.

if) Her tek k>1 igin, (3.4) den, benzer sekilde, ¢, =c, , — % olur, O VE ay

k*k-2
sayilar pozitif oldugundan, c, , >c, elde edilir.
i) (3.3) den, her t>0 ve k=2t+1 igin,
M_h:#j Cp1 = Cyy +#
q2t+1 q2t q21q2t+l q2tq2t+1

olur. Buradan da c,,,, >c,, bulunur.
Simdi her r,s>0 igin, c,,, > C,, oldugunu gosterelim:
r=s olsun. (i) den;
Coria > Cyr > Cyg
r <solsun. (ii) den;
Cori1 > Cypey > Gy
olur. Boylelikle istenen elde edilmis olur.
Teorem 3.1.4. Her k=1 icin, a, >0 olmak lzere; a,,a,,... tam sayilar dizisi

verildiginde, ¢, =[a,,8,,...,a, | ise limc, mevcuttur. Her r,s>0 tam sayist igin
—o©

c, <limc, <c,,,
k—0

dir ( Callialp, 2009, sy 119-120).

Ispat. Yardimci Teorem 3.1.1. den, {Czk} artan ve herhangi bir tek yaklasim ile iistten

siirlt oldugundan,
limc,,
k—o0
vardir. Benzer sekilde,
Ilm C2k+1
k—o

de vardir. (3.5) esitliklerinden
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0ok loksa

bulunur. {q,} artan dizi ve g, >k oldugu goz oniinde tutularak, son limit sifir

olacagindan ,
I'('_[T; Cokn = ll(l_r)g Cox
olur. Yani ¢ift ve tek yaklasimlar dizisinin limitleri ayn1 oldugundan,
ll(l_rllck = |I<I_To Cox = |I<I_To Cokat
bulunur. Teoremin ifadesindeki esitsizlik de, ispatin baginda verilen nedenden saglanir.
Tanmm 3.1.4. a, € Z disinda, her biri birer pozitif tam say1 olan bir a,,a,,... tam sayilar

dizisi, ¢, =[a,,a,,...,a, ] olmak iizere, degeri

[35.8,,.,8y,..] = lime,

k—o0

olan bir sonsuz strekli kesir tanimlar. ¢, lara yaklasim ve a, lara da kismi boliimler
denir.

Teorem 3.15. a =[a,,a,,...] ise |a| =2, ve

dir ( Callialp, 2009, sy 120).

Sonug 3.1.5. & =[a,,a,,...| sonsuz stirekli kesri bir tam say1 olamaz ( Callialp, 2009, sy
121).

Ispat. Yukaridaki teoremden a, <« < a, +1 esitsizliginin varlig1 goriiliir. Dolayistyla

a €7 olamaz.

Teorem 3.1.6. o =[a,,a,,...| =[b,,b;,...] ise her k>0 icin, a, =b, dir ( Callialp,
2009, sy 121).

Ispat. Teorem 3.1.5. den,

O S S S
*lana,na] 0 [bubyby]

oldugundan, k ya gore indiiksiyonla istenen esitlik elde edilir.
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Teorem 3.1.7. Her sonsuz strekli kesrin degeri bir irrasyonel sayidir ( Callialp, 2009,
sy 121-122).

Ispat. a=[a,,a,,...] ve a bir rasyonel say1 olsaydi, Teorem 3.1.1 e gére, sonlu stirekli

kesirlere agilimi olurdu. Bu takdirde,
a=[a,,a,,..]=[by,b,.... b, ]
ve |a||=a, =b, olur. Teorem 3.1.5. e gore,

AP U S
°ana,.]

dir. Buradan,
[35.8,,-.] =[Dg, by b, ]
bu sekilde devam ederek,
[a,...]=[b,]=b, €Z

bulunurdu. Fakat sonsuz siirekli kesir bir tam say1 olamayacagindan, bu bize bir geliski
verir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Simdi bir « irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir agiliminin nasil bulunacagini
aciklayalim:

a=a, Ve a,= ||a0|| eZ olsun. a = ¢, bir irrasyonel say1 oldugundan,

O<ay-a,<1l=q =

o, —3a,

a, <1 de bir irrasyonel say1 olur.

oy =a,+—
a,

dir. o, i¢in yaptigimiz islemi ¢, icin de uygularsak bir {a, } sonsuz dizisi elde edilir.

1
oy, =a,+—, a, =||ao||eZ
*

o =2+, 0<a, =[] e Z
a,
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1
Gy =8yt O<a,, =|a.)|ez (3.7)

Burada ¢, , irrasyonel bir say1 oldugundan, , da irrasyonel ve a, €eZ disinda

a, (k > 0) lar pozitif tam sayilardir. Boylece

a=[ag,a,,...8 ;] (3.8)

olur ve [a,,a,,...] sonsuz siirekli kesri bulunmus olur.

Teorem 3.1.8. « bir irrasyonel say1 ve «, lar (3.7) esitlikleri ile tanimlanmis
olsun.a, = e | €Z olmak tizere a =[ay,a,,...] dir ( Callialp, 2009, sy 122-123).

Teorem 3.1.9. Her k>0 igin,
& =[a .,
dir ( Callialp, 2009, sy 123).

Tamm 3.1.5. (3.7) esitlikleri ile tanimli o, =[a,,8,.,,...] lara, @ =, =[a,,2,,...]

sonsuz surekli kesrinin tam bélimleri denir.

Teorem 3.1.10. 1< S bir irrasyonel say1 ve

£=[by.b,...]

olsun. a, €Z disinda her k >0 igin, a, >0 olmak tzere, a,,a,,...,a, , (N >0) tam

sayilar verildiginde
[aO’al""’an—l’ﬂ] = [aO’al""’an—l’ bo’ bl""]
dir ( Callialp, 2009, sy 123).

Teorem 3.1.11. & =[a,,a,,...| olmak lizere her n>1 igin,

P
h

_Puy
qn—l

a <|x

dir ( Callialp, 2009, sy 125).
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Teorem 3.1.11. de c, _ P yaklagimlarinin ¢ irrasyonel sayisina uzakliklar ele
k

alinmaktadir. Daha detayl belirtmek gerekirse bu 6nermenin ispatinda; c,,C,, ...
dizisinin gittikce o ya yakinsadig: goriiliir. Burada, paydasi g, den kiiglk olan

rasyonel sayilar arasinda « ya en yakin olan rasyonel say1 Pn dir .

n

Teorem 3.1.12. (c,d)=1, d>0 ve

Pn

a__

n

< =d>q,

c
a__
d

dir ( Callialp, 2009, sy 125).

Teorem 3.1.13. ¢ irrasyonel bir say1, (c,d)=1,d >0 olmak uzere

L
202

C
o ——

d

ise % , o nin siirekli kesirlere agiliminda bir yaklasimdir ( Callialp, 2009, sy 126-127).

3.2. KUADRATIK iIRRASYONELLER

Tanim 3.2.1. u,ve@Q, v#0 ve D >0 tam kare olmayan bir tam say1 ise U+ V\/B reel

sayisina bir kuadratik irrasyonel say1 denir.
Q (/D) :{u+v\/5 | uveQ)

kiimesi @ rasyonel sayilar cisminin 2. dereceden bir genislemesidir. Kuadratik

irrasyonel sayilar, bu cismin irrasyonel sayilaridir.
Tamm 3.2.2. @ =u+Vv+/D € Q (\/5) ise ¢'=u—vy/D ye, a nin eslenigi denir.

Teorem 3.2.1. Her o kuadratik irrasyonel sayisi, D >0 tam kare olmayan bir dogal
say1ve ,seZ; s#0; s | D—r® olmak tizere,

)
a =

S




77

seklindedir ( Callialp, 2009, sy 129).

Tanim 3.2.3. n >0, m>0 olmak Uzere;

[bo,bl,..., bn_l,co,cl,...,cm_l]
seklindeki bir sonsuz siirekli kesire periyodik denir. Béyle m ve n lerin en kii¢tigiinii
aldigimizda m ye periyot uzunlugu; c,,c,,...,C,,_, € bir periyot denir. Eger n =0 ise plr

periyodik denir.

Teorem 3.2.2. Her periyodik strekli kesir bir kuadratik irrasyonel sayidir ( Callialp,
2009, sy 130-131).

Simdi tersine olarak, bir kuadratik irrasyonel saymin siirekli kesirlere agiliminin

periyodik olacagimi goérelim. Bir « kuadratik irrasyonel sayisi verildiginde, (3.7)

esitlikleri ile a=ay, | |=2,ve k>0 icin, o =a,+ tanimlayalim. Teorem

ak+1

. +D

3.2.1. den 1,8, €Z ve s, | (D-r,?) olmak izere, & =a, = seklinde yazalim.

0

Her a, tam boliimi de benzer sekilde yazilabilir. r, ve s, dizilerini asagidaki sekilde
tanimlayip, bunlarin ¢, tam boliimlerini verdigini ispatlayalim. r, ve s, verildiginde

her k>0 igin,
M =S —he 5 Sy =— ol (3.9)

diyelim. Bu gosterimleri kullanarak asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 3.2.3. Her k>0 tam sayisi igin,
(i) r,s, €Z ve s, =0,

(i) s, | (D-12),
. +\D

k

( Callalp, 2009, sy 131-132).

dir.

(iii) o, =
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Ispat. k=0 igin yukaridaki esitliklerin saglandig1 agiktir. Bu ii¢ iddianm da Kk igin
dogru oldugunu kabul edip, k+1 i¢in dogru oldugunu gérelim.
(3.9) esitliklerinden;

.., €Z ve D de tam kare olmayan bir dogal say1 oldugundan D #r?,_, dir. Dolayisiyla
s, # 0 gerceklenir.(i) nin ispat1 biter.

2 2 2
D-r. D-@s.—r) _D-r
Sk Sk Sk

Spy = k—a,’s, +2a,r (3.10)

olur. Herbir iddianin k ig¢in ger¢eklendigini kabul etmistik. Dolayisiyla s, | (D-r1.7)
saglanir. Bu durumda (3.10) dan, s, | (D-r_?)=sS,,, olur. Buradan da
Se.y | (D—T..%) elde edilir. (ii) nin ispat: biter.

1 s,

sk \/5 + r-k+l
\/B - r.k+1 ' \/B + rk-¢—1

— \/6 + rk+1
(D -r’)/s,

_ D1,

Sk+1

ak+l =

olur. (iii) nin ispat1 biter. Bdylelikle nermenin ispati tamamlanmis olur.

Bu ispat aym1 zamanda bir kuadratik irrasyonel saymnin siirekli kesirlere acilimini
bulmaya yoénelik kullanighi bir yontemdir. Simdi bu yontemi kullanacagimiz asagidaki

Ornegi inceleyelim.

Ornek 3.2.1. +/13 in siirekli kesirlere acilimini bulalim.

\/1—:\/E+0

1

olmak tzere r, =0,s, =1 alalim. O halde a, = H\/l_BH =3 dir.

(3.9) esitliklerinden ve Teorem 3.2.3. den yararlanarak sirastyla r,,s, vea, degerlerini

hesaplayalim:
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_ 2
:13 3 =4 olur. a1:3+;/ﬁ

L =a,8,-l,=31-0=3 , s = |a||=a, =1 bulunur.

Bu sekilde devam edildiginde sonug olarak asagidaki tablo elde edilir.

k 0 1 2 3 4 5
f 0 3 1 2 1 3
S\ 1 4 3 3 4 1
a, 3 1 1 1 1 6

Boylece @:[3,1,1,1,1,6} olarak bulunur.

Teorem 3.2.2. Kuadratik irrasyonel bir sayinin siirekli kesirlere agilimi periyodiktir
( Callialp, 2009, sy 134).

Tammm 3.2.3. « bir kuadratik irrasyonel say1 ve «a>1, -l<a'<0 ise a ya

indirgenmis kuadratik irrasyonel say1 denir.

Ornek 322. a=+2+1>1 ve -l<a'=1-2<0 oldugundan, 2+1 bir

indirgenmis kuadratik irrasyonel sayidir.

Teorem 3.2.3. Bir kuadratik irrasyonel say1 olan & nin siirekli kesirlere agiliminin piir
periyodik olmasi igin gerek ve yeter kosul indirgenmis kuadratik irrasyonel say1
olmasidir ( Callialp, 2009, sy 135-136).

Teorem 3.2.4. D >0 tam kare olmayan bir dogal say ise,

JD =[a0,al,a2,...,am_l,2ao]

esitligi vardir. Yani, JD nin siirekli kesirlere acilimi bir terim sonra periyodiktir ve
periyodun son terimi a, = 2a, dir ( Callialp, 2009, sy 136-137).

Teorem 3.2.5. D >0 tam kare olmayan bir dogal say1 ve

JD = [ao,al,az,...,am], (a, =2a,)
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m periyot uzunlukta olsun. Bu durumda her k>0 igin;

(i) pzk—l - quk—l = (_1)k5k )
(ii) s, >0
(i) s, =l m | k dir.

onermeleri gerceklenir ( Callialp, 2009, sy 137-139).

Teorem 3.2.4. /D nin periyot uzunlugu mve yaklasimlari P lar olsun.
P

i) Eger m cift ise x2—Dy? =1 Pell denkleminin bir ¢oziminiin p, +q,~/D olmasi igin
gerek ve yeter kosul, 3k eN i¢in i =km—1 olmasidir.

ii) Eger m tek ise x2—Dy? =1 Pell denkleminin bir ¢éztimtniin p, +q,+/D olmasi igin
gerek ve yeter kosul, 3k eN i¢in i = 2km —1 olmasidir.

( Callialp, 2009, sy 141-142).

ispat. x?—Dy? =1 Pell denkleminin bir ¢oziimiinin p, +g,+/D olmasi igin gerek ve
yeter kosulun,
(-D)"'s,, =l i+l=mk =¢ift, Ik eN
oldugu Teorem 3.2.5. de gosterildi. Buradan agikg¢a goriiliir ki,
m ciftise; i=mk-1, 3k € N dir.
m tek ise; i =2mk—-1,3k € N dir.

Teorem 3.2.5. /D nin periyot uzunlugu m ve yaklagimlari P lar olsun.
P

(i) Eger m ciftise x? —Dy? = -1 denkleminin hicbir ¢ozimii p, +q,/D olamaz.

(ii) Eger m tek ise x?—Dy? =—1 denkleminin bir ¢oziimiinin p, +q,+/D olmasi igin
gerek ve yeter kosul i =(2k—-1)m -1, 3k € N olmasidir.

( Callalp, 2009, sy 142).
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Ispat. Teorem 3.2.4. e benzer sekilde, x*> —Dy? =—1 Pell denkleminin bir ¢oziminiin
P, +q; JD olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
(-)™s,,,=-1l<i+l=mk=tek,IkeN

olmasidir. Eger m ¢ift ise bu kosul hi¢ gerceklenmez. Eger m tek ise
k=2n+1(n=0,12,...) olmalidir.

Sonu¢ 3.2.1. x?-Dy?=1 denkleminin sonsuz ¢oziimii vardir. x°>-Dy’=-1

denkleminin ise ¢dziimii olmayabilir ancak varsa sonsuz ¢éziimii vardir.

Teorem 3.2.6. p+q\/5 , X? —Dy? = £1 denkleminin bir pozitif ¢oziimii ise b D
q

nin surekli kesirlere agiliminda bir yaklasimdir ( Callialp, 2009, sy 142).

ispat. p?—Dg? =1 ise (p+q~/D)(p—g+/D) =1 olur. Buradan,

E_\/B‘:;
‘q a(p+9+/D)

bulunur. p®> =1+ Dg’ oldugundan p > ¢ olur. Ayrica,

p+q\/5>q+q\/5>2
dir. O halde;
p 1 1 1
——+/D|= < =
‘q ‘ q(p+9vD) @29 29
bulunur.

Bu durumda Teorem 3.1.13. e gore 2,JD nin siirekli kesirlere aciliminda bir

yaklasimdir.

Sonug 3.2.2. JD nin periyot uzunlugu molmak lzere,
i) x> =Dy’ =1 denklemininin temel ¢oziimi;
mgiftise (P, 4,0y ), Mtekise (Pop g, 0oy ) dir.

i) x* —Dy? = -1 denklemininin temel ¢oziimi;
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mtek ise (P, 4,0y, ) dir.

Ornek 3.2.3. x> —13y”® =1 denkleminin temel ¢dziimiinii bulalim:

Oncelikle 13 in siirekli kesirlere acithmin1 bulmak gerekir. Ornek 3.2.1. den
J13 =[3M] oldugu biliniyor. Acikca gériiliiyor ki m=5 dir. Sonug 3.2.2. ye
gore verilen Pell Denkleminin temel ¢éziimi (p,,q,) dir. Tablo olusturarak p,,q,

degerleri bulunabilir.

k -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a, 3 1 1 1 1 6 1 1 1 1

p, |0 1 3 4 7 11 |18 | 119 |137 | 256 |393 | 649

q. |1 0 1 2 3 5 8 53 |61 114 | 175 | 289

O halde x*—13y? =1 denkleminin temel ¢6zim, (p,, 0, )= (649, 289) olmak tizere,
649+ 289413
dir. Bu tablodan vyararlanarak x*-13y®=-1 denkleminin temel ¢oziimi ise

(p,,d,)=(18,8) olmak Uzere,

18+8\/173

olarak bulunur.

Her iki denklem icin de temel ¢6ziim bulundugundan, Teorem 2.3.2. ve Teorem 2.4.1.

de gosterildigi tizere artik diger tiim pozitif ¢éziimler de bulunabilir.

X, +y,J/D, x?—Dy?=1 denkleminin temel coziimii ve r,+s,vD, x?—-Dy’=N

denkleminin bir ¢ozumu ise

r, +sn\/5=(r0 +sO\/5)(xl+y1\/5)n
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esitligiyle belirli 1. +s v/D sayilari da x?—Dy? =N denkleminin ¢6ziimii olur. Ancak

tiim ¢oziimler bu sekilde olmayabilir. 2. Bélimde u? —Dv? =C denklemi ele alinirken,

bu durum derinlemesine incelenmistir.
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4, MALZEME VE YONTEM

1.Boliimde 2. Dereceden baz1 Diofant Denklemleri’nin incelenebilmesi i¢in gerekli olan temel
Sayilar Teorisi bilgileri tizerinde durulmustur. Bu amagla genel olarak Legendre Sembolii ve
Jacobi Sembollerinin tanim ve 6zellikleri ile bunlara bagli Gauss Lemmasi, Euler Kriteri gibi
bazi temel teoremler incelenmistir. Son olarak 2. Boliimde yer alan bazi teoremlerin ispati
icin gerekli olan Dirichlet’ nin Cekmece Ilkesi verilmistir.

2. Bolimde Pell Denklemleri’ nin incelenmesine ge¢meden 6nce Thue Teoremi, Teorem
2.1.2. ve Bachet Teoremi derinlemesine incelenmistir. Ardindan Pell Denklemlerinin
¢Oziimiine yonelik temel teorem ve tanimlar verilerek, bazi durumlar 6rneklerle agiklanmistir.

3. Bolumde ise Pell Denklemleri’nin temel ¢6zimuUni bulmaya yonelik kullanislt bir yontem
vermek iizere Siirekli Kesirler ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir ve bazi 6zel
durumlar 6rneklendirilmistir.



85

5.BULGULAR

Bu Yiiksek Lisans tez calismasinda temel olarak,
x?-Dy? =k

denkleminin X,y tam say1 ¢6ziimlerinin nasil bulunacagi arastirilmistir. Burada X,y birer

tam say1y1, D ise tam kare olmayan bir dogal say1y1 gostermektedir.

k =1 olmasi durumunda, tam kare olmayan D dogal sayis1 i¢in Pell denkleminin her zaman
¢Oziimiiniin oldugu, hatta sonsuz adet X,y dogal sayr c¢Oziimiiniin oldugu ve
X1+ylx/6 (X;,y, €N) ile gosterilen temel ¢oziimiin bilinmesi halinde diger tiim pozitif

¢Oziimlerin bulunabilecegi gosterildi.

k =—1 olmasi durumunda ise D nin belli degerleri i¢in ¢dziimiin var oldugu yani her zaman
¢Oziimiin olmadigi, ancak ¢oziimiin olmasi halinde yine denklemi gercekleyen sonsuz adet
X,y dogal sayisinin oldugu ve temel ¢oziim yardimiyla pozitif diger tiim c¢oziimlerin

bulunabilecegi gosterildi. Bunun disinda, x> —Dy?® =—1 in herhangi bir ¢6ziimiiniin karesinin
x? —Dy? =1 in bir ¢oziimiinii verdigi; ozel olarak ise, & +7,vD (&, 7, e N) x*—Dy? =-1

in temel ¢6ziimi olmak tizere bu ¢ozimiin karesinin x> —Dy® =1 in temel ¢dziimiinii verdigi
gosterildi.

k=1 ve k=-1 durumlarinda temel ¢oziime bagh olarak diger tim pozitif ¢dziimlerin
bulunabilecegi esitlikler verildi ve bu esitlikleri kullanmadan bagka hicbir ¢6zimin
bulunamayacagi gosterildi.

Bu durumlar haricinde k =C; (C € Z—{O}) durumu incelendi ve burada diger iki durumdaki

esitliklerden yararlanarak ¢oziim bulunabilecegi ancak bu esitlikleri kullanmadan elde
edilebilen farkli bicimdeki ¢oziimlerin de varligi gosterildi ve bazi durumlar 6rneklerle
aciklandi.

Sonug olarak Pell Denklemleri’nde denklemin x,y ¢Oztmlerini bulmak icin temel ¢dzim
taniminin 6nemi gozlendi ve bu ¢oziimii bulmaya yonelik Euler’in gelistirdigi yontem
Uzerinde duruldu. Siirekli Kesirler yardimiyla verilen bu yontemin nasil uygulandigi bir
ornekle agiklandi.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu Yiiksek Lisans Tez Calismasi1’ nda,

i) X*+y?=n ( n bir dogal say1 )

i) x*—Dy’=k (k, D dogal sayilar)
bi¢imindeki 2. Dereceden Diofant Denklemleri incelenmistir.

Bu denklemlerde karsilasilan en biiyiik zorluk, denklemlerin ¢6ziimind bulmaya yonelik
genel bir yontem verilememesi, asag1 yukar1 her denklemin kendine has bir ¢6ziim
yonteminin olmasidir.

Bu calismada ii) de verilen Pell Denklemleri ; esas olarak Dirichlet’ nin, tam sayili ¢6ziimleri
verirken de Euler’ in verdigi yontemle derinlemesine incelenmistir.
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