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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Bilindigi tizere adi diferensiyel denklemler ile yapilan modellemelerde degisim
miktar1 sadece i¢inde bulundugu zamana bagh olup ge¢misteki degisim miktarindan
bagimsizdir. Ancak yapilan modellemenin gergege daha yakin olmasi i¢in sz konusu
sistemin o andaki degisiminin ge¢cmisteki durumdan bagimsiz olarak diisiiniilmemesi
gerektigi agiktir. Bu sekilde bir matematiksel modelleme yapildigi zaman iginde
oldugumuz olaylar1 daha dogru degerlendirerek gelecek zamanda gelisecek durumlar
hakkinda bilgi sahibi olabiliriz.

Aslinda birgok uygulama fiziksel sistemlerdeki degisim miktarinin sadece
bugiinkii zaman ve duruma degil ayn1 zamanda ge¢misteki durumlara da bagh oldugunu
gostermektedir.

Matematiksel modelleme yapilirken sistemde meydana gelen gecikmeler de goz
oniinde bulundurulup hesaplamalara katilirsa bu modelleme adi diferensiyel
denklemlerden farkli olup “delay, neutral ve advanced” seklinde simniflandirilan
diferensiyel denklemler karsimiza ¢ikar.

Delay tipli denklemler diferensiyel denklemler teorisinde olduk¢a onemli bir
yere sahiptir. Bu tip denklemler dinamik sistemlerin énemli ve biiyiik bir sinifidir. Bu
denklemler dogal ya da teknolojik kontrol problemlerinde sik sik karsimiza ¢ikar. Bu
sistemlerde bir denetleyici sistemin durumunu gézlemler ve gézlemlerine dayanan
ayarlamalar yapar. Bu ayarlamalar asla ani olmadigi i¢in gozlemleme ve ayarlama
eylemi arasinda kiigiik de olsa bir gecikme meydana gelir.

Simdi bu denklem {izerine yapilan ¢aligmalar hakkinda bilgiler verelim.

Son yillarda yapilan bilimsel ¢alismalarda Gecikmeli Diferensiyel Denklemler
(Delay Differential Equations- DDE) denklem tipi iizerine yapilan arastirmalar giderek
artmaktadir.

Ornegin (Bellman ve Cooke, 1963) kitabmda Gecikmeli Diferensiyel
Denklemlerin ¢oziimii i¢in “Adimlar Yontemi” (Method of Steps) ve “Laplace
Dontisimii” yontemleri tanitilmistir. Ayrica bu denklem tiplerinin bazi fiziksel olaylarm
modellenmesi ve uygulama alanlarim1 inceleyen kitaplar yazilmistir (Kuang, 1993),
(Erneux, 2009), (Gopalsamy, 1992), (Arino ve ark., 2006), (Smith, 2010). Bunlarin
yanisira (Bai ve Xu, 2005) c¢alismasinda ikinci mertebeden DDE’ nin smir deger

probleminin pozitif ¢éziimlerinin varligi incelenmistir.



Ayrica (Glusering ve Luerssen, 2002) kitabinda Gecikmeli Lineer Diferensiyel
Denklem Sistemleri cebirsel olarak bir¢cok degisik sekilde incelenmistir. Son yillarda bu
alandaki yeni gelismeleri ve bu denklem tipi {izerine yeni yonelimleri de igeren
(Balachandran ve ark., 2009) kitab1 da Gecikmeli Diferensiyel Denklemler {izerine
yapilan ¢alismalara 151k tutmustur. Zaman gecikmeli denklem sistemlerinin Lambert- W
fonksiyonu yardimiyla ¢oziimleri (Sun Yi ve ark., 2010; Ulsoy ve Asl, 2003; Ulsoy ve
Yi, 2006) ¢alismalarinda incelenmistir.

Gecikmeli Diferensiyel Denklemlerinin; sinir deger problemi (Boundary Value
Problem- BVP), (Jankowski, 2003; 2005; 2007; Boichuk ve ark., 2010) ¢alismalarinda,
coztimlerin salinimliligi (Oscillation) ve kararlilifi (Stability), (Zhang ve Chen, 2010)
calismasinda incelenmistir.

Bu ¢alismada ise bu denklem tipinin ¢6ziim yontemleri baslangic ve smir deger
problemleri tizerinde duracagiz.

Ayrica Cauchy Solver (Bulgak ve Eminov, 2003) yaziliminin kullaniminda x-

ekseni denklemdeki t- degiskeni, y- ekseni ise ¢oziim fonksiyonu olarak diistintilmiistiir.
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2. GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLER

2.1. Diferensiyel Denklemlerin Siiflandiriimasi

Farkl tipte diferensiyel denklemler vardir. Bunlarin bir sinifi Gecikmeli, Notral ve
Ileri tip denklemlerdir. Bu gibi denklemlerin basit bir siniflandirilmasi (Bellman ve
Cooke, 1963) kitabinda asagidaki sekilde verilmistir.
a,,a,,b,,b,,w Reel sayilar, f siirekli fonksiyon olsun ve t bir agik aralig: tarasin.
a,u'(t)+au'(t—w)+byu(t) +bu(t—w) =1(t) @.1)
genel diferensiyel denklem formu i¢in;

a,,b, #0,a, =0ise Gecikmeli Diferensiyel Denklem,

a, #0,a, # 0 ise Noétral Diferensiyel Denklem,

a, =0,a, # 0 ise lleri Diferensiyel Denklem’dir.

2.2. DDE ile ODE Arasmndaki Farkhliklar

DDE ile ODE denklemleri arasindaki en biyiik fark giris boliimiinde de
soyledigimiz gibi ODE denklemlerinin kullanildigi fiziksel olaylarin matematiksel
modellerinde sistemin herhangi andaki durumunun &nceki durumlara bagl olmadigi ve
sistemde herhangi bir gecikme olmadigimin varsayilmasidir. Bu ¢ogu zaman ise
yaramaktadir. Ancak DDE denklemleri ile yapilan modellemelerde bu gecikmeler
hesaba katilarak matematiksel model olusturulur.

Burada t zaman olarak algilandigi i¢in gecikme kavrami kullanilmistir. Bu
nedenle elde edilen diferensiyel denklem zaman gecikme miktar icerdigi icin bu
denklemleri analitik olarak ¢6zmek de zordur. Bu denklemlerin ¢6ziim yontemlerine
ilerleyen boliimlerde yer verilmistir.

Bilindigi iizere bir DDE denklemin baslangi¢ deger problemini ¢6zmenin temel
yontemi onu bir ODE denklem dizisine doniistirmektir. Bu teknik ilk olarak Adimlar
Yontemi olarak (Bellman ve Cooke, 1963) kitabinda incelenmistir. Ayrica DDE
iizerinde yapilan (Ulsoy ve Yi, 2006; Smith, 2010) caligmalarda da {izerinde
durulmustur.

Sabit katsayili ve sabit gecikmeli homojen DDE hakkindaki gézlemler bu
denklemin ¢oziimlerinin ODE’ nin ¢éztimlerinin davramisindan oldukga farkl: oldugunu

gostermektedir. Bunu bir 6rnekle gosterelim;



x'(t) =Ax(t)+px(t-1), L,peR
x()=¢(t), —1<t<0

denklem sisteminin A, degerlerinin degisimine gore ¢oziimlerini inceleyelim.

Burada,

A=2p=1 @t)=1-t icin Orek 2.1,
L=Lpu=1 @)=t igin Ornek 2.2 ¢coziilmiistiir.

Ornek 2.1

x'(t)=2x(t)+x(t-1), 0<t
x(s)=1-s, -1<s<0

Gecikmeli Cauchy problemini ¢ozelim.
Baslangi¢ fonksiyonunu denklemde yerine yazarsak,

X'(t)=2x(t)+2—t, 0<t
x(0) =1

11

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Adi diferensiyel denklemin Cauchy problemini elde ederiz. Buradaki adi diferensiyel

denklemin ¢dziimi,

X(t)zze2t +lt—§, O<t<l
4 2 4

dir.
Simdi Cauchy problemini ¢6zelim,

v(t)=—t, vi(t)=-1

w(t)=2, w'(t)=0

vi(t) = ——lz-w(t)

diyelim. Bu durumda asagidaki denklemi elde ederiz,

2.5)

(2.6)

2.7

(2.8)
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x(t)
u'(t)=|0 0 —% v(t) |, 0<t<l

00 o \WO
(2.9)

O

u(0) =

[\

Bu Cauchy Probleminin Cauchy Solver yazilimi (Bulgak ve Eminov, 2003) ile grafigini
cizelim. —1<t<0 araligindaki baslangic fonksiyonu ile bulunan ¢6ziimiin 0<t<1

araligidaki grafigi Sekil 2.1° de verilmistir.

By e

Sekil 2.1

Simdi 1<t < 2araligindaki ¢6ztimii bulalim.

x'(t) =2x(t)+x(t-1), 0<t

2.10

x(s)zzezs+ls—§,0<s<l (2-10)
4 2 4



7 1 5
() =2x(t)+—e* V4 —t—=, I<t<2
(t) =2x(1) 1 712

x(l)=Le*— L 212, 6808
4 4

Homojen olmayan adi diferensiyel denklemin ¢6ziimii,
x(t) = Ly —lt+—1—, l<t<2
4 4 2
dir. Simdi Cauchy problemini ¢6zelim,
T - 7 e
v(t) ==, vi(t) ==X
(t) 1 (t) 5
1 1
w(t)y=—t, w't)=—
(t) 3 (t) 5

z(t) :—%, z'(t)=0

wi(t) = —§ z(t)

v'(t) =2v(t)

diyelim. Bu durumda asagidaki denklemi elde ederiz.

2 11 1 x(t)
020 O v(t)
u'(t) = , I<t<2
0 0 0 -0,4]| w(t) h
00 0 O z(t)
12,6808
1,75
u(l)= 0.5
-1,25

Elde edilen ¢oztimiin 1<t <2 araligindaki grafigi Sekil 2.2°de verilmistir.

13

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

2.16)

2.17)

(2.18)
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Sekil 2.2

Ornek 2.2

x'(t) =2x(t) +3x(t-1), 0<t
x(s)=s>, —1<s<0

Gecikmeli Cauchy problemini ¢6zelim.

x'(t) =2x(t)+ 3t =6t +3, 0<t<]
x(0)=0, —-1<s<0

Homojen olmayan adi diferensiyel denklemin ¢6ziimii;

B

, 3. 3
+ It

3., 3
X(t)y=—e" ——t
O=3¢ 333

dir.

Simdi (2.20) problemini ¢6zelim.

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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v(t) =3t%, v(t) =6t (2.22)
w(t) =—6t, w'(t)=—6 (2.23)
z(t)=3, z'(t) =0 (2.24)
Vi) = —w(t), w'(t) =—2z(t) | (2.25)

diyelim bu durumda denklemimiz asagidaki forma doniisiir.

2 1 1 1) x()
0 0 =1 0] v(t)
u'(t) = , 0<t<l
0 0 0 =2 w(
0 0 0 0z
(2.26)
0
0
u(0) = 0
3

Bu Cauchy probleminin Cauchy Solver yazlilmi (Bulgak ve Eminov, 2003) ile

grafigini ¢izelim.

Elde edilen ¢oziimiin 0 <t <1 aralifindaki grafigi Sekil 2.3 de verilmistir.
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Sekil 2.3

Simdi 1<t < 2araligindaki ¢6ztimi bulalim.

x'(t) = 2x(t) +3x(t=1), 0<t
3. 32,3 3 (2.27)

x(s) = s +—s——,0<s<l
4 2 4
x'(t) = 2x(t)+%e2“‘” —%tz +2—27t—3—49—, I<t<2
3 (2.28)
x()==(e” -1
@ 2 )
Homojen olmayan adi diferensiyel denklemin ¢oziimii,
21
x(O) =2t 4 22 2 (229)
4 4 2 8

dir. Simdi (2.28) Cauchy problemini ¢ézelim.
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_ ?_ 2(t-1) W) — 2 2(t-1)
v(t) = 2 te™ 7, v'(t) > te (2.30)
9
w(t)z—zt , W'(t)=-9t (2.31)
27 vey_ 27
z(t) = —E—t, z'(t) = 3 (2.32)
k(t)= —%‘?, k'(t)=0 (2.33)
=2 18
v'(t)=2v(t), w'(t) = —E—Z(t), z'(t) = —Ek(t) (2.34)

diyelim bu durumda denklemimiz asagidaki forma doniisiir.

20 0 o0 |[*V
v(t)
win=|2 00 3 Vgl 1<e<2
000 o -8
13 || k(1)
000 0 0
(2.35)
4,7918
4,5
u(l)y=| -4,5
13,5
9,75

Elde edilen ¢oziimiin 1 <t <2 araligindaki grafigi Sekil 2.4’de verilmistir.
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o
Sekil 2.4
Bulunan iki sonucun birlikteki grafigi Sekil 2.5te verilmistir.
85117
| _M_w,_,__,_ﬂ—;—“""""ﬂ




Ornek 2.3

{x ') =x(t)+x(t—m), 0<t

x(s)=sins, —w<s<0

Gecikmeli Cauchy problemini ¢6zelim

x'(t)=x(t)—-sin(t—m), O<t<m
x(0)=0

—sin(t — ) ag¢ilimini yapip diizenlersek
x'(t)=x(t)+sint, O<t<m
x(0)=0

elde ederiz.

Homojen olmayan diferensiyel denklemin ¢6ziimil,
1. .
x(t)= 5 (e —sint—cost)

dir.

Simdi Cauchy problemini ¢6zelim.
v(t) =sint, v'(t)=cost
w(t)=cost, w'(t)=—sint

vi(t) =w(t), w'(t)=-v(1)

diyelim. Bu durumda denklemimiz asagidaki forma doniisiir.

1 1 0)x(t)

u'(t)y={0 0 1| v(t)|, O<t<m
0 -1 0)lw(t)
0

u(0) =

—_— O

19

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
(2.41)

(2.42)

(2.43)
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Bu Cauchy probleminin Cauchy Solver yazlilmi (Bulgak ve Eminov, 2003) ile

grafigini ¢izelim.

—n<t<0 araligindaki baglangi¢ fonksiyonu ile bulunan ¢6ziimiin 0 <t < waraligindaki

grafigi Sekil 2.6° da verilmistir.

e
1208 {(

Sekil 2.6

Simdi 7t < t < 2maraligindaki ¢6ztimi bulalim.

x'(t)=x()+x(t—mn), 0<t
1 . (2.44)
x(s) = E(eS —sins—coss), 0<s<m
x'(t) =x(t)+ l(e“‘”) +sint+cost), m<t<2m
1 i (2.45)
x(m) = E(e“ —sinm—cosm)=12,0519334

Homojen olmayan adi diferensiyel denklemin ¢dziimii,



1 1
x(t) =—te™ ——cost
(t) > >

dir.

Simdi Cauchy problemini ¢ézelim.
1 1
vit)y==e"", v'(t)==e""™
(t) 5 (t) 3

1 1.
w(t)=—cost, w'(t)=——sint
(t) 5 (t) 3

z(t) = %sin t, z'(t) = 1 cost

V(1) =v(), w'(t) =—z(t), z'(t) = w(t)

diyelim bu durumda denklemimiz asagidaki forma dondisiir.

1 11 x(t)
01 0 01 vt
u'(t) = , T<t<2m
0 0 0 =11 wi(t
0 0 1 0z
12,0519334
0,5
u(m) = 0.5
0

Elde edilen ¢oziimiin <t <2n araligindaki grafigi Sekil 2.7 de verilmistir.

21

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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R [

Sekil 2.7

ENC 828

Bu grafikler (Wolfram Mathematica 8.0, Copyright 1988-2010 Wolfram

Research) kullanilarak da elde edilebilir.

Ancak konuyu daha derinlemesine

inceleyebilmek icin ¢alismalarimizda “Cauchy Solver” yazilimim kullandik. Bu sayede

“Cauchy Solver” yazilimi ile Gecikmeli Diferensiyel Denklemlerin de ¢ozilip

grafiginin cizilebilecegini gostermis olduk.

“Cauchy Solver” programi
x'(t) = Ax(t), x(v)=a
Cauchy Probleminin grafiklerini verir.

Ancak homojen olmayan 6zel sag tarafls;

X '(t) = Ax(t) + (1), x(t)=a

(2.52)

(2.53)

problemleri igin de sistemin boyutu artirilarak homojen hale getirilebilir. Bunu 2006

yilinda Selcuk Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Fizik Boliimiiniin mezuniyet

calismasinda Nigar Bulgak gostermistir.
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2.3. DDE’nin Uygulamalari

DDE; tip, biyoloji, mihendislik alanlarinda bir¢cok sistemin matematiksel
modellemesinde sik¢a kullanilmaktadir. Biz bu boélimde literatiirde gecen fiziksel

problemden iki tanesine yer verecegiz.

2.3.1 Trafik Akisi Problemi

Trafikteki tikamiklik probleminin kontrolii toplumumuz i¢in ¢ok 6nemli bir
konudur. Bu problemin baginda trafik 1siklarinin ya da uyari levhalarinin yerlestirilecegi
yerler, yeni bir otoyol yapilirken kag¢ seritli olmas1 gerektigi ve alternatif tagimacilik
gelistirmek i¢in faydal fikirler iiretmektir.

Yavas seyreden trafikte her ara¢ ontindeki araci oldukga yakin takip eder. Bu
yiizden araglarin hizlanmasi ve yavaglamasinda diizensizlikler meydana gelir. Bu
diizensizlik ashinda yolculuk siiresince hizin korunmasi, yavaslama ve hizlanmada
yasanan diizensizliktir. Bu yasanan diizensizlikler sonucu giinlitk hayatta birgok trafik
kazas1 yasanmaktadir.

Normalde birbirini takip eden araglarin hizlanma ve yavaslamast modellenirken
bu hizlanma ve yavaglamanin ayni1 anda oldugu kabul edilir. Ancak giinliik hayatta bu
hizlanma ve yavaslama ani olmaz ve bir miktar gecikme meydana gelir.

Bu sekilde sistemdeki gecikme g6z Oniine alinarak yapilan modellemelerde
Gecikmeli Diferensiyel Denklemler kullanilir. Daha kapsaml bilgi icin bak (Emeux
2009, syf:40).

2.3.2 Kontrol Miihendisligi

Gecikmeli Diferensiyel Denklem problemleri kontrol mithendisliginde ¢ok sik
kullanilmaktadir. Feedback kontrol iceren biitiin sistemlerde genellikle zaman
gecikmesi vardir. Bu gecikme alinan bilgi ile o bilginin uygulamaya konulmasi arasinda
gecen sonlu bir zaman farkindan kaynaklanmaktadir.

Ornegin bir sistemin hareketini tanimlayan asagidaki ikinci mertebeden lineer
denklemi diigtinelim.
y'(O)+ay' () +y(t) =0 (2.54)

Bu denklemin ¢6ziimii keyfi baslangi¢c kosullari altinda ¢oziimii iistel olarak

sifira yaklasan bir fonksiyondur.
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Bizim burada goz oniine aldigimiz sistem bir geminin her iki tarafinda bulunan
iki tane i¢i su ile dolu tanktan olusan denge tank: sistemidir. Bu sistemde geminin su
yiizeyinde dengede kalabilmesi i¢in bir tanktan digerine su pompalanir.

Bu mekanizma ayrica geminin doniisi sirasinda devrilmeden dengede
kalabilmesi i¢in bir tanktan digerine su pompalamak i¢in tasarlanmastir.

Denklemimizdeki y geminin konumunun normal dik pozisyon ile yaptig1 agidir.

y' ile orantili bir by'seklinde bir terim tanimlarsak;

yv"(t)+ay'(t)+by'(t) +y(t) =0 (2.55)
denklemini elde ederiz.

Fakat bu mekanizmalar ayarlamalara ani cevap vermezler. Bu yiizden bir zaman
gecikmesi meydana gelir. Bu gecikmeyi g6z 6niine aldigimizda denklemimiz;
yv'(t) +ay'(t)+by'(t—1)+y(t)=0, >0 (2.56)
haline dontistir.

Bu modelleme ile ilgili daha detayli bilgi i¢in bak (Ermeux 2009, syf:109)
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3. GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERI

DDE denklem sistemlerinin analitik ¢oziimleri genellikle ¢ok karmasiktir. Ancak
sabit katsayili DDE’ nin analitik ¢oziimleri i¢in ¢esitli yontemler vardr.
Bunlar;
i. Bellman tarafindan gelistirilen “Adimlar Metodu” (Method of Steps),
ii. “Ustel Coziim” (Exponential Solutions) formunda ¢éziimleri bulma,
iii. Lambert W Fonksiyonu kullanarak ¢oziim bulma.

dir.

3.1. Coziimlerin Varhk ve Tekligi
Burada DDE denklemlerinin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi ile ilgili literatiirde

gecen bazi teoremleri verecegiz.

a,u'(t)+bu(t)+bu(t—w)=1(t) (3.1
u(t)=g(t), 0<t<w (3.2)
Burada ag,by,b,,w Reel sayilar, g(t) verilen aralikta siirekli baslangic fonksiyonu,
f(t) ise stirekli bir fonksiyondur.
Teorem 3.1(Bellman ve Cooke,1963)

feC'[0,0), geC[0,w] olsun. Bu durumda t>0 icin (3.1) ve t>wicin (3.2)
denklemini saglayan tek bir u(t) ¢6ziim fonksiyonu vardir.
Teorem 3.2(Smith, 2010)

f(t,x,y), f,(t,x,y) R’ iizerinde siirekli fonksiyonlar, s,reR, ®:[s—r1,s]— R siirekli
fonksiyon olsun. Bu durumda;

x'(t) =f(t,x(t),x(t —r)) (3.3)
x()=D(t), s—r<t<s (3.4)

baslangi¢ deger probleminin o >s i¢in [s—r,c] aralifinda ¢dziimii var ve tektir.
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3.2. Adimlar Metodu

Gecikmeli diferensiyel denklemleri (DDE) ¢6zmedeki en temel yontem Richard
Bellman tarafindan gelistirilen “Adimlar Metodu” dur. Bu metod ile genisletilmis
coztimler elde edilir.

Simdi “Adimlar Metodu” nu agiklayalim.

Oncelikle,
x'(t) =1(t,x(1), x(t—1)), t, <t<t, (3.5
x(O)=D(t), t,—T<t<t, (3.6)

DDE’yi goz oniine alalim. [t,—1,t,] i¢in verilen baslangic fonksiyonunu denklemde
yerine yazip DDE’yi [t,,t, +1] araliginda ODE’ ye doniistiirerek ¢6ziim fonksiyonunu
elde ederiz. Ardindan [t,,t,+1] araligindaki ¢oziim fonksiyonunu [t,+1,t,+21]
aralif1 igin baglangi¢ fonksiyonu olarak diistinerek [t,+1,t,+21] arahigi i¢in ¢dziimii
elde ederiz. Boylece adim adim ilerleyerek her aralik i¢in ayr1 bir ¢éziim elde ederiz.

Bu metod ile [t, —t,00) araliginda gegerli olan ¢6ziimler elde ederiz. “Adimlar

Metodu” (Bellman ve Cooke, 1963)’de ayrintili olarak agiklanmustir.

Daha anlasilir olmasi agisindan bu yontemi bazi 6rnekler tizerinde uygulayalim.

Ornek 3.1

(1) =—x(t— <t<
{X (;[()(t) :Xt(zt —li’<0t <to 3 37
Baglangic deger problemini ¢ozelim.
Verilen denklemde baslangig fonksiyonunu yerine yazarsak O<t<1 araligi icin
x'(t) =—(t-1)*, x(0) =0 olur.

Burada integral alma islemi uygulanirsa,

3

X(t)=%+t2—t+c (3.8)
denklemi elde edilir.

x(0) =0 oldugundan c=0 elde edilir.

Buna gore ¢6ziim fonksiyonu,

—t3
x(t) = 5 +t° =t olur.

Elde edilen ¢oziimiin grafigi Sekil 3.1°de verilmistir.
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Sekil 3.1

Simdi I<t<2 aralifgi icin ayni

3
x(0) =y -, x@= -1
3 3
integral alma islemi uygulanirsa,

4 3
xty =2 op T
12 3 3

0.8 1.0
R
islemleri uygulayalim
(3.9

denklemi elde edilir. Burada x(1) = —-;— oldugu icin ¢ :% bulunur.

t* 2t

Dolayistyla ¢6ziim fonksiyonu, x(t)= 2 3 +2t% - 3 t+ % olur.

3

Elde edilen ¢6ziimiin grafigi Sekil 3.2°de verilmistir.
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Sekil 3.2
2 <t <3 araligi i¢in ¢oziimi elde edelim.
(t-D* 2(t-1) ., 7 7 1
X'(t)=— + 2t-D)"+=(t-1)——, x(2)=—— 3.10
(t) B 3 (t=1 3( ) 19 ) > (3.10)

denklemine integral alma islemi uygulanirsa,

t5

60

=3t 13t 9t
——+cC

e 3.11
2 3 2 ( )

t4
X(t) = ——+—+
(t) 4

denklemi elde edilir. Burada x(2) = -—%2 oldugu i¢in ¢ = % bulunur.

5 4 A43 2
Dolayistyla ¢oziim fonksiyonu, x(t) = L + L + 3t + B ot + A olur.
60 4 2 3 2 60

Elde edilen ¢6ziim fonksiyonunun grafigi Sekil 3.3 de verilmistir.
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Sekil 3.3

Coziimler her aralikta farklidir. Bunu daha iyi gorebilmek icin Sekil 3.4’1 verelim.

e

~—

Sekil3.4
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Ornek 3.2

{x'(t):X(t—T), 0<t; (3.12)

x(t) =sint, —t<t<O0.
baslangi¢ deger problemini ¢ézelim.
Ornek 3.1 de uyguladigimiz adimlar metodunu uygulayacagiz.
Verilen denkleme baslangi¢ fonksiyonunu yerine yazdigimizda,
z(g;))::;mt—sm(t—t), O<t<r; (3.13)

elde ederiz. Bu baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii,

x(t)=1+cost, O0<t<m (3.14)
seklinde elde ederiz.

Aymi islemleri 7t <t < 2n arahgindaki ¢oziimii elde etmek i¢in uygulayalim. Oncelikle

0 < t<m aralifi i¢in buldugumuz ¢oziimii bu aralik i¢in baslangi¢ fonksiyonu olarak

diisiinecegiz.

x'(t)=1+cos(t—m)=1—cost, m<t<2m (3.15)
x(m)=0

Baslangic deger probleminin ¢6ziimii,

X(t)=t—sint—m, T<t<2m (3.16)

dir.
Son olarak 2m <t <3m araligindaki ¢6ziimi bulalim.
x'(t)=(t—-n)—sin(t—n)—n=t-2n+sint, T<t<2n
x(2n)=n
Baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii,
t° >

x(t) :—2——2Ttt—cost+2ﬂ:“ +n+l, 2n<t<3mn
seklinde elde edilebilir.
bu islemi istedigimiz kadar devam ettirebiliriz.

Buradan gortilityor ki baslangi¢ fonksiyonu verilen bir DDE “Adimlar Metodu”
kullanilarak her aralikta farkli, o aralikta siirekli ve tiirevienebilir ¢6ziimleri elde

edilebilir.



31

3.3. Ustel Coziim

DDE denklemlerinin ¢éziimii ODE denklem teorisinde oldugu gibi baslangig
fonksiyonu olmadan diistinerek iistel fonksiyon seklinde aranabilir. Ancak DDE’nin
¢oziimlerinde karsimiza karakteristik kokleri elde etmede karmasik durumlar

¢ikmaktadir. Simdi DDE i¢in tistel fonksiyon seklinde ¢oziim arayacagiz.

3.3.1. Karakteristik Denklem

a, B,t€ R olmak iizere,
x'(t) = ox(t) +Px(t —1) (3.17)

DDE denklemini goz oniine alalim. t=0i¢in bu denklem bir adi diferensiyel denklem

ifade eder.

x'(t) = ax(t) (3.18)
Sabit katsayili lineer adi diferensiyel denkleminin bir ¢6ziimiiniin;

x(t) =e™ (3.19)

oldugunu biliyoruz. Simdi bu istel ¢oziimii yukaridaki DDE denkleminde yerine

yazalim.

}\‘eM — OLE:M +Bek(t*t)
{ r=a+pe™ (320)
AQ)=r—a—Be ™ =0 (3.21)

Burada elde ettigimiz A(A) denklemine (3.17) DDE denkleminin karakteristik

denklemi ve bu denklemin koklerine ise karakteristik kokler denir. (Smith, 2010,
syf:17)

Ornek 3.3
x'(t) =—Px(t—1) (3.22)
DDE denklemini goz 6niine alalim. Bu denklemin karakteristik denklemi

A =e"[A+Be”]=0 (3.23)



32

AL) =A+Be™ (3.24)
Simdi A(A) =0 denkleminin kékleri olan A degerlerini inceleyelim.

Eger;

AN =AW =A"M)=..=A"" W) =0, A1) %0 (3.25)
saglantyorsa A € C’ler (3.24) denkleminin 1< n olmak iizere n mertebeli kokleridir.
(Smith, 2010)’ e gore;

(3.24) karakteristik denklemi agagidaki durumlari saglar.

1. 0<B<m/2 ise Oyle >0 vardir ki Re(A) <8 dir.

2. B=m/2 ise A ==in/2 seklinde iki kok vardir.

3.B>m/2ise A=x=iy, x>0. ye(n/2,m) seklinde kokler vardir.

Simdi (3.17) denkleminin karakteristik denklemi olan

AN =—A+o+Pe™ (3.26)
denklemini digtinelim.

o =—P i¢in A =0 bir karakteristik koktiir. Bu kokiin yam sira kompleks kokler de

mevcuttur. Bunlar;

A=*iw, w>0 (3.27)
i¢in,
—iw+a+Be™ =0 (3.28)
o+Pcoswr=0
. (3.29)
w+Bsinwt =0
Bcoswt =-a
. (3.30)
Psin wt =—-w
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w =B —a’ (3.31)
elde edilir.

(3.28) denklemini T i¢in diizenlersek,

T= wl—-[arccos(— M, of <[] (3.32)
\/BZ —a’ B
buluruz.

Aslinda buraya kadar gosterdigimiz durumlar ODE teorisi ile ¢ok benzerlik
gosterir. Ancak ¢ok onemli bir fark vardir. Bu fark; ODE’nin sonlu sayida karakteristik
kok icerirken DDE denkleminin sonsuz sayida karakteristik kok igerebilmesidir. Bu ise

¢coziimiin elde edilmesinde kompleks durumlarin karsimiza neden olur.
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3.4. Lambert-W Fonksiyonu ile Coziim

DDE’ nin sonsuz sayida karakteristik kokiiniin olabileceginden ve bu koklerin
bulunmasindaki zorluklardan bahsetmistik. Burada DDE’nin karakteristik koklerini
hesaplayabilmek igin (Ulsoy ve Asl, 2003) ¢alismasinda gelistirilen yontemi ana hatlari

ile aciklayacagiz.

{y‘(t)+(xy(t—T)+BY(t) =0, 0<T (3.33)

y(t) = ®(1), te[0,T]

DDE denkleminin baslangi¢ deger problemini diigiinelim. Burada a, 3, T sabit
sayilar, [0, T] baslangi¢ aralig1 ve @(t) baslangi¢ fonksiyonudur.
Bu problemin ¢6ziimiinii,
y(t) =ce” (3.34)
formunda oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki karakteristik denklemi elde
ederiz.
F(s)=(s+P)e" +a=0 (3.35)
Aslinda DDE denklemlerinin analizini zorlastiran husus bu karakteristik
denklemin ¢6ziimiiniin analitik metodunu bulmadaki zorluktur. Bu (3.35) karakteristik

denklemini ¢6zmek i¢in Lambert-W fonksiyonu diye adlandirtlan ve W(s) fonksiyonuna

dayanan yontemi tanitacagiz.

Tanim 3.4.1 (Ulsoy ve Asl, 2003)
Lambert-W fonksiyonu W(z) ile gosterilir ve f:C—C, f(z)=ze” kompleks degerli

fonksiyonunun tersidir ayrica bu fonksiyon, vz e C, W(z)e""”

=z esitligini saglar.
Simdi (3.35) karakteristik denkleminti,

(s+P)e” =-a (3.36)
bi¢iminde yazabiliriz. Bu denklemin her iki tarafini, Te"" ile carparsak;

T(s +B)e " = —aTe"” (3.37)
elde ederiz.

Burada Lambert fonksiyonunun tanimini kullanirsak,
W(—aTe" eV o™ = _gTefT (3.38)

esitligini elde ederiz. (3.37) ve (3.38) denklemlerini birlikte diistindiigiimiizde,
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T(s +P) = W(-aTe") (3.39)
esitligini elde ederiz.
Boylece karakteristik denklemin ¢6ziimii olan s’y1,

5= —;—W(—aTeﬁT)—B (3.40)

seklinde yazabiliriz.

Benzer sekilde B =0 icin karakteristik denklemin ¢6ziimii,

s :%W(_(m (3.41)

olur.

Lambert fonksiyonunun seri agilimi, (Ulsoy ve Asl, 2003)’de asagidaki sekilde

verilmistir.
o \n-l
W, (s) = Z(—f—‘)’—-— 5 (3.42)
n=| n:
ve
W, (s) =In,(s)—In(ln, (s))+ > > C,, M (3.43)
1=0 m-1 (In, (s))
dir. Burada,
In, (s) = In(s) + 2mik (3.44)
ve
1 | 1+m
Cp=—CD (3.45)
m! 1+1
dir.
(3.43) denkleminin homojen ¢6ziimleri (3.40) denklemi kullamilarak asagidaki gibi
yazilabilir.
» Yw (corefTy-
v =Y et (3.46)
k=-o0

Bu ¢oziimde ¢, katsayilari baglangi¢ fonksiyonu kullanilarak, W, (s) degerleri ise (3.42)

ve (3.43) agilimlari kullanilarak hesaplanir.
Buradan da agikga goriilityor ki bir DDE denkleminin ¢6ziimiinii tiste] fonksiyon olarak

aramak diger yontemlere gore daha zahmetlidir.
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4. GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMIN IKi NOKTALI SINIR
DEGER PROBLEMI

{y"(t)+ay'(t)+by'(t—r)=O, 0<t<T @1

y(8) =0(s), —t1<s <0, y(T) =g
Ikinci mertebeden gecikmeli iki noktali siir deger problemini ele alalim. Burada
a,b,t,T,t,s,g Reel sayilar ve ¢(s) verilen aralikta siirekli bir fonksiyondur.
Bu problemin ¢oziimiinii birka¢ drnek iizerinde gosterclim. Bu 6rneklerdeki grafikler
(Wolfram Mathematica 8.0, Copyright 1988-2010 Wolfram Research) ile elde

edilmistir.

Ornek 4.1
{ y'(+y'(t-m)=0

4.2
y(s) =coss, —n<s <0, y(r)=1 (42)

Gecikmeli iki noktali siir deger problemini ¢ozelim.

{y"(t) +[cos(t—m)]'=0,0<t<m (4.3)

y(0) =1 y(m)=1
Verilen baslangi¢ fonksiyonunu denklemde yerine yazdigimizda

{y"(t) +sint=0,0<t<m 4.4

y(0)=1, y(m)=1

ODE’nin iki noktal1 sinir deger problemini elde ederiz. Bu problemin ¢6ziimiini ise,

y(t) =sint+tc, +¢,, 0<t<m ws)
y(0)=1, y(m) =1 .
y(t)=sint+1, 0<t<m (4.6)

seklinde buluruz.

Elde edilen ¢dziimiin grafigi Sekil 4.1 de verilmistir.
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Ornek 4.2

y'"(t)-2y't-1)=0
y(s)=s+1, -1<s<0, y(1)=2 4.7

Iki noktalh smir deger problemini ¢zelim.

Verilen problemi ¢6zmek i¢in Ornek 4.1 de izledigimiz yolu izleyecegiz.
y"(t)—-2=0,0<t<1

{ y(0) =1, yO) =2 (4.8)

Smir deger probleminin ¢6ziimiini,

{y(t):t2 +tc, +¢,, 0<t<l
y(0)=1, y)=2 (4.9)

bilinmeyen intagral sabitlerini hesapladigimizda,

seklinde elde ederiz.

Elde edilen ¢oziimiin grafigi Sekil 4.2 de verilmistir.
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Ornek 4.3

y'(O+y't-1=t
y(s)=s, -1<s<0, y(1)=0

Iki noktal sinir deger problemini ¢ozelim.

Verilen baslangi¢ fonksiyonunu denklemde yerine yazarsak,

{y%0+1=ﬁ,0<t<1
y(0)=0, y(1)=0

Iki noktali smir deger problemini elde ederiz. Bu problemin ¢6ziimii,
' 1 3
y (t)=§t —t+c, O<t<l

y(0)=0, y(1)=0

bilinmeyen integral sabiti hesaplandiginda,
1, 1, 5
t)=—t'——t>+=t, O<t<l
¥ 12 2 12

seklinde bulunur.

Elde edilen sonucun grafigi Sekil 4.3 de verilmistir.

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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Sekil 4.3

Simdi baslangi¢ fonksiyonu tistel fonksiyon olan bir 6rnek ¢ozelim.

Ornek 4.4

{ y'(t)-y(t=1)=0 (4.15)

y(s)=¢", -1<s<0, y(1)=0
Smir deger problemini ¢6zmek i¢in oncelikle baslangi¢ fonksiyonunu denklemde yerine

yazdigimizda,

y"(t)=e"", 0<t<l elde ederiz.
Buradan ¢6ziim fonksiyonunu,
y(t)y=e" +1tc, +c,, 0<t<l

y(0)=1, y(1)=0

sinir deger problemini ¢ézerek

(4.16)
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Elde edilen ¢6ziim fonksiyonunun grafigi Sekil 4.4 de verilmistir.
1.0 &
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Sekil 4.4

Ikinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemlerin iki noktali smir deger
problemlerini farkli baslangig fonksiyonlar1 altinda gézﬂmlérini ve bu ¢oziimlerin
~grafiksel davranismi bu bolimde gosterdik. Burada bir gecikmeli diferensiyel
denklemin sinir deger probleminin baslangi¢ fonksiyonunun, problemin ¢6zimi ve

grafigi tizerindeki etkisi gosterilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada oncelikle Gecikmeli Diferensiyel Denklemler (DDE) hakkinda
genel bilgilere ve diger bilim dallarindaki uygulama alanlarina deginilmistir.

Daha sonra DDE’nin ¢6ziimiiniin bilinen Adi diferensiyel denklemlerden fakli
oldugu ve DDE‘nin ¢6ziimlerine hangi metotlarla ulagilabilecegi gosterildi.

Ayrica DDE probleminin Cauchy Problemi haline getirilerek “Cauchy Solver”
yazilim yardm ile ¢oziiliip grafiginin elde edilebilecegi rekler lizerinde ayrintili bir
sekilde gosterildi.

Daha sonra ise ikinci mertebeden DDE’ nin iki noktal sinir deger probleminin
¢Oziimii ve grafikleri 6rneklerle aciklandi.

DDE’nin ¢6ziimlerinin incelenmesinde karsilagilan en biiyiik sorun iistel
fonksiyon seklinde ¢oziim aranirken karakteristik koklerin hesaplanmasindaki zorluktur.
Bu zorlugun giderilmesi i¢in daha farkli ¢6ziim yontemleri gelistirilebilir.

Zaman gecikmesi igeren sistemlerin modellenmesinde DDE nin kullanilmas: tip,
biyoloji ve miihendislik alanlarindaki ¢alismalarin daha dogru sonuclar verebilmesi
agisindan faydali olacaktir. Ciinkii bazi sistemlerde ¢ok kiigiik olsa da zaman gecikmesi
meydana gelir. Eger bu gecikme goz 6niinde bulundurulmazsa yapilacak hesaplamalar

istenen dogru sonucu vermeyecektir.
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