ANKARA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZIi

MORREY UZAYLARINDA HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL
OPERATORU ve RIESZ POTANSIYELININ SINIRLILIGI

Ferit GURBUZ

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ANKARA
2011
Her hakki sakhdir



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

MORREY UZAYLARINDA HARDY-LITTLEWOOD MAKSIiMAL
OPERATORU ve RIESZ POTANSIYELININ SINIRLILIGI

Ferit GURBUZ

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danisman : Prof. Dr. Ayhan Serbetci

Bu ¢alismada, M maksimal operatoriiniin ve I, Riesz potansiyelinin L p» (E*) Morrey
uzaylarinda varlik ve siirlilik kosullar1 incelenmistir.

Bu tez ¢aligmasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris kismudir. Ikinci
béliimde, temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, klasik maksimal
fonksiyon ve Riesz potansiyeli tanitilmis ve bu operatorlerin varlik ve sinirliligr L(k»)
Lebesgue uzaylarinda gosterilmistir. Son boliim olan doérdiincii bdliimde ilk once,
0<A<n olmak tizere, L p, (R*) Morrey uzay1 tanitilmis, bu uzay iizerinde tanimlanan
norm ve A nin durumlaria gore L pi (B*) uzaymnin yapisi hakkinda bazi sonuglar
verilmistir. Daha sonra, L p) (&") uzaylarinda Hardy-Littlewood  maksimal
operatoriiniin sinirliligt Guliyev (2009) tarafindan verilmis olan teorem yardimiyla
gosterilmistir. L p,. (R*) uzaylarinda I, Riesz potansiyelinin sinirliligr iki farkli yonden
Spanne ve Adams tipi smirlilik olarak gdsterilmistir. Bunun ic¢in Guliyev (2009)
tarafindan verilmis olan iki farkli teorem kullanilmistir. Son olarak L px (R*) Morrey
uzaylarinda M maksimal operatoriiniin ve I, Riesz potansiyelinin sinirliligi igin
Chiarenza ve Frasca (1987) tarafindan verilmis olan alternatif ispatlar verilmistir.
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In this study, existence and boundedness conditions of M maximal operator and I, Riesz
potential in the L p,» (R*) Morrey spaces are investigated.

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to introduction. In the
second chapter, basic definitions and theorems take place. In the third chapter, classical
maximal function and Riesz potential are introduced and existence and boundness of
these operators are showed in the L,(k") Lebesgue spaces. In the fourth chapter which is
the last chapter firstly, for 0<A<n, L px (E") space is introduced and the norm which is
introduced on this space and some results of according to the states of A about structre
of L pa (R") space are given. Then, the boundedness of Hardy-Littlewood maximal
operator in the L p,. (R*) spaces is showed with the help of the theorem which was given
by Guliyev (2009). The boundedness of I, Riesz potential in the L px (R") spaces is
showed as Spanne and Adams type boundness with two different ways. For this aim two
different theorems which were given by Guliyev (2009) is used. Finally, alternative
proofs which were given for boundedness of M maksimal operator and I, Riesz
potential in the L p,. (R)

January 2011, 56 pages

Key Words : L,([R") space, L pa (E") Morrey space, Hardy-Littlewood maximal
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1. GIRIS

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin 6énemli konular1 arasin-
dadir. Ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygu-
lamalar1 vardir. Maksimal fonksiyon R™ nin standart kiimelerinde n = 1 i¢in Hardy-
Littlewood tarafindan tanimlanmis ve Wiener tarafindan n- boyutlu R" Oklid uza-
yma genigletilmistir. Ayrica f € L. (R™) olmak {izere M f Hardy-Littlewood mak-

simal fonksiyonu

r>0

Mf(x) = supm / @) dy
B(z,r)

ve 0 < a < n olmak iizere I, f Riesz potansiyeli

1 f()
fafle) = v(a)R[ |z — yl”_ady

olarak tamimlanmir. Burada

seklindedir.

Morrey uzaylar1 Morrey tarafindan 1938 yilinda eliptik kismi diferensiyel denklemler
ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya c¢ikarilmistir.
Daha sonra Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili eliptik prob-

lemler ve potansiyel teorisine 6nemli uygulamalar: ortaya ¢ikmigtir.

L, » (R") Morrey uzaylary, 0 < XA <n,p>1ve f € L]  (R") olmak iizere

Sl

1
£l =5 | 5 [ £GPy

zER™ B(z,r)

normu sonlu olan fonksiyonlarmm tiim simiflarinin uzayidir, burada B (x,r) = mer-
kezli r yaricapl yuvari belirtmektedir. Bugiin Morrey uzaylarinda Hardy-Littlewood
maksimal fonksiyonu ve Riesz potansiyelinin varlik ve simirhilik kogullari, Morrey

(1938), Peetre (1969), Fefferman ve Stein (1971), Adams (1975), Chiarenza ve Frasca



(1987), Fazio ve Ragusa (1993), Guliyev (2009) gibi bir¢ok matematik¢i tarafindan

calisilmaktadir.

Tezin amaci, M maksimal operatoriiniin ve I, Riesz potansiyelinin L, , (R") Morrey

uzaylarinda varlik ve simirlilik kosullarini incelemektir.

Tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci
boliim diger boliimler icin gerekli olan temel tanim ve teoremleri icermektedir.
Uciincii boliimde, klasik maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli tanitilmis ve bu
operatorlerin varlik ve simirhiigr ile ilgili calismalar yer almigtir. Son béliim olan
dordiincii bolimde 0 < A < n olmak iizere, L, (R™) Morrey uzay: tamitilmis,
bu uzay iizerinde tanimlanan norm ve A min durumlaria gore L, ) (R") uzayinin
yapist hakkinda bazi sonuglar verilmistir. Daha sonra, L, y (R™) uzaylarinda Hardy-
Littlewood maksimal operatoriiniin sinirhligi Guliyev (2009) tarafindan verilmis olan
teorem yardimiyla gosterilmistir. L, y (R") uzaylarinda /,, Riesz potansiyelinin sinir-
liligr iki farklh yonden Spanne ve Adams tipi sinirlilik olarak gosterilmigtir. Bunun
icin Guliyev (2009) tarafindan verilmis olan iki farkl teorem kullamilmigtir. Son
olarak L, \ (R™) Morrey uzaylarinda A/ maksimal operatoriiniin ve I, Riesz potan-
siyelinin sinirlihigr igin Chiarenza ve Frasca (1987) tarafindan verilmis olan alternatif

ispatlar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmim 2.1. X bir K cismi tizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger bir

X =Rz — ]

doniigimii Vo, y € X ve Va € K i¢in
(N1) ||z|| >0 ve ||z]|=0<2=10
(N2) [laz| = [al ||z

(N3) llz +yll < [l + [lyl]

ozelliklerini sagliyorsa bu doniistime X tizerinde norm ad verilir. (X, ||.||) ikilisine

bir normlu vektér uzay: denir. (X, ||.||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir.

Tanim 2.2. X ve Y iki lineer uzay ve T': Dy C X — Y bir fonksiyon olsun. T
fonksiyonuna operator denir. Burada Dz, T nin tamm kiimesi ve T (D7) C Y de T
nin goriintii kiimesidir. Burada Dz, T nin tamim kiimesi ve T' (D7) C Y de T nin
goriintii kiimesidir. Eger Dy, X in bir lineer alt uzayi ve T bir lineer doniigiim ise

her «, f € R (veya C) ve z, y € X igin

T (ax + By) = oT (x) + BT (y)
dir.

Tanmim 2.3. Bir 7 : X — Y lineer dontistim ve X ve Y, K cismi tizerinde iki vektor

uzay1 olsun. Her oo € RT ve her z, y € X i¢in

T(x+y) < Te+Ty
T(ax) = olx

4

saglaniyorsa 1" ye “ alt lineer operator 7 denir.

Tanim 2.4. X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak iizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Eger her © € D (T') i¢in, ||Tz|| < Al/z|| olacak sekilde bir A

reel sayis1 varsa, 1" operatoriine sinirhidir denir.

[T
[l

Bir T operatoriiniin normu ||7'|| = sup olarak tanimlanir.
zeD(T)
z#0



Tamim 2.5. Eger bir f (z) fonksiyonu i¢in hemen her yerde T'f (x) > 0 ise T

operatoriine pozitif operator denir.

Tanim 2.6. X ve Y normlu uzaylar, D (T') C X olmak tizere, T : D (T) — Y bir
operator ve xg € D (T') olsun. Eger verilen her € > 0 sayisia karsilik, ||z — zo|| < ¢
kogulunu gergekleyen her x € D (T') igin, ||Tx — T'zo|| < € olacak sekilde bir 6 > 0

sayis1 varsa 1" ye xg da siireklidir denir.

Tanim 2.7. (Siireklilik ve Simirlilik) X ve Y normlu uzaylar ve D (T) C X
olmak iizere, T' : D (T) — Y lineer operatér olsun. Bu durumda 7" nin siirekli

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7" nin sinirli olmasidir.

Tanim 2.8. (Cebir ve o- Cebiri) X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin
bir A siifi i¢in agsagidaki ozellikler saglaniyorsa bu durumda A simifina X iizerinde

bir cebirdir denir:

(1) XeA

(i7) Her E € Aigin B = X\F e A

(i1) k =1,2,...,n i¢in By € A ise kLZJIEk €A

Eger (iii) sart1 yerine
"Hern € N icin E, € A= oleEn e A”

sart1 konulursa A cebirine bir o— cebiri adi1 verilir.

Tanim 2.9. (Borel Cebiri) Bir  simifin1 kapsayan o-cebirlerinin en kiigiigiine
K nin iirettigi (dogurdugu) o-cebiri denir. R™ deki biitiin agik (a,b) araliklarinimn
dogurdugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmasi halinde
B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir. B(R) nin her bir elemanina Borel kiimesi

denir.

Tanim 2.10. X bir kiime ve A, X iizerinde bir o—cebiri olsun. Bu durumda
(X,A) ikilisine bir ¢lgiilebilir uzay, A daki her bir kiimeye de .A-6l¢iilebilir kiime

veya kisaca Olciilebilir kiime adi verilir.



Tamm 2.11. (Olgﬁlebir Fonksiyon) (X, A) bir ¢l¢iilebilir uzay ve f: X — R
bir fonksiyon olsun. Eger Va € R igin

T o, +x])={reX: f(x)>a}e A

oluyorsa f ye olciilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki olgiilebilir fonksiyonlarin
ailesi M (X, A) ile.gosterilir.

Tanim 2.12. (X,.A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. A iize-rinde tanmimh genigletilmis

reel degerli bir p fonksiyonu

(i) p(0) =0

(ii) Her A € Aigin p(A) >0

(iii) Her ayrik (A,) dizisi i¢in u ( U A ) Z p(Ay)

ozelliklerini saglyorsa bu fonk81y0na olcii denlr Eger her A € Aigin p(A) < oo ise

1 ye sonlu 6l¢ii adi verilir.

Tanim 2.13. ((")lgii Uzayl) Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri
ve A iizerinde tammh bir u 6lgiisiinden olugan (X, A, p1) tigliisiine bir 6lgii uzay1 adi

verilir.

Tanim 2.14. (D1§ f)lgii) X bir kiime ve P (X) de X in kuvvet kiimesi olsun.
P (X) iizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli bir * fonksiyonu

(i) p (@) =0

(ii) Her F € P (X) igin p* (E) >0

(iii) A C B C X igin pu* (A) < pu* (B)

(iv) Her bir n € N igin A,, € P (X) ise p* ( Ejl An> < il w(Ay)

sartlarini saglarsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dig 6l¢iidiir denir.

Tamm 2.15. (Lebesgue Dig Olgﬁsﬁ) (1), R nin siirh ve agik alt araliklarinin

TA= {(Ik) :AC Ufk}

bir dizisi,

olsun. P (R) tizerinde

1nf{Zl - (Iy) em}

k=1

bt



bi¢iminde tanimlanan m* bir dig 6lciidiir. Bu dis olgiiye Lebesgue dig ol¢iisii denir.

Lebesgue dig olgiisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis 6lciisiinii tanimlamak icin
I={zx:0;<2;<0b;, i=1,..,n}

n—boyutlu kapali araliklarim1 goz oniine alalim. Bu araliklarin hacimleri

v () :H(bi—a@-)

=1

bi¢imindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dig olgiisii

m* (FE) = inf {Zv (Iy) : E C U Iy, , I bir arahk}
k=1 k=1

ile tanimlanir. VA C R” i¢in eger
m*(A)=m*"(ANE)+m" (AN (R" - E)) (Caratheodary Olgiimii)

ise I/ kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir.

Teorem 2.1. R” iizerindeki Lebesgue dig olciisii, her bir araliga onun hacmini

karsilik getirir.
Sonug 2.1. A sayilabilir bir kiime ise m* (A) = 0 dur.
Sonug 2.2. [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tamm 2.16. (Lebesgue ()lgﬁsﬁ) M (R, m*), m* dig 6l¢iisiine gore olgiilebilen R
nin alt kiimelerinin sinifi olsun. m* Lebesgue dig dlgiisiiniin M (R, m*) simifina da

B (R) siifina da olan kisitlanmasina Lebesgue ¢l¢iisii denir, m ile gosterilir.

Tanim 2.17. (X, A, ) bir 6lgii uzay: olsun. Eger bir nerme(6zellik) 6lgiisii sifir

olan bir kiime diginda dogru ise, o 6nerme (6zellik) hemen her yerde dogrudur denir.

Tanim 2.18. (Lp Uzay1) (X, 3, p) bir 6l¢ii uzay: olsun. 0 < p < oo olmak {izere

L,= fEM(X,E):/]f|pdu<oo
X

6



kiimesine p- inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar simifi denir. L, uzayimnda

bir f fonksiyonunun normu

1

/|f|”du 1<p<os
1, =4\

esssup |f(z)| , p=o0
zeX

ile tanumlanir.

esssup |f(z)| =inf{A:m(z € X : |f(z)| > \) =0}

zeX

dir.

Tanim 2.19. (Ortii) Birlesimleri A kiimesini kapsayan U; kiimeler ailesine A
kiimesinin bir ortiisiidiir denir. Bu U; kiimelerinin her biri agiksa bu halde U;, A
kiimesinin acgik ortiisiidiir denir. Birlegsimleri A kiimesini kapsayan alt topluluklar
ailesine verilen ortiiniin alt ortiisii ismi verilir. Eger bu topluluklar ailesi sonlu sayida

kiimelerden olusuyorsa, bu ortiiye sonlu alt 6rtii denir.

Tanim 2.20. X kiimesinin her acik ortiisiiniin sonlu sayida bir alt ortiisii varsa, X
kiimesine “kompakttir” denir. Kapali ve sinirli her kiimenin agik ortiisiiniin sonlu

sayida bir alt ortiisii vardir. Yani, kapali ve sinirli her kiime kompakttir.

Tamim 2.21. Bir f fonksiyonunun destegi f (z) # 0 sartin saglayan = noktalarinin

kapamgidir ve Supp f = {x: f (z) # 0} ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi

kompakt bir kiime ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon adini alir.

Tanim 2.22. f olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt K kiimesi iiz-

I[lf\du<oo

ise f fonksiyonuna lokal (yerel) integrallenebilirdir denir ve

erinde

L} (R") = f:/|f|du < o0 ; K CR", K kompakt
i

yazilir. Ayrica,



S

Lipe(R™) = / |fI7 dp < oo; K C R", K kompakt ; ile gosterilir.

Teorem 2.2. Eger 1 <p < ooise L, (R") C L}

loc

(R™) C L., (R") dir.

Tanim 2.23. (Holder esitsizligi) p > 1 ve % + % = 1 olmak tizere f € L,,
g € L, olsun. Bu durumda f g € L' ve

17 glly < A1l Nlgllg

saglanir (Neri 1971).

Tanim 2.24. (Minkowski esitsizligi) p > 1 icin eger f, g € L, ise
(f + g) € L, ve

If 4 gll, < [1Fll, + lgll,
dir (Neri 1971).
Tanim 2.25. (Schwarz esitsizligi) f(z) € Ly ve g(x) € Lo olsun.

1
b 2

/ 1) o) de| < / f / 9(@)” da

a
esitsizligine Schwarz esitsizligi denir.

Tanim 2.26. R" ile n boyutlu Oklid uzaymi gosterelim.
T = (T1,.y Tn), Y= (Y1, -y Yn) € R" ve

|z =1/a?+ ... +a2 xeR" |z >0

olsun. Tim R" de veya R" in bir alt kiimesinde tanimlh bir fonksiyon

g(x) =g (z1, ..., x,) ve f,]0, co)dahemen her yerde tanimh tek degiskenli fonksiyon
olsun. Eger n- degigkenli bir g(x) fonksiyonu herhangi bir tek degiskenli f(z) fonksi-
yonunun yardimiyla g(z) = f (|z|) seklinde gosterilebiliyorsa

g ye radyal fonksiyon denir. Yani

g(x1, ooy Ty) = f <\/x% + ..+ x%)

8



dir.

Teorem 2.3. (Fubini) f, R™" iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

b= [ 17 yldedy

L - / [wx,yﬂdx dy
L= [|[1r@old)

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I i¢in bu R" iizerinde bir ¢g in-
tegrallenebilen fonksiyonu vardir 8yleki g (y) hemen her y igin igteki integrale esgittir
anlamindadir ve I3 icin de aynisi gegerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y € R™ igin f (.,y) € L' (R") dir.

(b) Hemen her z € R" igin f (z,.) € L' (R™) dir.

(c) f fly)dy e L' (R)

(d) f f(z,.)dr € L' (R™)

(e) I 1=1 =13

elde edilir.

Tamim 2.27. z = (xq, ...,z,) ve y = (yl,. - Un), R"de vektorler olmak iizere R™,

n- boyutlu Oklidyen uzay1 (z, y) = Z x; y; i¢ carpimi ile donatilmig R", n- boyutlu

j=1
reel uzaydir.

n 2
Burada x in mutlak degeri |z| = (Z x?) ile tanimlanir.

R™ iizerinde dx = dx;...dz, ile Lebesgue olgiisiinii gosterecegiz. R™ uzay iizerinde

f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

/ d:c—/ /f L1y ey Ty )dxy...dTy,

ile gosterilir.



Cok kath integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kullanigh olmak-

tadir. r = || olsun ve S"~' = {x: |x| =1} ile birim kiireyi gosterilim.
[rtiebae,  do=dor..da,
Rn

integralinin hesabi i¢in;
0<r< o0, 0< 017-“7971—2 <m 0L Hn—l <27

olmak iizere

r1 = rcosb,
To = 7 sin 0y cos O

x3 = rsin 6 sin 65 cos O3

Ty, = rsinf,sinby...sind,,_;
doniisimii yapilir. Bu doniistimiin Jakobiyeni
n—1 A
J (T, 91, ceey en—l) = Tn_l H (sin Qj)n_l_]
j=1

olarak hesaplanir.

co ™ T 2

/f(|x|)dx _ ///.../f(r)J(r,H)drdel...den_l

Rn

T 2

_ /r”1f(r)dr0/0/...0/j131(sinﬁj)”_l_jdel...dﬁn1

0

= wn_l/f(r)r”_ldr
0

elde edilir, burada w,,_1, birim kiirenin yiizey alandir.

10



Genel olarak

/f(|m|)d:17 = //f(?“siné’l, woy TSINOy...8I00,_ 1) r"tdrdf;...do,

Rn 0 gn—1

_ 7 / F(r, ) dodr

0 gn-1
bi¢imde yazilir. Burada do, S™! iizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey 6l¢iisiidiir.
Tanim 2.28. x € R" ve f(z) ve g(x) 6lgiilebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda
[ fw)ste ~ )y = [ o~ gty
R™ R"
integraline f ile ¢ nin konvoliisyonu denir ve f * g ile gosterilir.

Teorem 2.4. Eger f, g € L! ise bu durumda h = f * g hemen her yerde vardir ve
L! e aittir. Ayrica

1Pl < 11 £1l Nlglly

saglanir (Neri 1971).

Teorem 2.5. (Young ) 1 < p < oo olsun. Eger f € L, ve g € L' ise bu durumda

h = f * g hemen her yerde vardir ve L, uzayina aittir. Ayrica

120, < 1171, llglly

esitsizligi gerceklenir (Neri 1971).

Teorem 2.6. (Young ) f € L, ve g € Ly olsun, , + > 1ve ; =+ + . —1 olsun.

1
p
Bu durumda h = f * g olmak {izere h € L, dir ve

120l < 11711 llgllg

saglanir (Neri 1971).

Tanim 2.29. (Fourier Déniisiimii) f € L' (R") olsun.
F@) = gy [ 1@y
(2m)"
Rn

11



ile verilen f fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier doniisiimii olarak adlandirilir.

Burada (z,y) = 111 + ... + 2y, dir. Fourier doniigiimii
Fla)=n? [ f)e ey
R™

veya

fla)= [ fly)e?mDdy
/

olarak da alnabilir. Eger n =1 ve f € L' (R') ise bu durumda
17
¢ _ —ia:yd
/() 27T/f(y)e y

olur.

Lemma 2.1. Eger f (z) = fi (z1) fa (x2) ... fn (x,,) ise

saglanir.

Teorem 2.7. (Riemann-Lebesgue) Eger f € L'(R") ise bu durumda f simrh ve

diizgiin siireklidir. Ayrica |x| — ooiken f(x) — 0 dir.

Teorem 2.8. f,g € L' olsun. Eger h = f x g ise bu durumda h =f§ dir
(Neri 1971).

Teorem 2.9. f,g € L' olsun. Bu durumda

/ Fla)g(x)dz = / F(@)5()dx
dir (Neri 1971).

Teorem 2.10. (Parseval-Plancherel) f € Ly(R") olsun. Bu durumda
fla) = 2m) [ ey
Rn

12



Fourier doniisiimii vardir. Ayrica

|7, = emt i1

dir. Eger Fourier doniigimiinii
flo) = [ #we =ty
Rn
ile tanimlarsak bu durumda
Hﬂ’ =|£ll, (Parseval formiilii)
2

< ]?, g >=< f,g > (Plancherel formiilii)

olur. Burada < f,g >, f ile g nin i¢ carpimini géstermektedir ve

< f,g>= / fgdx
dir.

Tanim 2.30. f € L'(R") ve f nin Fourier doniigtimii
flo) = Cr) ™ [ 1) s
]Rn
seklinde verilsin. Bu durumda

f@) = [ fly)e@dy
/

formiiliine Fourier doniigiimleri i¢in invers formiilii denir

Tanim 2.31. (Homojen Fonksiyon) A ve a reel sayilar olmak iizere

fQAz) = A" f(x)

oluyorsa f ye «. dereceden homojen fonksiyon denir.
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Tamim 2.32. (Karakteristik Fonksiyon) A C R" olsun.

1, z€eA
0, z¢A

XA =

ile tanimlanan x , fonksiyonu A nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanmim 2.33. Bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana geliy-

orsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

s X —{a,ay a,} CR

r — s(z)=a,, 1<k<n

Tanim 2.34. Bir a = (o4, ..., a;,) negatif olmayan «; tamsayilariin sirali n-lisine
katli-indis denir.
la] = ay + ... + ay, dir. Eger a ve § iki kath-indis ise a + 8 = (aq + By, .oy @ + 5,,)

dir. Benzer sekilde, D; = % olmak tizere
J

olel Hartazt..tan

0x{'0x5?...0x%n  O0z('0x5?...0x8n

Da

_ aq a2 «
= D Dg2.. D

|a|. mertebeden bir diferensiyel operatordiir. Ozel olarak D0 f = f dir. Bir

boyutlu durumda D<, % e indirgenir.

Ornek olarak R® te o = (2,0, 5) ise

o 2 )5
D* = ———==DiD
dx30x3 s

bi¢imindedir.

Tamim 2.35. (Schwarz Uzay1) R" uzayinda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve

istenilen « ve 8 kathi-indisleri icin

sup }xO‘DBf(a:)‘ < 00
rEIR™

14



kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina Schwarz Uzay1 denir. Schwarz Uzay1 “S”

ile gosterilir. Kisaca

S:{f:R"HC,fE(COO: sup }xo‘Dﬂf(x)‘ < oo}

reR™

dir. Diger yandan « ve § kath-indisler oldugundan o = (a1, ..., @), 8= (84, -, 5,)
ve oy, B, € NU {0}, j =1, 2, ... dir. Burada

z® =xfalr, = (1, ., ), o= (a1, .., ap)
8 B,
DP = 26_
Oxy* Dz

dir.
Eger f € S ise bu durumda f smrhdir, f € L,(R"), f sonsuz kez diferensiyel-
lenebilirdir, f (z) € S, f (x) sonsuz kez diferensiyellenebilirdir.

Teorem 2.11. Eger 1 < p < oo ise L, deki basit fonksiyonlarm kiimesi L, de

yogundur.

Tanim 2.36. (Kuvvetli ve Zayif Tip Simirhilik) 1 < p, ¢ < oo olmak iizere
T:L,(R") — L,(R")
bir operator olsun. Eger V f € L,(R") icin
ITfll, < AllfI,

olacak bigimde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T" operatoriine kuvvetli (p, q)

tipindedir denir.

i bir 6l¢ii olmak iizere eger V o > 0 igin

A q
pix: |Tf(x)\>oz}§< Hj”p) ,q < 00

olacak gekilde o ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa T doniigsiimiine zayif (p, q)

tipindendir denir (Sadosky 1979).
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Teorem 2.12. (Riesz-Torin) 1 < pg,p1,qo, @1 < oo olmak iizere T, (po,qo) ve

(p1,q1) tipli bir operator olsun. Bu durumda

1 1-6 6

1 1—-406 0
-, == +— (0<6<1)
b Po b1 q qo q1

olmak iizere T, kuvvetli (p, ¢) tipli bir operatordiir.

Teorem 2.13. (Marcinkiewicz Ara Deger Teoremi) py < qo, p1 < ¢1 ve Qo # @1

olmak iizere T" operatorii zayif (po, qo) ve zayif (p1,q1) tipli operatér olsun. Ayrica

pvegq

1 1—-6 0 1 1-0 0

- = +—, -—-= +— (0<d<1)
b DPo h q qo q1

bigiminde tanimlansin. Bu durumda T" operatorii (p, ) tipli operatordiir.

Tanim 2.37. (Vitali Ortii Lemma51) E, smirh caph olan {B;} kiireler ailesinin

birlesimi tarafindan ¢rtiillen R™ nin olgiilebilir bir alt kiimesi olsun.

O halde, By, Bs, ..., By,...(sonlu veya sonsuz) ayrik dizilerini sectikten sonra oyle ki

> m(By) > Cm(E.)

saglanir.

Buradaki C' sadece n ye bagh olan pozitif bir sabittir.
C = 57" olacaktir (Stein 1970).

Tanim 2.38. (Dagilim Fonksiyonu) (X, x) bir ¢l¢ii uzayi1ve f : X — R (veya C)

olciilebilir bir fonksiyon olsun.

ay(\) =p({ze X :[f(2)] > A})

seklinde tanimlanan

as: (0, 00) — [0, o0

fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir.
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3. L, (R") LEBESGUE UZAYLARINDA MAKSIMAL FONKSIYON
ve RIESZ POTANSIYELI

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin énemli konular1 arasin-
dadir. Ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygu-

lamalar: vardir.

Bu boliimde klasik maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli tanimlanarak, bu ope-

ratorlerin varlik ve simirlilik 6zellikleri incelenecektir.

3.1 Maksimal Fonksiyon

f € L},.(R") olsun. Temel Lebesgue Teoremi’ne gore

. 1 s
lg%mm/) fy)dy = f(z)

x,Tr

ifadesi hemen her z i¢in gecerlidir, burada
B(z,r)={yeR": |z —y| <7}

x merkezli r yaricaph acik yuvardir. Yukaridaki limit yerine supremum ve f yerine

| f| almarak f nin maksimal fonksiyonu tanimlanir.

Maksimal fonksiyon R™ nin standart kiimelerinde n = 1 i¢in Hardy Littlewood
tarafindan tanimlanmis ve Wiener tarafindan n- boyutlu R” Oklid uzayimna genisletilmistir

(Stein 1970).

Tanim 3.1.1. f : R®” —— R lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f nin

maksimal fonksiyonu;

M(x) = pﬁ / )| dy

r>0 T
B(z,r)

biciminde tanimlanir.

R™ tizerinde bir g fonksiyonu igin

m iz :|g(x)] > a} = g.(a)
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olsun. g € L, iken

o0

/ lg(y)I" dy = — / a”dg, (a)

saglamr. Gergekten [ aPdg,(«) integraline kismi integrasyon uygulanirsa,;
0

o0 o0 o0

[ardg@) = tim arg.(@)~ [g(@pertda =~ [ gy’ da

ar—00
0 0

= —f/x{xER” g(x)| > A} deda?

0 Rn

= —//X{a:ER":|g(:c)]>)\}dapdx
Re 0

lg()]
= —/ / doPdx = —/ / doPdz
R™ {:pERi:|g(x)|>)\} R™ 0
lg()|
1 P g(a)|
= —/ / pal dozdx——/ p— g dx——/\g(x)|pdx
R" 0 R P R

oldugu goriiliir ve istenilen egitlik elde edilir.

Teorem 3.1.1. R” iizerinde tanimlanan f fonksiyonu icin
(i) f € Ly(R™), 1 <p < oo ise M f maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.
(i7) Eger f € L1(R™) ise Va > 0 igin

mm:Mﬂ@>a}s§/uu»m

saglanir, burada A sadece boyuta bagh bir sabittir ve m Lebesgue ol¢iisiidiir.

(17i) f € Ly(R™), 1 <p <ooise Mf e L,(R") ve
IM A, < ApllF1,

esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).
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Ispat: Oncelikle teoremin (i) ifadesini ispatlayalim. E, = {z : M f(z) > a} olsun.

Va € E, i¢in B, = B(x,r), v merkezli yuvar1 E, da bulunsun. Bu durumda

Mf@) = sp s [ 1wl dy

oldugundan
Mf(z) > a= / |f(y)| dy > am(B,) (3.1.1)

By

elde edilir. Buradan m(B,) < I|f|,; elde ederiz. {B}, E, da bulunan ayrk

yuvarlarin bir dizisi olsun. Bu durumda Vitali Ortii Lemmasindan

> m(By) > em(E,) (3.1.2)

k=0

olur.

(3.1.1) esitsizliginde B, yerine |J By, almirsa bu durumda
k

T / W)l dy> a3 m(By) > acm(E.)
k

U Bs
k

elde edilir. Bu esitsizlikten

/ F@)|dy > acm(E.)

Rn

elde edilir ve burada E, = {z : M f(x) > a} yerine yazilirsa

m{e: M) > a} < o [ 17wl dy

oldugu goriiliir. Burada A = £ segilerek (i7) in ispat: tamamlamr.

Simdi 1 < p < oo igin (i) ve (#i) ifadelerini ispatlayahm. [ |M f|” dz in sonlu

Rn

oldugunu gosterelim. R” {izerinde tanimh bir g(z) fonksiyonunun dagilim fonksiyonu

g«(a) =m{z € R" : [g(z)| > a}
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ile tamimlanir. g € L,(R™) iken

/ lg(y)I" dy = — ]Oapdg*(a)

dir. Simdi
m(Eqy) = mA{z : [Mf(z)| > a} = g.(a)

ve g = M f alinirsa

o0

M| = / (Mf)da = p / o> (B, )do (3.13)

R™ 0

elde edilir. Bu integrali hesaplayabilmek i¢in m(F,) icin bir esitsizlik elde edelim.

Bunun i¢in f; fonksiyonunu

=

—~

S

SN—

Il
e NI

olarak tanimlayalim. Bu durumda

@) < @)+ 5 = Mf@) < MAG)+ 5

saglanir. Buradan

Eo={z:Mf(@)>a} C {o: MA) > 5}

oldugundan

m(Ea) =m{z: Mf(z) > a} Sm{x:Mfl(x) > %}
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elde edilir. Dolayisiyla (i) den

(E)<m{x Mfi(z) O‘ /|f1 )| d

oldugu goriiliir. Sonug olarak

2 [ vl

1f1>5

esitsizligi saglanir. Bu son esitsizligi (3.1.3) de yerine yazarsak

i r 24
ML :p/ozplm(Ea)da Sp/a”l = / |f(2)] dz | do
v
0 0 If1>%

elde edilir. Fubini Teoreminden bu cift kath integralin degerini hesaplamak igin

integrasyon sirasini degistirelim. p > 1 oldugundan

2f (=)

p—1 1
p-2, - 2/f (=) _ 9 p—1
[ artda= S = s
0

elde edilir. Bu ¢ift kath integralin degeri

Cdo= () [l
J

olarak bulunur. Sonug olarak

LAl < (4, [ 157 da
RTL
elde edilir ve esitsizligin her iki tarafinda 119 inci dereceden kuvvet alinirsa

IMfl < A4, / £ da
— 4,071,
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bulunur. Boylece teoremin (i) ve (7ii) ifadeleri ispatlanmig olur. Burada A, sabiti

hesaplandiginda
5"p P
A, = (p_12p> , l<p<oo
()
= , l<p<oo
p—1
bulunur.

3.2 Riesz Potansiyeli

f yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak iizere f fonksiyonunun Laplasyeni;

A =D 5
j=1 "
biciminde tanimlanir.
f € S olmak iizere
_ ¢ 1 i(zy) £
P2 (@) = 1) = o [ Sy
Rn

1 . A
21 = o [ (Cad) o)
Rn
1 o . o . o . .
— oy T2y 1TnYn
(27r)% /< 0:15%6 83:%6 ...+—a$%6 )f(y)dy

R
1 . “

- o / [ € f(y)dy
v o

0|3

If=F'yl™F, feS (3.2.1)

oldugundan

= (-A) f=F"'yPFf

yazilabilir. Bilindigi gibi Laplace operatorii eliptik operatordiir. P. Seeley goster-

22



mistir ki eger bir eliptik L operatorii igin

Lf = F'¢(x)Ff

formiilii mevcut ise o zaman onun istenilen kompleks kuvveti igin

L*f=F'¢*(x)Ff

gecerlidir. Dolayisiyla bu teoreme gore Laplace operatorii icin

(A f=F"'y*Ff

yazilabilir. Dolayisiyla goriintir ki 2 = —$ igin
(—A) 2 f=F1y " Ff (32.2)

gecerlidir. Yani (3.2.1) ve (3.2.2) den goriiniir ki Riesz potansiyelinin ve —A nin
negatif kesir kuvvetinin genellesmis anlamda Fourier doniigiimleri aynidir. Bu du-
rumda

IL,=(-A) %, 0<a<n (3.2.3)

ifadesi yazilabilir. (3.2.3) formiilii Riesz potansiyelinin ne kadar énemli bir operator
oldugunu gosterir. Ciinkii (3.2.2) in yardimiyla Laplace operatoriiniin negatif kesir

kuvvetleri tanimlanabilir, burada 0 < o < n ve

olmak iizere

_ 1 fy)
<mﬁ@»—7m%[m_ywﬂ@

1, operatoriine Riesz potansiyeli denir.

Teorem 3.2.1. (Riesz Potansiyeli icin Hardy-Littlewood-Sobolev Teo-

remi)

o<a<n 1l<p<g<oovel=1_29¢sun.
q n



(i) Eger f € L,(R") ise

1 —n+ta
(1of) (@) = / T — 5|7 Fy)dy

integrali hemen her z i¢in mutlak yakinsaktir.

(i7) Eger p > 1 ise bu durumda

Haflly < Apg IfIl,

esitsizligi gergeklenir.

(1ii) Eger f € L1(R™) ise bu durumda

. AN .
mAiz: |Lof(z)] > A} < ) , Ttim A lar igin
Yani, f — I, f doniistimii (1, ¢) zayif tiptir (% —1- %) (Stein 1970).

Ispat: K (z) = \:vl% olsun. f — I, x f doniistimii yerine f — K * f doniigiimiinii
g6z oniine alalim (Iki doniisiim arasida bir sabitle(ﬁ) carpim kadar fark vardir).
K y1 Ky 4+ K, olarak ayrigtiralim. Burada
K(z) , |z <p K(z) , |z|>p
Ki(z) = Ky (x) =
0, [z[>p 0, [z[ <
bi¢imindedir. Burada p herhangi bir pozitif sabittir. Buradan

Kxf=K xf+Kyxf

elde edilir. K« f ve Ky* f nin hemen her x i¢in mutlak yakinsak oldugu gosterilirse
K x f nin hemen her x i¢cin mutlak yakinsak oldugu, dolayisiyla I, f nin hemen her

x i¢in mutlak yakinsak oldugu gosterilmis olur.

(K f) (2) = /Kl(x—t)f(t)dt: /%dt

|| <pe lz|<p
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Young Teoreminden;

#n 1, < 1l [

|z <p

= 1] s / o dp

0

(0%
= [l war s < o0

= K3 * f hemen her x i¢in mutlak yakinsaktir.

(Ksx f)( /K2 (x —t) f(t)dt = / —d
|z — t|

|z|>p z[>p

dir. p’, p nin dualini belirtmek tizere % + i = 1 oldugundan, Holder egitsizliginden

1

7
p

1
o |t < -t ,
R e = e G

|z|>p || >p

elde edilir. Parantez icindeki integralin yakinsak olmasi icin (n — a)p > n olmas

gerekir.
’ 0% i 1 1 ’ 1 1 , p/
(n—a)p = n(l——)p:n 4= )p=n({=+2)p=n(1+L)>n
n b q p q q
1
o0 1 o N
14 , oy \ 7
S ey o] =151, ()
o

PR
< alfl,u
1Kz flly < e | fll, w7
| K2 * f]]; < oo olup

Ky x f hemen her x i¢cin mutlak yakinsaktir. O halde
K x f =Ky * f+ Ky f oldugundan

A

K * f hemen her z i¢in mutlak yakinsaktir.
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Boylece I, f nin hemen her z i¢in mutlak yakinsak oldugu elde edilir.

Dolayisiyla teoremin (i) ifadesi ispatlanmig olur. Simdi (i4i) yi ispatlayalim:

1 fy) oy
N6 = 55, / Ay o)

_ /f rzr+y

B f( 93+y I w+y
- |y|<a ly|" ‘ |/a y["”
= (Ianf) (2) + Loy f) (2) (3.2.4)

elde edilir. (3.2.4) den
{z:|(Laf)(@)] > 2A} C {z 2 [(La,f) (@) > A} U{a : [(Jop /) (2)] > A}
gergeklenir. O halde yukaridaki kiimenin olgiisii
miz: [(Laf)(@)] > 20} < mA{x: (Lo, ) ()] > Apm e 2 |(Lo, f)(2)] > A} (3.2.5)

seklindedir. Simdi bu ifadeleri ayr1 ayr1 hesaplayalim:

mix: |l f)(z)] > A} = / 1Pdx
m{x:‘([alf)(a:)|>>\}
(Lo, f) (@) ]
A

IA

dx

m{:p Ialf) m)|>/\}

< /I Io, f) (z)P dx

= V ”IOquz

elde edilir. Young teoreminden

1 AP
mAz : [l f) (2)] > A} < 55 [ o Il = —Ap 1K fll; < ~7 BRI
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bulunur. Buradan

p p »
1 pn—l
L = I =t
|IL‘| pn «
ei<n w1
1% p
(o' p
= wn—l/pa_ldp = (wn—lp_ |g)
o
0
p
— wn_;lluap = PpoP
o}
Cluap Iua p
e ) @) >3 < 1= (5 071,) (3.2:6)
elde edilir. Ayrica Holder esitsizliginden
Al
mAz : |(Tao ) (@) > A} < = [ Kol [1£1,
esitsizligi gergeklenir.
L]
1 ’ .
[l = ————dr | = e
z|>p (‘Z’| )
oldugundan ve
12l [1£1l, = ez |LF1, = A
secilirse || Ko * f||; < A ve boylece m {z : | Ky * f| > A} = 0 elde edilir.
L s Hfup)i
:}M q_—:>M_<— (3.2.7)
ca [|f1l, A

(3.2.5),(3.2.6) (3.2.4) de kullamlir ve (3.2.5) de p nun yerine (3.2.7) deki ifadesi
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yazilirsa

m e [(laf)(x)] > 2} < (Hf” (02||f”> )

B HﬂV(WH)
-\

1 1 aqp

p q n

. w(ufup)q—p_c (w>
- P,q )\p )\ - ¥pq )\

bulunur. Yukaridaki ifadede p = 1 i¢gin f € L;(R™) alindiginda I, f Riesz potan-

31

siyeli % = 1 — @ olmak tizere zayif (1,q) tipinde operatordiir. Boylece (i) ifadesi

ispatlanmig olur.
Simdi (i) yi ispatlayalim. Ispati yaparken Marcinkiewicz Interpolasyon

Teoremi’ nden yararlanacagiz. (iii) den dolay1 I, zayif (1,qo) = (1, - a) tipli ope-

ratordiir. (p1,q1) = (pl, %) tipli operator, (po, p1), (o, ¢1) sayilarii Marcinkiewicz

p1 n

Interpolasyon Teoremi'ne uygun olarak secelim. I, zayif (po, ¢,) ve (p1,q1) tipli
operatordiir. Bu durumda Marcinkiewicz Teoremi’ nden
1-6 6 1 1-6 60

0<f<lve-—= + =, = + =
b Po h q qo0 q1

olmak iizere I, kuvvetli (p, q) tipli operatordiir.

1 1-—
- = 9+£:u—m(yi$+9(——3)
q 4do 0 n pron
I N LA
n n o pr n
= 1_0_g+ﬁ
n pn

1 6
(_ =1—-0+ — oldugundan)
D p1

1

1 a o 1
= —— —veya — = —
p n n p q

oldugundan Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi’ nden

1
Hafllg < cllfll, i

31
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elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.
Onerme 3.2.1. a>0,0</\§n,1<p<%,lgqgoo,vefELp(R"),
Mxf e L,(E), ECR"olsun. Bu durumda

p

ap
p)

Ml < C sl (3.2.8)

Lq(E)

+ % ve C, f ve E den bagimsiz bir sabittir

gereklenir, burada + = (

1_«a
p p

(Adams 1975).
Ispat: Ispati yaparken Hedberg (1972) in Riesz Potansiyelleri icin uygulamis oldugu
temel diigiinceyi takip edecegiz. Bu durumda f # 0 igin, I, f (x) kiimesi § > 0 olmak

lizere

Inf (x) = / %dﬁy‘i‘ / ’xf%dy

lz—y|<é lz—y|>6

= I+7T

seklinde yazilabilir.
k €Zveay(z)={y:28 < |zv —y| < 2"76} olsun. O takdirde

5 / 0N

dir. Buradan
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7] < Z / le —y|* " |f (y)|dy, 0< a<n oldugundan
k

=la_

NI PRI S |
< ST Gy [ Wl
k=1 .
Msf (z) = suI()) rPn / If ()| dy, 0< S <n oldugundan
lz—y|<r
< Y @ M 0
k=1

= 52" ) " (27%)" Mof (v)

k=1

= C*Myf(x), O<a<mn

elde edilir. Benzer sekilde,

dir. Buradan,

1"

Mg f ()

IN

IN

f ()
lz —y[""
|z—y[>0
1w,

_ T —y

kioak(x):{y:2k6§|m—y|<2k+1§}
3 / 2 — "™ |f ()] dy
k:Oak(m)
00 o 2k+15 nfﬁ
> (24) 270) — / 1f ()| dy
— (2K+18)"

ag(z)

supr? " / If ()| dy, 0< 3 <n oldugundan

r—0
lz—yl<r
. a—n n—2
67 37 (297" (28 " M f ()
k=0
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o0

_ 604—% Z <2ka—kn+kn—k%+n—%> MAf (l’)

k=0
— TR "h (i 2’“(“2)> M f (x)
k=0

(0<o¢<n,1<p<éoldu§undan (oz—é> <0)
p p

— C5 VM f (x)

elde edilir.
My f(2)1X
0 =0(x) = | 37w

pozitiftir. Bu se¢im kolayca,

secilirse hipotezimiz geregi 0 (z) sonlu ve hemen her yerde

Lo f ()

IN

1]+ )I‘

IN

C3*Mof (z) + O3 % My f ()

. (MAf@)?_l +C<M2f(x)>ap L
(Mof (z)) p»a (Mof (2))% (Mof (x))

P @

ni@)" (s <x>a)w
(Mof (@)™

I8

oldugunu gosterir. Yani,

Lf (2)] < C (Msf (2))  (Mof (2)) ¥
dir.
Teorem 3.1.1. deki (ii7) ozelliginden ve Holder esitsizliginden

ap
A

Mafllyiey < € [anf| " sl

Lq(E)

esitsizligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4. L, (R") MORREY UZAYLARINDA HARDY-LITTLEWOOD
MAKSIMAL OPERATORU ve RIESZ POTANSIYELIi

L, (R™) Morrey uzaylar1 Morrey tarafindan 1938 yilinda eliptik kismi diferen-
siyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya
¢ikarilmistir. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz kat-
say1li eliptik problemler ve potansiyel teorisine 6nemli uygulamalar: ortaya ¢ikmigtir.
Bu boliimde ilk once, 0 < A < n olmak iizere, L, » (R") Morrey uzay1 tamtilacak,
bu uzay iizerinde tanimlanan norm ve A min durumlaria gore L, ) (R") uzayinin
yapist hakkinda bazi sonuglar verilecektir. Daha sonra, L,  (R") uzaylarinda Hardy-
Littlewood maksimal operatoriiniin sinirhiligi Guliyev (2009) tarafindan verilmis olan
teorem yardimiyla gosterilecektir. L, (R™) uzaylarinda I, Riesz potansiyelinin
sinirliligy iki farkli yonden Spanne ve Adams tipi sinirlilik olarak gosterilecektir.
Bunun i¢in Guliyev (2009) tarafindan verilmis olan iki farkhi teorem kullanilacak-
tir. Son olarak L, \ (R™) Morrey uzaylarinda M maksimal operatoriiniin ve /, Riesz
potansiyelinin simirlihg igin Chiarenza ve Frasca (1987) tarafindan verilmis olan

alternatif ispatlar verilecektir.
4.1 L, (R") Morrey Uzaylar:

Tamm 4.1. 0< A <n,1<p<oovefe Ll (R") olmak iizere Ly, (R") Morrey

uzaylari

A
Hf”Lp,A = HfHLp_)\(]R") = xsélﬂgr i ||fHLp(B(x,r)) <0< (4.1.1)
r>0

olacak bigimdeki fonksiyonlarin uzayidir. Burada C' sabiti sadece f ye baghdir ve
B (z,r), merkezi x ve yarigapt r olan agik yuvari gostermektedir. Boyle tanim-
lanan || f|| Ly Lo (R™) uzayinda bir yar1 normdur ( f sabit oldugunda kesin olarak
Imal L, =0 dir). L, (R™) uzaylarindaki fonksiyonlar bir sabit farkiyla esit fonksiy-
onlar olarak alindiginda (4.1.1) de verilen norm ile L, ) (R™) uzay1 bir Banach uza-

yidir.

L, » (R™) uzaylariin yapilar: hakkinda bazi sonuglar agagida verilmistir:
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a) A =0 oldugunda L, (R") = L, (R"), yani bilinen Lebesgue uzayidir.

/ f(2)f de < C <
(z,r

B(z,r)

dir.
b) A = n oldugunda L, ,, (R") = L (R") dir. Gergekten,

f € Ly, (R") olsun. Temel Lebesgue Teoremi’ ne gore

B k)

| 1 P s — £ ()P
PEZW/) £ )P dy = 1f (2)

dir. Bu durumda

B =

1 _1
f@ = |t s [ WPy | <,

r—o m (
B(z,r)

elde edilir. Boylece f € Lo, (R™) dir ve

_1
1Al < wnZi [,

esitsizligi gergeklenir.

c) A <0 veya A > n ise, o halde L, (R™) = 0 olup burada 6, R" de 0 a denk olan

fonksiyonlarin kiimesini belirtmektedir.

4.2 L, ) (R") Uzaylarinda Maksimal Operatériin Siirlilig:

Simdi de Guliyev (2009) tarafindan L, ) (R™) uzaylarinda M maksimal operatorii

icin verilen esitsizligi ispatlayacagiz.

Teorem 4.2.1. 1 < p < oo ve f € L (R") alahm. Bu durumda C; f, z € R" ve

t > 0 dan bagimsiz olmak {iizere p > 1 icin

n _n_q
I3, < CE 7757 1 ey

p(B(z,t)) —
t

esitsizligi gerceklenir (Guliyev 2009).
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Ispat: 1 < p < 0o alahm. f fonksiyonu

f=h+fe HW =W)X W), f2(9) = F ) Xpe@ar (), t > 0 olarak

tammlanirsa

||MfHLp(B(x,t)) = |M(fi+ f2)||Lp(B(oc,t))
= [[MAi+ Ml pey)
< WMAlL, By + 1M [l

Lp(B(=t))

elde edilir. 1 < p < oo olmak iizere Teorem 3.1.1. deki (iii) 6zelliginden

A

IM Al ey < IMAlL@n
< Cllfilly, @

= ClifllL, 5.2

(4.2.2)

elde edilir. Burada C, f den bagimsiz bir sabittir. (4.2.2) den ve || f{[ p(; 2, normu

t ye gore azalmayan oldugundan kolayca

o0

n _n_1q
M il oery < €[5 18 oy

2t
00

n -1
< o / el P

t
elde edilir.
M f5 nin simirhiligy igin ilk olarak asagidaki esitsizligi ispatlayacagiz:

o0

[ ey <[5 1y ds, 0 <1< 0

Be(x,t) t

Bu ispat1 yapabilmek i¢in g > % segilirse, Holder esitsizliginden
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/ lz —y|™"|

Be(x,t)

IN

IA

IN

elde edilir.
z € B(xz,t) i¢in

f )l dy
5 [ sy [
Be(zt) |~y
pfas [ e Wl
t {yeRm:t<|z—y|<s}
c [ [ .
/ Iz, o || | L (B(x,5))
%
0 p
C s S
Ly(B(x,s)) g\ 7 Y
t ¢<|z—y|<s <|3j _y| )
%
i B—1 / Pt ’
B !
O/S 1Nz, (Be.s) / /dedx ds
t n—1 ¢

o0
1
o

0/8—5—1 ||f||Lp(B(a:,s)) <Sn—(n—ﬁ)p’> 7 s
t
C/s
t
C/S_Z_l

t

AlgTr P HfHLp(B(x,s)) ds

”fHLp(B(z,s)) ds

Mo(2) [ 1nwia

B(z,r)

sup|B (z,7)|"
r>0

<csp [ sl
T (Be(x,20)NB(z,r))

<csp [ leeu Wl
r>2t

(Be(w,2t)NB(z,r))
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<c / jz =417 | ()] dy

Be(x,2t)

elde edilir. Bu durumda C; z, t den bagimsiz bir sabit olmak tizere (4.2.4) den

oo

Mfy(z) < C / SN ey @5

2t
_n_1q
< C/s » Hf||Lp(B(:v,s))dS
t

dir. Boylece, sabit x ve t igin M f5 (z) fonksiyonu z ye bagh olmayan bir ifadeyle

sinirlanir. Bu durumda

t v
||1||LP(B(x,t)) = / /pn_ldpd$,
n—1 g
— Ot
oldugu icin
_n_q
1M follp By < C/S Pl e sy 1z, () 4 (4.2.5)
t

dir. Sonug olarak (4.2.3) ve (4.2.5) den (4.2.1) elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.2.2. 1 < p < oo ve 0 < A <n olmak iizere

M ], \ < CUA,

dir.

Ispat: Teorem 4.2.1. den
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2
||Mf||p,>\ = Srgfo)t v ”MfHLP(B(x,t))

zeR™
o0
_A n -1
S C S”"lig t ptp/T‘ p ”fHLP(B(:c,?")) dT
z€R™ t
(o]
n—>X -z 2
< Csupt v ||fll,\ [r» redr
r>o 7
zER™ t
< Csupt's tim 5 {575
< Csupt> Hpr,,\al_,IgO X _n {” ! |t}
mER”L p q

n—A A_
< Csupt v |fll,\tr e
r>0 ’
zeR™

< Clflpa

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Bu ispat, boliim sonunda da degindigimiz
gibi Chiarenza ve Frasca (1987) tarafindan M maksimal operatorii igin verilmis olan

Teorem 4.4.1. in alternatif bir ispatidir.
4.3 L, (R") Uzaylarinda Riesz Potansiyelinin Siirhlig:
4.3.1 Spanne tipi simirhihk

Bu kesimde L, ) (R") uzaylarinda I, Riesz potansiyeli i¢in Guliyev (2009) tarafin-
dan verilen sinirhlik koguluyla ilgili iki farkli teoremi ispatlayacagiz. Bu teoremler

yardimiyla 7, nin Spanne tipi ve Adams tipi sinirliligini ayr1 ayr ispatlayacagiz.

Teorem 4.3.1.1. 1 <p<oo,0<a<?, % = % —2ve f € Lé"c (R™) olsun. Bu
durumda .
n _n_q
||]C¥f||Lq(B(I7t)) S th/T q ||f||Lp(B(a:,7‘)) dT (4311)

t

esitsizligi gerceklenir (Guliyev 2009).

Ispat: 1 < p < oo alalm. f fonksiyonu

f=h+f, HW)=FfW)Xseaw ¥, fo¥) =) Xpewa (y), t > 0 olarak

tanimlanirsa

Inf (z) = Lo fi (%) + Lnfo (2)
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elde edilir.

l<p<oo, 0<a<?n =1
p q p
HIafIHLq(B(x,t)) < ||[C!f1HLq(R")

< ClAllg, @n

ClA N, B2y

elde edilir. Burada C, f den bagimsiz bir sabittir. Ayrica,

o0

n _n_q
ooy < CE [1757 15 Ny

2t

oldugu goz oniine alinirsa

o)

n _n_q
Mafills, oy < CF / e T

2t

elde edilir.

lz—

|z — 2| <t, |z —y| > 2t oldugunda |z — 2| <t < Qy‘ dir. Dolayisiyla

z—yl = |lv—2+2—y|
< v =zl + |z —y
< t+lz—y
< 2oy
< 3 y
ve
lz—y| = |lz—a+z—1y
< |z—a|+ |-y
< t+ |-y
|z —y
< _
< 5 + |z — 9
|z — 9
= 2 -
5 < |z —y

dir. Sonug olarak,
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elde edilir. Boylece

HIOéf?HLq(B( t

-l <l -yl <ozl
— |z = T — — |z =
5 Y= =3 Y

f(y)
= / Iz—yl =

‘(@ Lo(B(x,t))

o |

Be(z,

IN

lZ—y" " 4y ||xseanll, Lo(R™)

elde edilir. 5 > % secilerek, Holder esitsizliginden

=
Be(x,2t)
~ 3 U/

Be(x,2t)

o0
= /6/551
2t

[e.9]

[e.e]

/ “Flds | dy

— "N f ()] dy | ds

T f (y)

[

{yeR™:2t<|z—y|<s}

< C/Sfo’l ||fHLp(B(w,S)) ) ]Q: — y’a—nﬂ?HL ds
p (B(x.5))
1
S 1 '
— 0/351 1Nz, (Beo.s) e

2t

_ -p-1
_ / [T //nwdpdw ds

oo

IN

2t
00

n—1 2¢

1
C/S’Bl 1Nz, (Be.s) (Snf(nfafﬁ)p ) " ds

— C’/s_ﬂ_ls_psaJrﬁ ||fHLp(B(:v,S)) ds

2t
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e}

= C [ 1y g (4319

2t

elde edilir.

Diger yandan % =

3R

1
P

ise 2 =% — o dir. Bu deger (4.3.1.3) de yerine yazlirsa,

(e o]

ofiliyomey < €[5 D17 5 ds

2t

_C / SR 3 P—
2t
< th/ TS ey 98 4314
2t

elde edilir. Sonug olarak, (4.3.1.2) ve (4.3.1.4) den (4.3.1.1) ispatlanir.

Teorem 4.3.1.2. (Spanne) 0<a<n0<A<n—ap 1 <p< 2 olsun.
= ﬁ, % = % —nves ’é diyelim. Bu durumda

Hafllgp < C Il

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. Teorem 4.3.1.1. den ve % = % esitligi kullanmilarak

||‘[Oéf||q7u = sup t q ||‘[ f||Lq xt))

r>0
TeR™

[e.o]

< Csup 75t (178l o

r>0
z€eR™ t

o0

Csupt q ||f||p/\/ ~e L dr

r>0
zeR™ t

IN
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IN

n—p . 1 A_no o
Csupt | fl,, lim +— {rp g t}
r>0 a—00 = — —
z€eR™ p q

n—p A_n
Csupt o ||f|,\tr
>0 ’

TeR™

n—p

= Csupt e [[fl,\t
r>0
reR™

= Clflla

IN

Br_n
9 q

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
4.3.2 Adams tipi sitmirlilik

Teorem 4.3.2.1. 1 <p<oo,0<a<2vefe Ll (R") olsun. Bu durumda C;

f, x ve t den bagimsiz olmak iizere

L] < CtoMf (2) + C / P Al ey A7 (43.2.1)
t

esitsizligi gerceklenir (Guliyev 2009).

Ispat: 1 < p < oo alalm. f fonksiyonu

f=h+fy L) =W)X W), f2) = f¥)Xpe@an (y), t > 0 olarak

tammlanirsa

Lof (2) = Iaf1 (x) + Lo fa (x)

elde edilir.

|I,.f1(x)] < Ct*Mf () esitsizligi Hedberg (1972) tarafindan gosterilmistir (Bakiniz
Teorem 4.4.2.).

1., f5 ic¢in ise Holder egitsizliginden,
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Lf ()] < / 2 — 4" |f (1) dy

Be(x,2t)
< c / f ()] dy / pon1 g
Be(x,2t) |z—y|

o

IN

2t \<|z—y|<r

C[1hynery | [ 10
t

t<|z—y|<r

IN

= C/”fHLp(B(x,r)) //Pnldﬂdfﬂl
t

n—1 ¢

IN

n(1-1) a—n—
[ Wity D
t

o0

— aiﬂil
_ 0 /r ol 2 PR

t

dir. Boylece (4.3.2.1) ispatlanir.

Teorem 4.3.2.2. (Adams) 0 <a <n, 1 <p<2,0<X<n—apolsun.

durumda

Hafllgn < ClFI,

gerceklenir, burada

1 _

1
q p
dir ve C sadece n, A\, p, a ya baghdir.

o
n—>\

p
. A—n A—n\ g A—n
Ispat: rr » <(C (TT> “den, r > 0 olmak tizere r » =

x merkezli t yaricapli acik yuvar olmak tizere
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Q=

1, = I )% d
Iafllgy = sup tA [af ()" dy
zeR™ B(z,t)
%
= sup 4 / |I.f (y)|* dy Teorem 4.3.2.1. den
0
Ithn B(z,t)
. .\
< sup ta / C?“a]\/[f(yc)—i—C/ta;'}1 112, (B dt | dz
>
2ER™ B(z,t) r
o ¢\
_2A A-n dt
< supt (CraMf )+ ClIfl, /t“t # )
>0
I€>Rn B(z,t) r
%
N 5 A—n % a
< supt « C Mf( )+ < p) ||f||p,)\ dx
>0
zER™ B(xt)
P_l 4 q
_A ! Mf(z)\"
= supt @ Mf(zx)+C (=) 1 £1,x
0 B( ) Hpr/\ [naimsy

zeR™

A 2 1-2\1
= s | [ (CQIF@)E ) da
Tz€eR™ B(x,t)
1-2 A b
= Cfll,.° sup ¢ IMANZ (B

zeR™

c ||f||2.7,\E IMf|l;,  Teorem 4.2.2. den
1_2 2

Cllfllp " £l

= Cfll,.

IN

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

4.4 L, (R") Morrey Uzaylarinda M/ Maksimal Operatoriiniin ve [, Riesz
Potansiyelinin Simirhig: icin Alternatif Ispatlar

Bu kesimde L,y (R") Morrey uzaylarinda M maksimal operator ve I, Riesz Potan-

siyeli icin kesim 4.2. ve 4.3. de verilen siirhilik teoremlerinin ispatlarina alternatif
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olarak Chiarenza ve Frasca (1987) tarafindan verilen simirliik teoremlerini ispatla-

yacaglz .

Teorem 4.4.1. 1 <p < oo, 0 < A <n olsun. Bu durumda

M fll, < llFll, (4.4.1)

gerceklenir, burada ¢, f den bagimsiz bir sabittir.

p = 1 olsun. Bu durumda

t{Mf >t} 0 Bo(2)] < er® || £l (4.4.2)

gerceklenir, burada c sabiti x, r, t ve f den bagimsizdir.
1<p<oo, fe€L,\,0<A<nigin Mf, R" de h.h.y. sonludur
(Chiarenza ve Frasca 1987).

Ispat: Ispati yapabilmek icin oncelikle bir lemma verelim.

Lemma 4.4.1. f ve ¢, R" iizerinde pozitif reel degerli fonksiyonlar olsun. r > 1
i¢in,

/ (f* ()" ¢ (x) dz < B, / @) ¢ (x) da

R

esitsizligi gergeklenir.

Uyar:1 4.4.1. f = (f1, fa,...) R" iizerinde bir fonksiyon dizisi olsun. f* i k. terimi,

yani f; fr nin maksimal fonksiyonudur. f; maksimal fonksiyonu
. 1
fi o) =swn o [ 16wl
Q

ile verilir; burada supremum, merkezi x olan tiim kiipler iizerinden alinir.
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Lemma 4.4.1. deki esitsizlik kullanilarak, x > 0 olmak {izere herhangi f ve y fonksi-
yonlari i¢in
[y s <15y 1) o (143)
R7 R7
elde edilir (Feffermann ve Stein 1971).

Bu durumda B, = B (x¢,r) yuvarmn x karakteristik fonksiyonu ve f € L, , alarak
(4.4.3) den agagidaki esitsizlik elde edilir.

[oirasar = [arppased [ |f|p<MX>d:c+§ [ e

R B Bar 1 Bki1, \Boyr
By o @ fo— ol <2r}
R\By, = {z:|x—x0| >2r}
= |z—xo|—r>7r
= (e —zo| —1r)" >1"

olur.
= r <1
(lz = @l = 7)" ~
dir. Ayrica
My = Sl>1](§)> \B(alc,r)\ / X Bao,r) (y) dy
B;B(zo,r)
X
1 , To € Br
B(mo,r):
0 , Xp ¢ Br

— 1 —
= SU B / dy =c
B(z,r)NB(zo,r)

dir. Dolayisiyla

r" )
My, < (=2 = 1) < 1 dir. Buradan,

n

p p = p r
Jatpras<ed [1n ey | e

By Bar " Byk+1\Bak,
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dir. Diger taraftan |z — zo| — r > 2871r oldugundan

n n

r <"
(Jo = 2ol = )" = (26-1r)" =

dir. Son olarak
/(Mf)pd:c<c /\f|pdx+z e / [P d
B, By, Bykt1,

elde edilir. Buradan norma gegilirse

2 (2k+1)
P IMI < C{ A, +Z = anH }

_ P A (Zkﬂ))\
= c|flljx {(27”) + 2 W}

olur. Parantezdeki toplami agilarak,

o0 2k+1)/\ 2k: 1

4/\
_ A A
—l—E (2 17) =7 2—|—E 2k1 ), O<A<n
=1

_ A A A
= 20 +4 Z—<2k—1)"_/\>’ 0<A<n
k=1

1_(2"**)k
= 7 2’\—}—4)‘lim—1 , 0<A<n
k—oo 1 — 55

2n—A
= (2A+4A2n_A_1), 0<A<n

CTA

IN

elde edilir. Dolayisiyla,
MR < el

dir. Boylece
IM Iy < cllflpn = IMfll,x < cllfll,a

bulunur.

p = 1 igin ispat, zayif tahmine kargilik gelen (4.4.3) ile aymidir. Gergekten (4.4.3)
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de p =1 i¢in
[arpae<c [ i)
R” R7

dir. Benzer sekilde

[t = [aipis<ed [ |f|<MX>dx+§ AL

R™ B'r BQk+1r\szr

n

< e /|f|dm+§ | et

\BZT‘ B2k+1\B2kT

IA
o

/!f|dx+§;ﬁ/ f]da

\B2r - Bok+1,

elde edilir. Burdan norma gecersek,

A A =, (1))

r[Mfll, < eq(@r) ||f|!1,A+ZWHfHM
k=1

oo (2k+1))‘}

= ¢ ||f||1,\ {(27”))\ + (2k=17)"

< clfliar?

k=1

elde edilir.

IMFllp < ellfllin= IMFlls < cllflliy = tH{Mf >t} 0B (@) < e[| £l
olup buradan M f nin R” de h.h.y. de sonlu oldugu goriiliir.

Teorem 4.4.2. 0 <a<n,1<p< %, 0 < A <n — ap alalm. Bu durumda

Hafllgn < cllfll,a (4.4.4)

gerceklenir, burada

(4.4.5)

dir.
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p =1 igin

tH{{Lafl >t} 0 B, < e [ fll (4.4.6)

elde edilir.
(26) ve (28) de ¢ sadece n, A, p, a ya baghdir (Adams 1975 ).

Ispat: Ispati Hedberg (1972) de Riesz potansiyelleri i¢in kullanilan yontemden
hareketle yapacagiz: p > 1, f € LP? olsun. Bu durumda f # 0 icin, I, f kiimesi

€ > 0 olmak tizere

I.f(z) = /&dy%— / &dy

n—ao n—«
|z — y| lz—y
-yl <e jo—y|>e

= L+

seklinde yazilabilir. k € Z ve a; (z) = {y : 27" e < |z — y| < 27%e} olsun.

O zaman

TR B =D VR B =
|z =yl — |z —yl
lz—y|<e 2-k—le<|p—y|<2 ke

dir. Buradan

n < 3 / & — 5" £ () dy

k:02—k—16<|x—y|§2—k5

N R AV (OIL”

K

l[z—y|<27Fe
= e"‘Z(T’“fo(m), O<a<n
k=0

= e*Mf(z), O<a<n

= || < c,e*M f(z) esitsizligi elde edilir (Hedberg 1972).

Ikinci integral icin, o = w, p>1ve 117 + z% = 1 olsun.

b=:t/ —Jﬁﬁrdy

v =y
lz—y[>e
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olmak tizere Holder esitsizliginden

1

7
P

B =

f Y P T a—n)p
L] < / ||x<—>y||ady ’:C—y’(p"‘ )p dy

T—y|>e T—y|>e

= [3]4

elde edilir.

I; icin

Sl

A D SR

T
— |z =yl
2ke<|z—y|<2k+1e

- If W)l
< d
< | > / e
POyl <artic
1
- S [ P
— (2k€)
lz—y|<2k+1e
1
= (29)0 .
s [ 1)
P (2F¢) (2k+1e) oy o,
00 (2k+1>>\ g s 1 ) :
— = € p d
= [o—y| <2h+1e

n—ap+A
2

elde edilir. o0 = i¢in parantez i¢indeki toplam acilirsa 0 < A < n — ap olmak

lizere
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0 (2F) 2
i (2k)% A »
=0 (2F) 2
= 2; Z n—ap—A\ )
(k:o (2F) =
= <
elde edilir.
1
Son olarak I, i hesaplanirsa, Iy = / |z — y|(%+a*”)p dy

Tz—y|>e
esitliginde kutupsal koordinatlara gecilerek

oo 7
Iy = /T(Z—m_n)p/Tn_ldr

€

o ! ’ ’ 7
—p tap —np +n P
. re b
= | lim — - - K
b—oo 14 +ap —np +n

1 ( %JrafnJrﬂ,)
= —— | € p
C

elde edilir. Buradan o = %pw‘ icin

o n n o« n(p—1)

—ta—-n+—- = ——g+t—-—+ta—n+

p ' 2p 2 2p p

A _
= +(;p n) O<A<n—ap=A+ap—n<0
p
oldugundan
Adap—n

= I, = —%e 7 elde edilir. Dolayisiyla

Atap—n A=n)

o] < Ily < e v ||fll, = c"e 7 e [[f],
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elde edilir. Buradan hareketle

of| < Mf+ce 7 ||f”p>\_C€aMf+C”€ ’ °‘||f||p,

elde edilir.

€= (—Mf )(Afn) icin
= T, > ¢

/ Mf % 1 Mf Mf A n)
Lfl < J| 0 M
1o f| ¢ (”f”;m) fe <||f||p,,\> (Hpr,)\)

T ) T
IS I IS

= (M — P n)
(M) T A1 ( —Hfum)
R P

elde edilir. Sonug olarak

Q=

1
1aflon = swp | 5 [ Jrastdy

r>0
TzeR"™ B(z,r)

Q>
Q=

= supr |1 f]" dy
r>0

reR™ B(z,r)

IS

IA

sup T
r>0
zeR™ B(a: r)

my
/\

q
P | T )

Q=

= supr i £ (Mf)=% da
r>0
z€R™ (:p T)

(1 L= a _ (n—AL(q—p)>

P q pg n—A\

= s AT | e

r>0
zeR” B(z,r)

o1



Q=

r>0
reR™ B(z,r)
1 1 « 1 « 1
P 4 A g nax p
A ax A
q ~ n— p
PR =y
«@
= supr rr®->x ||f||““A> / (M)’ dx
>0
reR™ B(z,r)
_ni)\

@

N
= T A M / (M) da

B(z,r)

IN

ap__ al
157 WSl sp 75 | [ o
>

zER" B(z.r)

- )\ fo
( = — (n ) secilirse r% = ri=x elde edilir. Buradan)
!

= A1 s IV o IV sy (4401) den

= clfll,x

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.4.3. (Spanne) 0 <a <n,0<A<n—ap,1<p<2olsun. pu= nA

1—1_ayed_£diyelim. Bu durumda
¢ p n T p 4

Hafllgp < €l fIla

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: Eger p; = ((7; i‘;\))p secilerek Teorem 4.4.2. uygulanirsa sadece L, C L,, ,

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Diger yandan eger

A—n A —N
pEPl,( ):<1 )
p P1

ise L, C Ly, ., gerceklenir (Peetre 1969). Dolayisiyla

va/\ g Lph# And Hf”plﬂu S Hf

DA

02



dir. Buradan

Hafllg, < clliflly, . < cllfll,a

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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